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П РЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМ У ИЗДАНИЮ 
АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМ ЕТРИИ

Во втором издании в целях освобождения от излишнего мате- 
риала изложение метрических свойств проведено в прямоугольной 
системе координат.

Чтобы запись суммы одним членом с одинаковыми („немыми*) 
указателями не отличалась от общепринятой, указатели при однород
ных координатах точки подняты.

Использованы те замечания, которые были сделаны при обсужде
нии учебника в математической секции Учёного совета Министерства 
просвещения РСФСР, чтобы в отдельных случаях изменить редакцию 
или сделать незначительные дополнения:

1. Вектор вводится как физическая величина.
2. При введении сложного отношения подчёркнута независимость 

его от нормирования точек.
3 . При определении умножения векторов векторное произведение 

вводится ранее скалярного произведения трёх векторов.
4 . Геометрический смысл линейной зависимости аналитических 

точек выводится из рассмотрения ранга матрицы координат.
5 . Введено (мелким шрифтом) понятие автополярного тетраэдра 

третьего рода, чтобы исчерпать все такие тетраэдры.
6 . Введено (мелким шрифтом) понятие комплексных точек и ком

плексного проективного пространства.
С. Фиников

П РЕДИ СЛОВИ Е К ПЕРВО М У ИЗДАНИЮ

Настоящий курс составлен из лекций, читанных мною в течение 
последних четырёх лет на первом курсе Московского городского 
педагогического института им. Потёмкина.

Д ва соображения руководили мною при выборе метода изложения. 
Первое относилось к самому содержанию курса. Аналитическая гео
метрия в своей главной части содержит теорию кривых и поверхно
стей второго порядка. Эту теорию нельзя изложить, оставаясь в 
области собственных точек эвклидова пространства. Вместо того 
чтобы, насилуя природу чисел, говорить в связи с асимптотами
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о „бесконечно удалённых" точках, мне казалось * проще ввести несоб
ственные точки, систематически пользуясь однородными координатами.

Второе соображение касалось специфической трудности аналити
ческой геометрии: обилия сложных выкладок и громоздких формул. 
Мне кажется, что это в значительной части происходит от употреб
ления не свойственной задаче системы координат. Проективные свой
ства фигур должны изучаться в проективных координатах относительно 
координатного тетраэдра, аффинные —  в аффинной системе координат 
относительно произвольной тройки некомпланарных векторов, метри
ческие— в декартовых координатах относительно прямоугольного трёх
гранника. В этой схеме нет места декартовой косоугольной системе 
координат. Мне кажется, она ещё сохраняется в курсах аналитической 
геометрии только по традиции. Отдавая дань этой традиции, я сохра
нил ряд формул косоугольной системы в первой части аналитической 
геометрии, но и там их можно опустить без всякого вреда.

Книга содержит в основном только тот материал, который был 
прочитан в аудитории. Однако, в зависимости от состава слушателей 
и целого ряда других причин, может возникнуть необходимость 
сокращения его. Поэтому я отметил звёздочкой те статьи и вопросы 
различной ценности, которые можно опустить, не нарушая общей 
структуры курса. В некоторых случаях под звёздочкой помещены для 
справок такие статьи, например эйлеровы углы, на которые имеется 
только беглая ссылка в основном тексте.

В  заключение считаю приятным долгом высказать мою глубокую 
признательность профессору Д . И. Перепёлкину, который прочёл всю 
книгу в рукописи и передал мне целую тетрадь больших и малых 
замечаний, из которых некоторые были весьма существенны. Он же 
мне сообщил замечание о характере вершин автополярного тетраэдра.

С. Фиников



ЧАСТЬ П Е Р В А Я
а н а л и т и ч е с к а я  г е о м е т р и я  н а  П ЛО СКО СТИ

Г л а в а  I  

ГЕОМ ЕТРИЯ НА ПРЯМОЙ

Для определения положения какой-либо точки М  на прямой можно 
дать расстояние этой точки от произвольно заданной точки прямой О 
(начало координат). Нетрудно, однако, заметить, что на прямой 
имеются две точки М и М' на
одном и том же расстоянии: о  м

ОМ =  ОМ', 1

по обе стороны от точки О Черт. 1.
(черт. 1). Следовательно, опре
деление положения точки на прямой связано с определением отрезка ОМ 
не только по величине, но и по направлению.

Направленный отрезок называется вектором. О братимся к вв ед е
нию понятия вектора.

§  1. Понятие век то р а

Среди величин, встречающихся при изучении природы, можно 
различить два вида. Одни из них вполне определяются числом. 
Таковы, например, встречающиеся в физике величины: м асса тела, 
температура тела в точке, электрический или магнитный потенциал 
и т. д. Другие отличаются между собой не только числовым зн аче
нием (напряжённостью, модулем), но и направленностью. Примерами 
могут служить физические величины: сила, скорость, ускорение д ви 
жения. Первые из этих величин, определяемые одним числом, н азы 
ваются скалярами, вторые —  векторами. Геометрически вектор  м ож ет

быть представлен направленным отрезком прямой АВ, где А и В — д ве 
точки пространства, взятые в определённом порядке: А —  начало, 
В —  конец вектора. Длина отрезка АВ  (сущ ественно полож ительное 
число) называется длиной, или модулем  вектора. Э то величина си лы ,

скорости или ускорения. Прямая АВ вместе с перемещением по ней
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от А к В определяет направление вектора (силы, скорости, ускоре
ния и т. д.).

Содержание понятия вектора вытекает из определения равенства 
векторов и суммы векторов.

Это значит, что всякая физическая величина, которая удовлетво
ряет этому определению равенства и для которой сумма определена 
по правилу сложения векторов, может быть признана вектором.

О п р е д е л е н и е  1. Два вектора называются равными —

A S  =  СО

при выполнении трёх условий:
1) отрезки АВ и CD (модули векторов) равны —

АВ =  CD,
2) прямые АВ и CD параллельны —

AB\\CD,

3) векторы АВ и CD на этих прямых одинаково направлены.
При этом векторы считаются одинаково направленными, если,

сохраняя АВ параллельным CD, можно перенести отрезок АВ так, 
чтобы начало А совместилось с началом С, а конец В  —  с концом D.

Следствие 1. Равенство векторов не нарушится, если один 
из векторов перенести в пространстве, сохраняя его длину и на
правление.

Следовательно, всякий вектор можно перенести в начало коорди
нат, точнее, среди векторов, имеющих своё начало в начале коорди
нат, найдётся один вектор, равный произвольно заданному вектору 
пространства.

Вектор ОМ, начало которого совпадает с началом координат, 
называется радиусом-вектором точки М (конца вектора) и обозна

чается одной буквой ОМ =  М. Длина вектора М (его модуль) обо
значается той же буквой, но светлой: М.

О п р е д е л е н и е  2. Суммой векторов называется вектор, замы
кающий ломаную линию, стороны которой являются слагаемыми век
торами.

Например, на чертеже 2 суммой трёх векторов АВ, ВС и CD 
является вектор AD:

AB-\~BC-\-CD — AD. (1)

Это определение даёт п р а в и л о  п о с т р о е н и я  с у м м ы :
Чтобы получить сумму векторов, надо в конце первого слагаемого 

построить вектор, равный второму, в конце этого вектора —  вектор, 
равный третьему, и т. д. Вектор, соединяющий начало первого сла
гаемого с концом последнего, является суммой векторов (черт. 2).



Для двух векторов это правило совпадает с п р а в и л о м  па* 
р а л л е л о г р а м а .

Следствие 2. Сумма двух векторов есть диагональ паралле- 
лограма, построенного на слагаемых.

В D

Действительно, в силу равенства и параллельности противополож
ных сторон параллелограма, имеем равенство векторов (черт. 3)

AC— BD.
Значит,

AB-\-AC=AB-\-BD =  AD.

Теорема ассоциативности. При сложении нескольких векто
ров можно любые два слагаемых (или более) заменить их суммой:

AB-\-BC-\-CD =  AB-]-{BC-\-CD). (2)

Действительно, если в ломаной ABCD соединить прямой две 
точки В  и D (черт. 4), то суммы

I f i - f - B C - f -  CD =  AD,

AB~\~BD==ADT
очевидно, будут равны между собой, а так как

я с + с Ь = = я Ъ ,
то мы и получаем требуемое равенство (2).

Доказательство теоремы легко распространяется на произвольное 
число слагаемых последовательным прибавлением к двум слагаемым 
третьего, к трем —  четвёртого и т. д.

Теорема переместительности. Сумма векторов не зависит 
от порядка слагаемых.

Для двух векторов теорема прямо вытекает из правила паралле
лограма (черт. 3 ) :

Х в-\-А С = АС-\-АВ =  AD, (3)

ибо в обоих случаях стороны АВ и АС определяют один и тот же 
параллелограм А В DC.
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Из теоремы ассоциативности вытекает возможность перестановки 
любых двух соседних слагаемых:

АВ +  В С +  . . .  + Ж + Ш -\ -  . . .  -f PQ =

=  AB +  B C + . . . + №  +  I M ) + . . . + P Q ,  

но по доказанному из формулы (3) имеем:

Ta +  LM =  LM +  KL.
Значит,

АВ +  В С +  . . .  +(K L +  LM) +  . . .  +  PQ==

=  AB +  l t f + . . .  +  (LM +  K L ) + .. .  +  PQ
и, окончательно.

АВ +  В С +  . . .  + K L  +  L M +  . . .  + P Q  =

=  J b +~b c +  . . .  + Г м + Н н — +  яс?..
Переставляя последовательно пары рядом стоящих' слагаемых, можно 

расположить их в любом порядке.

§  2 . Умножение вектора на скаляр

Если слагаемые расположены на одной прямой, то и сумма векто
ров лежит на той же прямой. При этом могут быть два замечатель- 
ных случая:

1. В с е  с л а г а е м ы е  о д н о й  д л и н ы  и о д н о г о  н а п р а в л е 
ния.  Если вектор а  повторяется слагаемым п раз, то мы будем гово
рить, что он умножается на целое число п:

п раз

и -|“ a —J”  I . .  —j—ct== пл. (4)

При этом произведение сохраняет направление множимого и только 
длина (модуль) вектора увеличивается в п раз. Это даёт нам осно
вание ввести общее определение.

О п р е д е л е н и е  1. Произведением вектора на положительное 
число называется вектор, параллельный множимому, одинаково с ним 
направленный и обладающий модулем, равным произведению модуля 
множимого на множитель.

2. Второй замечательный случай сложения получается, когда о б а  
с л а г а е м ы х  р а в н ы  п о  а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н е  (по модулю) 
и п р о т и в о п о л о ж н о  н а п р а в л е н ы .  Такие векторы называются 
противоположными.

Введём определение:
О п р е д е л е н и е  2. Вектор равен нулю , если его конец совпа

дает с началом, т. е. если его модуль равен нулю.
Нетрудно показать, что сумма противоположных векторов равна 

нулю. Действительно, при построении второго слагаемого а' в конце 
первого а  (черт. 5) мы заметим, что конец его совпадает с началом 
первого слагаемого; начало ломаной совпадает с её концом. Длина
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замыкающей равна нулю, а следовательно, и сумма векторов равна 
нулю:

а'— й/ —  О,

Противоположные векторы в сумме равны нулю.
О п р е д е л е н и е  3. Произведением вектора на отрицательное 

число называется вектор, параллельный множимому, противоположно 
направленный и обладающий модулем, равным произведению модуля 
множимого на абсолютную величину
множителя. а '  О '

Следствие 1. При умножении
» О авектора на минус единицу его напра

вление меняется на противополож- Черт. 5. 
ное.

Следствие 2. Вектор равен своему противоположному с об
ратным знаком:

* а' — —  а. (5)

О п р е д е л е н и е  4 . Разностью  двух векторов а  и Ь называется 
такой третий вектор х ,  что сумма векторов х  и Ь равна вектору а :

х-\-Ь — а.  (а)

Т еорем а. Чтобы вычесть вектор, надо прибавить его с об
ратным знаком.

Обозначим через Ь' вектор, противоположный вектору Ь, и покажем,
что

х  =  а-\-Ь'. (Ь)

Действительно, внося х  из равенства (Ь) в равенство (а), имеем:

x - f-b  =  a-\-b'-\-b — а -{-(&'-{-&) =  а, 
ибо • 

Ь'-\-Ь =  О

как сумма противоположных векторов.
Так как по формуле (5)

Ь' =  —  Ь, 
то и получаем из уравнения (Ь)

х  —  а - { - ( — Ь).
Т еорем а распределит ельност и  /. Чтобы умножить вектор 

на сумму скаляров, достаточно умножить его на каж дое слагаемое 
и сложить полученные произведения:

a  “= ахх-\-ахъ-\-ахй. (6)
Достаточно доказать теорему для двух слагаемых:

а  ( х ,  «= а х х-\ -ах%. (с )

Примем длину вектора а  за единицу измерения длин. Тогда век
тор а х х будет содерж ать лг, единиц длины, а вектор лл*2 будет с о 
держать х9 единиц длины (черт. 6 ) .
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Если х1 и х2— одного знака, то векторы axt и ах2 —  одного на
правления, откладываются на прямой в одну сторону и длина суммы 
ax1-\-axi равна сумме длин слагаемых х1-\-х2, как это и имеет 
место для левой части формулы (с).

р  *3 Aj
адг, а х 2

Черт. 6.

Если хх и х2 —  разных знаков, то векторы ахх и ах2—  противо
положно направлены. Их сумма

лх^—}— ах2 == ОА̂ ~j— А̂ А2 =  ОА2
направлена в сторону слагаемого с бблыним модулем (на черт. 7
в сторону ах j) ; модуль вектора ОА2 равен разности модулей ОА} и
АХА2. Нетрудно заметить, что именно так и происходит сложение

двух действительных чисел xt и ха 
разных знаков: составляют разность 

►А их абсолютных величин (из боль- 
шей вычитают меньшую) и приписы
вают знак большего • (у нас xt). 
Следовательно, сумма хх-\-х2 и по 

по знаку определит по формуле (с)

| ^2 
OAj~

Черт. 7. 

абсолютной величине, и 
вектор ОА2.

Теорема распределительности II. Чтобы умножить сумму 
векторов на скаляр, достаточно умножить на скаляр каждое 
слагаемое и сложить полученные произведения.

Достаточно доказать теорему для суммы двух слагаемых, чтобы, 
переходя от п к л—|— 1 слагаемому, доказать её для произвольного 
числа слагаемых:

(а -[-& ) х =  ах-\-Ьх. (7)
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Воспользуемся правилом параллелограма; векторы а, Ь и их сумма 
а-\-Ь  =  с  суть стороны и диагональ параллелограма. Если скаляр х  —  
положительное число, то при умножении на х  увеличатся в х  раз 
и стороны, и диагональ; но при пропорциональном увеличении всех 
размеров параллелограм останется параллелограмом. Если х  —  отри
цательно, то к этому добавится ещё изменение направления всех век 
торов на противоположное, но и это не нарушит фигуры параллело
грама. Следовательно, {а-\-Ь) х  попрежнему будет диагональю парал
лелограма со сторонами ах , Ьх и будет равняться сумме этих векто
ров (черт. 8 ).

Т еорем а. Если А —  произвольный вектор на прямой, с не- 
» равным нулю модулем , то вектор

X где х —произвольное действительное число (скаляр), лежит на этой 
прямой (или параллелен ей). О б р а т н о ,  всякий вектор прямой М 
(или вектор, ей параллельный) может  быть представлен в виде (8 ).

Первая половина теоремы следует из определения умножения век
тора на скаляр: длина вектора умножается на абсолютную величину 
скаляра; если скаляр —  положительное число, то направление вектора 
вообще не меняется, если —  отрицательное, то меняется на противо
положное. В  обоих случаях вектор М  параллелен вектору А, т . е. 
заданной прямой.

Чтобы доказать обратную теорему, достаточно принять скаляр х  
5* по абсолютной величине равным отношению модулей М и А, а по 
^ знаку —  положительным, если векторы М  и А одинаково направлены, 

и отрицательным, если —  противоположно. При этом условии вектор М 
и произведение хА  будут параллельны (в  силу первой половины 

 ̂ теоремы), одинаково направлены (в силу выбора знака скаляра х) и 
одной длины (в силу выбора абсолютной величины множителя х). 
С ледовательно, по определению равенства векторов, Af =  хА. В ек 
торы А и М , удовлетворяющ ие уравнению (8 ) ,  называются ли
нейно зависимыми. Линейно независимые векторы не параллельны.

С ледст вие 1. При заданных  (параллельных ) вект орах М и А 
скаляр х  формулы  (8 )  вполне определён по величине и по знаку.

Доказанная теорема и следствие из неё позволяю т определять 
векторы на прямой при помощи одного числа ( координаты).

Зададим на прямой произвольный, не равный нулю вектор е .  В ся 
кий вектор М нашей прямой может быть представлен в виде

причем действительное число х  вполне определено. О братно, если 
вектор е  дан, то  всякое действительное число х  определяет по фор*

___.____

§  3 .  В ек тор ы  на прямой

М =  хА, (8)

М  =  х е , (80
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Вектор е называется координатным вектором прямой, его на* 
правление принимается за положительное направление прямой, а чис
ло х  называется координатой вектора (87) на прямой.

Следствие 2. При заданном на прямой координатном векторе 
все равные между собой векторы, параллельные этой прямой, 
имеют вполне определённую одну и ту же координату (действи
тельное число)’, каждой координате соответствует одна опре
делённая совокупность равных между собой векторов.

§ 4. Метод координат на прямой

Теперь нетрудно дать определение координаты точки на прямой.
Зададим на прямой произвольно выбранную точку О —  начало 

координат и не равный нулю вектор е  —  координатный вектор.
Каждая точка прямой М определяет радиус-вектор

ОМ =  М.

Радиус-вектор М, как всякий вектор прямой, имеет при заданном 
координатном векторе е  определённую координату х:

М =  хе.

Эту координату мы будем называть координатой тонки М.
О п р е д е л е н и е  1.  Координатой точки на прямой называется 

координата её радиуса-вектора.
О п р е д е л е н и е  2 .  Задание начала координат (точки О) и коор

динатного вектора е  определяет систему координат на прямой.
Теорема. При заданной системе координат каждая точка 

прямой имеет определённую координату х; каждая координата 
(произвольное действительное число) определяет единственную 
точку.

Первую половину теоремы мы уже доказали. Чтобы доказать вто
рую половину, заметим, что при заданном координатном векторе е 
всякая координата л: определяет один вектор хе, правильнее ска
зать—  совокупность равных между собой векторов хе. Различные 
векторы этой совокупности различаются между собой положением 
своего начала. Только о д и н из них

ОМ — М — хе

имеет начало в начале координат О и называется радиусом-вектором 
своего конца, точки М. Эта точка и имеет число х своей, координатой.

О п р е д е л е н и е  3 .  При произвольном выборе координатного 
вектора е  система координат называется аффинной. Если вектор е 
имеет длину, равную единице, то система координат называется 
декартовой системой координат. При этом координатный вектор 
обозначается буквой /.
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Декартова система координат определяется:
1) началом координат,
2) положительным направлением на прямой,
3) единицей длины (масштаб).
Нетрудно заметить, что эти условия вполне определяют коорди

натный единичный вектор I, а следовательно (при заданном начале), 
и систему координат.

Прямая, на которой дана система координат, называется осью.

§  5 . Р асстоян и е меж ду двум я точками

Знание координат точек позволяет решать все задачи относительно 
точек на прямой.

Мы начнём с доказательства леммы, которая будет нам одинаково 
полезна и в геометрии на прямой, и на плоскости, и в пространстве.

Л ем м а. Вектор соединяющий точку М1 с точкой М2,
равен разности радиусов-векторов его конца М2 и начала Мх:

МVWa =  M a — Л !,. (9 )

Соединим точки Mv /И3 между со 
бой и с началом координат О прямыми 
(черт. 9 ). По определению суммы векто
ров, имеем:

OAf, -f-  =  ОМ2, 
или, вводя радиусы-векторы

ОЛ?, =  Ми 0М2 =  УИ2 

и разрешая равенство относительно

м^ма =  б м а— б м , =  М.2 — Мг

Задача I. Даны две точки М, и М2; найти вектор Л11М2, их 
соединяющий.

В аналитической геометрии задать точки —  значит дать их коор
динаты:

м \ C*i)> м ъ
Сами по себе координаты ничего не определяют. Чтобы они опре

деляли точки, надо задать систему координат (О ; е). Тогда имеем 
радиусы-векторы точек по формуле (8 ') :

М , =  х хе, М 9 =  х2е,
и формула (9 ) даст:

М1МЪ~  М2 —  Л1, =  х^е —  x ,e  — (xa —  х ^ е .  (10)

Последнее преобразование основано на теореме распределитель
ности I для умножения вектора на скаляр (6 ).
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Задача II. Найти расстояние между двумя точками М1 и М2>
Расстояние между точками М1 и М2 есть модуль вектора MiM2 ■ 

Модуль вектора (10) равен произведению абсолютной величины его 
координаты \х2 —  ху\ на модуль координатного вектора | е  | =  е:

М1М2 =  \х2- х 1\- е.
Если система координат —  декартова и координатный вектор 

e — i —  единичный, то е — 1 и
М1М2=\х2 — х1 J.

Направленный отрезок определяется координатой век-■ ■ ►
тора МгМ2, т. е. разностью х2 —  xv Она определяет относительную 
длину отрезка MtM2: положительную, если направление отрезка М1Л12 
совпадает с направлением оси вектора е, отрицательную, если про
тиворечит.

§ 6. Деление отрезка в данном отношении

Задача III. Даны две точки Мх и М2 (черт. 10); найти на пря
мой МХМ2 третью точку М так, чтобы отношение

ш г 1 <“ >
равнялось заданному числу X.

Так как оба вектора М\М и ММ2 лежат на одной прямой, то 
по формуле (8) теоремы § 3 они пропорциональны; множитель про-

М, М М2
О

Черт. 10.

порциональности равен отношению их длин, т. е., согласно фор
муле (11), числу X:

Ж ^  =  Ш 2. (12)
Согласно лемме (9),

Л р И  =  М  —  М и М М 2 =  М 2 —  М .

Следовательно, уравнение (12) принимает вид:
М — М1 =  к(М2 — М).

Здесь искомым является радиус-вектор М.
Применяя теорему распределительности II для умножения вектора 

на скаляр, получим;
м — м  ̂=  ш 2— я м ,
Al4-XM  =  M1-f-XM 2,

(l-|-X)VW =  M1-}-XM 2. (120
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Отсюда, если l - f - X # 0 ,  имеем:

М =  Щ ± ^ .  (13 ;

Если х и х9 и х  суть координаты точек Mv  М2 и М, то 

М =  хе, Afj в  лгде , Л12 =  х2е.

Следовательно, применяя теорему распределительности I для умноже
ния вектора на скаляр, имеем:

_  ххе  +  \х̂ е _  Щ В  И  „
1 - f X 1 - f X

и

Х =  Л 1 + ^ .  ( 1 3 ')

Формулы (13) и (1 3 ')  прямо вытекают из равенства ( 1 2 )  и, сле
довательно, сохраняют силу, пока равенство (1 2 ) имеет смысл. М еж ду

М , _____________JA 2________ М

Черт. 11.

тем равенство (12) не теряет смысла и при отрицательном значении А, 
кроме А = —  1; при А==— 1 уравнение (1 2 )  приводится к противоре
чию (12 ')- При А <  О оно будет показывать только, что векторы

МХМ и ММ2 противоположно направлены. Это будет соответствовать 
внешней точке деления, ибо теперь одинаково направлен с век то

ром МХМ вектор М%М (противоположный вектору ММ^}. Если век 

тор МХМ направлен в сторону МХМ%, то М2М  идёт вне отрезка, и 
точка М лежит за точкой (черт. 11). В  противном случае точка М 
лежит вне отрезка Af,Af2 за точкой М{ (черт. 12 ).

М-,М м,

Черт. 12.

Следовательно, формулы (1 3 ) и (1 3 ')  при положительном А дают 
решение задачи деления отрезка внутренним образом („найти точку 
на отрезке AfjAfa так, чтобы МХМ :ММй — А“) , а при отрицательном 
А— деления отрезка внешним образом („найти точку на продолжении 
отрезка Af,Afa так, чтобы :ММ? =  \в).
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Г л а в а  11

МЕТОД КООРДИНАТ НА ПЛОСКОСТИ 

§ 1. Векторы на плоскости

Все векторы, принадлежащие одной прямой, линейно зависимы, 
ибо они все пропорциональны одному координатному вектору пря
мой (§ 4).

Два вектора плоскости могут быть и линейно зависимы, если они 
параллельны (или один из них равен нулю), и линейно независимы, 
если они отличны от нуля и не параллельны.

Два линейно зависимых вектора называются коллинеарными.
Подобно тому как любой вектор, параллельный данной прямой, 

линейно зависит от произвольно заданного не равного нулю вектора 
этой прямой, так векторы на плоскости могут быть линейно выра
жены через два независимых вектора плоскости.

Теорем а. Если А и В  —  два линейно независимых вектора 
плоскости, то при любых значениях скаляров х 1 и х2 вектор

М =  х1А-\-х2В  (1)

параллелен этой плоскости. Обратно, для всякого вектора пло
скости существует единственная пара действительных чисел x t 
и х2 так, что вектор может быть представлен в виде (1 ).

Первая половина теоремы непосредственно следует из определения 
сложения векторов и умножения их на скаляр: при умножении векто

ров А и В  на скаляры х х и х2 полу
чаются векторы

М1 — х1А. М̂  =  х^В,

соответственно параллельные векторам 
А и В, следовательно, параллельные 
плоскости. В  таком случае и сумма

М =  Мх-\-М2,
как замыкающая ломаной линии, обе 
стороны которой параллельны плоско
сти, сама будет лежать в плоскости, 

параллельной заданной, или просто в данной плоскости, если начало 
вектора Af лежит в этой плоскости.

Чтобы доказать обратную теорему, возьмём произвольный вектор 
плоскости М и разложим его на две компоненты (слагающие) по 
векторам А и В.

Для этого проводим из начала О вектора М и из его конца М 
прямые, параллельные векторам А и В  (черт. 13). Пусть Мх и /И2—  
точки пересечения этих прямых с прямыми векторов А и В.
Фигура ОМ1ММ2, очевидно, —  параллелограм и вектор М =  ОМ —

его диагональ, а М , =  ОМ1, М 9 =  ОМ2 —  его стороны.
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Следовательно,
М == M j-f-A lg .

Так как вектор OMt =  Mi лежит на одной прямой с не равным 
нулю вектором А, то по теореме § 3, гл. I, существует действитель
ное число х х такое, что

M j —  x tA ,
и аналогично

Л1д =  Х%В,
а следовательно,

М =  х гА —|—Хо В.
К о о р д и н а т ы  в е к т о р а .  Следствие. Произвольный вектор 

плоскости М (вместе со всеми векторами, ему равными) может 
быть определён посредством двух действительных чисел X х и х 1, 
если на плоскости даны два линейно независимых вектора.

О п р е д е л е н и е . Два действительных числа х 1, ха, определяющих

на плоскости вектор М относительно двух линейно независимых век
торов плоскости е х, е2 по формуле

М — x xe v-\-x^e2, (1 ')

называются аффинными координатами вектора относительно системы 
координат (еи е2), а сами векторы е и е2 —  координатными векто
рами.

Теорема. Если векторы равны, то равны и их одноимённые 
координаты.

Если векторы

М =  х хе̂  * 2е2 и АВ =  xlel -\-xle2

равны между собой, то

x ’e1- j -x eei  =  xlet+ x * e t
или

(г*  —  xl) е1-\-{х‘1— Х%) ей =  О,

но такое равенство при линейно независимых векторах е и е2 невоз
можно. Следовательно,

x\ =  x\ xl =  x*,
что и требовалось доказать.

Отсюда вытекает, что при заданной системе координат (e lf е2) 
пара чисел х*, х2 определяет совокупность равных между собой век
торов.

Теорема. При сложении векторов складываются одноимённые 
координаты, при умножении вектора на скаляр его координаты 
умножаются на скаляр.

Эта теорема настолько очевидна, что мы ее уже использовали при 
доказательстве предыдущей теоремы.



Пусть надо сложить векторы Мх =  х\в1 ~ \ ~ х \ е 2 и М2 — х*е1-{--х*е2. 
По теореме об ассоциативности и переместительности сложения век
торов (§ 1, гл. I), имеем:

Mt + M 3= ЛХ + ^ а+ ( ^ 1 + ^ )  =  х\ ^ + х1е2 + х1е1 +  

+ Х 1*Я =  Х1е1 +  Х1е1 +  Х1е2 4 -  Х1е2>
но по теореме распределительности I (§  2 , гл. I)

Х\е1 + Х1е1 =  (.Х\ +  Х$  в1> Х1е2 + Х1е2 =  ( * ? + * ! )  вГ
Следовательно,

х\е1 + х1е3-\-(х1е1+ xlea) — (x\ -hxD ei + ( xl + xl) er

§  2. Декартовы и аффинные координаты на плоскости

Если задано начало координат О (некоторая произвольная точка 
плоскости), то всякая точка М на плоскости, так же как- и на пря
мой, определяется своим радиусом-вектором

м  =  6 м .
Если, кроме того, даны два линейно независимых вектора е х и е2, 

то всякий вектор определяется своими координатами: М =  x1e 1- f -x 2e2.
В том числе будет определён и радиус вектора ОМ — М, а следова» 
тельно, и его конец, точка М.

О п р е д е л е н и е  1. Координатами точки М называются коорди
наты её радиуса-вектора М.

Очевидно, каждая точка М при заданном начале имеет один радиус- 
вектор и, следовательно, при заданных координатных векторах e v е2 —  
одну пару координат. Обратно, пара действительных чисел х1У х2 
определяет при заданном начале и координатных векторах один радиус- 
вектор Л1 и, следовательно, одну точку М.

Те условия, которые надо задать, чтобы пара чисел определяла 
точку, называются системой координат.

Они состоят из задания:
1) начала координат, т. е. точки О,
2) двух координатных векторов е и е2, которые ограничены усло

вием: не равняться нулю и не быть параллельными друг другу.
При произвольной длине координатных векторов система коор

динат называется аффинной.
Если оба координатных вектора имеют модуль (длину), равный 

единице (единичные) ,  то система координат называется декартовой, 
вообще косоугольной. Декартова система координат прямоугольна, 
если координатные векторы единичны и взаимно перпендикулярны.

Выходящие из начала координат координатные векторы аффинной 
системы определяют две прямые, которые называются осями кхюрди-
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наш, так как на каждой из них задано начало координат и лежит 
координатный вектор. В  декартовой системе координат первая ось 
называется осью абсцисс, вторая —  осью ординат. Соответственно 
этому первая координата х 1 называется абсциссой и обозначается 
буквой х, вторая х2 —  ординатой и обозначается буквой у. Коор
динаты обычно записываются в скобках после той буквы, которой 
обозначена точка, например М (х, у) или М (х1, х2).

Декартова система координат определена при задании трёх 
условий:

1) начала координат О,
2) положительных направлений осей,
3) масштаба, т. е. единицы длины.
Действительно, задание положительных направлений осей и еди

ницы * длины вполне определяет на осях единичные векторы положи
тельного направления, т. е. координатные векторы.

Понятию координаты точки можно дать ещё другой вид, если 
ввести понятие проекции точки и вектора на ось.

О п р е д е л е н и е  2. Проекцией точки на ось называется точка пере
сечения этой оси с прямой, проходящей через заданную точку парал
лельно другой оси. В частности, проекция называется ортогональ
ной, если оси взаимно перпендикулярны; тогда проекцией точки 
служит основание перпендикуляра, опущенного из точки на ось.

Проекцией вектора на ось называется вектор, определяемый 
отрезком оси между проекциями начала и конца заданного век
тора.

Нетрудно теперь заметить, что, разлагая радиус-вектор М на две 
компоненты по координатным векторам:

М =  М j — Л12, M j =  х 1е 1, М 2 =  х 2е2,

мы проектируем его на оси координат. Векторы Aft и М 2 являются 
проекциями радиуса-вектора М на первую и вторую оси, а точки 
M j и Ж2 —  проекциями точки М на эти оси.

Отсюда следует: каждая координата точки есть координата 
её проекции на соответствующую ось координат.

Так как вектор на прямой при заданном координатном векторе 
вполне определяется своей координатой, то иногда проекцией век
тора на ось называют координату проекции вектора на ось.

Отсюда вытекает основная теорема о проекции ломаной.
Теорем а о  проекции суммы векторов (лом аной). Проекция 

суммы векторов равна сумме проекций слагаемых.
Действительно, примем ось проекций за ось координат; тогда 

координата проекции суммы векторов равна координате этой суммы 
по этой оси, а каждая координата суммы равна сумме одноимённых 
координат слагаемых.

Координаты точки теперь можно определить ещё короче: каждая 
координата точки равна проекции её радиуса-вектора на соот
ветствующую ось координат.
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§ 3. Деление отрезка в данном отношении 

Обратимся к решению основных задач.
Задача I. Даны на плоскости две точки Мх и М2; найти на 

прямой, их соединяющей, точку М так, чтобы отношение
_ М УМ

ЛШ„

имело заданную величину, положительную, если оба отрезка М{М 
и ММ2 одинаково направлены, отрицательную, если противопо
ложно направлены.

По условию задачи, два вектора MtM и ЛШ 2 лежат на одной 
прямой, а так как отношение их длин равно | А |, то имеет место 
равенство:

М̂ М =  ХММ2,

причём оба вектора одинаково направлены, если л положительно, и 
противоположно направлены, если X отрицательно.

Так как всякий вектор равен разности радиусов-векторов конца 
и начала его (§ 5, гл. I):

Щ М  == М  —  М г, Л Ш 2 = = Л 1 2 — М ,  

то предыдущее равенство напишется в виде

м  — Мд =  А(М2 —  7И), 

или, в силу распределительности умножения,

м — МХ — ш 2— хм,
или

М -)-ХМ  =  М1+ Ш 2,
или

( 1 + Х ) Ж  =  М , + Х Л 1 2, 

откуда, если 1 —|—А =«= О,

М =  (2)

Если координаты наших точек в любой аффинной (или декартовой) 
системе координат суть М1 (x j, л:|), Мг (х\, х|), М (х 1, х 2), то

=  Ае\ +  x\ev =  xlei +  х1е%> м  =  х1е1 +  х%.

Тогда по правилу сложения векторов и умножения на скаляр имеем: 

Щ +  Ш я х\ех +  х\ег + 1 (**<?, +  х\е2) х\ +  ( - f  ^
Г-рх Г + х ........... ....Г + Г  Г+Т~ 2’
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а так как при равенстве векторов равны их одноимённые координаты, 
то можно записать:

X1 =з 1 8  v-2 _  _ 1 1 а /о/\
1+Х » х  l-f-x » 'V

или одной формулой:
х\ +  Хдго

Х‘ =  -\ Т Г -  ( / = 1 ’ 2) -

В частности, для середины отрезка X =  1 (когда оба отрезка MtM 
и ММ % равны) и формула принимает вид:

=  (/ =  1 ,2 ) .  (2")

§ 4 . Скалярное произведение векторов

О п р е д е л е н и е  1. Скалярным произведением двух векторов А и 
В  называется произведение их модулей (длин) А и В на косинус угла 
иежду ними (р:

А • В =  АВ cos f .  (3)

Следствие 1. Скалярное произведение равно нулю, если век
торы перпендикулярны:

А • В — О, если 9 — -у >

ибо при этом угол <р —  прямой и косинус его равен нулю.
Следствие 2. Скалярное произведение векторов равно произве

дению их модулей, если векторы параллельны и одинаково напра
влены.

Действительно, в этом случае угол между векторами ^ =  0 и, 
следовательно, cos «р =  1.

О п р е д е л е н и е  2. Квадратом вектора называется скалярное про* 
изведение вектора самого на себя:

Аа=  А • А.

Следствие 3. Квадрат вектора равен квадрату его модуля:

i4a =  А*. (4)

Это предложение прямо вытекает из предыдущего, ибо вектор 
всегда параллелен сам себе.

Следствие 4. Скалярное произведение двух единичных векто
ров а и Ь равно косинусу угла между ними:

а - Ь - = cos <р, (4 ')

ибо теперь модули их равны единице: а  =  £ =  1.



Скалярное произведение векторов тесно связано с понятием орто
гональной проекции одного вектора на другой.

О п р е д е л е н и е  3. Будем называть ортогональной проекцией век
тора на ось координату его проекции в декартовой прямоугольной 
системе координат. Ортогональная проекция равна длине отрезка оси 
между перпендикулярами из начала и конца вектора, взятой с поло
жительным знаком, если направление отрезка совпадает с положитель
ным направлением оси проекций, и с отрицательным знаком, если 
противоположно ему.

Теорема. Ортогональная проекция вектора на ось равна ска
лярному произведению этого вектора на единичный вектор оси 
проекций.

Проведём вектор А из точки О, лежащей на оси проекции, и 
опустим перпендикуляр АР из точки А на ось проекций (черт. 14).

Тогда точка Р будет проекцией точки А,
а вектор ОР— проекцией вектора О А.

Если вектор А вращать около точки О, то 
его конец А опишет окружность, которую 
можно рассматривать как тригонометрический 
круг, а проекцию ОР —  как линию косинуса 
для угла <р между вектором А и осью проекций.

Если положительное направление оси проек
ций выбрать за направление первого диаметра 
и буквой е  обозначить единичный вектор, 
совпадающий с этим положительным направле

нием оси, то знак координаты вектора ОР относительно координат
ного вектора е  будет совпадать со знаком co s? , а так как по 
абсолютной величине

ОР
с o s ?  =  cM>

Черт. 14.

OP— A co s?  • е,

где А —  модуль вектора А .
С другой стороны, по формуле (3), поскольку модуль е  равен 

единице, имеем:
А • е — A cos ср,

откуда и следует теорема.
Следствие. Скалярное произведение векторов А и В равно 

ортогональной проекции вектора А на вектор В, умноженной на 
модуль вектора В:

А • В =  прв Л • В. (б)

Действительно, в правой части формулы (3) стоит произведение 
двух множителей: первый из них Л co s? , т. е. проекция вектора А 
на вектор В, а второй В, т. е. модуль вектора В.

28



Из определения и его непосредственных следствий вытекают основ* 
ные свойства скалярного произведения.

П е р е м е с т и т е л ь н о с т ь .  При перестановке множителей вели
чина скалярного произведения не меняется:

А • В =  В  • А, (6)

ибо и то и другое произведение равняется i4ficos<p.
Р а с п р е д е л и т е л ь н о с т ь .  Произведение суммы векторов равно 

сумме произведений слагаемых'.

(At-\-A J B =  At . Я + Л 9 • В. (7)
По формуле (5)

(Л хтЬ-^а) • В =  прв  (A j- f - A j)  • В,

а по теореме о проекции ломаной (§ 2) ортогональная проекция суммы 
векторов равна сумме проекций слагаемых:

пр (А , +  A J  =  пр Дх+ п р  А2.

Так как при умножении суммы двух чисел на третье число мно
жится каждое слагаемое, то

( Л , 4 - Л а) • Д = п р в ( А 14 - А 2)£ = = (п р в А 1-}-п р в Л г) В  =
=  прв A j • В —(— прл Аг • В =  i4j • • В ,

что и требовалось доказать.

§ 5. Расстояние между двумя точками

Задачу определения расстояния естественно рассматривать в декар* 
товой, прямоугольной системе координат.

Задача И. Даны две точки: М\ (Х|, х?) и Afa (xJ, x l) . Найти рас
стояние между ними.

Если е х и еа —  единичные координатные векторы, то радиусы-век
торы точек Мj и М 2 определяются формулами:

М j =  х\в\ —(- х\б2у М а=  x2e1- j-x ae2.

По формуле (9) § 5, гл. I, вектор МХМ2 равен разности этих век
торов :

AfjAfg =  М а —  рщ == (xl —  x l)  е х—j— (х2 —  x j)  е%.

Квадрат вектора равен квадрату его модуля. Следовательно, рас
стояние d — MlM2 между этими точками, как существенно положи

тельное число, т. е. модуль вектора МХМ^Л определяется по формуле:

d2 =  M $l\ =  {(ха —  х !)  е { -\-{х\ — х?) ея}\
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В силу распределительности скалярного произведения векторов, 
суммы векторов умножаются как многочлены. Следовательно, имеет 
место и формула квадрата суммы:

d? =  (x2 —  х\)2 (х\ —  x\)(xl —  X i)et ■ (х\ —  x\ f е\. (8) 

Откуда, в силу
е\—\, е\ — 1» е\ • е2 =  О, 

имеем: 'V '
d2 =  (х\ — х\)* +  (х* — лг|)а. (8')

Если координатные векторы — единичны и угол между ними, т. е. угол 
между осями координат, равен ш, то ei е2 =  cos ш, а расстояние d =  MiMb 
как существенно положительное число, не зависит от порядка, в котором 
берутся точки М1 и (можно положить d =  М2М1), и мы получим:

da =» (*} — лг*)а +  (х\ — дф8 +  2 (*} — х\) (х\ — х*) cos о.. (8")

§ 6. П реобразование координат

Координаты х 1, х2 определяют положение точки на плоскости 
только при условии, что дана система координат —  начало коорди

нат О и координатные векторы e it еа, 
а для декартовой системы координат—  
начало, направление осей и масштаб.

Если изменить систему координат, 
то те же числа х 1, х2 будут опреде
лять новые точки, а старые точки в но
вой системе координат получат новые 
координаты.

Задача определения координат точки 
по новой системе координат через её 
координаты по старой системе назы
вается задачей преобразования коор
динат.

Существуют два основных преобра
зования аффинной системы координат 
в аффинную (или, в частности, декар
товой системы координат в декартову 
или аффинную): можно перенести на

чало координат в новую точку, не меняя координатных векторов 
( „преобразование начала*), или, не меняя начала, можно изменить 
координатные векторы („преобразование координатных векторов*). 
Общее преобразование складывается из этих двух, ибо от любой 
системы (О ; е и е%) к произвольно выбранной системе (O '; е^, е&) 
можно перейти двумя этапами: сначала изменить начало, т. е. перейти 
от системы (О; е и е%) к системе (O '; e lt ea), а затем преобразовать 
координатные векторы, т. е. от системы (O '; ev е2) перейти к системе 
(O '; «V, е а/) (черт. 15).

О

Ч ерт. 15.
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Допустим, что начало координат перенесено из точки О в точку О1 
(черт. 16). Одна и та же точка М будет иметь различные радиусы- 
векторы:

М =  ОМ и М * =  ОЧИ.

§  7 . Преобразование начала

По определению суммы векторов (1) 
§ 1, гл. I,

ОМ = 0 0 '  - f  ОМ.
Так как координатные векторы e lt е2 
остались неизменёнными, то можно срав
нивать одноимённые координаты вектора, 
который получится после сложения, в ле
вой и правой частях формулы.

Обозначим через х 1, х 2 и Хо, х\ ста
рые координаты (координаты по старой 
системе) точек М и О':

ОМ =  х'е} - f -  х \ ,  0 0 '  — x lei - j -  xle2.

Обозначим через Xх, X* координаты точки М по новой системе коор
динат:

При сложении векторов 0 0 '  и О'М одноимённые координаты 
сложатся:

0 0 '  +  СУМ =  (X1 +  х\) I В  (Х *+ х 1 ) ег

и мы получим после сравнения одноимённых 
координат:

х 1 — X1 -}- Хо\
(9)

=  Ха-\-х‘0.
Эти формулы одинаково применимы и к аф

финной, и к декартовой (косоугольной или пря
моугольной) системам координат.

Можно было бы думать, что эти формулы сле
дует разрешить относительно новых координат (не
известных). но это не так: аналитическая геометрия, 

как правило, рассматривает уравнения, которые связывают координаты. 
При переходе от одной системы координат к другой надо преобразовать 
уравнение. При этом удобно иметь формулы преобразования в виде, решённом 
относительно старых координат, чтобы их можно было прямо подставлять 
в уравнение.
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Пример. К о о р д и н а т ы  т о ч к и  М(х, у) в д е к а р т о в о й  с и
с т е м е  к о о р д и н а т  с в я з а н ы  у р а в н е н и е м

ху -f- 3jc —  2у —  6 =  0.  (а)

П р е о б р а з о в а т ь  э т о  у р а в н е н и е ,  п е р е н е с я  н а ч а л о  к о 
о р д и н а т  в т о ч к у  О'(2, — 3), и в ы я с н и т ь  е г о  г е о м е т р и 
ч е с к и й  с мыс л .

Формулы преобразования (9) принимают вид:

х =  Х + 2 , у =  Y —  3.

Внося эти выражения в уравнение (а), получим:

( * +  2) (К —  3) +  3 ( * + 2 )  —  2 (Y —  3 )—  6 =  0,

или, раскрывая скобки и приводя подобные члены,

XY =  0.
Следовательно,

или X — 0, или Y — 0.

Точки М, координаты которых удовлетворяют первому уравне
нию, лежат на новой оси ординат; те точки, координаты которых 
удовлетворяют второму, лежат на новой оси абсцисс.

Следовательно, уравнение (а) определяет пару прямых, проходя
щих через точку О' (2, — 3) параллельно осям координат (черт. 16а).

§  8. Преобразование координатных векторов

• Теперь допустим, что начало координат остаётся неизменным, 
а координатные векторы преобразуются. Тогда радиус-вектор каждой 
точки М не изменится, но координаты его по старой (х1, х2) и по 
новой (х1', хг ) системам координат будут различны.

Если обозначить через ev е2 координатные векторы старой си
стемы координат, через е^, е-у —  новой системы, то один и тот же 
радиус-вектор М будет равен

М =  xle1-\-xie% и М =  хх<e\>-\-xvе-у,
откуда

ххех - f - ^ a  — хуе\>
Если новые координатные векторы е определяются через ста

рые е{ формулами

_ !  Т L  с\,с\,-с\,с\,Ф О, (10)
& 2>  ----С2'  V

— * V + 4 ^ )  +  ̂ '  (С2 ^ 1 -Ь С2'^).
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и сравнение коэффициентов При e lt е2 даст нам 

Xх =  с\,Хх' -\-с\,Х*',
Х2 =  с11Х1' +  с1'ХГ. (П)

Если новые векторы e\> и ву вполне произвольны при един
ственном условии, что они не параллельны между собой, то коэф
фициенты с* тоже могут быть любыми числами, лишь бы координаты 
векторов е^, еу  не были пропорциональны, т. е. при условии:

Формулы (11) определяют тогда преобразование одной аффинной 
системы координат в другую с тем 
же началом.

Если старая и новая системы ко- g ,« 
ординат— декартовы прямоугольные, 
то в формулах (10) коэффициент с* 
является ортогональной проекцией 
единичного вектора в{> на ось ек, 
т. е. равен косинусу угла между 
ними. Если система (е^ , еу)  полу
чена из системы (еи е2) поворотом 
на угол а, та  угол между векто
рами еу  и е 1 или еу  и ег равен а 
и, значит, сх, =  с\, =  cos а; угол

между еу  и в1 больше а на - j ,  угол между в у и в.2 меньше а на
Я
2~ (черт. 17). Следовательно,

a - f - y j  =  —  sin a , с\, —  COS ( a — y j  =  s ln  a, (12)

e.f

Ч ерт. 17.

с}, =  cos a, cx, = cos

c|, =  cos a, 

и формулы (11)  принимают вид;

х  =  je7 cos a — у  sin a, 

у  — xf sin a - j- y ’ cos a.

Пример. Д е к а р т о в ы  п р я м о у г о л ь н ы е  к о о р д и н а т ы  
т о ч к и  М (х, у )  у д о в л е т в о р я ю т  у р а в н е н и ю

(13)

- ^ = 1 .№ (а)

П р е о б р а з о в а т ь  э т о  у р а в н е н и е ,  п о в е р н у в  о с и  т а к ,  
ч т о б ы  о н и  о б р а з о в а л и  с о с ь ю  а б с ц и с с  о с т р  ые  у г л ы

a rc tg — . s  а
3  Зах. 3182. С. П. Фиников. 33



Если новые координатные векторы е? выбрать единичными и

угол arc tg — обозначить буквой р, то получим: ех'в1 = е у е 1 — cos р,

=  — sin р, еуе2 — sin р.
Внося сюда еу по формулам (10), получим:

с*, — cos р, с\, =  —  sin р, с\, — cos р, с\, — sin р,

и, в силу (11),

х =  ( х '+ У )  cos р, у  =  —  (х! — у') sin р,

где х, старые координаты, х/, у' —  новые.
Внося эти значения в уравнение (а), получаем:

( • к '+ У ) 2 о о ( * '  —  У ) 2 - с о  1д2 cos Р ----— Sin Р =  1,
где

. л Ь о О  ^  . п л
tgp =  - ,  sm-V =  *f+b*-

Следовательно, преобразованное уравнение имеет вид:

( х ' + У ) 2 ( * ' - У ) 2  v 
e fl +  Ь* й2 +  62

или окончательно:

x ' /  =  nfi, п  =  (Ь)

Уравнение (Ь) позволяет легко найти сколько угодно решений:

х'
1т, j  т, 1

з т’
1т т ,  .. • , 2т, 3т, Ат, . . .

7 ~ т, 2т, 3/и, 4т, . . 1
. ~2 т>

1 1 т, Ш т, . . .  3 4

и такие же значения с отрицательными знаками. Кривая неограни
ченно приближается к осям Ojc' и О у* по мере удаления точки 
в бесконечность (черт. 18).

Относительно старых осей координат она расположится симме
трично, так как координаты х и у  входят в уравнение (а) только 
в квадратах.

Заметим, что по самому построению ОС =  АС =  СВ =  да, три 
точки О, А, В лежат на одной окружности и угол ОАВ —  прямой. 
С другой стороны, по определению,

У ) =  АЛОВ,
,  с  Ь а так как tg р =  —,

то
ОА-.АВ — а:Ь,
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и поскольку гипотенуза ОВ равна

О В =  2т =  V
то

О А =  а, АВ =  Ь.

Кривая называется гиперболой, а оси Ох', Оу\ к которым она 
неограниченно приближается, никогда их не достигая, —  её асимпто
тами.

Черт. 18.

§ 9 . Общее преобразование координат 

Выполняя последовательно преобразование начала по формулам (9 )•

* > « * 4 -с\„

а затем преобразование координатных векторов по формулам (11): 

Xx^c\,x''-\-c\.xv ,

Х г =  c \ 'X v  - \ - с \ , х г ,

мы получим общее преобразование координат: 

x 2 = c * (x l' +  c*(x 3' - f c 2 (,
0

где с*,, с* ,— координаты нового начала по старой системе координат.
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Внося сюда значения коэффициентов 1с®, по формулам ( i2 ) ,  полу
чим общее преобразование одной декартовой прямоугольной системы 
координат в другую декартову прямоугольную:

х  — х! cos а — у' sin а -4- с 1,
,  . , ,  2  ( 1 5 )у  — X sin «-}- у  COS ОС—|—С .

Г л а в а  III

УРАВНЕНИЕ ГЕОМ ЕТРИЧЕСКОГО МЕСТА ТОЧЕК 

§  1. Геометрический см ы сл уравнений

Если дано одно уравнение между координатами точки на плос
кости

F  (x k x * )  =  0, (1 )

то оно позволяет все точки плоскости разделить на две категории: 
1) множество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению, 
и 2 ) множество точек, координаты которых не удовлетворяют урав
нению.

Мы будем говорить, что первое из этих множеств составляет 
геометрическое место точек, определяемое уравнением (1 ).

Заметим, что это множество может быть пустым. Например, 
простейшее уравнение

(* * )2- К * 2) Ч - 1  =  о

не допускает ни одной пары действительных чисел Xх, х*, которые 
ему удовлетворяли бы, ибо (х 1)2 и (л;2)2, как квадраты действительных 
чисел, положительны (или равны нулю) и сумма трёх членов левой 
части не может быть меньше единицы.

Может случиться, что геометрическое место точек, определяемое 
уравнением (1), содержит только одну точку, например, начало коор
динат для уравнения:

( * f + ( * 2)2 ^ 0 ,

или конечное число точек, или даже бесконечное множество, не 
образующее линии, например -уравнение

1 —[— (л:2)2 == sin лг1.

Оно, очевидно, удовлетворяется только значениями л;2 =  0 , sin л:1 == 1, 
следовательно, определяет множество точек

л;1 =  - j -  2 &1Г, х2 — О,

где k  —  любое целое число.
Нас будет интересовать в особенности тот случай, когда точки 

геометрического места непрерывно следуют одна за другой, образуя



1
д2 ьа —

в примере § 8, гл. II.
Заметим, что во всех случаях имеет место общий принцип, прямо 

вытекающий из определения уравнения геометрического места точек:
Точка М (х1, х2) лежит на кривой, если её координаты удов- 

летворяют уравнению кривой.
Координаты х 1, х2, удовлетворяющие уравнению (1), называются 

текущими координатами точки кривой.

§ 2. Уравнение окружности

Если кривая линия определяется как геометрическое место точек, 
обладающих каким-нибудь общим свойством, то текущие коорди
наты х 1, х2 произвольной точки 
кривой нельзя положить равными 
двум произвольно заданным дей
ствительным числам; они должны 
удовлетворять некоторому условию, 
которое можно привести к виду 
уравнения (1).

Покажем это на примере окруж
ности.

Пример. С о с т а в и т ь  у р а в 
н е н и е  о к р у ж н о с т и  с ц е н т 
р о м  С (а, Ь) и р а д и у с о м  R 
в д е к а р т о в о й  п р я м о у г о л ь 
н о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т  
(черт. 19).

Окружностью называется геометрическое место точек, расстоя
ние которых от центра равно радиусу.

Рассмотрим произвольную точку окружности М {х, у). Это 
должна быть общая точка окружности в том смысле слова, что всё 
то, что мы будем говорить относительно её, можно повторить отно
сительно любой другой точки окружности.

По определению окружности, расстояние СМ равно радиусу:

CM =  R.
По формуле (8) § 5 , гл. II, расстояние между двумя точками С(а, Ь) 
и М (х, у) равно

СМ =  V ( x - a f - \ ~ ( y  — b)2.
Следовательно, уравнение окружности имеет вид:

У (Х- а ) 2-\-(у — Ь)2 =  R. (а)

Если координаты точки М {х, у) удовлетворяют этому уравнению, 
то СМ — /?, расстояние точки М от центра равно радиусу и точка

линию, как это имело место для гиперболы
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лежит на окружности. Если они не удовлетворяют, то расстояние СМ 
или больше, или меньше R и точка не лежит на окружности.

Полученное уравнение можно упростить. Возведём обе части 
в квадрат; мы получим:

{ x - a f - { - ( y  — b f  =  R\ (2)

Так обыкновенно записывается уравнение окружности. Поскольку 
радиус R —  существенно положительное число, при извлечении корня 
мы должны брать только положительный знак перед радикалом. Сле
довательно, уравнение (2) равносильно уравнению (а). Если рас
крыть скобки и перенести все члены в левую часть, то получим

Лз_|_у2 _  2ах —  2 by - f  аа+ 0 s —  Я 2 =  0. (~27)

Мы видим, что это уравнение —  второй степени, но из членов вто
рой степени (сумма показателей при х  и при у  равна двум) имеется 
только два члена с квадратами (дс2 и j/2), причём коэффициенты 
у них одни и те же (оба равны единице). Это определяет уравнение 
окружности.

Уравнение
x*-\-y'i -\-2Ax-\-2By-\-C=  °  (3 )

определяет окружность, если коэффициенты А, В, С удовлетво
ряют неравенству Л2- ( - В 2 —  С >  0.

Действительно, сравнивая коэффициенты при одинаковых степе
нях х  и у  в уравнениях (2 ') и (3), получим три равенства:

2А =  —  2а, 2В =  — 2Ь, С = а 2+ 6 2 —  Я 2,
откуда

а =  —  А, Ь =  — В , /?а =  Л2+ Я 2 —  С.

Эти уравнения дают действительные значения для а, Ь и R, если

А2- } - В 2 — С >  0.

Только при выполнении этого неравенства уравнение (3) определяет 
окружность. Тем не менее говорят, что уравнение (3) всегда опре
деляет окружность действительную, мнимую или нулевого радиуса, 
смотря по тому, получится ли R2 >  0, или /?2 <  0, или /?а =  0.

§  3 . Прямая

Пример. С о с т а в и т ь  у р а в н е н и е  п р я м о й ,  проходящей через 
точку В (о, Ь) и образующей с осью абсцисс декартовой прямо

угольной системы угол ©, где —

Возьмём произвольную точку М(х, у) на нашей прямой и рас
смотрим две ломаные линии ОРМ и ОВМ, имеющие общее начало О 
и общий конец М (черт. 20).
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По правилу сложения векторов (§ 1, гл. I), имеем:

ОР~\~РМ =  ОВ-\-ВМ.
Проектируя на две оси координат, получим, в силу теоремы 

(§ 2, гл. I):

пр O P - j-п р  PM — пр O S - f -пр ВМ,
или, подсчитывая проекции векторов как произведения длины век
тора на косинус угла между вектором и осью проекций (§ 4, гл. II), 
получим для проекций на ось х  и на ось у

О Р • cosO-f-PAf • cos-^- =  OB • cos^ -\ -B M cos?,

OP • cos у  -(- PM • cos 0 =  OB • cos 0-|-B M  cos f у  —  <p

Если же внести значения 

О Р =  х, РМ —у, ОВ =  Ь 
и подсчитать значения косинусов 

cos 0 = 1 ,  co s -к-=  0,

cos —  ©) =  Sin «р,

то будем иметь:
х — ВМ • cos ©, 

у == b —|— ВМ sin ©. (а) Черт. 20.

Для о, лежащего в границах — , значение cos © отлично
X

от нуля; следовательно, из первого уравнения можно найти ВМ =  —  - .

Подставляя во второе уравнение, получим:

v =  kx-\-b, где k= = tg f.  (4)

Следовательно, координаты х  и у  любой точки прямой удовлетво
ряют уравнению (4 ). Покажем теперь, что всякая точка с коорди
натами х  и у  =  kx -j-  b лежит на прямой, проходящей через 
точку В (о, Ь) под углом © к оси абсцисс. Для этого соединим 
точку М (х, kx -j- b) с точкой В (о, Ь) прямой линией ВМ и до
пустим, что эта прямая обргзует с осью абсцисс угол ? '.  Тогда по 
формулам (а) получим:

х  =  ВМ cos ©', у  — b-{- ВМ sin ©'.

Внося сюда у  — kx-\~b и исключая х , получим:

kBM cos © '—{•-b  — b-\~BM sin ©'
или

ВМ (k cos © ' —  sin © ') =  0 ;
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но ВМ не равно нулю, если х  не нуль; значит,

k cos <i>' —  sin ©' 1= 0 и k == tg <р',

т. е. угол <?' равен углу © и точка М лежит на прямой, проходящей 
через точку В  под углом <р к оси абсцисс.

Говорят, что уравнение (4) определяет прямую. Коэффициент k 
называется угловым коэффициентом, ибо он определяет угол пря
мой с осью абсцисс, параметр | определяет отрезок ОВ, отсекаемый 
прямой на оси ординат.

Обратно, всякое уравнение первой степени

А х-\ -В у-\ -С =  О А2-| -В 2> 0
определяет прямую.

Действительно, если В Ф 0 , то мы можем разрешить это уравне
ние относительно у:

А С 
у ~  В х  В ’

Это уравнение совпадает с уравнением (4 ), если положить

следовательно, определяет прямую, проходящую через точку коор

динатами (о, —  |рр под углом ср =  arc tg | —  к оси абсцисс.

Если же £  =  0 , то, в силу А2- [ - £ 2 >  0 , должен быть отличен 
от нуля коэффициент Л , и мы можем разрешить уравнение относи
тельно координаты х :

Q
х  — а, а  =  — — . (5)

Отсюда вытекает, что все точки геометрического места имеют одну 
и ту же абсциссу а и, следовательно, лежат на прямой, проходящей 
через точку А (а, 0 ) параллельно оси ординат.

§  4 . Эллипс

О п р е д е л е н и е  1. Эллипсом называется геометрическое место 
точек, сумма расстояний которых от двух заданных точек (фокусов) 
постоянна.

Если Щ и Щ — два фокуса и М —  какая-нибудь точка эллипса,
то

F t М -\- FaM — 2а, а  =  const. (6 )

Выберем систему координат так, чтобы она была хорошо связана 
с эллипсом. Так как нам даны два фокуса Ft и F%, внутренне свя
занные с эллипсом, то естественно за ось абсцисс принять фокальную 
прямую начало координат поместить посередине между фоку
сами, и, наконец, чтобы иметь дело с прямоугольной системой, ось
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ординат провести перпендикулярно к оси абсцисс (черт. 21), Если 
обозначить заданное расстояние между фокусами через 2с, то фокусы 
будут лежать на оси х  по обе стороны от начала на расстоянии с 
от него. Их координаты будут Ft (—  с, 0) (левый фокус) и Fz (с, 0) 
(правый фокус). и

Из треугольника F^MF  ̂ следует 
(сумма двух сторон треугольника всегда 
больше третьей):

F tM  -f-  F2M ̂  F t F2.
Следовательно,

2a~^2c и a > - c ;

но для а =  с треугольник щМЩ  вы- Черт. 21.
рождается, и точка М может быть
только внутренней точкой отрезка FtFz. Для эллипса в собственном 
смысле слова мы должны выбирать

а >  с. (7)

Пусть М (х, у) —  произвольная точка эллипса. Тогда расстояния 
ев от фокусов суть

FjM =  K ( ^ j j F F 7 >  %М  =  У ( х — с)*-\-у2 (а)

и уравнение эллипса будет:

V  ( * + С)2+ .У 2+ К (х  —  с)2-\-у2 — 2а. 16')
Переносим второй корень в правую часть и возвышаем обе части 

в квадрат, чтобы освободиться от радикала:

(У (Х + С )*+ у *)*  =  (2а —  У (Х — с)2+ у 2)2; 
последовательные преобразования дают:

(х +  с)2-\-у2Ж Аа% —  4а У ( х — Я f f l Ц  + ( *  —  с)2-{-у 2, 
х2-\-2сх -{ -  с2-\-у2 =  4а2—  4а ]/ (х —  с)2-\~у2-{-х 2—  2cx-f-c2-j-y 2, 

4а У (х  —  с)2-\-у2 =  4 а3 —  4 сх,
и, наконец,

V (x — с)2-\-у2 — а — у х .  (6")

О п р е д е л е н и е  2 . Отношение

называется эксцентриситетом эллипса.
Из неравенства (7 ) вытекает:
Следствие. Эксцентриситет эллипса всегда меньше единицы:

е < 1 .  (7 0
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Следовательно, уравнение эллипса (6") можно написать в виде

Прежде чем продолжать преобразование уравнения, выясним гео
метрический смысл разности, которая стоит в скобках в правой части 
уравнения.

к у Do справа от фокуса F2. Проведём через точку D2 прямую, па-

Мы получаем замечательное' свойство эллипса, которое может слу
жить его определением:

Отношение расстояния произвольной точки эллипса от фокуса 
к расстоянию её от соответствующей директрисы постоянно 
и равно эксцентриситету эллипса.

Мы здесь говорим „директриса, соответствующая фокусу", ибо, 
в силу полной симметрии определения эллипса относительно фокусов, 
всё, что говорится о правом фокусе, можно повторить о левом (за
меняя везде с на — с). При этом получим уже другую директрису,

арасположенную слева от начала на таком же расстоянии — от него.

]/г(х —  с)2 -j-у2 — а —  ех
или с помощью формулы (а):

(8)

Отложим от начала координат О по оси абсцисс отрезок 0.£>2 == —
CL С(черт. 22). Так как д > с и в < 1 ,  то — >  — > с ,  и мы получим точ-

М
Q идёт параллельно оси Оу 

на таком же расстоянии

раллельную оси Оу. Будем 
называть её правой дирек
трисой (левая директриса

директрисы определяется

слева от начала). 
х Расстояние точки М от

а
е

формулой:

Черт. 22.
Щ — М Q =  PD2 =

.  = o d 2 — o p ,

но по построению OD2 =  — , а ОР — х  есть абсцисса точки М. Сле
довательно,
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Возвращ аемся к нашей задаче: привести уравнение эллипса к про
стейш ему виду. Возвы ш аем в квадрат обе части уравнения (6 " ) .  П о 
лучаем:

(х — с ? + у *  =  а2 — 2а ■ £  ■ х  - f  ^  х2,

х2 —  2cx-f-c2- f -<y2 =  а 2 —  2сх -J- ^  х2,

(* — J )  =  а2 — с2. (9)

Так как а  >  с, то разность я 2 —  с2 положительна, и мы можем 
обозначить её через £2:

а 2 —  с2 =  №. ( 10)
П оскольку

. с3 __а3 — с3__ 62
а2 аз За»

уравнение эллипса примет вид:

или окончательно, пссле деления на №\

^а +  Р  =  1* ( П )

Обратно, если лг, _у удовлетворяют уравнению (11), то, исключая ft2 
по формуле (10), получим для них уравнение (9) и предыдущие. Извлекая 
квадратный корень, получим, однако, наряду с уравнением (6 ") и уравнение

У  (х  -  с)3 + .у 3 =  - ( * - £ * ) ,  (6*)

отличающееся знаком правой части, но поскольку в уравнении (11) каждое 
из двух положительных слагаемых левой части, в сумме составляющих 
единицу, не может быть больше единицы, имеем:

§ 5. Каноническое уравнение эллипса

х * Ж
Т о <  1 И

а из формулы (10) следует:
са =  а3 — 62 <  в2 и с <  а. (Ь)

Перемножая неравенства (а) и (Ь) одного смысла, получим:
х
—  с < " а .  а 

£
Следовательно, в сумме а — — х  абсолютная величина второго слагае

мого с
— Xа меньше, чем первого. Сумма имеет знак первого слагаемого,

т. е. положительна, а правая часть уравнения (6*) — отрицательна. Так как 
радикал в левой части уравнения (6*) представляет арифметическое значение
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корня, т. е. действительное положительное число, то равенство (6*) несо* 
вмсстно с уравнением (11) и должно быть отброшено.

Таким же образом объясняется выбор знака при извлечении корня 
для получения равенства (6 '). Быстрее можно прийти к нему, если заметить, 
что величина с вводилась посредством формулы (10), которая содержит 
только с3, и, следовательно, допускает замену с на — с. Производя эту 
замену в уравнении (6"). получим:

V ( *  +  с)3 + .У а ~  а-\- — х. (&")

Складывая равенство (6") и (6W), непосредственно придём к равен
ству (6 '), а отсюда с помощью формул (а) § 3 получим и равенство (6).

Следовательно, координаты х, у, удовлетворяющие уравнению (11), опре
деляют точку, принадлежащую эллипсу.

Уравнение ( 11)  называется каноническим  уравнением эллипса.
Текущ ие координаты х  и у  входят сюда только в квадратах.
Если на эллипсе лежит точка М (х, у ), то будут лежать ещё три 

точки, координаты которых получаются изменением знака одной или 
обеих координат, Мх (х, — у),  (  —  х, — у), М 3 ( —  х ,у )  (черт. 2 3 ).

Т ак  как точки М  и М х 
имеют равные абсциссы, то они 
лежат на одной прямой ММЛ, 
перпендикулярной к оси аб с
цисс; ординаты их равны по 
абсолютной величине, отли
чаясь только знаком. Следова
тельно, .хорда ММ1 делится 
осью абсцисс в некоторой 
точке Р  пополам.

Черт. 23. Т ак  как М (х , у )  —  п р о 
и з в о л ь н а я  точка эллипса, 

то ось абсцисс делит пополам в с е  перпендикулярные к  ней хорды. 
То  же самое можно сказать относительно оси ординат (если рассм о
треть, например, точки М  и Мг).

О п р е д е л е н и е  1. Осью кривой  называется прямая, которая делит 
пополам перпендикулярные к ней хорды.

I П ользуясь этим определением, выскажем полученный результат 
в виде теоремы.

Т еор ем а . В каноническом уравнении эллипс отнесён к своим 
осям.

О п р е д е л е н и е  2.  Центром  кривой называется точка, которая 
делит пополам все проходящие через неё хорды.

Следст вие. Середина расстояния м еж ду фокусами есть центр 
эллипса.

Действительно, в силу равенства по абсолютной величине одно
имённых координат четырёх точек М, M v М2. Мъ (черт. 2 3 ), четы рёх
угольник MAIjMoMq является прямоугольником и начало координат О 
есть точка пересечения диагоналей ММ2 и MtMs. Отсю да прямо сле
дует, что хорда ММп делится в точке О пополам, а так как точка

ш .

О р

м\ Щ
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М —  произвольная точка эллипса, то всякая хорда, проходящая Через 
точку О, разделится в ней пополам.

Эти результаты можно высказать ещё в другой форме, пользуясь 
понятием симметрии: точки М  и Мх симметричны относительно оСи Ох, 
а точки М  и М3 —  относительно оси Оу, или: оси координат суть оси 
симметрии, а начало —  центр симметрии эллипса, заданного кано
ническим уравнением.

О п р е д е л е н и е  3. Точка пересечения кривой с её осью назы
вается вершиной кривой.

Полагая в уравнении эллипса (1 1 ) ординатур равной нулю, найдём 
точки эллипса, расположенные на оси абсцисс:

^ я =  1 или х* =  а?, или х  =  ± а :  а4
точно так же для х  =  0  имеем у  — ± Ь .  Отсюда следует:

Черт. 24.

Т еорем а . Эллипс имеет четыре вершины', по две на каждой  
оси (черт. 24 ):

А (а, 0 ) , С (— а, 0 ), В ( 0, Ь), £>(0, —  Ь).

О п р е д е л е н и е  4 . О трезок, отсекаемый кривой на её оси, на
зывается осью в тесном смысле слова.

Так как отрезки С А == 2а, DB — 2 Ь, то 2 а  и 2 Ь —  оси кривой 
(в тесном смысле слова), их половины а  и Ъ —  полуоси эллипса.

Так как а  >  Ь, то а  называется большой полуосью, а b —  малой.

§  6 . П остроение эл ли п са по точ к ам

Так как эллипс расположен симметрично относительно осей коор
динат, то достаточно построить его в первой четверти (где обе коор
динаты х  и у  положительны), чтобы потом по принципу симметрии 
представить форму эллипса и в других четвертях.
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Определяя у  из уравнения (11), получим:

1)2 ^3 ИЛИ £2------- д2 » ИЛИ V T j аЗ V* *  J

и окончательно:
V =  — 1/ а2 —  х 2, (11')а ' '

где сохраняем только положительный знак, ибо рассматриваем точку 
в первой четверти.

Уравнение окружности с центром в начале и радиусом, равным 
большой полуоси эллипса, будет:

Л2-}-У 2 =  а2, (12)

где текущие координаты обозначены прописными буквами.
Отсюда для точек в первой четверти имеем соотношение:

Г =  j /д2—  Л2. (120

Сравнивая значение ординаты у  точки эллипса М [формула (11')] 
и ординаты Y точки N [формула (12')], принадлежащей окружности

и имеющей ту же самую 
абсциссу Х =  х, получим:

v = 4 k. (13)

Следовательно, чтобы по
строить ординату у эллипса 
для заданной абсциссы, надо 
изменить соответствующую 

х ординату окружности v 
в отношении Ь : а.

Итак, проводим две 
окружности с общим цен
тром О и радиусами ON == а 
и ОК. — Ь (черт. 25). Для 
произвольной заданной абс
циссы ОР— х строим ор
динату большой окружно- 

Черт. 25. сти PN =  Y. Точку N со
единяем с центром О и из 

точки пересечения ON с малой окружностью (точка К) проводим 
прямую параллельно оси абсцисс до пересечения в точке М с орди
натой PN.

Так как прямая КМ, параллельная основанию ОР треугольника ONP, 
делит боковые стороны на пропорциональные части, то

PM : ОК — PN: ON.
Но

O K = b , ON — а и PN — У;
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следовательно,
p M = O K_PN = l y  

ON a

и по формуле (1 3 )  совп адает с  ординатой у  точки эллипса. Т а к  как 
абсци сса этой точки х  =  ОР , то  точка М, имея координаты х  и v, 
принадлежит эллипсу.

П овторяя это  построение д остаточн ое число р аз, получим ряд 
точ ек , даю щ их представление о форме эллипса (черт. 2 6 ) .

§  7 .  Э л л и п с к а к  п р о ек ц и я  о к р у ж н о ст и

Формуле (13) можно дать хорошее геометрическое истолкование, если 
ввести понятие проекции линии на плоскость.

О п р е д е л е н и е . Проекцией тонки М на плоскость в называется 
основание Р  перпендикуляра МР, опущенного из точки М на эту плоскость.

Рассмотрим две плоскости ABD и CBD, образующие двугранный 
угол в =  z  ABC (черт. 27).

В каждой плоскости построим декартову прямоугольную систему коор
динат. Ребро BD  примем за общую ось абсцисс и точку О — за общее начало 
той и другой системы координат.

Если
У =  QM

ордината какой-нибудь точки М в плоскости CBD и Я  — проекция точки М 
на вторую плоскость ABD, то в треугольнике PQM обе стороны QM и QP 
перпендикулярны к ребру BD и образуют линейный угол двугранного 
угла наших плоскостей, /_PQM =  а. Угол треугольника при точке Р — пря
мой, ибо РМ — перпендикуляр на плоскость ABD. Следовательно, ордината 
у  =  QP точки Р  определяется как катет по гипотенузе:.

y — Y cos а. (13*)
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Если точка М пробегает окружность (12) и угол а выбран так, чтобы

Ь
COS а = ---- ,а ’

то формула (13') совпадает с уравнением (13), и точка Р  будет описывать 
эллипс (11).

Каждая точка этого эллипса есть проекция точки окружности; поэтому 
весь эллипс представляет собой проекцию окружности.

Теорема. Эллипс есть ортогональная проекция окружности; угол 
между плоскостями обеих кривых имеет косинусом отношение полу
осей эллипса.

§  8 . Гипербола

О п р е д е л е н и е  1. Гиперболой называется геометрическое место 
точек, разность расстояний которых от двух точек плоскости (фоку
сов) по абсолютной величине постоянна.

Если Д  и F 2 —  два фокуса и Ж  —  какая-нибудь точка гиперболы,

то F XM —  F$M =  ± 2 а ,  (1 4 )

где а  —  постоянный отрезок.
Примем за ось абсцисс декартовой прямоугольной системы коор

динат прямую F tF 2, поместим начало координат О в середину фокаль
ного отрезка /7,/?2 =  2с; ось ординат пройдёт перпендикулярно к оси 
абсцисс (черт. 28).

Так же как • в случае эллипса, координаты фокусов будут 
Z7! ( —  с, 0) —  левый и F 2 (с. 0 ) —  правый фокусы. Если М  (х , у ) — про-
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F XM =  1  V ( x  — (а)

и уравнение гиперболы

I  V J x T c ? Т 7 = н  / ( X — с)2 + ^ = Ц  (1 4 0

Это уравнение отличается от уравнения эллипса (6 ')  только знаком 
перед вторым квадратным корнем. Так как при приведении к кано
ническому виду мы последовательно уединяем каждый корень и 
освобождаемся от радикала, возвышая обе части уравнения в квад
рат, а при возвышении в квадрат знак минус перед корнем не имеет

извольная точка гиперболы, то

значения, то после освобождения от радикалов мы должны прийти 
к тому же самому уравнению, как и в случае эллипса. Единственное 
отличие в том, что теперь надо выбирать с > а .

Действительно, в треугольнике разность двух сторон
F yM —  F^M — 2 а всегда меньше третьей стороны F JF 9 — 2 с.

/»
О п р е д е л е н и е  2 . Отношение — — е называется эксцентриси

тетом гиперболы. Прямые, перпендикулярные к фокальному отрезку 

F XF% и отстоящие на расстоянии —  от его середины, называются ди
ректрисами гиперболы.

Следствие. Эксцентриситет гиперболы больше единицы.
Если в уравнении (147) взять верхние знаки, то, перенося второй 

радикал в правую часть и возвышая обе части в квадрат, получим 
уравнение (6") с отрицательным знаком перед радикалом:

— У (х  —  с)2+'У * =  а  — -^-х. (15 )

Заменяя радикал по формуле (а) его значением F%M, получим урав
нение (8 )  с обратными знаками правой части:

F,M =  e ( x ----- 1 ) .  (1 5 ')

4  Зак. 3182. С.  П.  Фиников. 49



При этом, очевидно, предполагается, что абсцисса А'—  положительна. 
Если она отрицательна, то, чтобы формула имела смысл (положитель
ность расстояния F^M), надо в уравнении (14 ') брать нижние знаки. 
Это изменит знак у радикала в уравнении (15) и приведёт к поло
жительному значению F%M в формуле (15 ').

Л с
Так как а <  с и е > 1 ,  то — < — <  с. Следовательно, откла-е е

дывая от начала координат по оси Ох отрезок ODa =  — , мы полу

чим точку D2 внутри фокального отрезка FXF2 (черт. 29).

У

Q ¥
осГ

____ а я.
е

f2 р

Черт. 29.

Расстояние точки М (х, у) от директрисы равно

d2 =  QM — D2P  — O P —  OD2 =  x ----- —.

Расстояние (15 ') принимает вид:

ra =  F%M —  edc,
и, следовательно,

ra : rfa =  e.

Такой же результат получим и для левого фокуса, и для левой 
директрисы. Следовательно, можем высказать предложение:

Отношение расстояния произвольной точки гиперболы от 
фокуса к расстоянию её от соответствующей директрисы —  по
стоянно и равно эксцентриситету гиперболы.

§ 9 . Каноническое уравнение гиперболы

Возвышая в квадрат обе части уравнения (15), получим то же 
самое уравнение (9), как и в случае эллипса. Но теперь с >  а, по
этому определим ft2 посредством равенства

с*— а ? = Р .  (16)
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Тогда получим.1

В и в Я Ш и
и, деля на — Ь2, окончательно:

— — К = 1 .  (17)а? Ь* '11 >
Так же, как для эллипса, можно доказать, что точка с координатами х,у, 

удовлетворяющими уравнению (17), удовлетворяет условию (14), т. е. принад
лежит гиперболе.

Уравнение (17) называется каноническим уравнением гиперболы.
Уравнение (17) (так же как каноническое уравнение эллипса) со 

держит только квадраты текущих координат; поэтому для одного 
значения х  оно определяет два значения у , отличающихся между 
собой знаками, и наоборот. Следовательно, подобно эллипсу, в кано
ническом уравнении гипербола отнесена к центру и осям.

Середина расстояния между фокусами является центром гипер
болы.

В отличие от эллипса гипербола имеет только две действительные 
вершины, именно: внося в уравнение (17) значение у  =  0 , получим:

-*3 , Л л .- 5 = 1  или х i =  a i, или х  — z*za. а*
Ось Ох поэтому называется действительной осью гиперболы. 

Отрезок этой оси между вершинами равен 2а; его половина а назы
вается действительной полуосью гиперболы.

Ось Оу не встречает гиперболы. Внося в уравнение ( 17)  значение 
х  =  0 , получим:

у2 I
=  —  1 или у-  =  —  Ь2, или y  =  ± l b ,  i — у —  1.

Вершины этой оси мнимы. Отсюда название мнимой оси, хотя сама 
прямая действительна. Поэтому же величина Ь, квадрат которой стоит 
в знаменателе при у 1 в каноническом уравнении гиперболы, называется 
мнимой полуосью гиперболы, хотя величина Ъ —  действительное 
число.

В § 8 главы 11 мы преобразовали уравнение гиперболы (17 ), изме
нив направление осей так, чтобы новые оси Ох', Оу' располагались 
по обе стороны оси Ох под углом {3, определяемым уравнением:

t g P = v  (18 )

1 Необразованное уравнение
/ / о ч Г  eft -4- ft2х'у — т2, т — у  — f — ,

позволило построить гиперболу по точкам. Мы видим, что гипербола 
состоит из двух раздельно лежащих ветвей, которые неограниченно
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приближаются к осям Ох', Оу* по мере удаления точек гиперболы 
в бесконечность (черт. 30). Эти новые оси Ох/, Оу' мы назвали 
асимптотами гиперболы. Асимптоты служат диагоналями прямоуголь

ника, построенного на осях гиперболы (см. черт. 30). Формула (18) 
определяет половину угла между асимптотами гиперболы.

О п р е д е л е н и е . Параболой называется геометрическое место 
точек, равно отстоящ их от заданных точки (фокуса) и прямой (ди
ректрисы параболы).

Пусть нам дан фокус F  и директриса KL параболы (черт. 31).
Выберем за ось абсцисс прямоугольной декартовой системы ко

ординат перпендикуляр FD, опущенный из фокуса на директрису; 
начало координат поместим в середине отрезка FD между фокусом 
и директрисой и выберем положительное направление оси Ох от ди
ректрисы к фокусу; ось Оу будет перпендикулярна к оси Ох.

Если обозначить буквой р расстояние фокуса от директрисы,

У'

Черт. 30.

§  10. Парабола

то координаты фокуса

точки параболы М (х, у) от фокуса равно

Расстояние произвольной

FM

Расстояние той же точки от директрисы
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Т а к  как О Р— х  есть  абсц и сса точки М, a / ? 0  =  - £ - ,  то

Т а к  к а к , по определению параболы , FM — QM, то получаем у р ав
нение параболы :

2 ) r I  2 

В озвы ш ая обе части в квадрат и п реобразуя:

( * — 4 / + > * = ( т + * ) ’ -

00

получим:
у* =  2 рх. (1 9 )

Если пара координат х, у  удовлетворяет уравнению (19), то, возвращаясь 
назад, получим по извлечении корня равенство (а). Действительно, при поло
жительном параметре р  из уравнения .
(19) получается положительное зна- ' »
чение для координаты х, а тогда, |Ц |---------------
чтобы радикал в уравнении (а) имел 
положительное значение, надо при 
извлечении корня писать радикал 
с положительным знаком.

Уравнение ( 1 9 )  н азы вается ка
ноническим уравнением пара
болы.

Т а к  как  уравнение содерж ит 
координату у  тол ьк о  в к в а д 
рате, то  для одного (полож и тель
ного) значения абсц и ссы  х  п о л у 

чим д ва  значения у  — ± У 2 рх, 
отличаю щ ихся знаком . Пара т о 

чек с координатами (х, ± у 2 р х )  
располагается на прямой, перпендикулярной к оси  Ох, симметрично 
относительно этой  оси координат.

С ледовательно, о сь  Ох является осью параболы . Э та  о сь  пере
сек ает  параболу только в одной точке —  в начале координат; д е й ст 
вительно, вн ося  в уравнение (1 9 )  значение у  =  0, немедленно полу
чим х  =  0 .  С ледовательн о, начало координат —  вершина параболы.

М ы видим, что всякая прямая, перпендикулярная оси  Ох, п ересе
кает параболу в д в у х  точках (на равном расстоянии от оси по обе 
стороны  от  н её), Сама о сь  ординат имеет с параболой тол ько одну 
Общую точку .

Черт. 31.
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/» =  0

—  квадратное уравнение с двумя равными корнями у  ==■ 0 .
Будем говорить, что две точки пересечения оси ординат с пара

болой совпали, и называть ось ординат касательной  параболы в её 
вершине.

В  каноническом уравнении парабола отнесена к  оси и каса
тельной в вершине.

§  11 . П остроение п араболы  по то ч к ам

Каноническое уравнение параболы (19) приводит к простому способу 
построения точек параболы.

Будем рассматривать х и у  как положительные числа. У равнение

у =  Y 2 p i
показываете что у  есть среднее пропорциональное между величиной 2р  и 
абсциссой х.

Так как высота прямоугольного треугольника, опущенная на гипотенузу, 
сеть среднее пропорциональное между отрезками гипотенузы, то построение

Внося в уравнение параболы л: =  0 , получим:

Черт. 33.Черт. 32.

ординаты у  точки параболы М по заданной её абсциссе х  можно вести сле
дующим способом:

Откладываем по оси абсцисс от начала координат налево (в отрицатель
ном направлении оси абсцисс) постоянный отрезок АО =  2р, а направо — за
данную абсциссу точки ОР — х  (черт. 32). Строим на отрезке АР, как на 
диаметре, окружность PQA. Если Q есть точка пересечения окружности 
с осью Оу, то угол AQP, как вписанный угол окружности, опирающийся на 
диаметр, равен прямому углу; треугольник AQP— прямоугольный, и вы
сота OQ, опущенная из вершины прямого угла на гипотенузу АР, есть 
средняя пропорциональная между отрезками гипотенузы АО =  2р и
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OQ— У AO-OP — V 2 p x = y .
Проводя через точки Р  и Q прямые, параллельные осям координат, 

построим точку М с координатами х и у =  уг2рх, т. е. одну из точек па
раболы.

Повторяя это построение для различных значений абсциссы х, получим 
произвольное число точек параболы (черт. 33).

Г л а в а  IV

ОБЩ ИЕ ТЕО РЕМ Ы  О Б УРАВНЕНИЯХ ЛИНИЙ НА ПЛОСКОСТИ

§ 1. Уравнение, содерж ащ ее тол ьк о  одну текущ ую  координату

Пусть уравнение геометрического места точек содержит только 
координату х:

F  (х) — 0 . (1 )

Если это уравнение не допускает ни одного действительного 
корня х  — х и то геометрическое место точек, определяемое уравне
нием, —  пустое, т. е. нет ни одной точки плоскости М (х, у), коор
динаты которой удовлетворяли бы уравнению, ибо для всякого дей
ствительного числа х  левая часть уравнения F  (х) не равняется нулю. 
Если при этом уравнение (1 ) допускает мнимые корни, то говорят, 
что уравнение (1 ) определяет мнимую линию.

Если уравнение (1) имеет действительные корни

Х = = ХХ, X =  Xq, X =  Хд, •••»

то все точки с абсциссой x  — x t и произвольной ординатой у  при
надлежат нашему геометрическому месту точек, ибо координата у  
совершенно не входит в уравне-

OP — х:

ние, a F  (xj) по условию равно 
нулю (Xj есть корень уравнения). 
Все точки с одной и той же абс

У к , к 2 к э

циссой х  =  х х имеют одну и ту ч
же проекцию на оси абсцисс, 
именно точку Я ,,  где ОР1 =  х 1; 0

*1
Л р* S

они располагаются на прямой
Я,/С|, проходящей через точку Я 1 Х1
параллельно оси ординат (чер
тёж 3 4 ).

То же самое можно сказать
относительно каждого другого
корня х  — х% или х  =  х ь. На оси Черт. 34.
абсцисс этот корень определяет
единственную точку с абсциссой х  =  хъ или лг =  х 8; пусть это будет 
точка Я 2 или “Я 3. На плоскости все точки с одной абсциссой со 
ставляют прямую, параллельную оси ординат и проходящую через 
точку Я 2 или Я 8.
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Таким образом, уравнение (1) определяет на плоскости столько 
прямых, параллельных оси ординат, сколько действительных корней 
х =  х{ оно допускает.

Теорема. Уравнение, содержащее только одну текущую ко
ординату (например, абсциссу), определяет одну или несколько пря
мых, параллельных другой оси координат (оси ординат) (столько

прямых, сколько действительных 
корней допускает уравнение).

Можно сказать, что каждому мни
мому корню уравнения (1) соответ
ствует мнимая прямая, параллельная 
оси ординат (см. § 6, гл. V II). 

Пример. Уравнение

( * 02—  1 = 0

имеет два корня:

Черт- ж  х [ = \ ,

следовательно, определяет две прямые, параллельные вектору еа и 
отсекающие на первой оси равные отрезки (черт. 35).

§ 2. Точка пересечения двух линий 

Даны две линии своими уравнениями:

F(x\x*)  =  0, (а)

0 (х\ х 2) =  0. (Ь)

Как найти точки их пересечения?
Каждая точка, лежащая на первой кривой, имеет координатами 

два действительных числа х 1, х2, удовлетворяющих уравнению (а). 
Каждая точка, лежащая на второй кривой, имеет координатами два 
числа, удовлетворяющих второму уравнению (Ь). Точка пересечения 
лежит и на первой, и на второй кривой; её координаты удовлетворяют 
и первому, и второму уравнению. Следовательно, чтобы найти точки 
пересечения кривых (а) и (Ь), надо решить совместно систему урав
нений (а) и (Ь). Отсюда:

Теорема. Два уравнения с двумя неизвестными определяют, 
вообще говоря, координаты нескольких раздельно лежащих точек. 
Эти точки являются точками пересечения тех линий, которые 
определяются в отдельности первым и вторым из уравнений си
стемы.

Например, уравнения
д?9-[-у2 —  2х — 0, (а')

у =  0 (Ь ')
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определяют: первое —  окружность (§ 2, гл. I I I) ,  второе —  прямую» 
а система (а7), (V ) определяет точки пересечения их. Исключая у, 
имеем: х2 —  2х =  О, 
откуда два решения системы

х  =  0, у  =  0 и х  — 2, у =  О

определяют две точки пересечения.
Оговорка „вообще говоря" имеет в виду тот случай, когда две заданные 

линии имеют общую часть.
Возьмём, например, две линии:

(Л-3+у2_1)л- =  0,
(л? + у*-1 )у  =  0.

Система (с) удовлетворена, если текущие координаты х, у  обращают в нуль 
первый множитель, т. е. удовлетворяют уравнению

Л'2 +  >'2 — 1 = 0. (с')
Это уравнение определяет (§ 2, гл. I I I)  окружность радиуса, равного еди 
нице, с центром в начале координат. Любую точку этой окружности можно 
рассматривать как общую точку (точку пересечения) линий (с). Окруж
ность (С]) является общей частью линий (с).

Если координаты х, у  не обращают в нуль х̂ -\-_у3— 1, то система (с) 
может быть удовлетворена только при обращении в нуль вторых множи
телей:

х =  0, у  =  0.

Следовательно, кроме общей части (C j) , линии (с) пересекаются ещё только 
в одной точке — в начале координат.

§ 3. Инварианты преобразования координат

В  аналитической геометрии каждая линия на плоскости опреде
ляется уравнением. Естественно прежде всего поставить вопрос
о классификации линий по их уравнениям.

Для уравнений F  (jc1, у2) — 0 
в аффинной системе координат существует рациональная классифи
кация по виду функции F ( x l , х2), стоящей в левой части уравнения.

О п р е д е л е н и е  1. Уравнение называется алгебраическим, если 
его можно привести к виду, когда левая часть содержит многочлен 
с целыми положительными показателями от переменных х {, х2.

Все неалгебраические уравнения называются трансцендентными.
Будем называть степенью одночлена а ( х 1)р (а2)® сумму показа

телей p-\-q при переменных х 1 и х2, а степенью многочлена 
F ( х 1, х 2) —  наивысшую степень среди различных степеней его членов. 
Тогда мы можем ввести:

О п р е д е л е н и е  2. Степенью алгебраического уравнения назы
вается степень многочлена, который стоит в его левой части.

Можно ли эту классификацию перевести на линии, определяемые 
уравнениями?

Законность поставленного вопроса оправдывается теми глубокими 
изменениями, которые производит преобразование координат. Досте-
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точно посмотреть на уравнения (а) и (Ь) одной и той же гиперболы 
в § 8, гл. II .

Ограничим прежде всего изменение системы координат пределами 
аффинных координат, в том числе декартовых (косоугольных и пря
моугольных).

Мы обнаружим, что существуют такие свойства уравнений, кото
рые остаются инвариантными, т. е. не изменяющимися при всех 
допустимых преобразованиях координат.

Теорема 1. При всех преобразованиях аффинной системы ко
ординат алгебраическое уравнение остаётся алгебраическим и сте
пень его не повышается.

В § 9, гл. I I ,  мы вывели формулы общего преобразования аффин
ной системы координат:

х2 =  cf,xv -\-с\,х*' -{-с2, . * '

Чтобы преобразовать уравнение линии

F (x \  х2) =  О

при переходе от одной аффинной системы координат к другой, мы 
должны внести вместо переменных х 1, х2 их выражения по форму
лам (2):

о.
К

Если уравнение F —  0 —  алгебраическое, то левая часть его 
F ( х 1, х2) —  многочлен относительно переменных х 1, х2. Рассмо
трим один из членов этого многочлена. После преобразования коор
динат этот член примет вид: A (x1)p(x2)i  =  A (cJ,x1'-f-c^,Ji:2, - f -c J ,F X  
X  (tf'X1' -\-с2,х2’ -\-с2,)9- Если раскрыть все скобки, то получим мно
гочлен степени р-\-д от новых переменных х1', х2' .

Точно так же преобразуются все остальные члены многочлена 
F {x \  х2).

После сложения всех многочленов, которые получатся от преоб
разования каждого члена многочлена F  {х1, х 2), мы получим снова 
многочлен, который и будет стоять в левой части преобразованного 
уравнения:

Ф ^ 1', х2') — F  (c\,xv ̂ \-с*, х2' с*,,

Уравнение, следовательно, останется алгебраическим.
Так как после преобразования одночлена А (х 1)р (х2) получается 

многочлен степени p-{-q, т. е. той самой степени, какую имел одно
член А (х х)р (х2)*, то после преобразования всего многочлена F ( x l , х2) 
не получится ни одного члена, степень которого была бы больше 
степени многочлена F  (х1, х2). Значит, при преобразовании аффин
ной системы координат в аффинную степень алгебраического уравне
ния не может повыситься.
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Теорема 2. При любом преобразовании аффинной системы ко
ординат в аффинную трансцендентное уравнение не может сде
латься алгебраическим и степень алгебраического уравнения не 
может понизиться.

Допустим, что после преобразования аффинной системы коорди
нат (2) трансцендентное уравнение

F  (х1, х2) =  0 (а)
станет алгебраическим:

Ф (х1’, ха') =  0. (Ь)

Совершим обратный переход от системы координат х1', х2' к си
стеме координат х 1, х9. Решая уравнение (2) относительно перемен
ных xv , Xй’, мы получим формулы того же самого вида:

x‘‘ =  cfx  ‘+с »'*Ч -с »', 

x’- = q 'x ‘ +C?Jx°+C ‘\ (2')

ибо это —  тоже преобразование аффинных координат. Это преобразо
вание приведёт нас от уравнения Ф =  0 обратно к уравнению F — 0.

В силу уже доказанной теоремы 1 алгебраическое уравнение 
ФС*1*, х2') — 0 должно остаться алгебраическим; между тем уравне
ние F ( x l , х 2) =  0 было трансцендентным.

Таким образом, трансцендентное уравнение и после преобразова
ния останется трансцендентным.

Точно так же доказывается и вторая половина теоремы.
Если уравнение F  — 0 —  алгебраическое и степень его равна п, 

а после преобразования координат уравнение Ф =  0 имеет степень пг, 
то по теореме 1

я '< и .

После обратного преобразования уравнение Ф =  0 вернётся к виду 
F  =  0. Это тоже преобразование аффинной системы координат в аф
финную; теорема 1 имеет место; степень уравнения не повысится. 
Следовательно,

« О ' .

Два неравенства исключают друг друга. Следовательно, в обоих 
случаях имеет место знак равенства:

п' =  п.

Степень уравнения не понижается. Отсюда:
Следствие. Степень алгебраического уравнения между теку

щими координатами точки на плоскости есть инвариант преоб
разований аффинной системы координат в аффинную.

Так как декартова система, координат представляет частный случай 
аффинной системы координат, то все эти теоремы сохраняют силу л  
для преобразования декартовых координат.



Можно обратить внимание, что в примере преобразования урав
нения гиперболы (гл. I I ,  § 8) первоначальное уравнение

и преобразованное
х 'у '

имеют различный вид, но оба они —  алгебраические и оба — второй 
степени (ибо, по определению, степень члена х 'у ' равна сумме пока
зателей при х ' и у').

§ 4. Классификация линий на плоскости

В силу доказанной теоремы об инвариантности степени алгебраиче
ского уравнения при всех преобразованиях аффинной системы коорди

нат можно построить рацио
нальную классификацию ли
ний на плоскости.

О п р е д е л е н и е  1. Ли
ния называется алгебраиче
ской, если в аффинной (де
картовой) системе коорди
нат определяется алгебраи
ческим уравнением. Все 
неалгебраические линии на
зываются трансцендент
ными.

О п р е д е л е н и е  2.  Ал
гебраические линии делятся 
по порядкам. Порядком ал
гебраической линии назы
вается степень её уравнения 
в любой аффинной системе 
координат.

Теорема об инвариант
ности степени алгебраиче

ского уравнения показывает, что для определения порядка алгебраи
ческой кривой безразлично, какую аффинную систему координат мы 
выберем.

Пример 1. В главе I I I ,  § 2— 9, мы вывели уравнение окружности 
(2 ) , эллипса (11), гиперболы (17), параболы (19). Всё это —  уравне
ния второй степени. Следовательно, окружность, эллипс, гипербола, 
парабола —  кривые второго порядка.

Пример 2. Если произвольно заданную прямую АВ  принять за ось 
абсцисс декартовой системы координат, то уравнение её напишется 
в •виде

у =  0.

Черт. 36,
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Это —  уравнение первой степени. Следовательно, прямая Линия—линия 
первого порядка.

Пример 3. Линия
1

изображённая на чертеже 36, есть линия третьего порядка, ибо по 
освобождении от знаменателя уравнение линии принимает вид:

А%;—  1 = 0.

В  левой части стоит многочлен третьей степени, так как сумма пока
зателей при х  и у  в первом члене равна 3.

Пример 4. Синусоида _y =  sin.*;, логарифмика y  =  \gx дают при
меры трансцендентных линий.

Аналитическая геометрия рассматривает только алгебраические 
кривые.

Деление линий по порядкам устанавливает естественную последо
вательность курса аналитической геометрии на плоскости. Мы будем 
рассматривать линии первого и второго порядка.

§ 5. Геометрический смысл порядка кривой 

Пусть дана кривая я-го порядка

F (x \  jc2) =  О

и произвольная прямая А В . Преобразуем систему координат, выбирая 
прямую А В  за новую ось абсцисс.

Кривая в новой системе координат останется кривой д-го порядка. 
Пусть её уравнение примет вид:

Ф (х у , х2') =  0. (а)

Уравнение прямой А В, как уравнение оси абсцисс, примет вид:

х г’ =  0. (Ь)

Найдём точки пересечения нашей кривой с прямой АВ.
Для этого надо решить совместно систему уравнений (а) и (Ь). 
Вносим в уравнение (а) значение х 8' =  0; мы получим:

Ф (*1', 0) =  0.

Это —  алгебраическое уравнение степени не выше чем п относительно 
неизвестной величины д:1':

С*1) "  С*1) • • • “Ь-^п — о.

Все коэффициенты /40, Аи . . . ,  Ап —  известные числа, из которых 
некоторые могут равняться нулю. Если Л0 =  0, то степень уравнения 
понизится.
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Так как уравнение Степени п имеет не больше п корней, то пря
мая А В  не может иметь больше чем п точек пересечения с кривой. 
Имеем:

Теорема. Линия п-го порядка пересекается с произвольной пря
мой не более чем в п точках.

Заметим, что прямая А В  может вообще не иметь общих точек 
с кривой или наоборот входит в состав линии я-го порядка.

§ 6. Уравнение, левая часть которого разлагается на множители

Допустим, что все члены уравнения перенесены в левую часть и 
левая часть разлагается на два множителя:

F (x \  х *)' Ф ^ 1, х 2) =  0. (3)

Если точка M Q (jcJ, х 2) принадлежит кривой, определяемой уравне
нием (3), то координаты её atJ, л:* удовлетворяют уравнению (3), т . е. 
обращают в нуль произведение

^ ) .Ф ( * 0\ * 8) =  0.

Если произведение двух множителей равно нулю, то или первый, 
или второй множитель равен нулю. Следовательно, все точки кривой 
можно разделить на две категории: 1) точки, координаты которых 

j обращают в нуль первый множитель; они образуют кривую, опреде
ляемую уравнением:

F (x \  лг2) =  0; (За)

2) точки, координаты которых обращают в нуль второй множитель 
и, следовательно, удовлетворяют уравнению:

Ф (х\ Xй) =  0. (ЗЬ)

Каждая точка кривой (3) принадлежит или кривой (За), или кри
вой (ЗЬ) (или той и другой одновременно). Отсюда следует, что 
кривая (3) есть совокупность двух линий: линии (За) и линии (ЗЬ). 
Если оба множителя F^ x 1, х-) и Фф1, хъ) —  многочлены, то мы 
будем говорить, что линия (3) распадается на две кривых: (За) и (ЗЬ).

Теорема. Если после перенесения всех членов в одну часть урав
нения она разлагается на множители, то кривая, определяемая 
уравнением, распадается на простейшие; они определяются урав- 

I  нениями, которые получаются, если приравнять нулю каждый
множитель отдельно.

Пример. Со с т а в и т ь  уравнение сов о к у пн ос т и  о к р у ж 
ности радиуса, равного единице,  с центром в ' точке С (1,0) 
и оси абсцисс.

Окружность с центром С (1,0) и радиусом R  =  1 определяется в прямо
угольной системе декартовых координат уравнением (2) § 2, гл. III:

(дг — а)а +  (у — &)2 — /?2 =  о,
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или для а — 1, 6 =  0, /? =  1
(х — I )2 -{-у2 — 1 = 0,

или
лса -f-_ya — 2дг =  0. (а)

Ось абсцисс имеет уравнение
У  —  0. (Ь)

Следовательно, совокупность окружности (а) и оси абсцисс (Ь) опреде
ляется уравнением:

(х2+уъ — 2х)у =  0.

§ 7. Пучок линий
Уравнение

I  (jc1, * 2)-f-X G  (х\ хЩ =  0 (4)

при заданных линейно независимых*) функциях F  (х1, х2) и G (х1, лг2) 
и различных значениях параметра X определяет различные линии.

О п р е д е л е н и е  1. Совокупность линий ( 4)  при всевозможных 
значениях параметра X составляет семейство линий, которое назы
вается пучком линий.

Линии
F  (х\  х 2) =  0 и О (х1, х а) =  0 (5)

составляют базис пучка. Первая принадлежит пучку со значением 
параметра X =  0. Вторую мы тоже включаем в пучок; она получается 
в пределе, когда параметр X неограниченно возрастает.

Чтобы не делать исключения для второй линии базиса, удобно 
заменить параметр X отношением

х =  £ .
Р

Тогда уравнение (4) по освобождении от знаменателя примет вид:

p F  (дс1, jc2) —j-qO (х1, х2)  =  0 . ( 4 ')

Каждая линия пучка соответствует паре чисел р, д и всем числам, 
им пропорциональным. Первая линия базиса соответствует значению 
q —  0 и произвольному значению р\ вторая —  значению р =  0 и про
извольному значению q.

Теорема 1. Всякая линия пучка проходит через точки пере
сечения его базисных линий.

Действительно, координаты точки пересечения базисных линий (5) 
обращают в нуль функции F ( x l , х2) и G (лг1, х2). Но тогда равна 
нулю и их сумма с любым коэффициентом X, г. е. уравнение (4) 
удовлетворяется при любом значении параметра X. Значит, координаты 
каждой точки пересечения кривых (5) удовлетворяют уравнению 
любой линии пучка, а сама точка принадлежит всем линиям пучка.

’) Ни при каком постоянном значении \ уравнение (4) не становится 
тождеством.
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О п р е д е л е н и е  2. Общие точки всех линий пучка (точки пере
сечения базисных линий) называются центрами пучка.

Теорема 2 . Через всякую точку плоскости, не совпадающую 
с центром пучка, проходит одна и только одна линия пучка.

Пусть М  (л-*, x 2J —  произвольная точка плоскости, не центр 
пучка. Покажем, что через неё проходит одна и только одна линия 
пучка. Внося значения xt , x t в уравнение пучка (4 '), получим:

p f (xI  xl )—°* (а)
Если О (х*, х*) ф 0, т. е. точка М* не лежит на второй линии 

базиса (5), то из уравнения (а) получим отношение X =  — , именно

F ix 1, х2)
й ц ц  Ц а ц  (6)

G ( х 1. х 8) ’N * Щ

это значение А. и определяет ту  линию пучка, которая проходит 
через заданную точку.

Если

G(x\, **)  =  О и F(x\, х2%) Ф  О,

то уравнение (а) даёт р =  0. Через точку М* проходит вторая линия 
базиса.

Если
F{x\, х * )  =  0  и G(x\, х * )  =  0,

то уравнение (а) обращается в тождество, р и q неопределённы.
1 2В  этом случае координаты х 4, х% удовлетворяют обоим уравнениям 

базиса (5), и точка М *  совпадает с центром пучка, что противоречит 
условию теоремы.

§ 8 . Полярная система координат

Теорема об инвариантности степени алгебраического уравнения и вся 
классификация линий по их уравнениям составляют особенность аффинной

(в частности, декартовой) системы коор
динат.

Чтобы показать возможность другой 
системы координат, где эта теорема не 
имеет места, мы рассмотрим сейчас поляр
ную систему координат на плоскости.

Берём на плоскости точку (полюс) Р  
и прямую (полупрямую или луч), выходящую 
из полюса (полярная ось), Рр (черт. 37).

Произвольную точку М можно опре
делить, если задать модуль (абсолютную

величину) её радиуса-вектора, | РМ  \ — р, и угол наклона радиуса-вектора 
к полярной оси: /_рРМ  =  у, считая положительным направлением отсчёта 
угла поворот против часовой стрелки.
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Эти два числа называются полярными координатами точки. Первая 
координата р называется полярным радиусом-вектором (хотя это не век
тор, а скаляр, т. е. действительное число), вторая <р — полярным углом.

Почти очевидно, что они вполне определяют точку М  и сами опреде
ляются по заданной точке, по крайней мере с точностью до произвольного 
слагаемого 2nk (k — целое число) для полярного угла <р. Впрочем, это с пол
ной ясностью следует из формул преобразования декартовой системы коор
динат в полярную.

Рассмотрим декартову прямоугольную систему координат, ось абсцисс 
которой совпадает с полярной осью (с одним и тем же положительным на
правлением), а начало координат помещается в полюсе (черт. 38).

Если радиус-вектор ОМ поворачивать около начала О, то конец его М 
опишет окружность, которую можно принять за тригонометрический круг 
для угла <р =  QOM. Для этого угла абс
цисса х =  OQ точки М  будет служить 
линией косинуса, а ордината у  — Q M — ли
нией синуса. Так как радиус тригонометри
ческого круга ОМ равен полярному радиу
су-вектору р, то по величине и знаку,

jc =  р cos <f, у  =  р sin <р. (7)
Формулы (7) показывают, что полярные 

координаты вполне определяют декартовы, 
а следовательно, и положение точки на 
плоскости.

Обратно, при заданных декартовых ко
ординатах х, у  уравнения (7) дают един
ственное положительное значение поляр
ного радиуса-вектора

Р =  V  ̂ + 7 а (8а)

и вполне определённое значение тригонометрических функций полярного 
угла:

х уcos« =  .. I  sin ш =  . (8Ь)
Y x Щ р#  У х * + у *  I  {

т. е. единственное значение угла <р в пределах окружности; прибавление 
периода тригонометрических функций 2к не отразится на уравнениях (8Ь), 
и, следовательно, для любой точки плоскости полярный угол <р имеет бесчис
ленное множество значений, отличающихся между собой на целое число 
периодов.

Формулы (8Ь) теряют смысл для полюса, когда х  == 0, у  =  0. Нетрудно 
видеть, что полюс вполне определён, если задать только нулевое значение 
первой координаты р =  0. Полярный угол полюса по существу неопределёнен.

Обратимся теперь к уравнению линий в полярной системе координат.
Уравнение окружности радиуса, равного единице, с центром в точке (1,0) 

в декартовой системе имеет вид [см. уравнение (а) § 6J: — 2л: =  0.
Внося сюда значения х  и у  по формулам (7), получим после несложных 

преобразований: ра — 2р cos <р =  0.
Это уравнение — трансцендентное, ибо содержит существенно тригоно

метрическую функцию текущей координаты <р.
Между тем уравнение окружности того же радиуса с центром в полюсе 

можно написать в виде уравнения первой степени: р =  1.
Таким образом, перенос полюса в центр окружности меняет трансцен

дентное уравнение на алгебраическое первой степени.
Поэтому установленная классификация кривых к полярной систем* коор

динат неприменима.

Черт. 38.

5 Зах. 3182. С. П. Фиников. 66



Г л а в а  V

ЛИНИИ ПЕРВО ГО  ПОРЯДКА

§ 1. Нормальное уравнение прямой

Мы уже видели (§ 4, гл. IV), что прямая линия есть линия пер
вого порядка. Сейчас мы дадим новое доказательство этой теоремы, 
которое приведёт нас к нормальному уравнению прямой, имеющему 
большое значение.

Теорема. Прямая есть линия первого порядка.
Хотя эта теорема имеет место и для аффинной системы коорди' 

нат, мы будем пользоваться декартовой прямоугольной системой,
ибо только в этом случае параметры 

у уравнения прямой получают простой
геометрический смысл.

Положение произвольной прямой АВ  
относительно декартовой прямоуголь
ной системы координат можно опре
делить, если задать вектор ОР перпен
дикуляра, опущенного из начала коор
динат на эту прямую, ибо прямую 
можно тогда построить, восставляя

* перпендикуляр к вектору ОР в его
конце Р. В свою очередь вектор ОР 

Черт. 39. можно считать заданным, если изве
стен его модуль р (расстояние от 

начала координат до прямой) и единичный вектор п, имеющий с век

тором ОР одно и то же положительное направление (черт. 39).
Возьмём на прямой АВ  какую-нибудь точку М  с координатами 

х , у . Из треугольника ОРМ следует очевидное равенство (по опре
делению суммы векторов):

ОМ =  ОР-\-РМ. (а)

Здесь вектор ОР как перпендикуляр, опущенный из начала координат 
на прямую АВ, имеет модулем число р, а единичным вектором направ

ления—  вектор п. Следовательно, вектор ОР получится умножением 
единичного вектора п на модуль р:

О Р =  рп.

С другой стороны, ОМ — М есть радиус-вектор точки М. Если 
обозначить буквами ех и е2 единичные координатные векторы, то
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радиус-вектор точки М (х, у) разложится на компоненты Но ЬСяМ 
координат в виде

М — хе^уе^. (Ь)

Равенство (а) принимает вид:

хе1-\-уеа =  рп-\-РМ.

Умножаем обе части скалярно на вектор п. Опуская равное нулю
произведение РМ  ■ п (как скалярное произведение перпендикулярных 
векторов), получим:

хех • п-\-уе2 • п — рп2. (с)

Здесь первые два произведения ех • п и е2 * п как скалярные про
изведения единичных векторов равны косинусам углов с осями коор
динат вектора п, т. е. перпендикуляра ОР, опущенного из начала 
координат на прямую А В. Квадрат единичного вектора я 2 равен

единице. Следовательно, обозначая через а угол перпендикуляра ОР 
с осью абсцисс

а =  /  хОР,
получим:

e j * n  =  cosa, е2 ’ П —  cos —  â  =  slna, л2 =  1.

Внося эти соотношения в уравнение (с), получим предложение: коор
динаты х, у произвольной точки прямой удовлетворяют уравнению

х  cos а-{-у sin a— р — 0. (1)

Обратно, если равенство (1) имеет место, то из него следует равен
ство (с), которое можно написать в виде:

(хех +  У*2— Рп) • я  =  0,

или с помощью формулы (Ь):
(Л !—рп) • п =  0,

или,, наконец, так как

М — рп =  ОМ — ОР — РМ,
в виде.

РМ • п — 0.

Обращение в нуль скалярного произведения является условием перпен
дикулярности 'множителей. Значит, вектор РМ, соединяющий конец век
тора ОР с точкой М, перпендикулярен к вектору п и, следовательно, лежит 
на прямой АВ. Значит, лежит на прямой и точка М.

Таким образом, уравнение (1) определяет геометрическое место точек, 
лежащих на прямой АВ.
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Мы буДём называть уравнение (1) нормальным уравнением пря
мой. Это уравнение первой степени. Следовательно, всякая прямая 
есть линия первого порядка.

§ 2. Приведение общего уравнения прямой к нормальному виду

Мы переходим к доказательству обратной теоремы.
Теорема. Всякое уравнение первой степени определяет прямую.
Произвольное уравнение первой степени может содержать только 

три члена: член, содержащий первую степень координаты х, член, 
содержащий первую степень координаты у , и, наконец, свободный 
член. Обозначая буквами А, В , С произвольные коэффициенты, из 
которых некоторые могут равняться нулю, можно написать всякое 
уравнение первой степени в виде:

А х-\ -Ву-\ -С = 0 . (2)

Это уравнение называется общим уравнением прямой.
Нам надо доказать, что это уравнение определяет прямую.
Так как всякая прямая определяется нормальным уравнением ( 1) 

или в прямоугольной системе координат уравнением (2), то нам надо 
доказать, что при подходящем выборе положительного числа р и 
угла а нормальное уравнение ( 1) будет равносильно заданному урав
нению (2).

Так как и то и другое уравнения имеют все члены в левой части, 
следовательно, перенесение членов из одной части в другую исклю
чено, то остаётся единственное преобразование, которое переводит 
уравнение (2) в уравнение, ему равносильное. Это преобразование 
состоит в умножении уравнения на постоянное число R . Следова
тельно, если можно найти р и а так, чтобы нормальное уравнение 
(1) было равносильно заданному уравнению (2), то при подходящем 
выборе нормирующего множителя R , параметров р и а нормальное 
уравнение ( 1) будет совпадать с уравнением

R A x -^ -R B y -\ -R C = 0 . (3)

При этом все три коэффициента уравнений (1) и (3) будут по
парно равны:

RA =  cos а,
R B  =  sin а, (4)
RC  =  —  р.

Возвышая в квадрат обе части каждого из первых двух уравне
ний и складывая их почленно, мы исключим угол а и получим урав
нение для одной неизвестной:

Я * ( Л * + Я * ) : = 1,
откуда

R =  ±-=J===r. (б)
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Чтобы это решение имело смысл, мы должны ограничить себя 
предположением, что коэффициенты при текущих координатах А и В  
не равны нулю одновременно. Это ограничение вполне естественно, 
ибо при .4 =  0, В  —  0 уравнение (2) обращается в не имеющее 
смысла равенство С =  0. В § 6 мы вернёмся к этому вопросу.

Из двух значений R  формулы (5) только одно не приводит 
к противоречию —  последнее уравнение (4). Действительно, так как

параметр р, как модуль вектора ОР, всегда положителен, то из по
следнего уравнения (4) следует дополнительное требование на знак 
нормирующего множителя /?: произведение RC  должно быть отрица
тельным. Отсюда получаем п рав ил о з н а к о в :

Знак нормирующего множителя противоположен знаку сво
бодного члена.

При этом условии последнее уравнение (4) даёт единственное 
положительное значение р. Два первых определяют величины cos а 
и sin а, удовлетворяющие условию cos2 а-f-s in 2 а =  1. Эти две функ
ции дают единственное значение угла а в пределах одной окруж
ности.

Условие, определяющее знак нормирующего множителя, теряет 
силу, если свободный член С равен нулю. В этом случае уравнение 
прямой удовлетворяется координатами х == 0, у  =  0 , т. е. прямая 
проходит через начало координат. Перпендикуляр, опущенный из 
начала на прямую, не имеет определённого положительного направле
ния, и прямая имеет два нормальных уравнения, отличающихся друг 
от друга знаком.

Таким образом, всякое уравненение первой степени (3) при условии

Л2- ( - 5 2 Ф  О

имеет одно и только одно ему равносильное нормальное уравнение (1) 
и, следовательно, определяет прямую. Если С— 0, то уравнение (2) 
может двумя способами приводиться к нормальному виду.

Следствие. Понятие линии первого порядка точно совпадает 
с понятием прямой линии.

Этот результат легко распространяется на декартову косоугольную 
и даже на произвольную аффинную системы координат.

Теорема. В  произвольной аффинной системе координат всякое 
уравнение первой степени определяет прямую.

Действительно, пусть нам дано уравнение первой степени (2) 
относительно текущих координат некоторой аффинной системы коор
динат. Совершим преобразование координат и перейдём от заданной 
аффинной системы координат к декартовой прямоугольной. Так как 
любое преобразование аффинной системы не меняет степени алгебраи
ческого уравнения, то после преобразования мы получим относительно 
координат прямоугольной системы тоже уравнение первой степени. 
В прямоугольной системе это уравнение определяет прямую. Следова
тельно, и первоначальное уравнение относительно аффинной системы 
тоже определяет прямую.
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Так называется уравнение прямой, решённое относительно ординаты. 
Мы уже встречались с этим уравнением (§ 3, гл. Ill) , но только 
для декартовой прямоугольной системы координат. Рассмотрим теперь 
уравнение первой степени относительно аффинной системы координат:

AJx1-\-A2x2-\-A0 — 0. (6)

Чтобы это уравнение можно было решить относительно коорди
наты лг2, необходимо и достаточно, чтобы коэффициент Л2 был от
личен от нуля:

А2 Ф  0.

Тогда из уравнения (6) получим:

§ 3. Уравнение прямой с угловым коэффициентом

ХЪ____ _di *-)__ _do
*  “  At А3-

Введём обозначения:

* — 4 1. * = - х -  <7>

Наше уравнение напишется в виде:

х* =■ kx'-\-b. (8)

Нетрудно выяснить геометрический смысл параметров.
Полагая в уравнении (8) х*= 0 , 

^  получим хъ =  Ь. Следовательно, 
прямая содержит точку D  (0, Ь) 
(черт. 40); это —  точка пересече
ния прямой с осью ординат.

Так как вектор OD опреде
ляется формулой

X "
OD =  be2,

то в аффинной системе коорди
нат длина OD равна произве

дению параметра b на модуль координатного вектора е.2:

OD =  Ье9.
Второй параметр k определяет направление прямой и носит на

звание углового коэффициента.
Действительно, произвольный вектор DM, лежащий на прямой 

между точками D  (0, Ь) и М  (х, у), определяется по общему пра
вилу, как разность радиусов-векторов:

DM — М —  D  =  (.хех -\-уе9) —  be2 =  xel-\-(y —  b)ev
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а так как уравнение (8) даёт

у  —  b =  kx,
то

DM =  *(<?,-\-ke2). (70

Здесь множитель х, очевидно, меняет длину вектора. Его на
правление зависит только от углового коэффициента k.

§ 4. Уравнение прямой в отрезках

Будем называть отрезками, отсекаемыми прямой на осях координат, 
координаты точек пересечения прямой с осями координат. Если обозна
чить их буквами а и b так, что координаты этих точек суть (а, 0) 
и (0, Ь), то, внося их в общее уравнение прямой (2), получим:

0, Б 6+ С = 0.

Допустим, что ни один из коэффициентов А, В, С не равен нулю. 
Внося в уравнение (2) значения

и сокращая на — С, получим:

4  +  £ _ 1 = 0 .  (9)

Это уравнение называется уравнением прямой в отрезках.
Обратно, уравнение (9), как уравнение первой степени, опре

деляет прямую. Полагая у  — 0, т. е. отыскивая точку пересечения 
прямой с осью абсцисс, найдём:

—  — 1 =  0, т. е. х =  а. а

Следовательно, а есть отрезок, отсекаемый прямой на оси абсцисс и 
аналогично Ь.

Уравнение (9) предполагает, что отрезки а и Ь вполне определены и 
не равны нулю, т. е. прямая пересекает оси координат в двух различ
ных точках.

§ 5. Исследование уравнения прямой

Так называется выяснение геометрического смысла обращения в нуль 
одного (или нескольких) коэффициентов уравнения прямой

Atx , -\~Asx*-{-A0 — 0.

I. Обращение в н у л ь  коэффициента при т е к у ще й  
координат е .



Теорема /. Если уравнение прямой не содержит одной из 
текущих координат (абсциссы), то прямая параллельна соответ
ствующей оси координат (оси абсцисс).

Действительно, если один из коэффициентов равен нулю, напри
мер, Ах —  0, а другой А2 ф 0, то уравнение даст для х2 постоянное 
значение, а геометрическое место точек с постоянной коррдинатой х2 
составляет прямую, параллельную первой оси.

II .  О т с у т с т в и е  с в о б о д н о г о  члена.
Если А0 =  0, то уравнение прямой

Ахх х -\-А2х* —  О

удовлетворится подстановкой координат начала 0 (0, 0); следова
тельно, прямая проходит через начало.

Теорема 2. Если уравнение прямой не содержит свободного 
члена, то  прямая проходит через начало координат.

I I I .  Обращение в н у л ь  д в у х  к о э ффиц и е нт о в .
Если одновременно

А\ —  0, Aq =  О,

то имеют место обе теоремы: прямая проходит через начало коорди
нат и параллельна первой оси координат.

Так как уравнение прямой содержит только один член

А2х2 =  О

и коэффициент Л2 отличен от нуля (иначе уравнение прямой стано
вится неопределённым), то координата х 2 каждой точки прямой равна 
нулю и прямая совпадает со второй осью координат.

Обращение в нуль обоих коэффициентов А х и Л2 одновременно 
мы теперь должны отвергнуть как не имеющее смысла, ибо оно при
водит уравнение к противоречивому равенству

Л0 =  О,

так как А0 —  заданное число, по условию отличное от нуля. Мы ещё 
раз вернёмся к этому вопросу, когда плоскость будет расширена 
присоединением несобственных элементов (§ 4, гл. V I).

§ 6. Построение прямой по заданному уравнению

1. Рассмотрим произвольную аффинную систему координат. Если все 
три коэффициента Аг, А2, А0 в уравнении прямой отличны от нуля, то 
проще всего построить на чертеже прямую, отыскивая координаты точек 
пересечения её с осями координат, т. е. определяй отрезки а и Ь.

Пример. П о с т р о и т ь  прямую,  з аданную в д е к а р т о в о й  косо
у г о л ь н о й  системе координат  уравнением:

2х — Зу +  6 =  0.

Внося сюда координаты (а, 0) или (О, Ь), найдём:

а =  — -3, Ь жм 2.
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Строя точки А ( — 3; 0), В (0; 2) и соединяя их прямой, получим искомую 
прямую (черт. 41).

2. Если С — 0, т. е. точки пересечения прямой с осями совпадают 
в начале координат, то предыдущее построение не годится, ибо даёт только 
одну точку прямой; мы можем взять тогда в качестве второй точки любую 
точку прямой, т. е. точку с произвольно заданной абсциссой.

Пример. П о с т р о и т ь  прямую,  з а д а н н у ю  в д е к а р т о в о й  к о с о 
у г о л ь н о й  системе к о о р д и н а т  у р а в н е н и е м

2х — 3у — 0.

Прямая проходит через начало. Задаваясь значением х  =  3 (коэффициент 
при ординате у), мы получим у  =  2. Соединяя точки О (0; 0) и Mq (3; 2) 
прямой, получим искомую прямую (черт. 42).

Этот метод можно применить и в общем случае, если точки пересечения 
прямой с осями лежат близко одна к другой, так что построение прямой 
по этим двум точкам будет слишком грубым.

3. Если А =  0 или 5  =  0, то мы найдём только одну точку пересечения 
прямой с осями, но в этом случае прямая параллельна одной из осей ко
ординат, и построение элементарно.

§ 7. Расстояние точки от прямой

Задача. Дана прямая АВ своим уравнением и точка 
Найти расстояние точки от прямой. 

Система координат декартова. 
Расстояние точки от прямой равно длине перпендикуляра, опу

щенного из точки М j на прямую АВ (черт. 43). 
Из треугольника PQMX с прямым углом при точке Q следует, 

что искомое расстояние QMX равно проекции вектора РМ г на на
правление перпендикуляра QMX. Пусть п —  единичный вектор пер

пендикуляра ОР, опущенного из начала на прямую АВ. Тогда 

ОР — рп,

и вектор PMV как разность радиусов-векторов своего конца и начала, 
равен 

РМХ — — рп. 

С другой стороны, проекция вектора равна скалярному произве
дению проектируемого вектора на единичный вектор оси проекций.
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Принимая за положительное направление оси проекций QMX направле
ние вектора я, получим искомое расстояние d === QM] в виде скаляр
ного произведения:

Так как
М,

d =  РМ Х • я  =  М х • я  — ряа. 

щ Л -h v A . п — X j/j • л - К у Л  • » ,

у

а скалярное произведение единичных векторов равно косинусу угла 
между ними:

я  =  cos а, /2 • я =  sin а, я2= 1 , 
то для искомого расстояния точки от прямой получаем формулу

d — xt cos sin а —  p. ( 10)

Этому выражению можно дать простую словесную формулировку, 
если заметить, что нормальное уравнение прямой пишется в виде

х  cos а -j~y cos j3 —  р — 0.

Теорема. Расстояние точки от прямой равно левой части 
нормального уравнения прямой с заменой текущих координат 
координатами заданной точки.

П р а в и л о  знаков .  Формула (10) определяет расстояние точки 
от прямой не только по величине, но и по знаку, ибо расстояние d

определялось, как скалярное произве
дение

d =  РМ Х • я,
где я —  единичный вектор, положитель
ное направление которого совпадает
с направлением перпендикуляра ОР, 
опущенного из начала координат на 
прямую АВ.

Если вектор РМ Х образует острый 
угол с этим направлением, т. е. если 
точка M i лежит от прямой АВ  по 
другую сторону начала координат, то
скалярное произведение РМ Х • я поло
жительно.

Таким образом, получаем правило знаков:
Расстояние точки от прямой по формуле (10) положительно, 

если начало координат и заданная точка лежат по разные сто
роны от прямой.

Чтобы запомнить это правило, достаточно представить себе, что 
линейная относительно координат хх, y t формула ( 10) в силу непре
рывности может изменить знак, только обращаясь в нуль. В нуль она 
обращается только на прямой.
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Следовательно, прямая А В  делит всю плоскость на две области. 
Для одной расстояние от прямой по формуле (10) положительно, для 
другой —  отрицательно. Чтобы решить вопрос, для какой области 
формула даёт положительный знак, надо сделать опыт: подставить 
туда координаты начала дг, =  0, —  0 ; мы немедленно получим

d —  —  р.

Следовательно, для начала координат и для всех точек той области, 
где лежит начало, расстояние от прямой отрицательно, для точек по 
другую сторону прямой —  положительно.

Правило знаков теряет смысл, если прямая проходит через начало,

потому что вектор О Р  не имеет тогда определённого положитель* 
ного направления. В этом случае знак нормирующего множителя (про
тивоположный знаку свободного члена, который равен нулю, если 
прямая проходит через начало) становится неопределённым. Прямая 
имеет два нормальных уравнения, отличающихся знаком. Они дают 
расстояние точки от прямой с разными знаками.

Пример. С о с т а в и т ь  урав нение б иссек т рисы угла между 
прямыми:

х + у - 1  =  0. 

х — у  -f- 1 =  0.

Биссектриса есть геометрическое место точек, равноотстоящих от сто
рон угла.

Пусть Р(Х. У) — произвольная точка биссектрисы. Чтобы определить 
её расстояние от первой и второй прямой, надо привести их уравнения 
к нормальному виду и внести ко
ординаты точки Р.

Нормирующие множители рав
ны по абсолютной величине, но 
отличаются знаками в виду разных 
знаков свободных членов:

1
V 2

Следовательно, 

r f ,=

1
V 2

Х +  Y-

da —

Y ~2 ’
X — У +  1

V 2
Приравнивая эти расстояния, получим уравнение биссектрисы: 

X + Y — 1 X — Y +  1
Y 2

или
V 2

X  =  0.
На второй биссектрисе, например для точки А (черт. 44), расстояние d\ 

будет положительно, ибо прямая отделяет точку А от начала, a dt — отрица
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тельно, ибо начало О й точка А лежат по одну сторону прямой. Так как 
в определении биссектрисы имеется в виду равенство расстояний по абсо
лютной величине, то надо теперь положить

d\ = — dz,
или

Х + У - - 1  Х — У +  1
У Т  у~2 ’

или
У —  1 Щ  0.

§ 8. Угол двух прямых

Углом двух прямых называется угол, на который надо повернуть 
первую прямую, чтобы она совпала со второй прямой (или чтобы 
стала ей параллельна).

Если прямые образуют с осью абсцисс углы <pj и <р2, то при по
вороте первой прямой около точки пересечения её с осью абсцисс 
на угол 6 угол прямой с осью абсцисс станет <р1 —|— Q; если после 
поворота она станет параллельна второй прямой, то

?1 +  0 =  ?2-
Следовательно, искомый угол двух прямых 0 равен разности

6 =  <Р2 —
откуда в прямоугольной системе координат

♦ „ft __ ia(— \ tg ?2 tg <Pi __ k j  k\ /1 1 \
S g(?a ?]) 1 +  tg «Pl tg <f>2 1 +  *1*2 '

§ 9. Условие параллельности

Прямые параллельны, если <pj =  <ра; отсюда по формулам (4) § 3, 
гл. IV, для декартовой прямоугольной системы координат прямо 
получаем:

k' =  k.

То же самое следует из формул (77) § 3, гл. V, для произвольной 
аффинной системы координат, ибо при параллельности прямых век

торы DM  и D 'М ' двух прямых будут пропорциональны, откуда 
опять следует равенство угловых коэффициентов.

Так как по. формуле (7) § 4

то условие параллельности примет вид:
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Теорема. Прямые параллельны, если в их уравнениях коэффи
циенты при текущих координатах пропорциональны.

Пример. Через  т о ч к у  Afj (1, — 2) провести прямую 
параллельно прямой

2л:1 —  Злг2—|— 7 =  0.

По условию параллельности коэффициенты At и Л2 при текущих 
координатах искомой прямой должны быть пропорциональны числам 2 
и — 3:

Л, =  2Х, Л2 =  —  ЗХ.

Так как X не может равняться нулю, то мы можем сократить всё 
уравнение на X и искать уравнение прямой в виде

2л:1 —  Зх2+ Л о =  0. (12)

Неизвестный коэффициент А0 определяется из условия, что прямая 
проходит через точку М Х (1, —  2) (черт. 45). Если точка лежит на

прямой, то её координаты удовлетворяют уравнению прямой. Вносим 
х 1 =  1, х 2 =  —  2 и получаем:

2*1 —  3 • ( — 2)—|— у40 =  О,
откуда

Л0= - 8,

и уравнение прямой будет:
2л 1 —  Зха—  8 =  0.

При произвольном параметре С уравнение (12) определяет всякую 
прямую, параллельную данной.

О п р е д е л е н и е . Совокупность всех параллельных между собой 
прямых называется пучком параллельных прямых.

Следовательно, уравнение (12) при произвольном параметре А0 
определяет пучок параллельных прямых.
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Для определения перпендикулярных прямых мы должны обратиться 
к декартовой прямоугольной системе координат.

Если прямые перпендикулярны, то в =  и tg Ь обращается
в бесконечность; следовательно, знаменатель в формуле (14) обра
щается в нуль:

1+ ^  =  0, (13)
откуда

а3= - £ ,  (130

или, в силу формулы (7) § 4,
ЛдЛа+ е д  =  0. (13")

Пример. О п у с т и т ь  перпендикуляр из т о ч к и  Af2 (1, — 2) 
на прямую

2х — Зу —|— 7 =  0.

Пользуясь формулой (13"), мы перепишем условие перпендикуляр
ности прямых в виде

В%~  Аг '
Если обозначить через А, В  коэффициенты искомой прямой, то 

условие её перпендикулярности к заданной прямой примет вид:
A __  3 
В ~  2 ’

откуда
А =  ЗА, В  =  2 к.

Полагая множитель пропорциональности равным единице: Х = 1 ,  
мы напишем уравнение искомой прямой в виде

Зл:—j—2у—J—С*== 0.

Коэффициент С определится из условия, что точка М1(1, — 2) 
лежит на прямой. Внося её координаты в уравнение прямой, получим:

3 . 1-|_2 . ( — 2) - f -C =  0,
откуда

С =  1,
и уравнение прямой будет:

3 jc —|— 2,у —f— 1 =  0.

§ I I .  Уравнение прямой, проходящей через заданную точку 
по заданному направлению

Решим в общем виде задачу проведения через заданную точку 
прямой, параллельной данной.

§ 10. Условие перпендикулярности
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Задача. Дана прямая:
X2 =  kbXX-\-bv\

провести через точку М0 (xj, х0) прямую, ей параллельную.
Уравнение пучка параллельных прямых получится, если, сохраняя 

коэффициенты при текущих координатах, считать свободный член b 

произвольным параметром:
*2 =  kQXX-\-b. (а)

Из этого пучка надо выбрать ту прямую, которая проходит через 
точку М0 (x j, Хо). Если точка лежит на прямой, то её координаты 
удовлетворяют уравнению прямой. Вносим координаты х 1 =  xj» х 2 =  Хо 
в уравнение (а) и получаем:

Xp =  ko^Q—f— b.

Это уравнение определяет параметр Ь. Чтобы исключить его из урав
нения (а), вычитаем из первого уравнения второе. Мы получим:

=  (14)

Если в этом уравнении координаты точки M0(xL xj*) сохранять 
постоянными, а угловой коэффициент k менять, то уравнение (14) I
будет определять любую прямую, проходящую через точку Л10.

Определение.  Совокупность прямых, проходящих через задан
ную точку, называется пучком прямых, а сама заданная точка — 
центром пучка.

Следовательно, при произвольном параметре k уравнение (14) опре
деляет пучок прямых с центром в точке MQ (х*, х?).

§ 12. Уравнение прямой, проходящей через две точки

Задача. Даны две точки М1 (х^ x j)  и М2 (х1, х*). Составить 
уравнение прямой, проходящей через них.

Уравнение произвольной прямой, проходящей через точку М х, 
напишется в виде уравнения пучка прямых (14) с центром в точке М х:

X2 —  xf =  /5(x1—  x j) . (а)

Здесь k — неизвестный параметр.
Если прямая (а) проходит через точку /И2(х ', xjj), то координаты 

точки удовлетворяют уравнению прямой:

х\—  x\ =  k (х* —  x j). (Ь)

Если х 1— x j =  0, то обе точки Mt и МЙ находятся на одинаковом 
расстоянии от оси ординат, а прямая, их соединяющая, параллельна
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оси ординат и определяется уравнением!

Если х* —  х* Ф  0, то уравнение (Ь) определит угловой коэффи
циент:

Внося это значение в уравнение (а), получим искомое уравнение пря
мой. Если х* =  х*, то k — О, и уравнение прямой будет:

Если х* —  х\ Ф  0, то искомое уравнение можно получить почлен
ным делением уравнения (а) на уравнение (Ь):

Гораздо симметричнее напишется это уравнение, если исходить 
из условия расположения точек на одной прямой.

§ 13. Условие расположения трёх точек на одной прямой

Задача. Даны три точки M t (xv у г), М2(х2, у 2), М 3(х3, у 3); при 
каком условии они лежат на одной прямой?

есть уравнение прямой, проходящей через точки M v М2, Мй. Тогда 
координаты каждой точки удовлетворяют этому уравнению:

Обратно, если можно найти три числа А, В, С, не равных нулю 
одновременно, так, чтобы система (Ь) была удовлетворена, то уравне
ние (а) определит прямую, которой принадлежат все три точки. От
носительно неизвестных А, В , С система (Ь) есть система линейных 
однородных уравнений. Она имеет всегда тривиальное решение 
А — В  — С =  0, которое нам не годится. Система допускает нену
левые решения, если обращается в нуль определитель системы (опре
делитель из коэффициентов при неизвестных А, В , С).

Следовательно, три точки Mj (х15 М2 (х2, у 2), М 3 (х8, у й) ле
жат на одной прямой, если координаты их удовлетворяют условию:

* \У\  1

Пусть
Ах-\-Ву-\-С— О (а)

Аху—(— Вух—)— С — О, 
Ву2— С =  О, 

Ахъ-\-Вуй-\-С =  0.
(Ь)

х2 у 2 1 = 0. 

ЧУ ь  1
(16)
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§ 14. То чка  пересечения двух прямых

Пусть даны две прямые

Л ^ - j—В^у—j— Cj * *  О, 

А2х  -] -  В^у - j -  С2 =  0. («)

Точка пересечения этих прямых принадлежит и первой, и второй 
прямым; её координаты удовлетворяют и первому, и второму уравне
ниям, следовательно, являются общими решениями системы уравнений (а). 

Если определитель системы

D  =
л ,  в ,  

а 2 в 2

решение существует и определяется

1 В § !  в 1 1 I — jpi I
1 — 1

, У =  -
1 ^2 — С, 1

Mi Bj I Ml ^  1 •
1 Щ Ш 1 1 А3 В% I

(17)

Прямые~пересекаются в одной точке.
Если 0  =  0 и хотя бы один числитель (17) не нуль, то система (а) 

несовместна и прямые не имеют общей точки. Так как из равенства 
нулю определителя следует пропорциональность элементов двух строк:

=  ХЛ 2з В  ̂—- \Во,
то коэффициенты при текущих координатах в обоих уравнениях про
порциональны и прямые параллельны (§ 10).

Если не только знаменатель, но и оба числителя в формулах (17) 
равны нулю, то система неопределённа, коэффициенты при неизвест- 

■ ных и свободный член в уравнениях (а) пропорциональны. Обе прямые 
совпадают, и каждая точка двойной прямой может рассматриваться, 
как точка их пересечения.

Задача пересечения двух прямых получает новую, гораздо более 
стройную форму, если её рассматривать на плоскости, расширенной 
дополнением несобственных элементов.

Г л а в а  V I 

ПРЯМАЯ НА ПРО ЕКТИ ВНО Й  ПЛОСКОСТИ 

§ 1. Однородные координаты

Рассмотрим произвольную аффинную (в частности, декартову) си
стему координат. Введём вместо координат х , у  произвольной точки Ж  
три числа х 1, х 2, х° посредством равенств

X х

Х ~  хО’ (1)
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О п р е д е л е н и е . Всякая тройка чисел л:*, х*, лс°, удовлетворяющая 
уравнениям (1), называется однородными координатами точки. Коор
динаты х, у  будем называть неоднородными.

Каждая тройка чисел х1, х2, х° при условии
х°фО

определяет по формулам (1) единственную пару неоднородных коор
динат х, у  и, следовательно, единственную точку на плоскости. Об
ратно, каждая точка М  на плоскости имеет определённую пару неод
нородных координат х, у  и бесконечное множество троек однородных 
координат. Мы можем выбрать произвольное значение .х°, отличное 
от нуля; тогда х 1, х2 определяется из уравнений (1) формулами:

х 1 =  х  • х°, х2 — у  • х°.
Умножение третьей координаты х° на произвольное число умножает 

на то же число и две первые координаты х 1, х2. Следовательно, 
каждой точке М  плоскости соответствуют определённые отношения 
однородных координат

х х: х2: х°.
Полагая в формулах (1) х ° = 1 ,  мы получим

х  =  х 1, у  =  х2, хР =  1.
Следовательно, неоднородные координаты точки х, у  и единица пред
ставляют частный случай однородных координат (х1, х2, х°). 

г  Уравнение прямой
Ахх ~|— А^у—j— Aq =  О 

после подстановки (1) примет вид:

Ai 4 "  А2 +  А> =  0
и по освобождении от знаменателя —

Л1дс1-|-Л2х а -\- А0х° =  0. (2)
Прямая линия в однородных координатах определяется одно

родным уравнением первой степени и, обратно, всякое однородное 
уравнение первой степени определяет прямую, если только коэффи
циенты А и В  не равны одновременно нулю.

Нетрудно заметить, что это замечание распространяется на любое 
алгебраическое уравнение.

Теорема. Кривая п-го порядка определяется в однородных 
координатах однородным уравнением п-й степени.

Например, уравнение эллипса

д2 &2
после замены х  и у  по формулам (1) принимает вид:

(Х1)* ■ (*2)2 
fla (Jt0)2 I (jc0)3 — »
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или после умножения обеих частей на (х6)3—

(**)а ,
аа fta v*v •

Однородность уравнения алгебраической кривой и послужила по
водом для выбора названия однородных координат.

§ 2. Проективная плоскость

Условимся называть точкой тройку действительных чисел х 1, х 2, х° 
и все им пропорциональные tx 1, tx2, txP при единственном условии, 
что они не равны нулю одновременно.

Сами числа х1, х2, х° будем называть однородными координатами 
точки.

Так как геометрический смысл имеют только отношения одно
родных координат, а не сами координаты, то всякое равенство, со
держащее однородные координаты точек, должно быть инвариантно 
относительно умножения координат на произвольный множитель— 
один и тот же для координат одной точки, но произвольно выби
раемый для каждой точки в отдельности. В частности, геометрический 
смысл имеют только однородные уравнения между текущими одно
родными координатами точки.

Условимся называть прямой совокупность точек, координаты ко
торых удовлетворяют однородному уравнению первой степени:

Л jX 1 - [ -  Л2х 2 - } -  Л0х° =  0.
Совокупность всех точек М  (л:1, л2, х°) будем называть проектив

ной плоскостью. При этом будем считать, что точка М  непрерывно 
движется по плоскости при непрерывном изменении её координат х 1, 
х 2, х°. В частности, точка М  стоит на месте, если координаты изме
няются пропорционально.

Неполную модель проективной плоскости получим, если отнесём 
эвклидову плоскость к произвольной декартовой или аффинной системе 
координат и будем рассматривать тройку чисел х 1, х 2, х° как одно
родные координаты точки М  в этой системе координат.

Тогда каждой тройке чисел х 1, х 2, х° при условии х° Ф  0 будет 
соответствовать определённая точка М  на эвклидовой плоскости. При 
непрерывном изменении координат она будет непрерывно перемещаться, 
при пропорциональном изменении будет стоять на месте. Точки, ко
ординаты которых удовлетворяют линейному однородному уравне
нию (2), будут лежать на одной прямой.

Модель проективной плоскости будет неполной, ибо на эвклидо
вой плоскости не найдётся точек, которые соответствовали бы тройке 
чисел х 1, х 2 и х °  =  0.

Чтобы построить полную модель проективной плоскости, дополним 
эвклидову плоскость новыми точками с координатами х 1, х 9, х °  == 0.

Будем называть эти точки несобственными точками плоскости. 
Все точки, которые уже ранее принадлежали эвклидовой плоскости, 
будем называть собственными точками плоскости.
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Таким образом, точка M (x i , х2, х°) —  собственная, если треть* 
координата х° не равна нулю. Так как однородные координаты до
пускают умножение всех трёх координат на одно и то же число без 
изменения точки, то третью координату собственной точки всегда

X1можно привести к единице, и тогда первые две координаты х  =
Jf2

и у  =  будут абсциссой и ординатой точки М  (х, у, 1) в выбранной
системе координат.

Если при этом
JC1 =%0,

то и абсцисса х  равна нулю. Мы будем получать собственные точки 
оси ординат. Если

*а =  0,

то ордината у  равна нулю; мы будем иметь собственные точки оси 
абсцисс.

Если третья координата равна нулю:

*°  =  0, (3)

то точка М (х г, х 2, 0) —  несобственная. Так как умножение всех трёх 
координат на одно и то же число не меняет точки, то несобственная 
точка определяется отношением двух первых координат х 1 : х2 или 
х 3 : х 1. Если при этом и первая координата х 1 равна нулю, то мы 
имеем несобственную точку оси ординат. Так как все три однородные 
координаты х1, х2, х° по условию не могут равняться нулю одно
временно, то единственную не равную нулю координату х2 можно 
привести к единице. Несобственную точку оси ординат можно опре
делить координатами (0, 1, 0).

Аналогично точка Л (1, 0, 0) есть несобственная точка оси абсцисс. 
Определение.  Расширенной называется эвклидова плоскость, 

дополненная несобственными элементами.

§ 3. Несобственные элементы расширенной плоскости

• Можно отметить такие следствия, вытекающие из определения 
несобственных точек плоскости:

I. Равенство (3) можно рассматривать, как однородное уравнение 
первой степени между текущими координатами точки на плоскости.

Так как по условию всякое однородное уравнение первой сте
пени определяет прямую, то и уравнение (3) определяет прямую. 
Все точки этой прямой —  несобственные, и она содержит все несоб
ственные точки плоскости.

Следствие 1. Все несобственные точки плоскости образуют 
одну прямую, называемую несобственной прямой плоскости.

I I.  Внося в уравнение произвольной прямой (2) значение

лс° =  0,
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получим:
A ^ - j- A ^ 2 =  О,

откуда немедленно находим отношение координат х 1 : х2. Вводя мно
житель пропорциональности А, имеем

х1 =  М а, х2 =  —  ХА1. (4)

Если А1 =  О, А2 =  0, то уравнение (2) совпадает с уравнением 
несобственной прямой (3). Все точки такой прямой —  несобственные. 

Если А2 =  0  и /4 j= £ 0 , то  получаем

^  =  0, х2фО, х° — 0,

т. е. несобственную точку оси ординат.
Если А2Ф0, то по формулам (4) отношение х2 : х 1 получает 

вполне определённое значение:

Отсюда имеем:
Следствие 2. Всякая собственная прямая плоскости имеет 

одну и только одну несобственную точку.
Так как все несобственные точки плоскости принадлежат несоб

ственной прямой, то определение несобственной точки прямой (2) 
есть задача отыскания точки пересечения этой прямой с несобствен
ной прямой (3). Полученный результат хорошо согласуется с тем, 
что пара прямых пересекается только в одной точке.

I I I.  Так как угловой коэффициент прямой (2) равен

то формулу (5) можно переписать в виде
*2 : х1 — k. (50

Значит, несобственная точка прямой вполне определяется её 
угловым коэффициентом, а так как параллельные прямые имеют один 
и тот же угловой коэффициент, то получаем:

Следствие 3. Все параллельные прямые и только параллельные 
прямые имеют общую несобственную точку.

IV. В § 3, гл. II, мы вывели формулы для координат точки М (х, у),
которая делит отрезок с концами M lt М2 в отношении А. =  . Если
координаты концов обозначить указателями М 1(х1, у^), М2(л:2, у2), 
то эти формулы [(20 § 3, гл. II] примут вид:

у.__  Х1 +  „  У\ +  /в \
х ---- Г+ Т~  ’ ” 1 -1-Х * w

Если для точки М ввести однородные координаты



В В ^ Ш И  дга= >у1-}-Ху2, х ° =  1 -f-X . (60

Каждому значению X, кроме Х =  —  1, соответствует некоторая 
собственная точка прямой М ХМ%: положительным значениям X соот
ветствуют внутренние точки отрезка М ХМ 2, отрицательным —  внешние. 
Значению X =  0 соответствует точка М х. Когда X становится отрица
тельным и по абсолютной величине возрастает, точка М  переходит 
через точку М х из внутренней части отрезка наружу и по
мере увеличения абсолютной величины X продолжает удаляться от 
точки М х.

Значению X =  —  1 будет соответствовать несобственная точка О* 
с координатами

х* =  х х —  х2, х* — у х — _у2> JC0 =  0.

Так как при непрерывном изменении координат точка непрерывно 
двигается по плоскости, то мы должны считать, что несобственная 
точка прямой О* лежит за всеми собственными точками прямой М ХМ2. 
При этом мы одинаково будем приближаться к той же самой несоб
ственной точке, если, сохраняя X отрицательным, будем уменьшать 
абсолютную величину X от со до 1, т. е. если выйдем из внутренней 
части отрезка М ХМ2 через точку М 2 и будем неограниченно удаляться 
за точку /И2.

Следствие 4. Несобственная точка прямой располагается на 
ней за всеми собственными точками как в одну, так и в другую 
сторону прямой.

На проективной плоскости прямую линию надо рассматривать, как 
замкнутую линию. На эвклидовой плоскости, дополненной несобствен
ными точками, каждая собственная прямая замыкается своей един
ственной несобственной точкой.

§ 4. Исследование уравнения прямой

На расширенной плоскости всякое однородное уравнение первой 
степени

Ахх 1 -\-А^хя-\-А0х° — О

определяет прямую. Исключение составляет только тот случай, когда 
все три коэффициента равны нулю: A i=*  0 ( / = 1 ,  2, 0), и уравне
ние исчезает.

1. Если
0,

то уравнение определяет отношение координат х 3 и .v°:

х*:х*> =  —  А0 :А ь

следовательно, определённую точку на оси ординат. Так как первая 
координата х1 не содержится в уравнении и, значит, остаётся произ-

то формулы (6) можно переписать в виде:
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вольной, то к паре чисел х2, jc° мы можем присоединить любое 
число Xх. Меняя первую координату точки х1, мы заставим точку 
передвигаться параллельно оси абсцисс, ибо ордината у =  х2 : х° 
остаётся постоянной. Несобственная точка прямой, определяемая ко
ординатами х2 =  О, х° =  О, лежит на оси абсцисс.

Аналогично, прямая параллельна оси ординат, если
А2 =  0.

Несобственная точка её х1 =  0, х° —  0 лежит на оси ординат.
2. Если

А0 =  О,

то уравнение прямой удовлетворяется значениями х1 =  0, х2=  0; 
следовательно, прямая проходит через начало. Несобственная точка 
её определяется координатами

х2 : х х =  —  ф-, х° =  0.
Л*

3. Если
А%== О, А0 =  О, 

то уравнение прямой принимает вид
Аххх — О

и определяет ось ординат.
Аналогично, при условии

А} =  О, А0 =  О

уравнение определяет ось абсцисс.
4. Если

Ах =  0, i4«j =  О, 

то уравнение прямой принимает вид
AqX0 =  О,

т. е., поскольку А0Ф О,
х °— 0

и определяет несобственную прямую.

§ 5. Точка пересечения двух прямых

Задача. Найти точку пересечения двух прямых 
A[xx-{-A'jc2- {- A '^  =  0,
Л "л:1 - f -  А^х2-\~ А"х° =  0.

Так как„ координаты точки пересечения удовлетворяют обоим 
уравнениям, то задача сводится к совместному решению двух одно
родных уравнений первой степени.

Как известно, система двух однородных уравнений первой степени 
С тремя неизвестными имеет бесчисленное множество решений.
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Если ранг матрицы из коэффициентов двух уравнений

К 4 А'о\\
к А'о\\

(7)

равен двум, т. е. не все определители второго порядка равны гулю, 
то значения неизвестных пропорциональны трём определителям мат
рицы:

х 1: х й : хи
А' А' А' А' Щ  л'а о 0 1 1 3
А" А" АI  А" А". А"2 0 0 1 1 2

(70

Так как изменение множителя пропорциональности равносильно 
умножению всех трёх однородных координат на одно и то же число, 
а это не меняет точки (х1, х 2, х°), то общая точка вполне опреде
лена.

Точка пересечения —  собственная, если

A't А' 

А" А"
Ф  О,

ибо тогда х° ф 0.
Точка пересечения —  несобственная, если этот определитель равен 

нулю, т . е. если
А [А "— А"А'2 =  0. (а)

Если
л' =  °, л;=о,

то первая прямая —  несобственная; она содержит несобственную точку 
второй прямой, ибо содержит все несобственные точки плоскости.

Если А' и А' не равны нулю одновременно, например Л ' ф О, то 
мы можем положить

Л " =  АЛ'.

Внося это значение в уравнение (а) и сокращая на Л ', получим:

Л ' '= ал;.

Если Л ' =  0, то и Л " =  0, и обе прямые проходят через несобственную 
точку (0, 1, 0). Если Л ' ф 0, то коэффициенты при текущих координатах 
пропорциональны и прямые параллельны. Это можно было предвидеть.

Так как на эвклидовой плоскости непараллельные прямые всегда 
пересекаются, то они будут пересекаться и на расширенной плоскости 
и притом в собственной точке. Значит, если точка пересечения —  
несобственная, то это может быть или потому, что одна из прямых 
несобственная, или вследствие их параллельности, если обе прямые —  
собственные.

Решение (70 теряет смысл, если все определители второго по
рядка матрицы (7) равны нулю. Ранг матрицы (7) будет равен еди-
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нице, ибо обращение в нуль всех элементов матрицы (когда ранг 
матрицы равен нулю) геометрического смысла не имеет.

Если ранг равен единице, то система уравнений содержит только 
одно независимое уравнение: другое будет следствием первого. Вся
кое решение первого уравнения будет удовлетворять второму. Всякая 
точка первой прямой принадлежит второй, и наоборот. Обе прямые 
совпадают, и точка пересечения их становится неопределённой.

Итак, имеем:
Теорема. На проективной плоскости всякие две прямые имеют 

общую точку. Если ранг матрицы коэффициентов равен двум, то  
точка пересечения —  одна. Если ранг равен единице, то прямые 
совпадают и каждая точка их является их общей точкой.

Если в качестве проективной плоскости взять эвклидову пло
скость, дополненную несобственными элементами, то точка пересе
чения может быть и несобственной, если прямые эвклидовой плоско
сти параллельны или одна из них —  несобственная.

§ 6. Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки  

Задача. При каком условии три точки

где хх, х1, х ° —  текущие координаты, то координаты каждой из трёх 
точек М, М и М2 должны удовлетворять этому уравнению:

Агх х-\- Лах 2 - } -  Л 0л;0 =  О,

Следовательно, если существуют три числа А1г Л 2, Л 0, не равные одно
временно нулю и удовлетворяющие системе (Ь), то существует пря
мая (а), проходящая через все три точки.

Относительно неизвестных А{ (1 =  1 , 2 ,  0) система (Ь) является си
стемой трёх однородных уравнений первой степени с тремя неизвестными. 
Такая система вообще имеет решения, равные нулю, но такие решения 
для нас бесполезны, ибо при Л1 =  0 ( i = l ,  2 , 0) уравнение (а) тож
дественно исчезает.

Чтобы система (Ь) допускала решения, отличные от нуля, необхо
димо и достаточно, чтобы определитель из коэффициентов при 
неизвестных Л, В , С был равен нулю:

М(хх, х2, х°), Ж, (xj, х\, х°), М2(х\, х2, х®)

лежат на одной прямой?
Если эта прямая определяется уравнением

Avx x-\-Arf?-\-AQxP —  0, (а)

Л ^ + Л а Х 2- } -  ЛоХ® =  О,

А\Х\Л~ Агх\~\~ —  °*

lb)
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Имеем предложение:
Три точки М, Ми М2 лежат на одной прямой при условии, 

что определитель (8) равен нулю. 
Задача. Составить уравнение прямой, проходящей через две 

точки и М2.
Точка М (х1, х2, xfi) лежит на одной прямой с точками AfJt М2, 

если определитель (8) равен нулю. Следовательно, уравнение (8) 
можно рассматривать как уравнение геометрического места точек, 
расположенных на прямой, соединяющей точки и М2.

Итак, прямая М ХМ 2 определяется уравнением (8).
Это уравнение обращается в тождество и не определяет прямую, 

если по раскрытии определителя все коэффициенты при текущих 
координатах х 1, х2, х° обращаются в нуль. При раскрытии опреде
лителя по элементам первой строки координаты х 1, х2, х° умно
жаются на определители второго порядка матрицы

х, x i х\
х\ x i x'i (9)

Следовательно, прямая М хМ 2 становится неопределённой только при 
понижении ранга матрицы (9) до единицы. В таком случае элементы 
двух строк пропорциональны. Если же однородные координаты двух 
точек Му и М 2 пропорциональны, то точки совпадают.

Следовательно, на проективной плоскости, как и на эвклидовой, 
всякая пара несовпадающих точек Му, М2 определяет одну прямую.

Заметим, что на расширенной эвклидовой плоскости задача про
ведения прямой через две точки имеет более широкое значение 
и содержит, как частный случай, задачу проведения прямой через 
данную точку по заданному направлению.

Допустим, например, что точка М2 —  несобственная. Тогда по 
формуле (5') § 3

x\:x\ =  k, л2 =  0,

где k —  угловой коэффициент всех прямых, проходящих через 
точку М2. Выбирая подходящим образом общий множитель у трёх 
однородных координат, мы можем положить

*0= 1,
Х ° = \ ,

х ' =  х,

Xх—  1,

А —У* 
х \ = У и  
x\ =  k.

Уравнение (8) примет вид:

X у  1
*\ Л  1 
1 k О

=  0,
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или
—  kx-\-y-\-kxi — у 1 =  О, 

У —  y i =  k (x  —  * ,).

§ 7. Пучок прямых 

Задача. При каком условии три прямые

А 1х 1-\ -А 2х 9-\ - A0x Q =  О, 

A[xJ - f -  A'ax*-j-A 'x°  =  О, 

А"х*-{-А''х2-\-А"х0 =  О
(а)

проходят через одну точку?
Если они проходят через одну точку, то координаты этой точки 

удовлетворяют всем трём уравнениям (а). Система трёх однородных 
уравнений первой степени с тремя неизвестными х 1, х*, х° вообще 
имеет нулевое решение: л:1 =  0, х2 =  0, je° =  0. Такое решение не 
определяет общей точки, ибо числа могут служить однородными 
координатами точки только при условии, что они не равны нулю 
одновременно.

Чтобы однородная система допускала ненулевые решения, необ
ходимо и достаточно обращение в нуль определителя из всех коэф
фициентов при неизвестных. Отсюда следует:

Теорема. Три прямые (а) пересекаются в одной точке, если

Задача. Провести прямую через точку пересечения двух прямых

Задача неопределённа, ибо через одну точку проходит бесчислен
ное множество прямых (пучок прямых). Коэффициенты при текущих 
однородных координатах At в уравнении прямой

(1 0)

Л '* 1 +  л'д:2+ А'0Х° =  0, 

A"xi - j-A "x2-j-A "x° =  0. (Ь)

Лдл:, - { -Л 2л;3-{-ЛоЛс° =  О, (И)
проходящей через точку пересечения прямых (Ь), должны удовлетво 
рять условию (10).

Если ране матрицы коэффициентов в уравнениях (Ь)



меньше двух, т. е. все определители второго порядка матрицы равны 
нулю и среди уравнений (Ь) имеется только одно независимое, то 
условие (10) удовлетворено тождественно при любом выборе коэф
фициентов А{. Геометрически это объясняется просто: если ранг 
матрицы (12) меньше двух, то прямые (Ь) совпадают, каждая точка 
этой двойной прямой является общей точкой их и всякая прямая 
проективной плоскости, имея общую точку с совпавшими прямыми (Ь), 
тем самым проходит через точку их пересечения.

Если ранг матрицы (12) равен двум, то по крайней мере один 
из определителей второго порядка не равен нулю. Допустим, что 
минор первого элемента определителя (10) не равен нулю:

А' А' 2 Ло
А "  А "  

а о

Ф  0. (с)

По теореме алгебры, если о п р е д е л и т е л ь  я-го п о р я д к а  
равен н у л ю  и ранг  ма т рицы из  п о с л е д н и х  п — 1 с т р о к  
р а в е н  п — 1, т о  эл емент ы  первой с т р о к и  ли н ей н о  
з а в и с я т  от  с о о т в е т с т в у ю щ и х  э л е ме н т о в  о с т а л ь н ы х  
с т р о к  с одними и теми же к оэффициент ами д л я  в сех  
элемент ов  с т рок и .  Следовательно, существуют два числа р 
и q такие, что

Ax*=pA[-\~qAl,
A ^ p A 'a-{-qA", (13)
А0 =  pA'0-\-q А".

Внесём эти значения коэффициентов Л< в уравнение прямой (11); 
мы получим

{pA 'i+qA'D х'-\-{рА'2-\-ЧА"г) х^-\-{рА’а +  qA") х° =  0
или

р ( Л ^ + Л ^ + Л ^ ) - ^  ( Л ^ + Л ^ + Л 'л с О )  В  0. ( И ')

При произвольных параметрах р и q это уравнение определяет 
любую прямую, проходящую через точку пересечения заданных пря
мых (Ь).

Нетрудно заметить, что уравнение (11') представляет частный 
случай уравнения пучка линий [формула (4') § 7, гл. IV], когда обе 
базисные линии пучка F = 0  и 0  =  0 являются прямыми (Ь).

Имеем:
Теорема. Пучок прямых имеет, один центр и содержит все 

прямые плоскости, проходящие через центр пучка.
Если в качестве модели проективной плоскости взять расширен

ную эвклидову (плоскость, дополненную несобственными элементами), 
то можно различать пучки с собственным центром и пучки с несоб
ственным центром. Первые представляют совокупность всех прямых, 
пересекающихся в данной точке эвклидовой плоскости; вторые тоже
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определяют совокупность прямых, проходящих через центр пучка, но, 
поскольку центр пучка —  несобственный, а прямые, проходящие через 
одну и ту  же несобственную точку расширенной плоскости,—  парал
лельны, то пучок с несобственным центром состоит из совокупности 
всех прямых эвклидовой плоскости, имеющих одно направление (па
раллельных между собой), вместе с несобственной прямой расширен
ной плоскости.

§ 8. Аналитические точки и действия над ними

Мы назвали (§ 2) точкой проективной плоскости тройку чисел 
х 1, х2, х ° и все им пропорциональные /х1, /х2, txP (при условии, 
что они не равны нулю одновременно). Умножение всех трёх коорди
нат на одно и то же число t  не меняет точки М  ( х 1, х 2, х°).

Теперь мы будем различать геометрическую точку М  и аналити
ческую точку М.

Две неоднородные координаты точки эвклидовой плоскости яв
ляются одновременно координатами её радиуса-вектора. Действия над 
векторами (первой ступени) идут параллельно действиям над их коор
динатами: векторы равны, если равны их одноимённые координаты; 
при сложении векторов складываются одноимённые координаты, при 
умножении на скаляр —  на скаляр умножается каждая координата.

На проективной плоскости точка определяется тремя однородными 
координатами. Эту точку мы теперь будем называть геометрической 
точкой, а вместо вектора введём понятие аналитической точки.

О п р е д е л е н и е  1. Аналитической точкой М  называется совокуп
ность трёх однородных координат геометрической точки М  (х1, х 2, х°) 
в том смысле слова, в котором говорят, что радиус-вектор М  есть со
вокупность двух координат его конца М  (х, у). Координаты х 1, х 2, х° 
мы будем называть координатами аналитической точки М  и записывать 
в скобках при букве, обозначающей аналитическую точку М  ( х 1, х 2, х°) 
или короче М(х<).

Умножение трёх однородных координат геометрической точки 
М  ( х 1, х 2, х°) на одно и то же число не меняет геометрическую 
точку, но изменяет аналитическую точку. Следовательно, одной и той 
же геометрической точке соответствует бесчисленное множество ана
литических, координаты которых пропорциональны.

Пропорциональное изменение координат аналитической точки назы
вается нормированием её.

О п р е д е л е н и е  2. Аналитические точки равны, если равны 
их координаты.

2. Произведением аналитической точки М на скаляр t  назы
вается такая аналитическая точка ДО, все координаты которой по
лучены из одноимённых координат точки М  умножением на скаляр t.

3. Суммой аналитических точек М х и Af2 называется такая анали
тическая точка М 1~\~М2, каждая координата которой получена сложе
нием одноимённых координат слагаемых M t и Af3.

Отсюда вытекают теоремы о геометрическом смысле сложения 
аналитических точек и умножения на скаляр.
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Теорема /. Ёсли аналитические точки М и М1 пропорцио
нальны 

М =  tMlt t — скаляр, (14)

то  они определяют одну и т у  же геометрическую точку М ; 
обратно: две аналитические точки М  и М 1 одной геометрической 
точки пропорциональны, т .  е. существует скаляр t, удовлетво
ряющий уравнению (14).

Теорема непосредственно вытекает из определения точки (геомет
рической) на проективной плоскости и однородных координат её. Ска
ляр t  получается как общее отношение пропорциональных координат 
точек M j и М .

Аналитические точки называются линейно зависимыми, если они 
удовлетворяют линейному однородному уравнению со скалярными 
коэффициентами, которые не равны нулю одновременно. Примером 
такого соотношения может служить уравнение (14). Следовательно, 
две линейно зависимые точки Л1 и М 1 определяют одну и ту же гео
метрическую точку. Обратно, две линейно независимые точки опреде
ляют различные геометрические точки.

Теорема I I .  Если аналитическая точка М  линейно зависит 
о т  двух линейно независимых точек М х и М 2:

то  её геометрическая точка М  леж ит на прямой И2, которая 
соединяет геометрические точки М х и М 2. Обратно, если точка М  
леж ит на прямой, соединяющей две несовпадающие геометриче
ские точки М 1 и Мо, то  их аналитические точки связаны соот
ношением (15), т .  е. существуют скаляры р и q, удовлетворяющие 
этому соотношению.

Первая половина теоремы следует из того, что по правилу сло
жения и умножения на скаляр аналитических точек координаты точек 
М (х*), М 1(х*), М 2(лф удовлетворяют уравнениям

где указатель i  принимает значения 1, 2 и 0.
Внося эти значения вместо элементов первой строки определи

теля (8) § б, мы заметим, что элементы первой строки представляют 
линейные комбинации из соответствующих элементов второй и третьей 
строк, откуда прямо следует обращение определителя в нуль:

М — рМх -\-qMo, (15)

х* =  px[-\-qx\, (t =  l,  2, 0), (15')

Л:1 х2 х°
х\ х\ х\ ==0.
1*1 1*2 уО 
Л 2 2 2

Следовательно, три точки лежат на одной прямой.
Обратно, если точка М  лежит на прямой M tM z, то определитель (8) 

обращается в нуль. При этом элементы второй и третьей строк не



|фопорцйональйы, ибо Фочки M j и Ма различны. Значит, усЛовйе 
алгебраической теоремы § 7 удовлетворено, и элементы первой строки 
линейно зависят от одноимённых элементов двух других строк, т. е. 
имеют место формулы (15'), откуда вытекает и искомое равенство (15).

Замечание.  В дальнейшем мы нередко будем говорить для крат
кости: три точки М, М х, Af3 лежат на одной прямой, подразумевая, 
что на одной прямой лежат одноимённые геометрические точки М, 
M lt М %. Это условие позволяет нам высказать следствие:

Следствие. Три линейно зависимые точки М, MJf М2 лежат 
на одной прямой, и обратно —  три линейно независимые точки 
не лежат на одной прямой.

Действительно, поскольку три коэффициента а, Ь, с линейной 
зависимости

a A f-j-M fj-j-c A lg  =  0 (а)

не могут равняться нулю одновременно, мы можем считать один из 
них, например а, отличным от нуля, а тогда, деля равенство (а) на а, 
мы приведём его к виду (15).

§ 9. Проективные координаты на плоскости

Теорема I I I .  Если три аналитические точки АГ,, М2, Мя 
линейно независимы (не лежат на одной прямой), то  всякая ана
литическая точка М, принадлежащая плоскости, может быть 
представлена в виде

М =  р Ш ^р Ш ^+р Ш г, (16)

где р* (I — h 2 , 3 ) — вполне определённые скаляры.
Обозначим через М(х1), М1(х[), М2(дф, М9(х*) координаты этих 

точек. Тогда уравнение (16) можно переписать по правилу сложения 
аналитических точек и умножения их на скаляр в виде:

P xx\-\-jPx\-\rlPx\ =  х\
p1Ar2*j_^2Jf3_|_p3A;a _  х2}

{—р2л:°—f—рвлг° =  х°. 

Зцесь определитель системы отличен от нуля:

(17)

Xt XI XI
¥>a vs

1 Л 3 8

X* X®
Ф  О,

ибо три точки M j, М2, Мъ не лежат на одной прямой. Значит система 
(17) имеет вполне определённое решение р1, р2, р9, что и доказывает 
теорему.
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О п р е д е л е н и е . Если А и А2, А 0 —  три линейно независимые 
аналитические точки (не лежащие на одной прямой), то три числа х 1, 
ха, х 0, удовлетворяющие уравнению

М  =  х 1А1-\-х2А2-\-х°А0, (16^

называются проективными (однородными) координатами точки М 
относительно координатного треугольника

Одна и та же аналитическая точка М  имеет координаты х 1, х2, х° 
относительно треугольника A ^ A q  и координаты Xх', х 2' , х0' отно
сительно треугольника Лх'Лз'Ло'.

Переход от координат х 1, х2, х° к координатам х 1', х2' , х°' ана
литической точки М  называется преобразованием проективных коор
динат.

Чтобы получить формулы п р е о б р а з о в а н и я  п р о е к т и в 
н ы х  к о о р д и н а т ,  допустим, что вершины нового координатного 
треугольника Л^Лз-Ло' имеют по старой системе координаты

Av (с\„ с\„ с\,), Ла,(ф , 4 , 4 ) ,  А0. (сх„  с2,, 4 ) .

Следовательно, каждая из вершин A f  нового координатного треуголь
ника линейно выражается через вершины старого по формулам:

К  =  4 л 1 - Ь 4 л а + с? Л ’ а  =  2'. о',). (ь)

С другой стороны, поскольку точка М  имеет координаты х* отно
сительно треугольника A ^ A q и координаты х 1> относительно тре
угольника Ai'As'Ao', по формуле (16') имеем:

М  — x 1A1-\-x2A2-\-x?A0 =  x 1'A i'- ]-x 2'A2'-\-xP'Ao'.

Внося сюда значения Ау по формулам (Ь), мы получим:

+  х°Аа =  x v +

В * " '  ( с ;Л + с1 Л + 4 4 ,> +  |Ц| ■  |§| |  ё Ш

или, перенося все члены в левую часть и собирая вместе члены 
с одной и той же буквой A if

Х %  +  * 2Л2+ * Ч  =  0, (с)
где

X* 'ф х* —  Ц ,щ  —  с\,хг’ —  с*,х°', (< =  1, 2, 0).

Поскольку три вершины координатного треугольника Л1Л2Л0 
линейно независимы, соотношение (с) не должно связывать точки Ait 
т. е. все коэффициенты л  должны равняться нулю, откуда непосред
ственно получаем формулы преобразования координат:

х* =  с*,х1' +  с*,х2' +  4 * ° ' ,  (/ =  1, 2, 0).„ (18)

Следствие. Формулы преобразования проективных координат 
имеют вид линейной подстановки (18) с постоянными коэффи
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циентами с£,, ограниченными единственным требованием, чтобы 
определитель подстановки не равнялся нулю:

представляют частный случай системы (18), где x i —  однородные 
координаты точки М по любой аффинной системе координат, а точки 
Л1Х (х[), М2 (*<), М3 (л;‘) и их координаты занимают место вершин
нового координатного треугольника и их координат Av (С*,), Ау (с*,),
А0, {с*,); наконец, р1, р2 и р3 суть проективные координаты х*' точки М.

Следовательно, преобразование однородных аффинных (в част
ности, декартовых) координат в проективные совершается по общим 
формулам (18). .

Теорема. Преобразование проективной -системы координат не 
меняет степени алгебраического однородного уравнения.

Пусть нам дано алгебраическое однородное уравнение степени п 
относительно текущих координат х 1, х2, х° и пусть

один из членов этого уравнения. Заменяя здесь координаты х 1, х2, х° 
по формулам (18), получим:

Так как в правой части мы имеем k-\-l-\-m =  п множителей и 
каждый множитель —  первой степени относительно новых координат 
х1’, х2' у х9', то по раскрытии скобок получим однородный многочлен 
степени п. Многочлены той же степени получаются от каждого члена 
уравнения. Следовательно, преобразованное уравнение будет иметь ту 
же степень.

Следствие. В  проективных координатах относительно любого 
координатного треугольника прямая определяется уравнением пер
вой степени.

Из определения проективных координат следует, что две коорди
наты каждой вершины координатного треугольника равны нулю. Дей
ствительно, если, например, М =  А1г то по формуле (16') имеем:

А (х1)к (х2)1 (хР)т  (k-\-l-\-m — п)

At =  x 1A1- {- x 2A2-\-jS>A 0. (d)
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Так как вершины кЬординатного треугольника Alt Л2, л 0 линейно 
независимы, то равенство (d) должно быть удовлетворено тожде
ственно, т. е.

х 1 =  1, х3*=0, х° ■= 0.

И так, у  каждой вершины Ai координатного треугольника 
только координата х* отлична от нуля’, она равна единице, если 
не только геометрическая точка лежит в вершине At, но и аналити
ческая точка совпадает с вершиной At.

Этот результат легко получается и из теоремы I  § 8. Таким же 
образом получим, что каждая точка прямой АХА2 координатного 
треугольника АХА2А0 имеет третью координату х°, равную нулю.

Действительно, по теореме I I  § 8 всякая точка Р  прямой А}А2 ли
нейно зависит от вершин Alt А2. Полагая по формуле (15)

Р  =  р М ,+ р М 2

и сравнивая с формулой (16')

Р  =  х 1А1-{- х^А2-{-х0А0,

мы немедленно получим:

рхА1-\-р^А2 =  x iA1-\-xi A2-{-x0A0

и, следовательно,
x 1= p i , х2 — р2, д° =  0.

Отметим, наконец, ещё одно очевидное следствие формулы (16'). 
Все точки с одним и тем же отношением проективных коор

динат х 1: Xй лежат на прямой, проходящей через вершину А0. 
Действительно, пусть

Р  =  х 'А х-\-х*А2

— некоторая точка прямой АХА2. Всякая точка М  с тем же отно
шением первых двух координат имеет координаты М (рх1, рх2, х°) и 
может быть представлена формулой:

M  =  p ( x U j - f - je S y y + x O y t o

или
М  =  рР-]~х°А0,

что и доказывает предложение, ибо точка pP-j-x°A 0 лежит на пря
мой AqP.

§ 10. Проективные координаты на расширенной плоскости

На расширенной плоскости можно одновременно рассматривать и 
аффинные (в частности декартовы) и проективные координаты. При 
этом можно заметить, что аффинные и даже декартовы координаты 
представляют частный случай проективных, когда одна сторона коор
динатного треугольника —  несобственная.
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ТеорвМа. Всякая аффинная система координат совпадаем 
с проективной относительно координатного треугольника, образо
ванного двумя осями аффинной системы и несобственной прямой 
плоскости.

Действительно, определим вершины координатного треугольника 
относительно заданной аффинной системы координатами: .До (0, 0, 1), 
A j ( l ,  0, 0), Д2 (0 , 1, 0) и рассмотрим произвольную точку М  с неод
нородными аффинными координатами х, у.

Проективные координаты этой точки относительно треугольника 
Д0Д ]Д2 определяются из уравнения:

М  =  х 1А1-\-х 2А2-\~х °А0;

полагая общий множитель трёх однородных аффинных координат 
точки М  равным р и имея в виду координаты точек Aif  получим по 
формулам (18):

рх =  х 1, РУ —  Х2, Р =  х°;

мы видим, что любая точка имеет те же самые координаты по той 
и другой системе координат, что и доказывает их эквивалентность.

Обратная теорема. Проективные координаты относительно 
треугольника с несобственной стороной суть аффинные координаты 
относительно системы с началом в собственной вершине коорди
натного треугольника и координатными векторами, определяемыми 
двумя первыми координатами несобственных вершин его.

Теорема становится очевидной, если координаты аналитических 
точек в основном равенстве (16) подсчитать по аффинной системе 
координат, но она допускает и непосредственную поверку.

Допустим, что вершины координатного треугольника Д1/Да,Д0> заданы, 
например, в декартовой прямоугольной системе координат с началом О и 
координатными векторами L  посредством координат (cj,, с2.. 0), 

Ла,(с][„ с*„ 0), A0.(cl„ eg,, 1).
Построим аффинную систему координат с началом в точке До и коорди

натными векторами
е1' ~  С\' 1̂ "Ь С1' *2»  ̂jgj
е2> — 2̂' 1̂ “Н С2' *2”

П /сть точка М имеет декартовы координаты х , у, проективные коор
динаты л-1’, Xя' , х и аффинные x l', х\ . Тогда по формулам преобразова
ния координат (14) § 9, гл. II ,  и (18) этой главы получим:

X  e . c J . j r i '  - f  - f - С о '»  х  —  СЬ X 1'  +  СЬ * *  +  с о ' х ° ’ > 

у  =  с\, хХ +  с\, x l '+ c l„ у  =  с\. X1' +  с*, дга' +  с*, X0'.

1 = х 0'.
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Сравнивая значения к И у  Левого и правого столбцов а внося х =  1, 
Получим:

с\< (*• Щ +  с\' (** ~  |Щ =  °*

с\, (х]' — х1') +  4  (*!' — х 8') =  0.

Так как векторы (19) непараллельны н определитель системы отличен 
от нуля:

то система допускает только нулевые решения:
хХ — х1' =  0, х% — Xя' =  0,

т. е. аффинные координаты точки совпадают с проективными, что и дока
зывает теорему.

Следствие. На расширенной плоскости каждой несобственной 
точке А (а, Ь, 0) соответствует вектор

е =  ае1-\-Ье2\
все прямые, параллельные ему, проходят через эту несобственную 
точку. Однородные координаты точки А и координаты вектора е даны 
по аффинной системе (0; е1г е2).

Мы знаем, что на всякой собственной прямой есть одна несоб
ственная точка, координаты которой (а, Ь, 0) своим отношением опре
деляют угловой коэффициент прямой:

b :a =  k.

С другой стороны, вектор М ХМ 2, соединяющий точки М г (хи у х) 
и М2 (х2, у  о), имеет координатами разности: х2 —  х х и у 2— у и кото
рые своим отношением определяют угловой коэффициент прямой M tM 2:

Уц— У1 =  Ь(х2 —  х 1).
Следовательно, вектор е с координатами а, b лежит на прямой, 

проходящей через несобственную точку А (а, Ь, 0).
Теперь мы можем добавить, что всякому вектору е соответствует 

одна аналитическая несобственная точка с теми же двумя первыми 
координатами по любой аффинной системе координат. Преобразование 
аффинной системы координат не нарушит этого соответствия.

Г л а в а  V II

ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О КР И ВЫ Х  ВТОРОГО ПОРЯДКА

§ 1. Общее уравнение кривой второго порядка
В однородных координатах х 1, х*, х° относительно произвольного 

координатного треугольника или относительно аффинной или декар
товой системы координат уравнение второй степени может содержать
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шесть членов: три члена с квадратами текущих координат (х1) , (дс2)а, 
(х°)и и три члена с произведениями х 1х2, х2х°, х°х1.

Уравнение называется общим, если коэффициенты обозначены бук
вами так, что при специальном выборе значений их получается любое 
произвольно заданное уравнение второй степени. Для удобства запо
минания коэффициенты в общем уравнении обозначаются одной бук
вой а1к с двумя указателями так, чтобы при произведении х*хк стоял 
коэффициент 2а1к, а при квадрате (х*)2 —  коэффициент аи. Коэффи
циенты при произведении различных координат обозначаются через 2ai1e 
ради удобства записи последующих формул. Это не стесняет общности 
формул, ибо число ап  может быть и дробным. Если уравнение кривой

з
содержит член ЗдАс2, то мы скажем, что ап  —  - у

Таким образом, уравнение кривой второго порядка пишется в виде: 
аи (x1f-{-2a lzx 1x2~{-а22 (*2)2- f 2а10х'хР-\-2а20х'*х0-\-а00[x?f =  0. (1) 
В неоднородных координатах х, у  его легко написать, если принять 
х ° =  1, а х 1 и Xs заменить через х  и у:

a1Ixa-j-2a12xy-j-a25y2-j-2a10x-j-2a20y-j-a m =  0. (2)

Первые три члена называются старшими членами.
Линию порядка k нередко обозначают символом ск, следовательно, 

линию второго порядка можно обозначить с2.

§  2 . Определение кривой второго порядка пятью точками
Общее уравнение кривой второго порядка содержит шесть коэффициен

тов, но существенны только пять отношений, ибо всё уравнение можно 
умножить, не меняя его корней, на любое число и, следовательно, один коэф
фициент, не равный нулю, можно привести к единице.

Отсюда вытекает, что кривая второго порядка определяется пятью усло
виями. например пятью точками.

Пример. П р о в е с т и  к р и в у ю  в т о р о г о  п оря дк а  через  п я т ь

A fj(0, 0), М2(0, 1), Л*8(1,0), М4(1,\). ЛГВ(1, 2).

Система к о ор д и н а т  — аффинная.
Так как каждая точка лежит на кривой, то её координаты удовле

творяют уравнению кривой. Внося в общее уравнение кривой (2) коорди
наты пяти точек М{, получим пять условий на коэффициенты а̂ \

ago =  0 ,  # 2 2  4 "  2 ^ 2 0  ™  0 ,  - f -  2 Л ] и  —  0 ,  &J2 —  0 ,  —| -  f f o g  = =  0 .

Отсюда следует, что все коэффициенты, кроме аи , ац, равны нулю. Если 
аи s i ) ,  то и в|о =  0 и все остальные од =  0, и уравнение кривой исчезает. 
Следовательно, ацф 0. Сокращая всё уравнение на вц, мы приведём этот 
коэффициент к единице и получим:

вц — 1, 2я|0 =  — 1,
и, следовательно, уравнение линии будет:

х® — х  =  0.
Так как левая часть уравнения разлагается на множители:

Х (х — 1) =  0,
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то линия второго порядка распадается на две прямые:
1) лг =  0, 2) х  — 1 = 0.

Первая из них есть ось ординат, а вторая параллельна оси ординат (черт. 46).
Это можно было предвидеть. Три заданные точки M3, М6 имеют 

абсциссу лг =  1, следовательно, лежат на одной прямой х = 1 .  Мы видели
(§ 5, гл. IV ), что кривая л-го порядка пере
секается с произвольной прямой не более чем 
в п точках. Следовательно, прямая х  =  1 мо
жет иметь не более двух точек пересечения 
с искомой кривой. Так как она несёт три 
точки её, то все её точки принадлежат этой 
линии, т. е. линия второго порядка распа
дается на пару прямых. Одна прямая есть 
прямая х  =  1. Чтобы найти вторую, доста
точно заметить, что две остальные точки Afj 
и не лежащие на прямой х  =  1, должны 
лежать на второй прямой. Так как абсциссы 
их равны нулю, то они лежат на оси ординат. 
Значит, вторая прямая, составляющая иско
мую линию второго порядка, есть ось орди
нат.Черт. 46.

§ 3. Пересечение кривой второго порядка с прямой. Касательная

Рассмотрим кривую второго порядка с2 на расширенной плоскости. 
Отнесём её к  координатному треугольнику с двумя несобственными 
вершинами, т .  е. к аффинной или даже просто к  декартовой системе 
координат.

Та к как число точек пересечения линии с2 с прямой не зависит 
от выбора системы координат, то мы можем выполнить преобразова
ние координат, принимая заданную прямую за сторону A^At коорди-

Черт. 47.

натного треугольника (ось абсцисс). Если мы допустим, что это 
преобразование уже выполнено, то точки пересечения линии с9 с пря
мой будут определяться уравнениями:

«н (х1)я+ 2 а 1̂ 1д;2-(-а23(х2)а4-2а10ас1хо4-2аа0дс2дсО-|-а00(хО)8 =  О,
х 2 =  0
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ап  (^1)а+ 2«ю д;1*,с0+ Лоо (*°)2 *=  (3)

Это уравнение определяет два значения отношения х 1 : х°, т. е. 
две точки пересечения прямой х* =  0 с кривой. Могут представиться 
различные случаи:

I .  Ес ли ап Ф  0 , то х° не может равняться нулю (ибо предполо
жение х9 —  0  привело бы при ап Ф  О к равенству х 1 =  0, т. е. 
к обращению в нуль всех трёх координат, что исключается). Деля 

все члены уравнения на (л:0)2, получим квадратное уравнение для 
х1

отношения —я-: х°

ап  ( р )  + 2аю ^ б + аоо =
откуда ____________

х1__— а ю —  У а 1о— аи  * аоо

Г о -  «11

a) Если a il— л 11а00> 0 ,  то под корнем стоит положительная ве
личина, оба корня действительны и определяют две точки пересе
чения (черт. 47).

b) Если л 1о —  ЛцЯда <  О, то 
под корнем стоит отрицатель
ное число, корень мним, и то
чек пересечения нет (черт. 48).
Но поскольку уравнение допу
скает два различных решения, 
мы будем говорить, что пря
мая пересекает кривую са в 
двух мнимых точках.

c) Если аю —  а,,а00= 0 ,  то 
подкоренное выражение равнЬ 
нулю и оба решения уравнения
совпадают. Мы будем говорить, А0 А,
что прямая касается кривой q
(черт. 49).

На чертежах 47— 49 изображён произвольный координатный тре
угольник проективной плоскости.

Пример. Д а н а  к р и в а я  в д е к а р т о в о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т  

•** +  У3 +  2лг — у  —  5 =  0.

Н а й т и  к а с а т е л ь н ы е ,  п а р а л л е л ь н ы е  о с и  о р д и н а т .
Прямая, параллельная оси ординат, определяется уравнением х  — а .

Вносим значение х =  а в уравнение кривой:
уа — у да _|_ 2а — 5 =« 0.

Корни уравнения длт0 +  Ъх -f- с »  0 совпадают, если 6а — 4ас — 0.

или, внося значение х 3 =  0 в первое уравнение,
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В данном случае это условие принимает вид: 
1 — 4(аЗ +  2л — 5) =  0

4д2 4- 8а —  21 =  О,
откуда

а ------1 ~ у /Г 1 + Н
ИЛИ

а =  — 1 —2 ’
т. е.

3 7
g » 2̂ 2 *

или

Кривая имеет две касательные, параллельные оси ординат (черт. 50):

На чертеже 50 взята прямоугольная система координат.

§ 4. Пересечение кривой второго порядка с прямой. Асимптота

Возвращаясь к исследованию уравнения (3), рассмотрим второй 
случай:

I I .  Пусть
ап  =  0, «ю 0.

Уравнение (3) принимает теперь вид:

(гаюж’+Яо о *0) == °-
Произведение может равняться нулю только при обращении в нуль 
одного из множителей. Имеем решения:

1) * ° = 0,

2) 2f l j0x , - f - f l00x 0 =  0 или х 1: хР =  —
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Первое решение соответствует точке пересечения х 1, дс3 =  0, 
х° =  0, т. е. вершине At (черт. 61). На расширенной плоскости — 
это несобственная точка оси абсцисс, если х° =  0 —  несобственная 
прямая. Вторая точка пересече
ния—  собственная (черт. 52).

На чертеже 51 изображён 
произвольный координатный 
треугольник проективной пло
скости; на чертеже 52 тот же 
случай для аффинной системы 
координат на расширенной 
плоскости. д

111. Допустим теперь, что

ап — 0» flio== аоо Ф  
Уравнение (3)принимает вид:

аоо С*0)* — 0* Черт. 51.
Имеем два совпадающих корня х° =  0. Кривая касается оси А0А1 
в точке Aj (черт. 53). На расширенной плоскости обе точки пере-

Черт. 52.

сечения —  несобственные, совпадающие; прямая касается кривой в не
собственной точке (черт. 54).

Такая касательная называется асимптотой.
На чертеже 53 изображён произвольный координатный треуголь

ник проективной плоскости, на чертеже 54 —  тот же случай для 
аффинной системы координат на расширенной плоскости.
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Дц =  0, а10 =  0, й00 =  0. (а)

В таком случае уравнение (3) исчезает тождественно. Всякая 
точка прямой есть точка пересечения с кривой. Кривая распадается

IV . Наконец, можно предположить:

Черт. 53.

на пару прямых, и одна из прямых этой пары есть заданная прямая 
х а =  0.

Если внести в уравнение (1) значения (а), то получим уравнение 
кривой в виде:

2ai9x ix'2-\-a2i (х2)*-\-2а20х*х° =  О
или

х2 =  0.
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Так как левая часть уравнения разлагается на два множителя первой 
степени, то кривая распадается на пару прямых:

1) дс2 =  0 и 2) 2а1ах1-1~а22ха~1~2а20х0 — 0.

Первая из них есть ось абсцисс.

§ 5. Несобственные точки кривой второго порядка

Среди прямых расширенной плоскости есть одна исключительная. 
Эта прямая —  несобственная. Поведение кривой второго порядка по 
отношению к этой прямой в значительной степени определяет форму 
кривой. Поэтому в основу классификации кривых второго порядка 
на расширенной плоскости кладётся число несобственных точек кривой.

Чтобы найти несобственные точки кривой второго порядка (1), 
надо решить уравнение кривой совместно с уравнением несобственной 
прямой.

Выберем систему координат так, чтобы сторона АхАа была не
собственной прямой. Она определяется уравнением

х° =  0.

Внося это значение в уравнение кривой (1), получим квадратное 
уравнение относительно координат

ап (x1)a-j-2a12xtx2-j-a2a (л;2)3 =  0. (4)

Это уравнение определяет пару прямых, которые пересекают не
собственную прямую х° =  0 в тех же точках, что и кривая (1).

Три случая могут представиться:
1. Дискриминант уравнения (4) (дискриминант старших членов) 

положителен:
A== ana22 —  ai!  (5)

Д > 0,

тем самым ап и отличны от нуля. Корни уравнения (4) —  мнимы 
(кроме тривиальных х1 =  х2 — 0). Следовательно, прямая х° =  0 пе
ресекает кривую в мнимых точках, т. е. не встречается с кривой, 
иными словами, вся кривая (1) (если она имеет действительные точки) 
состоит только из собственных точек эвклидовой плоскости; при 
подходящем масштабе она вся поместится на чертеже. Кривая назы
вается эллипсом.

2. Дискриминант отрицателен:
Д < 0 .

Трёхчлен, стоящий в левой части уравнения (4), разлагается на 
действительные множители первой степени. Линия, определяемая урав
нением (4), распадается на пару действительных прямых.

Если при этом
Ф  О»
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А-2

0’<3afî -\-2ai ik-\-an — О, (4')

имеет два действительных корня:

. _ — g12 — gl l fl22
fl22

Обозначая эти два корня через kx и fe2, мы можем написать уравне
ние (4) в виде

а22 (*®— ^ i* 1) С*2 — ) =  0.
Следовательно, несобственные точки кривой лежат в несобственных 
точках прямых, которые в неоднородных координатах определяются 
уравнениями

у  == kxx  и у  = 'k 2x.

Если <̂22=  то уравнение (4) принимает вид:

х1 (апхх-\-Ча12х2) =  0.

Линия с2 распадается на прямые, которые в неоднородных коорди
натах напишутся:

х  — 0, aux-j-2a12y  =  0.

Они и несут несобственные точки кривой.
Кривая называется гиперболой.
3. Если дискриминант равен нулю:

Д =  0, т. е. апа2г —  а£ =  0, (50

то левая часть уравнения (4) есть полный квадрат.
Если а22 Ф  0, то, умножая обе части уравнения (4) на и за

меняя апа2а на а*2, мы представим уравнение в виде:

(а1йх1Ч га2а*а)8 — 0.
Если Qqt} =  О, то в силу условия (5') будем иметь ais =  О, и 

уравнение (4) примет вид:
ai 1(х1)2 =  0.

В обоих случаях уравнение имеет кратный корень. Несобствен
ная прямая л;° =  0 имеет две совпадающие общие точки с кривой, 
следовательно, должна считаться касательной. Кривая, касающаяся 
несобственной прямой, называется параболой.

4. Наконец, следует рассмотреть ещё особый случай, когда все 
три коэффициента обращаются в нуль:

— 0, — О, ”  О,
и уравнение (4) пропадает (обращается в тождество). В этом слу
чае все точки несобственной прямой х° =  0 принадлежат кривой,

то квадратное уравнение для углового коэффициента k —
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t. ё. прямая входи!' в состав кривой. Действительно, уравнение (1) 
принимает теперь вид:

х° (2а10лг1+ 2а20* 2+ в 0&*0) =  О, 

и кривая распадается на пару прямых:
х° =  0 и 2a10x 1- f -  2д2оХ2 -|- a^xfi — О,

из которых первая будет несобственной.
Заметим, что эта классификация кривых второго порядка имеет 

смысл только на расширенной плоскости. На проективной плоскости все 
прямые равноправны. Свойства кривых по отношению к несобствен
ной прямой расширенной плоскости принадлежат к числу аффинных 
свойств плоскости. Поэтому классификация кривых второго порядка 
по числу несобственных точек на эллипсы, гиперболы и параболы 
называется аффинной классификацией. Она сохраняется и в эвклидо
вой геометрии.

§ 6. Мнимые точки плоскости

В § 3, гл. VI, мы дополнили эвклидову плоскость несобственными 
элементами и после этого любые две прямые плоскости стали иметь 
одну общую точку —  собственную или несобственную. Для пересече
ния кривой второго порядка с прямой этого уже недостаточно. Коор
динаты точки пересечения определяются (§ 3) из квадратного урав
нения, корни которого могут быть и действительными, и мнимыми 
(прямая идёт мимо кривой). Так же обстоит дело при отыскании 
точек пересечения произвольных алгебраических кривых. Чтобы можно 
было формулировать теорему: две алгебраические кривые порядка р 
и q пересекаются в pq точках, надо ввести точки с комплексными 
координатами (и, кроме того, понятие кратных точек пересечения: 
касательная к кривой второго порядка имеет с кривой две совпадаю
щие общие точки).

Понятие плоскости комплексных точек вводится так же, как мы 
вводим в § 2, гл. VI, понятие проективной плоскости.

Будем называть точкой или комплексной точкой совокупность 
двух комплексных чисел х  и у. Сами числа х  и у  будем называть 
координатами точки. Совокупность всех комплексных точек (х, у) 
будем называть плоскостью.

Поскольку каждое комплексное число определяется двумя дей
ствительными числами

*  =  у  = / + i y "  =  (6)

двумерная комплексная плоскость с точки зрения четырёх действи
тельных чисел х ', х " , у ',  у ", определяющих положение точки (х, у), 
является многообразием четырёх ( ,действительных“) измерений.

Точка (дг, у) называется действительной, если её координаты х 
и у — действительные числа, т. е. если х" —  0, у "  — 0. Следовательно, 
комплексная плоскость содержит двумерное многообразие действи-
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Тельных точек (х\ у')» которые можно отождествить с точками 
эвклидовой плоскости, если х ' и у ' рассматривать как аффинные 
(или декартовы) неоднородные координаты точки на плоскости.

Будем называть прямой линией на комплексной плоскости (х , у) 
совокупность точек, координаты которых удовлетворяют уравнению 
первой степени:

Л х + Я у + С  =  0, (7)

где А, В , С— произвольные комплексные числа (А и В  не равны 
нулю одновременно). Если коэффициенты А, В, С— действительны 
(или станут действительными по сокращении на подходящий множи
тель), то прямая (7) называется действительной.

От неоднородных координат х, у  можно перейти к однородным 
(комплексным) координатам л*1, х 2, х° посредством равенств

х '  X 3 у. . л
* & s r  х° * °

и дополнить комплексную плоскость (х, у)  несобственными (комплекс
ными) точками (х1, х 2, х° =  0).

Теорема. Действительная прямая (7) содержит все точки 
прямой

Ax' - {-B y '-\-С' —  0 (77)

li эвклидовой плоскости и, кроме того, двумерное многообразие ком
плексных точек.

Действительно, внося значения (6) в уравнение (7), получим:

А х'+ By' - f -  С-\- i (Ах"-\-Ву") =  0. (а)

Равенство нулю комплексного числа имеет следствием обращение 
в нуль его действительной и мнимой части. Следовательно, из урав
нения (а) вытекает:

Ах' -\-Ву' -\-С— 0, (8а)

А х"-{-B y "  =  0. (8Ь)

Второе уравнение удовлетворяется значениями х "  =  0, у "  =  0; тогда 
точка (х, у) будет действительной и будет принадлежать эвклидовой 
прямой (7')- Общее решение системы (8аЬ), получится, если к любому 
решению уравнения (8а) присоединить значения х ", у", пропорцио
нальные числам В  к А.

Теорема. Комплексная прямая (7) имеет только одну дей
ствительную точку.

Действительно, пусть А, В , С — комплексные числа

Л =  Л '+ / Л " ,  B  =  B '-\ -iB ", С =  C -\~iC  (i =  V ^ l ) ,

где А', В ', С  не пропорциональны А", В ", С  (иначе можно было бы 
сократить уравнение (7) на комплексное число A'-\-iA" и прямая (7) 
была бы действительной).
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(л '+ / л ") (x'-{-ix") (/ - И У /)4 - с '+ г'с " =  О
или:
A 'x '+ B'y,+ C —A"x"—B ”y "+ i (А/Х"+ ВУ"+ А "Х ,+ В 'У + С/) s=» О,

откуда, обращая в нуль действительную и мнимую части, получим 
систему:

A 'x '- j-B 'y '— А"х" —  В " /  =  —  С ,
А"х'-\~ВГу -\-А'х"~\~В'у" В  —  Р  (9)

Чтобы найти действительные точки комплексной прямой (7), надо 
здесь положить х" =  О, у" =  0. Мы получим систему:

А'х1 В 'у ' =  —  С '.
A"xf-\-В "у ' — —  С . К 1

Расширенный ранг системы (ранг матрицы коэффициентов и правых 
частей) равен 2, ибо коэффициенты А В \  (У и А", В", С ' не про
порциональны. Следовательно, она определит одну действительную 
точку прямой (7) —  собственную или несобственную.

Теорема. Дее комплексные прямые пересекаются в одной 
(вообще комплексной) точке.

Гл а в а  V III

ПРОЕКТИВНЫЕ СВОЙСТВА КРИВОЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА
Изучение проективных свойств связано с понятием полярной со

пряжённости, а это понятие основывается на понятии гармонической 
четвёрки точек. Поэтому нам придётся остановиться на некоторых 
свойствах сложного отношения и гармонизма четвёрки точек на 
прямой.

§ 1. Сложное отношение четырёх точек на прямой
О п р е д е л е н и е  1. Простым отношением трёх собственных 

точек М) на прямой называется отношение, в котором
точка М  делит отрезок М гМ2:

m  (1)
О п р е д е л е н и е  2. Сложным отношением четырёх собственных 

точек на прямой (/WjjW2; ММ*) называется отношение двух простых 
отношений (MjM2) М) и (МхМ2; М*):

внося Значения (6) в уравнения (? ), получим!
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НрИ Этом bee отрезки М ХМ, ММ2 и т. д. определяются й по величине,
и по знаку, как координаты соответствующих векторов М ХМ, ММ2 и 
т. д. на прямой при произвольном задании на этой прямой координат
ного вектора.

Следствие 1. Простое отношение (а, следовательно, и слож
ное отношение) не зависит от выбора координатного вектора на 
прямой.

Действительно, при изменении длины координатного вектора и 
числитель, и знаменатель отношения (1) умножатся на одно и то же 
число, при изменении положительного направления они изменят знак, 
но всё это не отразится на величине отношения.

Следствие 2. Сложное отношение не изменится, если поме
нять местами первую пару точек со второй.

Действительно, если разделить первую дробь на вторую в фор
муле (2), то получим:

Мы видим, что оба отношения отличаются только знаком двух 
множителей:

но это не отразится на знаке самого отношения.
Следствие 3. Сложное отношение меняет свою величину на 

обратную, если поменять местами точки одной пары:

ибо при этом меняются местами числитель и знаменатель отношения

Следствие 4. Сложное отношение (М 1М2; ММ*) отрицательно, 
если одна точка второй пары лежит внутри отрезка М ХМ2, 
а другая —  вне его. Сложное отношение положительно, если обе 
точки лежат внутри отрезка М ХМ2 или обе вне его.

Действительно, в первом случае одно простое отношение, на
пример (Afj/WaJ М ), положительно, если точка М  лежит внутри от
резка М ХМ2, а другое отрицательно. Во втором случае оба простых 
отношения —  одного знака: оба положительны, если М  и М* лежат 
внутри отрезка М ХМ2, или оба отрицательны, если они лежат вне его.

Замечание .  В первом случае говорят, что две пары точек 
Mlt М2 и М, М* разделяют друг друга; во втором —  не разделяют.

Лемма. Если три собственные аналитические точки М1г М2 и М 
удовлетворяют соотношению

(МХМ2, М М *) = Л М * • М *М 2 
ЛШ2 • AfjAf*'

ЛШ , =  —  М ХМ, М^М* =  —  М*М2,

(М ХМ2\ ММ*) =  (М ^ ; М*М)~'-,

(М ХМ2, М ): М*).

М  =  р М х (а)
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(М 1М 2,М )= ^ - .Ц - , '(b )
р *1

где х{, х*—  однородные аффинные координаты точек M.v М2.
Действительно, деля координаты точки М1 на х® и умножая 

коэффициент р на х® и выполняя аналогичное преобразование для М2 
и q, мы не изменим соотношения (а); между тем координаты точек 
Mv М2 станут неоднородными Mj (Xj ,  y v 1), М2 (х2, у2> 1), и для 
новых коэффициентов

~ о ~ о р =  рхи q =  qXi
и координат х* точки М мы получим соотношения:

= Р х 1-\-Ях ъ> 

х *  =  РУ1-\-ЯУг> 

x? =  p-\-q,
откуда неоднородные координаты точки М равны 

___ pxi +  qx2 ____ Р У \+  ШтЛ -- /W Г»* | У -- Л/ ^  •

и по формуле (13") § 7, гл. I, имеем:

X =  (Л^Л12; M) =  q :p  =  — ■.
Pxi

Из доказанной леммы вытекает, что проективные координаты то
чек не дают возможности вычислять простое отношение трёх точек. 
Действительно, если две вершины координатного треугольника со
впадают с точками M j, М2, то (р, q, 0) являются проективными коор
динатами точки М, как это следует из сравнения формул (а) с урав
нением (167) § 9, гл. VI. Между тем для определения простого 
отношения (Ь ) надо знать ещё х®, х®.

Теорема. Если собственные аналитические точки Мх, М2, М, М* 
удовлетворяют соотношениям:

M = p M 1-{-qM2, М* =  p*M1-\-q*M2, (За)
то  сложное отношение их равно

Действительно, по формуле (Ь) простые отношения определяются 
в виде:

MtM _ q _  х°L  MtM* _  jT xj
M M ~  p ' x\ 1 Af*Afa P* x® ’ K )

8 Зак. 3182. С. П. Фиников. 113
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откуда
( Д О  (Зс)

Формула (Зс) является определением сложного отношения.
З а м е ч а н и е .  На проективной плоскости простое отношение не

может быть определено. Отношение проективных координат — является
инвариантом трёх аналитических точек M lt М2 и М, но не геоме
трических'. для тех же геометрических точек М 2 и М  отноше
ние — принимает различные значения в зависимости от выбора нор

мирования. При умножении точек М х и М2 на скаляры р2 и р2 коор
динаты р и q разделятся соответственно на рх и ра и отношение

умножится на у ,  как это сейчас же видно из формул (ЗЬ): если
третьи координаты точек М 1г М е выбрать равными единице: лс® =  1,

М\М__q_ р*
ЛШ 4 р Pi

откуда

*<>=1, то если взять дс» =  р1> * ° =  ра, то
Следовательно,

я_ =  (ч \  _pi ** = (  4* \ i i  
VP/1 Р2 ' А* \Р*Л Р2 ’

Я_. 0*__ (Ч \  .(я * \  
р ' р* \ p )l'\ p * )l

Сложное отношение четырёх точек (Зс) есть инвариант четы
рёх геометрических точек.

§ 2. Сложное отношение четырёх прямых одного пучка
О п р е д е л е н и е  1. Простым отношением трёх направленных 

прямых одного пучка { т хт^  т )  с собственным центром называется 
отношение

<4>

Здесь символом (т^ т) обозначается угол, на который надо по
вернуть около общей точки в положительном направлении (против 
часовой стрелки) прямую т 1г чтобы её положительное направление 
совпало с положительным направлением прямой т  (черт. 55).

Если изменить положительное направление вращения, то каждый 
угол изменится на дополнение до 2it, т. е. новый угол ( т хт )*  свя
зан со старым формулой

(/Wj/n)* =*= 2те —  (т^ т),
откуда

sin ( т хт )*  =  —  sin (m, т ).
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Отсюда, между прочим, следует, что вместо того чтобы пово
рачивать прямую т х в положительном направлении, можно повора
чивать её в отрицательном, если'при этом угол (т хт ), а значит, и 
его синус, брать с противоположным знаком.

Если изменить положительное направление прямой т , то угол 
(т хт ) увеличится на it:

(т хт ')  =  (т хт )- (-тс.
Следовательно,

sin (т хт ') =  — sin (т хт ').
Так как числитель и знаменатель 

отношения (4) в обоих случаях меняют 
знак одновременно, то простое отно
шение не изменится.

Следствие 1. Простое отноше
ние трёх прямых одного пучка не 
зависит от выбора положительного 
направления вращения на плоскости 
или от выбора положительного на
правления на прямой, т .

Следствие 2. Простое отноше
ние (OTj/Wgj т ) положительно, если 
прямая т  проходит внутри поло
жительного угла (т хт 2), т. е. угла, 
описываемого положительным направле
нием прямой т х, когда она поворачивается против часовой стрелки 
до совпадения с прямой т 2.

О п р е д е л е н и е  2. Сложным отношением четырёх прямых 
одного пучка {т хпщ т т * ) с собственным центром называется отно
шение двух простых отношений (т хт11; т ) и (т хт 2; т* ):

sin {т у т ) \ sin ( т хт * )

Черт. 55.

(wjm2; т т * ) — sin (mm2) ’ sin (т * т 2) (5)

Следствие 1. Сложное отношение четырёх прямых пучка не 
зависит от выбора положительного направления на этих прямых.

Действительно, каждая прямая, например т х, входит в формулу (5) 
два раза под видом sin (т хт ) и sin (т хт*). Каждый из этих синусов 
при изменении направления прямой т х меняет знак. При двух пере
менах знака сложное отношение знак сохранит.

Следствие 2. Сложное отношение четырёх прямых отрица
тельно, если прямые одной пары лежат в смежных углах, обра
зованных прямыми другого. Оно положительно, если они лежат 
в одном и том же углу.

Действительно, в первом случае два простых отношения имеют 
разные знаки, а во втором —  один и тот же знак.

Замечание.  В первом случае две пары разделяют друг друга, 
во втором —  не разделяют.
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О п р е д е л е н и е  3. Четыре прямых пучка проектируют четыре 
точки прямой, если каждая прямая проходит через соответствующую 
ей точку.

Теорема. Сложное отношение четырёх точек одной прямой 
равно сложному отношению четырёх прямых проектирующего 
пучка. Обозначим буквами М 1г М 2, М , М* точки пересечения пря
мых mlt /л2, т , т*  с произвольной прямой А В  (черт. 56). Согла- 

_  суем положительное враще
ние на плоскости с положи
тельным направлением пря
мой А В  так, чтобы угол 
( т хт )  был положительным, 
если положителен отрезок 
М ХМ.

В Треугольники М гСМ, 
МСМ2, М ХСМ\ М*СМ2 
имеют общую вершину в 
центре пучка С, а осно
вания их расположены на 

одной прямой АВ. Следовательно, высота у каждого треуголь
ника—  одна и та же, и площади их относятся, как основания:

M jM __пл. Д  М}СМ i М\М* ___ пл. Д  М\СМ*
ММ2 пл. ДМСуИг* М*М% пл. &М*СМ%

С другой стороны, площадь каждого треугольника равна произ
ведению двух сторон на синус угла между ними. Так как каждый 
угол, например

/^М^СМ =  (/%/я),

равен углу между прямыми пучка, то

М\М__М\С sin (/njm) М\М* ___М)С sin (m\tn*)
ММ2 М%С sin (/п/я2) ’ М*М2 М2С sin (т*щ )'

Эти два равенства справедливы и по величине, и по знаку, если
отношение считать положительным. Действительно, каждый угол

при вершине треугольника меньше тс, и знак его синуса зависит 
только от знака самого угла. Если принять за положительные те 
направления прямых mlt m2, т , т*, которые идут от общей вершины 
треугольников к их основаниям, и каждый угол, например (m ^i), 
отсчитывать, поворачивая прямую т х так, чтобы она описывала 
/_МЛСМ  при вершине треугольника с учётом положительного или 
отрицательного направления, то, поскольку положительное направле
ние прямой А В  согласовано с положительным направлением вращения 
около вершины С, знак sin { т хт )  будет всегда совпадать со знаком 
отрезка М хМ.
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м\СДеля одно отношение на другое и сокращая множитель , по
лучим по величине и по знаку:

М\М . MiM* __sin (т^т) , sin (т\т*)
ММо ’ М*М% sin(mm2) * sin (m*m2) *

что и требуется доказать.
Теорема. Четвёрка параллельных прямых высекает на каж

дой секущей четвёрку точек с одним и тем же сложным отно
шением.

Действительно, параллельные прямые mv  /я2, т , т* делят сто
роны угла (а также параллельные прямые) на пропорциональные отрезки. 
Значит, каждое простое отношение равно своему соответствующему 
на второй секущей (черт. 56а):

_____  т, т т , т *
мхм  

мм2 м м 2’
следовательно, и сложные отношения 
равны.

О п р е д е л е н и е  4. Сложным о т
ношением четырёх прямых пучка 
с несобственным центром называется 
сложное отношение четвёрки точек, 
высекаемых ими на произвольной се- Черт. 56а.
кущей.

Следствие. Теорема о сохранении сложного отношения при 
проектировании распространяется на все прямые и все проекти
рующие пучки проективной плоскости.

Понятие сложного отношения позволяет выяснить геометрический 
смысл проективных координат точки.

Пусть х1, х2, х° являются координатами точки М относительно 
координатного треугольника A^^Aq и  точка Е  —  точка единиц, т. е. 
та точка плоскости, все координаты которой равны единице. Следо
вательно,

М =  ххА1-\-х2А2-\-х?А0,

Е  =  At —j— —{—

Спроектируем эти две точки из какой-нибудь вершины, напри
мер А0, координатного треугольника на прямую AtA2. Так как отно
шение координат Xх :х2 для всякой точки прямой, проходящей через 
вершину А0, одно и то же, а для точки прямой АХА2 координата х0 
равна нулю, то за проекции точек М  и Е  можно принять аналити
ческие точки М0 и Е0, определяемые формулами:

М0 =  х1А1-{-х2Ая,
Е0 — Ai ~}~A2.
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Сложное отношение четырёх точек Ах, А2, М0 и Е0 по фор
муле (3) равно отношению проективных координат точки М:

(АХА2; М0Е0) =  х*:хК
Отсюда следует:

Теорема. Отношение проективных координат х2:х1 точки М 
равно сложному отношению пары вершин Ах, А2 координатного 
треугольника и проекций точки М и точки единиц Е  из третьей 
вершины А0 на сторону АХА2 координатного треугольника.

§ 3. Гармоническая четвёрка
О п р е д е л е н и е . Е сли сложное отношение четырёх точек одной 

прямой Мх, М2, М, М* или четырёх лучей одного пучка т и т 2, 
т , т* равно минус единице, то четвёрка элементов называется гар
монической; говорят, что первая пара Мх, М2 гармонически разде
ляет вторую М, М*, или две пары образуют гармоническую чет
вёрку, или точка М гармонически сопряжена точке М* относи
тельно точек Мх и М2.

Так как
Г АЯ АЛ 1 .  М \ М  МлМ* . , _ /Y
(Ml * м м  )~ м м 2: ~  ,

то
мхм  МуМ* „
М М 2 М *М2 ’ }

Следовательно, точки М  и М* делят отрезок МуМ2 в одном и 
том же (по абсолютной величине) отношении, но разного знака; 
если одна из них делит отрезок внутренним образом, то другая 
внешним. Этот факт можно высказать в виде предложения:

Следствие 1. Две пары Lгармонической четвёрки разделяют 
друг друга.

Например, середина М  отрезка МуМ2 делит его в отношении 
А= 1; несобственная точка прямой М* делит всякий отрезок МХМ2 
в отношении — — 1. Следовательно,

(МуМ2; ЛШ *) =  А :Г  =  —  1.
Следствие 2. Всякий отрезок гармонически разделяется его 

серединой и несобственной точкой этой прямой.
Следствие 3. кДве биссектрисы гармонически разделяют сто

роны угла.
Пересечём стороны т х, т 2 угла прямой, перпендикулярной к бис

сектрисе т  (черт. 57). Если Му, М2, М — точки пересечения секущей 
с прямыми т х, т 2, т  и С— вершина угла, то треугольник МХСМ2— 
равнобедренный:

МхС = М аС,
ибо по построению секущей МХМ2 биссектриса т  перпендикулярна 
к основанию. Так как биссектриса внешнего угла т* параллельна



основанию, то она пересекает его в несобственной точке /И*. Отсюда
тт.*) — (М1М2, ММ*) =  —  1,

и четвёрка прямых т и т 2, т , т *—  гармоническая.
Следствие 4. Точки пересечения биссектрис внутреннего и 

внешнего углов при вершине треугольника с его основанием гармо
нически разделяют две вершины при основании треугольника.

Действительно, боковые стороны АС, ВС  треугольника ЛВС и 
биссектрисы внутреннего и внешнего углов при вершине DC, D'C 
проектируют точки пересечения их с основанием А, В, D, D'

(черт. 58). Так как четвёрка прямых —  гармоническая, то гармони
ческая и четвёрка точек А, В, D, D '.

Теорема. Гармоническая четвёрка допускает не только пере
становку двух пар точек, но и перестановку точек каждой пары 
в отдельности.

Теорема вытекает из второго и третьего следствий § 1, если 
принять во внимание, что сложное отношение гармонической четвёрки 
равно — 1 и, следовательно, обратная величина его тоже равна —1.

§ 4. Полярная сопряжённость точек относительно кривой 
второго порядка

Мы теперь возвращаемся к теории кривых второго порядка. 
Отнесём кривую к произвольному координатному треугольнику A^^Aq 
и рассмотрим пару точек на плоскости М  и М*.

О п р е д е л е н и е . Пара точек плоскости М  и М* полярно сопря
жена относительно кривой второго порядка с2, если точки М  и М* 
гармонически разделяют точки пересечения Mlt М2 прямой ММ* 
с кривой с2.

Пусть нам даны две точки М (X1, X 2, Х °) и М* (xt, х\, х"). 
Произвольная точка Jffl(x l, лг2, je°) прямой ММ* может быть пред
ставлена с помощью скаляра X в виде линейной комбинации:

Ж — М*-{-ХМ.
Каждая из трёх координат х* точки Jffl. будет определяться по фор
муле:

х* =  (I = 1. 2, 0). (6)
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Если эта точка <Jfil прямой ММ* лежит на кривой с2, то её ко
ординаты (6) удовлетворяют уравнению этой кривой:

Ф (х*) ==ап (*0 2+ а22(*2)2+ доо(^)2+ 2%2*1* 2+ 2%>*2̂ +
—J— 2a10xlxfi =  0. (7)

Вносим сюда значения х* по формуле (6); мы получим квадратное 
уравнение относительно параметра А:

Ф {x i+ lX 1) I  an (x J+ X ^ )2+ a a3 ( * !+ Х *2)2+ Лоо (х » + А * °)2+  

~{_ 2а1а С**-1~ ̂ * )  С** ~Ь АЛ") -j- 2а30 (x^-j-АЛ”2) (лг2 —(— —j—

+ 2  а10 (A ri+ XZ1) (х »+ кХ °) =  0, (8)

которое можно записать в виде:
PA2-f-2QA-f-/? =  0. (80

Два корня Aj и А2 этого уравнения будут определять две точки 
пересечения прямой ММ* с кривой с2:

Му =  Л Г-f-AjAf,
М2 =  М*-\-\2М.

По формуле (3) сложное отношение этих четырёх точек равно 
(МХМ2] ММ*) =  Aj : А2.

Следовательно, четвёрка точек М, М*, Mlt М2—  гармоническая, если

или
"1 ®  9̂*или
Aj —j—А2 =  0.

По свойству корней квадратного уравнения:

*1~Мг = —  2 ~ .
Следовательно, четвёрка М, М*. М и М2—  гармоническая, если

Q = o.
Замечание .  При выводе условия полярной сопряжённости 

точек Ж  и Ж* мы неявно предполагали, что корни Aj и А2 действи
тельны и, следовательно, прямая ММ* пересекает кривую с2 в двух 
действительных точках М х и М2. В этом ограничении нет надобности. 
Существенно, чтобы сумма корней уравнения (80 равнялась нулю. 
Если условие Q — 0 удовлетворено, мы будем называть четвёрку



точек М, М!*, Му, М2 гармонической, пару точек М, Ж* —  полярно 
сопряжённой относительно кривой с2, хотя бы точки Му, М2 были 
мнимы и прямая ММ* не встречала кривую с2.

§ 5. Полярная форма
Обратимся к подсчёту коэффициентов Р, Q, R  уравнения (8')• 
Чтобы получить свободный член R, достаточно положить в урав

нении (8) параметр X =  0; мы будем иметь:

И  ф М )  I  * „  Й Щ К  ( 4 ) ’ + « „  M f+ 2 a uxlx>+
+  2а20Х*Х*Ч~ 2awX*X*- 

Аналогично, коэффициент Р  при X2 получится, если положить xjj. =  Q:

Я  Ф Щ  =  Щ  (X l)2-\-a^(X7)2-{-a00 (^ °)2+ 2aJ2̂ 4 2-h 
-f- 2aiQX2X°-\- 2a10X1X°-

Обращаемся к вычислению коэффициента при первой степени X. 
Нетрудно заметить, что уравнение (7) содержит члены только 

двух видов: члены с квадратом координаты (х*) и члены с удвоенным 
произведением 2х*хк, где указатели i n k  принимают значения 1, 2 
или 0. После подстановки выражения (6) члены с квадратом коорди
наты принимают вид, например:

Ап I  и  Н И И  =  аи {(х02+ а д * Ч - Х 2 § й |;
а члены с произведением представятся в виде, например:

2апх'х* =  2а13 (* * + А *1) . (x t+ X X 2) =

=  2а,а [x\xl-\-X {х\Х2-\-х1Х1) -f-X2* 1* 3].

Выбирая отсюда члены с первой степенью X (подчёркнуты), давая 
указателям i n k  все значения 1, 2 и 0 и вынося 2Х за скобку, мы 
получим в скобках значение коэффициента Q. Он будет содержать 
члены вида:

а{{х*Х*-{-а{к {х*Хк-{-хЦХ*) не суммировать!
Повторяя эти члены для значения i, k =  1, 2, 0, получим:

Q =  апх1Х1-\-а^х1Х2+  а00х °.Х °+

~\~аи (х*Х2 -f- x%Xl) -f- а20 (xl?^ -\-х*Х2) (х\Х°-f-xJX1). (9)
Однородный многочлен носит название формы. Однородный мно

гочлен второй степени называется квадратичной формой. Таким обра
зом, левая часть уравнения кривой второго порядка есть квадратич
ная форма относительно трёх переменных х1, х2, х °:
Ф(х*)=аи[(х1)2-\-а92 (*2)г+ аоо(*°)2 4 * 2a^xxx2A-2aVixix(î - 2а10х ^ .
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Выражение (9) линейно и относительно переменных xl, х,, х° и
относительно переменных X х, X 2, Х°. Эта билинейная -(т. е. дважды 
линейная) форма называется полярной формой от квадратичной 
формы Ф (х). Мы её будем обозначать той же буквой Ф с двумя 
сериями переменных:

Ф (*<; X 1) =  anxlXl +  aaax ^ 2+ a 00x o ^ °+ a12 (х У ?+ х *Х 1) +

+  а20 (х2А-°+хо^2)+ а 10 (x lXO + xW ). (90

П р ав и ло  с ос т а в ле н ия  полярной формы:

При составлении полярной формы Ф (д̂ 5 X *) для данной квадра
тичной формы Ф (xj) квадраты координат (х*) заменяются про
изведением одноимённых координат первой и второй точки х£Х*> 
а удвоенные произведения 2х*хк—  суммой произведений из коорди
наты первой точки на координату второй, и наоборот: х£Х*-{-х%Х*- 

Этому правилу можно придать ещё другую форму. Соберём 
в выражении (90 члены с переменными X , X3, Х ° и вынесем их за 
скобки. Мы получим:

Ф (х£]Х*)—(аих1~\- аых*~\~а10х%) X х -\-(а21х\-\-аг2х\-\-агйх§ X 1 -|-

~ \~ (a QlXl ~ \ ~ a O2X* ~ \ ~ a 00X *)

&ik == aki>
или:

Ф (xU х 1) =  I  фх (xl) Фа (xl) ф0 (4 ) А0, (10)
где

Фх (*•) =  2 (auxl-\-alzxl-\-a1Qx°),
Ф2 (xi) =  2 ( V l + a^xl-\- aaoxg), ( i  l)
Ф 0 ( * ©  =  2 +  a o2X * +  a oox *)-

Выражение ФЛ (xi) называется частной производной от формы Ф (лс*) 
по переменной х*.

При составлении частной производной по переменной хк коэффи
циенты сохраняются без изменения, квадрат (хк)2 заменяется удвоен
ной переменной 2хк, первая степень её хк заменяется единицей, 
а члены, не содержащие хк, выбрасываются.

Пользуясь введёнными обозначениями, мы можем записать урав
нение (80 в виде:

Ф (* ')Х 2+ 2 Ф (4 ; * * )А + Ф (* !) =  0. (12)

Для условия полярной сопряжённости пары точек мы получаем:
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Теорема. Две точки плоскости М* (х£) и М  (X 1) полярно со
пряжены относительно кривой второго порядка

Ф (**) sts О,

если координаты их обращают в нуль полярную форму.

Ф (л£  Xi) = 0. (13)

§ 6. Поляра
О п р е д е л е н и е . Полярой точкиМ* относительно кривой второго 

порядка с2 называется геометрическое место точек, полярно сопря
жённых точке М*, которая называется полюсом.

Пусть нам дана кривая второго порядка с2
Ф (х) =  О

и некоторая точка плоскости М* (л£). Точка М  [Х 1) — полярно со
пряжена точке М*, если координаты её удовлетворяют условию (13).

Следовательно, геометрическое место точек, полярно сопряжён
ных точке М*, определяется уравнением (13), где X  надо рассма
тривать как текущие координаты. Если воспользоваться формулой (10), 
то уравнение поляры примет вид:

Ф , (xt) * ‘+ Ф 2 <*.) * 2+ Ф 0 (x j Х ° =  0. (14)
Это уравнение первой степени относительно текущих ^соординат X*; 
следовательно, имеем:

Теорема. Поляра произвольной точки плоскости относительно 
кривой второго порядка —  прямая линия.

Теорема взаимности. Если из двух пар полюсов и поляр 
кривой первый полюс лежит на второй поляре, то первая поляра 
проходит через второй полюс.

Действительно, если точка А лежит на поляре точки £ , то она 
полярно сопряжена ей, ибо поляра точки В  есть геометрическое 
место точек, полярно сопряжённых точке В. Свойство полярной со
пряжённости точек —  взаимное: если точка А сопряжена точке В, то 
и точка В  сопряжена точке А. Между тем все точки, полярно со
пряжённые точке А, лежат на её поляре. Следовательно, на этой 
поляре поместится и точка В.

Аналитически это вытекает из симметрии полярной формы отно
сительно двух серий переменных х\ и X*. Нетрудно проверить, что 
правая часть формулы (9 ') не изменится, если везде вместо х$ поста
вить X i, и ^наоборот. Следовательно,

Ф (х .; Х)==Ф(Х\ X'). (15)
Между тем условие, что точка A (X l, X*, X*) лежит на поляре

Ф (* .; Х ) =  0 (а)



точки В  (xl, х\, лг2), получается подстановкой координат X t точки А 
в уравнение поляры (а) вместо текущих координат X*:

Ф (* .; Xt) =  0, (а')

а условие, что точка В  лежит на поляре точки А

Ф (Х ш] * ) =  0, (Ь)

получится, если в уравнение (Ь) подставить координаты точки В  (х$):
Ф ( ^ ; х . )  =  0. (Ь ')

В силу формулы (15) оба условия (а') и (Ь ') совпадают, что и 
доказывает теорему.

Следствие. Если полюс М пробегает прямую линию а, то его 
поляра т  вращается около полюса А прямой а.

§ 7. Касательная

Понятие полярной сопряжённости пары точек М, М* мы распро
странили и на тот случай, когда прямая ММ* не пересекает кри
вую с2. Общие точки М и М2 прямой ММ* и кривой с2 в этом слу
чае мнимы, а уравнение (8 ') имеет комплексные корни Xlt Х2. Однако, 
если то мы условились (§ 4) говорить, что четвёрка то
чек М, М*. M lf М2—  гармоническая, а пара действительных то
чек М, М*—  полярно сопряжена.

Мы теперь сделаем ещё одно обобщение понятия полярной со
пряжённости пары точек, распространяя его и на тот случай, когда 
одна из точек, например М*, лежит на самой кривой. При этом мы 
примем за определение :  пара точек М, М* полярно сопря
жена, если координаты их обращают в нуль полярную форму (13).

Теорема 1. Точки кривой с2 и только точки кривой сами 
себе сопряжены относительно этой кривой.

Действительно, если в условие сопряжённости точек М (Х*)
и М*(х{)

Ф К ;  А ) =  о
внести значения

Х* =  х*,

то мы получим уравнение (7) самой кривой с2:
Ф (* ,) =  0,

надо только воспользоваться формулой (9')» которая после замены 
X* Ш х£ прямо приведёт к равенству:

$ (* ,;*♦ ) =  $ (* ,) . (9*)
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Теорема 2. Геометрическое место точек, полярно сопряжённых 
относительно кривой с1 точке, принадлежащей этой кривой, яв
ляется касательной, проведённой к кривой с2 в этой точке.

Пусть М  и М* полярно сопряжены относительно кривой с2, и М* 
лежит на кривой с2:

Ф (**; X ) —  О, Ф (x j  =  0. (а)
Точка пересечения прямой ММ* с кривой с2

(Ь)
определяется из уравнения ( 12):

Ф (X) X2—j—2Ф (х- X ) Х+ Ф  (х.) =  0.
Внося сюда значения (а), получаем:

Ф (ЛГ)Х2 =  0.
Так как Ф (Л ’)^=0, если точка М  не лежит на кривой, то оба 

корня X равны нулю, и прямая ММ* пересекает кривую с2 в двух 
совпадающих точках. Внося

Х =  0
в формулу (Ь), имеем:

M f =  М*.
Мы знаем, что геометрическое место точек, полярно сопряжённых 

одной точке М*, есть прямая линия —  поляра точки М*. Мы теперь 
видим, что эта прямая, т. е. прямая, соединяющая точку М* с какой- 
нибудь её полярно сопряжённой точкой М, пересекает кривую с2 
в двух совпадающих точках, следовательно, является касательной к 
кривой с2, и точка касания этой касательной есть точка М*, ибо это 
единственная точка прямой, общая с кривой с2.

Мы можем высказать эту теорему ещё в другой форме: 
Следствие. Если полюс леж ит на кривой, то  поляра стано

вится касательной к кривой с точкой касания в полюсе.
Теорема 3. Из всех прямых плоскости только касательные 

к кривой с2 проходят через свои собственные полюсы. 
Действительно, если поляра точки /W*(xJ

Ф (х „  Х ) =  0
проходит через свой полюс, то её уравнение удовлетворяется коор
динатами полюса X [ — X i’.

Ф (х .; хт) —  0.
Следовательно, полюс М* самосопряжён и лежит на кривой, а его 
поляра касается кривой.

Пример. Н а й т и  к а с а т е л ь н у ю  к к р и в о й
4х2 —  2 ху ~Ку2 —  4x-f-у — 0

в т о ч к е  А (1,0).
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Нетрудно проверить, что точка А лежит на кривой: её координаты 
удовлетворяют уравнению кривой.

В  однородных координатах уравнение кривой принимает вид:

4 (х1)2 —  2л:1л:2—|—(л:2)2 —  4х1х°-\-х2х0 — 0.

Отсюда частные производные по лг1, лг2 и х ° равны:

Ф1(х)==8х1— 2л:2— 4л°, Фй (1, 0, 1) =  4,

Ф2(* )=  —  2л;1+2л:2+ л ;°, Ф2(1,0, 1) =  —  1,
Ф0(* ) =  - 4 * 1 + л ;2, Ф0(1, 0, 1) =  —  4.

В последнем столбце стоят значения этих производных в точке А 
с однородными координатами л:1 =  1, л;2 — 0, xfi— l. Следовательно, 
по формуле (14) уравнение поляры точки А принимает вид:

4Х1 —  Х 2 —  4Х ° =  0.
Так как полюс А лежит на кривой, то поляра —  касательная.

§ 8. Поляры внешних и внутренних точек
Все точки плоскости, кроме точек самой кривой с2, делятся по 

отношению к этой кривой на точки внешние и внутренние.
О п р е д е л е н и е . Точка, не лежащая на кривой второго порядка, 

называется внешней точкой, если через неё проходит касательная к 
кривой. Точка называется внутренней, если через неё не проходит 
касательной к кривой.

Теорема. Поляра внешней точки пересекает кривую.
Пусть А —  внешняя точка относительно кривой второго порядка с2, 

А В  —  касательная, проходящая через точку А, и В  —  её точка 
касания.

Так как касательная А В  есть поляра своей точки касания В  
и проходит через точку Л, то по теореме взаимности поляра точки А 
пройдёт через точку В. Эта поляра не будет касательной, ибо её 
полюс А не лежит на кривой с2, а так как она имеет с кривой об
щую точку В, то должна пересекать её, что и требовалось доказать.

Теорема. Из внешней точки можно провести к кривой две 
касательные. Поляра точки есть хорда прикосновения их.

Поскольку поляра внешней точки А пересекает кривую с2 и одна 
из точек пересечения В  действительна и не совпадает со второй, то 
должна существовать вторая точка пересечения С. Поляра точки С 
касается- кривой в точке С, ибо точка С есть точка кривой; вместе 
с тем она проходит через точку А, ибо её полюс С лежит на поляре 
точки А. Таким образом, через точку А проходят две касательные 
к кривой АВ  и АС. Больше не может быть, ибо по доказанному 
точки касания должны лежать на поляре точки А, а эта прямая пере
секает кривую в двух точках.
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Следствие. Поляра внутренней точки не пересекает кривую.
Действительно, если бы прямая а пересекала кривую, то касатель

ные к кривой в точках пересечения проходили бы через полюс пря
мой а, который тем самым стал бы внешней точкой для кривой.

§ 9. Полярно сопряжённая пара прямых
Мы имеем два признака полярной сопряжённости пары точек:
1) пара точек М, М* полярно сопряжена относительно кривой с2, 

если они разделяю^ гармонически две точки пересечения прямой ММ* 
с кривой с2;

2) точки М, М* полярно сопряжены, если каждая из них лежит 
на поляре другой (достаточно, чтобы одна лежала на поляре другой, 
а вторая будет лежать по теореме 
взаимности).

Второе определение непосред
ственно распространяется на прямые.

О п р е д е л е н и е . Пара пря
мых а и b полярно сопряжена 
относительно кривой са, если каж
дая из них проходит через полюс 
другой.

Достаточно, чтобы одна прохо
дила через полюс второй, тогда по 
теореме взаимности и вторая прой
дёт через полюс первой.

Если прямые а и Ь пересекают- Черт. 59.
ся во внешней точке, то для них
имеет место теорема, аналогичная первому определению полярной со
пряжённости точек.

Теорема. Пара полярно сопряжённых прямых, пересекающихся 
во внешней точке, гармонически разделяет две касательные, прове
дённые к кривой из этой точки.

Пусть D —какая-то внешняя точка относительно кривой с2 (черт. 59). 
Пусть её поляра пересекает кривую с2 в точках Е  и F; тогда DE 
и D F  будут служить касательными, проведёнными к кривой из точки D. 
Допустим, что две полярно сопряжённые прямые а и Ь, проведённые 
из точки D, пересекают её поляру E F  в точках В  (прямая а) и А 
(прямая Ь).

По определению полярной сопряжённости каждая из прямых а, Ь 
несёт на себе полюс другой. Так как обе прямые проходят через 
точку D, то полюсы их должны лежать на поляре точки D, т. е. на 
прямой EF . Отсюда следует, что полюс прямой а должен лежать 
в точке пересечения прямой Ь с прямой EF , т. е. в точке А. Ана
логично точка В  служит полюсом прямой Ь. Так как полюс сопря
жён со всеми точками своей поляры, то точки А и В  полярно со* 
пряжены и четвёрка точек А, В, Е, F — гармоническая:

(АВ\ EF ) =  —  1.
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Сложное отношение четвёрки проектирующих прямых DA, DB, 
DE, D F  тоже равно минус единице:

\DA, D B ; DE, D F) =  — 1.
Следовательно, эти прямые образуют гармоническую четвёрку, что 
и доказывает теорему.

§ 10. Вырождение полярного соответствия

До сих пор мы неявно предполагали, что каждой точке плоскости 
соответствует одна определённая поляра. Рассмотрим теперь вырож
дение полярного соответствия, когда существует точка, для которой 
поляра неопределённа.

Допустим, что поляра точки М* (лг*) неопределённа. Тогда в урав
нении поляры (14) все три коэффициента при текущих координатах 
X* должны обращаться в нуль:

$ i (**) =  Ф2 (** ) =  0, Ф0 (лг*) =  О,

или, если воспользоваться формулами (11):

а 11х \ ~ \ ~ а 17.х 1 ~ {~ а \0х *  =  ° »  

а21ЛГ* +  й22ДС* + Л20Л;2 =  0» (16) 
flo i4 + ^ *+ ^ 0 0 ^ 2  =  О-

Система трёх однородных уравнений с тремя неизвестными вообще 
имеет только нулевые решения, но значения jcJ =  0, х\ =  0, лс® == О
не определяют точки на проективной плоскости. Система (16) до
пускает ненулевые решения, если определитель системы

Оца12 а10
& = а21а22 а20 (17)

а01а02 а00
который мы будем называть дискриминантом уравнения кривой, 
равен нулю:

3  =  0. (17')

При этом условии существует точка М* (х^), поляра которой не
определённа, иначе говоря —  точка, полярно сопряжённая со всякой 
точкой плоскости. Мы будем говорить, что полярное соответствие 
вырождается, а точку М* с неопределённой полярой будем называть 
особой точкой полярного соответствия. Имеем:

Теорема /. Полярное соответствие кривой вырождается, если 
дискриминант её уравнения равен нулю.

Теорема 2. Особая точка полярного соответствия всегда при
надлежит кривой.
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Так как особая точка полярного соответствия полярно сопряжена 
со всякой точкой плоскости, то она сопряжена и сама с собой, а само
сопряжённая точка принадлежит кривой (§ 7, теорема 1).

То же самое мы получим как следствие системы (16).
Из формулы (9 '). если туда внести X i =  х{, следует:

ф (**; * * ) =  $ (* * ),
а так как

Ф (* .; X ) =  1 Ф1 (лг*)Х г+ ±  ф2 (**) ф°  М  Х °>
то

2Ф(х*) =  х\Фх (х*)-\-х*Ф2 (х*) +  *»Ф0 (.х*). (18)

Значит, если координаты точки Ж * удовлетворяют (16), то они об
ращают в нуль и уравнение кривой, что и требовалось доказать.

Будем предполагать, что ранг определителя 3) равен двум, т. е. 
сам определитель равен нулю, но не все миноры второго порядка 
равны нулю. Тогда система (16) содержит два независимых уравнения 
и вполне определяет отношение координат х\ : х\ : л£, т. е. одну 
точку М* на проективной плоскости. Имеем:

Теорема 3. Если ранг дискриминанта 3) равен двум, то по
лярное соответствие допускает одну и только одну особую 
точку.

Пусть теперь точка М  (X <) —  какая-то точка плоскости, не лежа
щая на кривой с2. Мы знаем, что прямая ММ* пересекает кривую 
в точках

где X определяется из уравнения (12) § 5:
Ф (.X ) Х2+ 2 Ф  (*»; X ) X +  Ф (лг*) =  0.

В силу уравнений (16) оно теперь принимает вид:
Ф (X ) X2 =  0,

откуда, так как Ф (^0 ф §§ имеем два корня X] =  Х2 =  0. Всякая пря
мая М*М, проходящая через особую точку М*, имеет с кривой с2 
только одну общую точку М*, если хотя бы одна точка М  этой 
прямой не принадлежит кривой с2.

Отсюда следует, что прямая М*М  вся принадлежит кривой, если 
найдётся на плоскости точка М, принадлежащая кривой. Это видно 
и из уравнения (12), где теперь все три коэффициента обращаются 
в нуль и X становится неопределённым. Возможны два случая:

1. Кривая с2, кроме особой точки полярного соответствия уИ*, 
имеет ещё хотя бы одну точку А\ тогда по доказанному вся прямая 
AM* принадлежит кривой. Этого мало: так как поляра точки А про
ходит через эту точку, поскольку точка А принадлежит кривой с2, 
и проходит через точку М*, которая полярно сопряжена со всякой
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точкой плоскости, в том числе и с точкой А, то она совпадает с пря
мой AM*. Значит, в пучке прямых с центром в точке А прямую AM* 
следует рассматривать как касательную. Все остальные прямые пучка 
пересекают кривую с2 в точке А, следовательно, должны иметь с ней 
ещё одну общую точку. Если В —  одна из этих точек, то, поскольку 
она принадлежит кривой с2, вся прямая ВМ * принадлежит кривой, 
и кривая с2 распадается на пару прямых AM* и ВМ*.

2. Кривая с2, кроме точки М*, не имеет ни одной точки, т. е. 
вся состоит только из одной действительной точки. Если поместить 
вершину координатного треугольника .40(0, 0, 1) в точку М*, то урав
нения (16) должны удовлетворяться значениями х\ — 0, х\ =  0, х% =  1. 
Внося туда эти значения, мы немедленно получим:

Л20= 0» аоо ~  
и уравнение кривой с2 примет вид:

ап (я 1)2+2^12 Я (*3)+ а22 (*2)2 =  (19)
Левая часть уравнения (19) разлагается на два множителя первой 

степени, но теперь эти множители должны иметь мнимые коэффи
циенты, ибо кривая с2 имеет только одну точку и её уравнение (19) 
имеет корнями только одну пару действительных чисел х1 =  0, х2 =  0. 
Говорят, что кривая с2 распадается на пару мнимых прямых с одной 
действительной точкой, точкой их пересечения (см. § 6, гл. V II).

Имеем теорему:
Теорема 4. Если полярное соответствие кривой с2 вырождается 

и ранг дискриминанта 3) равен двум, то  кривая с2 распадается 
на пару прямых действительных или мнимых с действительной 
общей точкой в особой точке полярного соответствия.

Справедлива и обратная теорема:
Теорема 5. Если кривая с2 распадается на пару действитель

ных или мнимых прямых, то дискриминант её уравнения 3) равен 
нулю и полярное соответствие вырождается с особой точкой 
в точке пересечения пары прямых с2.

Достаточно отнести кривую к координатному треугольнику с од
ной вершиной А0 в точке пересечения пары прямых Щ чтобы полу
чить уравнение (19):

ап  ( j f t ) 2“ f - 2 a 12x 1A:2 - j - a 22 ( * 2) 2 =  0 ,

из которого всё и будет следовать, а именно: определитель .35 =  0, 
ибо все элементы последнего столбца равны нулю; ранг его равен 
двум, ибо первый минор не равен нулю; наконец, система (16) удо
влетворяется значениями jcj =  0, л;2 =  0, х °= \ , т. е. особой точкой 
является вершина А0. Преобразование координат не меняет ранг ди
скриминанта £0, ибо ранг Ш равен числу независимых уравнений 
системы (16), т. е. степени произвола решения системы, а произвол 
решения не может меняться при преобразовании координат.
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§ 11. Вырождение полярного соответствия с понижением ранга 
дискриминанта 35 до единицы

Допустим, что ранг дискриминанта 35 равен единице; следова
тельно, система (16) содержит только одно независимое уравнение, 
два других являются его следствиями.

Одно однородное уравнение первой степени определяет прямую. 
Следовательно, геометрическое место особых точек —  особая прямая 
(прямолинейный ряд точек). Так как особая точка полярного соот
ветствия всегда принадлежит кривой, то особая прямая входит в со
став кривой с2.

Нетрудно заметить, что кривая не будет больше содержать ни 
одной точки. Действительно, если бы ещё одна точка плоскости М  
принадлежала кривой с2, то, соединяя точку М  с любой точкой М* 
особой прямой, мы обнаружили бы, что уравнение (12), определяющее 
точки пересечения прямой ММ* с кривой с2, обращается в тождество 
и прямая ММ* принадлежит кривой. Так как точка М* при этом мо
жет совпадать с любой точкой особой прямой, то весь пучок прямых 
с центром в точке М  принадлежал бы кривой с2, что, очевидно, не
возможно.

Теорема. Если ранг дискриминанта 35 равен единице, то по
лярное соответствие вырождается; существует особая прямая, 
каждая точка которой обладает неопределённой полярой. Кривая 
с2 состоит из дважды взятой особой прямой.

Справедлива и обратная теорема. Если кривая с2 состоит из 
дважды взятой прямой, то ранг дискриминанта 35 равен единице.

§ 12. Вырождение кривой второго порядка на расширенной
плоскости

Если мы будем рассматривать кривую с2 на расширенной пло
скости, то надо будет различать случай собственной особой точки 
от случая несобственной особой точки.

При вырождении кривой с рангом дискриминанта 3 , равным двум, 
мы попрежнему будем иметь кривую с2, состоящую из пары пересе
кающихся, действительных или мнимых прямых. Если особая точка — 
собственная, эти пересекающиеся прямые и на эвклидовой плоскости 
останутся пересекающимися. Если особая точка —  несобственная, то 
на эвклидовой плоскости мы будем иметь пару параллельных прямых.

Заметим, что после перенесения начала координат в особую точку 
полярного соответствия (что, конечно, возможно только, если эта 
точка —  собственная) мы попрежнему получим уравнение кривой с2 
в виде уравнения (19). Так как однородные координаты х1, х2 про
порциональны абсциссе х и ординате у, то сохранятся только стар
шие члены уравнения. Дискриминант уравнения (19) совпадёт с дис
криминантом старших членов, а от знака дискриминанта зависит 
разложение трёхчлена (19) на два действительных или мнимых мно
жителя первой степени.
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=  —  an (aw —  ka10y  =  О

Отсюда!
Теорема. При обращении в нуль дискриминанта 3) гипербола 

распадается на пару действительных прямых, а эллипс —  на пару 
мнимых прямых с одной действительной точкой пересечения.

Для параболы Д =  апд22—  (а12) =  0; если аи (или а22) —  не нуль, 
то можно положить ata==kan, а22 =  £2а11 и уравнение

аи kalx а10 
Z) =  kan k-an а20

аю а20 аоо
даст й20=/гя,0. Первые два уравнения (16) будут линейно зависимы, 
а два последних примут вид

ап +  а10х° — 0,

аю И + =  0,

откуда л2 =  0 и особая точка полярного соответствия —  несобствен
ная. Если же ап =  aw =  0, то в силу Д =  0 и а12 =  0 и уравнение 
кривой

х° (2а10х1 2а20хя -[- аоох°) =  0

покажет, что кривая распадается на пару прямых, из которых первая 
(х° =  0) —  не собственная.

Теорема. При вырождении парабола распадается на пару соб
ственных параллельных прямых или на пару прямых, состоящих 
из одной собственной прямой и другой несобственной.

Если ранг дискриминанта 35 равен единице, то на расширенной 
плоскости возможны два случая: особая прямая полярного соответствия 
может быть собственной прямой или несобственной прямой.

Гл а в а  IX
АФФИННЫЕ СВОЙСТВА КРИВОЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

§ 1. Проективные, аффинные и метрические свойства 
геометрических образов

В предыдущих главах мы много раз говорили о проективных, аф
финных или метрических свойствах прямых линий. Сейчас, когда мы 
переходим от проективных к аффинным свойствам кривой второго по
рядка, будет целесообразно выяснить, на чём основано различие между 
ними. Заметим, что более подробно мы сможем остановиться на этом 
в главе V II* второй части, но уже сейчас легко обнаружить, что эти 
три точки зрения на геометрию тесно связаны с выбором той или 
другой системы координат.

Мы имеем три основные системы координат: декартову прямо
угольную, аффинную и проективную.
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Если нам заданы точки своими координатами, прямые или кривые—  
своими уравнениями относительно декартовой прямоугольной системы 
координат, то мы можем вычислить длины отрезков, углы между 
прямыми, площади фигур и т. д., пользуясь только координатами 
точек или коэффициентами уравнений относительно этих координат 
и не интересуясь вопросом, где именно на плоскости и как заданы 
начало и оси координат.

Если мы возьмём общую аффинную систему координат и будем 
предполагать, что нам даны координаты точек, уравнения линий от
носительно этой системы, но неизвестно, как выбрана сама аффинная 
система координат, т. е. неизвестно, какой длины координатные век
торы, какой угол они образуют, то мы сразу заметим, что наши зна
ния о свойствах фигур будут ограничены. Мы, например, не сумеем 
определить расстояние между двумя точками, ибо формула (8) § 5, 
гл. II, дающая это расстояние в аффинной системе координат, содер
жит, кроме координат пары точек (хцУх) и М 2 (х2, у 2), ещё квад
раты координатных векторов и их скалярное произведение. Следо
вательно, при одном задании координат расстояние между точками 
M i (xv  jVi) и М 2 (х%, у%) будет различно в зависимости от выбора 
координатных векторов. Мы не можем определить угла между пря
мыми, даже угла между осями координат х — 0 и у  —  0, ибо это 
прямо связано с величиной скалярного произведения ех • е2. Но мы 
можем отличить параллельные прямые от непараллельных. Сумеем 
вычислить простое отношение трёх точек на прямой, найти середину 
отрезка, различить эллипс, гиперболы и параболы.

Ещё более ограничатся наши сведения и поэтому станут более 
общими, если мы будем пользоваться проективными координатами 
относительно произвольного координатного треугольника при том же 
непременном условии, что проективные координаты точек, уравнения 
линий даны, а форма координатного треугольника, выбор его вершин 
неизвестны. Мы тогда не сумеем, например, отличить параллельные 
прямые, ибо всякая пара прямых будет пересекаться, а будет ли 
точка пересечения собственной или несобственной без знания коорди
натного треугольника, нельзя определить.

Если вершины Ах и А2 —  несобственные, то обращение третьей 
координаты х ° в нуль характеризует несобственные точки, а при дру
гом выборе вершин этот признак теряет силу.

Мы не сумеем вычислить простого отношения трёх точек на пря
мой M lf Л12 и М — pMi~\~qM2, ибо, кроме проективных координат 
р и q, надо знать третьи координаты х?, точек и М 9 отно
сительно какой-нибудь аффинной системы координат. Мы не сумеем 
отличить эллипс от гиперболы или параболы, ибо это связано 
с определением точек пересечения кривой с несобственной прямой, 
положение которой при произвольном выборе координатного треуголь
ника не определено.

Мы сможем, однако, вычислить сложное отношение, значит —  
строить теорию поляр, исследовать вырождение кривых, определять 
касательные.
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Все те свойства фигур, которые могут быть выражены через про
ективные координаты точек, независимо от выбора того или другого 
координатного треугольника, называются проективными. Поскольку 
аффинную систему координат можно рассматривать как специальный 
случай проективной, когда одна сторона координатного треугольника 
становится несобственной, все проективные свойства тем самым имеют 
место и в аффинной геометрии, но специально аффинными называются 
те свойства фигур, которые не принадлежат проективной геометрии 
и могут быть выражены посредством аффинных координат точек не
зависимо от выбора аффинной системы координат. Наконец, метри
ческими называются все те свойства фигур, которые не являются 
аффинными и тем более проективными и могут быть представлены 
с помощью декартовых координат.

Совокупность проективных, аффинных или метрических свойств 
фигур образует проективную, аффинную или метрическую геометрию.

Так как аффинная система координат эквивалентна проективной 
относительно координатного треугольника с одной несобственной сто
роной, то все свойства кривых второго порядка относительно несоб
ственной прямой являются аффинными. Поэтому рассмотренная выше 
классификация кривых по числу точек пересечения с несобственной 
прямой называется аффинной. Особенности вырождения линий второго 
порядка в зависимости от принадлежности к типу эллипса, гиперболы 
или параболы тоже принадлежат аффинной геометрии.

В этой главе мы систематически рассмотрим аффинные свойства 
полярного соответствия. С этой целью достаточно будет рассмотреть 
те образы, которые будут получаться, когда полюс или поляра ста
нут несобственными.

§ 2. Центр кривой второго порядка

О п р е д е л е н и е . Центром кривой второго порядка называется 
полюс несобственной прямой. •

Допустим, что несобственная прямая не проходит через свой полюс.
Так как полюс полярно сопряжён с каждой точкой поляры, то 

четвёрка точек: центр С, любая точка С* несобственной прямой и две 
точки М 1г М а пересечения прямой СС* с кривой с2 образуют гармо
ническую четвёрку:

(СС*; MyM2) =  —  1.
Среди этих четырёх точек одна С* —  несобственная; следова

тельно (следствие 2, § 3, гл. V III), другая точка первой пары —  
центр С — есть середина отрезка Так как при этом центр С —
собственная точка плоскости, то имеем:

Теорема. Собственный центр кривой делит пополам каждую 
хорду, которая через него проходит.

Мы знаем, что полюс будет внешней точкой, внутренней или бу
дет лежать на кривой с2 в зависимости от того, пересекает ли по
ляра кривую с2 или не пересекает, или касается кривой.
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Так как несобственная прямая пересекает гиперболу, не пересе
кает эллипс и касается параболы, то центр гиперболы лежит вне 
гиперболы, центр эллипса внутри его, а центр параболы совпадает 
с точкой касания несобственной прямой.

Теорема. Центр эллипса — внутренняя точка, центр гипер
болы—  внешняя, центр параболы совпадает с несобственной точкой 
параболы.

Обратимся к определению координат центра. Отнесём кривую с2 
к произвольной аффинной системе координат и допустим, что поляра 
точки Л Г (j4)

Ф , ( * J  ЛГ1 +  Ф 2 (* .)  X* +  Ф „ (х,) =  0 (а)

есть несобственная прямая
Х ° =  0. (Ь )

Так как уравнения (а) и (Ь) должны быть равносильны, то коэф
фициенты при X 1 и X 1 в уравнении (а) должны обращаться в нуль:

Ф 1 (**) —  о. Ф 2(* ,) =  0 (1)
или, в силу формул (11) § 5, гл. V III:

anx\~\-V l-\-ai(ixl =  О,

flal4 H - a 33̂ + я304  =  О,
откуда

(10

xl xi х%
j «11 «10 1 I «10 «111 I Иц Л12 I
1 «22 «20 1 I «20 «211 1 2̂1 fl22 1

(2)

Так как третья однородная координата пропорциональна дискри
минанту старших членов, то мы снова получаем, что центр у пара
болы —  несобственный. Полагая в уравнениях ( I 7) =  0, получим для 
отношения двух первых координат значения

X* : —- Лц • * — —— «12 * 2̂2* (3)
Равенство двух последних отношений следует из обращения в нуль 

дискриминанта старших членов:

«12 =  или j : а ,2 =  • fl-22-
Если дискриминант старших членов Д не равен нулю, т. е. если 

мы имеем одну из центральных кривых (кривых с собственным цен
тром) —  эллипс или гиперболу, то из пропорций (2) получим неодно
родные координаты центра:

х\ 1 « 1 2  « 1 0 1 Р I « 1 0  « 1 1 1

1 « 2 2  « 2 0  1
Х ф

1 « 2 0  « 2 1  1Уо

Д —  ^11^28 ~ ^12'

(20
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Уравнение кривой принимает особенно простой вид, если начало 
аффинной системы координат поместить в центре. В таком случае го
ворят, что кр и ва я  отнесена  к центру.

Теорема. Если кривая отнесена к центру, то уравнение кри
вой не содержит членов с первыми степенями неоднородных ко
ординат.

Действительно, в этом случае уравнения (1 ') удовлетворяются 
значениями:

xl =  0, xl =  0, *2 Ф  0.

Внося эти значения х'9 в уравнение (1 '), получаем:

аю — 0, 2̂0 === 0*
Следовательно, уравнение (2) § 1, гл. V II, принимает вид: 

аи*2+ 2 а 19* у + а м/>-|~аоо =  О.
Членов с первыми степенями х и у  оно не содержит.

Точно так же формулы ( I 7) покажут нам, что центр параболы бу
дет лежать в несобственной точке оси абсцисс и, следовательно,

х\ Ф  0, xl =  0, х% =  О,
если

fljj =  0, =  0.
При этом уравнение (2) § 1, гл. V II, принимает вид:

а‘аУ'г~\~^‘а\ох  ~Ь 2азоУ~\~аоо =  0. (4)
Имеем:
Теорема. Если ось абсцисс провести через несобственный центр 

параболы, то уравнение её определяет абсциссу через ординату ра
ционально в виде квадратного трёхчлена.

Заметим, наконец, что уравнения ( I 7) составляют первые два урав
нения системы (16) (§ 10, гл. V III), определяющей особую точку 
вырождающегося полярного соответствия. Так как при обращении 
дискриминанта 3) в нуль система (16) содержит только два независи
мых уравнения, то для кривой с2, распадающейся на пару пересека
ющихся прямых, особая точка полярного соответствия —  центр кривой.

Теорема. Если кривая с2 распадается на пару прямых, то  
центр кривой лежит в точке пересечения пары прямых с2.

§ 3. Кривые второго порядка с неопределённым центром

Центр кривой с2 —  неопределённый, если ранг системы (1/) равен 
единице, т. е. если коэффициенты обоих уравнений (1') пропор
циональны.

Так как одно однородное уравнение первой степени определяет 
прямую, то в случае неопределённости центра геометрическое место 
центров есть прямая (линия центров).
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Поскольку все три определителя матрицы коэффициентов (2) те
перь равны нулю, следовательно, и последний определитель —  дискри
минант старших членов— равен нулю, кривая с2 —  парабола, но это 
не будет произвольной параболой. Элементы двух первых строк дис
криминанта <37 пропорциональны, и дискриминант обращается в нуль, 
т. е. кривая с2 вырождается. Так как это —  парабола, то она распа
дается на пару параллельных прямых (если ранг 3  равен двум) или 
на пару совпадающих прямых (если ранг 26 равен единице).

Имеем:
Теорема. Кривая с неопределённым центром есть парабола, 

распадающаяся на пару параллельных прямых, которые могут 
совпадать.

Так как центр делит пополам всякую хорду, которая проходит 
через него, а линия центров вся состоит из центров, то она делит 
пополам отрезок, отсекаемый на произвольной прямой парой парал
лельных прямых с2. Значит, линия центров располагается между ними 
на равном расстоянии.

§ 4. Диаметр кривой второго порядка
О п р е д е л е н и е  1. Диаметром кривой второго порядка назы

вается поляра несобственной точки.
Так как центр есть полюс несобственной прямой, то по теореме 

взаимности всякий диаметр должен проходить через центр.
Следствие 1. Все диаметры проходят через центр и обратно; 

всякая прямая, проходящая через центр, есть диаметр.
Можно сказать иначе, что все диаметры кривой с2 образуют пу

чок с центром в центре кривой. Так как центр параболы — несоб
ственная точка, то пучок диаметров параболы есть пучок с несоб
ственным центром.

Следствие 2. Несобственная прямая является диаметром пара
болы. Все остальные диаметры параболы параллельны между 
собой.

Теорема. Всякий собственный диаметр кривой есть геометри
ческое место середин параллельного пучка хорд, проходящих через 
полюс диаметра.

Пусть несобственная точка А* есть полюс диаметра а. Проведём 
через полюс А* произвольную прямую Ь, и пусть она пересекает 
кривую с2 в точках M it М2, а диаметр а —  в точке Р  (черт. 60).

Так как точка Р  лежит на поляре точки Ащ, то эти точки — 
полярно сопряжены относительно кривой с2 и, следовательно, четвёрка 
точек

(А*Р; /И,/Иа) =  — 1
гармоническая. Так как первая точка первой пары, точка А*, несоб
ственная, то вторая точка Р  делит пополам отрезок

что и доказывает теорему.
MtP = P M 3,
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О п р е д е л е н и е  <2. Хорда кривой с2 сопряжена диаметру, если 
прямая, на которой она лежит, полярно сопряжена этому диаметру, 
т. е. проходит через его полюс.

Отсюда имеем следствие:
Следствие. Всякий диаметр делит пополам сопряжённые ему 

хорды.
Обратимся к составлению уравнения диаметра, сопряжённого хор

дам, с угловым коэффициентом k.
Как известно (§ 4, гл. V), угловым коэффициентом fe прямой Ь

в произвольной аффинной системе 'координат называется отношение

коэффициентов при первых двух текущих координатах, взятое с об
ратным знаком:

В § 3, гл. VI, мы определили координаты несобственной точки А* 
прямой Ь:

Полагая *1= 1, если прямая b не параллельна оси ординат, мы 
можем принять координаты точки А* равными

Так как хорда b сопряжена диаметру а и, следовательно, про
ходит через его полюс, то полюс этот должен совпадать с точкой А*. 
С другой стороны, в силу симметрии полярной формы относительно 
двух серий координат, уравнение поляры (14) § б, гл. VIII, можно 
написать в виде:

Черт 60.

x j= l, xl =  k, х°, =  0.

Ф1 (X ) х }+ Ф я (X )x a,-j- Ф0(Х)Х°г= 0.



Внося сюда координаты х{ точки А*, получим уравнение искомого 
диаметра:

Ф 1(^ )+ * Ф 2(^ ) =  0 (6)

или, в силу формулы (11) § 5, гл. V III:
(a21X i-\-a22X 2-\-a2OX0) =  0. (6')

§ 5. Сопряжённые диаметры
О п р е д е л е н и е . Сопряжёнными диаметрами кривой с2 назы

ваются полярно сопряжённые диаметры. Каждый из них проходит 
через полюс другого. Соответствие пар сопряжённых диаметров на
зывается инволюцией сопряжённых диаметров.

Начнём с рассмотрения произвольного пучка прямых.
Теорема. Если кривая второго порядка с2 не вырождается и 

центр пучка не лежит на кривой, то для каждой прямой пучка 
имеется одна а только одна полярно сопряжённая прямая пучка. 
Если центр пучка лежит на кривой с2, то полярная сопряжённость 
прямых пучка вырождается: все прямые пучка полярно сопряжены 
касательной к кривой в центре пучка.

Действительно, если центр пучка А не принадлежит кривой с2 и 
какая-нибудь прямая Ь этого пучка имеет полюсом точку В  (отлич
ную от точки А, ибо поляра точки А не принадлежит пучку), то пу
чок содержит только одну прямую, полярно сопряжённую прямой Ь, 
именно прямую АВ.

Если точка А принадлежит кривой, то её поляра а проходит че
рез свой полюс А и является касательной к кривой с2 в точке А. 
Эта поляра несёт на себе полюсы всех прямых пучка, следовательно, 
полярно сопряжена всем прямым пучка, в том числе и самой себе.

Мы видели, что при вырождении кривой с2 в пару прямых центр 
её лежит в точке пересечения двух прямых пары, т. е. на самой кри
вой, но в этом случае полярное соответствие вырождается и теорема 
не имеет места. Из нераспадающихся кривых с2 только у параболы 
центр лежит на самой кривой в несобственной точке.

Отсюда имеем следствия:
Следствие 1. Каждому диаметру эллипса или гиперболы соот

ветствует один, ему сопряжённый.
Следствие 2. Все диаметры параболы сопряжены несобствен

ной прямой, которая сама является диаметром параболы.
Заметим, что хотя все диаметры параболы имеют один и тот же 

сопряжённый диаметр (несобственную прямую), но сопряжённые хорды 
различных диаметров не параллельны между собой. Понятие парал
лельности не приложимо к несобственной прямой: поскольку она все 
прямые плоскости встречает в несобственных точках, она должна была 
бы быть параллельной всем прямым плоскости одновременно.

Теорема. Если диаметр пересекает кривую, то касательные 
в концах диаметра параллельны его сопряжённому диаметру.
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Действительно, если диаметр пересекает кривую с2, то его по
люс—  внешняя точка, а диаметр является хордой прикосновения двух 
касательных, проведённых к кривой из полюса. Так как касательные 
в концах диаметра проходят через его полюс, то они параллельны 
сопряжённому диаметру.

Для параболы эта теорема сохраняет силу, если параллельность 
сопряжённому диаметру (в силу неопределённости этого понятия) за
менить параллельностью сопряжённым хордам диаметра.

В дальнейшем мы будем называть сопряжёнными направлениями 
направления сопряжённых диаметров, а для параболы —  направления 
диаметра и сопряжённой ему хорды.

§ 6. Условие сопряжённости двух направлений к и к
Теорема. Если диаметры а и b сопряжены, то и их полюсы А и 

В  —  полярно сопряжены, и наоборот.
Действительно, в силу сопряжённости диаметр Ь проходит через 

полюс А, но полюс В  сопряжён со всеми точками своей поляры, 
следовательно, и с точкой А.

Обратно, если полюсы А и В  полярно сопряжены, то каждый диа
метр а, содержа все точки, полярно сопряжённые своему полюсу А, 
должен пройти и через точку В, следовательно, будет сопряжён диа
метру Ь.

Обращаемся к выводу условия сопряжённости.
Так как полюсы А и В  наших диаметров полярно сопряжены, то

координаты их А (х1, х1, х °) и В (х х, х1, хР) должны обращать в нуль 
полярную форму (9 ') (§ 5, гл. V III), которая для несобственных то
чек А и В , т. е. при х ° =  0, хР — О, принимает вид:

Так как полюсы диаметров —  несобственные точки, то А —  несоб
ственная точка диаметра Ь, а В  — несобственная точка диаметра а.
Если k и k —  угловые коэффициенты диаметров а и Ь, то, так же, 
как и ранее, получим координаты точек А и В :

Теорема. Угловые коэффициенты k и k сопряжённых направ
лений удовлетворяют условию (!'). Ц

Решая уравнение (7 ') относительно k, получим:

апххх1 —j—ar12 (x1x2-j-xQx1)-j-a22x2x2 =  0. (7)

(7')

’у __Д11 +  g12&
(Z|2 “1" ̂ 22̂ (70
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Уравнение кривой ft упрощается, если оси Координат сопряжены, 
т. е. координатные векторы е1% е2 аффинной системы координат парал
лельны паре сопряжённых диаметров. В таком случае говорят, что 
к р и в а я  от не се н а  к с о п р я ж ё н н ы м  направлениям.

Следствие. Если кривая отнесена к сопряжённым направле
ниям, то уравнение кривой не содержит члена с произведением 
текущих координат ххх2.

Действительно, теперь полюсы А и В  диаметров лежат на оси Оу 
и на оси Ох. Следовательно,

*1 =  1, х2 =  0, х° — 0; =  jc2 =  1, х ° =  0.

Внося эти значения в формулу (7), немедленно получим:
—  0.

Для параболы формула (7") преобразуется. Так как дискриминант Д 
равен нулю:

а л
®11 22 18 — I

то имеем пропорцию:
а11 __а12
а 12 ®22 *

откуда следует производная пропорция при любом k:
а11 _  а11 Ч~ а12&

4" &Ц1 ft
Следовательно,

£ ____ £й— __
а 12 Я22

При любом угловом коэффициенте хорды получаем один и тот же 
угловой коэффициент диаметра.

Если же внести в формулу (7') значение
 ̂_____£ и _ __ ап

CLw *

то коэффициент при k и свободный член обратятся в нуль, и k 
становится неопределённым. Это вполне согласуется со след
ствием 2 § 5.

§ 7. Асимптоты
Определение .  Асимптотой называется касательная к кривой 

второго порядка в несобственной точке.
Так как гипербола имеет две несобственные точки, то она имеет 

две асимптоты. Эллипс не имеет несобственных точек и не имеет 
асимптот. У параболы —  одна несобственная точка и, следовательно, 
одна асимптота, но так как парабола касается несобственной прямой, 
то несобственная прямая плоскости и будет касательной к параболе 
в несобственной точке, т. е. единственной асимптотой параболы.
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Имеем теорему!
Теорема. Гипербола имеет две собственные асимптоты. Эллипс 

не имеет действительных асимптот. Парабола имеет только одну 
асимптоту, и этой асимптотой является несобственная прямая 
плоскости.

Так как несобственная прямая является полярой центра, то каса
тельные к кривой с2 в точках её пересечения с несобственной прямой,

т. е. асимптоты, проходят 
через центр.

Следовательно, асимп
тота всегда проходит через 
центр кривой, а потому 
является диаметром кривой.

Вместе с тем асимптота 
есть касательная, а каса
тельная отличается от осталь
ных прямых тем, что она 
проходит через собственный 
полюс (точка касания), а по
тому сама себе полярно со
пряжена.

Имеем теорему: 
Теорема. Асимптота 

есть самосопряжённый диа
метр кривой.

Это вполне определяет 
асимптоту.

Обратимся к с о с т а 
в л е н и ю  у р а в н е н и я  
а с импт о т ы .

Прежде всего надо найти 
Черт. 61. угловой коэффициент асимп

тоты. Так как асимптота 
сама себе сопряжена, то угловой коэффициент диаметра и угловой 
коэффициент сопряжённой хорды для неё совпадают:

k — k.
Внося это значение в условие сопряжённости ( 7 получаем для 
углового коэффициента асимптоты квадратное уравнение:

a11-j-2a12k-j-aa2k2 =  0. (8)

Это уравнение совпадает с уравнением (4') § 5, гл. V II, которое 
определяло угловые коэффициенты прямых, несущих несобственные 
точки кривой.

Если дискриминант Д отрицателен:

®11®22-- 1̂* ^  О»
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т. е. кривая —  гипербола, то уравнение (8) определяет два действи* 
тельных корня ky и k2, которые дают два асимптотических направле
ния для двух асимптот гиперболы.

Так как ky и k2 в то же время угловые коэффициенты сопря
жённых хорд асимптот, то, внося их в уравнение сопряжённых диа
метров (6 '), получим уравнение асимптоты.

Пример. Н а й т и  а с и м п т о т ы  г и п е р б . о л ы

3-зс2—f—2 ху — у 2~1~2х —  4у =  0.

Асимптотические направления определяются из уравнения
3 +  26 — fc2 =  0,

откуда
к  =  1 1/1 -|-3 ; ky =  3, k 2 =  —  1.

Уравнение диаметра, сопряжённого хордам направления k, напи
шется в виде:

6x-\-2y-\-2-\-k(2x—  2у —  4) =  0.

Внося kx =  3 и k2 = —  1, получим две асимптоты (черт. 61):

Q 5 у  =  3х —  ̂ ,

3у =  —  х — 2 -

§ 8 . Построение кривой по заданной паре асимптот

Теорема. Асимптоты гармонически разделяют каждую пару сопря
женных диаметров.

Действительно, в пучке диаметров, центром которого является центр 
кривой, асимптоты служат касательными к кривой.

Значит, наша теорема является специальным случаем теоремы §9, гл. V III,
о гармонической четвёрке из двух касательных и пары полярно сопряжён
ных прямых одного пучка, если центр этого пучка выбрать в центре кривой.

Теорема. Если гиперболу и её две асимптоты пересечь произвольной 
прямой, не проходящей через центр, то два отрезка прямой между 
гиперболой и асимптотами равны между собой.

Если Му и М2— точки пересечения прямой с гиперболой, а Ру и Р% — 
с её асимптотами, то нам надо доказать, что

РуМу=М2Р2.
Проведём диаметр CN*, параллельный прямой МуМ2, и диаметр CN, 

сопряжённый ей. Пусть N*  и N — точки пересечения их с прямой РуР->, 
точка N*, конечно, — несобственная. Так как пара сопряжённых диамет
ров CN*, CN и асимптоты СРу, СР2 образуют гармоническую четвёрку, то 
и точки пересечения их с нашей прямой гармонически сопряжены:

(A W ; РуРД =  — 1,
но одна из точек первой пары N* — несобственная, значит, другая — середина 
отрезка РлРч, т. е.

PyN=NPb  (а)
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С другой стороны, так как CN — диаметр, сопряжённый хорде М 'М ", 
то он делит её пополам:

MXN  — NM* (b)
Вычитая из равенства (а) равенство (Ь), мы и получим:

Р М  =  М2/>2.
Задача. Даны две асимптоты и одна точка гиперболы. Построить её.
Здесь идёт речь о построении гиперболы по точкам.
Пусть даны асимптоты а п Ь и точка О (черт. 62).
Проводим пучок прямых с центром в точке О. Пусть прямые пучка 

пересекают асимптоты а и b в точ
ках /4о* . . . и fij, jBj, ■ •.. Тогда 
точки Му, Мг, ... этих прямых, удо
влетворяющие равенствам

АхО =  мхвх, а) А ж
А%0 — М%В%у 
А*0 =  МаВ%, / мУ

принадлежат гиперболе. 1о
А

Черт. 62.

§ 9*. Пучок линий второго порядка
Теория пучка кривых второго порядка позволяет получить в готовом 

виде уравнение двух асимптот гиперболы.
Пучком (§ 7, гл. IV ) называется совокупность линий, определяемая 

уравнением:
Ф  (лг*) +  Ш  (х ^  =  0, (9)

где Ф и  V  — однородные многочлены одной степени от текущих координат хгг 
х*, х° и X — произвольный параметр. Чтобы получить пучок линии второго 
порядка, надо взять Ф и У  в виде однородных многочленов второй степени. 

Центры пучка определяются системой:
Ф (х*) = О, W (*<) =  0. (10)

Исключая по правилам алгебры одну координату, например х°, получим для 
двух других х1 и х2 однородное уравнение четвёртой степени.

Имеем:
Теорема 1. Пучок линий второго порядка имеет четыре центра. 
Эти центры могут быть действительными все четыре (черт. 63 а) или 

только два (черт. 63 b), или все четыре могут быть мнимыми (черт. 63 с) — 
в зависимости от числа действительных корней уравнения четвёртой степени, 
получаемого после исключения х° из системы (10).
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Если центры действительны, все линии пучка проходят через них.
Уравнение четвёртой степени, результат исключения х0 из уравне

ний (10), иожет иметь кратные корни. В таком случае некоторые центры 
будут совпадать.

Теорема 2. Если пучок имеет двой
ной (двукратный) центр, то все кривые 
пучка имеют там  общую касательную.

Действительно, если две кривые пучка
Ф И  =  0и¥(дг<) =  0

пересекаются в точках Л и В, а в точке Е  
имеют двукратную точку пересечения 
(черт. 64), то так же будут себя вести и 
любые две линии пучка (9):

Ф (х*) (д )̂ =  0, \ / \ /|лл
ф У )  +  x jv (х*) =  0, ! j t  ¥  Ц  }

а

Ь Черт. 63. с

ибо система (100 при X i# *#  очевидно, эквивалентна системе (10) и по 
исключении будет приводить к тому же самому уравнению четвёртой

степени для координат х1, х2.
Обозначим буквой D точку 

пересечения касательной к кривой 
Ф (х*) =  0 в точке Е  с прямой АВ 
(черт. 64) и определим параметр X 
в уравнении (9) так, чтобы кри
вая с2 пучка (9) проходила через 
точку D. Так как три точки кри
вой с2, именно: А, В  и D, ле
жат на прямой АВ, то вся пря
мая АВ входит в состав кривой с2. 
Кривая с2 распадается на пару 
прямых; вторая прямая этой пары 
должна проходить через точку Е  

Черт. 64. и иметь там с кривой Ф (дг<) =  0
двукратную точку пересечения. 

Этому условию удовлетворяет прямая ED, касательная к кривой Ф (лг<) = 0 
в точке Е, но она должна иметь в точке Е  двукратную точку пересечения 
и со всеми другими линиями пучка. Следовательно, все линии пучка имеют 
в точке Е  одну и ту же касательную ED.

Заметим, что существуют пучки, имеющие один простой центр и один 
тройной (черт. 65). Нас будет особенно интересовать тот случай, когда
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пучок имеет два двойных центра А и В. Тогда все кривые пучка проходят 
через точки А и В  и имеют там общие касательные (см. черт. 68).

Теорема 3. Среди линий пучка кривых второго порядка существуют 
три, распадающиеся на пару прямых. Две из них могут быть мнимы.

Действительно, пусть уравнения линий базиса имеют вид: 

Ф (х{) = ап (л*)2 +  2апххх* +  ... +%> (* °)а, 
ЧГ(х*) =  * ii (x if +  2b12x W  + . . . + Ь ю (дго)2.

Черт. 66.

Тогда уравнение произвольной кривой пучка будет:
V +  Ш  -  (ви +  \Ьи) (х1)2 +  2 («в  +  U lt) X W + . . . +

+  («00 +  )̂ оо) (^ °)2-
Чтобы эта линия распадалась на пару прямых, необходимо и достаточно 

обращение в нуль дискриминанта уравнения кривой:
ап +  « в  +  а10 +  ХЬ10 

3) == а%1 -(- Од +  А *22 а 20 “ Ь  А*20 0. 
aoi ” Ь  -̂*01 а02 “ Ь  А*ог а оо ~Ь А*оо

Это уравнение третьей степени относительно параметра X. Три корня его 
соответствуют трём распадающимся кривым пучка. Один корень кубичного
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уравнения всегда действителен, два других могут быть мнимыми. Отсюда 
и вытекает теорема.

Если пучок имеет четыре действительных центра Av Л2> А3,А4 (черт. 66), 
то три распадающиеся линии пучка легко можно обнаружить, если иметь 
в виду, что каждая пара прямых должна 
по одному разу проходить через все че
тыре центра. Это будут пары прямых:

1) и
2) и Л2Л4,
3 ) А хА 4 и А 2А 3.

^3 4

Если центры Aj и А2 совпадают, то прямая А^А  ̂обращается в касатель
ную (черт. 67). Две последние пары прямых дают одну и ту же линию вто
рого порядка, именно: пару прямых Л12Л3, А12Аа. Всего получаем две распа
дающиеся линии, из которых вторая считается два раза:

1) касательная в точке А12 и прямая Л3Л4,
2) и 3) прямые Л12Л3 и АцА^.
Если, кроме того, центры Л2 и Л* совпадают, то прямая Л8Л4 тоже обра

щается в касательную, а прямые AyAg, АХА4, совпадая, дают дважды взятую 
хорду (черт. 68). Всего имеется две распадающиеся линии, из которых вто
рая считается дважды:

1) касательные А12В  в точке А12 и А^В в точке Л34,
2) и 3) дважды взятая прямая АцА^.

§ 10*. Уравнение пары асимптот
Начнём с задачи:
Задача. Составить уравнение пары касательных к кривой вто

рого порядка
ф (*<) =  0,

проведённых из внешней тонки В .
Поляра b внешней точки В  пересекает кривую. Пусть А г и Л а 

будут точки пересечения. Тогда А ХВ  и А^В будут искомыми каса
тельными.
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Этот простой по идее способ решения требует вычисления коор
динат точек и Л2, что может приводить к ненужным сложностям.

Составим уравнение пучка кривых второго порядка, касающихся 
кривой Ф (х<) =  0 в точках Л, и Л2. Одной линией базиса этого 
пучка будет сама кривая

Ф  (я*) =  0.

За вторую линию базиса можно принять распадающуюся кривую 
пучка, именно: дважды взятую прямую Л ^ . Если поляра b точки В 
определяется уравнением

? (* * )  =  О,

то уравнение второй линии базиса будет <р2 == 0 и уравнение пучка —
Ф-|-Х<р2 =  0. (11)

Выписывая уравнение
<27 =  0

для кривой (11), получим уравнение первой степени относительно X, 
ибо, кроме дважды взятой линии <р =  0 (второй линии базиса), мы 
имеем только одну распадающуюся кривую пучка (И), именно пару 
касательных BAlt ВА2 из точки В к нашей кривой. Внося единствен
ный корень X уравнения <2? =  О в уравнение (11), мы и получим 
искомое уравнение пары касательных, проведённых из точки В.

Приложим этот метод к решению следующей задачи:
Задача. Составить уравнение пары асимптот гиперболы, заданной 

в аффинной системе координат уравнением:
Ф (х<) =  0.

Эта задача составляет частный случай предыдущей, ибо асимптоты кри
вой суть касательные к кривой, проведённые из центра.

Внешняя точка В теперь будет центром кривой. Поляра точки В, как 
поляра центра, есть несобственная прямая. Её уравнение

* 0  =  0 .

Значит, уравнение пучка (11) принимает вид:
Ф (х{) — X (jflj3 — 0; (11')

знак минус перед X взят, чтобы было удобнее писать дальнейшие формулы. 
Уравнение @ — 0 напишется теперь в виде:

#11  а 12 #10 

#21 #22 #20 “
#01 #02 #00 —  ^

Если элементы последнего столбца представим в виде разностей я10

(12)

■о,
а20 — 0, #оо — X, то определитель (12) можно представить в виде разности 
определителей:

#11 #12 #10 #11 &J2 0

#21 #22 #20 —  X #21 #22 0

#01 #02 #00 #01 #02 1

0.
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Раскрывая второй определитель по элементам последнего столбца и поль
зуясь обозначениями (5) (§ 5, гл. V II) и (17) (§ 10, гл. V III), получим:

2! — \ д = 0,
откуда

X -  9 *
ибо для гиперболы Д<0.

Внося это значение X в уравнение ( l l7)» получим уравнение пары 
асимптот:

Ф (^ )_ ^ (л 0 )2 = 0. (13)

Пример. Найт и  асимптоты кривой
х2 +  2ху — 3_уа +  2х — 4у — 0.

Выписывая уравнение (13) при х° = 1, получим:
1 1 1

лг3 +  2ху — Зу3 +  2х — 4 у-
1 — 3 — 2 
1 — 2 0

1 1 
1 — 3

0,

или: к
х3 +  2 ху — 3_у® +  2х — 4у — — = 0.

Это уравнение и определяет пару асимптот. Определяя отсюда одну из 
координат, например х, получим:

х
откуда два решения

= - ( у + \ ) ± у Г  0, +  l)a +  3.y3+4j/ +  -|,

. 1  о.  5
Ш ш И  * = - ь у - 2

суть уравнения двух асимптот кривой.

Г л а в а  X

М ЕТРИ ЧЕСКИ Е СВОЙСТВА КРИВОЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

§ 1. Главные направления
В силу рассуждений, которые мы приводим (в § 1, гл. IX ), мет

рические свойства кривой с2 изучаются в декартовой прямоугольной 
системе координат. Это прежде всего относится к определению длин 
отрезков и величин углов и всего, что с ними связано, ибо прямо
угольная декартова система координат получается из аффинной, если 
задать длины координатных векторов (единичных) и угол между ними
^координатный угол ш =  . Поэтому первый вопрос, который мы
здесь ставим, относится к перпендикулярности сопряжённых направ
лений.



О п р е д е л е н и е . Главными направлениями называются направ
ления, одновременно сопряжённые и перпендикулярные. Диаметры, 
имеющие главные направления, называются осями кривой.

Следовательно, оси составляют пару сопряжённых и перпендику
лярных диаметров.

Теорема. У  всякой кривой второго порядка существует одна 
пара действительных главных направлений.

Угловые коэффициенты сопряжённых направлений k и k удовлет
воряют равенству (7') § 6, гл. IX:

я, j -j— (А— A)—j— a^kk =  0. (la)

Перпендикулярные направления k и k удовлетворяют уравне
нию (113) § 10, гл. V:

1 —|' kk —— 0. (1 b)
Главные направления должны удовлетворять и тому и другому 

условию.
Поскольку теперь

* £ = - 1 , & + %  =  -^=-?ц , (Г )

угловые коэффициенты ku k$ главных направлений определяются из 
квадратного уравнения:

fli9fe2“ K an —  a^)k —  Р § ||||, (2)
откуда

^ __д82 — аи — V  (gaa — дц )8 +  ~jv
2йи

Под корнем стоит существенно положительное число; значит, корни 
всегда действительны.

Два действительных корня kv k2 определяют два взаимно перпен
дикулярных направления: из уравнения (2) следует, что произведение 
корней равно минус единице:

1̂̂ 2 =  —  1»
а это в прямоугольной системе координат есть условие перпендику
лярности. Следовательно, кривая имеет одну пару действительных 
главных направлений.

§ 2. Кривые с неопределёнными главными направлениями
Нам остаётся рассмотреть последнюю возможность —  обращение 

дискриминанта уравнения (2) в нуль, что влечёт за собой совпадение 
корней квадратного уравнения.

Нетрудно заметить, что в области действительных коэффициентов aik 
это возможно только при условии обращения в нуль в отдельности
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каждого из квадратов, под знаком квадратного корня в формуле (3):
а12 =  0, ап —  а22 == 0. (4)

В этом случае все коэффициенты уравнения (2) обращаются 
в нуль, уравнение исчезает при любом выборе углового коэффи
циента k, уравнения (lab ) совпадают, и оба дают для заданного k
одно и то же значение к — ---=-.«

Следовательно, угловой коэффициент k остаётся произвольным, 
и каждая пара взаимно перпендикулярных направлений будет сопря
жена.

Обращаясь к условиям (4), заметим, что при ап =  0, а следова
тельно, и с22 =  0 уравнение кривой будет распадаться на пару пря
мых, из которых одна —  несобственная (§ 5, гл. V II). Для такой 
кривой понятие главных направлений теряет смысл, ибо несобствен
ная прямая параллельна всякой прямой плоскости.

Если a n zfz 0, то мы можем привести этот коэффициент к единице, 
деля всё уравнение кривой на Яц. Предполагая, что это приведение 
уже сделано, и внося ап =  1, 0̂ = 1, а12 =  0 в уравнение (2) § 1, 
гл. V II, мы получим уравнение кривой в виде:

х'2-\-у2-\-2а10х-{-2а20у-\-а00 =  0. (5)
Это уравнение совпадает с уравнением (3) § 2, гл. III, и, следо

вательно, определяет окружность— действительную, мнимую или 
окружность нулевого радиуса (распадающуюся на пару мнимых пря
мых с одной действительной точкой).

Имеем:
Теорема. Если, главные направления неопределённы, то кривая 

является окружностью действительной, мнимой или оаспадаю- 
щейся.

Таким образом, теорема § 1 доказана во всей общности: всякая 
кривая второго порядка имеет одну пару главных направлений, кроме 
окружности, у которой всякие взаимно перпендикулярные направле
ния являются главными, и распадающихся кривых, содержащих несоб
ственную прямую, для которых это понятие теряет смысл.

§ 3. Характеристическое уравнение

Исследование главных направлений можно провести гораздо более 
симметрично с помощью характеристического уравнения.

Мы обращаемся снова к системе уравнений (lab). Так как оба 
уравнения должны давать для k одно и то же значение, то коэффи
циенты при k и свободные члены должны быть пропорциональны. Обоз
начим множитель пропорциональности буквой s. Мы получим:
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ЯцН-0^  — 5» -g.
a^-^-a^k — ks.

Два уравнения (6) определят одно и то же значение к, если расши
ренный определитель системы равен нулю:

или

* ( » ) - =  0. (7)
*12 “22

В раскрытом виде уравнение (7) напишется в форме:

s2 — 5 — fli2 =  0. (7')
Это уравнение называется характеристическим.

Теорема. Корни характеристического уравнения всегда дей
ствительны.

Это является прямым следствием теоремы § 1.
Теорема. Только для окружности корни характеристического 

уравнения совпадают, главные направления становятся неопреде
лёнными и всякая пара взаимно перпендикулярных направлений 
сопряжена.

Действительно, условие равенства корней (7')

(all-f~fl22)2-4 (Л11®22--Й12) =  0
легко преобразуется к виду:

(ап — аюУ*~J—4ail =  0.
Отсюда для действительных коэффициентов aik получим:

1̂2 =  0, ai j =  я22, (8)
что, как мы видели (§ 2), приводит к окружности.

Теорема. Два неравных корня характеристического уравнения 
по формулам (6) определяют единственную пару главных направ
лений кривой второго порядка.

Действительно, умножая второе уравнение (6) на k и прибавляя 
к первому, получим:

Яц—f— (Дг—|—Лг}—[— =  5* [1 —f—ЛгЛ]. (а)
Если же уравнения (6) написать для второго корня характеристиче
ского уравнения s' и углового коэффициента k, и второе уравнение 
умножить на угловой коэффициент k, то получим:

Лц-j~ ̂ 12 f- fy—J— a^kk =  s' [1 —■J— kk\. (b)
Вычитая из уравнения (а) уравнение (b) и сокращая полученный 

результат на неравную нулю разность s — s', получим:
l-!r k% =  0,
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и уравнение (а) даст:
ai2 -|-ла8&£ =  0. (9)

Два направления k и k будут сопряжены и перпендикулярны.

§ 4. Инвариантность корней характеристического уравнения
Одна и та же кривая может определяться различными уравне

ниями.
Условимся все члены уравнения переносить в левую часть и не 

умножать обе части уравнения на одно и то же число.
Тогда преобразование левой части уравнения возможно только при 

изменении системы координат. Мы будем рассматривать только де
картову прямоугольную систему координат.

Преобразуя текущие координаты х, у  по формулам (15) § 9, 
гл. II, мы получим уравнение той же кривой в координатах х', у '. 
При этом коэффициенты aiJc при степенях х', у ' в преобразованном 
уравнении будут, конечно, отличаться от коэффициентов а{к в перво
начальном уравнении.

О п р е д е л е н и е . Инвариантом кривой второго порядка относи
тельно преобразования координат называется такая функция от коэф
фициентов а{к уравнения кривой, которая сохраняет своё значение 
после преобразования, т. е. является той же самой функцией от но
вых коэффициентов a'iJc:

Теорема. Корни характеристического уравнения инвариантны 
относительно преобразования координат.

Рассмотрим пучок кривых второго порядка (§ 7, гл. IV ):

где базисная кривая F  =  0 есть произвольно заданная кривая второго 
порядка с2:

F  (х> У) =  а1 iX2+ 2 flia X y+ a 2aV2+ 2aioJi;4 - 2a2ay+ aoo»
а кривая Ф =  0 —  произвольная окружность радиуса, равного единице, 
с центром С (а, Ь):

Совершим преобразование координат по формулам (15), § 9, 
гл. II. Многочлен F  (х, у ) преобразуется в новый многочлен:

так, что уравнение F ' (х', у ') — 0 будет определять ту же кривую с2 
по новой системе координат; многочлен Ф (х, у) перейдёт в много-

F{x , у ) —  \Ф(х, у ) — 0, (П)

Ф (* , У) =  (x — af-\-(y — b f—  1.
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член Ф ' (х7, у ') —  левую часть уравнения окружности с тем же ра
диусом и с центром в той же точке С, но с новыми координа
тами а', Ь':

Ф (х, у ) =  Ф (х', у ') =  (х' —  а ')2+  ( /  —  ̂ )2 —  1,
а параметр X останется неизменным, ибо при изменении системы 
координат преобразуются только координаты точек.

Если мы выберем из пучка (11) параболу, то она останется пара
болой и после преобразования. Чтобы кривая (11) была параболой, 
надо, чтобы дискриминант Д равнялся нулю.

Поскольку по раскрытии скобок имеем

Ф (•*, у) =  * 2+ .у2+ . . .  —  1
и, значит,

F  (*> У) —  (*. У) =  («п —  X) *2+  2й12д ^ + (а2а “  X)у 2 -|- . . . ,
то обращение дискриминанта старших членов в нуль приводит к урав
нению:

и —  X “12

*22'
=  0 . ( 12)

Это уравнение в точности совпадает с характеристическим уравне
нием (7), если неизвестную X заменить на s.

Так как после преобразования координат кривая (11) останется 
параболой, а дискриминант старших членов нового уравнения будет 
равен нулю, то то же значение X будет удовлетворять уравнению (12), 
если его написать для коэффициентов а'{к,

Таким образом, в любой системе прямоугольных декартовых ко
ординат характеристическое уравнение кривой второго порядка имеет 
те же самые корни.

§ 5. Инварианты кривой второго порядка

Выполняя общее преобразование декартовых координат в уравне
нии кривой второго порядка, мы получим новые коэффициенты а’,. 
как функции от старых ailc и трёх параметров, определяющих новую 
систему координат: координат нового начала си с2 и У™1 ® между 
старой и новой осями абсцисс.

Так как уравнение кривой второго порядка содержит шесть коэф
фициентов а{к, то мы получим шесть уравнений. Исключая пара
метры си с2 и а, мы можем получить не более трёх соотношений 
между коэффициентами aik, aiJt. Если бы их было больше, то это 
означало бы, что параметры преобразования cv с2, а связаны с коэф
фициентами а'{. только двумя уравнениями и, следовательно, при фикси
рованных а'{к один из параметров остаётся произвольным. Значит, 
можно было бы непрерывно менять систему координат так, чЛ>
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уравнения всех кривых второго порядка будут оставаться неизмен
ными. Это для произвольной кривой второго порядка невозможно, 
ибо, например, асимптоты гиперболы вполне определяются её урав
нением, а всякое преобразование координат изменит или координаты 
центра, или угловые коэффициенты асимптот.

Отсюда вытекает:
Теорема. Общая кривая второго порядка имеет не более трёх 

инвариантов преобразования координат.
Эти три инварианта мы можем все обнаружить.
Первые два инварианта составят корни характеристического урав

нения.
Так как корни квадратного уравнения иррационально связаны 

с коэффициентами, то удобнее будет взять две симметрические функ
ции корней: их сумму Sj-f-s2 и произведение s,s2.

Составляя сумму и произведение корней уравнения (7'), получим 
инварианты:

Л = аи + ,
(13)

Ai == а\\а?й Я12 .

Чтобы найти третий инвариант, мы можем прибегнуть к тому же 
приёму, который привёл нас к инвариантности корней характеристи
ческого уравнения. Вернёмся к пучку линий второго порядка (11) и 
будем искать среди кривых пучка

F (*> У) — № (х, У) — 0 
вырождающиеся кривые. Так как в полной записи всех членов имеем

F(x, у ) =  anx'i -\-2ai2xy-]-ar,2y ‘l-\-2al(ix-\-2a^y-\-a^
Ф (дг, у) =  хя-}-у2 —  2ах —  2Ь-\-сР-\-Ъ* —  1,

то обращение в нуль дискриминанта из всех коэффициентов приведёт 
нас к кубичному уравнению относительно А (ср. § 9*, гл. IX):

fljj —  A fljg fltjo—(— Ао
Д12 fl22-  ̂ a2o4~^

Ooo — A(a2-|-02 —  1)
Корни этого уравнения инвариантны относительно преобразования 
декартовой системы координат на том же основании, что и выше.

Произведение трёх корней A^Ag кубического уравнения
j/A9+  @№-\- =  О

равно отношению (с обратным знаком) свободного члена к коэффи
циенту при А8. Следовательно,

l* - j (

=  0. (14)
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есть инвариант кривой второго порядка относительно преобразования 
декартовой системы координат.

Чтобы вычислить свободный член 35 в уравнении (14), надо поло
жить там Х =  0. Мы получим:

ап «12 «10
35 = «21 «22 «20

«01 «02 «00
Чтобы вычислить член с третьей степенью X, надо положить рав

ными нулю все члены, не содержащие X, т. е. положить aik =  0. Вы
нося из каждого столбца за знак определителя множитель X и сокра
щая на X8, получим:

-1 0 а
л /  — —  0 —  1 

а Ь Ь*
1.

Итак, имеем третий (и последний) инвариант:

«и «12 «10
/3 = «21 «22 «20 (15)

«01 «02 «00
Легко видеть, что этот инвариант не зависит от предыдущих, ибо 

он содержит такие коэффициенты из уравнения кривой а10, а^, %>, 
которых нет в первых двух инвариантах.

Г л а в а  X I

КАНОНИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ КРИ ВЫ Х ВТОРОГО ПОРЯДКА 

§ 1. Автополярный треугольник
О п р е д е л е н и е . Треугольник называется автополярным относи

тельно кривой второго порядка, если каждая вершина его служит 
полюсом стороны треугольника.

Существует два вида автополярных треугольников. Автополярные 
треугольники 1 (первого) рода имеют полюсом каждой стороны противо
положную вершину треугольника. Автополярные треугольники II (вто
рого) рода образованы двумя касательными к кривой и хордой при
косновения.

Теорема /. Существует автополярный треугольник I  рода, 
одна вершина которого —  произвольная точка плоскости, не при
надлежащая кривой с2, а другая —  произвольная точка поляры пер
вой вершины, тоже не принадлежащая кривой.

Пусть А0 —  произвольная точка, не лежащая на кривой. Обозначим 
её поляру буквой а0. Пусть Аг —  произвольная точка поляры о0, не
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лежащая на кривой. Поляра ах точки Ах по теореме взаимности про
ходит через точку А0 и пересекает прямую а0 в точке А2, отличной 
от точки Av ибо точка Ах не лежит на кривой и её поляра не про
ходит через свой полюс. Точка А2 лежит на полярах а0 и ах, значит, 
её поляра проходит через их полюсы Л0 и Av Треугольник А0А1А2— 
автополярный первого рода.

Теорема 2. Существуют только два вида автополярных тре
угольников невырождающейся кривой второго порядка: первого или 
второго рода.

Мы только что видели (теорема 1), что, выбирая систематически 
первую и вторую вершины координатного треугольника не на кривой, 
мы приходим к автополярному треугольнику первого рода.

Докажем, что треугольник с одной вершиной на кривой может 
быть только автополярным треугольником второго рода.

Если вершина А0 треугольника лежит на кривой, то поляра а0 
становится касательной и проходит через точку А0. Другая вершина 
стороны Oq— точка А2—  не принадлежит к кривой. Её поляра а̂  по 
теореме взаимности проходит через точку А0 и в этой точке пересе
кает кривую, ибо касательной служит прямая а0. Если Ах —  вторая 
точка пересечения прямой а2 с кривой, то треугольник А0А1А2—авто
полярный второго рода, ибо поляра точки Ах как точки кривой про
ходит через эту точку и в то же время проходит через точку А2, 
ибо её полюс Ах лежит на поляре а2 точки А2. Другого автополяр- 
ного треугольника с вершинами А0 и А2 нет, ибо сторона АХА2 тре
угольника, чтобы он был автополярный, должна иметь полюсом точку Ах, 
поскольку сторона AqA2 имеет полюсом А0 и сторона AqAx —  вер
шину А2] а на стороне A0AV кроме точки А0, есть только одна точка 
кривой— точка Аг.

Теорема. Если кривая отнесена к автополярному треугольнику 
первого рода, то её уравнение содержит только члены с квадра
тами текущих координат.

Действительно, каждые две вершины автополярного треугольника 
первого рода полярно сопряжены, ибо поляра каждой вершины про
ходит через две другие. Мы знаем, что координаты вершин коорди
натного треугольника все, кроме одной, равны нулю, например 
/4,(1, 0, 0), А2(0, 1, 0); внося эти значения в условие полярной 
сопряжённости (9'), (13) § 5, гл. V III (полярная форма), немедленно 
получим

«12 =  °-
Таким же образом получим а10 — 0, % ) =  0.

Уравнение кривой будет иметь вид:

«11 ( * 1) 2+ « 2 2  ( * 2)2+ « 0 0  (Х °? =  0. (1)
Теорема. Если кривая отнесена к автополярному треугольнику 

второго рода, то её уравнение содержат только один член с квад
ратом текущей координаты и один член с произведением однород
ных координат.
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Если вершины Л0(0, О, 1) и /4,(1, О, 0) лежат на кривой, то, 
внося эти координаты в уравнение кривой, немедленно получим:

«оо =  0, ап =  0.
С другой стороны, так как А2 есть полюс стороны A^Alt то пары 

точек Ла и Л0, Ая и Ах—  полярно сопряжены; следовательно,

#02 === ®, «12 ==
Уравнение кривой получает вид:

«22 (*2)2+ 2а01х°х1 =  О. (2)

§ 2. Канонические уравнения кривых второго порядка 
в проективных координатах

Любую кривую второго порядка можно отнести к автополярному 
треугольнику первого рода (теорема 1, § 1) или второго рода (тео
рема 2, § 1). Её уравнение примет соответственно вид уравнения (1) 
или (2).

В силу большей симметричности для приведения к каноническому 
виду пользуются уравнением (1).

Так как дискриминант 35 для уравнения (1) равен

3) =  #ц#22«00>
то у невырождающейся кривой второго порядка все коэффициенты 
уравнения (1) отличны от нуля.

Совершим теперь преобразование проективных координат, сохра
нив тот же координатный треугольник (геометрический), но изменив 
аналитические точки вершин. Обозначим новые аналитические точки 
вершин и их координаты буквами Ах, (с},, 0, 0), Ла, (0, с\,, 0),
А0, (0, 0, с°,). Формулы (18) § 9, гл. VI, примут теперь вид:

хх =  cj,x1', х2 =  с*,хя', х° =  с$,х0', (а)

и уравнение (1) после преобразования координат примет вид:

« 1 1 || ( * г')а+ « а2 ( 4 )  V ) 8+ « o o  К  f t ?  1 1  0 0

Так как параметры преобразования с*,, с\,, с®, —  вполне произ
вольные действительные числа, то мы можем выбрать 

(С1 Ч2 _ _  |  \ Г (Я  ) 2 _  — |---
Щ  | #111 ’ I #й1 ’ Щ  l«ool ’

и тогда все коэффициенты уравнения будут равны или -}-1 или —  1.
Различные уравнения будут отличаться друг от друга только чис

лом положительных или отрицательных квадратов.
Разность между числом положительных и отрицательных членов 

называется сигнатурой формы.
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Так как всё уравнение можно умножить на — 1, то существенно 
различны только два вида канонических уравнений:

(* i )2+ C *2)2+ ( * ° ) 2= o, (3)
(л;1)2 —{— (лг2)2— П  ■  0. (4)

Действительно, меняя в случае надобности все знаки на противо
положные, мы можем два квадрата сделать положительными, а поль
зуясь равноправностью вершин автополярного треугольника, мы можем 
обозначить буквой х ° ту координату, квадрат которой один входит 
со знаком минус. Уравнения (3) и (4) определяют существенно раз
личные кривые второго порядка. Уравнение (3) не допускает ни одной 
тройки действительных корней, кроме тривиальной х1 — 0, х2 =  0, 
х ° — 0, которой не соответствует точка на плоскости. Следовательно, 
все точки кривой —  мнимые и сама кривая (3) —  мнимая. Уравне
ние (4) определяет действительную кривую второго порядка, ибо при 
любых действительных значениях х1 и х2 координата х ° тоже будет 
действительна.

Теорема. В  проективной геометрии существуют только два 
вида канонических уравнений невырождающихся кривых второго по
рядка, которые определяют мнимую и действительную кривую.

*  Аналогично можно получить канонические уравнения распадающихся 
кривых второго порядка.

Теорема. В  проективной геометрии существуют три канонических 
уравнения распадающихся кривых второго порядка:

{xi f  +  (x2? = 0, (5)
(* i)3- ( * a)2 =  0, (6) 
(х1?  = 0. (7)

Если ранг дискриминанта д> равен двум, то для уравнения (1)
3 ) —  fll l a 22a 00 =  0,

т. е. один из коэффициентов равен нулю. Левая часть уравнения (1) содержит 
только два члена. Ввиду полной равноправности вершин автополярного 
треугольника мы можем обозначить буквами Xх и дс2 те координаты, которые 
содержатся в уравнении. Так же, как и раньше, мы приведём коэффи
циенты allt а22 к положительной или отрицательной единице. В зависимости 
от того, будут ли оба оставшиеся члена одного знака или разных знаков, 
получим канонические уравнения (5) или (6).

Если ранг 2> равен 1, то не только сам определитель равен нулю, но и 
все его миноры второго порядка равны нулю, т. е. из трёх коэффициен
тов аа, а22, ago два равны нулю. Обозначим буквой х1 ту координату, квадрат 
которой один только останется в уравнении (1). После приведения коэффи
циента аи к единице получим каноническое уравнение (7).

Уравнение (5) определяет пару мнимых прямых( (6) — пару действитель
ных, (7) — пару совпадающих. *

§ 3. Канонические уравнения кривых второго порядка 
в аффинных координатах

На расширенной плоскости естественно выбрать за одну сторону 
автополярного треугольника несобственную прямую. Тогда полюс этой 
стороны будет центром кривой. В зависимости от положения центра 
мы будем иметь два случая:
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I. Центральные кривые — эллипс и гипербола
У этих кривых центр собственный, следовательно, не принадлежит 

кривой, и мы можем выбрать автополярный треугольник первого рода 
с вершиной в центре.

Относя кривую к автополярному треугольнику, мы получаем урав
нение (1). Если сторона а0 координатного треугольника — несобствен
ная прямая, то вершина А0— центр кривой. Вершины Ах и А2— не
собственные точки и полярно сопряжены. Следовательно, стороны а, 
и а2 составляют пару сопряжённых диаметров. Кривая отнесена 
к центру и сопряжённым диаметрам.

Меняя нормирование вершин по формулам (а) § 2, приведём все 
коэффициенты к положительной или отрицательной единице. Однако 
число канонических уравнений теперь будет больше, чем в произ
вольной системе проективных координат, ибо одна сторона коорди
натного треугольника а0 закреплена: она совпадает с несобственной 
прямой. Следовательно, мы не можем по своему произволу назвать 
буквой х ° ту координату, которая входит в уравнение (4) с отрица
тельным знаком.

Получаем:
Теорема. В аффинных координатах существует три вида 

канонических уравнений не вырождающихся центральных кривых 
второго порядка, которые определяют мнимый эллипс, действи
тельный эллипс и гиперболу:

Мы говорим здесь об аффинных координатах, так как проектив
ные координаты относительно координатного треугольника с несоб
ственной стороной эквивалентны аффинным координатам.

Уравнение (8) определяет мнимую кривую; эта линия называется 
мнимым эллипсом, ибо дискриминант старших членов А =  1 >0. 
Остальные два уравнения определяют действительные кривые. Из них 
кривая (9) — эллипс, а кривая (10) — гипербола.

Если центр — несобственный, то автополярный треугольник с не
собственной стороной — второго рода. Обращаясь к уравнению (2) 
и выполняя над ним преобразование (а) § 2, получим уравнение:

Каждый из коэффициентов этого уравнения выбором нормирования 
вершин можно привести по абсолютной величине к единице. При этом 
мы не можем изменить знак первого коэффициента (еслис®,— действи-

(* i)a- H * 2)3+(xO)a =  0, 
(* i)a+ (* a)a- ( * ° ) 2==0, 
(х1)2 — (x*)a — (х0)а =  0.

( 8)
(9)

(10)

II. Парабола

(20
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тельное число), но мы можем дать любое положительное или отрица
тельное значение второму. Следовательно, мы получим только одно 
каноническое уравнение параболы:

Теорема. Существует в аффинных координатах только одно 
каноническое уравнение параболы. В  каноническом уравнении пара
бола отнесена к диаметру и сопряжённой касательной.

Так как Л , —  несобственный центр кривой, то AqAx— диаметр; 
его полюс Аа лежит на стороне AqA ,̂ которая тем самым сопряжена 
диаметру AqA{, а так как А0 лежит на кривой, то AqA  ̂—  касательная.

*  III. Р а с п а д а ю щ и е с я  к р и в ы е  в т о р о г о  п о р я д к а
Аналогично можно получить канонические уравнения вырождающихся 

кривых второго порядка. Они получаются из уравнений (8—11), если один 
из коэффициентов или два заменяются нулём.

Теорема. В аффинных координатах существует семь канонических 
уравнений распадающихся кривых второго порядка:

Уравнения (12) определяют пару мнимых прямых с собственной и с не
собственной точкой пересечения. Уравнения (13) определяют пару действи
тельных прямых: пересекающихся, параллельных и пару прямых, содержащих 
одну собственную и одну несобственную прямые. Уравнения (14) определяют 
пару совпадающих прямых: собственную и несобственную.

§ 4. Канонические уравнения кривых второго порядка 
в декартовых координатах

Декартовы косоугольные координаты отличаются от аффинных 
только тем, что координатные векторы единичны. Поэтому здесь 
произвольное нормирование вершин координатного треугольника 
исключается, и преобразование (а) § 2 не имеет места.

Мы можем попрежнему отнести кривую к автополярному треуголь
нику с несобственной стороной. Для центральных кривых мы получим 
уравнение ( 1), для параболы —  уравнение (2), но мы не можем привести 
коэффициенты к единице. Мы можем только посредством деления на 
коэффициент, отличный от нуля, привести этот один коэффициент 
к единице.

Мы получим, следовательно, те же типы к а н о н и ч е с к и х  у р а в 
н е н ий  н е в ы р о ж д а ю щ и х с я  к р и в ы х  (8— 11) и в ы р о ж д а ю 
щ и х с я  (12— 14). Каждый член (кроме одного) будет иметь коэффи
циент вполне определённой величины; знак коэффициента в уравне
ниях (8— 14) уже предписан; следовательно, нам придётся его обозна
чить сообразно его знаку через плюс или минус, — — или -75-.а' Ь

(л:2)2 —  хРх1 =  0. (Н)

(ж1)2 +  (jea)3 == 0, (jc1)2 +  (xof = О,
( л 1) 2  —  ( * 2 ) 2 =  0 ,  ( * 1 ) 2 —  ( * ° ) а =  0 ,  xW  =  О , 

С*1)2 = 0, (дс0)2 = 0.

(12)
(13)
(14)

11 Зак. 3182. С. П. Фиников. 161



Коэффициент одного из членов уравнения может быть приведён 
к единице делением обеих частей уравнения на подходящее число. 
Таким образом, уравнения примут вид:

Щ Е Ш 1
а'2 И Щ

=  0, (80

ш н р =  0, (90

•*а Уя 1
I I  Ъ'2 =  0, (100

у2 —  2р'х =  0. (110

Эти кривые —  мнимый эллипс, действительный эллипс, гипербола 
и парабола. Для параболы коэффициент обозначен через 2р', так 
как изменением направления оси Ох знак его может быть изменён.

Аналогично пишутся ура в не ния  рас падающихс я  кривых  
второго порядка.

В силу теоремы о действительности главных направлений мы 
можем принять их за направление осей координат (сторон коорди
натного треугольника A qA}  ̂ и A qA ^). Мы получим уравнения того же 
вида (8'— 11'), но теперь кривые будут отнесены к прямоугольной 
декартовой системе координат (к центру и осям кривой), и для каждой 
кривой такое уравнение станет вполне определённым.

Действительно, каждая кривая второго порядка, кроме окружности, 
имеет единственную пару осей. С каждой кривой связана единствен
ная система декартовых прямоугольных координат, имеющая у цен
тральной кривой центр своим началом, а оси кривой—осями координат, 
у параболы вершину —  началом, а единственную (собственную) ось 
и касательную в вершине —  осями координат. Отнеся кривую к этой 
системе координат, мы получим для каждой кривой с2 вполне опре
делённое уравнение, которое и называется каноническим уравнением 
кривой с2 на эвклидовой плоскости. У окружности оно тоже вполне 
определено независимо от того, как выбраны прямоугольные оси, если 
начало помещено в центре кривой.

§ 5. Приведение уравнения кривой второго порядка 
к каноническому виду

Инварианты кривой чрезвычайно облегчают преобразование урав
нения кривой к каноническому виду.

Теорема. Корни характеристического уравнения равны коэф
фициентам при квадратах текущих координат в уравнении кри
вой, отнесённой к главным направлениям.

Действительно, главные направления сопряжены, а потому в силу 
следствия § 6, гл. IX, коэффициент а12 равен нулю. Поэтому
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характеристическое уравнение (7) § 3, гл. X, принимает йид: 

ач  —  5 О
О Осю —  5 =  0,

или
(#11--s) (#22 —  s) =  О,

откуда имеем два корня:
So  —  #о

что доказывает теорему.
Так как корни характеристического уравнения инвариантны, то 

те же значения они будут иметь при любом выборе системы координат. 
Если кривая —  центральная, то остаётся найти свободный член. 
Для этого можно использовать третий инвариант (15) § 5, гл. X. 

Для уравнения (1) в прямоугольной системе координат второй и 
третий инварианты принимают вид:

/а — flj 1#22> *9 — а11а22а00»
следовательно,

*00 ж
Л* (15)

Если мы приводим к каноническому виду параболу, то один из 
корней характеристического уравнения равен нулю, ибо

/2 == fll le22 а11 =  О

и при д12 =  0 произведение #ца22 =* 0. Вычисляя инвариант /,, /в 
для уравнения (2), получим:

А “  яаа* 'з  “  а ааа 10*
если предположить а}1 =  0 и а22 Ф  0. 

Отсюда
а  а _____ i i
к» I, (16)

Заметим, что для уравнения с действительными коэффициентами правая 
часть формулы (16) всегда будет положительна. В этом нетрудно убедиться 
непосредственным вычислением.

Так как при А = 0 старшие члены представляют полный квадрат, то 
уравнение произвольной параболы, проходящей через начало координат, 
можно написать в виде:

и, значит,

/ ,  == «а -f- ра >  0, /8 =

(ах -f (iy)a + 2ах -f- 2 by =■ О

= — дзрз — &ааа _|_ 2аЬаф
аЗ ар а 
а§ р2 Ь 
а b О

(я? —6а)0< О,
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Пример. П р и в е с т и  у р а в н е н и е  к р и вой  

4х2 -(- 6 ху — 4уа +  2х — 3у  — 1=0
к к а н о н и ч е с к о м у  виду.

Характеристическое уравнение
4 — s 3 I =  0 или sa — 25 = О3 — 4 — s I

имеет корни s, = 5, s2 = — 5. Так как инвариант /8 имеет значение

4 3 , 1 
3 - 4  - 4

i - 4 - т
= 11,

то

«00 :
h

s\si
11
25*

Каноническое уравнение кривой будет

5*2+5уа + 11 
25:

или
дг»

125
11
125

§ 6*. Инвариантные характеристики различных типов линий 
второго порядка

Представляет интерес вопрос, как по общему уравнению кривой второго 
порядка определить её тип.

Три основных вида кривых: эллипс, гипербола и парабола, различаются 
знаком дискриминанта старших членов, т. е. инварианта /2. Таким образом, 
гипербола и парабола вполне определяются инвариантом /2; остаётся разли
чить мнимый эллипс (8') от действительного (9').

Заметим, что для уравнения (1) в декартовой прямоугольной системе 
инварианты имеют значения:

Щ =  «11 |1р «22» ^2 ~  «11«22> /я =  «П«22«00-

Для эллипса /а>0; следовательно, знак /8 определяет знак в00, а знак 
Щ— общий знак би и а22. Эллипс будет мнимым, если они одного знака. 
Отсюда такая таблица:

эллипс мнимый /2>0, 7i/a 0, 
действительный /2>0, /j/8 <  0, 
гипербола /2 <  0, 
парабола /2 =  0.
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Глава XII*
ФОКАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА КРИВОЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

§ 1. Ортогональная инволюция полярно сопряжённых 
прямых пучка

Мы назвали инволюцией соответствие сопряжённых диаметров. Для пара
болы эта инволюция вырождается, ибо все диаметры сопряжены одному и 
тому же — несобственному. У центральных кривых все диаметры распадаются 
на пары взаимно сопряжённых.

Такое соответствие существует не только в пучке диаметров.
Если взять пучок прямых с центром в произвольной точке А, то легко 

заметить, что прямые пучка разбиваются на пары полярно сопряжённых 
прямых. По определению, прямые b u b '  полярно сопряжены, если каждая 
из них проходит через полюс другой прямой. Если точка А не лежит на кри
вой, то её поляра а не проходит через точку А. На этой поляре лежат по
люсы всех прямых пучка А. Если В  есть полюс прямой Ь, то полярно сопря
жённая прямая Ь' проходит через точку В; она проходит через точку А, 
если она принадлежит пучку А. Две точки A vi В  вполне определяют пря
мую Ь'. При этом по теореме взаимности полюс прямой Ь' будет лежать на 
прямой Ь. Такое соответствие полярно сопряжённых прямых пучка тоже 
можно назвать инволюцией.

Инволюция полярно сопряжённых прямых пучка вырождается, если 
центр пучка А лежит на кривой са. Тогда две точки А и В, центр пучка и 
полюс прямой b всегда будут определять одну и ту же прямую — поляру 
точки А, т. е. касательную в этой точке к кривой с3. Это вполне аналогично 
вырождению инволюции сопряжённых диаметров параболы.

Инволюция сопряжённых диаметров окружности представляет замеча
тельную особенность: она ортогональна. Каждая пара сопряжённых диа
метров взаимно перпендикулярна.

Можно поставить вопрос:
Существует ли для произвольной кривой второго порядка такой 

пучок прямых, в котором инволюция полярно сопряжённых прямых 
было бы ортогональна?

Если такой пучок существует, то центр его называется фокусом кривой. 
Следовательно, наш вопрос сводится к определению фокусов кривой.

О п р е д е л е н и е  1. Фокусом кривой второго порядка называется центр 
пучка с ортогональной инволюцией полярно сопряжённых прямых.

Следствие 1. В  фокусе каждая пара полярно сопряжённых прямых 
перпендикулярна.

Можно ещё сказать: в фокусе каждая прямая проходит через полюс 
прямой, к ней перпендикулярной.

Следствие 2. Центр окружности есть её фокус.
Следствие 3. Фокус всегда лежит внутри кривой.
Действительно, в фокусе каждая прямая перпендикулярна к своей со

пряжённой, следовательно, не совпадает с ней, значит, нет самосопряжённых 
прямых, т. е. касательные, проведённые к кривой са из фокуса, мнимы, а это 
и означает, что фокус — внутренняя точка кривой.

Следствие 4. Фокус лежит на оси кривой.
Действительно, соединим фокус F  с центром С кривой са. Прямая FC  

будет диаметром и, как диаметр, полярно сопряжена своим сопряжённым 
хордам. Среди этих хорд найдётся одна, проходящая через фокус F. Как 
прямая фокального пучка {F), она перпендикулярна к своей полярно сопря
жённой, т. е. к диаметру ГС, а диаметр, перпендикулярный к сопряжённым 
ему хордам, есть ось кривой.

О п р е д е л е н и е  2. Директрисой называется поляра фокуса.
Следствие I.  Директриса, как поляра внутренней точки, не пере

секает кривую.
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Следствие 2. Директриса окружности, как поляра центра, — не
собственная прямая.

Следствие 3. Директриса параллельна одному из главных напра
влений.

Действительно, директриса, как поляра фокуса, должна нести на себе 
полюс того диаметра, который проходит через фокус. Этот диаметр — ось 
кривой Л Его полюс — несобственная точка второй оси. Поскольку дирек
триса проходит через несобственную точку второй оси, она ей параллельна.

§ 2. Мнимые касательные из фокуса к кривой

Будем рассматривать кривую са на комплексной плоскости. Мы видели, 
что фокус, если он существует, — внутренняя точка, и касательные, прове
дённые из фокуса к кривой, мнимы. Эти мнимые касательные весьма заме
чательны. Так как в фокальном пучке каждая прямая полярно сопряжена 
своей перпендикулярной, то, если отнести кривую к прямоугольной декарто
вой системе координат, угловые коэффициенты k и k пары полярно сопря
жённых прямых связаны уравнением

kk = — \.

В каждом пучке касательные сами себе сопряжены. Полагая £=  А, 
получаем для угловых коэффициентов пары касательных, проведённых из 
фокуса, уравнение

*2 =  — 1
или

* — =t 1. /=» У — \,

Определение  1. Прямые с угловым коэффициентом ± 1  называются 
изотропными прямыми плоскости.

Следствие. Касательные к кривой из фокуса имеют изотропное 
направление.

Распространяя на мнимые прямые все понятия и соотношения между 
действительными прямыми, исходя из формул, выведенных для действитель
ных прямых, мы приходим для изотропных прямых к пародоксальным за
ключениям. Вот некоторые из них:

1. При повороте плоскости около начала координат изотропные 
прямые не двигаются.

Действительно, пара изотропных прямых, проходящих через начало 
координат, определяется уравнениями:

У = ±1х, / = У ^ Т ,
или

* а+.У8 — 0. (1)

Повернём оси координат по формулам (13) § 8, гл. II. Уравнение изо
тропных прямых (1) не изменится. Повернём теперь всю плоскость вместе 
с осями координат так, чтобы оси заняли прежнее положение; координаты 
точки при этом не меняются и, следовательно, после поворота плоскости 
относительно старых осей изотропные прямые будут определяться теми же 
уравнениями и, следовательно, при повороте плоскости останутся на месте.

2. Расстояние любых двух точек на изотропной прямой равно нулю.
Действительно, левая часть уравнения (1) равна квадрату расстояния

произвольной точки М (х, у), лежащей на изотропной прямой, от начала 
координат. Это расстояние в силу уравнения (1) равно нулю. Если же ОМ = 0 
и ОМ' = 0, то и ММ' = ОМ' — ОМ -= 0.
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3. Изотропная прямая перпендикуляр на сама к себе. 
Так как её угловой коэффициент равен

k =  и 1=> У —т ,

то угловой коэффициент перпендикулярной прямой

совпадает с ней.
4. Изотропные прямые проходят через мнимые несобственные точки, 

общие всем окружностям.
Действительно, общее уравнение окружности (3) § 2, гл. III, в однород

ных координатах напишется в виде:

(лг!)а +  (.*з)а +  2Ах1х<> +  25*2*0 с  (*о)а =  0.
Пересекая её несобственной прямой

*о =  0,

получим одни и те же несобственные точки любой окружности:

(* 1)а+(ЛГ2)2 =  0, *0 =  0.

Они принадлежат изотропным прямым (1).
О п р е д е л е н и е  2. Мнимые несобственные точки окружности называются 

циклическими точками плоскости. Однородные координаты циклических точек 
можно задать двумя тройками чисел:

(1, I, 0), (1, — 0).
Следствие. Мнимые касательные, проведённые из любого фокуса к 

кривой второго порядка, проходят через циклические точки плоскости.

§ 3. Уравнение кривой второго порядка, отнесённой к фокусу
Рассмотрим пучок кривых второго порядка, касающихся в двух двойных 

центрах, которым мы пользовались в § 9*, гл. IX , для вывода уравнения 
пары асимптот. Мы тогда видели, что этот пучок содержит только две рас
падающиеся кривые второго порядка: пару касательных АВ и АС в центрах В  
и С пучка и дважды взятую хорду прикосновения ВС  (черт. 69). Все эти 
результаты можно распространить на изотропные прямые; изотропная прямая 
касается кривой, если при совместном решении их уравнений получаются 
равные корни.

Допустим, что точка пересечения касательных — фокус кривой, а хорда 
прикосновения ВС  — его поляра — директриса. Как найти кривую по задан
ному фокусу и директрисе?

Поместим фокус в начале координат, и пусть
Ах +  Ву +  С = 0 (2)

есть уравнение директрисы, а уравнение пары касательных из фокуса опре
деляется уравнением (1).

Примем эти две распадающиеся кривые: 1) дважды взятую директрису 
(2) и 2) пару касательных ( 1) за базисные линии нашего пучка кривых. 
Любая кривая пучка определится уравнением:

(Ах +  By  +  С)а — \ (х»+ У 9 =  0. (3)
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Так как все кривые пучка имеют касательными пару изотропных 
прямых (1), то для всех их начало координат служит фокусом, а хорда 
прикосновения (2) — директрисой. Таким образом> ответом на поставленный 
вопрос — найти кривую с2 с заданным фокусом и директрисой — является 
пучок кривых (3).

§ 4. Эксцентриситет кривой второго порядка
Уравнение (3) допускает очень простое геометрическое истолкование.
Разделим обе части уравнения (3) на сумму квадратов А3 ■+• В 3 и 

перенесём второй член в правую часть:

ГАх + Ву + Сл* I ___ 1___Е1 1  2) « л
L УА* + JB3̂ _ АЪ+В*К ( ’

В квадратных скобках стоит левая часть нор
мального уравнения директрисы (2) с заме
ной текущих координат координатами неко
торой точки М  (дг, у) кривой, т. е. расстояние 
этой точки М  от директрисы, а в правой — 
квадрат расстояния y * 3 -f-_y3 той же точкиМ 
от начала координат, т. е. от фокуса. Коор
динаты точки М (х, у) подчинены одному 
условию: они удовлетворяют уравнению кри
вой (3).

Обозначая коэффициент пропорциональ
ности через

е - 2  = ____ Ь.____
i43 +  Ba ’

мы дадим величине е название эксцентри
ситета кривой и будем иметь теорему:

Теорема. Отношение расстояния про
извольной точки кривой от фокуса к рас
стоянию её от директрисы постоянно и 
равно эксцентриситету кривой.

Эта теорема показывает, что введённое 
теперь понятие фокуса и директрисы совпа
дает с тем, которым мы пользовались в главе III.

§ 5. Число фокусов кривой 
второго порядка

Теорема. Центральная кривая второго 
Черт. 69. порядка имеет четыре фокуса, из них

только два —  действительных.
Так как касательные из фокусов проходят через циклические точка 

плоскости, то число фокусов равняется числу точек пересечения попарно 
касательных, проведённых к кривой из циклических точек.

Так как на плоскости имеется две циклические точки и из каждой точки, 
не лежащей на кривой (случай окружности, проходящей через циклические 
точки, исключается), можно провести к ней две касательные (действительные 
или мнимые), то при определении фокусов надо иметь в виду четыре пря
мые. Число точек их пересечений равно числу сочетаний из четырёх прямых 
по две, ибо на проективной плоскости каждая пара прямых пересекается. 
Так как



то четыре касательные из циклических точек к кривой пересекаются между 
собой в шести точках. Среди этих точек надо считать и две циклические 
точки, ибо через каждую проходит по две прямых.

Таким образом, остаются четыре точки, которые составляют четыре 
фокуса кривой второго порядка, но не все они действительны.

Касательные изотропного направления мнимы, но и мнимые прямые 
могут пересекаться в действительных точках, если левые части их уравне
ний — комплексно-сопряжённые, т. е. одно уравнение переходит в другое 
изменением знака у мнимой единицы /. Такими и будут уравнения касатель
ных, проходящих через различные циклические точки, ибо и координаты этих 
точек получаются одна из другой переменой знака у множителя I. Так как 
среди четырёх прямых может быть только две пары комплексно-сопряжён
ных, то только два фокуса будут действительны. Два других составят пару 
мнимых точек, лежащих на действительной прямой и между собой комплексно
сопряжённых.

Оговорка относительно собственного центра кривой необходима, ибо 
только у центральных кривых все касательные, проведённые из циклических 
точек к кривой, различны. У  параболы несобственная прямая является каса
тельной, и с ней совпадают две касательные, проведённые из циклических 
точек. Мы рассмотрим этот случай в § 7.

§ 6 . Фокусы центральных кривых второго порядка
Рассуждения предыдущего параграфа дают метод отыскания всех фоку

сов кривой второго порядка. Удобно будет рассмотреть отдельно централь
ные кривые второго порядка и отдельно параболы.

Исключая нз рассмотрения вырождающиеся кривые, мы можем все цен
тральные кривые второго порядка задать уравнением:

Ах* +  By 3 — 1= 0. (4)

Нам надо искать касательные к этой кривой из циклической точки 
плоскости. Прямые, проходящие через циклические точки, имеют изотропное 
направление, следовательно, угловые коэффициенты равны ±1. Их уравне
ние имеет вид:

У =  ±  Щ Ц I  (5)
при этом положительный или отрицательный знак соответствует той или 
другой циклической точке плоскости.

Выбираем для определённости положительный знак и ищем точки 
пересечения линий (4) и (5). Исключая у, получим:

АхР +  В  (ix  +  б)3 — 1 =  0,
нли

(.А — В) x? +  2iBbx +  Bbt— 1 =  0.

Это уравнение будет иметь кратные корни, и прямая (5) будет каса
тельной, если дискриминант уравнения равен нулю:

(.А — В ) (.ВЬ3 — 1) — (1ВЬ)ъ = 0,
или

(А — В )В Р  — А +  В +  №№ = 0,
или

АВЬ'г — А — В, 
откуда

V  АВ V 2F А
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Меняя в случае необходимости название осей координат, т. е. обозначая 
первую координату буквой .у, а вторую — буквой*, мы всегда можем считать

А ^ В  ’
при этом Ь будет мнимым:

* - ± '/ а ~ ж  ;У =>
и касательные из первой циклической точки будут определяться уравне
ниями: ,

*>,'(■ * ± V  т- 7 >
Аналогично, для второй циклической точки касательные 1шеют уравнения:

г — в)-
Эти касательные пересекаются попарно в двух действительных точках 
(единственные действительные точки, которые на них лежат):

у= о , х = ±
Для эллипса jk2 д/2

— 4-— = 1 аа ^  &а 1
имеем:

А _  1 я  1 1 ^ 1

Следовательно, фокусы эллипса имеют координаты:
у  = 0, х =  ±  У  я* — й*.

Они лежат на большой оси эллипса.
Для гиперболы

_  ,
аа &а

имеем:
у! __L  д —_J_.Л — аа » D ф '

значит, снова
- > ± ;-

Фокусы гиперболы имеют координаты .у =  0, *  = ±  У"аа +  ft2. Они лежат 
на действительной оси гиперболы.

§ 7. Фокусы параболы
Парабола в задаче определения фокусов представляет особенность. 

Прямая, проходящая через две циклические точки, т. е. несобственная 
прямая плоскости, касается параболы. Следовательно, совпадают две из 
четырёх касательных к кривой, проходящих через циклические точки пло
скости. Точка пересечения их становится неопределённой. Две другие каса
тельные пересекают несобственную прямую в циклических точках. Остаётся 
только один действительный собственный фокус параболы.
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Задавая параболу уравнением
у\I — 2 рх »  О,

ищем точки пересечения её с прямой
у = 1х + Ь. (6)

Исключая лг, имеем: 

или:
/ у  — 2ру +  =  О,

откуда, приравнивая дискриминант уравнения нулю, получаем уравнение для 
определения параметра b в уравнении касательной (6):

12рЬ — р* = О,
или

ь = - £ = * Р - ____ / £2p i 2Р 2 ’

и единственное уравнение собственной касательной через первую цикличе
скую точку y  = l [ x —

Уравнение касательной через вторую циклическую точку получим изме
нением знака при множителе /: у  *ш__i^ x __~ \

Эти две касательные пересекаются в точке у  *■ 0, х =  £~
Это и есть единственный фокус параболы.



Ч А С Т Ь В Т О РА Я
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ

Г л а в а  I
МЕТОД КООРДИНАТ В ПРОСТРАНСТВЕ 

§ 1. Координаты вектора
Определения равенства векторов, их суммы или разности, про

изведения вектора на скаляр и скалярного произведения векторов 
были даны независимо от числа измерений той области, в которой 
находятся векторы, и сохраняют свою силу для векторов в пространстве.

Теоремы о векторах коллинеарных 
(параллельных) или компланарных (па
раллельных одной плоскости) мы теперь 
дополним третьей теоремой о четырёх 
векторах пространства.

Лемма. Каждый вектор равен 
q сумме своих проекций на три неком

планарные оси:
( 1 ) 

М2
Черт. 70. Проведём через точку М  —  конец

вектора М  —  три плоскости, каждую 
параллельно двум из трёх осей. Мы получим параллелепипед 
OM^PM^MaRMQ (черт. 70).

Точка M t называется проекцией точки М  на первую ось, вектор
OMt =  М х —  проекцией вектора ОМ — М на первую ось и аналогично 
для других осей.

Тогда по известному свойству параллелепипеда противоположные 
стороны равны и параллельны, откуда получаем равенство векторов:

ОМ2 =  М^Р, ОМ3 =  РМ .
Следовательно, равенство (1) превращается р очевидное следствие 
определения суммы векторов:

ОМ =  ОМ1 + М хР + Р М .
Отсюда следует теорема:
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Теорема1). Если еь ё2, еь —  три некомпланарных вектора, 
то для всякого вектора пространства М можно найти единствен
ным образом три скаляра х1, х2, х3 так, что будет иметь место 
тождество

М =  х1 et -}- х2е2 -f~ х&ез • (2)

Действительно, в силу определения равенства векторов (§ 1, гл. I, 
часть первая) мы можем считать все векторы проведёнными из одной 
точки О (начала координат). Будем считать осями прямые, на кото
рых лежат координатные векторы е* (/ =  1, 2, 3). По доказанной 
лемме имеем равенство ( 1 ).

Так как вектор Му коллинеарен вектору ех (оба лежат на одной 
оси), то найдётся скаляр х1, так что

М1 =  х1еи
и аналогично для двух других осей. Внося эти выражения в фор
мулу ( 1), мы получим искомое равенство (2).

О п р е д е л е н и е . Скаляры лг1, л-2, л:3, удовлетворяющие тожде
ству (2), называются координатами вектора М относительно коорди
натных векторов еи е2, еь.

В силу ассоциативности сложения из формулы (2) следует, что 
при сложении векторов складываются одноимённые координаты, а так 
как каждая координата вектора есть координата его проекции на 
соответствующую ось координат, то та же теорема может быть 
высказана в форме: ортогональная проекция суммы векторов равна 
сумме ортогональных проекций слагаемых, где под ортогональной 
проекцией вектора попрежнему подразумеваем координату проекции 
вектора на ось прямоугольной декартовой системы координат.

Теперь теорема распределительности скалярного произведения 
распространяется и на векторы, не лежащие в одной плоскости.

§ 2. Аффинная и декартова (прямоугольная) системы координат

О п р е д е л е н и е . Координатами точки М называются координаты 
радиуса-вектора этой точки.

Чтобы радиус-вектор был определён, должно быть дано начало 
координат. Поэтому система координат определена, если дано начало О 
и три некомпланарных координатных вектора еи е2, еь. Такая си
стема координат называется аффинной.

Следствие. При заданной системе координат (О; ех, е2, еа) 
каждая координата точки является координатой проекции этой 
точки на каждую из трёх осей координат.

Проектирование точки на ось производится плоскостями, парал
лельными двум другим осям координат.

]) Аналогичные теоремы для прямой и плоскости даны в § 3, гл. I, и § 1, 
гл. II, часть первая.
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Аффинная система координат (О; еи е2, е3) становится декарто
вой, если координатные векторы et единичны.

Декартова система координат прямоугольна, если координатные 
векторы не только единичны, но и ортогональны.

Единичные ортогональные векторы мы будем обозначать бук
вами i, J, k или, когда надо будет использовать систему указате
лей,—  символами it — I, /2 =  j, is — k. По определению скалярного 
произведения векторов, они удовлетворяют тождествам:

P = f  =  k2=  1, i j = j . k  =  k i  =  0 . (3)
Благодаря этому декартова система координат значительно со

кращает выкладки во всех метрических вопросах.
Теорема. Скалярное произведение двух векторов в прямоуголь

ной декартовой системе координат:
а — аЧ1-\-аЧ2-\-аЧ§,

равно сумме произведений одноимённых координат:
а Ь*= ахЬх +  аЧ2-\-аЧъ. (4)

Действительно, по теореме о распределительности скалярного 
произведения при умножении суммы векторов на сумму каждое 
слагаемое первой суммы умножается на каждое слагаемое второй. 
При этом, в силу соотношений (3), сохранятся только произведения 
одноимённых координат, и мы получим формулу (4).

Следствие 1. Квадрат вектора равен сумме квадратов его 
координат:

ва =  (a1)a-|-(as)a-f-(o3)a. (5)
Следствие 2. Векторы перпендикулярны, если сумма произве

дений одноимённых координат равна нулю:
ахЪх-\-аЧ*+а*Ь* =  0. (6)

Формулы (4), (5) и (6) имеют место только для прямоугольной 
системы декартовых координат. Косоугольная система не представляет 
значительных преимуществ перед аффинной; поэтому, а также ввиду 
большой сложности формул мы ею не будем пользоваться.

Координаты точки относительно прямоугольной декартовой системы 
координат обозначаются буквами х, у, г и носят название абсциссы, 
ординаты и аппликаты.

§ 3. Угол двух векторов
Скалярное произведение позволяет легко определить модуль век

тора и угол двух векторов.
Задача 1. Найти модуль вектора

а =  axtx -j— —[—
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Так как квадрат вектора равен квадрату его модуля, то по фор
муле (5):

«2  =  в 2 _  ( а 1 )2 Ц _ (д 2 )2 _ |_ (а З)2>

откуда
а =  (5')

Задача II. Найти угол между векторами
а =  аЧ-\- a2j-{-a*k,
Ь =  ЬЧ-\-Ь*]-\-ЬЧ.

Так как скалярное произведение двух векторов равно произведе
нию модулей множителей на коси- * 
нус угла между ними (§ 4, гл. II, 
часть первая):

а • b =  ab cos <р,
а модули векторов определяются 
через их квадраты:

a =  V a 2, b =  V & , 
то угол определяется по формуле: 

а-Ь
COS Ф =  - р-~~~Уа* У&а

или, в координатах, по формулам 
(4) и (5):

aib1 -f- cfib2

(7)

Черт. 71.

cos <р i aW
Y (a if  -f- (a2)2 +  (a8)2. Y(bi)2 + Щ 2 -f (*8)2

(70

Пример. Найти /_АВС треугольника  с вершинами в точ
ках А (2, 1, 3). В ( 1, 2, 1), С(3, 1, 0) (черт. 71).

Так как каждый вектор равен разности радиусов-векторов своего конца 
и качала (§ 5, гл. I, часть первая), то

ВА — А — В = 1 — / + 2А, 

ВС — С — В — 21—J —k.
По формуле (7') имеем: 

cos ABC i ВА ВС 1

V  ВА2 У  ВС* V e . ^ 6  б-

§ 4. Расстояние между двумя точками
Задача III. Найти расстояние между двумя точками Му (л*, л;®) 

и М2(х\, х\, х\).
Если точки Afj, М2 отнесены к аффинной системе координат с на

чалом О и координатными векторами et, то по формуле (2) радиусы-

175



Mi =  x\ei+ x\e2+x\ev

Так как каждый вектор равен разности радиуса-вектора
конца М 2 и радиуса-вектора начала М и то

=  (*а —  * }) —  ХЪ *2 + ( * 2  —  х1) ev
Но квадрат вектора равен квадрату его модуля (§ 4, гл. II, часть

первая), значит, обозначая искомое расстояние (модуль вектора M tM2) 
буквой d:

имеем:
e!+ (xl — xD е2-\-(х1 ~ х\) е%?- (8)

В прямоугольной декартовой системе координат (О, i, j,  k) эта 
формула принимает вид:

=  —  (*| —  *?)a+ ( * | — *?)2- (80

§ 5. Деление отрезка в данном отношении

Задача IV. Даны две точки М х{хх, х*, х*) и Мг (х ,̂ х\, х|). Най
ти на прямой MtM2 точку М  (х{) так , чтобы она делила отре
зок М,Ма в отношении к — — :

1 2 Р
Л MjM _ _  q , g v

векторы точек имеют вид:

ЛШ2 p '
Решение задачи и ответ ничем не отличаются от той же задачи 

на плоскости (§ 3, гл. II, часть первая).
В  силу соотношения (9) и коллинеарности векторов М ХМ  и ММ%, 

они связаны уравнением:

1 Р 2
=  -1  

Р
Каждый из них равен разности радиусов-векторов конца и начала: 

М =  M —  Л Ш 2 =  М2 — Al-
Следовательно,

откуда
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В зависимости от знака X, деление будет внутренним или внешним. 
Середине отрезка М 1М 2 соответствует значение \ — 1:

Для значения \ — —  1 собственной точки не найдётся.

§ 6 . Ориентация тройки векторов

Рассмотрим тройку ортогональных единичных векторов еи е2, е&, 
образующих три ребра прямоугольного трёхгранника Г. Перемещая 
трёхгранник Т в пространстве, мы можем совместить его вершину 
с началом координат прямоугольной декартовой системы координат. 
Затем, поворачивая трёхгранник Т около вершины, можем совместить 
вектор щ  с положительным направлением оси абсцисс (с координат
ным вектором /j). Наконец, поворачивая его около оси абсцисс, мы 
можем совместить вектор е2 трёхгранника с положительным направ
лением оси ординат (с координатным вектором /2)- После этого по
ложение трёхгранника Т относительно координатной системы будет 
вполне определено. Третье ребро трёхгранника е8, как общий пер
пендикуляр к двум первым рёбрам в вершине его, совпадёт с осью 
аппликат, но вектор ей может и не совпасть с координатным векто
ром /3: располагаясь на оси г, он может быть направлен в отрица
тельную сторону её.

Таким образом, все прямоугольные трёхгранники с заданной нуме
рацией векторов е1У е2, еъ делятся на два класса: те трёхгранники, 
которые могут быть приведены к совпадению с координатным трёх
гранником выбранной системы координат (О; i t, /2, i3), и те, которые 
приводятся к совпадению с трёхгранником (О; lv 12, —  /3). Мы будем 
говорить, что первый класс трёхгранников отличается от второго 
своей ориентацией.

О п р е д е л е н и е . Два прямоугольных трёхгранника с заданной 
нумерацией осей обладают одной ориентацией, если они конгру
энтны, т. е. подходящее перемещение приводит их к совпадению, —  
разной ориентацией, если они симметричны, т. е. после подходящего 
перемещения один симметричен другому относительно плоскости.

Отсюда нумерация осей трёхгранника вводит его ориентацию.
Чтобы различить эти два класса трёхгранников, достаточно заме

тить, что три пальца правой или левой руки можно расположить так, 
что они образуют рёбра прямоугольного трёхгранника, и эти трёх
гранники будут разной ориентации. Отсюда название трёхгранники 
правой или левой ориентации или просто правые и левые трёхгран
ники, правая или левая система координат.

Следствие /. Изменение направления одного вектора меняет 
ориентацию трёхгранника.

Мы видим, что трёхгранники (elf е2, еъ) и (ех, е2, —  е8) —  разной 
ориентации.

12 Зак. 3182. С. П. Фиников. 177



Следствие 2. Изменение нумерации двух [векторов (переста
новка указателей) меняет ориентацию.

Действительно, если вектор ей трёхгранника Т совпадает с поло
жительным направлением оси г, а векторы et и е2 с координатными 
векторами t2 и i lf то поворотом на прямой угол около оси z трёх
гранника Т мы совместим вектор ех с вектором iv а вектор е2 с век
тором—  /2. Ориентации (е1г е2, е3) и щ , —  /2, ia) одинаковы и про
тивоположны ориентации (/,, *2, /3).

Следствие 3. Круговая замена указателей /2, /3), (i2, is, ij), 
(i8, ij, i2) не меняет ориентации трёхгранника, ибо круговая за
мена достигается чётным числом транспозиций и имеет результатом 
чётное число перемен знаков.

Понятие ориентации распространяется на косоугольные трёхгран
ники. Для этого достаточно заметить, что на ориентированном трёх
граннике каждый вектор еъ устанавливает положительную (которая 
глядит в сторону еа) сторону плоскости двух других векторов et и е2; 
на положительной стороне плоскости поворот (на угол меньше it) от 
первого вектора ех ко второму е2 устанавливает вращение по стрелке 
часов (от большого пальца к указательному на ладони левой руки) 
у левых трёхгранников, против стрелки часов —  у правых. Это опре
деление ориентации непосредственно прилагается к любому косо
угольному трёхграннику.

Ориентацию трёхгранника, совпадающую с ориентацией выбранной 
координатной системы, мы будем называть положительной.

§ 7. Векторное произведение

О п р е д е л е н и е . Векторным произведением ЩУ^Ь двух векто
ров а и Ь называется вектор, перпендикулярный к обоим множителям, 
имеющий модулем произведение модулей аЬ, умноженное на синус 
угла (а, Ь) между векторами а и Ь,

| a X ^ I  =  fl^sin(fl> b), (11)
и образующий с ними трёхгранник положительной ориентации.

Следствие 1. Модуль векторного произведения равен площади 
параллелограма, построенного на векторах-множителях.

Действительно, площадь параллелограма равна произведению двух 
его смежных сторон, умноженному на синус угла между ними.

Следствие 2. Векторное произведение коллинеарных векторов 
равно нулю.

Такие векторы параллельны и синус угла между ними равен нулю.
Следствие 3. Скалярный множитель выносится за скобку 

векторного произведения:
a X  (?&) =  ¥ (а X  Ь) <р —  скаляр. ( 12)

Теорема антикоммутативности. При перестановке множи
телей векторное произведение меняет знак:

а Х Ь  =  — Ь Х а  (13)
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При определении ориентации трёхгранника, образованного вектор* 
ным произведением и его двумя множителями, перемножаемые векторы 
нумеруются в том порядке, в котором они входят при умножении. 
Поэтому изменение порядка множителей имеет следствием изменение 
нумерации двух векторов и при сохранении положительной ориента
ции трёхгранника, в силу следствия 2 § 6, вызовет изменение на
правления их произведения на противоположное, т. е. умножение 
произведения на — 1 .

Следствие 4. Для трёх координатных векторов iv  /2, / 3 
декартовой прямоугольной системы координат векторное произве
дение двух векторов равно третьему с положительным или отри
цательным знаком в зависимости от сохранения порядка нуме
рации множителей и произведения’.

1̂ X  *2 =  8̂’ =  1̂»
*2 X == — ̂ 8» 8̂ X ̂ 2 == 1̂» X ̂ 8 =  — ̂ 2'

§ 8 . Теорема распределительности

Теорема распределительности. Векторное произведение суммы 
векторов равно сумме векторных произведений слагаемых на то т  
же самый вектор-множитель:

«X(^ i4-^2)  =  « X * i 4 - e X^2- (15)
Введём новый вектор Ьь, полагая

—1—̂ 2—|— — 0 - (16) 

Тогда равенство (15) можно написать в эквивалентной форме:

e X * i + « X ^ + e X * 8  =  o, (150
если значение Ьд, найденное из (16), подставить в равенство (15) и 
все члены перенести в одну часть. Обратно из равенств (157), (16) 
вытекает равенство (15).

Равенство (16) показывает, что ломаная, определяющая по правилу 
сложения сумму Ь1-\-Ь2-\-Ьъ, —  замкнутая. На чертеже (черт. 72) 
она образует треугольник В ХВ 2В3, где

Ь\ =  S j S j i  Ь2 =  B^Bft, 6 | =  S j B j .

Если построить в точках B t векторы

=  a (/= 1,2,3 )

и соединить вершины Aif то получим трёхгранную призму B lB2B iA iA2A9, 
боковые грани которой являются теми параллелограмами, площади 
которых равны модулям векторных произведений:

«1 =  | в Х ^ |  =  пл. В {В {+1А<+1А{.
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Si =  a X b i =  B^At X  fhBi+1
перпендикулярны к плоскостям своих параллелограмов B {B i+1Ai+1Ai 
и, образуя трёхгранники положительной ориентации из векторов
Uf — В {А{, Ь< =  В {В 1+1, Si — BiCi, направлены из вершин В { во 
внешнюю область трёхгранной призмы.

Чтобы доказать равенство нулю суммы векторов Sj —|—s2—|—®з, 
достаточно показать, что равна нулю сумма их проекций на произ
вольное направление р.

COS(Sj, />)+*> C0s(s2, />)-j-S3COS(S3, р)г=0. (17)
Здесь угол (s{, р) между векторами щ и р  равен углу между пло
скостью векторов a, bit перпендикулярной к вектору sit и плоскостью тс,

Сами векторные произведения.

Черт. 72.

перпендикулярной к вектору р, поскольку площадь проекции равна 
площади проектируемой плоской фигуры на косинус угла между пло
скостью фигуры и плоскостью проекций, каждое из слагаемых в левой 
части равенства (17) равно площади проекции боковой грани призмы 
на плоскость ir.

1 Примем за плоскость проекций плоскость чертежа. Тогда те же 
параллелограмы B iB i+1Ai+1Ai можно рассматривать как проекции 
граней. Если вектор р, перпендикулярный к плоскости проекций, 
направлен от плоскости чертежа к наблюдателю, то передние грани 
дадут положительные проекции, а задняя —  отрицательную и для на
шего расположения чертежа равенство (17) примет вид:

пл. B iB2A2Al-\-пл. В 2В ьАйА2—  пл. B iB &AsA1 =  0; (17')
если сюда прибавить с противоположными знаками площади проекции 
верхнего и нижнего оснований призмы, которые равны между собой, 
то равенство не нарушится:
пл. /^Вз/ЦЛд-^пл. Б 2В 8Л8Л2-}-пл. Л 1Л2Л3 —  пл. В 1В йАьА1 —

—  пл. j31В 2Вв — 0; (18)
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между тем в новом виде равенство становится очевидным, ибо при 
проектировании на произвольную плоскость выпуклого замкнутого 
многогранника на каждый кусок площади многоугольника В 1В 2В 3АаА 1 
накладываются две проекции с разными знаками от передней и зад
ней грани замкнутого многогранника, которые при сложении взаимно 
уничтожаются. Если доказана справедливость равенства (18), то тем 
самым доказана и теорема (15).

Заметим, что теорема сочетательности для векторного умножения не 
имеет места:

Действительно, произведение Ь X  с перпендикулярно и к вектору б, и к век
тору с, а векторное произведение левой части перпендикулярно к произве
дению Ь X  с и тем самым параллельно плоскости векторов Ь, с. Между тем 
векторное произведение правой части по тем же основаниям параллельно 
плоскости векторов а, Ь. Эти плоскости содержат только один общий век
тор Ь (и все ему коллинеарные). Значит, если оба векторные произведения 
совпадают, то они параллельны вектору Ь, который таким образом должен 
быть перпендикулярен и вектору а (первый множитель левой части) и век
тору с (второй множитель правой части). Если это не имеет места, то не
равенство (а) доказано.

Правило подсчёта векторного произведения. В  декартовых 
прямоугольных координатах каждая координата векторного про
изведения а X  ^ равна адъюнкту вектора i, J  или k в определителе

Для доказательства достаточно перемножить по правилу умноже
ния многочленов оба вектора:

и воспользоваться формулами (14).

§ 9. Площадь треугольника по координатам вершин
Задача. Найти площадь треугольника ABC  по координатам 

вершин Л (1, 2, 3), В  (2, — 1, 5),

а Х  (Ь X  с )Ф (а Х Ь )Х с . («)

i j  k 
а  X  Ь =  а1 а2 а3 

Ъ1 ft2 6s
(19)

a X b  =  (ali t -j-a2/2 -f-a3i8) X  ( ^ i + ^ - M 8*!})»

Площадь треугольника ABC  соста
вляет половину площади параллелограма 
ABD C  (черт. 73), а эта площадь равна 
модулю векторного произведения

D

АА С
А В  X  АС. Черт. 73.

Вычисляем векторы:

А В  =  В  —  А = / —  3/4-2*!, 

AC=zC— A =  2i— 8k\
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их произведение по формуле (17) равно:

АВ  X  АС —
J  к

-3 2 
О — 8

=  24/—J— 12у—{—6Л?,

а модуль произведения равен:

| АВ X  АС\ =  У 242—|— 1 =  6 УШ, 
откуда искомая площадь треугольника равна:

пл. ABC  =  3 УШ .

§ 10. Скалярное произведение трёх векторов

О п р е д е л е н и е .  Скалярным произведением трёх векторов а, Ь, с 
называется скалярное произведение вектора а на векторное произведе
ние двух других b и с.

(abc) — a (b X  с). (20)
Теорема. Скалярное произведение трёх векторов равно опре

делителю из девяти координат этих векторов:

(abc)= Ьх Ь* № (21)

Действительно, по формуле (19), векторное произведение b X с 
имеет вид:

J *
Ь Х с  = Ь1 № Ъ8 =  1 Ь2 Ь*

+ У Ь1 Ь\ |+* ГМ
Ь1 №

Составляя скалярное произведение с вектором 
а — ial-\-Ja2-\-kaP,

получим:
Ь2 № Ьг Ьх ю

a(b  X  с) =  а1 Щ с3
+ а 2 со с* Щ  Is I  с2

т. е. разложение определителя (21) по элементам первой строки.
Следствие 1. При вычислении скалярного произведения трёх 

векторов (abc) безразлично, какие векторы умножаются векторно, 
если сохраняется порядок трёх множителей:

(abc) =  (а X  Ь) с,
ибо в результате получается тот же определитель (21).
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Следствие 2. Произведение (abc) меняет знак при переста
новке двух множителей:

(abc) =  —  (acb). (22Ь)
Следствие 3. Произведение (abc) не меняется при круговой 

перестановке множителей:
(abc) =  (bed) — (cab), (22с)

ибо такая перестановка эквивалентна чётному числу транспозиций.
Следствие 4. Скалярное произведение трёх векторов обладает 

свойством распределительности относительно каждого своего мно
жителя :

(ay-j-a.2, be) — (a1bc)-j-(a2bc). (22d)

Это прямо вытекает из аналогичного свойства определителя:

а\ Л - а\ а \- \- а \ а\ а\ а\ а\ а\ ч
ь2 ь8 = Ъ1 V* b8 + Ь1 № ь3

с1 с9 с8 с1 с9 с8 с1 с9 с8

Теорема. Скалярное произведение (abc) равно объёму парал
лелепипеда, построенного на векторах а, Ь, с, как на рёбрах, и 
взятому с положительным или отрицательным знаком в зависи
мости от ориентации тройки векторов а, Щ с. ^

Объём параллелепипеда, построенного на векторах а, Ь, с, равен 
произведению его высоты на площадь основания.

Основанием можно считать параллелограм, построенный на век
торах b и с; его площадь равна модулю векторного произведения
I ъ х  С|.

Высота параллелепипеда abc равна проекции третьей стороны а на 
перпендикуляр п к плоскости параллелограма (Ь, с). Если за поло
жительное направление вектора п принять направление перпендику
лярного к плоскости (Ь, с) векторного произведения b X  с, то, со
гласно формуле (5) (§ 4, гл. II, часть первая), скалярное произведение

а (ЬХс) =  пря а • \b X  с |

будет равно произведению высоты прп а на площадь основания | b X  с |, 
т. е. объёму параллелепипеда. Это произведение положительно, если 
положительна проекция прпа, т. е. если угол вектора а с перпен
дикуляром b X  с острый, а для этого необходимо и достаточно, 
чтобы ориентация векторов а, Ь, с совпадала с ориентацией произ
ведения by^c и двух его множителей а и Ь, которая по условию 
положительна.

Следствие 5. Необходимое и достаточное условие компланар
ности трёх векторов есть обращение их скалярного произведения 
в нуль; ибо при этом параллелепипед и объём его обращаются в нуль.
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Следствие 6. Скалярное произведение трёх векторов с двумя 
равными множителями равно нулю.

Теорема. Скалярное произведение трёх векторов а , Ь, с равно 
произведению определителя из всех координат множителей на 
скалярное произведение координатных векторов.

Действительно, пусть
а =  a1el-j~a2e2-j-a5es, 
b =  b1e1~
с =  с1е1 -f-съе2 -j-с3е3

или короче:
а =  aiei, Ъ =  Ь{е{, с =  с*е{,

если условиться записывать сумму произведений одним членом с двумя 
одинаковыми верхним и нижним указателями. В дальнейшем всегда 
два одинаковых указателя наверху и внизу в одном члене будут озна
чать суммирование.

Скалярное произведение этих трёх множителей, в силу теоремы 
распределительности, равно:
(аЬс) =  (а[е1-\-а?е2-\-аье^ {рхех-j-Фе^-f-b*e3) (c1e1-j-c!e2-f-cae3) =  
=  а2£8с3 (е1е2е3)-{-а168ся (е1еье2)-{-а2д1с3 (е2е1е3)-)-а268с1 (e2e3et) 

-\-а3Ьхс* (e ^ ^ - f-аЧ^с1 (е3е2е )̂.
Здесь мы уже выбросили как равные нулю те члены, где в скаляр

ном произведении повторяется два одинаковых множителя. Переставляя 
в натуральный порядок множители произведения координатных векто
ров (е^вд) и учитывая изменение знака при перестановке каждой 
пары множителей, мы получим положительный или отрицательный 
знак, в зависимости от чётности или нечётности числа транспозиций
(аЬс) =  {ах№с3—  ахЬ3с2 —  а*Ьхс3-j— а̂ Ь3сх-\-а3Ьхс*—  аь№сх) {е^е^е .̂

Нетрудно заметить, что в фигурных скобках стоит определитель; 
следовательно,

а1 а2 а8

(аЬс) =  Ь1 Ьъ b3 (e^eg). (23)
с1 с2 с3

Следствие. Все скалярные произведения трёх векторов изменят 
знак, если от правой системы координат перейти к левой.

§ 11. Объём тетраэдра 
Задача. Найти объём тетраэдра с вершинами в точках

М х{з &  М 2 (х<), M B(x<s), М(х<). (/=1,2.3)
Мы записываем в скобках при названии точки одну из трех коор

динат xt, предполагая, что указатель i принимает три значения: 1,
2 л 3.
184



Объём тетраэдра ММХМ^МЬ равен одной шестой объёма паралле
лепипеда, построенного на векторах ММи ЛШ 2, ММ%. Так как каж
дый из них равен разности радиусов-векторов конца и начала:

ММ{ =  М{ —  М,
а радиусы-векторы определяются через координатные векторы ^  по 
формуле (2):

М — x*ev M1 =  x[ei, Ма =  х*2е{, М3 s= x[et,
то объём тетраэдра определяется формулой:
объём MM1MiMSi =  -g-[(xi1 — xi)e {, (x\ —  xl)e i , (х*в —  х*)е{) =

X] --X1 х\--X2 х\ — * 3 j
х \ - х 1 х\— х* х\ - (24)
х \ - х ' х\-х * 4 —

Г л а в а  I I  

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КООРДИНАТ

§ 1. Преобразование начала
Задача преобразования координат заключается в отыскании коор

динат х* произвольной точки М  по новой системе (O '; £{'), если они 
даны по старой системе (О; е{). Она распадается на две: преобразо
вание начала —

(О; е{)-+(0'; е<\ 

и преобразование координатных векторов —
(O '; et) -> (O '; *.)•

Из этих двух преобразований складывается общее преобразование: 
(О; <?,)-► (O '; et) ->(O '; ev ).

Преобразование начала координат меняет радиус-вектор точки.
Если

М =  ОМ и М* =  ОМ , 

то по правилу сложения векторов имеем:



Если обозначим через х1 и X *—  старые и новые координаты 
точки М, а через с*,— координаты нового начала О' по старой си
стеме, то, проектируя на оси координат равенство (а), получим:

х* =  Х*+с*0, (/= 1,2,3). ( 1)

§ 2 . Преобразование координатных векторов 

Обозначим через е( координатные векторы старой системы, через 

е\ —  новой и через £^ (^ ' = 1' —  координаты вектора ек по
старой системе.

Тогда получим:
е к ’ ~  с к 'е 1 ~ \~ с \ ’е 2 ~ \~ с \ 'е ъ

или, короче,

ek,==Ck'ei
/суммирование по\
{  1=1. 2. 3 ) .  (2)

Так как по формуле (2) § 1, гл. I, имеем для старых X* и но
вых xv координат точки М

I  суммирование по' 
М — Х %  — хи ек' I /=1,2,3

к = 1', 2', 3' J
то, заменяя векторы ек по формулам (2), получим:

,, . I  суммирование по'
X*е{ =  х* с*к,е{ / = 1, 2 , 3

\ к = V, 2', 3'
или

(Х* —  с*к,хк')е ( =  0.

Так как векторы et —  некомпланарны, а потому не могут быть 
связаны линейным соотношением, то все скобки равны нулю:

( ' Т ^ Г Г з ' 0)- (3)
Записывая в развёрнутом виде сумму, получим:

X* =  c*,xv ~{-с*,х3'-]-с*,х9' . (3')

Внося эти выражения в формулу (1), получим общее преобразо
вание аффинной системы координат:

х* =  c\,xv Н-4лг2' Н-c\,xv  + с*,. (4)

Так как в аффинной системе координат координатные векторы 
вполне произвольны, то и координаты с*к, векторов ек, ничем не связаны. 
Имеем:

Теорема. Наиболее общее аффинное преобразование координат 
определяется линейной подстановкой (4) с произвольными действи-
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тельными коэффициентами, ограниченными неравенством:

СЬ *-2' Л
8'

4 С22' С2 С8' Ф 0 . (5)
с\, С®2' £®8

Необходимость ограничения (5) объясняется тем, что новые коорди
натные векторы вх' не могут быть компланарны, а, следовательно, 
скалярное произведение трёх векторов (е^ е? е&) не может равняться 
нулю. Отсюда с помощью формулы (23) § 10, гл. Т, прямо получается 
неравенство (5).

§ 3. Определитель прямоугольного преобразования
Так называется преобразование декартовой прямоугольной системы 

координат. В этом случае каждый коэффициент преобразования с*к, 
есть косинус угла между старой осью за номером i и новой осью за 
номером kf.

Действительно, умножая скалярно на вектор L  обе части уравне
ния (2 ), которые мы перепишем теперь в виде:

I __л  ; /суммирование по\ чЖ Щ ||р  I / = 1, 2, 3 )> Ц )
получим:

. . , , , /суммирование по\
4 'W *  (  / = 1. 2. з  ).

или, поскольку в правой части произведение it • ij равно нулю, если 
i=f=j, и обращается в единицу только для одного значения i= J ,  
а произведение двух единичных векторов iy  • ij равно косинусу угла 
между ними,

COS (/*', ij )  =  с {„  (6)

где скобками (/*<, L) обозначен угол между этими векторами.
Определитель прямоугольного преобразования обладает целым 

рядом замечательных свойств, которые прямо вытекают из формулы (2'), 
если помнить, что каждая тройка векторов ip  и i t составлена из 
единичных и взаимно перпендикулярных векторов.

С в о й с т в а  о п р е д е ли т е л я  п р я м о у г о л ь н о г о  преоб 
ра зования :

1. Сумма квадратов элементов одной строки равна единице, 
ибо квадрат единичного вектора L , равен единице, а квадрат вектора 
равен сумме квадратов его координат:

(V )® =  (4 ')2+ ( 4 ' ) 2+  (4 ') в =  1 • (7а)
2. Сумма произведений соответствующих элементов двух строк 

равна нулю, ибо скалярное произведение двух ортогональных векто-
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ров ik' и if  равно нулю, а скалярное произведение равно сумме про
изведений одноимённых координат:

1к>' Ь  =  С\'С) ' + 4-4+ ci ' cj '  =  °- (7Ь)
3. Э ти  теоремы имеют место и для суммы квадратов элемен

тов одного столбца или суммы произведений соответствующих 
элементов двух столбцов, ибо по формуле (6) каждый элемент 
есть косинус угла б'-го нового вектора с г-м старым, и, следова
тельно, с*„ с*,, с*, суть проекции вектора 1{ на оси новой системы, 
т. е. его координаты:

Щ ф * -  (2")
4. Определитель прямоугольного преобразования равен ±  1.
Действительно, по § 10 гл. I, такой определитель равен объёму

куба (ii'iz 'is '), построенного на новых координатных векторах. Так 
как они единичны, то объём по абсолютной величине равен единице. 
Положительная или отрицательная единица получается в зависимости 
от того, будет ли ориентация двух троек векторов ik и iw одина
кова или противоположна.

5. Каждый элемент определителя равен своему адъюнкту 
с тем  же или с обратным знаком в зависимости о т сохранения 
ориентации тройкой координатных векторов.

Действительно, адъюнкты элементов первой строки суть опреде
лители матрицы, образованной двумя последними строками, т. е. 
координаты векторного произведения i#  X  h ' векторов h>, iy . Оно 
перпендикулярно к ним и, следовательно, коллинеарно вектору ii>; 
модуль произведения тоже равен единице, как площадь квадрата (/2', h '), 
но положительное направление произведения X  h ' вместе с множи
телями i2' и iy  всегда образует тройку векторов одной ориентации 
с координатной тройкой {/„}, а тройка {/„'} может быть другой ориен
тации.

§ 4*. Эйлеровы углы
Определитель прямоугольного преобразования содержит девять элемен

тов, но мы видели, что они связаны целым рядом соотношений. Среди этих 
соотношений имеется шесть независимых, которые выражают требования, 
чтобы три новых координатных вектора Щ  были единичны (модуль равен 
единице) и взаимно перпендикулярны:

=  (*2')2 =  W  =  Ь  *1' • h ’ =  *3' • *3' =  V  * *1' =  0.
Значит, девять элементов определителя прямоугольного преобразования 

зависят от трёх произвольных параметров.
В  качестве таких параметров Эйлер предлагает три угла последователь

ных поворотов, которыми можно перевести прямоугольный трёхгранник Охуг 
в любой другой прямоугольный трёхгранник Ox'y'z' той же ориентации 
(например, оба — левые). Допустим, что плоскость Ох’у ' пересекает пло
скость Оху по прямой OS; положительное направление оси О? выбираем 
так, чтобы трёхгранник Огг'Ч был тоже правым (черт. 74). При этих усло
виях первый поворот совершается около оси Oz на угол <р =  /, хО% так,
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чтобы ось Ох совпала с прямой Oi. Второй поворот совершается около 
оси Ot на угол 0 =  /_ zOz' так, чтобы ось Oz совместилась с осью Oz’ и, 
следовательно, совпали плоскости Оху и Ох'у'. Третий поворот совершается 
около оси Oz' на угол ф =  Ю х’. Он сохраняет положение оси Oz и совме
щает ось Ох с осью Ох’. Так как оба трёхгранника одной ориентации, то 
совмещение двух пар осей Oz с Oz' и Ох с Ох' необходимо приведёт 
к совпадению и третьей пары Оу, Оу'.

Три угла <р =  /_ хО\, ф =  /_ Ю х' и 0 = /_ zOzf называются эйлеровыми 
углами.

Если первый поворот переводит 
трёхгранник Охуг в трёхгранник 
Oirjz, то координата z остаётся не
изменной, а координаты х, у  пре
образуются в координаты 5, т) по 
формулам поворота прямоугольных 
осей координат на плоскости на 
угол <р:

х =  6 cos <р — у) sin <р, 
у  =  5 sin ср + 11 cos <р, z =  г.
Второй поворот переводит трёх

гранник Oitjz в трёхгранник Фщ 'г' 
поворотом на угол 0 около оси 0 $.
Следовательно, координата 6 остаётся 
неизменной:

5 =  5, т) =  у ' cos 0 — г ' sin 0, 
z =  т)' sin 0 -f- г7 cos 0. Черт. 74.

Третий поворот переводит трёхгранник Otrfz' в трёхгранник Ox'y'z' 
поворотом на угол ф около оси Oz':

£ =  х ' созф— j /7 sin ф,- i\r =  x ' sin ф -\-y' cos ф, z' =  z'.
По исключении из этих равенств промежуточных величин 5, ц, ч\' получим:

х =  xr (cos (р cos ф — sin sin ф cos 0) — у ' (cos <р sin -f- sin cos ф cos 0) +

у  == x ' (sin <p cos ф +  cos 'f sin ф cos 0) —y ' (sin <p sin ф ■ 

z =  x ' sin ф sin 0 -f-y' cos ф sin 0 +  z’ cos 0.

+  z' sin <p sin 0,
cos <p cos ф cos 0) — 

— z' cos <p sin 0,

§ 5. Инвариант преобразования аффинных координат

Теорема 1. Всякое преобразование аффинной системы коор
динат оставляет алгебраическое уравнение между координатами 
точки алгебраическим и не повышает его степени.

Пусть мы имеем алгебраическое уравнение
F  (х1, х2, Xй) =  0. 

Левая часть его —  многочлен; пусть
Л  (jea) e (je8)r

—  один из членов этого многочлена. Чтобы совершить преобразование 
координат, надо внести сюда вместо координат х* их выражение по
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формулам (4) этой главы. Так как после преобразования в прйвой 
части тождества

A {xFf (лг2)® (лг8/  =  А{с\,х*'-\-с\,у ( с | , л + cg ,)e {с\,хк' + с« ,)г
содержится всего р -f- q-\-r =  т  линейных множителей, а при умно
жении степеней показатели складываются, то после раскрытия скобок 
мы получим весьма разнообразные произведения степеней, но сумма 
показателей при лг1', лга', лг8' не может быть больше, чем /и, т. е. не 
больше степени этого члена по старой системе координат.

Складывая после преобразования все члены уравнения, мы получим 
в левой части уравнения многочлен; следовательно, уравнение оста
нется алгебраическим и степень его не возрастёт.

Теорема 2. Преобразование аффинных координат не может 
трансцендентное уравнение сделать алгебраическим и не может 
понизить степень алгебраического уравнения.

Действительно, если при переходе от координат (лг*) к коорди
натам (лг*') трансцендентное уравнение стало бы алгебраическим или 
степень алгебраического понизилась бы, то обратное преобразование 
от (лг*') к (лг*) должно было бы вернуть к прежнему уравнению, т. е. 
сделать алгебраическое уравнение трансцендентным или повысить 
степень алгебраического уравнения, что невозможно в силу теоремы 1 .

Обе теоремы можно высказать в виде одного предложения:
Следствие. Степень алгебраического уравнения между коор

динатами точки есть инвариант преобразований аффинной системы 
координат.

Г л а в а  I I I

ОБЩ ИЕ ТЕОРЕМ Ы  ОТНОСИТЕЛЬНО УРАВНЕНИЙ 
ГЕОМ ЕТРИЧЕСКОГО  МЕСТА ТОЧЕК

§ 1. Уравнение геометрического места точек
Рассмотрим уравнение между тремя координатами точки в про

странстве относительно произвольной аффинной системы координат:
F  (лг1, лг2, лг8) =  0. (1)

Все точки, координаты которых удовлетворяют уравнению, обра
зуют геометрическое место точек, определяемое этим уравнением.

Могут представиться различные случаи.
Могут быть уравнения, не допускающие ни одного решения в виде 

тройки действительных чисел, например:
(* 1)8+ ( * a)8+ ( * e)a-f“ 1 =  0 .

Тогда множество точек, определяемое уравнением, будет пустым.
Могут быть уравнения, допускающие только одно решение или 

конечное число решений, например:
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Тогда геометрическое место Состоит Из одной или конечного числа 
точек (в нашем примере из начала координат).

Может случиться, что уравнение определяет линию, например 
уравнение

(* i)2- H * 2)2 =  0.
Оно даёт

х1 =  О, х2 =  О,
но так как ха остаётся произвольной, то координаты любой точки 
третьей оси координат удовлетворяют уравнению.

Если не накладывать никаких ограничений на функцию, стоящую 
в левой части уравнения ( 1), то определяемое им геометрическое 
место точек может быть более сложной структуры, например в виде 
бесконечного множества точек, сколь угодно плотно заполняющего 
пространство и не образующего ни в какой своей части поверхности.

Для алгебраических уравнений дело обстоит проще. Задаваясь 
произвольно значениями

у1 .. «*1 «*2 . . . у2— Щ? Л — Щ*
где хх, х\ —  два числа, мы получим алгебраическое уравнение для 
третьей координаты:

F(x\, ха, хй) — О,

которое будег иметь конечное число действительных корней (не большее 
степени уравнения). Каждому корню х& будет соответствовать точка, 
лежащая на прямой, которая проходит через точку Р  (xj, 0) 
параллельно третьей оси.

При непрерывном изменении значений координат х1, х2 корень 
уравнения х8, если только он не станет мнимым, будет меняться не
прерывно, и, вообще говоря, точка опишет поверхность. Слова „во
обще говоря" означают, что это будет иметь место, если не налагать 
специальных ограничений на вид многочлена F (x x, х2, х8) вблизи 
рассматриваемой точки.

Мы будем говорить, что уравнение (1) „вообще* определяет по
верхность.

Следствие. Точка лежит на поверхности, если координаты 
точки удовлетворяют уравнению поверхности.

Координаты точки, удовлетворяющей уравнению (1), называются 
текущими координатами.

§ 2. Уравнение сферы

Если поверхность определяется как геометрическое место точек, 
обладающих общим свойством, то можно составить уравнение поверх
ности; для этого надо только выразить налагаемое на точки поверх
ности требование с помощью уравнения между координатами точки.

Рассмотрим в виде примера составление уравнения сферы.
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Задача. Составить уравнение сферы с центром в точке С 
и радиусом R .

Отнесём сферу к декартовой прямоугольной системе координат 
(черт. 75). Пусть а, Ь, с будут координаты центра С; рассмотрим 
какую-нибудь точку М  (х, у , г) сферы. Расстояние этой точки от 
центра С  определяется по формуле (8 ')  § 4, гл. I:

М С =  ]/(х  —  a)2 -j- (у  —  b)2-\-(z— с)2.

По условию, это расстояние должно равняться радиусу. Следовательно, 
координаты каждой точки сферы удовлетворяют уравнению:

У (* — а)*+ (у— *)» +  (»-«:)» =  *  (а)

Обратно, если координаты точки М  (х, у , г) удовлетворяют урав
нению (а), то расстояние точки М  от центра С  равно радиусу и точка 
лежит на сфере.

Возвышая обе части уравнения в квадрат, чтобы освободиться от 
радикала, получаем уравнение сферы в виде:

(х  —  a)2-j-(y —  b)2-\-(z— c f =  R 2. (2)

§ 3. Уравнение между двумя координатами
Допустим, что уравнение содержит только две координаты:

F (x \  х2)  =  0. (3)
На плоскости первых двух координатных векторов такое уравнение, 

вообще говоря, определяет некоторую линию L (черт. 76).
Рассмотрим какую-нибудь точку Р  этой линии. Так как она лежит 

в плоскости первых двух осей координат, то третья координата равна
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нулю: х8 =  0. Следовательно, её координаты суть Р(х\, х\, 0). Они, 
по условию, удовлетворяют уравнению (3), но также будут удовле
творять уравнению координаты любой точки

M ix ', х\, Xs)

с теми же самыми значениями х*, х*, ибо уравнение (3) не содержит 
координаты лс8, и, следовательно, любое задание этой координаты не 
изменит величины левой части уравнения.

Точки Р(х\, х* 0) и М  (xj, х%, л-8) лежат на одной прямой, про
ходящей через точку Р  параллельно третьей оси, ибо из формул

Р  =  х\ех +  x\ev М =  х\ех +  х\ег 1  х \
следует:

РМ  — М —  Р  — xsea; М — Р-\-хъе$.
Меняя хй, мы будем перемещаться по прямой РМ, не покидая поверх
ности. Таким образом, поверхность образована прямыми, параллель
ными третьей оси и пересекающими кривую L.

О п р е д е л е н и е . Цилиндрической поверхностью или цилиндром 
называется поверхность, образованная прямой, которая двигается, всё 
время пересекая заданную линию и оставаясь параллельной заданному 
вектору.

Заданная линия L при этом называется направляющей цилиндра, 
а прямая РМ  —  его образующей.

Имеем теорему:
Теорема. Одно уравнение между двумя координатами точки 

в пространстве определяет цилиндр с образующими, параллель
ными третьей оси.
13 Зге. 3182. С. П. Фиников. Jg g



§ 4. Уравнения линии

Линия в пространстве определяется, как пересечение двух поверх
ностей. Например, прямую линию определяют, как пересечение двух 
плоскостей, окружность —  как пересечение сферы и плоскости.

Теорема. Два уравнения относительно трёх координат точки
F (x 1, ла, jc8) =  0 ,
Ф(лг», * 2, * 3) =  0 Щ

определяют в пространстве линию.
Действительно, каждое из уравнений (4) определяет поверхность. 

Координаты х1, х2, х3, удовлетворяющие и первому, и второму урав
нениям (4), определяют точки, принадлежащие и первой и второй 
поверхностям, т. е. точки, лежащие на линии пересечения этих поверх
ностей. Обратно, координаты каждой точки этой линии удовлетво
ряют системе (4). Следовательно, система уравнений (4) определяет 
линию, именно —  линию пересечения поверхностей, которые опреде
ляются отдельно первым и вторым уравнениями системы.

Эта теорема, как и все теоремы этой главы, нуждается в целом 
ряде оговорок. Система (4) может быть противоречива, и тогда опре
деляемое ею множество точек будет пустым.

Две функции F  и Ф могут разлагаться на множители, имея общий 
множитель:

F = y F lf Ф =  (рФ1.
Тогда координаты х4, удовлетворяющие уравнению поверхности

о (х1, х2, jc3) =  О,
обратят в нуль и F, и Ф, следовательно, будут удовлетворять си
стеме (4); значит, система (4) будет определять не линию, а поверхность.

Все эти случаи мы исключаем при формулировании теоремы.
Теорема. Три уравнения
F(x\ х2, *3) =  0, Ф ( ^ ,  х2, *3) =  0, ¥ (* !, * 2, д )̂ =  0 (5)

определяют точки пересечения трёх поверхностей: F — О, Ф =  0 
и ¥  =  0 .

Действительно, решая их совместно, получим, вообще говоря, 
несколько (конечное число) решений. Каждое решение (x j) удовле
творяет каждому из уравнений (5); следовательно, точка М0 (xi) лежит 
на каждой из поверхностей F, Ф и W и, будучи общей точкой, назы
вается точкой пересечения их.

§ 5. Классификация поверхностей
Теоремы § 5, гл. II, позволяют ввести рациональную классифика

цию поверхностей по их уравнениям в аффинной системе координат.
Определение.  Поверхность называется алгебраической, если 

её уравнение —  алгебраическое, т. е. может быть приведено к виду
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равенства нулю многочлена от текущих координат. Все неалгебраиче» 
ские поверхности называются трансцендентными.

Порядком алгебраической поверхности называется степень её урав
нения.

Например, всякая плоскость есть поверхность первого порядка, 
ибо она определится уравнением

х8 =  0,

если её принять за плоскость (ех, е2) аффинной системы координат.
Следствие 1. Поверхность п-го порядка пересекается с произ

вольной плоскостью по кривой не выше п-го порядка.
Действительно, если принять эту плоскость за плоскость (elt е%) 

координатной системы, так что она будет определяться уравнением
х8 =  0 ,

то линия пересечения её с поверхностью ( 1) будет определяться 
системой из этих двух уравнений. Внося в уравнение (1) значение 
х3 =  0 , получим уравнение не выше n-й степени:

Р (х \  х*, 0) =  0 , (а)
между двумя координатами х1, х2. Поскольку каждая точка нашей 
линии лежит в координатной плоскости (е1г е2), мы можем рассма
тривать это уравнение, как уравнение линии на плоскости.

Так как степень уравнения равна п, то линия —  я-го порядка. 
Следствие 2. Произвольная прямая пересекает поверхность 

п-го порядка не более чем в п точках.
Если мы проведём через нашу прямую плоскость, то она пересе

чёт поверхность по линии п-го порядка. Точки пересечения поверх
ности с прямой суть точки пересечения этой линии с прямой, а тогда 
наше предложение вытекает из общей теоремы о числе точек пере
сечения кривой «-го порядка с произвольной прямой (§ 5, гл. IV, 
часть первая).

Замечание .  Эти следствия имеют полную силу только при 
условии, если будем учитывать не только действительные, но и мни
мые линии.

Аналитическая геометрия рассматривает только алгебраические 
поверхности.

§ 6 . Распадение поверхности

Теорема. Если левая часть уравнения алгебраической поверх
ности разлагается в произведение, а правая часть равна нулю, 
то поверхность распадается, и уравнения составляющих полу
чаются, если приравнять нулю каждый множитель левой части 
в отдельности.

Рассмотрим уравнение
F (x l, хя, х8) •<£(*>, лса, х8) =  0 , (6 )
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где F  и Ф —  многочлены относительно текущих координат х1, х2, х6, 
и допустим, что координаты точки М  (xj, л:®) удовлетворяют 
уравнению (б), т. е. обращают произведение f -Ф в нуль. Это может 
осуществиться только одним из двух способов: или обращается 
в нуль первый множитель

F (xb х% х1)=°>  (6а)
и тогда точка М 0 лежит на поверхности ( 6а), или, если F  ф  0, то 
обращается в нуль второй множитель:

Ф ( х 1> х 1> х 1 )  =  ° >  (6Ь)
т. е. точка М0 принадлежит поверхности (6Ь).

Таким образом, все точки поверхности (6) принадлежат или 
поверхности (6а), или (6Ь). С другой стороны, каждая точка поверх
ностей-^ ,  Ь), очевидно, принадлежит поверхности (6), ибо произве
дение равно нулю, если один из его множителей равен нулю. Сле
довательно, поверхность (6) распадается на поверхности F  =  0 и 
Ф =  0.

§ 7. Пучок поверхностей
О п р е д е л е н и е .  Пучком поверхностей называется семейство 

поверхностей, определяемое уравнением:
p F(x \ х*, х8)4 - ?Ф (х 1, х2, *») =  0, (7)

где постоянное

называется параметром пучка. При различных значениях постоянных 
р и q получаются все поверхности пучка.

Поверхности
F  (х1, х2, л;8) =='0 и Ф (х1, л:2, х3) =  0

образуют базис пучка.
, Следствие 1. Каждая поверхность пучка проходит через линию 

пересечения базисных поверхностей пучка
F (x\  х2, х*) =  0, Ф (х\ х\ х3) =  0 . (8)

Действительно, допустим, что точка MQ (xj, ха, х®) принадлежит 
этой линии, и, следовательно, координаты (х*) обращают в нуль обе 
функции Р и Ф .  Тогда после подстановки (х*) в уравнение (7) и 
первое, и второе слагаемые обратятся в нуль, каковы бы ни были 
значения коэффициентов р и q. Так как координаты (x j) удовлетво
ряют уравнению (7), то точка МАхJ) лежит на поверхности (7), 
а поскольку р и q ничем не связаны, точка MQ (х*) будет лежать на 
любой поверхности пучка (7).
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Следствие 2. Через каждую точку пространства, не лежа
щую на линии пересечения базисных поверхностей, проходит одна 
и только одна поверхность пучка.

Пусть точка х*, х®) не лежит на линии (8); следовательно,
F(x\, х\, х\), Ф(х\, х\, х») (а)

не равны нулю одновременно.
Внося координаты х* в уравнения (7), мы получим условия на

параметр X =  — той поверхности пучка, которая проходит через 
точку Мх:

pF(x\, х\, *® )+ ?Ф  {х\, х\, х\) =  О, (Ь)

откуда, если Ф(л$, х\, х®) ф О,
q F (x \,x \,x \)

Р Ф (*},■*?. А)

Если Ф(х\, х\, лг®) =  О, то, по условию, F(x\, х\, х®) ф 0, и урав
нение (Ь) даст

р — О,
что соответствует второй поверхности базиса Ф =  0; если 

F  (х\, х\, х®) =  0, Ф ф 0,
то

<7 =  0,
и мы получаем первую поверхность базиса F  =  0, т. е. во всяком 
случае одну определённую поверхность. ■

§ 8 . Связка поверхностей
О п р е д е л е н и е  1. Связкой поверхностей называется семейство 

поверхностей, определяемых уравнением
pF(x1, х2, х*)-+-дФ(х', х2, хг)-\--r4t(x1, х2, jc^s^O, (9)

где
А=  — а =  —

~  Р ’ ^ Р
суть параметры связки.

Поверхности
F (x l, х2, хй) =  0 , Ф ^ 1, х2, хя) =  0 и W(x}, х2, х3) =  0 (a)

образуют базис связки.
Следствие /. Каждая поверхность связки проходит через все 

точки пересечения поверхностей базиса.
Действительно, если М0(х§ есть точка пересечения трёх поверх

ностей базиса, то координаты (x j) удовлетворяют всем уравнениям,
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т. е. обращают в нуль все три функции F, Ф и W. Они обратят 
тогда в нуль и левую часть уравнения (9), притом при всяком зна
чении коэффициентов р, q, г. Значит, точка М 0(х*) будет лежать на 
всех поверхностях связки.

О п р е д е л е н и е  2.  Точки пересечения базисных поверхностей 
связки называются центрами связки.

Следствие 2. Через каждую точку M lt не принадлежащую 
к числу центров связки, проходит семейство поверхностей связки, 
которое образует пучок.

Пусть /Й1 (x j)— точка, не принадлежащая к числу центров связки. 
Её координаты не удовлетворяют системе трёх уравнений (а), стало 
быть, после подстановки координат (jcJ) три функции F, Ф или W 
не обращаются в нуль одновременно.

Внесём эти координаты в уравнение (9); мы получим уравнение.

где по крайней мере один из коэффициентов F, Ф или не равен 
нулю. Если W Ф  0, то мы можем найти отсюда параметр г и найден
ное выражение подставить в уравнение (9). Мы получим уравнение, 
линейное относительно параметров р и q, следовательно, уравнение 
вида (7), которое и определит пучок. Каждая поверхность пучка 
будет проходить через точку М и ибо уравнение (Ь) будет удовле
творено.

Г л а в а  IV
ПЛОСКОСТИ В ЭВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. Уравнение плоскости, проходящей через заданную точку 
перпендикулярно к заданному вектору

Во всех вопросах метрической теории в эвклидовом пространстве 
мы будем пользоваться декартовой прямоугольной системой координат.

Задача. Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точку М х перпендикулярно к вектору N.

Рассмотрим декартову прямоугольную систему координат, и пусть 
М  будет произвольная точка искомой плоскости.

Так как вектор М гМ  имеет две точки, общие с плоскостью 
(начало и конец), то он весь лежит в плоскости, а все прямые пло
скости перпендикулярны к вектору JV, который перпендикулярен
к плоскости. В силу перпендикулярности векторы и ЛГ дают ска
лярное произведение, равное нулю:

Так как всякий вектор равен разности радиусов-векторов своих 
конца и начала, то

М ЛМ  • N = 0 . (а)

М1М =  М — М1, (Ь)
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и уравнение (а) принимает вид:
(М  —  М ,) • ЛГ=0. (1)

Обратно, если радиус-вектор М удовлетворяет уравнению (1), то, 
в силу соотношения (Ь), имеет место равенство нулю произведения (а),
и, следовательно, вектор М ХМ  перпендикулярен к вектору N, 
а поскольку точка М х лежит в искомой плоскости, то и весь век
тор М ХМ, и его конец М  лежат в плоскости, проходящей через 
точку Mj перпендикулярно к вектору ЛГ.

Мы получаем таким образом уравнение плоскости, написанное для 
радиуса-вектора произвольной точки её.

Если М(х, у, г), М х(дс1} у и zt) суть координаты этих точек и 
А, В, С —  координаты вектора N, так что

М  —  M t =  (x — xx) i + ( у  —  уМ -\-(г —  г\)к,
N — Al-\-Bj-\-Ck,

то, перемножая скалярно векторы по формуле (4) § 2, гл. I, мы 
напишем уравнение (1) в координатной форме:

A {x - x 1)-\-B(y— y i)-\-C(z— zl) =  0. (10
Так как произвольная плоскость определяется уравнением первой 

степени, то имеем:
Теорема. Плоскость есть поверхность первого порядка.
Если в уравнении (1') закрепить координаты xlt у и ги т. е. 

точку M v и менять коэффициенты А, В, С, то мы получим связку 
плоскостей (9) § 8 , гл. III. Базисными плоскостями связки служат 
плоскости

х — * ! =  (), у  — у х — 0 , г — гх — 0 , 
а центром —  точка М х(хх, y lt zx).

§ 2. Нормальное уравнение плоскости

Нормальное уравнение плоскости получится, если выбрать вектор, 
перпендикулярный к плоскости, единичным и поместить точку М х 
на плоскости в ту точку Р  (проекция начала), которая является осно
ванием перпендикуляра, опущенного из начала координат на плоскость. 
Единичный вектор, перпендикулярный к плоскости и имеющий напра
вление перпендикуляра ОР, опущенного из начала координат О на 
плоскость, мы будем обозначать буквой п, а длину этого перпенди
куляра — буквой р:

р =  ОР.

Радиус-вектор точки Р, как вектор, перпендикулярный плоско
сти (Р — основание перпендикуляра), следовательно, коллинеарный



вектору п и одинаково направленный, может быть представлен в виде:

Р  =  О Р= рп.
Внося это выражение в уравнение (1) вместо и раскрывая скобки, 
получим:

М • п —  рп2 =  О, 
или, так как п —  единичный вектор и л2 =  1 :

М  • я — р== 0 . (2)
Это уравнение плоскости называется нормальным.
Если ввести текущие координаты точки М (х, у , г) и обозначить 

координаты единичного вектора п как косинусы углов его а, р, f  
с осями координат:

М =  xi-\-yj-\-zk,
»  =  c o s a f - | “ C o s |3 / -} -*c o s Y fc , (3 )

то уравнение (2) напишется в координатной форме:
jccosa-f-^y cos р + г  cos ̂ — p =  0 . (2 ')

Это уравнение замечательно тем, что для каждой плоскости оно 
вполне определено, кроме плоскостей, проходящих через начало коор
динат. Оно содержит три независимых параметра: расстояние пло
скости от начала координат р, существенно положительная величина, 
и два параметра, определяющих направление вектора п. По фор
муле (3), вектор п задан тремя координатами: cos a, cosp, cos 7 , но 
он —  единичный, а потому квадрат его равен единице; по формуле (5 ) 
§ 2 , гл. I, это условие принимает вид:

cos2 a cos9 р -}- cos2 y =  1. (4)
Неполная определённость нормального уравнения для плоскостей, 

проходящих через начало координат, объясняется тем, что в этом 
случае становится неопределённым положительное направление век
тора. О Р— перпендикуляра, опущенного на плоскость из начала коор
динат, так как в этом случае длина вектора ОР равна нулю, точка Р  
совпадает с началом координат. Следовательно, можно изменить знак 
у всех координат cos a, cosp, cos^ вектора п, не нарушая нормаль
ности уравнения.

§ 3. Приведения уравнения плоскости к нормальному виду

Мы переходим к доказательству второй половины основной тео
ремы, приведённой в § 1.

Теорема. Поверхность первого порядка есть плоскость, иными 
словами: в с я к о е  у р а в н е н и е  п е р в о й  степени оп р еде ля ет  
п л о с к о с т ь .
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Берём общее уравнение первой степени:
Ax-\-By-\-Cz-\-D =  0. (5)

Если ввести радиус-вектор текущей точки плоскости М (х, у, г) 
и новый вектор N  посредством формул

M =  xi-\-yj-\-zk,
N=Ai-\-Bj-{-Ck, W

то по правилу скалярного умножения:
М • N= Ax-Jr By-\-Cz, 

и уравнение (5) принимает вид:
М • N-\-D =  0. (50

Сравнивая это уравнение с нормальным уравнением плоскости (2), 
мы видим, что при одинаковой общей структуре они отличаются 
в двух отношениях: 1) нормальное уравнение содержит единичный 
вектор п, в то время как в общем уравнении вектор N, определяемый 
формулой (6), имеет произвольную длину и 2 ) свободный член нор
мального уравнения— р всегда отрицателен в то время, как в общем 
уравнении (5 ') D может иметь произвольное значение.

Отсюда вытекает способ приведения общего уравнения (5) к нор
мальному виду.

Надо прежде всего сделать вектор N  единичным. Для этого надо 
его разделить на его модуль:

Л Г = У л * + В * 4 -С»
Затем надо получить отрицательный знак у свободного члена, а для 
этого надо переменить знаки, если свободный член D  положителен.

Соединяя вместе эти две операции, мы видим, что нам надо умно
жить обе части общего "уравнения на нормирующий множитель

R  Ц ± -  В I  _ , (7)

причём знак нормирующего множителя должен быть противоположен 
знаку свободного члена.

Таким образом, всякое уравнение первой степени (5) может быть 
приведено к нормальному виду. Так как нормальное уравнение опре
деляет плоскость, то и общее уравнение (5) определяет плоскость.

Формула (7) теряет смысл, если
А =  0, В  — 0, С =  0,

но в этом случае уравнение (5) не содержит текущих координат, 
сводится к невозможному равенству D === 0 и на эвклидовой плоско
сти не имеет смысла.

Замечание .  Основная теорема об эквивалентности поверхности 
первого порядка и плоскости распространяется и на произвольную 
аффинную систему координат.
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Действительно, преобразование аффинной системы координат сохра
няет степень алгебраического уравнения; следовательно, плоскость, 
определяемая уравнением первой степени в декартовой системе коор
динат, будет определяться уравнением первой степени и в аффинной. 
Обратно, всякое уравнение первой степени относительно аффинных 
координат останется первой степени и после перехода к декартовым 
прямоугольным и, следовательно, будет определять плоскость.

Рассуждения, которые мы провели, чтобы привести уравнение 
плоскости к нормальному виду, дают нам, кроме того, замечатель
ный результат. Вектор N, определяемый формулой (6), перпендику
лярен к плоскости (5). Мы запишем этот результат в виде отдельной 
теоремы.

Теорема. Коэффициенты при текущих координатах в урав
нении плоскости

Ax-\-By-\-Cz-\-D =  О 

служат координатами вектора
N =  Ai-\-Bj-\~Ck, (60

перпендикулярного плоскости. ч
Мы будем называть его вектором нормали к плоскости.

§ 4. Расстояние точки от плоскости

Задача. Найти расстояние точки М х (хи y lt Zy) от плоскости 
М. • п —  р =  0.

Расстояние точки от плоскости измеряется длиной перпенди
куляра MyQ, опущенного из точки М х на плоскость (черт. 77).

Так как плоскость перпендикулярна 
к прямой QMlt то всякая точка Р  
этой плоскости проектируется на пря
мую QMt в точку Q, а вектор
РМ Х —  в отрезок QMV Относитель
ная (взятая со знаком) длина проек
ции равна скалярному произведению
проектируемого вектора РМ Х на еди
ничный вектор оси проекций. Вы
бирая за такой вектор единичный 
вектор нормали п к плоскости, мы 
получим искомое расстояние по ве
личине и по знаку в виде:

d. =  QAfj =  РМу • п. (а)
При этом расстояние d будет положительно, если отрезок QM} 
направлен в положительном направлении единичного вектора п, т. е.
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если точка М х лежит по другую сторону плоскости по отношению 
к началу координат.

Выберем за точку плоскости точку Р — основание перпендику
ляра, опущенного на плоскость из начала координат:

Р  =  рп.%
Внося в уравнение (а) значение вектора (разность радиусов-векторов 
конца и начала) 

РМ Х =  Mj —  Р =  Mj —  рп, 
получим: 

d — (Mj — рп) ■ л =  М] • п —  рп2 
или 

d =  Mj • л —  р. (8) 

Этой формуле можно дать словесную формулировку:
Расстояние точки о т плоскости равно левой части нормаль

ного уравнения плоскости с заменой текущих координат коорди
натами данной точки.

Пример. С о с т а в и т ь  у р а в н е н и е  п л о с к о с т е й ,  к о т о р ы е  де
л я т  п о п о л а м  у гол  м е ж д у  п л о с к о с т я м  и:

х + у  — 2г— 1 = 0 ,
x + y  +  2 z + l= 0 .

Плоскости, равноделящие двугранный угол, можно определить как гео
метрическое место точек, равно отстоящих от граней двугранного угла.

Рассмотрим произвольную точку М (X, Y, Z ) равноделящей плоскости. 
Её расстояние от заданных плоскостей определяется величиной левой части 
нормального уравнения соответственно каждой из этих плоскостей с заме
ной текущих координат координатами точки М.

Нормирующие множители обоих уравнений равны по абсолютной вели
чине, но различны по знаку: у первого уравнения он положителен, у вто
рого — отрицателен (ибо положителен свободный член -f-1):

1 1

R==± Ш В Я у Б Н  В К
Следовательно, искомые расстояния равны:

1 X + Y - 2 Z - X  (  X + Y  +  Ш Ши1 — г— Г «2 - г- * №)
1 у т  1^6

Для одной равноделящей эти расстояния равны с теми же знаками, для 
другой — с противоположными знаками. Дело в том, что определение равно
делящей как геометрического места точек не учитывает знака расстояния 
точки от плоскости. Между тем это расстояние по формуле (8) имеет знак, 
и при переходе через плоскость знак меняется. Чтобы перейти с одной 
равноделящей на другую, надо пересечь одну и только одну плоскость. Зна
чит, для второй равноделящей изменится знак расстояния от одной плоскости 
(которую мы пересекали при переходе с одной равноделящей на другую), 
для другой — расстояние сохраняет знак.
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Внося выражения (b) в уравнения
dj —— d%, = d<i ■ 

получаем искомые уравнения равноделящих:
1) Х + У =  0;
2) 2Z +  1*= 0.

§ 5. Уравнение плоскости в отрезках

Рассмотрим в произвольной аффинной системе координат уравне
ние плоскости

AjX1 —|—ylgJC2—|— —|—у40 =  0. (9)

Допустим, что все коэффициенты А{ отличны от нуля. Найдём 
пересечение плоскости с осями координат. Пусть точка (а1, 0, 0) 
первой оси лежит на плоскости; тогда её координаты удовлетворяют 
уравнению плоскости. Внося их в уравнение (9), имеем:

^ + ^ = 0 , «1 =  - - ^ ,  ( 10 ) 

и аналогично для других осей. Исключая теперь коэффициенты

мы получим (после внесения этих выражений в уравнение (9) и сокра
щения на —  Л0):

jrl v-2 jr8
- s r + ^ + - y = > -  (»>

В  декартовой системе координат величина а*, как координата 
точки j/ j на прямой, даёт по величине и направлению отрезок оси 
O j/t и называется отрезком, отсекаемым плоскостью на оси коор
динат. Мы сохраним это название и в аффинной системе координат 
и будем называть уравнение ( 1 1 ) уравнением плоскости в отрезках.

С*
§ 6 . Построение плоскости по её уравнению

Пусть нам дана плоскость своим уравнением относительно аффинной 
(в частности, декартовой прямоугольной) системы координат:

Ах +  By +  Сг +  D =  0.
Чтобы построить сё, рассмотрим случаи:

1. Если все коэффициенты уравнения отличны от нуля, то можно найти 
координаты трёх различных точек пересечения плоскости с осями коорди
нат. По трём точкам нетрудно построить плоскость.

Например, дана плоскость в прямоугольной декартовой системе коор
динат:

2x-j-y +  2z = 2.
Отрезки равны

a s  1, b — 2, с — 1.
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Положение Плоскости определяется треугольником С, который высе* 
кается на ней плоскостями координат (черт. 78).

2. Если отсутствует одна из текущих координат, например координата г, 
то надо считать один из коэффициентов равным нулю, например коэф
фициент С.

По формуле (10) мы не найдём координаты точки пересечения с осью 
Ог, т. е. плоскость будет параллельна оси Ог.

Например, дана плоскость в аффинной системе координат:
2*1 +  *а =  2.

Отрезки на первых двух осях равны
а — \, Ь =  2.

Координаты хв в уравнении нет; плоскость параллельна оси е$ (черт. 79).

3. Если уравнение плоскости не содержит свободного члена, то по фор
муле ( 10) все отрезки на осях координат равны нулю; плоскость проходит 
через начало координат.

Это даёт нам одну точку плоскости. Чтобы построить плоскость, надо 
найти ещё две точки. Их можно искать в координатных плоскостях. 

Например, дана плоскость в декартовой системе координат:
2х - ~ у— 2г =  0.

Плоскость проходит через начало координат, ибо уравнение её не содер* 
жит свободного члена.

Полагая г = 0, мы можем принять
х = 1, у  =  2.

С другой стороны, полагая у  =  0, мы удовлетворим уравнению значениями
X  —  Z —  1.

Эти точки определяют положение плоскости (черт. 79а).
4. Если уравнение не содержит свободного члена и одной из текущих 

координат (например, г), то плоскость проходит через начало координат и 
параллельна оси Ог, т. е. содержит ось Ог. Достаточно построить ещё одну 
точку, чтобы определить её положение.

Например, для плоскости
X — Чу =  0
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достаточно указать точку

5. Если отсутствуют две текущие координаты, то плоскость параллельна 
двум осям координат; в декартовой прямоугольной системе координат она

*=s=2, V= 1, 2 = 0.

г

будет перпендикулярна к третьей оси. Отрезок, отсекаемый на третьей оси, 
определяет её положение.

Например, для плоскости
22 = 3

3отрезок с равен Цр|
6. Если отсутствуют две текущие координаты и свободный член, то пло

скость пройдёт, кроме того, через начало координат и совпадёт с коорди
натной плоскостью, например

г = 0.

§ 7. Угол двух плоскостей

Двугранный угол измеряется линейным углом, который можно 
построить, пересекая двугранный угол плоскостью, перпендикулярной 
к его ребру.

Так как углы с соответственно перпендикулярными сторонами 
равны (если они оба острые или оба тупые) или в сумме составляют 
два прямых (если один острый, а другой тупой), то можно измерять 
двугранный угол посредством угла между перпендикулярами, опущен
ными на его грани из произвольной точки пространства, например 
из начала координат. Достаточно провести через два перпендикуляра 
из начала координат OP, OQ плоскость, которая тем самым будет 
перпендикулярна к граням двугранного угла и, значит, к его ребру, 
чтобы получить в этой плоскости четыре угла: aif а2, а3, а4, попарно 
равных (черт. 80). Они будут служить линейными углами четырёх
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двугранных углов, образованных пересечением двух плоскостей Q * j£ s i' 
и 98s ijd r' В той же плоскости Q <%'Q ' лежат четыре угла Ц| р2 
ft,, р4, образованные перпендикулярами OP, OQ. Стороны углов а{ 
и соответственно перпендику
лярны, ибо перпендикуляр OP J&L 
к плоскости .е/ jd ' перпендику- / ;  _о, Q 
лярен ко всякой прямой 
лежащей в этой плоскости.

Отсюда и следует попарное 
равенство углов ai и р<:

(/= 1 , 2, 3, 4),*<*=&
т. е. четыре угла между двумя 
плоскостями соответственно равны 
углам между векторами, перпен
дикулярными к этим плоско- Черт. 80. 
стям.

Следовательно, определение угла между плоскостями
AyX-^-Byy-^-CyZ-^r-Dy =  О,
А%х—|— =  О 

сводится к определению угла между их векторами нормали
Ny =  Ayi-\~BJ-\-Cxk,

=  Agi—j— B2j —|— CJt,
откуда по формуле (7') § 3, гл. I, имеем для угла у между плоско
стями (а) формулу:

(а)

(Ь)

cos © =
V Щ  Ш 11 i  C fV  A f + в * + c f

(12)

Теорема. Угол между плоскостями равен углу между их 
векторами нормали, определяемому по формуле (12).

При эгом мы устанавливаем для каждой плоскости положительную 
сторону, которая определяется направлением ее вектора нормали N. 
Угол двух плоскостей определяется как угол, на который надо по
вернуть одну из них, чтобы её положительная сторона совпала с по
ложительной стороной другой.

Отсюда вытекают условия параллельности и перпендикулярности 
плоскостей.

У с л о в и е  параллель нос т и .  Две плоскости параллельны, 
если коэффициенты при текущих координатах их уравнений про
порциональны:

Сх 
С„ (13)

Действительно, плоскости (а) параллельны, если параллельны их 
векторы нормали ЛГ, и ЛГ2, т. е. если пропорциональны координаты 
этих векторов (Ь).
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У с л о в и е  п е р п е н д и к у л я р н о с т и .  Две плоскости (а) пер
пендикулярны, если

=  0, (14)
ибо при этом условии перпендикулярны их векторы нормали ЛГ,, ЛГ2.

§ 8 . Уравнение плоскости, проходящей через три данные точки

Рассмотрим общую аффинную систему координат (О; ех, е2, е3). 
Задача 1. Провести плоскость через точку М х (х{) параллельно 

векторам а и Ь.
Пусть точка М  (х*) —  произвольная точка плоскости. Вектор

Л~Г?Л „  w (суммирование гоЛМ ХМ  =  М  —  М1 =  (х* —  х*)е( V / = 1, 2, 3 )
лежит в искомой плоскости, а так как векторы

. , . /суммирование по\
а =  a*eit b =  b*et V i =  l, 2, 3 )

параллельны плоскости, то три вектора МгМ, а, Ъ компланарны и 
скалярное произведение их равно нулю (§ 6 , гл. I):

(М ХМ  а Ь) — 0. (а)

Обратно, если это произведение равно нулю, то векторы компла
нарны, и, следовательно, точка М  лежит в плоскости, проходящей 
через точку М и параллельно векторам а и Ь.

Так как
М$Л =  М —  Л1„

(15)
то уравнение (а) принимает вид:

СМ —  M j, а Ь) == 0,

или в координатной форме, по формуле (13)
X1— xj Xs — х\ X3— *1

а1 Л2 а»
Ь1 Ъ8 Ъ*

— 0. (15')

В декартовой системе координат можно было найти вектор нор
мали искомой плоскости по формуле

Л Г = в Х * ,
и тогда задача решалась бы уравнением ( 1) § 1.

Задача 2. Провести плоскость через три точки: (х{), М2 (х£), 
Мй(хЦ
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Эту задачу можно привести к предыдущей, если положить 

а =  MjAfjj =  М2 — Mlt

ь = м Л  = м9- м 1}
' ■ --—►

так как векторы и Л у̂Ид, лежащие в плоскости, конечно, будут
ей параллельны.

Уравнение плоскости напишется в виде:
(М  — M i, М2 —  M j, М3 — M j) =  0, (16)

1 1 2 а з зX  — Х\ X  --Xl X  — XI
1 1 2  2 8 3Х2 —  Xi Х2 —  Xi X2 —  Xi
1 1 2 8 3 3Xi —  Xl X3--Xl X3 —  Xl

=  o. (160

Г  лава V

ПРЯМЫЕ В ЭВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. Уравнения прямой
Пользуемся общей аффинной системой координат.
Задача. Составить уравнения прямой, проходящей через точку 

М0 (дго) параллельно вектору L

L == 1<е<
/суммирование по\ 
V i = 1. 2, 3 ) '

Вектор L будем называть вектором направления прямой.
Пусть точка М (х*) —  произвольная точка прямой.

____/суммирование по\
Вектор MqM =  M —  М0 =  (х — Хо)е{ V /=1,2,3 /

лежит на прямой, следовательно, параллелен (коллинеарен) вектору L. 
По теореме о коллинеарных векторах (§ 3, гл. I, часть первая) най
дётся скаляр t так, что

Обратно, если уравнение (а) имеет место, то вектор М^М парал
лелен вектору L, и точка М  лежит на прямой, проходящей через 
точку М0 параллельно вектору L.

Внося в уравнение (а) выражение вектора MJW  через радиусы- 
векторы, получим уравнение в параметрической форме:

М —  М0 =  *£, (1)
14 За*. 3182. С, П. Фиников. 209



или fo же уравнение в координатной форме (если векторы равны, to 
равны их одноименные координаты):

х{ — х[ =  tl< (/ = 1, 2, 3). (Г )

Система уравнения ( 1') состоит из трех уравнений для трех коор
динат точки М  и параметра t\ при различных значениях I формулы ( 1 ') 
дадут все координаты X1 любой точки М  на прямой.

Чтобы получить уравнения только между заданными величинами 
(координатами вектора L и точки М0) и текущими координатами, 
надо исключить параметр t.

Возможны три случая:
1. Ни одна из координат I* вектора L не равна нулю. Вектор L 

(а значит, и прямая) не параллелен координатным плоскостям.
Мы можем определить из каждого уравнения (1') значение пара

метра t:

и сравнить полученные выражения:

с*
(2)

Здесь —  два независимых уравнения по числу знаков равенства. 
Они иногда называются каноническими ,  хотя и не опреде
ляются заданием прямой, ибо, очевидно, точку М0 можно выбирать 
где угодно на прямой, и перемещение точки М0 по прямой меняет 
уравнения.

2. Одна из координат вектора направления, например Р, равна 
нулю. Вектор L, а значит, и прямая параллельны плоскости (еи е̂ ).

Одно из уравнений ( I 7) (третье) совсем не содержит параметра t. 
Уравнения (2) принимают вид:

0. (2а)

3. Две координаты, например Iх, /2, равны нулю. Вектор L, а 
знАчит, и прямая параллельны третьей оси.

Два уравнения (1') не содержат параметра:
Xх —  Xх — 0, х2 —  л:2 =  0. (2Ь)

Они составляют все уравнения прямой. Третья координата произ
вольна, и третье уравнение

х3 —  х\ =  №
может служить только для определения параметра t (что нас не 
интересует).

Канонические уравнения (2) и ещё более параметрические (1), (1') 
имеют большое значение в теории прямой, ибо вводят основные эле*
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МёнШ, определяющие прямую: координаты Некоторой точки Л10, через 
которую прямая проходит, и, особенно, вектор направления L , парал
лельный прямой.

§ 2. Прямая, проходящая через две точки 

Система координат аффинная.
Задача. Провести прямую через две точки М 1(Х[) и М2(х*).
Мы можем принять за вектор направления L вектор МХМ2, со

единяющий две заданные точки: он лежит на прямой и тем самым ей 
параллелен:

с̂уммирование по'L =  МХМ% -  Ма -  М , =  (*< -  дф е{ 7 =  1 2  3 

Уравнения прямой (1) примут вид:
М — Mj =  /(M 2— M i). (3)

Если ни одна из разностей х\ —  х[ не равна нулю, то можно 
написать уравнения (3) в канонической форме (2):

______! ________ i  ________ i  /о/\
л\ — х\ xl — х\ лс® —

§ 3. Приведение системы уравнений прямой 
к каноническому виду

Пусть прямая задана в аффинной системе координат уравнениями 
двух плоскостей:

А\ХХ-j- Л2х2 -J- Аьх* А0 =  0,
B xxl -j-B2Jt2-|-£3*8-f-Д 0 =  0. ( '

Как привести эту систему к виду (2 )?
Заметим прежде всего, что две плоскости в эвклидовом простран

стве не всегда определяют прямую: они могут быть параллельны, и 
тогда они не будут иметь ни одной общей точки (собственной).

Плоскости параллельны, если коэффициенты при текущих коорди
натах пропорциональны (ранг матрицы коэффициентов равен единице). 
Следовательно, чтобы система (4) определяла прямую, необходимо 
и достаточно, чтобы ранг матрицы

II Ау Д2 43
II |1|

равнялся двум, т. е. по крайней мере один из определителей матрицы, 
например первый, был отличен от нуля:

Ai = At Ая 
В\ В2

ФО.
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A1xi-\-A2x2 — —  А3х8 
B^-j-B^x2 —

Тогда систему (4)

Ввхв- Вп
можно разрешить относительно неизвестных хх, х2:

- А,5*8— Ао, А 2 I I Aj, — Asx3 — A0\
г1 — - В 3х*— Во, % II. 1* 1» — В3х* — В01

Л“ 1 ' “ 1 
Эти формулы линейны относительно координаты ха:

х1 =  -
\Ао Аг\ I Ад А% I 1 Ai А0 \Ai А3\
1 В0 В<2 1 1 *8 *2 1 уЯ v2_ 1 * i в0 1 вх В8|

Л1 да *1 Д1
Они имеют вид:

х1 =  хх-\- 11Х3, X2 — х*-\- Рх3.
Вводя параметр t посредством уравнения

х3 =  t,
мы приведём их к виду ( I ') :

А —
где

4 + 0  

лг» =  0 , /з =

О = 1. 2. 3),

1.
Первое из этих допущений показывает, что мы выбрали точку М0 

на прямой в точке пересечения её с координатной плоскостью (е1г е2). 
Существование этой точки пересечения следует из условия Aj ¥=0 .

Заметим, что определение вектора направления прямой в декарто
вой системе координат (что наиболее интересно) может быть сделано 
по формуле:

*. =  ЛГДХЛГ2, (5)
где ЛГ| и N2 —  векторы нормалей плоскостей (4):

ЛГ, =  Ах1-{-А^-\-Аьк,
ЛГа =  B J  -j- Bbk.

• Действительно, 
линии пересечения

искомый вектор направления L, параллельный 
плоскостей (4), должен быть параллелен каждой 

плоскости в отдельности, следовательно, перпендикулярен к вектору 
нормали той и другой; а векторное произведение и определяет век
тор, перпендикулярный к обоим множителям. Все остальные векторы 
этого направления отличаются от него только скалярным множителем. 
Меняя модуль или положительное направление на прямой, мы можем 
считать L  равным этому векторному произведению.

Пример. П р ив ес т и  к к а н о н и ч е с к о м у  виду с ис т ему  
уравнений  прямой:

2х-\-2у-\-г—  1 =  О, 
х —J—у  -J- 2г — 2 =  0.
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2 2 1

1 1 2

имеет ранг 2, но первый определитель равен нулю. Можно решать 
систему, например, относительно у  и г.

Исключая у  или г (например, способом уравнения коэффициен
тов), находим:

г= 1 , у  =  — х.
Полагая x =  t, получим систему ( I7) в виде: 

х =  t, у  = — t, г =  1.

§ 4. Угол двух прямых

Система координат декартова — прямоугольная.
Угол двух прямых равен углу между векторами направлений 

их L t и L2-
По формуле (7) § 3, гл. I, имеем для угла <р между прямыми 

формулу:
cos9 =  , (6)

V i?- y7 r
или, в координатной форме, если 

имеем:
rne m — ________ht*+ mlm2 + nlni _  ^

V  V + + «?•У  V + щг+ л /
Отсюда:
1. Условие  параллельности .  Прямые параллельны, если 

их векторы направлений коллинеарны:

г = ? = 2 -«2 Яг
2. Условие перпендикулярности.  Прямые перпендику

лярны, если
/1/а+ от1/иа-[-я1яа =  0 . (8)

Пример. Провести  через  начало координат  прямую 
параллельно прямой:

2*+ .У — г-{-Ъ — 0, . .
5х-^-4:у-\-\1г— 4 =  0.

Мы можем найти вектор направления прямой по формуле (5), и 
тогда ответ напишется в форме уравнения ( I7), но можно решить 
задачу проще. Нетрудно заметить, что через прямую, параллельную

Матрица
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ребру двугранного угла, всегда можно провести плоскости, параллель
ные его граням, —  стоит только из какой-нибудь точки заданной 
прямой провести прямые, параллельные сторонам линейного угла, 
построенного для заданного двугранного. Вместе с заданной прямой 
они и определят две плоскости, параллельные его граням.

Плоскости (а) можно рассматривать как грани двугранного угла, 
ребром которого служит заданная прямая. Мы можем искать прямую, 
ей параллельную, отыскивая плоскости, параллельные плоскостям (а) 
и проходящие через начало координат.

Уравнения таких плоскостей пишутся непосредственно. Параллель
ные плоскости имеют общий вектор нормали (или коллинеарные век
торы); следовательно, можно сохранить те же коэффициенты при 
текущих координатах. Что касается свободного члена, то он должен 
равняться нулю, ибо плоскости проходят через начало координат. 
Следовательно, искомая прямая определяется уравнениями:

2x-j~y —  z — О,
5лс—f—4у—f- 1 \г  =  0.

§ 5. Угол прямой и плоскости
Углом прямой с плоскостью называется угол прямой с её про

екцией на плоскость.
Если прямая пересекает плоскость а в точке sf (если она па

раллельна, то угол их равен нулю), то плоскость st Q , содержа
щая прямую j£д? и её проекцию л/ Q, перпендикулярна к плоскости а

и, следовательно, будет содержать
вектор нормали j/N, проведённый 
из точки л/ (черт. 81). При этом 
i JN j j  С , как угол перпендикуляра 
с плоскостью, равен прямому, и углы 
<p==/.̂ Vj/ и 0 = ̂ ..^ ^  е —допол
нительные:

<р __ — 0; COS tp =  Sin 8.

Угол <р определяется по формуле (7) § 3, гл. I, как угол век
торов N =  j{N  и L =  Следовательно, угол 8 между прямой и 
плоскостью определяется через свой синус:

sine =  _ ^ _  (9)Y f/з. y ia
или в координатной форме в декартовой прямоугольной системе ко
ординат, если

N = A t- {- B j- \ - C k , L — ll-\-m j-\-nk ,
имеем:

. Al + В т  + Сп ,п/ч
Sin 0  SSS I-------------- - ■ --------- ■ = -  . (9  )у  А» +  В2 +  с з  У  Р 4 -  m3 -f- rfl
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Отсюда:
1. У с л ов ие  параллельности.  Прямая параллельна пло

скости, если она перпендикулярна к её вектору нормали, т. е. 
при условии:

А1+Вт-{-Сп =  0. (10)
При этом sin в =  0 и 6 =  0 (или к).

Это условие сохраняет свою силу и в аффинной системе коорди
нат. Действительно, уравнение (1') § 1, гл. IV,

АЛх1 — * £ )+ Л (* 2— ■*3) =  °  (а)
определяет уравнение плоскости, проходящей через точку Л10(х*), 
как уравнение связи плоскостей (9) § 8 , гл. III, с базисными пло
скостями

— *о=0» Л1 —*о = °> *5 —*5 = °.
которые определяют центр связки М0(х{).

В силу параллельности прямой и плоскости мы можем перенести 
вектор направления прямой L так, чтобы он лёг на плоскость.

Если мы поместим точку М  в конце вектора

который равен вектору направления прямой, то координаты их будут 
равны:

1* =  х* —  х*0, (1 =  1,2,3).

Внося эти значения в уравнение (а), мы непосредственно получим 
условие ( 10):

V ’+ V ’+ V ^ O -  ( 100

2. У с л ов ие  пе р п ен ди ку л яр но ст и .  Прямая перпендику
лярна плоскости, если она параллельна её вектору нормали, т. е. 
при условии

4- =  — = — . (11)I т  п '
Пример. О п у с т и т ь  из точки Мх (1, 2, 1) перпендикуляр 

на пл о с ко с т ь
2х—г=  11.

Искомая прямая проходит через точку Mi (l, 2, 1) и имеет век
тором направления вектор нормали

N= 2i — k
или вектор, ему коллинеарный. Полагая £ =  N, напишем уравнения 
прямой в виде ( 1')  § 1:

х —  1 =  2t, 
у  —  2 =  0 , 
г — 1

215



или в форме (2а):
X— 1 2— 1 0 Л- 2-  =  - ^ ,  у — 2 =  0.

§ в. Условие расположения прямой в плоскости
Система координат аффинная.
Задача. Даны плоскость и прямая:

AiX'-^-Atffl-^-AsXb+Ao =  О,

При каком условии прямая лежит в плоскости?
Если плоскость содержит прямую, то она содержит и её точку 

М ,{х [) и, кроме того, если прямая лежит в плоскости, то она несо
мненно ей параллельна, т. е. имеет место тождество ( 10').

Следовательно, необходимо, чтобы удовлетворялись равенства

Обратно, из условий (а) следует, что прямая параллельна плоско 
сти и имеет с ней общую точку, —  значит, целиком лежит в пло

и точка М1(х*). Написать уравнение плоскости, которая их со
держит.

Условия задачи эквивалентны следующим: написать уравнение 
плоскости, проходящей через точки М0 (х*) и Mt (x*) параллельно
вектору L  — 1{е{\ или ещё иначе: написать уравнение плоскости, про
ходящей через точку М0(х*) параллельно двум векторам МаМ1 и L. 

Внося в уравнение (15) § 8, гл. IV, вместо вектора а вектор

а А -\- а 2х1-\-а ъх*-{-а 0 =  О, 
Л 1/14 -Л2/2+ Л 8/8 =  0 . 00

скости.

§ 7. Плоскость, проходящая через точку и прямую
Система координат аффинная. 
Задача. Дана прямая

х1— xj х2— **
р. /а — /в

а =  MQM 1 =  M j —  М0,
получим:

(М  —  Mo, M i— Mo, £) =  0 , ( 12)
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или в координатной форме:
х1 —  xi х* —  xi

Х\— ХЪ 
П

xi —  xi (120
/з

Ту же задачу можно решить иначе, как это будет видно из примера.
Пример. П р о в е с т и  п л о с к о с т ь  через  начало  коорди 

нат и прямую:
2х— y-f-z-j- 1  = 0 ,
4х— 2у-\-Ъг-\-2 =  0. Щ

Все плоскости, проходящие через прямую, принадлежат пучку 
плоскостей (7) § 7, гл. III, с базисными плоскостями (а):

р ( 2х— y-{-z-\-\)-\-q{bx —  2_у—f— Ъг-\-2) =  0. (Ь)
Так как искомая плоскость проходит через начало координат, то 

для неё уравнение (Ь) должно удовлетворяться значениями х =  0, 
у =  0, г =  0. Внося их туда, получим:

p-\-2q — 0 .
Полагая а — 1, будем иметь р =  —  2 и, подсчитывая коэффи

циенты уравнения (Ь), получим уравнение искомой плоскости
z — 0.

§ 8 . Условие пересечения двух прямых

Система координат аффинная.
Задача. Даны прямые:

М  =  M1-\-tL1,

При каком условии они лежат в одной плоскости?
Если они лежат в одной плоскости, то эта плоскость, очевидно, 

содержит точки M lt М2 и, следовательно, вектор

м [м 2 => Ма— Mj.

Значит, три вектора Lu L2 и М {М2 параллельны одной плоскости 
(компланарны), а тройное скалярное произведение их равно нулю 
(следствие 5, § 10, гл. 1). Мы нашли необходимое условие расположе
ния прямых (а) в одной плоскости:

(1 ,1 * М2 — М,) =  0. (13)
Оно достаточно. Если условие (13) удовлетворено, то вектор AfjAfa 
будет параллелен плоскости, проходящей через точку Мх параллельно
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векторам L u L2, но он имеет с этой плоскостью общую точку М х, 
следовательно, целиком в ней лежит. По тем же соображениям в этой 
плоскости будет лежать и та и другая прямая: каждая из них парал
лельна плоскости и имеет с ней общую точку М г или М2.

Заметим, что прямые, находясь в одной плоскости, или пересе
каются, или параллельны.

§ 9*. Дважды векторное произведение трёх векторов
Теорема. Для всяких трёх векторов а, Ъ и с имеет место 

тождество
а Х (Ь Х с )~ Ь (а - с )  — с(а-Ь). (14)

Обозначая искомое произведение буквой х
х = а Х ( Ь Х с )

и помня, что векторное произведение х перпендикулярно к своим множи
телям, будем иметь:.

ах =  0 , х (Ъ X  о) =  (хбс) =  0. (а )

Обращение в нуль тройного произведения имеет следствием линейную зави
симость векторов

х = х{Ь +  х?с.
Откуда, подставляя в первое уравнение (а), получим:

(<*&) +  xt (ас) — 0, 
или, вводя скалярный множитель пропорциональности /,

х\ = t (ас), х2 — — t (аЬ)
и значит:

а X  (Ь X  с) — t {Ь (ас) — с (о6 )>. (Ь)

Остаётся определить коэффициент t.
Заметим прежде всего, что без стеснения общности можно считать 

вектор с перпендикулярным к вектору Ь. Действительно, разложим с на 
два компонента, из которых первый параллелен вектору Ь, а второй к нему 
перпендикулярен:

с =  \Ь -f сг.
Тогда будем иметь:

ь х с =  ь х (М> +  с2) =  ь х  с2;
Ь (ас) — с (аЬ) = Ь (a, Xft -}- сг) — (Х6 -f- с2) (аЬ) = Ь (ос2) — с2 (аЬ);

первый компонент пропадает и в левой, и в правой части равенства (Ь). 
Следовательно, мы можем считать с перпендикулярным к Ь.

Аналогично, можно считать, что вектор а перпендикулярен к произве
дению Ь Х с , ибо компонент, параллельный ему, пропадает и в левой, н 
в правой части равенства (Ь). Если а перпендикулярно к произведению 
Ь Х с ,  три вектора а, Ь и с линейно зависимы.

Заметим ещё, что равенство (Ь), очевидно, не зависит от выбора коор
динатных векторов. Поэтому для простоты счёта мы можем выбрать век
торы I и j  параллельными Ь и с. Тогда

а = аЧ + a2J, Ь — Ы, с =  с/;
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значит, 
b X  с — bck, ас = аЧ, ab = а1Ь, 

откуда
а  X  (Ь  X  <0 = (я1/ +  я2/) X  bck = a?bci — albcj, 

b (ас) — с (ab) == a^bcl — a]bcj

и, следовательно, /=  1, т. е. теорема доказана.

Обозначим 

тогда

§ 10*. Теорема Лапласа 
чких четырёх векторов а, I 

(а X  Ь) • (с X  d) = (а ■ с) (Ь • d) — (а • d) (Ь ■ с).

Теорема. Для всяких четырёх векторов а, Ъ, с и d имеет место 
тождество:

(15) 

(а)
x =  c X d ; 

l  = ( aXb )- ( cXd )  = (aXb)-x = (abx) = а • (b X  ■*)•
С другой стороны, по формуле (14): 

b X *  =  b X ( c X d )  =  c (b -d )  —  d(b-c).
Внося это в уравнение (а), получим тождество (15).

§ 11*. Расстояние между двумя скрещивающимися прямыми 
Две прямые

М =  М1 +  tLp 
М  =  Л1г +  И 2 (а)

скрещиваются, если они не лежат в одной плоскости.
Расстояние между ними измеряется отрезком их общего перпендикуляра 

между точками пересечения с прямыми.
Направление такого перпендикуляра определяется формулой:

L  =  L x X L v

Как векторное произведение вектор L  перпендикулярен к обоим множителям, 
т. е. к обеим прямым.

Существование прямой, перпендику
лярной к обеим заданным прямым и 
пересекающейся с ними, легко дока
зывается, если через каждую прямую 
провести плоскость, параллельную век
тору L. Линия пересечения этих двух 
плоскостей должна быть сама парал
лельна вектору L, т.е. перпендикулярна 
к обеим прямым, а так как по по
строению она лежит с каждой из них 
в одной плоскости, то она и пересекает 
каждую.

Обозначим эти точки пересечения Р\,
Рг (черт. 82). Возьмём какие-нибудь
две точки, например Мх и М2, на наших прямых и спроектируем на пря
мую Р\Рч’ Нетрудно видеть, что проекцией точки Щ  будет точка Ри  
a Afa спроектируется в Р г. Для этого надо только доказать, что отрезок М\Р\ 
перпендикулярен к Р\Р^, но это очевидно, ибо М хP j есть отрезок первой 
прямой, перпендикулярной к своему общему перпендикуляру Р\Рч-
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Отсюда вытекает равенство:

Величина проекции определяется скалярным произведением проектируе
мого вектора на единичный вектор оси проекции.

Проектируется вектор
М $ г = М2 — М1.

Что касается до единичного вектора оси проекций, то он получится, если 
мы разделим вектор L на его модуль.

Чтобы определить модуль вектора L, возвышаем его в квадрат, поль
зуясь формулой Лапласа (15):

Z.2 = I 2 = (Lx X L 2f  = (L, X  L2) • {Lt X  L2) = L\L\ -  (Ц . L^f, 
и искомое расстояние равно

РХР3 = пр .LM $ V

d ш Р ЛР,1' 2
(Afa — Мх) • (Lx X  Lj) (16)

§ 12*. Перпендикуляр, опущенный из точки на прямую 
Задача. Дана прямая

М = Mq -|- tL (а)
и точка Мх. Найти уравнение и длину перпендикуляра, опущенного из 
точки Мх на прямую (а).

Определим прежде всего направление этого перпендикуляра.^С этой 
целью заметим, что векторное произведение

MoMtXL (b)
определяет вектор, перпендикулярный к прямой (а) и к прямой МоМ,, 
т. е. к плоскости а, определяемой прямой (а) и точкой Мх (черт. 83). Умно

жая векторно это произведение ещё раз 
на L, получим вектор

N = L X (M $ iX L ) .
перпендикулярный к вектору (Ь), т. е. 
лежащий в плоскости а (или парал
лельный ей) и в то же время перпен
дикулярный к вектору L, т. е. к пря
мой (а). Это и есть вектор, дающий 
направление перпендикуляра МХР, опу
щенного из точки Мх на прямую (а).

Теперь уравнение искомого перпен
дикуляра напишется по формуле (1)§ 1:

Черт* 831 M = Mx +  tN.
Длина перпендикуляра получится, как высота параллелограма со сторо
нами М0МХ и L:

_ \ЩМхХ Ц  
I I I

d = (17)

Эта задача иногда проще решается другим способом, как мы это пока
жем на следующем примере.
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Пример. О п у с т и т ь  п е р п е н д и к у л я р  из н ачала  к о о р д и н а т  
на п р я м у ю

х + у =  0.

г— 1 = 0  <с)

и найти е г о  длину.
Вектор направления L прямой получается как векторное произведение 

векторов нормалей
N ^ l+ J ,  Nt =  k

в виде
L =  ( l+ j)X k  =  i- J .

Искомый перпендикуляр можно представить как пересечение следующих 
плоскостей:

1) плоскости, проходящей через прямую (с) и начало координат; этому 
удовлетворяет первая из базисных плоскостей (с):

х + у  =  0; (dj)

2) плоскости, проходящей через начало координат перпендикулярно 
к прямой (с). Принимая за вектор нормали вектор L, имеем уравнение:

ЛГ/. =  0
или

X —у — 0. (dj)

Два уравнения (dj) и (d2) определяют ось О г:

х =  0, у — 0.

Далее решение задачи очевидно, ибо ось г пересекает прямую (с) 
в точке (0, 0, 1) на расстоянии единицы длины от начала координат.

Глава VI

ПРОЕКТИВНОЕ ПРОСТРАНСТВО

§ 1. Однородные координаты точки

Возьмём произвольную аффинную систему координат с началом О 
и координатными векторами е1г е2, е&. 

Если радиус-вектор точки М равен 

М =  хех -j-ye2-j-zea, 

то три числа х, у , г называются аффинными координатами точки М. 
Введём четыре числа х1, х*, ха, х° так, чтобы имели место ра

венства :

Тогда каждой четверке чисел х а (а =  0, 1, 2, 3), если х° Ф 0, соот
ветствует по формулам ( 1) тройка аффинных координат (х, у, г) и, 

следовательно, точка в пространстве. 
Обратно, каждой точке М, т. е. тройке аффинных координат 

(х, у, г), соответствует бесконечное множество четверок ( jc“ ) ,  пропор
циональных между собой, ибо формулы (1) определяют только
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ОТкоШенИя чисел х 1 : : jcu : jc° и допускают умножение всех ик на 

одно число.
Четыре числа (х“), удовлетворяющие равенствам (1), называются 

однородными координатами точки в пространстве, потому что всякое 
алгебраическое уравнение между тремя координатами х, у, г после 
подстановки (1) и умножения на подходящую степень х° становится 
однородным относительно координат х1, х2, х8, х°.

Старые координаты х, у, г в отличие от однородных называются 
неоднородными.

Если выбрать л ° = 1 ,  то формулы (1) дадут

X — X1, у — X2, 2 =  X3.

Следовательно, неоднородные координаты можно рассматривать как 
частный случай однородных, когда четвёртая координата выбрана 
равной единице.

§ 2. Проективное пространство

Проективное пространство можно ввести абстрактным способом 
с помощью таких определений.

О п р е д е л е н и е  I. Тонкой называется четвёрка действительных 
чисел х 1, х2, х8, х°, не равных одновременно нулю, и все им про
порциональные /х1, tx2, txB, tx9. Самые числа (х*) (а =  1, 2, 3, 0) 
называются координатами (однородными) этой точки.

Точки проективного пространства подчиняются требованиям:
1. Умножение всех четырех координат на одно число не меняет 

точки.
2. Совокупность точек, координаты которых удовлетворяют одному 

однородному уравнению первой степени

A jX1 —j— А%х2—|— /1дХ® —J— А0х° =  О, (2)

называется плоскостью.
3. Совокупность точек, координаты которых удовлетворяют двум 

независимым однородным уравнениям первой степени

Д,хв =  0, £«хв =  0 (суммирование по « =  1, 2, 3, о), (3)

называется прямой.
Следствие. Две плоскости всегда пересекаются по прямой.
О п р е д е л е н и е  II. Совокупность всех точек называется проек

тивным пространством.
Постулат. Точка перемещается в проективном пространстве 

непрерывно при непрерывном изменении отношений своих однородных 
координат.

§ 3. Расширенное эвклидово пространство

В качестве модели проективного пространства можно рассмо
треть расширенное эвклидово пространство, т. е. эвклидово про
странство, дополненное несобственными элементами.
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Возьмём 6 эвклидовом пространстве произвольную аффиПйуЮ 
(в частности, можно взять декартову) систему координат. Тогда каж
дой четвёрке чисел (х*) при условии х° Ф  0 будет соответствовать 
точка М, однородные координаты которой равняются числам ха. 
Умножение четвёрки чисел (ха) на одно число не переместит точку М. 
Каждой плоскости (2), если коэффициенты Аи А2, А3 не равны нулю 
одновременно, соответствует плоскость эвклидова пространства. Каждой 
прямой (3), если ранг матрицы

|] At Ап А а II

1 а 8 1 w

равен двум, соответствует прямая эвклидова пространства, и при 
непрерывном изменении координат (Xе) точка М будет перемещаться 
непрерывно.

Мы видим, что в этом соответствии элементов проективного и 
эвклидова пространства есть целый ряд исключений: в проективном 
пространстве остаются точки, плоскости, прямые, которым нет соот
ветствующих образов в эвклидовом пространстве. Чтобы это отобра
жение было полным, надо эвклидово пространство дополнить новыми 
элементами, которые будем называть несобственными в отличие от 

собственных точек, прямых и плоскостей, которые составляют эвкли
дово пространство.

П о с т у л а т .  Расширенное пространство содержит, кроме точек 
эвклидова пространства (собственных точек), ещё несобственные, кото
рые соответствуют точкам с последней координатой х°, равной нулю.

Теорема. На всякой собственной прямой расширенного эвкли
дова пространства есть одна несобственная точка, которая лежит 
за всеми собственными точками и является общей предельной точкой 
при неограниченном удалении точки по прямой в ту или другую сто
рону.

Собственная прямая определяется системой (3) с матрицей коэф
фициентов (4) ранга, равного двум. Вносим туда значение х° =  О, 
получаем для определения х1, х2, х9 систему

AyX1 —f— {—>18дс8 =  О,

4- S2*2+  Я3Х8 =  О,

откуда следует, что неизвестные пропорциональны определителям 
матрицы (4):

A$Aq AaAx
X • Д» » •““ «»

^2^8 ВЪВ1 д,я2

Так как ранг матрицы (4) равен двум, то не все определители (5) 
равны нулю. Формулы (5) вполне определяют отношения координат 
х* (/ =  1, 2, 3), а вместе с равенством х° — 0 дают единственную 

точку проективного пространства, которая и является единственной 
несобственной точкой прямой.
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Эта точка является предельной точкой, следующей за всеми соб
ственными точками прямой, ибо при неограниченном уменьшении 
величины х° неоднородные координаты точки х, у, г неограниченно 
возрастают и точка М удаляется по прямой, а несобственная точка 
получается в пределе для =  0 безразлично при стремлении к нулю 
от положительных или от отрицательных значений х°. Это особенно 
отчётливо видно, если прямая (3) проходит через начало координат 
х1 — 0, х* =  0, хя =  0, т. е. при условии А0 =  О, В0 =  0. Тогда 
координаты любой точки прямой определяются отношениями (5); при 
уменьшении х° остальные три координаты х* не меняются, а вслед
ствие неограниченного возрастания неоднородных координат х, у , г 
точка удаляется в бесконечность.

Следствие / . Параллельные прямые проходят через одну и ту 
же несобственную точку.

Действительно, по формулам (5) § 3, гл. V, три определителя (5) 
можно принять за координаты вектора направления L прямой (3). Эти 
же определители по формулам (5) определяют координаты несобствен
ной точки этой прямой. Так как при параллельности прямых векторы 
направлений параллельны, а координаты их пропорциональны, то и 
несобственная точка у них одна.

Следствие 2. Первые три координаты несобственной точки 
служат координатами вектора направления L всех прямых, со
держащих эту точку.

Теорема. Если ранг матрицы (4) равен единице, а ранг рас
ширенной матрицы (из всех коэффициентов) системы (3) равен двум, 
то система определяет несобственную прямую, все точки которой 
несобственные.

Действительно, из условий теоремы следует, что коэффициенты 
Ait B{( i= l ,  2, 3) системы пропорциональны. Умножением на под
ходящий множитель всех членов одного уравнения их можно уравнять:

Ai =  Bi ( / = 1 , 2 , 3 ) ,

и тогда, заменяя второе уравнение разностью обоих уравнений, при
дём к системе (6), эквивалентной системе (3):

Ахх^~J— AqX2—̂— AftX8—f— AqX̂  =  0,

S£x° =  0. (6)

Так как В0==В0— А0 —  не нуль, поскольку при ранге, равном 
двум, система должна содержать два независимых уравнения, то вто
рое уравнение даёт:

*° =  0.

Значит, все точки такой прямой— несобственные.
Следствие. Параллельные плоскости пересекаются по несоб

ственной прямой.
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А\__Аг. __ А3
В !~ В 2~  ьг

две плоскости (3) параллельны, и обратно, если плоскости параллельны, 

то коэффициенты пропорциональны и линия пересечения определяется 
системой (6).

Теорема. Всякая собственная плоскость содержит одну не
собственную прямую.

Плоскость (2) —  собственная, если не все коэффициенты 
At (i — 1, 2,3) одновременно равны нулю. Присоединим к уравнению(2) 

условие, что точка М —  несобственная:

х°— 0.

Мы получим систему (6), которая определяет несобственную 
прямую.

Теорема. Все несобственные точки пространства составляют 
одну несобственную плоскость.

Действительно, условие, что точка Ж —  несобственная:

*о =  0, (7)

представляет однородное уравнение первой степени, следовательно, 
определяет плоскость. Эта плоскость не может быть собственной, ибо 
все коэффициенты A4( i=  1, 2, 3) равны нулю. Следовательно, это — 
несобственная плоскость пространства. Такая плоскость только одна, 

изо при условии At =  О уравнение (2) содержит только один член. 
На коэффициент А0 уравнение может быть сокращено, и мы придём 
к единственному уравнению (7), определяющему несобственную пло
скость.

§ 4. Точка пересечения трёх плоскостей 

Задача. Даны три плоскости
/суммирование по\

0, £«*« =  О, Слх* =  0 1 * * 0 , 1 , 2 , 3  (8)

Найти их точку пересечения.
Если точка принадлежит всем трём плоскостям, то координаты 

её удовлетворяют всем трём уравнениям.
Мы имеем систему трёх однородных уравнений с четырьмя неиз* 

вестными *=(0 =  0, 1, 2, 3).
Могут представиться три различных случая:
1. Если ранг матрицы

i4j Ад ;40

У  вл в

Действительно, при пропорциональности коэффициентов

Сj С.2 С8 Сд

(9)

равен трём, то система (8) вполне опреаеляет отношение координат 

лг1: jc2 : jc8 : х° точки пересечения плоскостей. Эти координаты пропор-
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циональны четырём определителям матрицы (9):

х1: хл: ха : Xо _

А2 Л 'з  Aq ■^3 А0 А1 Aq Ay А2 Ау А2 Aq

ц В2 В3 В0 Bs B q By : Во By В2 : — By В2 Bq

Qi С8 Q) с8 С0 Су Cq Су С2 Су С2 С8

(10)

Следовательно, точка пересечения плоскостей вполне определена. 
Если при этом последний определитель равен нулю:

Ау А2 Ад

=  0, (И)By В2 в3 

Су С2 С8 |

то х° =  0 и точка пересечения плоскостей —  несобственная.
2. Если ранг матрицы (9) равен двум, то среди уравнений (8) 

только два независимых. Эти уравнения определяют прямую. Точка 
пересечения плоскостей (8) —  неопределённа, ибо они все проходят 
через одну прямую, образуя пучок.

Если при этом ранг определителя (11) равен единице, т. е. все 
определители второго порядка равны нулю, то и ранг матрицы (4) § 3 
равен единице, и плоскости (8) параллельны, а линия их пересече
ния —  несобственная.

3. Если ранг матрицы (9) равен единице, то система (8) содержит 
только одно независимое уравнение. Все плоскости (8) совпадают 
и все точки их общие.

Если при этом ранг определителя (11) равен 0, т. е. все элементы 
его равны нулю, то все три плоскости совпадают с несобственной 
плоскостью

х° =  0.

§ б. Условие, что четыре точки лежат в одной плоскости

Даны четыре точки М (х), М,(л£), М2 (xt), М 8(х?); найдём, при 
каком условии они лежат в одной плоскости.

Если
/суммирование по\

АЯХЛ =  0 { « =  0, 1, 2, 3 )  (а)

есть уравнение плоскости, содержащей все четыре точки, то коорди
наты их должны удовлетворять этому уравнению:

/суммирование по\
Алха =  0, Алхау =  0, Лв*а =  0, Алх\ =  0 | а =  0. 1,2,3 ) .  (Ь)

Четыре равенства (Ь) следует рассматривать как уравнения для неиз
вестных коэффициентов Аа уравнения плоскости (а).

Так как система (Ь) содержит четыре уравнения на четыре неиз
вестных А0, А у, А3, Л8, то решение всегда существует, но это реше-
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ние, в силу однородности уравнений,—\нулевое:

А0 —  At —  Л2 —  Ай —  О.

При этих значениях коэффициентов уравнение (а) исчезает тож
дественно и плоскости не существует. Чтобы обеспечить существование 

общей плоскости для четырёх точек, надо иметь решения Аа, не 
равные одновременно нулю.

Однородная система (Ь) имеет решения, отличные от нуля, если 
определитель системы равен нулю:

X1 X2 Xs х°
1 а 8 о 

Х\ Х\ Х\ Xi
1 2  8 0 

X i Х2 Х -z х2
1 2  3 0 

Х% Х3 Х8 хв

=  0. (12)

Теорема. Четыре точки М (ха), ’Мх (л^), М (дс“), Мъ (л:®) лежат 

в одной плоскости, если координаты их удовлетворяют усло
вию ( 12).

Если в уравнении (12) координаты точки М (ха) рассматривать, 
как текущие координаты, то это будет уравнением плоскости, про
ходящей через три точки Ми М2, Мй. Действительно, уравнение 
удовлетворено, если точка М (х*) лежит в этой плоскости, и не удовле
творено, если точка М (х*) не лежит в плоскости.

Уравнение (12) исчезает тождественно, и три точки М2, М& 
не определяют плоскости, если ранг матрицы координат

1 а в о 
X i  X i  X i  X i

1 2  8 0 
X 2 X i  X -з x 2

1 2  8 0 
*3 Xs *3 X3

( i2i

равен 2, когда все определители третьего порядка этой матрицы равны 
нулю. Такие три точки лежат на одной прямой. Обратно, если три 
точки у И < (/= 1, 2, 3) лежат на одной прямой, то уравнение (12) не 

определяет плоскости, и ранг матрицы (12) не больше 2.
Теорема. Три точки М1(х^), М2 (лф, MR (х%) лежат на одной

прямой, если ранг матрицы координат ( 12) меньше 3, и обратно.

§ 6. Аналитические точки

О п р е д е л е н и е . Аналитической точкой М называется совокуп

ность четырёх однородных координат точки, т. е. вектор с четырьмя 
компонентами, координаты которого равны четырём однородным ко
ординатам геометрической точки М.

О п р е д е л е н и я : 1. Р а в е н с т в о .  Аналитические точки равны, 
если равны их координаты.
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2. С л о ж е н и е .  При сложении аналитических точек складываются 

одноимённые координаты.
3. У м н о ж е н и е  на с к а ля р .  При умножении аналитической 

точки на скаляр каждая координата умножается на скаляр. 
Умножение аналитической точки на скаляр иногда называется 

нормированием её. 

Из этих определений вытекают теоремы:
Теорема 1. Дее линейно зависимые аналитические точки

М =  Xх Ах (13)

определяют одну и ту же геометрическую точку Av Обратно, 
если геометрические точки М и Ах совпадают, то существует 
единственное значение скаляра х1, удовлетворяющегоуравнению (13).

Первая половина теоремы следует из основного свойства однород
ных координат (§ 1): однородные координаты точки допускают умно
жение всех координат на одно число. Вторая половина вытекает из 
очевидного замечания, что при пропорциональности двух четвёрок 
чисел множитель пропорциональности вполне определён, как отно
шение любой пары одноимённых координат.

Теорема 2. Три аналитические точки, связанные линейным 
однородным соотношением

М  =  ^ Л 1+ ^ Л 2, (14)

определяют три геометрические точки одной прямой. Обратно, 
если, точка М лежит на прямой AtA2, то существует единствен
ная пара скаляров хх, х2, удовлетворяющая соотношению (14).

Первая половина теоремы следует из замечания, что соотноше
нию (14) удовлетворяют одноимённые координаты точек М (Х а),
Ах (а“), Л2(а“); следовательно, ранг матрицы (12') для этих точек 
снижается, и точки лежат на одной прямой. Обратно, если точки 
М, Ах, А.2 лежат на одной прямой и точки Аи Л2 линейно незави
симы, то ранг матрицы (12) равен 2. По теореме алгебры, элементы 
Х а одной строки линейно зависят от элементов а®, а“ двух других, 
откуда следует соотношение (14) для аналитических точек. Коэф
фициенты х1, * 2 вполне определяются системой двух уравнений:

Х° =  а\хх-\-а\х2 (« = * = « „  «2)> ( 140

где указатели ait а2 выбраны так, чтобы определитель системы 
det|aj| был отличен от нуля. Это всегда возможно, если Аи А2 

линейно независимы.
Теорема 3. Если четыре аналитические точки удовлетворяют 

линейному однородному соотношению

М — х хА1 -J- x2A2 -f- хйЛ8, (15)

то они лежат в одной плоскости. Обратно, если треугольник 
AtA^A  ̂ не вырождается и точка М лежит в его плоскости, то
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при всяком выборе аналитических точек М, At существуют три 
скаляра х*, удовлетворяющие соотношению (15).

Поскольку соотношению (15) удовлетворяют одноимённые коор

динаты точек М (Xя), А{ (aj) (/ =  1, 2, 3), определитель (12) для 

них обращается в нуль, и точки лежат в одной плоскости. Обратно, 

если точки М, А{ лежат в одной плоскости и три точки At —  линейно 

независимы, то определитель (12) для ХЛ, а* равен нулю, а ранг 

матрицы (12') для а? равен 3 и по теореме алгебры элементы X* 

одной строки определителя линейно зависят от соответствующих 

элементов а“ трёх остальных, откуда следует соотношение (15) для 

аналитических точек. Коэффициенты х 1, х2, Xs вполне определяются 

системой трёх уравнений:

=  с̂ х>-\-а\х2-\-а\хг =  Ц  Н  О 5')

где указатели аи а2, а8 выбраны так, чтобы определитель системы 

det|a“ | был отличен от нуля.

Теорема 4. Если тетраэдр АгА^АъА0 не вырождается, то 
для всякой аналитической точки М и при всяком выборе анали
тических точек Ai существует единственная четвёрка чисел х?, 
удовлетворяющих равенству'.

М =  xMj+ArMa-f-ArMg+xO/lo. (16)

Достаточно показать, что координаты точек М (X*), Щ  (а;), где 

а, р = 1, 2, 3, 0, удовлетворяют уравнениям вида (16), если точки 

А$ линейно независимы, или, другими словами, что существует чет

вёрка чисел х1, х2, хг, х°, удовлетворяющих системе четырёх урав

нений:
A* =  aJx1-j-a“Jf2+ a 5* 3-j-aJ*° (a =  l. 2, 3, 0), (16')

если det | а* | ф  0. Поскольку определитель системы отличен от нуля, 

эта система имеет вполне определённое решение х1, х2, Xs, х°, что 

и доказывает теорему.

§ 7. Проективные координаты

О п р е д е л е н и е . Скаляры х1, х2, ха, х°, удовлетворяющие 

уравнению (16), называются однородными проективными координа
тами точки М относительно координатного тетраэдра Aĵ A^AqAq.

Задать координатный тетраэдр —  значит дать четыре аналитиче
ские точки Аа, линейно независимые.

Четыре точки А„ линейно независимы, если координаты их не обра
щают в нуль определитель (12) § 5.

Если
*8 =  0.

то формула (16) принимает вид:

P =  jrM,4-xMj + ̂ o .  (17)
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где мы изменили обозначение точки М на точку Р. Следовательно, точка Р 
лежит в плоскости АхА2Ап, и координаты х1, х2, х° являются проективными 
координатами точки Р  относительно координатного треугольника АуА̂ А̂ .

Из уравнений (16) и (17) следует:

М =  Р  + х3Аа. (16')

Следовательно, точка Р  лежит на прямой МАа; мы можем сказать, что 
точка М проектируется из точки А8 на плоскость Aj A2A0 в точку Р. При 
изменении одной только координаты х8 точка Р  не будет меняться, и точка 
М будет двигаться по прямой РАа.

Если
*2 =  0, дг8 =  0,

то формула (16) принимает вид:

Q =  xiA1 +  x°A9, (18)

где мы вместо М поставили Q. Точка Q лежит на прямой АуАо, и коорди
наты л;!, дг° суть проективные координаты точки Q относительно пары точ
ки Ау, А0.

Из уравнений (16) и (18) получим:

М =  Q +  хМ 2 +  х*А3. (16")

Следовательно, точка Q лежит в плоскости Л1А2А3. Можно сказать, что 
точка Q есть проекция точки М на прямую АхАо из ребра АъАа.

Если сохранять х°, х1 неизменными и менять jc3 и Xs, то точка Q оста
нется неизменной и точка М  будет двигаться в плоскости QA2Aa.

§  8 . Проективные координаты в расш иренном  пространстве

Теорема. Аффинные и в частности декартовы координаты 
являются специальным случаем проективных, когда три вершины 
координатного тетраэдра —  несобственные. 

Действительно, пусть дана произвольная аффинная система к о ор 

динат. Выберем вершины координатного тетраэдра в аналитических 

точках

Л ,(  1, 0, 0 , 0), А > (0, 1, 0 , 0), Аъ(0, 0 , 1, 0), Л0 (0 , 0 , 0, 1 ),

где в скобках стоят однородные координаты относительно заданной 

аффинной системы, и пусть координаты точки М  по той же системе 

будут М (х, у, г, 1 ). 

Тогда из равенства (16), сравнивая одноимённые (аффинные) к оор 

динаты левой и правой части, получим: 

Х1= Х , X2 = у , Xй =  2, х9= 1 . 

Обратно, если относительно какой-нибудь, например декартовой, 

системы координат за вершины координатного тетраэдра выбраны 

аналитические точки

А 1 ( ф  СЬ  СЬ  ° ) ’ А * (<у 4  са’ °)» А 3 (с8> с1’ с1’ °)» А 0 ( СЪ  СЪ> со>
то мы выберем начало и координатные векторы аффинной системы 

следующим образом:

0  (<& со- ** =  сУ\~*Гс\ к+ сУъ-
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Тогда, переходя от декартовой системы к аффинной системе 

(О; в{), мы получим для тех же аналитических точек Аа в аффинной 

системе координаты:

^ ( 1 , о, 0, 0), 4 ,(0 , 1, 0, 0), Л8 (0, 0, 1, 0), А0(0, 0, 0, 1 ).
Действительно, неоднородные декартовы координаты 

Е,(с\, <*, с»), В ,(el, I  ф ,  | ,< 4  I  с*), Щ с*)

определяют точки Eit каждая из которых лежит в конце вектора е{, 
проведённого из точки О, которая совпадает с геометрической точ

кой А0.
В аффинной системе координат (О; ej) эти точки имеют коорди

наты:
£,(1 . О, 0), Я2(0, 1, 0), £ 3(0, 0, 1), 0(0, 0, 0),

откуда прямо вытекает равенство одноимённых координат заданной 

проективной системы и выбранной аффинной.

§  9. Преобразование проективной системы координат

Пусть аналитическая точка ill имеет координаты (лг*) относительно 

тетраэдра {Аа} и координаты (дг9') относительно тетраэдра {Ау}. Тогда 

по формуле (16) §  6 :
суммирование по 

М =  хаАа =  хР'уЦ/, I а  =  о, 1. 2, 3, 1. (а)

P'ssO', 1', 2', 3'

Пусть теперь вершины Ар имеют координатами относительно 

тетраэдра [Аа] величины с£,, с2,, с®,, с®,

Ар* —

Внося это в формулу (а), получим:

/ суммирование по \

V « =  0. 1, 2. 3 ) ’ (19)

( суммирование по 

а =  0, 1, 2, 3,

0' Щ О', V If  Ж 
или:

(ха — с$,х?')Аа =  0.

Так как тетраэдр (Аа\ не вырождается, точки Аа не лежат 
в одной плоскости и не могут быть связаны линейной зависимостью, 
то коэффициенты при точках Ав должны равняться нулю. Значит,

а а В'
X =  Ср'Х

/  суммирование по \

{ р/ =  O'. 1', 2'. 3' ) • (20)

Эти формулы и определяют преобразование координат при переходе 

от тетраэдра \АЛ] к тетраэдру {Др-}.

231



Коэффициенты с“, преобразований (19) —  произвольные действи

тельные числа при условии, что определитель преобразования не 

равен нулю:

При этом условии четыре точки

Av(cav ), Ла,(с “ ), Л8, (с“ ) и Л0,(с£,)

не лежат в одной плоскости и определяют невырождающийся коор

динатный тетраэдр {Др-} новой системы координат.

Так как формулы (19) линейны, однородны относительно ста

рых (х“) и новых (хР') координат, то преобразование проективных 

координат оставляет алгебраическое уравнение алгебраическим и не 

меняет его степени (§ 5, гл. II). Следовательно, на проективные 

координаты распространяется метод классификации поверхностей по 

их уравнениям. Поверхность я -ro порядка при любом выборе коор

динатного тетраэдра определяется уравнением я-й степени. В част

ности, всякое уравнение первой степени определяет плоскость. 
Всякая прямая определяется двумя уравнениями первой степени и т. д.

Уравнение (12) в произвольных проективных координатах попреж

нему определяет плоскость (ибо оно первой степени), проходящую 
через точки M j (дс“), М3 (х“), М . (лг“), так как после подстановки 

в уравнение (12), например

х“ =  х£,

мы получим тождество, поскольку определитель с двумя равными 
строками равен нулю.

§ 10. Конус

Теоремы гл. III, сформулированные для произвольной аффинной 
системы координат, сохраняют свою силу и для проективных коорди
нат.

В частности, если уравнение поверхности не содержит одной из 
текущих координат, например координаты х 8:

F(xl, хя, х°) =  0, (21)

то в координатной плоскости /l04 j/ la, т. е. при х8 =  0, оно опреде
ляет линию L.

Если любую точку Р  этой линии соединить прямой с вершиной Л3, 
то по формуле (16') произвольная точка этой прямой определяется 
аналитической точкой:

до =  Я-}-*вЛ8,

ФО. (20а)
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т. е. будет иметь те же самые координаты х1, ха, хР и произволь

ную координату я 3. Эти координаты при всяком значении х 3 удо

влетворяют уравнению (21) , ибо это уравнение не содержит коорди

наты х 8. Следовательно, всякая прямая РАЪ лежит на поверхности, 

поверхность описана прямой Р Л 3, когда точка Р  пробегает линию L, 
и является конусом с вершиной в точке Аъ.

Теорема. Уравнение, не содержащее текущей координаты х9, 
определяет конус с вершиной в точке Аг. Если оно не содержит 
и координаты х2, то конус распадается на плоскости, проходя
щие через ребро А2АЪ.

Вторая половина теоремы становится очевидной, если заметить, 

что однородное уравнение

F(x\  *°) =  0 (21а)

определяет одно или несколько значений отношения х1: хР, т. е. 

одну или несколько точек Qu Qa, . . . н а  прямой A0AV По ф ор 

муле (16"), всякая точка плоскости QA2Ab

М =  Q-f-*2yla-}-л:М8

имеет те же самые координаты х°, х1, что и точка Q, следовательно, 

ей координаты при любых х2, х8 удовлетворяют уравнению (21а). 

Значит, каждая плоскость QA2A9 входит в состав поверхности, и 

поверхность состоит только из этих плоскостей.

§ 11. Пучок и связка плоскостей 

Теорема. Если ранг матрицы

Ml С
О о

1*1 яа В§ Во

равен двум, то уравнение
/ суммирование по \ 

pAtx”-\-qBaxa =  0 \ а =  0, 1. 2, 3 J  (23)

при произвольных параметрах р и q определяет пучок плоскостей 
пересекающихся по прямой

Алх* — О, Вшха —  0. (24)

Эта прямая называется осью пучка.

Теорема прямо следует из § 7, гл. III, но она очевидна и непо* 

средственно. Уравнение (23) —  первой степени относительно коорди

нат ха, следовательно, определяет плоскость. Если координаты х* 
удовлетворяют системе (24), то уравнение (23) тоже будет удовле

творено, следовательно, плоскость (23) проходит через прямую при 

всяких значениях отношения р : q.
Если ранг матрицы (22) равен единице, то плоскости (24) совпа

дают, а так как всякая точка плоскости (24) принадлежит плоскости 

(23), то весь пучок совпадёт в одну плоскость.
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Теорема. Если, ранг матрицы

At А% As А0 

Bi В3 Bq 
С\ ^2 Q  С0

равен трём, то уравнение

pA'tx*-j~qBltx*-J-rCltx* В  О

/ суммирование по \ 

( а =  0, 1.2. 3 )

(25)

(26)

при произвольных параметрах р, q, г определяет связку плоско
стей с центром в точке:

АЛх* =  0, ВЛха — 0, Саха =  0. (27)

Теорема вытекает из результатов § 8, гл. III, но она очевидна 

и непосредственно.

Уравнение первой степени (26) всегда определяет плоскость. 

Она проходит через точку (27), так как уравнение (26) является 

следствием системы (27).

Требование, касающееся ранга матрицы (25), необходимо, чтобы 

система (27) определяла одну точку. Если ранг матрицы (25) равен 

двум, то система (27) определит прямую, ибо одно уравнение будет 

следствием двух других. В таком случае уравнение (26) определит 

пучок плоскостей, а не связку. Если ранг матрицы (25) равен еди

нице, то три плоскости (27) совпадают, и вся связка (26) совпадёт 
с этой плоскостью.

§ 12*. Комплексное проективное пространство

Комплексное проективное пространство определяется так же, как 
действительное проективное пространство (§ 2), только однородные 
координаты его точек

z* =  xa-\-iy’1, i — У — 1 (а =  1, 2. 3, 0) (28)

—  комплексные числа.
Если все уа =  0, то точка (г*) —  действительная. Совокупность 

действительных точек комплексного проективного пространства можно 
отождествить с совокупностью точек действительного проективного 
пространства. Кроме них, комплексное пространство содержит соб
ственно комплексные точки {мнимые'). Поскольку три независимых 
отношения комплексных однородных координат (28) —  тоже комплекс
ные числа, а каждое комплексное число г определяется двумя дей
ствительными числами х и у, трёхмерное комплексное пространство 
является многообразием шести (действительных) измерений.

Плоскость в комплексном пространстве определяется уравнением:

/суммирование по\
С„г» =  0, С, =  Л Ч-/5, « =  1.2. 3.0 )• (29)

234



Если отношения коэффициентов Сл— действительны, например 
все Ва равны нулю, то плоскость называется действительной', она 

содержит многообразие действительных точек, которые можно отож
дествить с плоскостью

/ суммирование по \
АЛх? =  0 V I  =  I  1  3, О J (30а)

действительного пространства. Кроме того, она содержит мнимые 
точки, многообразие которых зависит от четырёх действительных 
параметров, именно: два произвольных параметра, от которых зави
сит отношение х?, удовлетворяющих уравнению (30а), и два неза
висимых параметра, от которых зависят у *, определяемые уравнением

/ суммирование по \

2|gj =  0 (  I  =  I  2, 3, 0 I . (ЗОЬ)

Таких параметров два, а не три, ибо делением четырех коор
динат г* на z°, если не равно нулю, мы приведём х° к единице 
и у 3 к нулю.

Если Ва не все нули, то плоскость (29) содержит только одну 
прямую действительного пространства. Действительно, внося в урав
нение (29) значения (28) и приравнивая нулю отдельно действитель
ную и мнимую части, получим на 8 неизвестных лг*, у* два уравне
ния:

(
суммирование по \ 

« =  1.2. 3.0 )

которые в силу однородности попрежнему определят многообразие 

комплексных точек четырёх действительных измерений. Среди них 
действительные точки у 1 =  0 определяются системой

/ суммирование по \ 

Аах* =  0, В ^  =  0 V « =  1.2. 3,0 )

Поскольку делением уравнения (29) на С0 получим А0=\, В0== 0, 
эти два уравнения независимы и в действительном проективном про
странстве определяют прямую.

Аналогично прямая

/ суммирование по \

С«гв =  0, с£гв => 0 { « =  1. 2. 3 .0 J (31)

содержит одномерное многообразие комплексных точек, т. е. много
образие, зависящее от двух действительных параметров. Внося сюда 
значения (28) и приравнивая нулю отдельно действительную и мни

мую части, получим четыре уравнения:

Аах* —  Вау> =  0, + B je  =  0.

А'Xя —  &  у* =  0, А' У’-\- В'х* =  0.
а а* ’ в*' • в
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Полагая у* — О, мы получим для определения действительных 

точек прямой систему:

Аах* =  0, Влха =  О, а 'оХ* =  0, 5«дсв =  0. (32)

Если определитель системы не равен нулю, то система допускает 

только нулевые решения, которые не определяют точки. Следова

тельно, в общем случае прямая (31) не имеет ни одной действитель

ной точки. Если определитель

№ \ А ав Х в ' а \ (<z =  1,2. 3. 0),

где четыре строки определителя получаются при четырёх значениях 

указателя а, имеет ранг 3, то прямая имеет только одну действи

тельную точку.

Если ранг определителя равен двум, то система (32) определяет 

прямую действительного проективного пространства. Примем её за 

ребро AjAg координатного тетраэдра. Тогда система (32) удовле

творяется значениями х8 =  0, х° — 0; следовательно,

Ах =  А2 =  а[ =  А3 =  Вх — В2 =  В\ — Вг =  0, т. е.

и система (31) эквивалентна системе

*8 =  0, г°=0 . (31')

Следовательно, прямая (31) является действительной прямой комплекс
ного проективного пространства, содержащей, кроме действитель
ных точек ребра АхА2, ещё многообразие комплексных точек, опре
деляемых произвольным заданием четырёх действительных параметров 
х1, х2, у1, у2, из которых существенны только два, ибо делением 
всех z? на гх (если z 1 zfz 0) приведём х' к единице, с ауг — к нулю.

Таким образом, прямые комплексного проективного пространства 
делятся на три класса: 1 ) прямые, не имеющие действительных точек;
2) прямые с одной действительной точкой и 3) действительные прямые, 
содержащие все точки прямой действительного пространства и ещё 
многообразие комплексных точек двух действительных измерений.

Глава VII*

ПРОЕКТИВНЫЕ И АФФИННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

ПРОСТРАНСТВА

§ 1 . Проективные преобразования пространства

Формулам (19) § 9, гл. VI, можно дать новое истолкование.
Проективное пространство мы определили (§ 2, гл. VI) как со

вокупность точек, где каждая точка есть чётверка координат и все 
им пропорциональные.

Мы видим теперь, что та же точка может определяться другой 
четвёркой чисел, если перейти к другому координатному тетраэдру.
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Рассмотрим, для определённости, модель проективного простран* 
ства в виде расширенного эвклидова пространства. Одна и та же 
четвёрка чисел (ха) определит точку М, если пространство отнести 

к координатному тетраэдру Л0Л1ЛаД8, и точку М, если его отнести 
к тетраэдру А^А^А^А#. Меняя координатный тетраэдр, мы переме
стим все точки.

О п р е д е л е н и е .  Проективным преобразованием пространства 
называется соответствие точек пространства

М —► !,

определяемых одними и теми же координатами (ха), первая точка —  
относительно координатного тетраэдра {А»}, вторая —  относительно 
тетраэдра [Аа>].

Следствие 1. Проективное преобразование переводит вершины 
первого координатного тетраэдра в соответствующие вершины 
второго.

Действительно, вершина тетраэдра, например AJt всегда имеет 
относительно своего тетраэдра координаты A1( lt 0, 0, 0). Так как 

координаты вершины А\' относительно своего тетраэдра будут тоже 

А'х(\, 0, 0, 0), то точка Аг преобразуется в точку Aif.
Следствие 2. При одновременном преобразовании точки М и 

координатного тетраэдра {Аа) проективные координаты точки 
не меняются.

Следствие 3. Проективное преобразование определяется зада
нием четырёх аналитических точек — вершин нового координат
ного тетраэдра {Аа}, не лежащих в одной плоскости; следова
тельно, наиболее общее проективное преобразование зависит от 16 па

раметров с\ (координат вершин Л„) относительно тетраэдра (А,).
Для преобразований точек проективного пространства весьма 

существенно определение этих точек однородными координатами. Эти 
координаты вводятся в излишнем числе (четыре вместо трёх) так, 
что все четвёрки координат tx* с произвольным множителем t опре
деляют ту же геометрическую точку М, что и координаты д'“.

Поэтому умножение всех 16 коэффициентов с\ на одно и то же

число умножит все координаты х* и не изменит геометрическую 

точку М.
Наиболее общее проективное преобразование пространства зави

сит от 15 существенных параметров —  отношений коэффициентов с“ .

Следствие 4. Проективное преобразование переводит прямые 
линии в прямые линии, плоскости — в плоскости, вообще поверх
ности п-го порядка — в поверхности п-го порядка.

Действительно, поскольку преобразованные точки М имеют те же 
координаты по новой системе, что и точки М по старой, то одно и 
то же уравнение определяет поверхность 5 относительно тетраэдра {Д,} 
и преобразованную поверхность S' относительно нового тетраэдра [Аа,].
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Не следует думать, что проективное преобразование применимо 

только к модели проективного пространства в виде расширенного 

эвклидова. Чтобы показать, что оно имеет место для общего проек

тивного пространства, выведем формулы аналитического представле

ния его.

Мы видели, что точки М  и М имеют координаты (ха): первая 

относительно тетраэдра {Д,}, вторая —  относительно {Лв}. Найдём 

координаты точки М относительно старого тетраэдра {Ла}.

Это —  задача преобразования координат. Даны координаты точки 

Л! (х“) относительно тетраэдра {Ла}, найти её координаты (х“) отно

сительно тетраэдра {Д,}. Обращаясь к формулам преобразования 

координат (20) § 9, гл. VI, мы должны заменить х^' на х? и х® на х*.

*■=«;* (7™ГГ2,ез"°). (и

где со —  координаты вершин Аа< нового тетраэдра относительно ста

рого {Ла}.

Теорема. В координатах относительно произвольного коорди
натного тетраэдра проективное преобразование пространства 
определяется линейными формулами ( 1), где М (х^) —  произвольная 

точка пространства и М (х“) —  её преобразование. Коэффициенты 
с? —  произвольные действительные числа с определителем преобра

зования, отличным от нуля,
Следствие. Преобразование, обратное преобразованию (1), — 

тоже проективное, оно определяется формулами:

хР =  ф с “, (2)

где с\ —  приведённые миноры элементов с?, т. е. миноры определи

теля подстановки (20а) § 9, гл. VI, делённые на сам определитель. 

Здесь под обратным преобразованием подразумевается преобразование

М-+ М,

переводящее точку Ж в точку М.
Формулы (2) получаются разрешением системы (1) относительно 

неизвестных х^. Это разрешение возможно, так как определитель (20а) 

§ 9, гл. VI, нашей системы не равен нулю.

§ 3. Группа проективных преобразований

О п р е д е л е н и е . Совокупность преобразований Sc, где буквой с 
обозначены г параметров с,, с2, . . .  сг, определяющих преобразова

ние Sc совокупности, образует группу преобразований, если она 

обладает двумя свойствами:

1. Каждое преобразование совокупности допускает о б р а т н о е  

преобразование, которое тоже принадлежит этой совокупности.

§ 2. Аналитическое представление проективного преобразования
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2. П р о и з в е д е н и е  любых двух преобразований совокупности £ 0 
и' Sb есть некоторое третье преобразование 5С той же совокупности

SbSa =  Se.

О п р е д е л е н и е . Если преобразование Sa переводит точку М 

в точку М:

М-+ М или М =  SaM,

и преобразование Sb переводит точку М в точку М:

М -> М или М =  SbM,

то преобразование Sc называется произведением преобразований SbSa, 

если оно переводит точку М в точку М:

М -* Ж  или Я =  SbM =  Sb (SaM) =  SbSaM =  SCM.

Совокупность проективных преобразований удовлетворяет и пер
вому и второму требованиям: мы видели, что каждое проективное 
преобразование (1) допускает обратное преобразование (2), и это 
преобразование —  тоже проективное, т. е. принадлежит той же сово
купности проективных преобразований. Она удовлетворяет и второму 
требованию.

Действительно, если преобразование Sa переводит точку М (ха) 

в точку М (х$), где
Й - ч А е  (суммирование ̂ по) ̂  (>)

и преобразование Sb переводит точку М (х1) в точку М (ха), где

(сур = Р0ОТ Т з п“) . (Ь)

то, исключая из формул (а) и (Ь) координаты х$, получим формулы 
преобразования, определяющие произведение:

щ Ш Ш  ( 7 , 7 ^ Г з . пз ) •  и

Оно определяется линейными однородными формулами и, следова
тельно, является проективным преобразованием.

Эго, впрочем, очевидно и из самого определения проективного 
преобразования. Если преобразование Sa переводит тетраэдр {Л.} 
в тетраэдр {Л.-}, а преобразование Sb переводит тетраэдр (Ла>) в те
траэдр {Л»»}, то произведение SbSa переведёт {Л.} в {Ла''}-

Если мы примем эти тетраэдры за координатные, то одни и те же 
координаты (лга) определят

точку М относительно тетраэдра {Л,},

. М „ . {Ла-},

. М я я {Л..),
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причём

я $ь « М  —*■ М ,

я я М-+ М.

Все эти преобразования —  проективные, ибо непосредственно удов
летворяют определению § 1.

Отсюда следует теорема:
Теорема. Совокупность проективных преобразований образует 

группу.
Другой пример группы представляет совокупность всех движений 

пространства:
1. Всякому движению пространства, как одно целое, можно по

ставить в соответствие обратное, которое тоже будет перемещением 
пространства.

2. Произведение двух движений двумя шагами переведёт всё про
странство в новое положение, которое является перемещением ста
рого; следовательно, произведение движений принадлежит совокуп
ности движений.

Отсюда следует:
Теорема. Совокупность перемещений пространства образует 

группу.

§  4. Проективная геометрия

Пусть нам дано пространство и в нём группа преобразований 
Какая-нибудь фигура Е0 различными преобразованиями группы перево
дится в различные фигуры Ev Eit . . .  Рассмотрим совокупность всех 
фигур {£}, получаемых из фигуры Е0 преобразованиями группы. 
Общие свойства всех фигур {£} называются инвариантами группы 
преобразований.

Например, группа перемещений пространства переводит окруж
ность С0 в различные положения Q , С2, . . .  Рассмотрим совокупность 
окружностей {С}, полученных из одной окружности С0 всевозмож
ными перемещениями пространства. Окружности этой совокупности {С} 
обладают общими свойствами, например величиной радиуса, длиной 
окружности и т. д. Все они составляют инварианты окружности отно
сительно группы преобразований.

О п р е д е л е н и е . Геометрией группы преобразований данного 
пространства называется совокупность свойств фигур, инвариантных 
относительно преобразований группы.

Таким образом, метрической геометрией называется геометрия 
группы перемещений пространства.

О п р е д е л е н и е . Проективной геометрией называется геометрия 
группы проективных преобразований.

Отсюда проективными свойствами фигур называются те, которые 
принадлежат проективной геометрии, т. е. не изменяются при пре
образованиях проективной группы.

преобразование Sa переводит Л! —► М,
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Теорема. Проективными свойствами фигур являются те и 
то'лько те свойства, которые могут быть выражены через проек
тивные координаты точек фигуры.

Действительно, по определению проективного преобразования коор
динаты (ха) любой точки пространства М относительно какого-нибудь 

тетраэдра И И  и координаты преобразованной точки М относительно 
преобразованного тетраэдра {Аа•} совпадают. Поскольку проективные 
координаты не меняются, то и те свойства фигур, которые через них 
выражены, останутся инвариантными.

Так как проективные координаты точек вполне определяют их, 
а следовательно, определяют и фигуру, из этих точек составленную, 
то все проективные свойства фигуры определяются проективными 

координатами ей точек и могут быть через них выражены.
Нетрудно заметить, что длина отрезка не сохраняется при проек

тивных преобразованиях. Мы можем принять данный отрезок за сто
рону АХА2 координатного тетраэдра {4в}. При проективном преобра
зовании последний может быть переведён в произвольно выбранный 

тетраэдр И И  ; следовательно, отрезок АХА2 может быть переведён 

в произвольный отрезок АуАа/.
Точно так же не сохраняются углы, площади, объёмы, отношения 

отрезков.
Заметим, что уже формула расстояния между двумя точками на 

плоскости в косоугольной декартовой системе координат содержит не 
только координаты концов отрезка, но и косинус угла между осями 

координат.
Если при преобразовании координат угол между осями изменится, 

то при тех же координатах точек (относительно новой системы коор
динат) расстояние между ними изменится.

Теорема. Сложное отношение четырёх точек на прямой есть 
инвариант группы проективных преобразований.

Действительно, если задано четыре точки М Л( & =  1, 2, 3, 4) пря

мой АХА2 координатами относительно вершин Ах, А2 координатного 
тетраэдра

Мк =  х ^ + х ^  (k 1 1, 2, 3, 4)

то, исключая Ах, А2, получим:

jfljr2 _ JfM
и — > а J * м I * 1 J 1 м ( i_я лч
J j  1 1 а 1 I 1 « 1 2  2 'J > />

ХуХ 2 Х2Х1 Х1Х2 ■*2*1

и по формулам (3) § 1, гл. VIII, части I, сложное отношение равно:

х\ -*в х
1 ~ 7* хI Ло Л

Ш.Мд, МЪМ4)
л! X

16 Зак. 3182. С. П. Фиников. 241



Так как оно выражено через проективные координаты точек, то 

остаётся инвариантным при проективном преобразовании. Кроме того, 

однородные координаты входят только в виде отношений х\ : х\. 

Следовательно, сложное отношение четырёх точек есть инвариант 
четырёх геометрических точек, т. е. не меняется при произвольном 

изменении нормирования любой из четырёх точек.

Заметим ещё, что инвариантом является порядок алгебраической 
поверхности, ибо преобразование проективных координат точки не 

меняет степени алгебраического уравнения.

§  5. Группа аффинных преобразований

Теорема. Совокупность проективных преобразований, оста
вляющих неподвижной одну плоскость, образует группу.

Действительно:

1) каждое преобразование совокупности допускает о б р а т н о е :  
это —  обратное проективное преобразование. Оно принадлежит сово

купности: если прямое преобразование переводит точки неподвижной 
плоскости в точки этой же плоскости, то обратное преобразование 

вернёт их назад и, следовательно, оставит плоскость неподвижной;

2) п р о и з в е д е н и е  двух преобразований совокупности, как про
изведение Двух проективных преобразований, будет тоже проектив

ным преобразованием. Оно принадлежит совокупности, ибо, поскольку 
ни первое, ни второе преобразование не перемещает неподвижной 

плоскости, то и последовательное выполнение первого и второго пре

образований оставит её неподвижной.
Так как вся эта совокупность преобразований составляет часть группы 

проективных преобразований, то её называют подгруппой этой группы.

О п р е д е л е н и е . Аффинными преобразованиями расширенного 
пространства называются проективные преобразования, оставляющие 

неподвижной несобственную плоскость пространства.

Следствие. Совокупность аффинных преобразований составляет 
подгруппу группы проективных преобразований.

Чтобы выделить проективные преобразования, оставляющие непо

движной одну плоскость пространства, проще всего принять эту пло
скость за одну из граней всех координатных тетраэдров, присвоен
ных преобразованиям подгруппы. Если эта плоскость —  несобственная, 

то мы должны выбирать три вершины, например At, А3, А3, несоб

ственными. Если и исходный тетраэдр так же расположен, то отно

сительно него четвёртые координаты этих точек будут равны нулю:

с°, =  о, с°, =  О, с», =  0. (а)

Нормируя четвёртую вершину А0, мы можем её четвёртую коор

динату привести к единице (она не равна нулю, ибо точка А0 заве

домо в несобственной плоскости не лежит):

<*, =  1. (Ь)
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Координаты относительно такого тетраэдра (см. $ 8, гл. VI) суть
I аффинные координаты точки. Отсюда следует:

Теорема. Аффинное преобразование переводит всякую точку 

пространства М в другую точку М с теми же аффинными коор
динатами относительно новой аффинной системы координат.

Следствие. Аффинное преобразование определяется заданием 
точки (начала координат) и трёх произвольных векторов (коорди
натных), не лежащих в одной плоскости.

Теорема. Аффинное преобразование определяется в произволь
ных аффинных неоднородных координатах формулами

Действительно, внося в уравнение (1) значения (а) и (Ь), получим:

где мы обозначили однородные координаты прописными буквами Х а 
(а =  0, 1, 2, 3), чтобы отличить их от неоднородных х* ( / = 1, 2, 3). 

Если разделить первое равенство почленно на второе и положить

то и придём к формулам (3).
Следствие. Наиболее общее аффинное преобразование зависит 

от 12 параметров.

Аффинной геометрией называется геометрия группы аффинных 
преобразований. Это геометрия инвариантов всех аффинных преобра
зований. Так как при одновременном преобразовании точки и коор

динатной системы аффинные координаты точки сохраняются, то в аф
финной геометрии имеют место те и только те свойства фигур, кото
рые можно выразить через аффинные координаты её точек.

Так как группа аффинных преобразований является подгруппой 

группы проективных преобразований, то все инварианты проективной 
геометрии тем самым будут инвариантами и аффинной, но не на
оборот.

где определитель

§ 6. Аффинная геометрия



В аффинной геометрии нет понятия длины отрезка. Любой отре
зок можно принять за координатный вектор ех первоначальной системы 
координат; аффинным преобразованием он переводится в любой век

тор 01' произвольной длины. Следовательно, длина отрезка не является 
инвариантом группы аффинных преобразований. Точно так же не со
храняются углы (например, угол векторов et и е2), площади, объёмы. 
Не сохраняется отношение непараллельных отрезков (например, отно

шение модулей векторов ег и е2 переходит в произвольно заданное 
отношение модулей еу : е-у), но уже сохраняется отношение парал
лельных отрезков.

Теорема. Простое отношение трёх точек на прямой есть 
инвариант группы аффинных преобразований.

По формуле (10) § 5, гл. I, отношение

q М\М 
~р~ММ2

двух отрезков одной прямой удовлетворяет соотношению

Д1 рМ\ -(- дМ2

Р+Я  ’

откуда три координаты М(х*), M1(xj), М2(х*) связаны равенством

, Р*[ + Чха 
х* —  — — - 

Р + Ч
и

Я х*~- х* 

р х\— JC*

Так как отношение выражено через аффинные координаты, то оно 
является инвариантом.

§ 7. Группа перемещений пространства

Перемещением пространства называется такое аффинное преобра
зование его, которое сохраняет длины всех отрезков. Отсюда выте
кает, что группа перемещений есть подгруппа группы аффинных пре
образований.

Формула расстояния между двумя точками в аффинной системе 
координат (8) § 4, гл. I, содержит коэффициентами при аффинных 
координатах скалярные произведения координатных векторов

^12» ^22» ^82» ^1 ^2> е3 ^8» ^8 ^1‘
Следовательно, аффинное преобразование сохраняет длины всех отрез* 
ков, если сохраняет величины этих шести произведений. Отсюда вы
текает сохранение модулей координатных векторов (сохранение их 
квадратов) и сохранение углов между ними (попарные произведения).

Два случая могут представиться в зависимости от того, сохра
няется ли тройное произведение (et е2 ев) или меняет знак.
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В первом случае мы имеем перемещение первого рода (движение), 
во втором —  перемещение второго рода (зеркальное отображение).

Поскольку раз взятая тройка координатных векторов при всех 
преобразованиях группы перемещается как одно целое, сохраняя длины 
и углы, целесообразно начальную тройку векторов выбрать более 
рационально: все векторы взять единичными и взаимно перпендику
лярными.

Имеем:
Теорема. Всякое перемещение пространства переводит произ

вольную точку его М в другую точку М так, что они опреде
ляются одной и той же тройкой декартовых координат —  каждая 
точка относительно своей системы координат. Перемещение —  пер
вого рода, если обе системы координат одной ориентации.

Следствие. Декартовы прямоугольные координаты точки не 
меняются, если точка перемещается вместе с системой координат.

Теорема. Относительно декартовой прямоугольной системы 
координат перемещение пространства определяется формулами (3) 
при условии, что определитель, составленный из коэффициентов 
c*k (/, & — 1, 2, 3), есть определитель прямоугольного преобразо

вания.
Следствие. Группа перемещений зависит от шести параметров.
Число 6 составляется из трёх свободных членов с* и трёх пара

метров, определяющих определитель прямоугольного преобразования 
.(§ 3, гл. II), например трёх эйлеровых углов (§ 4*, гл. II).

Глава VIII

ОБЩИЕ СВОЙСТВА ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

В ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. Общее уравнение поверхности второго порядка

Поверхность второго порядка определяется однородным уравне
нием второй степени относительно четырёх однородных (декартовых 
прямоугольных, аффинных или проективных) координат точки X х, х 2,

х3, хР.
Это уравнение можно записать коротко:

/суммирование по \ 
аа?ха*Р =  0 \«, р =  0, 1, 2, 3 ), (1)

если применить условие записи суммы только одним слагаемым с тем, 
что два раза повторенные указатели а и (3 означают суммирование, 
именно: каждый указатель, независимо один от другого, принимает 
значения 0, 1, 2, 3; при этом

(а)
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аи {х1?~\~а22 (*2)2 +  <% (*8)2 +  fl00 (х°)24 - 2а 12̂ ‘^ 2 +  2а18^1;1с8+

r|- 2а10х1х°-\- 2a2bxixA -|- 2а20х2х° -|- 2a30xsxP =  0. (1')

Двойка в коэффициенте, например в 2а12хгх2, появилась потому, что, 

полагая а =  1, (3 =  2 или а =  2, (3 =  1, получим, в силу условия (а), 

два подобных члена:

а 12л;1л;2—(— =  2anxxx<1.

Уравнение (1') содержит четыре члена с квадратами координат:

ап (л:1) , «22 О*2)2) азз (х3)2> aoo(x°f> и шесть членов с произведениями 
координат, по числу сочетаний из четырёх элементов (а, [3 =  О, 1, 2, 3) 

по два. Всего уравнение содержит 4—f—6 =  10 членов, следовательно,
10 произвольных коэффициентов.

Так как всё уравнение можно, не изменяя его решений, умножить 
на произвольное число, то существенны только отношения коэффи

циентов. Уравнение содержит 9 таких отношений; следовательно, 

поверхность второго порядка определяется девятью условиями, на
пример заданием девяти точек, принадлежащих поверхности.

§  2. Пересечение поверхности с прямой

При преобразовании координатного тетраэдра уравнение поверх
ности (1) переходит в новое уравнение второй степени. Так как мы 

всегда можем принять за ребро АХА0 координатного тетраэдра про

извольно заданную прямую, то достаточно определить пересечение 
поверхности с ребром A^Aq координатного тетраэдра.

Прямая AtA0 определяется уравнениями

х2 =  0, *3 =  0. (2)

Следовательно, координаты точки пересечения определяются совмест
ным решением уравнений (1) и (2). Внося значения координат (2) 

в уравнение ( 1), получим для определения отношения хх: х0 квадрат
ное уравнение:

аи (•*1)a47 2a io*ljc°-i _e<K> (JC°)" =  0- (3)

Это квадратное уравнение имеет два корня х1 : ле° действительных 

и различных, мнимых сопряжённых или совпадающих:
1. Если к о р н и  д е йс т в ит е ль н ы  и р а з л и ч н ы ,  то каждое 

значение отношения х1 : х° вместе со значениями лг2 =  0, х3 =  О опре

деляет точку пересечения прямой АхА0 с поверхностью. В частности, 

если ап =  0, то один из корней будет л;0 =  0, т. е. одна из точек 

пересечения совпадает с вершиной А0.
2. Если к о р н и  — мнимые ,  то прямая АгА0 не встречает поверх

ности. Говорят, что прямая пересекает поверхность в двух мнимых 
точках (см. § 12, гл. VI).

3. Если к о р н и  с о в п а д а ю т ,  то прямая имеет только одну точку, 

общую с поверхностью, и называется касательной.

В полной записи имеем:
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О п р е д е л е н и е . Касательной называется прямая, имеющая на 
расширенной плоскости только одну общую точку с поверхностью.

4. Наконец, может случиться, что все коэффициенты уравнения (3) 
равны нулю:

о.ц — 0, вю =  0, 0^ = 0,

и уравнение (3) удовлетворено тождественно.
Отношение х1 : х° остаётся неопределённым, и всякая точка пря

мой AtA0 принадлежит поверхности, т. е. прямая AtA0 (прямолиней
ная образующая) лежит на поверхности.

Имеем:
Теорема. Прямая пересекает поверхность второго порядка 

в двух точках —  действительных, мнимых или совпадающих, или 
лежит на поверхности.

§  3. Пересечение поверхности с плоскостью

Пусть нам задана произвольная плоскость а. Примем её за грань 
AjA^Aq координатного тетраэдра. Тогда она будет определяться урав
нением:

х8 =  0. (4)

Уравнение (1) и уравнение (4) определяют линию пересечения 
поверхности (I) с плоскостью (4). Внося х8 =  0 в уравнение (1), 
получим уравнение:

/суммирование по\ 
a{kx*xk =  0 \ i,k  =  0,1,2 ) ’ (5)

или

ап (х1)ъ -\-1а12х1х2-\-а2й (x2)2-f-2fl10x ,x°-j-

+ 2fl20x2x°-f-a00 (xof =  0. (5')

Это уравнение, если рассматривать его как уравнение между тремя 
координатами х1, х2, х° точки на плоскости Л ,/12Л0, определяет 
линию пересечения поверхности с плоскостью ха =  0.

Так как уравнение (5) —  второй степени, то эта линия— второго 

порядка.
Теорема. Всякая плоскость пересекает поверхность второго 

порядка по кривой второго порядка.
Возможны четыре случая:
1. Уравнение (5) определяет д е йс т ви т ел ьн ую  невыро- 

ж д а ю щ у ю с я  к р и в у ю  второго порядка. Плоскость х8 =  0 пере

секает поверхность.
2. Уравнение (5) определяет м н и му ю  линию,  не существует 

тройки действительных чисел х°, х1, х2, удовлетворяющих уравне
нию (5). Плоскость х8 =  0 не встречает поверхности (см. § 12, гл. VI).

3. Кривая второго порядка (5) р а с п а д а е т с я  на п а р у  п р я 
мых. В зависимости от того, будет ли это пара мнимых прямых, 
действительных или совпадающих, имеем снова три случая:
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a) Кривая (5) р а с п а д а е т с я  на п а р у  м н и м ы х  п р я м ы х  

(см. § 12, гл. VI) с одной действительной точкой пересечения М0. 
Тогда всякая прямая, лежашая в плоскости х в =  0 и проходящая че

рез точку М0, имеет только одну общую точку с поверхностью и, 

следовательно, будет касательной (черт. 84). Плоскость х 8 =  О несёт 

пучок касательных с центром в точке М0, а потому называется ка
сательной плоскостью. Точка М0 называется точкой касания.

b) Кривая (5) р а с п а д а е т с я  на  п а р у  д е й с т в и т е л ь н ы х  

п р я м ы х  АВ и CD с точкой пересечения М0 (черт. 85). Всякая пря

мая, лежащая в плоскости л;8 =  0 , проходящая через точку М0 и не 

совпадающая с прямыми АВ и CD (например, прямая PQ), имеет 

с поверхностью только одну общую точку М0 и, следовательно, 

является касательной. Плоскость хя — 0 несёт пучок касательных 

с центром в точке М0 и называется касательной плоскостью, а точка М0—  
точкой касания её.

Есть существенная разница между первым и вторым случаем. 

В первом случае касательная плоскость имеет только одну общую

Черт. 84. Черт. 85.

точку с поверхностью (точку касания). Такая точка называется элли
птической. Во втором случае касательная плоскость пересекает по

верхность по паре прямых АВ, CD. и точка касания является точкой 

пересечения их. Такая точка называется гиперболической, а прямые 

АВ и CD —  прямолинейными образующими поверхности.

с) Кривая (5) р а с п а д а е т с я  на 

п а р у  со в п а д а ю щ и х  п р я м ы х  АВ. 
Какую бы точку М  мы ни взяли на 

прямой АВ, она будет служить центром 

пучка касательных, ибо произвольная 

прямая PQ, лежащая в плоскости Xs =  О, 

проходящая через точку Ж и не со 

впадающая с прямой АВ, имеет только 

одну общую точку с поверхностью 

(точку М) и, следовательно, касается 

поверхности (черт. 86).
Плоскость х 8 =  0 касается поверхности, но точка касания —  

неопределённа: любая точка прямой АВ является точкой касания. 

Плоскость касается поверхности вдоль всей прямолинейной образую

щей. Точка М (т. е. любая точка прямой АВ) называется парабо
лической.
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4. Если все коэффициенты уравнения (5) равны нулю, то линия 
пересечения —  неопределённа, плоскость (4) целиком принадлежит 

поверхности, и поверхность распадается.

Таким образом, имеем следующие предложения:

О п р е д е л е н и е . Касательной называется плоскость, пересекаю

щая поверхность по паре прямых, точкой касания —  общая точка этих 

прямых.

Теорема. Касательная плоскость несёт пучок касательных 
к поверхности с центром в точке касания.

О п р е д е л е н и е . Точка поверхности с определённой касательной 

плоскостью называется эллиптической, гиперболической или пара
болической, в зависимости от того, распадается ли линия пересечения 

поверхности с касательной плоскостью на пару мнимых, действитель

ных и различных или совпадающих прямых.
Мы увидим в следующей главе, что в каждой точке поверхности 

имеется одна касательная плоскость, но могут быть особые точки, 

например вершина конуса, где касательная плоскость неопределённа. 

Такие точки мы сейчас не рассматриваем.

§ 4. Эллиптические, гиперболические и параболические точки
поверхности

Теорема 1. Если одна точка поверхности гиперболическая, 
то и все точки гиперболические.

Пусть точка М  —  гиперболическая, т. е. существует в этой точке 

одна касательная плоскость и она пересекает поверхность по паре 

прямолинейных образующих АВ и CD (черт. 87).
Пусть Р — произвольная точка поверхности. Докажем, что через 

неё проходят тоже две прямолинейные образующие.
Проведём плоскость АВР. Она пересекает поверхность по кри

вой второго порядка. В состав линии пересечения входит прямая АВ. 
Следовательно, линия пересечения 

распадается на пару прямых. Так 
как точка Я  принадлежит и по

верхности и плоскости АВР, то 

она лежит на линии пересечения.

Следовательно, вторая прямая 

пары проходит через точку Р  и, 

находясь в одной плоскости 

с прямой АВ, пересекает её в ка

кой-то точке Q. Эту точку мы 
должны полагать отличной от 

точки М, иначе в точке М  мы 

имели бы две касательные пло

скости: плоскость ACBD и пло

скость АВР.
Аналогично, плоскость CDP пересечёт поверхность по паре пря

мых: одна из них —  прямая СО, другая —  какая-то прямая PR.

Черт. 87.
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Плоскость QPR  пересекает поверхность по паре прямых PQ, PR
и, следовательно, касается её в точке Р. Точка Р — гиперболическая 

точка поверхности, ибо только одна плоскость PQR  касается поверх

ности в точке Р.

Действительно, допустим, что в точке Р  существует ещё касательная 
плоскость а. Если она пересекает прямые АВ и CD в точках Q и R, то она 
совпадает с плоскостью PQR. Допустим, что она пересекает АВ в точке Q', 
отличной от точки Q. Так как линия пересечения поверхности касательной 
плоскостью а распадается на пару прямых, пересекающихся в точке каса
ния P, а точка Q' принадлежит линии пересечения, т. е. одной из прямых 
пары, то эта прямая совпадает с прямой PQ', которая, следовательно, цели
ком принадлежит поверхности; но тогда плоскость PQQ' будет содержать 
три прямые поверхности: PQ, PQ' и QQ' =  AB. Такая плоскость (§ 3, слу
чай 4) целиком принадлежит поверхности. Поэтому любая плоскость 0, про
ходящая через прямую MR, пересечёт поверхность по двум прямым: по пря
мой MR и по линии пересечения её с плоскостью PQM. Значит, в точке М 
поверхность имеет две касательные плоскости: плоскость PQM и плоскость р, 
что противоречит условию.

Следствие 1. Через гиперболическую точку поверхности про
ходит пара прямолинейных образующих.

Следствие 2. В каждой гиперболической точке существует 
одна касательная плоскость.

Теорема 2. Если одна точка поверхности —  параболическая, 

то и все точки — параболические.
Если точка А —  параболическая, то через неё проходит одна 

прямолинейная образующая АВ. Все её точки —  параболические. 

Пусть Р  —  какая-то точка поверхности, не принадлежащая прямой АВ. 
Если она гиперболическая, то по теореме 1 все точки поверхности, 

в том числе и точка А, —  гиперболические, что противоречит условию.

Если точка Р  —  эллиптическая, то через неё не проходит прямоли

нейных образующих. Между тем плоскость АВР  пересекает поверх

ность по кривой второго порядка, которая содержит в своём составе 

прямую АВ и, следовательно, распадается на пару прямых. Вторая 

прямая пары должна пройти через точку Я, ибо она принадлежит 

и поверхности и плоскости.

, Поскольку точка Р  не эллиптическая и не гиперболическая, она 

должна быть параболической, что и требовалось доказать.

Прямолинейная образующая, проходящая через точку Я, лежит 

в одной плоскости с  прямой АВ и, следовательно, её пересекает.

Так как это можно повторить относительно любой пары образую

щих, то все образующие между собой пересекаются. Это может 

осуществляться только двумя способами: или все прямые проходят 

через одну точку, и поверхность является конусом; или они все ле

жат в одной плоскости, и поверхность есть плоскость (сдвоенная).

Зсе  точки конуса, кроме его вершины, —  параболические. Вершина 

конуса —  особая точка; к ней классификация точек поверхности непри

ложима. Всякая плоскость, проходящая через вершину конуса, —  

касательная плоскость, ибо пересекает конус по двум прямым: дей

ствительным и различным, если плоскость проходит через две обра
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зующие, мнимым, если она не содержит ни одной образующей, или, 

наконец, совпадающим, если плоскость содержит только одну обра

зующую конуса, следовательно, касается его вдоль этой образующей. 

Значит, вершина обладает свойствами эллиптической, гиперболиче

ской и параболической точки одновременно. Неприложима эта клас

сификация и к точкам распадающихся поверхностей. Всякая плоскость 

пространства касается поверхности, распадающейся на пару плоско

стей, в точке пересечения с ребром, ибо пересекает плоскости по 

двум прямым с общей точкой на ребре.

Имеем:

Теорема. Поверхность второго порядка с параболическими 
точками есть конус.

Следствие. Все нераспадающиеся поверхности второго порядка 
делятся на три типа'. 1) поверхности с эллиптическими точками, 
не имеющие прямолинейных образующих, 2) поверхности с гипер
болическими точками, которые несут две системы образующих, и 
3) поверхности с параболическими точками; эт от  класс содержит 
только конические поверхности. Они имеют одну систему обра
зующих.

Первый пример. Примером поверхности с эллиптическими точками может 
служить сфера:

Х> + у 2 + 2а = \; (а)

нетрудно показать, что плоскость

У — 1 (Ь)

касается поверхности. Линия пересечения поверхности (а) с плоскостью (Ь) 
определяется системой (а, Ь) или эквивалентной системой

* 2-f га =  о, у =  1. (с)

Левая часть первого уравнения (с) разлагается на мнимые множители

(x -f- iz) (x — it) =  0.

Следовательно, линия пересечения распадается на пару мнимых прямых:

1) x + lz =  0, у =  1, 2) х —  /2 =  0, у** 1,

пересекающихся в точке х =  0, z =  0, у =  1. Отсюда плоскость (Ь) — каса
тельная плоскость с точкой касания (0, 1, 0). Эта точка — эллиптическая, 
а следовательно, и все остальные точки — эллиптические.

Второй пример. Примером поверхности с гиперболическими точками может 
служить поверхность вращения гиперболы около мнимой оси:

■Xя + У2— г3 =  1. (а')

Плоскость (Ь) пересекает поверхность (а') по линии

Xя— sfl =  0, у =  1, (с')

которая распадается на пару действительных прямых:

1) ж -f-z =  0, y=s 1; 2) х — 2 =  0, у  =  1.

Следовательно, плоскость (Ь) касается с поверхностью (а') в точке (0, 1, 0). 
Это точка — гиперболическая.
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Поскольку лга +_у8 (квадрат расстояния точки поверхности от оси г) со
храняет постоянное значение при постоянном г, все сечения поверхности 
плоскостями г — const — окружности с центром на оси г. Это доказывает, # 
что поверхность (а') — поверхность вращения. Плоскость у  =  0, проходящая 
через ось вращения, сечёт поверхность по гиперболе

х2 — г2 =  1, у =  0,

которая и описывает поверхность вращением около оси г.
Третий пример. Примером поверхности с параболическими точками служит 

конус:
* а+ У  — *2 =  0. (а")

Плоскость
у =  г (b")

пересекает поверхность по линии

х2 =  0, у — г, (с")

которая представляет сдвоенную прямую. Следовательно, каждая точка этой 
прямой, кроме начала координат, — параболическая. Начало координат— осо
бая точка (вершина конуса). Поверхность образована движением прямой, 
проходящей через начало координат под углом 45° к оси г. Если обозначить 
буквой р расстояние точки поверхности (а") от оси г:

р =  УхЭ+УК

то уравнение (а") примет вид:

р2 =  гз, откуда | =  | г |, 

что и доказывает предложение.

Г л а в а  IX

ТЕОРИЯ ПОЛЮ СОВ И ПОЛЯРНЫ Х ПЛОСКОСТЕЙ 

§  1. Пара полярно сопряжённых точек

О п р е д е л е н и е . Две точки М  и М* полярно сопряжены отно

сительно поверхности второго порядка:

/суммирование по\ 
аа?х*хР =  0 I  « р =  0, 1, 2, 3 J, (1)

если прямая ММ* пересекает её в двух точках Мх и М2 так, что 

четвёрка точек гармонически сопряжена:

(МхМ2; ММ*) =  —  1.

Следствие. Если точка М и М* полярно сопряжены относи
тельно поверхности второго порядка S, т о они полярно сопряжены 
и относительно кривой второго порядка, получаемой пересечением 
поверхности плоскостью, проходящей через прямую ММ*.

Всякая аналитическая точка прямой ММ* может быть представ

лена линейно через аналитические точки М  и Л1* в виде

М  =  N1* - f Ш . (2)



Если координаты этих точек обозначить через 

уИ(д^), М*(х\), М(?С),

то уравнение (2) перепишется в координатном виде:

=  х\ +  XXя (а =  0, 1, 2, 3). (2;)

Внося значения ха и х$ в уравнение (1), получим:

«.»(*:+ **•) (*!+ ***)- о

или:

^ А + Х а ^  { ^ 3+ Л а) + ^ Ч р М р -  о- (3)

Если координаты точек М* (*“) и М (Л*) даны, то квадратное

уравнение (3) определит два корня X, и Х2, которые соответствуют 
двум точкам пересечения прямой ММ с поверхностью S:

М, =  Л Г + ^ М ,

АГ =  Af-j-X2Af. (2")

Если эти точки расположены на оси А0Аи то сложное отношение 
их по формуле (Зс) § 1, гл. VIII, часть первая, равно:

(ЖjM 2; М*М) =  X, : Х2. (а)

Так как преобразование координатного тетраэдра сохраняет величины 
X], Х2 и, конечно, не изменит сложного отношения, то формула (а) 
сохранит свою силу в общем случае.

Если эта четвёрка точек гармоническая, то

Xj : Х2 =  1
или

Xj =  Х2
и

X i+ X 2 =  0, (Ь)

а так как по свойству корней квадратного уравнения

ав?( х ^  + х1лл)
Xi --Хо - - ------- --Q---  .

то )словие (Ь) запишется в виде:

+ j£ r « )  =  о. (4)

Теорема. Пара точек М* (x*J и Af (ЛГ) полярно сопряжена, 

если координаты их удовлетворяют уравнению (4).
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§ 2 . Полярная форма

Левая часть уравнения поверхности второго порядка (1)

/ суммирование по \

Ф (х) == аа?х*х$ V «. | =  0. 1, 2, 3 ) (5)

есть квадратичная форма. Левая часть уравнения (4), линейная отно

сительно двух серия координат х ' и X*, называется полярной фор

мой этой квадратичной формы.

Полярная форма (4) может быть представлена в виде:

( х 'Л ^ + х ^ " )  =  Оцрх"^ -j- а „ р х ^ “.

Обозначим во втором слагаемом указатель [3 буквой а, а вместо 

буквы а будем писать букву р и используем тождество

(а)
мы получим:

а ^ Х *  =  а^х\Х* =  а ^ Х * . (Ь)

Делая эту замену, мы приведём левую часть уравнения (4) к виду 

аа$х\Х̂  —j— аирХ?Ха =  2аарх’Х* .

Итак, т о ч к и  М* (х°) и М (X*) п о л я р н о  с о п р я ж е н ы ,  е сл и

о. (4-)

Если выписать это уравнение более подробно д л я (3 =  0, 1, 2, 3, то 
получим:

a«o*V^°Ч~ a«iх\Хх -f - СдзХ'Л'2 -J-ав8х“Л® =  0. (6)

Теорема. Коэффициент при каждой букве Х^ полярной формы 
равен половине частной производной от её квадратичной формы (5) 
по переменному х$.

Действительно, например,

«„iX* =  -у aepX*xP =  ~faTan{(xl) 4“2a12x1x2-f-<*22С*2)24“ • • I } =  

=  апх !+ a,2*2+ a, Bx8-f- а 10х° =  ЯцХ1 -{- fl^x2 я31х3 -f- а0,х°. 

Заметим ещё, что из соотношения (Ь) следует:

а€рХ*Х? =  яврЛГа х\ (7)

Следствие. Полярная форма симметрична относительно двух 

серий своих переменных ха и X*.
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Теорема. Геометрическое место точек, полярно сопряжённых 

заданной точке М* (*“), есть плоскость.

Действительно, если координаты (ха) считать заданными, а коорди

наты (X7) —  переменными, то уравнение (6), как уравнение первой 

степени относительно координат Х а, определяет плоскость.

О п р е д е л е н и е . Полярной плоскостью точки М* (ха) назы

вается геометрическое место точек, ей полярно сопряжённых. Точка М* 
называется полюсом её полярной плоскости.

Теорема взаимности. Если полярная плоскость точки М* 
проходит через точку М**, то и, наоборот, полярная плоскость 
точки М** проходит через точку М*.

Полярные плоскости точек ЛГ (л;“) и М**(х'1) определяются

уравнениями

аа?х°Х9 =  0 , а^х\Х* =  0.

Условия, что первая плоскость проходит через точку ЛГ* или 
что вторая плоскость проходит через точку М*, напишутся в виде 
равенств:

а„°хах^ =  0, аааха х^ =  0.
■Р * ** 9 ®Г ** *

Эти два условия эквивалентны в силу формулы (7), откуда и сле
дует теорема.

§ 4. Касательная плоскость

Определение полярной сопряжённости точек теряет смысл, если 
одна из точек М* лежит на поверхности, но уравнение полярной 

плоскости (6) сохранится. Покажем, что оно определяет касательную 
плоскость, если полюс —  точка М*—  есть точка поверхности.

Если точка М* лежит на поверхности, то

а-3хах? =  0.
•г •  *

Пусть М (Ха) —  точка плоскости (6), следов .тетьно, 

аа?х1Х^ — аарХ^Х* =  0 .

Уравнение (3) примет теперь вид:

Л Ч рГ **  =  0. (30

Допустим сначала, что точка М  не принадлежит поверхности; 

тогда коэффициент при А2 в уравнении (3') не равен нулю. Следо
вательно, оба корня уравнения равны нулю:

Л, =  0, Xj =  О.

§ 3. Полярная плоскость
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Отсюда по формулам (2"):

МХ =  М*, Ма =  М*.

Прямая М*М имеет только одну точку, общую с поверхностью 
(точку М*), значит, касается её.

Если же точка М  (ЛГ®) лежит на поверхности, то

и уравнение (З7) исчезает тождественно. Следовательно, вся прямая 
М*М принадлежит поверхности.

Поскольку линия пересечения плоскости (6) с поверхностью 
содержит в своём составе прямую М*М, она распадается на пару 

прямых —  действительных, мнимых или совпадающих, следовательно, 
эта плоскость —  касательная плоскость поверхности и её полюс М* —  
точка касания.

Теорема. Если полюс лежит на поверхности, то полярная 
плоскость касается поверхности в её полюсе.

Следствие / .  Если полюс лежит в своей полярной плоскости, 
то он принадлежит поверхности.

Действительно, внося в уравнение (4') вместо текущих координат Х$ 
в

координаты полюса дг, получим уравнение поверхности:

Следствие 2. Только точки поверхности сами себе сопряжены. 
Следствие 3. В каждой точке поверхности (кроме особой) 

имеется одна определённая касательная плоскость.
Точка называется особой, если её полярная плоскость неопре-

Соответствие полярной плоскости её полюсу становится неопре

делённым, и одному полюсу М* соответствует бесконечное множество 

полярных плоскостей, если все четыре коэффициента в уравнении 

полярной плоскости (6) обращаются в нуль:

делённа.

§ 5. Вырождение полярного соответствия

О, —  О, я ,2̂  —  0, —  О, (8)

или в полной записи:

ж  °>

(8 ')
a22**“l l f 82** =  °>
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четырёх однородных уравнений первой степени. Такая система вообще 

допускает только тривиальное решение =  0. Эти четыре числа не

определяют точки, ибо однородные координаты не могут одновре

менно обращаться в нуль. Следовательно, поверхность второго порядка 

вообще не допускает особых точек полярного соответствия.

Для того чтобы существовала особая точка, необходимо и доста

точно, чтобы определитель системы (8) был равен нулю:

Четыре координаты х \  особой точки М* определяются системой

аоо % а 02 аог
а 10 а \\ а 12 а 13

а20 °21 а 22 а -23

а 80 а81 а 32 f l88

Если ранг этого определителя равен трём, т. е. не все миноры 

третьего порядка равны нулю, то среди четырёх уравнений системы (8) 

будет три независимых. Система определит отношение однородных 

координат, т. е. одну точку М0, для которой полярная плоскость 

будет неопределённой.

Теорема. Если, ранг дискриминанта 3)± равен трём, т о суще- 
ствует точка М0, полярно сопряжённая со всякой точкой про
странства. Поверхность есть конус и М0 —  вершина его.

Нам остаётся доказать только вторую половину теоремы.

Так как полярная плоскость точки М0 неопределённа, то всякая 

плоскость, проходящая через точку М0, будет касательной плоскостью

и, следовательно, пересечёт поверхность по паре прямых —  действи

тельных и различных, мнимых или совпадающих. Отсюда следует, 

что поверхность представляет геометрическое место прямых, про

ходящих через точку ЛТ0.

Действительно, точка М0 принадлежит поверхности, ибо полюс, 

лежащий в своей полярной плоскости, всегда принадлежит поверхности, 

а плоскость, проходящая через точку М0, является его полярной 

плоскостью (как и всякая другая). Если же какая-нибудь точка Р  
принадлежит поверхности, то плоскость, проходящая через точки М0 
и Р, как касательная, пересечёт поверхность по паре прямых, кото

рые пересекаются в точке М0 (в точке касания); одна из них пройдёт 

через точку Р.

§  в. Вырождение полярного соответствия с рангом дискриминанта,
равным двум

Если ранг дискриминанта равен двум, т. е. все определители 

третьего порядка равны нулю и хотя бы один определитель второго 

порядка —  не нуль, то среди четырёх уравнений системы (8) будут 

два независимых. Два уравнения первой степени определяют прямую 

линию. Каждая точка этой прямой является особой точкой полярного 

соответствия. Все они принадлежат поверхности.
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Теорема. Если ранг дискриминанта 3Di равен двум, то суще
ствует прямая линия АВ, каждая точка которой полярно сопря
жена со всеми остальными точками поверхности. Поверхность рас
падается на пару плоскостей, пересекающихся по прямой АВ.

Только вторую половину теоремы надо доказать.

Допустим, что точка Р, не лежащая на прямой АВ, принадлежит 

поверхности. Плоскость АВР является полярной плоскостью любой 

точки прямой АВ (ибо все точки этой прямой —  особые). Она про

ходит через все точки этой прямой, следовательно, является каса

тельной плоскостью в каждой точке её. Касательная плоскость пере

секает поверхность по паре прямых, пересекающихся в точке касания. 
Одна прямая из этой пары будет сама прямая АВ. Вторая прямая 

должна проходить через точку Р, ибо эта точка принадлежит поверх

ности. Она должна проходить и через точку касания, а так как 

плоскость АВР касается поверхности в каждой точке прямой АВ, то 
поверхности будет принадлежать весь пучок прямых, проходящих 

через точку Р  и пересекающих прямую АВ, т. е. вся плоскость АВР.
Отсюда следует, что поверхность может состоять из двух плоско

стей действительных, мнимых или совпадающих. Мы увидим, что 
последний случай относится уже к следующей степени • вырождения 

полярного соответствия.

§  7. Вырождение полярного соответствия с рангом дискриминанта,

равным единице

Если ранг дискриминанта <2̂  равен единице, то среди уравнений (8) 

только одно —  независимое. Одно уравнение первой степени опре

деляет плоскость. Следовательно, существует плоскость, все точки 

которой —  особые (полярно сопряжены со всякой точкой пространства). 

Всякая плоскость а —  полярная плоскость для любой точки этой осо

бой плоскости, а для тех точек особой плоскости, через которые 

плоскость а проходит, она будет касательной плоскостью.

Допустим, что существует точка Р, принадлежащая поверхности 

и не лежащая в особой плоскости. Тогда поверхности будет принад

лежать каждая прямая РМ0, где М0 —  любая точка особой плоскости. 

Действительно, плоскость PMqA, где А —  любая точка, проходит через 

точку М0, следовательно, будучи полярной плоскостью точки М0, 
является в ней касательной плоскостью, а потому пересекает поверх

ность по паре прямых, и одна из этих прямых пройдёт через точку Р, 
если она принадлежит поверхности, и через точку М0, поскольку М0 
есть точка касания.

Так как М0 —  любая точка особой плоскости, то поверхности будет 

принадлежать вся связка прямых М0Р, проходящих через точку Р, 
что, очевидно, невозможно. Значит, все точки поверхности принад- 

лежат особой плоскости.

Теорема. Если ранг дискриминанта равен единице, то по
верхность распадается на дважды взятую плоскость, все точки 
которой —  особые точки полярного соответствия.
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Г л ав а  X

АВТОПОЛЯРНЫЙ ТЕТРАЭДР 

§  1. Полярная сопряжённость плоскостей и прямых

О п р е д е л е н и е  1. Две плоскости а и (3 называются полярно со- 
пряжёнными, если каждая из них проходит через полюс другой 

плоскости.

По теореме взаимности, если плоскость а проходит через полюс 

плоскости р, то и, обратно, плоскость р пройдёт через полюс пло

скости а, и они будут полярно сопряжены.

Плоскость сама себе полярно сопряжена, если она проходит 

через свой собственный полюс.

Следствие. Самосопряжённая плоскость служит касательной 
плоскостью поверхности.

Возьмём две плоскости а} и аа; проведём через их полюсы Ах 
и Аа какие-нибудь плоскости р, и р2. Их полюсы Вх и В2 по теореме 

взаимности должны лежать и в плоскости а ,, и в плоскости а2, т. е. 

на линии их пересечения. Теперь нетрудно видеть, что всякая пло

скость а из пучка плоскостей с осью ВХВ2 полярно сопряжена и 

плоскости р, и плоскости Р2; значит, её полюс лежит на пересечении 

этих плоскостей, т. е. на прямой АХА2. Наоборот, плоскости пучка 

с осью АХА3 имеют полюсы на прямой ВХВ2.
Каждая точка прямой АХА2 полярно сопряжена каждой точке пря

мой ВХВ2, ибо она является полюсом плоскости, проходящей через 

прямую.

О п р е д е л е н и е  2. Пара прямых называется полярно сопряжён- 
ной, если каждая точка одной прямой полярно сопряжена каждой 

точке другой.

Следствие 1. Каждая прямая имеет только одну себе поляр
но сопряжённую прямую, именно —  линию пересечения двух пло
скостей, полюсы которых лежат на первой прямой.

Следствие 2. Каждая точка прямой является полюсом для 
её полярно сопряжённой прямой относительно кривой второго 
порядка, получаемой сечением поверхности плоскостью, проходящей 
через вторую прямую и выбранную точку первой.

О п р е д е л е н и е  3. Прямая сама себе сопряжена, если она с о 

впадает со  своей сопряжённой.

Следствие. На самосопряжённой прямой каждая точка сама 
себе сопряжена, каждая плоскость пучка, имеющего эту прямую 
своей осью, сама себе сопряжена.

Если точка сама себе сопряжена, то она лежит в своей полярной 

плоскости; такая полярная плоскость является касательной плоскостью, 

а её полюс —  точкой касания. Следовательно, самосопряжённая точка 

есть точка поверхности.

Следствие. Самосопряжённая прямая лежит на поверхности, 
являясь прямолинейной образующей её.
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§ 2. Автополярный тетраэдр I рода

О п р е д е л е н и е . Автополярным тетраэдром называется тетраэдр, 

каждая вершина которого является полюсом одной из его граней.

Существует три вида автополярных тетраэдров.

В автополярном тетраэдре I (первого) рода каждая вершина 

является полюсом противоположной грани.

Теорема. У всякой поверхности второго порядка существует 
автополярный тетраэдр I  рода, одна вершина которого лежит в про
извольной точке пространства (не на поверхности), другая —  в про
извольной точке полярной плоскости первой вершины {не на поверх
ности) и третья —  в произвольной точке линии пересечения первых 
двух полярных плоскостей (тоже не на поверхности).

Возьмём произвольную точку пространства А, не лежащую на по

верхности. Её полярная плоскость а не проходит через точку А.
В плоскости а берём произвольную точку В, не принадлежащую 

поверхности. Её полярная плоскость проходит через точку А (ибо В 
лежит в полярной плоскости точки А) и не содержит точки В, ибо В 
не принадлежит поверхности.

Линия пересечения плоскостей (а, (3) полярно сопряжена прямой АВ, 
соединяющей их полюсы. Эти прямые не совпадают, ибо плоскости а 
и р не содержат свои полюсы А и В. Прямая (а, (3), как несамосо

пряжённая, не лежит на поверхности. Следовательно, на ней найдётся 

точка С, не принадлежащая поверхности. Полярная плоскость к 

этой точки проходит через точки Л и Б  по теореме взаимности и не 

проходит через точку С, ибо точка С не принадлежит поверхности. 

Следовательно, плоскость у пересекает прямую (а, р) в какой-нибудь 
точке D, отличной от точки С.

Так как D  принадлежит трём плоскостям а, р и f ,  то её поляр

ная плоскость проходит через полюсы их Л, В  и С  и совпадает 
с плоскостью ABC.

Тетраэдр ABCD является автополярным, ибо каждая вершина 
полярно сопряжена противоположной грани.

§ 3. Автополярный тетраэдр II рода

О п р е д е л е н и е . Автополярным тетраэдром II (второго) рода 

называется тетраэдр, у которого две вершины служат полюсами двух 
граней, которым они принадлежат, а каждая из двух других полярно 

сопряжена противоположной грани.

Теорема. У всякой поверхности второго порядка существует 
автополярный тетраэдр I I  рода, две вершины которого — произ
вольные точки поверхности, не принадлежащие одной прямолиней
ной образующей, а третья — произвольная точка линии пересече
ния их касательных плоскостей, не лежащая на поверхности.

Возьмём какие-нибудь две точки поверхности Л и В , не лежащие 

на одной прямолинейной образующей. Пусть а и р —  касательные 
плоскости поверхности в точках А и В.
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Так как прямая АВ не принадлежит поверхности и, следовательно, 

не самосопряжена, то линия пересечения касательных плоскостей (а , Р), 

ей полярно сопряжённая, тоже не самосопряжена и не лежит на по

верхности.

Возьмём на ней произвольную точку С, не принадлежащую поверх

ности. Полярная плоскость её (плоскость у) по теореме взаимности 

проходит через точки А и В  (ибо С  лежит в плоскостях а и |3) и не 

проходит через точку С  (ибо С  не принадлежит поверхности). Сле

довательно, плоскость *[ пересекает прямую (а|3) в некоторой точке D, 
отличной от точки С, и полярная плоскость ее 8 проходит через 

точки Л, В  и С, ибо D  лежит на пересечении их полярных плоско

стей о , р и
Тетраэдр ABCD  —  автополярный. Точка А есть полюс плоскости 

ACD, точка В  —  плоскости BCD , точка С —  плоскости ABD  и точка D —  

плоскости ABC.
Заметим, что совершенно так же можно построить автополярный 

тетраэдр II рода, если в произвольной касательной плоскости а взять 

пару полярно сопряжённых точек С  и D  (не на поверхности). П ря

мая CD, не принадлежащая поверхности, будет иметь полярно сопря

жённой прямую АВ, пересекающую поверхность в паре точек А, В, 
из которых одна есть точка касания плоскости а. Тетраэдр ABCD 
будет автополярным II рода.

§  4. Автополярный тетраэдр III рода

По самому построению тетраэдр I рода является наиболее общим 

автополярным тетраэдром, вершины которого не лежат на поверх

ности.

Действительно, в таком автополярном тетраэдре каждая вершина 

должна быть полюсом противоположной грани; поэтому три другие 

вершины можно искать только в полярной плоскости первой.

Чтобы получить автополярный тетраэдр II рода, надо взять по 

крайней мере одну вершину его на поверхности. Тогда на поверх

ности будет лежать ещё одна вершина. Действительно, полярная 

плоскость первой вершины А, лежащей на поверхности, проходит 

через свой полюс, и, кроме того, содержит ещё две вершины В  и С; 

их полярные плоскости пройдут через вершину А. Останется одна 

грань тетраэдра, которая лежит против вершины А , и одна вер

шина D, которая лежит в этой грани и должна быть её полюсом, 

если тетраэдр —  автополярный. Мы получаем автополярный тетраэдр

II рода.
Чтобы получить новый автополярный тетраэдр, нам надо выбрать 

одну из тех вершин, которые принадлежат касательной плоскости 

в точке А, например вершину В, так, чтобы она принадлежала по

верхности. Это возможно, если точка А —  гиперболическая точка 

поверхности, ибо тогда касательная плоскость ABC пересекает по

верхность по двум образующим. Точку В надо выбрать на одной 

из таких образующих.
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Полярная плоскость точки В пройдёт через точку А (ибо точка В 
лежит в её полярной плоскости) и через точку В (ибо В, как точка 

поверхности, самосопряжена), следовательно, пересекает касательную 

плоскость ABC по прямой АВ. Третья вершина С грани ABC не 

принадлежит полярной плоскости точки В, и полярная плоскость 

точки не проходит через точку В; следовательно, вершина С служит 

полюсом грани ACD. Точка С лежит в ней, следовательно, принад

лежит поверхности и АС— вторая прямолинейная образующая, лежа

щая в касательной плоскости точки А. Наконец, четвёртая вершина D 
должна быть полюсом четвёртой грани BCD. Это —  тоже точка по

верхности, ибо принадлежит своей полярной плоскости, а рёбра BD 
и CD —  прямолинейные образующие.

Теорема. Третий и последний автополярный тетраэдр имеет 
все четыре вершины на поверхности и все четыре грани его слу
ж ат касательными плоскостями поверхности в их полюсах. 
Четыре ребра (из шести) служат прямолинейными образующими 
поверхности.

Тетраэдр III рода можно построить только для поверхности 

с гиперболическими точками. Первая вершина А —  произвольная точка 

поверхности, две следующие В и С — произвольные точки прямо

линейных образующих АВ и АС, проходящих через точку А, и по

следняя вершина D  —  точка пересечения образующих BD и CD, про

ходящих через В и С.

§ 4*. Автополярный тетраэдр конической поверхности

У конуса все точки пространства полярно сопряжены с вершиной конуса. 
Поэтому полярная плоскость любой точки пространства проходит через вер
шину конуса; всякая плоскость имеет полюсом вершину конуса. Для плоско
стей, не проходящих через вершину, это будет единственный полюс. Для 
плоскости, проходящей через вершину, полюс будет неопределённым.

Теорема. Все точки прямой. проходящей через вершину конуса, и 
только они одни имеют общую полярную плоскость.

Допустим, что точки М (дг“) и Мх (лг“) имеют общую полярную плоскость.

Тогда коэффициенты в уравнениях полярных плоскостей их (6) § 2, гл. IX, 
должны быть пропорциональны:

1 Щ /суммирование по <*;\.
V * .  — |а, р =  0, 1, 2, Ъ)'

или:

а«р (* • — Хлг1> =  °*

откуда, если положить

xg =  x i — Ххх, (Ь)

получим
„ « Л /суммирование по а;\ , .
ар О р =  0, 1, 2, З )' <С)

Уравнения ( с !  совпадают с уравнениями (8) §  5, гл. IX, которые определяют 
вершину конуса, а из уравнений (Ь) следует, что вершина конуса Af0(jrg*) 
лежит на прямой М }М*.
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Обратно, из уравнения (Ь), если М0 — вершина конуса, следует пропор 
циональность коэффициентов (а) и, следовательно, совпадение полярных пло
скостей.

Теорема. Автополярный тетраэдр конуса всегда имеет одной из 
вершин вершину конуса.

Действительно, одна грань тетраэдра, например плоскость о, не проходит 
через вершину конуса (иначе все грани проходят через одну точку — и 
тетраэдр вырождается). Полюс этой грани должен совпасть с вершиной 
конуса. Остальные три вершины тетраэдра лежат в плоскости а и образуют 
автополярный треугольник относительно линии пересечения конуса с пло
скостью а.

Глава X I

КАНОНИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО 

ПОРЯДКА В ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. Уравнение поверхности второго порядка, отнесённой 
к автополярному тетраэдру I рода

Теорема. Уравнение поверхности второго порядка, отнесённой 
к автополярному тетраэдру I  рода, не содержит членов с произ
ведениями текущих координат.

Действительно, каждая вершина служит полюсом противоположной 
грани; следовательно, каждая пара вершин, например Аг и А2, по
лярно сопряжена.

Вносим координаты их Аг(\, 0, 0, 0) и j42 (0, 1, 0, 0) в условие 
полярной сопряжённости (4'), § 2, гл. IX:

Яй ЯЯ + аоо*2* о==° ’

и немедленно получаем:

=  0,

ибо только этот член содержит неравные нулю координаты xl =  1 

и А 8 =  1,
Так же докажем обращение в нуль всех коэффициентов а,р, где 

а Ф  р. Сохраняются только члены с квадратами текущих координат.
Следствие. Уравнение всякой поверхности второго порядка 

может быть приведено к виду:

ап (xlf  -\-an(x*f -{-аю (х8)а+ а о о (*°)9 =  °» 0 )

если отнести её к автополярному тетраэдру I  рода.

§ 2. Каноническая форма уравнения поверхности второго порядка 
в проективном пространстве

Задание четырёх вершин автополярного тетраэдра, как геометри
ческих точек, ещё не определяет координатного тетраэдра. Чтобы 
система проективных координат была определена, надо дать четыре 
аналитические точки. Следовательно, после приведения уравнения 
поверхности к виду (1) возможно ещё нормирование вершин коорди
натного тетраэдра.
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Вершины координатного тетраэдра Аа, как аналитические точки, 

можно заменить, не меняя геометрических точек, по формулам:

А0, —  Р0А0, Aj, =  PiA ,̂ А2, — ргАг, Ag, PgAg-

Пользуясь формулами (20) § 9, гл. VI, мы, должны, согласно 

формулам (19) § 9, гл. VI, положить:

4 =  Pi* 4 = Р 3» 4 =  Р8* С = Р о  (2)
и все остальные с“, равными нулю.

Мы получим:

х° =  х°'р0, х1 =  х1'р1, х* =  х’2'р2, х? =  хя'р&. (3)

Внося эти значения в уравнение (1), получим:

fluPi2 (^1') 2+ а 22Р22 (x2')2-f-flJ8p82 (лс8')2Н - а 00р о2 {*?) =  0. (1 ')

Так как величины ра произвольны, то мы можем выбрать их так, 
чтобы

|fly>ia| s*l,

и точно так же для а^,, с83 и аад. Тогда все коэффициенты в преоб
разованном уравнении будут равны по модулю единице.

Изменить знак коэффициента мы не можем, если оставаться 

в действительной области и, следовательно, считать все квадраты рва 

положительными.

Так как все четыре вершины Аа координатного тетраэдра равно

правны, то мы можем по нашему произволу приписывать указатели 0 
или 3 тем координатам, которые входят в уравнение с отрицательными 

коэффициентами. Таким образом, одно уравнение должно отличаться 

от другого числом отрицательных квадратов. Разность между числом 

положительных и числом отрицательных квадратов называется сигна
турой формы.

Возможность умножения всех членов уравнения на минус единицу 
приводит к трём и только трём различным уравнениям невырождаю- 

щейся поверхности второго порядка:

(* ’)3+ ( ; О 2+ (* 8 )2+ (* 0 )2 Щ  0, (4а)

(*1)2+ ( * 2)2+ (* з )а _  (*°)а =  0, (4Ь)

(* i)2+ (* 2)2 -  (*8)2 _  (*о)2 =  о. (4с)

Здесь после преобразования координат мы снова стали обозначать 

текущие координаты буквами Xя.
В комплексном проективном пространстве коэффициенты с? пре

образования проективных координат, т. е. координаты вершин А$ 

нового координатного тетраэдра, —  комплексные числа. Следовательно, 

величины р{ по формулам (2) могут быть выбраны чисто мнимыми, 

а их квадраты отрицательными. При этом уравнение каждой из поверх-



ностей (4abc) может быть приведено к виду (4а). Следовательно, 
в комплексном проективном пространстве существует только одно 

каноническое уравнение невырождающейся поверхности второго по
рядка.

§ 3. Классификация поверхностей второго порядка 
в проективном пространстве

Теорема. В действительном проективном пространстве суще
ствуют три и только три различных невырождающихся поверх
ности второго порядка, определяемых в каноническом виде урав
нениями (4а), (4Ь) и (4с).

Мы видели, что всякое однородное уравнение второй степени 
с неравным нулю дискриминантом может быть приведено пре
образованием координат к одному из трёх уравнений (4а), (4Ь) 

или (4с). С другой стороны, одно и то же уравнение относительно 
различных координатных тетраэдров определяет проективно эквива
лентные поверхности, т. е. поверхности, которые переходят одна 
в другую проективным преобразованием. Следовательно, нам осталось 
только показать, что три поверхности (4а), (4Ь) и (4с) проективно 
различны, т. е. никакое проективное преобразование с действительными 
коэффициентами не может перевести одну поверхность в другую.

Лемма / .  Поверхность (4а) —  единственная мнимая невырож- 
дающаяся поверхность второго порядка в проективном простран
стве.

Действительно, уравнение (4а) не допускает действительных, не 
нулевых решений х®, ибо сумма квадратов действительных чисел 
может равняться нулю только при условии, что все Xя равны нулю; 
четвёрка чисел х* =  0 (а =  1, 2, 3, 0) не определяет точки. Сле
довательно, поверхность (4а) не содержит ни одной действительной 

точки (см. § 12, гл. VI).
Поверхности (4Ь) и (4с) имеют действительные точки, например 

х1 =  0, хъ =  0, х2 =  1, jc °=  1. Следовательно, при <&Г4фО  уравне
ние (4а) определяет единственную мнимую поверхность второго порядка.

Лемма 2. Все точки поверхности (4Ь) —  эллиптические.
Достаточно доказать, что одна из точек поверхности —  эллипти

ческая; тогда по общей теореме (§ 4, гл. VIII) все остальные точки 
тоже будут эллиптические. В § 4, гл. VIII, уравнение (а) первого 

примера отличается от уравнения (4Ь) только тем, что вместо одно
родных координат X1 введены неоднородные х1 =  х, х2—у, х9 =  г, 
х° =  1.

Мы доказали, что точка (0, 1, 0) —  эллиптическая, откуда и 

следует теорема.
Лемма 3. Все точки поверхности (4с) —  гиперболические.
Достаточно доказать, что одна точка —  гиперболическая. Это мы 

сделали в примере втором § 4, гл. VIII, рассматривая точку (0, 1, 0), 

т. е. точку X х — 0, х2 =  1, хя — 0, х° =  1.
В эллиптической точке поверхности касательная плоскость не 

пересекает поверхности; следовательно, в окрестности эллиптической
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точки поверхность лежит по одну сторону этой касательной пло
скости. Поверхность, обладающая этим свойством в каждой своей 
точке, называется овалоидом.

Мы видели, что через эллиптическую точку поверхности второго 
порядка не проходит прямолинейных образующих, через каждую 

гиперболическую точку проходит две прямолинейные образующие. 

Поэтому поверхность второго порядка с гиперболическими точками 
называется линейчатой поверхностью второго порядка.

В действительном проективном пространстве коэффициенты с“, 

преобразования координат действительны; следовательно, действитель
ные координаты Xя и после преобразования остаются действительными. 

Значит, мнимая поверхность (4а) не может после преобразования 

координат сделаться действительной. С другой стороны, прямая 
линия при проективном преобразовании переходит в прямую линию. 

Следовательно, линейчатая поверхность (4с) не может перейти в ова- 
лоид (4Ь).

Теорема. В действительном проективном пространстве суще
ствует одна мнимая поверхность второго порядка и две про- 
ективно различных действительных: овалоид (4Ь) и линейчатая 
поверхность второго порядка (4с).

§ 4*. Сигнатура формы

Доказанная теорема о проективно различных поверхностях второго по
рядка прямо следует из основной теоремы алгебры об инерции квадратич
ных форм.

Теорема инерции. Число положительных квадратов в канонической 
,форме уравнения не зависит от выбора автополярного тетраэдра, если 
при преобразовании координат обе части уравнения не умножались на 
отрицательное число.

Поскольку разность между числом положительных и числом отри

цательных квадратов в каноническом виде квадратичной формы назы
вается её сигнатурой, имеем:

Следствие. Сигнатура есть инвариант преобразований проек
тивной системы координат и, следовательно, инвариант группы 
проективных преобразований пространства.

Уравнение (4а) имеет сигнатуру 4 или 0 (если изменить все знаки), 
уравнение (4Ь) —  сигнатуру 3 или 1, уравнение (4с) —  сигнатуру 2.

Следовательно, они определяют различные поверхности второго 
порядка в проективном пространстве.

§ 5*. Внутренние и внешние точки поверхности

О п р е д е л е н и е . Точка пространства по отношению к поверхности 

называется внешней, если из неё можно провести к поверхности ка

сательную.

Пусть из точки А проведена к поверхности касательная и точ

ка В —  её точка касания. Так как точка касания полярно сопряжена 

со всеми точками касательной (и даже со вдоци точками касательной
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плоскости), то точки А и В полярно сопряжены, и точка В лежит 

в полярной плоскости точки А.
Обратно, если точка В лежит на пересечении полярной плоскости 

точки А с  поверхностью, то по теореме взаимности точка А лежит 

в касательной плоскости поверхности, проведённой в точке В, и, 

следовательно, прямая АВ есть касательная.

Теорема. Касательные к поверхности из внешней точки А 
образуют конус второго порядка с вершиной в точке А. Линия 
прикосновения конуса к поверхности лежит в полярной пло
скости точки А.

Нам остаётся только показать, что конус касательных будет вто

рого порядка.

Допустим, что точка А принята за вершину координатного автополяр- 
ного тетраэдра А3. Тогда по формуле (21) § 10, гл. VI, уравнение конуса 
совпадает с уравнением линии пересечения конуса с плоскостью А\ Ач Ао, 
но эта плоскость — полярная плоскость точки А и пересечение её с поверх
ностью есть линия прикосновения конуса к поверхности. Так как сечение 
поверхности второго порядка плоскостью есть кривая второго порядка, урав
нение этой линии в плоскости АхА̂ Ао — второй степени. В пространстве это 
уравнение определяет конус, следовательно, описанный конус —  второго 
порядка.

Теорема. Все вершины координатного тетраэдра в уравнении 
(4а) — внутренние точки поверхности, в уравнении (4с) — внешние, в урав
нении (4Ь) вершина А0 — внутренняя точка, а остальные вершины — 
внешние.

Для первого уравнения пересечение поверхности координатной плоско
стью AjA^Ag определяется системой:

*о — о, (дг1)2 +  (л?)3 -j- (*9)3 *= 0. (а)

В отдельности первое уравнение определяет плоскость А^А^А ,̂ а второе

(*1)2 +  С*2)а +  (*3)3 =  0 (5а)

— конус с вершиной в точке Aq, проходящий через линию (а). Так как эта 
линия есть пересечение поверхности (4а) с полярной плоскостью точки Aq, 
то каждая точка её Я  является точкой касания прямой А0Р с поверхностью, 
и конус (5а) является конусом, описанным около поверхности (4а), с верши
ной в точке Aq.

Так как левая часть уравнения (5а) представляет сумму квадратов, и 
уравнение (в действительной области) может быть удовлетворено только 
нулевыми значениями:

х1 — 0, X» =  0, х* =  0,

то конус мним, имея только одну действительную точку — вершину А0 и, 
следовательно, согласно определению, точку До следует считать внутренней 
точкой поверхности.

Для уравнения (4Ь) мы получим такой же результат, если будем пере
секать поверхность плоскостью

х° =  0,

но для других координатных плоскостей, например для плоскости AqA^A}, 
,мы получим действительную линию пересечения

jc* =  0, ( *1)2 +  (л9)8 — С#°)а =* 0
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(лг*)3 +  (агЗ)8 _  (Ло)2 =  о. (5Ь)

Три точки Ау, А2, А3 — внешние точки поверхности, а точка Ао — внут
ренняя.

Для уравнения (4с) сечение поверхности любой координатной пло
скостью— действительное, ибо после обращения в нуль любой координаты 
левая часть уравнения будет содержать члены разных знаков. Следовательно, 
все вершины — внешние точки поверхности.

Так как одну из вершин автополярного тетраэдра можно поместить 
в любую точку пространства, имеем:

Следствие. Поверхность (4а) имеет только внутренние точки, 
поверхность (4с) — только внешние точки. Поверхность (4Ь) разделяет 
пространство на две области — область внутренних и область внеш
них точек.

и действительный, онисанный из вершины А3 конус

§ 6*. Классификация вырождающихся поверхностей

Мы видели, что конические поверхности обладают автополярными тетра
эдрами, одна из вершин которых совпадает с вершиной конуса. Поэтому 
уравнение конической поверхности может быть приведено к виду уравне
ния (1).

При этом определитель должен иметь ранг не выше, чем три 
(§ 5, гл. IX).

Этот определитель имеет вид:

3>4 =

«и о
О а. 
0 0 

0 0

о 

о

«зз 0
0 «оо

: а Л а 22а ЗЗ«00-

Обращение его в нуль возможно только при обращении в нуль одного из 
коэффициентов.

Таким образом, уравнение конической поверхности содержит только 
три члена, например:

«п  (-*1)3 +  «гг (*3)2 +  «оо (х°? — 0.

Выбором аналитических точек Ав (нормирования вершин тетраэдра) 
можно привести все коэффициенты к плюс или минус единице, но без изме
нения знака. Мы получим, следовательно, два различных уравнения в зави
симости от того, будут ли все члены одного знака или один из них будет 
иметь знак, противоположный знаку двух других:

(хх)а Ц (х2)э Ц (*о)а _  о,

(x if +  (x2f  — (*о)2 =  0.

(6а)

(6Ь)

Первое из этих уравнений определяет мнимый конус с одной действи
тельной точкой — вершиной конуса. Действительно, уравнение (6а) допускает 
только одну тройку действительных корней:

xi =  0, х2 =  0, jc® =  0,

которая вместе с произвольным, не равным нулю значением четвёртой коор
динаты, например лг8= 1, определяет единственную действительную точ^су 
конуса — его рерширу А3 (0, 0, 1,0).
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Уравнение (6Ь) определяет действительный конус, ибо при любых 
значениях х1, х3 мы всегда получим действительные значения х°.

•*° =  ±  У (х1)2 +  (лг2)а •

§  7*. Вырождение второй и третьей степени

Вырождение второй степени имеет место, если ранг дискриминанта @4 
равен двум. Тогда не только коэффициент а33, но и ещё один коэффициент 
уравнения, например а^, должен обращаться в нуль, чтобы все определители 
третьего порядка равнялись нулю. Получим уравнение:

ап (-*1)3 +  аоо (x°f =  0.

Нормируя аналитические точки Аа, приведём абсолютную величину 
каждого из коэффициентов к единице. В зависимости от знаков их мы по
лучим одно из двух уравнений:

(лг>)а +  (*°)а =  0, (7а)

(*1?  — (х°? — 0- (7Ь)

Первое уравнение определяет пару мнимых плоскостей (см. § 12, гл. VIII)

*1 ±  ix<> =  0 (i =  У ^ Л )

с действительной линией пересечения

*1 =  0, =  0.

Второе определяет пару действительных плоскостей: 

х1 +  *° =  0, х1 — х° =  0.

Наконец, вырождение третьей степени получается при ранге равном 
единице. Тогда уравнение содержит только один квадрат

(*°)а = 0  (8) 

и определяет дважды взятую плоскость

*0 =  0.

§  8. Относительный инвариант преобразования проективных

координат

О п р е д е л е н и е . Инвариантом преобразования координат назы

вается такая функция от коэффициентов уравнения поверхности вто

рого порядка, которая не меняется при преобразовании координат 

(ср. § 3, гл. IV, часть первая, и § 5, гл. II). Относительным ин
вариантом называется функция, которая при преобразовании коор

динат умножается на степень определителя подстановки.
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Теорема. Дискриминант из всех коэффициентов уравнения 3>к 
есть относительный инвариант преобразования проективных коор
динат; при преобразовании координат он умножается на квадрат 
определителя подстановки.

Применим к уравнению поверхности второго порядка

аа9х*хР =  О

общее преобразование проективных координат

Xя =  с^.х*'.

Мы получим:

суммирование по \ 
а, р =  0, 1, 2, 3 )

О

суммирование по 

а, р =  0, 1, 2, 3

а ', р' =  O', 1', 2', 3'

Следовательно, коэффициенты уравнения

°«Т Л'в — 0 (оптирование по а', р')

той же поверхности в новой системе координат равны:

=  «.в (суммирование по а, р). (9)

Рассмотрим теперь произведение дискриминанта 3)к\

det|oef,| =

«оо aot «02 «08

«10 «и «18 «18

«20 «21 «32 «28

«80 «81 «82 «88

на определитель преобразования с:

c s  det I с“,

По правилу умножения определителей, каждый элемент произве
дения

3fA • с =  det | а„р | • det j [ =  det | ^  | (а)

равен сумме произведений элементов строки за номером а первого 
определителя на элементы столбца за номером pf второго:

4 09 
О

с]. с\> С18'

С1 с\, 4

СЪ 4 4 4

(Ю)
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а«'р> —  — Ьа$'с1' (суммирование по а, р).

Мы получим ту же формулу (10) для умножения двух определителей: 

ЗУ̂  =  det | ав,о, J =  det | Ьаа, | • det | с®, |, не суммировать!

только теперь для получения элемента аа'р» произведения умножается 
каждый элемент столбца за номером первого определителя на 
соответствующие элементы столбца за номером а' второго.

Внося сюда значение определителя |Ь*, \ по формуле (а), получим 

формулу произведения определителей

det | аа,?, | =  det | аа? | • det | с | • det | с*, |, не суммировать!

или
3)[ =  3 ^ с 2, (11)

что и требовалось доказать. .
Теорема. Ранг дискриминанта 3)± есть инвариант преобразо

вания проективных координат.
Для ранга, равном!четырём, это следует из доказанной теоремы. 

Геометрически это отевйдно, ибо ранг дискриминанта, равный трём, 
есть необходимый ^^достаточный признак, что поверхность есть 
конус; ранг, равный двум, показывает, что поверхность распадается 
на пары действительных или мнимых поверхностей; ранг, равный еди
нице, есть признак сдвоенной плоскости.

Теорема допускает алгебраическое доказательство.
Следствие. В действительном проективном пространстве опре

делитель всегда сохраняет определённый знак.
В самом деле, в действительном пространстве определитель пре

образования с есть действительное число, и его квадрат с2 всегда 
положителен. Умножение дискриминанта на с2 не изменит его 
знака. Знак определителя 3)i сохранится и при умножении уравне
ния на отрицательное число, ибо дискриминант относительно 
коэффициентов уравнения является однородным многочленом четвёр
той степени и при изменении знаков всех элементов не меняется. 

Так как для уравнений (4а) и (4с)

3 i =\,
а для уравнения (4Ь)

то при отрицательном знаке дискриминанта уравнение в проек
тивных координатах всегда определяет действительную поверхность 
эллиптического типа.

Чтобы различить мнимую поверхность (4а) от действительной поверх
ности гиперболического типа (4с). заметим, что мнимая поверхность в пере
сечении с любой плоскостью пространства даёт мнимую линию, а поверх
ность с действительными прямолинейными образующими пересекается со 
всякой плоскостью по действительной линии, ибо плоскость и прямая в проек
тивном пространстве всегда пересекаются.

Внесём эти выражения в формулу (9):
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Г л ав а  X II

АФФИННАЯ ТЕОРИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

§ 1. Несобственная кривая поверхности второго порядка

В проективном пространстве все плоскости равноправны; в аффин

ном пространстве одна плоскость (несобственная) занимает особенное 

положение: аффинное преобразование оставляет несобственную пло
скость инвариантной. Поэтому в аффинном пространстве естественно 

классифицировать поверхности второго порядка по характеру их ли

ний пересечения с несобственной плоскостью.
Отнесём поверхность к аффинной системе координат или лучше 

к эквивалентной ей проективной системе координат, вершины коор

динатного тетраэдра которой имеют в аффинной системе однородные 
координаты А0 (0, 0, 0, 1), Ах (1, 0, 0, 0), Л2(0, 1, 0, 0), А3 (0, 0, 1, 0).

Линия пересечения поверхности второго порядка

/суммирование по \ 
аа̂ ха&% =  0 \ . я р  0, 1, 2, 3 )  ( v

с несобственной плоскостью

х° =  0 |(£ (а)

определяется системой (а) и (1) или системой (а) и (2):

/суммирование по\ 

Р Щ Ш ш н и  I  | к Щ  1,2,3 / .  (2)

§ 2. Классификация поверхностей второго порядка

Геометрию на несобственной плоскости можно рассматривать только 
с проективной точки зрения. Следовательно, на ней можно различать 

только пять различных линий второго порядка:

I. Две невырождающиеся линии второго порядка:

1) мнимая линия, не имеющая ни одной действительной точки;
2) действительная линия второго порядка.
II. Три распадающиеся:

3) пара мнимых прямых с одной действительной точкой пересечения;
За) пара действительных прямых;

3Ь) пара совпадающих прямых.

Сообразно этому поверхности второго порядка делятся на три 
типа:

1. Эллипсоид —  не имеет несобственных точек.

2. Гиперболоиды —  пересекают несобственную плоскость по невы- 

рождающейся действительной кривой второго порядка.

3. Параболоиды —  пересекают несобственную плоскость по линии, 

распадающейся на пару прямых; следовательно, несобственная пло
скость касается поверхности.
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Так как условием вырождения линии (2) является обращение 

в нуль дискриминанта из всех коэффициентов уравнения (§ 10, 11, 
гл. VIII, часть первая), т. е. определителя

3)9 =  det | aik | (7, k =  1, 2, 3),

то равенство
&3 =  0 (3)

определяет параболоид.
Три случая распадения несобственной линии второго порядка соот

ветствуют трём различным способам касания поверхности с несоб
ственной плоскостью:

За. Если пересечение поверхности с несобственной (касательной) 
плоскостью —  пара мнимых прямых с одной действительной точкой их 
пересечения, то эта точка (точка касания) —  эллиптическая точка. 
В таком случае и все остальные точки —  эллиптические.

Поверхности называются эллиптическим параболоидом.
ЗЬ. Если линия пересечения с несобственной плоскостью —  пара 

действительных прямых, то точка их пересечения (точка касания с не
собственной плоскостью) —  гиперболическая точка поверхности. Все 
точки поверхности — йперболические.

Поверхность называется гиперболическим параболоидом.
Зс. Если линия (2) вырождается в пару совпадающих прямых, то 

ранг дискриминанта £8Ь:

а п а 12 °18

IIQQ °21 а Чй а 23

а 81 а 82 а 88

равен единице. Каждая точка этой сдвоенной прямой является точкой 
касания поверхности с несобственной плоскостью. Все эти точки —  
параболические точки поверхности; следовательно, и все остальные 
точки поверхности —  параболические, и поверхность вырождается.

Таким образом, существуют только два параболоида: эллиптиче
ский и гиперболический.

Нетрудно заметить, что у эллипсоида все точки эллиптические, 
т. е. он не имеет действительных прямолинейных образующих. Дей
ствительно, каждая прямая имеет одну несобственную точку, а у эллип

соида несобственных точек нет.
Мы увидим дальше, что гиперболоиды могут быть и с эллипти

ческими, и с гиперболическими точками.

§ 3. Центр поверхности второго порядка

О п р е д е л е н и е . Центром поверхности называется полюс несоб* 
ственной прямой.

Следствие / . Из невырождающихся поверхностей второго по
рядка эллипсоид и гиперболоид имеют собственный центр. У пара
болоида центр несобственный.

18 Зак. 8182. С. П. Фиников. 273



Действительно, еСли центр поверхности —  несобственная точка, то 

он лежит в несобственной плоскости. Если же полюс принадлежит 

своей полярной плоскости, то эта плоскость —  касательная плоскость, 
а полюс —  точка касания.

Только параболоиды касаются несобственной плоскости. Только 

параболоиды имеют несобственный центр. Центр параболоида лежит 

на самом параболоиде, именно в той точке, где он касаеюя несоб
ственной плоскости.

Поэтому эллипсоид и гиперболоиды называются центральными 
поверхностями второго порядка.

Следствие 2. Собственный центр делит пополам каждую 
хорду, которая проходит через него.

Действительно, центр поверхности С, как полюс несобственной 
плоскости, полярно сопряжён со всякой несобственной точкой М*. 
Следовательно, пара точек С и М* гармонически разделяет две 
точки Mv М2, в которых прямая СМ* пересекает поверхность.

Так как несобственная точка гармонически сопряжена середине 

отрезка относительно его концов, то центр С  составляет середину 

отрезка МуМ2, т. е. середину хорды МХМ2. „

Следствие 3. Центр конуса совпадали с его вершиной, если 
вершина —  собственная. Если вершина несобственная, то конус 
(цилиндр) имеет линию центров, которая проходит через несоб
ственную вершину его.

Действительно, у конуса вершина полярно сопряжена со всякой 

точкой, следовательно, является полюсом всякой плоскости, в том 

числе и несобственной; значит, вершина служит центром. Если пло

скость не проходит через вершину, то у неё имеется только один 

полюс —  вершина. Для плоскостей, проходящих через вершину, полю

сом служит всякая точка полярно сопряжённой прямой, которая 
всегда проходит через вершину.

У цилиндра (конус с несобственной вершиной) несобственная пло

скость проходит через вершину, значит, её полюсом служит всякая 
точка полярно сопряжённой прямой. Это и будет линия центров ци
линдра.

§ 4. Координаты центра

Если дан полюс М0 (xj), то полярная плоскость определяется 
уравнением (4') § 2, гл. IX:

a ^ x ltf  =  0, (4)

где —  текущие координаты плоскости. Если эта плоскость —  не

собственная, то она содержит любую несобственную точку с коорди

натами (X1, X 1, Х г, Х° =  0).

Внося эти координаты в уравнение (4), получим:

flal-tfo-Y1—j— йв8Л'0^2 -1~а«3Л'0АЛ =  0-

274



Так Как Л*1, X2, Xй —  вполне произвольны, то должны обращать^ 
в нуль коэффициенты:

аа1хЪ =  0, алЪх1 =  0, ааЬх1 =  0, (5)

или, если выписать подробно:

апхо~\~аыхо~\~аЪ1хо~\~ао1Хо — О,

a ia-xro— ла2лг0—(— аз2лго —|— аогЛСо =  0, )

aib̂ >~\ra2S$~I-  аъъхо~t~ ̂ ов-̂ о — О.
Отсюда прямо следует, что при совпадении центра с началом 

координат:
1 п а п а п о *

*о =  0, х0 =  О, х0 =  0, х0 =  1

три уравнения дают:

«01 =  °02 == ®08 “  О,

т. е. уравнение не содержит членов с первой степенью х°.
Следствие. Если поверхность отнесена к центру, то уравне

ние поверхности не содержит членов с первыми степенями неодно
родных координат.

Уравнения (б7) совпадают с тремя последними уравнениями 
системы (8') § 5, гл. IX, которые определяют вершину конуса. Сле
довательно, вершина конуса является его центром, как мы уже 
видели.

Координаты центра пропорциональны определителям матрицы коэф

фициентов системы (5').

Центр —  собственный, если координата дг0 не равна нулю. Она 
пропорциональна первому определителю матрицы:

аи а»а °18

со II Я21 fl22 а28

°81 «за а8В

Так как определитель равен дискриминанту старших членов 
а он обращается в нуль только для параболоидов, то только парабо
лоиды имеют несобственный центр.

§ 5. Поверхности с неопределённым центром

Координаты центра неопределённы, если ранг матрицы коэффициен
тов системы (57) равен двум, т. е. если все определители третьего 
порядка равны нулю. При этом система (5') содержит только два 
независимых уравнения и, следовательно, определяет прямую —  линию 
центров.

Так как матрица коэффициентов (5') содержит три последние 
строки определителя 351 [формула (9) § 5, гл. IX], а определители 
третьего порядка матрицы являются адъюнктами элементов первой
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Строки, то обращение их в нуль влечёт за собой обращение в нуль 
самого определителя 3)±, т. е. вырождение поверхности.

Так как коэффициенты уравнения поверхности второго порядка 
симметричны:

а«р =  ар«»
то определитель [формула (9) § 5, гл. IX ] симметричен относи
тельно главной диагонали. Поэтому матрица коэффициентов системы (5') 
совпадает с матрицей, образованной тремя последними столбцами опре
делителя £St. Следовательно, система (87) § 5, гл. IX , если ранг 
её равен трём, даёт для х° значение, равное нулю. Таким образом, 
если ранг определителя 35̂  равен трём и поверхность является кону
сом, то вершина этого конуса —  несобственная. Такой конус назы
вается цилиндром.

Теорема. Из всех нераспадающихся поверхностей второго 
порядка только цилиндр имеет линию центров; она проходит через 
несобственную вершину цилиндра.

Если ранг определителя равен двум, то поверхность распа
дается на пару плоскостей (не совпадающих). При этом ранг матрицы 
коэффициентов системы (5 ') не может быть выше двух.

Теорема. Линия пересечения пары плоскостей является линией 
центров поверхности второго порядка, которую они образуют.

§ 6. Плоскость центров
Поверхность второго порядка имеет плоскость центров, если 

система (57) имеет ранг, равный единице, т. е. содержит только одно 
независимое уравнение.

Как мы только что видели, в силу симметрии коэффициентов

матрица коэффициентов системы (5') совпадает с тремя последними 
столбцами определителя 3)А, т. е. с матрицей, образованной коэф
фициентами при координатах х1, х2, х3 [(8')  § 5, гл. IX].

Если эта система (8')  § 5, гл. IX, содержит два независимых урав
нения, то, поскольку ранг матрицы коэффициентов при х1, х2, хв 
равен единице, эти коэффициенты пропорциональны, и система допу
скает одновременное исключение трёх неизвестных х1, х2, X й.

Следовательно, одно из уравнений системы можно привести к виду:
х ° =  0.

Это показывает, что при наличии двух независимых уравнений 
системы (8') § 5, гл. IX , она определяет прямую, лежащую в несоб
ственной плоскости, и поверхность распадается на пару параллельных 
плоскостей.

С другой стороны, если ранг системы (8') § 5, гл. IX , равен еди
нице, то система (5 '), как часть предыдущей, имеет также ранг, равный
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единице. Поверхность распадается на пару совпадающих плоскостей 
(сдвоенная плоскость), которая и является плоскостью центров.

Теорема. Поверхность имеет плоскость центров, если ранг 
системы (5;) равен единице.

Е с л и  ранг  о п р е д е л и т е л я  равен  двум,  то п о в е р х 
но с т ь  р а с п а д а е т с я  н а п а р у п а р а л л е л ь н ы х п л о с к о с т е й ;  
если ранг  р аве н  единице,  то она п р е д с т а в л я е т  
с д в о е н н у ю  п л о с к о с т ь ,  и место  ц е н т р о в  с о в п а д а е т  
с ней.

§ 7. Диаметральная плоскость
О п р е д е л е н и е . Диаметральной плоскостью называется полярная 

плоскость несобственной точки.
Следствие 1. Диаметральные плоскости образуют связку пло

скостей с центром в центре поверхности.
Это прямо следует из теоремы взаимности: полюс диаметральной 

плоскости лежит в несобственной плоскости; следовательно, диамет
ральная плоскость проходит через полюс несобственной плоскости, 
т. е. через центр поверхности.

Следствие 2. Диаметральные плоскости эллипсоида и гипербо
лоидов образуют связку с собственным центром. Связка диамет
ральных плоскостей параболоида —  несобственная.

Это следует из того, что только у параболоида центр —  несоб
ственный.

Следствие 3. Диаметральная плоскость (<собственная) делит 
пополам все хорды, проходящие через её полюс.

Если М * —  несобственный полюс диаметральной плоскости а и М—  
точка пересечения прямой ММ* с плоскостью a, a M t и М2— с поверх
ностью, то четвёрка точек (М j, М 2, М, М*) —  гармонически со
пряжена по определению полярной плоскости и её полюса.

Так как одна из точек четвёрки (точка М*) —  несобственная, то 
другая точка пары (точка М) является серединой отрезка, образован
ного точками второй пары.

§ 8. Уравнение диаметральной плоскости, сопряжённой хордам 
данного направления

О п р е д е л е н и е . Сопряжёнными хордами диаметральной плоскости 
называются хорды, которые при продолжении пройдут через её полюс.

Так как полюс диаметральной плоскости —  несобственная точка, 
то все прямые, проходящие через неё, параллельны между собой.

Чтобы написать уравнение диаметральной плоскости, сопряжённой 
хордам, параллельным вектору

/ = ^  - Н а«9-И308.
заметим прежде всего, что все эти хорды проходят через несобствен
ную точку £(SJ , £3, £8, 0) (следствие 2 § 3, гл. VI). Следовательно,
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диаметральная плоскость, сопряжённая хордам, параллельным вектору /, 
имеет полюсом точку L.

Чтобы написать уравнение этой диаметральной плоскости, надо 
только внести в уравнение полярной плоскости (4') § 2, гл. IX :

/ суммирование по \ 
=  0 { а, р = 0, 1, 2, 3 ) ’

вместо координат полюса М*(х%), координаты точки L (Е1, S9, S8, 0). 
Полагая

Х** =  &, * 2 = 0  ( / = 1 ,2 ,3 ) ,
получим

а^ х ? =  0 (6)
или

Й13Д̂ £1-)-аарЛ̂ $2-|-а9рл:̂ 3 =  0. (6')
Мы видим, что диаметральные плоскости образуют связку и пара

метрами связки являются координаты Е* несобственного полюса, или, 
что одно и то же, координаты S* вектора, параллельного её сопря
жённым хордам.

Центр связки (6') определяется системой

fljpXP =  0, OgpJCP =  0, Ogpjcf* =  0.

Так как эти уравнения совпадают с уравнениями (5), то центр связки 
есть центр поверхности (следствие 1, § 7).

§ 9. Диаметры поверхности второго порядка

О п р е д е л е н и е  1. Диаметром поверхности второго порядка 
называется прямая, полярно сопряжённая несобственной прямой.

По определению, прямая, полярно сопряжённая данной прямой, есть 
геометрическое место точек, полярно сопряжённых всем точкам дан
ной прямой.

Так как всякая несобственная прямая лежит в несобственной пло
скости, а все точки несобственной плоскости полярно сопряжены с её 
полюсом, т. е. с центром поверхности, то центр всегда принадлежит 
геометрическому месту точек, полярно сопряжённых всем точкам любой 
несобственной прямой.

Отсюда вытекают:
Следствие 1 . Диаметры невырождающейся поверхности обра

зуют связку прямых с центром в центре поверхности. 
Следствие 2. Все диаметры параболоида параллельны. 
О п р е д е л е н и е  2. Плоскости, проходящие через прямую (несоб

ственную), полярно сопряжённую диаметру, называются плоскостями, 
сопряжёнными диаметру.

Следствие 3. Диаметральная плоскость, сопряжённая диа
метру, делит пополам параллельные ему хорды.
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Можно высказать это следствие ещё в такой форме: если диа
метральная плоскость сопряжена диаметру, то и диаметр сопряжён 
плоскости, т. е. проходит через полюс плоскости.

Это прямо следует из того, что все точки диаметра, в том числе 
и несобственная, полярно сопряжены всем точкам полярно сопряжён
ной (несобственной) прямой.

Так как несобственная точка диаметра полярно сопряжена центру 
поверхности (как всякая несобственная точка), а также всем точкам 
несобственной прямой /, то её полярная плоскость совпадает с диа
метральной плоскостью, проходящей через прямую /. Отсюда следует, 
что несобственная точка диаметра есть полюс сопряжённой ему диа
метральной плоскости, а значит, диаметр, проходящий через её полюс, 
сопряжён этой диаметральной плоскости, и все прямые, параллельные 
этому диаметру, как сопряжённые нашей диаметральной плоскости, 
делятся ею пополам.

Теорема. Диаметр есть геометрическое место центров парал
лельных сечений поверхности плоскостями, сопряжёнными диа
метру.

Действительно, пусть /— диаметр поверхности и /* —  полярно 
сопряжённая несобственная прямая его. Произвольная плоскость а, 
проходящая через прямую /*, пересекает диаметр I в точке С, которая, 
в силу следствия 2 § 1, гл. X, служит полюсом прямой /* относи
тельно линии пересечения X поверхности с плоскостью а. Так как 
прямая I* —  несобственная, то полюс её —  центр кривой X.

§ 10. Сопряжённые диаметры
О п р е д е л е н и е . Пара диаметров сопряжена, если каждый из 

них лежит в диаметральной плоскости, сопряжённой другому диаметру.
Так как диаметр, лежащий в диаметральной плоскости, пересекает 

несобственную прямую этой плоскости, то определение можно выска
зать в другой форме.

Следствие 1. Пара диаметров сопряжена, если каждый из них 
пересекает несобственную прямую, полярно сопряжённую другому 
диаметру.

Если первый диаметр СМ*, а второй CN* несут несобственные 
точки М* и N*, то точка N* должна лежать на несобственной пря
мой /*, полярно сопряжённой диаметру СМ*. А так как любая пара 
точек двух полярно сопряжённых прямых —  полярно сопряжена, то 
несобственные точки М* и N * пары сопряжённых диаметров —  по
лярно сопряжены.

Обратно, если несобственные точки М* и N* полярно сопряжены, 
то точка N* лежит на прямой /*, полярно сопряжённой диаметру СМ*, 
ибо прямая I* содержит все несобственные точки, полярно сопряжён
ные точке М*.

Отсюда вытекает:
Следствие 2. Пара диаметров сопряжена, если их несобствен

ные точки полярно сопряжены.
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Это определение распространяется на любые прямые.
О п р е д е л е н и е  2. Две прямые сопряжены, если их несобственные 

точки полярно сопряжены.
Следствие. Прямые, параллельные сопряжённым диаметрам, 

сопряжены.

§ 11. Условие сопряжённости двух направлений
Рассмотрим два вектора:

Будем искать условие, при выполнении которого прямые, парал
лельные векторам § и kj, будут сопряжены.

Согласно следствию 2 § 3, гл. VI, прямые, параллельные вектору §, 
проходят через несобственную точку X* (S1, S2, £3, 0), а параллельные 
вектору tj —  через несобственную точку Y* (tj1, т;2, rf, 0).

Условие сопряжённости векторов § и t] сводится, следовательно, 
к полярной сопряжённости пары несобственных точек X* (S1, £2, £8, 0) 
и Y* (tj1, t)a, у)8, 0). Внося координаты этих точек в условие поляр
ной сопряжённости (4') § 2, гл. IX, получим условие сопряжённости 
векторов:

/суммирование по\
\i, k = 1,2,3 ). (7)

Теорема. Векторы | и i] определяют пару сопряжённых 
направлений поверхности, если координаты их удовлетворяют 
условию (7).

§ 12. Тройка сопряжённых диаметров
Теорема. Для каждой пары сопряжённых диаметров суще

ствует один вполне определённый третий диаметр, сопряжённый 
первому и второму.

Действительно, два диаметра сопряжены, если полярно сопряжены 
их несобственные точки.

Если дана пара полярно сопряжённых несобственных точек М* 
и N*, то существует единственная несобственная точка Р*, которая 
полярно сопряжена и точке М* и точке /V*; это —  точка пересечения 
поляр этих точек относительно линии второго порядка с2, получаемой 
от пересечения поверхности несобственной плоскостью, ибо полярная 
сопряжённость относительно поверхности для точек, лежащих в не
собственной плоскости, равносильна полярной сопряжённости относи
тельно линии пересечения поверхности несобственной плоскостью.

Следствие 1. Если точки образуют вершины треугольника, 
автополярного относительно несобственной кривой поверхности, 
то диаметры, проходящие через них, образуют тройку сопряжён
ных диаметров.
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Следствие 2. Каждый диаметр тройки сопряжённых диа
метров сопряжён диаметральной плоскости, проходящей через два 
других диаметра.

Теорема. Если поверхность отнесена к тройке сопряжённых 
направлений, то  уравнение поверхности не содержит членов 
с произведениями неоднородных координат.

Поверхность отнесена к тройке сопряжённых направлений, если 
оси координат сопряжены; в таком случае несобственные точки осей 
попарно полярно сопряжены. Так как векторы осей суть координат
ные векторы

Ч =  ^2» 5 — ^8>
то несобственные точки осей имеют координаты

Х*(1, О, 0, 0), У*(0, I  0, 0), Z* (0, 0, I 0).
Внося их попарно в условие сопряжённости (7), получим немедленно:

== 2̂8 =='®> а л  —  0.
Среди коэффициентов aik(i, k — \, 2, 3) не обращаются в нуль 

только аи , я22, о33, откуда и следует теорема.

Г  л а в а X III

КАНОНИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО 
ПОРЯДКА В АФФИННОМ ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. Канонические уравнения центральных поверхностей второго 
порядка в аффинной геометрии

Если несобственная плоскость не является касательной плоскостью 
поверхности и, следовательно, полюс её (центр поверхности) —  соб
ственная точка, то можно отнести поверхность к автополярному тетра
эдру I рода, одна грань которого совпадает с несобственной плоскостью.

Допустим, что имеем одну из центральных поверхностей второго 
порядка. Отнесём её к автополярному «тетраэдру, у которого пло
скость х ° =  0—  несобственная, следовательно, вершина А0 находится 
в центре поверхности, а остальные три Аи А2, Л3 —  несобственные 
точки, именно: вершины произвольного треугольника, автополярного 
относительно несобственной кривой второго порядка поверхности.

Так как тетраэдр автополярный, то уравнение поверхности сохранит 
только члены с квадратами однородных координат:

ап (* 1)2+ а2а(*9)2 +  а88(*8)2Ч - аоо (* °)3 =  О- О)
При надлежащем выборе аналитических точек At в вершинах 

тетраэдра мы приведём все коэффициенты с сохранением знаков 
к плюс или минус единице. Уравнение получит вид:

гЬ (х1)2 ±  (х2)2 (х3)2 ±  (х0)2 =  О,
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где тот или другой знак напишется в зависимости от знака коэффи
циентов уравнения (а).

Всё это совершенно аналогично такому же преобразованию в проек
тивном пространстве. Далее вступают в силу особенности аффинного 
пространства, и мы получаем больше аффинно-различных типов 
поверхностей, чем имели в проективном пространстве.

Вершины координатного тетраэдра теперь неравноправны: А0 
теперь —  собственная точка (центр поверхности), а три остальные Аи 
А2, Аь —  несобственные. Не безразлично, будет ли входить в урав
нение поверхности с обратным знаком член (лс0)3 или одна из других 
текущих координат (х1)2, (х2)2 или (Л;8)2.

Мы будем иметь, как и раньше (§ 5, гл. XI), одну мнимую 
поверхност.ь  (сигнатура 4):

(* 1)3- Н *2)3+  (л*)8+ (* °)3 =  0, (1)
две поверхности с эллиптическими точками (сигнатура 2):

С*1)3 +  (*2)а+ (* 8)8 — (*°)а =  0, (2),
(хI)3 +  (*2)8— (.JC8)2—{-(xPf Щ  О, (3)

и только одну поверхность с гиперболическими точками (сигна
тура 0):

( * i ) 2 +  (*2 )а —  (х 8)3 —  ( * ° ) а =  0 , (4 )

ибо при двух отрицательных членах квадрат (л:0) всегда одного знака 
с каким-нибудь другим квадратом, например (я3) •

Поверхность (2) есть эллипсоид,  ибо несобственная линия её, 
определяемая уравнениями

* ° =  о, (*1)а- н * 2)3+ (* 8)2==о,
мнима.

Если систему координат считать декартовой прямоугольной, то 
уравнение (2) определит сферу радиуса, равного единице. Следова
тельно, любой эллипсоид может быть получен аффинным преобразо
ванием из сферы единичного радиуса.

Теорема. Поверхность, определяемая уравнением (3), есть 
двухполостный гиперболоид.

Несобственная линия поверхности (3)

* ° =  0, (х1)2 - Н *2)2 —  (*3)3 =  О
— действительная; следовательно, эта поверхность— гиперболоид . 
Она не имеет прямолинейных образующих, подобно эллипсоиду, и 
состоит из двух раздельно лежащих полостей. Действительно, плос
кость

д:3 =  О
не пересекает поверхности; линия пересечения

хь =  О, (х1 )а -{- (х2)3 -f- ( jc0)3 == О
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мнима. Между тем плоскости

или
* s = - |_ 2jc0 

х9 =  —  2х °

пересекают её по действительным кривым

x3 =  dtz 2х°, (х 1)2-j~ (*8)2 —  3 (x °f  =  0.

Теорема. Поверхность, определяемая уравнением (4), есть од- 
нополостный гиперболоид.

Поверхность (4) —  тоже г и п е р б о л о и д :  несобственная линия 
действительна и совпадает с несобственной линией поверхности (3)

Эта поверхность несёт два семейства прямолинейных образующих, 
ибо все точки её гиперболические. Она имеет только одну полость.

Действительно, при доказательстве теоремы 1 § 4, гл. V III, мы 
видели, что любая пара точек М  к Р  поверхности гиперболического 
типа может быть соединена ломаной MQP, состоящей из двух кусков 
прямолинейных образующих MQ и QP, следовательно, целиком ле
жащей на поверхности.

Так как на прямой только одна несобственная точка, то один из 
двух отрезков одной прямой, соединяющих точки М  и Q, состоит 
только из собственных точек. То же самое можно сказать относи
тельно отрезка QP.

Если же точка Q сама —  несобственная, то мы возьмём ломаную 
M RP, составленную из другой пары прямолинейных образующих. 
Если точка R  —  собственная, то одна из ломаных M R P  состоит из 
собственных точек, и теорема доказана.

Если точка R  —  тоже несобственная, то прямая QR —  несобствен
ная, и касательные плоскости MQR и PQR, проведённые в точках 
М  и Р, параллельны.

Так как все касательные плоскости поверхности не могут быть 
параллельны, то достаточно взять точку Р ' с непараллельной каса
тельной плоскостью, чтобы перейти из точки М  в точку Я ', а из 
точки Р ' в точку Р, не покидая поверхности и пользуясь только 
собственными точками.

Поверхность (4) имеет одну полость.
В неоднородных координатах центральные поверхности второго 

порядка определяются уравнениями: 
мнимый эллипсоид —

Jc° =  0, (я 1)2- И * 2)2— (* 3)а =  0.

(10
действительный эллипсоид —

jc0- f - у 2-\-я 2 =  1, (20
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однополостиый гиперболоид —
( 4 /)

§ 2 . Центральные поверхности второго порядка в декартовой 
косоугольной системе координат

Декартова косоугольная система координат отличается от аффин
ной только тем, что координатные векторы в декартовой системе 
единичны (длина каждого вектора равна единице), тогда как в аффин
ной системе они вполне произвольны (при условии некомпланарности).

Как ни выбирать автополярный тетраэдр i40i4Ii42i43 с несобствен
ной плоскостью AtA2As, точку А0 (центр) можно принять за начало 
декартовой системы координат, прямые AqA^ А0А2, А0А3 (тройка 
сопряжённых направлений) —  за оси координат, и тогда в однородных 
декартовых координатах х°, х1, х% х3 уравнение поверхности при
мет вид:

ап ~\~аж (*2)2+Дзз (-̂ )2+ аоо С*0)* = 0- (а)
Мы только не можем привести коэффициенты к плюс или минус 

единице, ибо не можем менять длину координатных векторов, и, 
следовательно, преобразование (3) § 2, гл. X I, недопустимо.

Будем предполагать, что поверхность не вырождается и, следова
тельно, дискриминант

=  Л] 1̂ 22̂ 33̂ 00
не равен нулю. Тогда все коэффициенты в уравнении (а) отличны от 
нуля. Деля обе части уравнения на —  я00 и переходя к неоднород
ным координатам, получим, ограничиваясь действительными поверх
ностями (2), (3) и (4), уравнения эллипсоида:

j-2 *»2 *2
+  J /2 + 77Г== *»■ (2 )

двухполостного гиперболоида:
у? 1/2 *2
Т̂а +  бТа— 773 =  —  Ь  (З'О

однополостного гиперболоида:

а'2 ' b'a с'2 • V* /

В таком виде пишутся уравнения этих поверхностей, если их от
нести к декартовой косоугольной системе координат с началом 
в центре поверхности (полюс несобственной плоскости х0 =  0) и 
координатными осями в виде тройки сопряжённых диаметров.

двуполостный гиперболоид —

— *■— (3' )
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Знаменатели a', b\ с' суть (действительные или мнимые) полудиа- 
метры. Действительно, подставляя в эти уравнения у  =  0, г =  О, 
чтобы найти точки пересечения поверхности с осью Ох, мы получим 
для эллипсоида (2 ") и однополостного гиперболоида (4")

х2 =  а '2; х — ± а '.
Отрезок диаметра между двумя точками пересечения равен 2а'; зна
чит, а' —  полудиаметр.

Для двуполостного гиперболоида (3") имеем:
х1 =  —  а '2, х =  !Ц  ia ' (i — Щ —  l).

Поверхность не пересекает оси Ох. Величина а' называется мнимым 
полудиаметром гиперболоида.

Очевидно, у эллипсоида все полудиаметры —  действительны; 
у однополостного гиперболоида а' и Ъ‘ — действительные полудиа
метры, с‘ —  мнимый полудиаметр; у двуполостного гиперболоида, 
наоборот, с '—  действительный, а' и Ы —  мнимые полудиаметры.

§ 3. Уравнение поверхности второго порядка, отнесённой 
к автополярному тетраэдру II рода

Отнесём поверхность второго порядка к автополярному тетра
эдру II рода AqA ^ zAq, где Л 0 и Л3—  две точки поверхности, 
Ах и Л2—  пара полярно сопряжённых точек, лежащих на линии пере
сечения касательных плоскостей первых двух точек (§ 3, гл. X). 

Пусть

• о . ^ = о  ( д а т ? з по)  оо

уравнение поверхности. По условию, точки Л0(0, 0, 0, 1) и Л3(0, 0, 1,0) 
лежат на поверхности; значит, координаты их удовлетворяют её 
уравнению, откуда

аоо ~  ав& ~  О*
Кроме того, каждая из точек Л1 (1, 0, О, 0) и Л2(0, 1, 0, 0) полярно 

сопряжена с тремя другими. По формулам (4') § 2, гл. IX, отсюда 
следуют равенства:

«Ю == 0, <2ia — 0, =  0, flgO == «23 ~
Уравнение (а) принимает вид:

«п (jc1)2-j-a22 (х*? +  2а0В х?х* =  0. (5)
Теорема. Всякая поверхность второго порядка, отнесенная 

к автополярному тетраэдру I I  рода, определяется уравнением 
вида (5).

Нормируя вершины {Ля} координатного тетраэдра, т. е. выполняя 
преобразование (3) § 2, гл. XI, не меняющее геометрических точек, 
мы получим уравнение поверхности в виде:

(х1 ) —|— ОааРа (хя )3—|— 2яовРоР*х® Xя =  0. (® )
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а и 0 0 0
0 а Ч2 0 0
0 0 0 а08
0 0 а оь 0

Отсюда следует, что выбором действительных чисел ра мы моЖбМ 
привести коэффициенты ап и а22, сохраняя знак, к положительной 
или отрицательной единице, а у коэффициента а03, кроме того, 
изменить по произволу знак, если, конечно, эти коэффициенты не 
равны нулю.

Так как дискриминант

— Ш 1̂ 22̂ 03

равен нулю при обращении одного из оставшихся коэффициентов 
в нуль, то уравнения невырождающихся поверхностей в проективных 
координатах могут быть приведены к одному из двух видов:

(лс1 )2 —|— (л:2)2 =  2х°х3, (6 )

(х1)2 — (х2)2 =  2х°х8. (7)
Первое уравнение определяет действительную поверхность эллип

тического типа (с эллиптическими точками), ибо
&4<0,

второе —  действительную поверхность гиперболического типа (с дей
ствительными прямолинейными образующими), ибо

&4> 0.
Мнимые поверхности второго порядка исключены, ибо при отне

сении поверхности к автополярному тетраэдру II рода мы должны 
были предположить существование действительных точек А0 и Ав.

§ 4. Канонические уравнения параболоидов 
в аффинной геометрии

При подходящем выборе координатного тетраэдра любая действи
тельная поверхность может быть представлена уравнениями (4Ь), (4с) 
§ 2, гл. X I, или (6), (7): поверхность с эллиптическими точками 
(§ 3, гл. V III) —  уравнениями (4Ь) или (6), с гиперболическими точ
ками (§ 3, гл. V III) —  уравнениями (4с) или (7).

Не так дело будет обстоять, если мы захотим пользоваться аффин
ными координатами. Координатный тетраэдр имеет одну грань не
собственную. Для центральных поверхностей несобственная плоскость 
не является касательной, значит, можно построить автополярный тетраэдр
I рода с несобственной гранью. Параболоиды касаются несобственной 
плоскости. Следовательно, для этих поверхностей автополярный тетра
эдр с несобственной гранью всегда будет II рода.

Поэтому в аффинной системе координат для параболоидов кано
нические уравнения могут быть только вида уравнений (6) или (7).
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При этом надо считать несобственной или плоскость л:® =  0 илй 
плоскость х ° =  0, ибо при выводе этих уравнений только эти две 
плоскости тетраэдра касаются поверхности.

Полагая, как всегда, несобственной плоскостью плоскость
jfi=  О,

мы должны 'считать вершину Л 0 координатного тетраэдра единствен
ной собственной вершиной его, началом координат аффинной системы. 
Она лежит на параболоиде, и плоскость Л0Л1Л2, т . е. плоскость

х3 =  О,
является собственной касательной плоскостью. Следовательно, из 
четырёх вершин автополярного тетраэдра вершины Аг и Л2 полярно 
сопряжены противоположным граням и не принадлежат параболоиду, 
а точки А0 и Л 3 лежат на параболоиде и служат точками касания 
двух остальных граней. Таким образом, вершина Л 3—  точка касания 
несобственной плоскости, т. е. несобственный центр параболоида.

Так как координатный тетраэдр —  автополярный, то три несоб
ственные вершины его А1г А2, Л3 образуют автополярный треуголь
ник для (вырождающейся) несобственной кривой поверхности, а три 
оси аффинной системы А^Ау, Л0Л2 и ApAs составляют тройку со
пряжённых направлений. Только одна из этих прямых А0Ай прохо
дит через центр Л3 и является диаметром параболоида.

Так как при подходящем выборе аффинной системы координат 
уравнение произвольного параболоида приводится к одному из двух 
видов (6) или (7), то подходящим аффинным преобразованием (пере
водящим заданный координатный тетраэдр в тетраэдр А^А^А^А#) 
произвольный параболоид может быть приведён к одному из двух 
видов: или к параболоиду (6), или к параболоиду (7).

Следовательно, в аффинном пространстве, т. е. с точностью до 
аффинного преобразования, существуют только два различных парабо
лоида. Первый из них имеет эллиптические точки и называется элли
птическим параболоидом. Второй имеет гиперболические точки и 
называется гиперболическим. В неоднородных координатах их уравне
ния имеют вид:

'■РгКу2 =  2г, (6')

x*— iy* — 2z. (7 ')

§ 5. Уравнения параболоидов в декартовой косоугольной 
системе координат

Если вместо аффинной системы рассмотреть декартову косоуголь
ную систему координат, то преобразование (3) § 2, гл. X I, станет 
недопустимым, ибо все координатные векторы единичны, и нормиро
вание вершин Л „ три первые координаты которых совпадают с коор
динатами векторов осей координат, невозможно.
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Деля уравнение (5) на —  а08(л^)2 и переходя к неоднородным ко
ординатам, мы получим два типа уравнении:

(6")

(7")

которые определяют эллиптические и гиперболические параболоиды 
в эвклидовом пространстве.

Эти уравнения нельзя назвать каноническими, ибо в зависимости 
от выбора диаметра A 0A S и пары сопряжённых направлений и 
AqAq величины р ' и q' у  одного и того же параболоида будут 
меняться.

§ 6*. Классификация вырождающихся поверхностей второго 
порядка в аффинной геометрии

1. Если ранг дискриминанта S 4 равен трём, то один из коэффи
циентов уравнения ( 1) §  1, гл. XI, и только один равен нулю. Нор
мируя вершины Аа координатного тетраэдра, мы придём в зависи
мости от знака коэффициентов к двум видам уравнения (6а) и (6Ь) 
§ 6*, гл. XI, но теперь в аффинном пространстве мы должны принять 
во внимание исключительность координатной грани

Первое уравнение определяет мнимый конус с вершиной в начале 
координат. В неоднородных координатах он определяется уравнением

Второе уравнение определяет мнимый конус с несобственной вер
шиной А &, т. е. мнимый цилиндр  с образующей параллельной третьей 
оси, уравнение которого в неоднородных координатах напишется 
в виде:

Уравнение действительного конуса (6Ь) § 6*, гл. XI, в аффинном 
пространстве получит три различные формы:

дс° =  О

(8 )
(9)

о* (80

* ?- ry Q-f- i = 0. в

Ш В Е  (* °)а= о ,
(x i)a- ( x * f - ( x ° ) a =  О,

(10)
(П )
(12)
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х2+ у 2 —  ̂ = 0 , ( 10')

* 2-К у2—  1 = 0 , ( 1 1 0

д;2_ у _ 1  —  о. (120

Первое определяет единственный действительный конус, а два 
других определяют эллиптический и гиперболический цилиндры. На
звания их объясняются формой направляющей линии второго порядка 
в плоскости г —  0 .

Третий вид цилиндра получится, если обратиться к уравне
нию (5) § 3. Оставаясь при условии, что ранг дискриминанта £ВК 
равен трём, мы должны положить равным нулю один из коэффициен
тов ап или а22> После нормирования вершин тетраэдра (или норми
рования длин координатных векторов еи е2, в3) мы придём к одному 
уравнению:

(л:2)2 =  2х°х3, (13)
или в неоднородных координатах:

у2 =  2г. (130
Это тоже цилиндр с образующими, параллельными педеой оси, 

и с направляющей параболой. Он называется параболическим цилин
дром.

2. Если ранг дискриминанта ^  равен двум, то поверхность распадается 
на пару плоскостей.

Уравнения (7а), (7Ь) § 7*. гл. X I, дадут теперь четыре вида, и уравне
ние (6), (7) § 3 — ещё один. Они записаны в таблице, где в первом столбце 
стоит однородное уравнение, во втором — неоднородное и в третьем — гео
метрический смысл их:
(дг1)3 -f- (х3)3 =  0, jfl-j-уЯ — о Пара мнимых плоскостей с соб

ственной линией пересечения.
(jf*)a -J- (х0)2 =  0, ха +  1 = 0  Пара мнимых параллельных пло

скостей.
(х1)3— (дс3)2 =  0, Xя— _у2 =  0 Пара пересекающихся плоскостей.
(х1)3 — (х °)а =■ 0, зА — 1 = 0  Пара параллельных собственных

плоскостей.
х°х3 =  0. — Пара плоскостей — собственной и

несобственной.
3. Если ранг дискриминанта равен единице, то поверхность рас

падается на пару совпадающих плоскостей.
Уравнение (8) § 7*, гл. X I, даст теперь два вида:

(лс*)Я = 0, дс9 = 0 Сдвоенная собственная плоскость.
(* °)а =  0. — Сдвоенная несобственная плоскость.

§ 7. Плоские сечения поверхности второго порядка
Мы видели (§ 3, гл. VIII), что всякая плоскость сечёт поверхность 

второго порядка по кривой второго порядка действительной, мнимой 
или вырождающейся. В аффинном пространстве кривые второго по-
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I

рядка делятся на эллипсы, гиперболы и параболы. Мы можем, сле
довательно, задать себе вопрос: какие из этих кривых могут лежать 
на заданной поверхности?

Эллипсоид (2) не имеет несобственных точек; следовательно, вся
кое сечение эллипсоида не имеет их.

Теорема 1. Все плоские сечения эллипсоида  — эллипсы.
Каждый из гиперболоидов (3) или (4) можно пересечь плоскостью 

и по эллипсу, и по гиперболе, и по параболе.
Действительно, гиперболоид пересекается с несобственной плоско

стью по несобственной невырождающейся кривой второго порядка /*. 
Какая-нибудь плоскость а пересекает несобственную плоскость по 
прямой а*. Несобственные точки линии пересечения поверхности 
плоскостью а совпадают с точками пересечения прямой а* с кривой 
второго порядка /*. Прямая а* может пересекать кривую I* в двух 
точках; тогда плоское сечение поверхности будет иметь две несоб
ственные точки и будет гиперболой. Она может касаться кривой /*; 
тогда плоское сечение будет иметь только одну несобственную точку 
и будет параболой. Наконец, прямая а* может не иметь общих точек 
с кривой /*; тогда плоское сечение не будет иметь несобственных 
точек и будет эллипсом.

Теорема 2. Гиперболоиды несут все три вида кривых второго 
порядка : элл и п т , гиперболы и параболы.

Эллиптический параболоид (6') § 4 имеет только одну несобствен; 
ную точку С *, где он касается несобственной плоскости. Если не
собственная прямая а* плоскости а проходит через точку С  , то 
сечение поверхности плоскостью а —  парабола. Если прямая а* не 
проходит через точку С *, то —  эллипс.

Теорема 3. Эллиптический параболоид пересекается произволь
ной плоскостью по эллипсу  —  действительному, мнимому или 
вырождающемуся, и только плоскости, параллельные его диа
метрам, секут этот параболоид по параболам с одной и той ж е  
несобственной точкой.

Гиперболический параболоид (Т )  § 4 пересекается с несобствен- 
нбй плоскостью по паре действительных прямых I*, которые пересе
каются в его несобственном центре С*.

Если несобственная прямая а* секущей плоскости а проходит 
через точку С *, то плоское сечение поверхности имеет одну несоб
ственную точку и будет параболой. Если прямая а* не проходит 
через точку С*, то, находясь в одной (несобственной) плоскости 
с прямыми /*, прямая а* пересекает каждую из этих прямых в одной 
точке, и эти две точки не совпадают, поскольку общая точка С* 
прямых /* не лежит на прямой а*. Плоское сечение имеет две не
собственные точки и является гиперболой.

Теорема 4. Гиперболический параболоид пересекается произ
вольной плоскостью по гипёрболе, и только плоскост и , парал
лельные его диаметрам, секут параболоид по параболам.

Что касается вырождающихся поверхностей второго порядка, то ко- 
нус (10) § 6*, подобно гиперболоиду, пересекается несобственной плоскостью
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по невырождающейся кривой второго порядка и, следовательно, несёт вс 
виды кривых са. Отсюда они и носят название конических сечений.

Что касается цилиндров (11), (12), (13) § 6*. то цилиндр есть конус 
с несобственной вершиной, а плоскость, проходящая через вершину конуса, 
сечёт его по паре прямых.

У эллиптического цилиндра (11) несобственные прямые — мнимые с одной 
действительной точкой — несобственной вершиной С* цилиндра. Если секу
щая плоскость а не проходит через точку С*, то плоское сечение поверх
ности не имеет несобственных точек и является эллипсом. Если плоскость а 
проходит через несобственную вершину С*, то она пересекает цилиндр по 
паре прямых с общей несобственной точкой С*, следовательно, по паре парал
лельных действительных, мнимых или совпадающих прямых (образующих).

У гиперболического цилиндра (12) несобственные прямые действительны. 
Плоскость а пересекает их в двух точках, и плоское сечение поверхности — 
гипербола, если только плоскость не проходит через несобственную вершину С* 
цилиндра (общую точку пары несобственных прямых цилиндра); в этом слу
чае плоское сечение поверхности имеет только одну несобственную точку, 
но, поскольку плоскость проходит через вершину, линия пересечения рас
падается на пару параллельных прямых.

Наконец, у параболического цилиндра (13) несобственная кривая выро
ждается в сдвоенную прямую:

*2 =  о, *о =  0.

Всякая плоскость а, не параллельная образующим, пересекает её в одной 
точке, отличной от несобственной вершины цилиндра х° =  0, * а =  0, х3 = 0, 
и плоское сечение, имея одну несобственную точку, является параболой. 
Если плоскость параллельна образующим, но не параллельна диаметрам на
правляющей параболы, т. е. пересекает несобственную прямую цилиндра 
в его несобственной вершине, то плоское сечение поверхности распадается 
на две образующие цилиндра. Если плоскость параллельна образующим 
цилиндра и диаметрам его направляющей параболы, т. е. проходит через не
собственную образующую цилиндра, то линия сечения состоит из одной 
собственной и одной несобственной образующих.

Теорема 5. Конус пересекается плоскостями по всем трём видам 
кривых второго порядка, эллиптический цилиндр — по эллипсам или 
по двум (может быть совпадающим) образующим, гиперболический 
цилиндр — по гиперболам или по паре образующих и параболический 
цилиндр — по параболам или по паре образующих, из которых одна 
может быть несобственной или даже две, если секущая плоскость — не
собственная.

§ 8. Параллельные плоские сечения поверхности второго порядка
Сечения произвольной поверхности второго порядка двумя парал

лельными плоскостями имеют одни и те же несобственные точки, ибо 
параллельные плоскости пересекают несобственную плоскость по одной 
и той же прямой. Параллельное перенесение кривой сохраняет несоб
ственные точки её. Сдвинув кривые так, чтобы их центры совпали 
с началом, мы уничтожим члены с первыми степенями неоднородных 
координат (§ 4, гл. X II), а так как несобственные точки кривой опре
деляются старшими членами уравнения [уравнение (2) § 1, гл, XII], 
то уравнения двух параллельных сечений поверхности после парал
лельного переноса будут отличаться только величиной свободного 
члена. Это значит, что две кривые отличаются только масштабом. 
Действительно, уменьшая длину всех координатных векторов в р раз.
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где
Р == V I «оо I.

х* =  рх*\ х ° =

Сокращая после этого всё уравнение на Р2 — I «оо I» мы приведём 
свободный член к единице. 

Аффинное преобразование пространства, которое получается при 
переходе от одной аффинной системы координат к другой с теми же 
осями и пропорциональным изменением модулей координатных векто
ров, называется подобным преобразованием. Фигуры, получаемые таким 
преобразованием, называются подобными исходным. 

Имеем:
Теорема. Сечение поверхности второго порядка параллельными 

плоскостями подобны.

§ 9*. Асимптотический конус
О п р е д е л е н и е  1. Асимптотой поверхности второго порядка назы

вается касательная поверхности в несобственной точке. Асимптотической 
называется плоскость, касательная к поверхности в несобственной точке.

Следствие 1. Все асимптоты эллиптического параболоида — несоб
ственные.

Действительно, эллиптический параболоид касается несобственной пло
скости, которая и будет содержать все касательные в единственной несоб
ственной точке параболоида, являясь его единственной асимптотической 
плоскостью.

Следствие 2. Гиперболический параболоид, кроме несобственной 
плоскости, имеет ещё два пучка параллельных собственных асимпто
тических плоскостей, которые проходят через одну или другую несоб
ственную прямую параболоида. Каждая асимптотическая плоскость 
содержит одну прямолинейную образующую параболоида', все прямые 
плоскости, параллельные этой образующей, суть асимптоты.

Действительно, плоскость, проходящая через несобственную прямолинейную 
образующую, должна пересекать параболоид по паре прямых, следовательно, 
касаться параболоида в несобственной точке. Если вторая прямая пары — 
т'оже несобственная, то асимптотическая плоскость совпадает с несобствен
ной плоскостью. Если эта прямая — собственная образующая параболоида, 
то асимптотическая плоскость — собственная и содержит пучок касательных 
параболоида в несобственной точке этой образующей. Все прямые этого 
пучка, т. е. прямые асимптотической плоскости, параллельные той образую
щей, которую она содержит, являются асимптотами.

О п р е д е л е н и е  2. Асимптотическим конусом называется описанный 
около поверхности второго порядка конус, линия прикосновения которого — 
несобственная.

Следствие 1. Все образующие асимптотического конуса — асим
птоты, все касательные плоскости его — асимптотические плоскости 
поверхности.

Первая часть предложения очевидна, ибо образующие описанного конуса 
касаются поверхности, а поскольку линия прикосновения — несобственная, 
то и точки касания этих касательных — несобственные, а сами касатель
ные — асимптоты.

Вторая часть вытекает из очевидного предложения, что в точке касания 
двух поверхностей они имеют общую касательную плоскость.

мы выполним преобразование координат
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Следствие 2. Только гиперболоиды имеют асимптотический конус.
Действительно, эллипсоид не имеет несобственной линии; следовательно, 

асимптотический конус его мним. У параболоида несобственная кривая рас
падается на пару прямых — действительных или мнимых; следовательно, 
асимптотический конус вырождается. Гиперболоиды пересекают несобствен* 
ную плоскость по действительной, нсвырождающейся кривой второго по
рядка /*. Описанный около гиперболоида вдоль линии /* конус и будет 
асимптотическим.

Мы видели в § 4*. гл. X I, что линия прикосновения описанного конуса 
лежит в полярной плоскости его вершины. Так как асимптотический конус 
касается вдоль линии, лежащей в несобственной плоскости, то его вершина 
должна лежать в полюсе несобственной плоскости, т. е. в центре поверх
ности. Так как образующие его проходят через точки несобственной кривой 
гиперболоида, то имеем:

Теорема. Асимптотический конус гиперболоида проектирует не- 
собственную линию его из центра поверхности.

Следствие. Если поверхность отнесена к центру, то  уравнение 
асимптотического конуса получается отбрасыванием свободного члена 
в уравнении поверхности.

В общем случае асимптотический конус гиперболоида

определяется уравнением:

где

flap* X

ашус*х* +  X (•*”)

S i  
9% '

о

0.

(а)

(14)

(15)
Действительно, уравнение (14) при произвольном X определяет пучок 

поверхностей, имеющий базисом поверхность (а) н сдвоенную несобственную 
плоскость

(*<>)* =  0. (Ь)
Так как всякая плоскость пространства пересекает эту сдвоенную пло

скость по сдвоенной прямой, следовательно, касается её, то вдоль общей 
линии пучка поверхностей поверхности (а) и (Ь) касаются, а, следовательно, 
все поверхности пучка касаются друг друга. Среди них будет и описанный 
конус (асимптотический, ибо линия прикосновения — несобственная). Чтобы 
найти конус среди поверхностей пучка (14), надо потребовать, чтобы дискри
минант для уравнения (14) равнялся нулю:

«00 "Ь X Oqi Ящ Япз
<*10 «11 «12  «13 

#20
<*30 «31 «3* «33

=  0,

или «00 «01 «02 «03
« и
«21

«12 «13
«23

«10
«20

“ 11
«21

« «
«22

«13
аа +  *

«30 «31 «32 «зз «31 «32 «33
=  0,

откуда прямо получаем формулу (15).
Если поверхность отнесена к центру, то

л®j =  0, ffgj =  0, Лоз =  0
и

Следовательно,

что н доказывает предложение.

31 ь =  Яоо^з- 

X =  — воо>
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§ 10*. Инварианты поверхности второго порядка относительно 
преобразования аффинной системы координат

Относительный инвариант преобразования проективных координат 
останется относительным инвариантом и для преобразования аффинных 
координат, ибо аффинные координаты являются специальным видом 
проективных.

Определитель преобразования
det j <с“, |

теперь будет равняться определителю преобразования координатных 
векторов. Действительно, сравнивая формулы (4) § 2, гл. II, которые 
дают преобразование аффинной системы координат, с формулами 
преобразования проективных координат (20) § 9, гл. VI, мы получим

* 0 = ° ,  со, =  1 (А7 = 1 ,2 , 3)

/суммирование по 
ei'==cj,ei V /=1.2,3 )•

Значит, определитель преобразования равен:

det I с®, I =

1 0 0 0
С0' 4 С2/ Д8'

*

4 с®. 4> с*

det | с*.

и, следовательно, по формуле (11) § 8, гл. XI,
=  (det\с\,\)\ (16)

Теорема. Дискриминанты и 3)к суть относительные инва
рианты преобразования аффинной системы координат.

Для дискриминанта теорема уже доказана. Инвариантность дис
криминанта <273 прямо следует из формулы (15). Действительно, так 
'как при преобразовании уравнения (14) координата х° не меняется
и параметр пучка А остаётся без изменения, то отношение §Ц есть аб-
солютный инвариант, а дискриминант —  относительный инвариант:

^  =  ^ 3. ( de t | 4  I)2.

§ 11*. Прямолинейные образующие
Кроме конуса и цилиндров, прямолинейные образующие имеют только 

две поверхности гиперболического типа^однополостный гиперболоид и гипер
болический параболоид. Это мы уже видели в § 5, гл. XI. Мы теперь воз
вращаемся к этому вопросу, чтобы показать особенность расположения 
прямолинейных образующих у параболоида.

Нетрудно заметить, что плоскость

 ̂= 1
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Является касательной плоскостью однополостного гиперболоида [фор
мула (4') § 11:

x*+ y*-z* = l.  (а)
Действительно, линия пересечения их определяется системой

у = 1, л'а— г1 = 0.
Так как второе уравнение распадается, то линия пересечения состоит 

из двух прямых:
у = I, х — 2 =  0; (17а)
_у = 1, x-\-z = 0, (17Ь)

и плоскость у =  1 касается поверхности.
Пучок плоскостей, проходящих через одну из этих прямых, сечёт 

поверхность по парам прямых с одной неподвижной прямой — осью пучка. 
Подвижная прямая опишет одно семейство образующих.

Уравнение пучка имеет вид:
У — 1 ==Х(л:— г), (Ь)

уравнение поверхности (а) можно написать в виде:
(JC +  г) (х  -  Z) +  (у  + 1 ) (у  - 1 )  =  0.

Рассматривая совместно эти два уравнения, вносим во второе значение у  — 1, 
взятое из первого. Мы получаем:

(х - 2 ) [ *  +  * +  Х(.у +  1)] = 0.
Обращение в нуль первого множителя приводит, в силу уравнения (Ь). 

к системе (17а), т. е. к оси пучка плоскостей. Обращение в нуль второго 
множителя, если иметь в виду уравнение (Ь), приводит к системе

у  — 1 = X (х — г),
.1  1 . ч (18)у+  1 = — у  (* + *),

определяющей первую систему прямолинейных образующих.
Если исходить из прямой (17Ъ), то придём ко второй системе:

У — I =» (•* +  *).
i t  1 , ч (19).У-Н = — — (*  — *). v

Уравнения (18) и (19), где X и ц— произвольные параметры. опреде
ляют две системы прямолинейных образующих однополостного гипер
болоида.

Для гиперболического параболоида (7') § 4
дга —у 2 = 2 z (а7)

мы возьмём плоскость
г  =  0.

Линия пересечения их определяется системой
х '—уч =  0, 2 =  0,

которая и даёт две прямые:

лежащие на поверхности.

х —у  = 0, г = 0, (20а)
х -+- у  = 0, г = 0, (20Ь)
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Пучок плоскостей, имеющий осью первую прямую, определится урав* 
нением:

г = \ ( л г—у). (Щ |

Линия пересечения этой плоскости с поверхностью (а'), уравнение которой 
можно написать в виде

(х + у )(х —у) = (с')
определяется двумя уравнениями (Ь ') и (с'). Внося во второе уравнение 
значение г, взятое из первого, получим:

(х - у Н х + у -  2Х) = 0.
Обращение в нуль первого множителя в силу уравнения (Ь ') приводит 

немедленно к оси пучка (20а). Обращение в нуль второго, если присоединить 
уравнение (Ь'), даст систему

г = \(х —у),
Х + у Л ,  W

которая определяет при произвольном параметре |  одну систему прямоли
нейных образующих параболоида. Если исходить из прямой (20Ь), то полу
чим вторую систему:

г = и.(х4-у),
о (22)х —у  = 2(а.

Уравнения (21) и (22) определяют две системы прямолинейных 
образующих гиперболического параболоида.

Теперь мы можем обратиться к особенности расположения прямолиней
ных образующих гиперболического параболоида. Второе уравнение (21) со
держит параметр А только в свободном члене. Значит, определяет плоскости, 
параллельные плоскости

(23а)
Этой плоскости будут параллельны все образующие первой системы. Обра
зующие второй системы параллельны плоскости

х —у — 0 (23Ь)
Плоскости (23а, Ь) называются опорными плоскостями гиперболического 

параболоида.

Г л а в а  X IV

КАНОНИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО 
ПОРЯДКА В ЭВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

§ 1. Характеристическое уравнение
Мы теперь переходим к метрической теории поверхностей второго 

порядка и поэтому будем пользоваться декартовой прямоугольной 
системой координат.

Единичные взаимно перпендикулярные векторы осей координат 
будем обозначать — i, i2 — j ,  i3 =  k.

Основной вопрос этой теории заключается в возможности пользо
ваться автополярным тетраэдром (гл. X ) в прямоугольной системе 
координат.

Мы уже писали уравнение поверхности второго порядка в косо
угольной декартовой системе координат, координатный тетраэдр
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которой был автополярен (§ 2, 5, гл. X III). Для этого надо было 
направить оси координат по трём сопряжённым направлениям. Следо
вательно, наш вопрос сводится к существованию таких трёх направле
ний, которые были бы и взаимно сопряжены и взаимно перпендикулярны.

О п р е д е л е н и е . Три направления, попарно сопряжённые и попарно 
перпендикулярные, называются главными направлениями поверхности 
второго порядка.

Диаметральная плоскость, сопряжённая главному направлению, 
называется главной плоскостью поверхности. Диаметр главного на
правления называется осью поверхности.

Обратимся к доказательству основной теоремы о существовании 
одной тройки главных направлений.

Рассмотрим три вектора §, tj, 5, определяемых относительно прямо
угольной системы координат с координатными векторами iu 12, /8:

5 = s./1 + {v h v  4=v<<, ; = « ,  ( с,“ " = Т Г з  “ ° )
Если они попарно сопряжены и перпендикулярны, то должны быть 

удовлетворены условия сопряжённости (7) § 11, гл. X II, и перпенди
кулярности (6) § 2, гл. I,

л„еь]‘ = о ,  е д 'С‘ = о ,  * (4д а = о ,  p W *
S V + S V + W  — O. л‘С‘+ Ч !!|? + ’1!С8 =  0. гЛ '+ « 2+ гЛ “ =0. (1)

Выпишем полностью уравнения, относящиеся к координатам 5*:
a<i&<V - b fl<2& V + 0<8&<'n3==O. Я |  (о\ei 1 I ^  I И 8 п (не суммировать!) (2)» Т Н - **14“  csnrj8 =  о

и такие же два уравнения с заменой tj* на С*.
Если первый вектор | задать произвольно, т. е. дать три числа 

Е1, Е2, 6®, то система (2) определит вплоть до произвольного общего 
множителя неизвестные tj1, tj2, tj3, т . е. второй вектор *], сопряжён
ный и ортогональный первому. Третьего вектора £, сопряжённого 
и перпендикулярного первому, не будет существовать, ибо система 
двух независимых линейных однородных уравнений вполне определяет 
отношения неизвестных tj*.

Для того чтобы вектор § допускал два сопряжённых и перпенди
кулярных вектора, координаты Е1 должны удовлетворять условию, 
чтобы ранг системы (2) был равен единице, т. е. чтобы коэффици
енты при неизвестных tj* были пропорциональны. Обозначая через s 
множитель пропорциональности, мы напишем три уравнения:

— sE1, at2i* — s^, а{й& =  sE8.
Перенося все члены в одну часть, получим систему трёх однородных 
уравнений для Р.

(«и —  s) Е1 -4- Д,а&2-4-а,868 =  О ,
ОздЕ* («22 —  ̂ ) Е9—j—fljgE8 =  0, (3)

— Р  =  °-
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Такая система вообще допускает только нулевые решения 51 =  $2 =  
=  £3 =  0, которые не определяют вектора S. Чтобы существовали 
не равные одновременно нулю решения, система должна быть ранга, 
равного двум, т. е. определитель системы должен равняться нулю:

!И —  8 f l12 а 1Ь

'21 й 22 — 5 Яда

!31 a S2 а 83

Это уравнение носит название характеристического уравнения 
Бине.

Для каждого действительного корня уравнения (4) система (3) 
вполне определяет совокупность коллинеарных векторов (£), т. е. 
отношение Ц : £2: Щ, а для этих Ц система (2) имеет ранг, равный 
единице, т. е. сводится к одному уравнению так, что каждый вектор 
к) или || перпендикулярный к |, тем самым будет сопряжён с ним.

Мы увидим, что решать систему (2) не придётся. Характеристи
ческое уравнение всегда имеет действительные корни, и если они 
различны, то определяют по формулам (3) тройку взаимно сопряжён
ных и перпендикулярных векторов.

Предварительно нам надо доказать замечательное свойство инвари
антности корней характеристического уравнения. Оно имеет большое 
значение в задаче приведения уравнения поверхности к каноническому 
виду, но сейчас оно необходим© нам для доказательства основной 
теоремы о действительности всех трёх корней характеристического 
уравнения.

§ 2. Инвариантность корней характеристического уравнения
Теорема. Корни характеристического уравнения (4) инвариант

ны относительно преобразований декартовой прямоугольной системы 
координат.

Мы хотим показать, что корни уравнения (4), написанного для 
поверхности

аа9х?х* =  0 (5)
в системе декартовых прямоугольных координат (х*), где х1 =  х, 
х'г= у , x9 =  z, х °= 1 , и корни уравнения (4) для той же поверх
ности в новой системе декартовых прямоугольных координат (х* ) :

аа'рха'х$' =  0, (5')
равны между собой.

С этой целью мы покажем, что то же самое уравнение (4) полу
чается при решении другого вопроса, который можно формулиро
вать следующим образом:

Найти все параболоиды среди пучка поверхностей второго порядка, 
имеющего базисом произвольно заданную поверхность (5) и сферу 
радиуса, равного единице:

Ф |§ j Ц  (х1 — 1|§| И (х2 — $|||jf§ (х8 — сх0)3 — (х°)а =  0. (6)
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свлР —  s$ (дг1) =  О, (7)
где s —  параметр пучка.

Так как старшие члены уравнения сферы, т. е. члены второй 
степени относительно координат **(/ =  1, 2, 3), содержат только 
три квадрата в уравнении

Ф sa (х1)3 +  (*2)2-f-(x9)2 —  2л:° (ах1 +  ta2+ сх8) +
+ (* 0)2 («2+ £ 2+ с 2 —  1) =  0, (6')

то обращение в нуль дискриминанта старших членов определяю
щее параболоиды пучка (§ 2, гл. XII), приведёт к уравнению:

вц --1 fljз

Уравнение пучка можно написать в виде:

‘88'
= 0,

которое в точности совпадает с характеристическим уравнением 
Бине (4). Таким образом, одно и то же уравнение, одни и те же 
корни slf s2, s3 определяют по формулам (3) главные направления, 
а после подстановки в уравнение (7) дают три параболоида, которые 
содержатся в пучке (7).

Произведём преобразование декартовой системы координат. Мы 
должны будем подставить в уравнение (7) вместо старых координат 
лг», х$ их выражения по формулам преобразования через новые. При 
этом левая часть уравнения (5) преобразуется в левую часть уравне
ния (5 ')‘, левая часть уравнения сферы (6) преобразуется в новое 
уравнение той же сферы:

«Г am (xv — а' * °’)3+ (* ar —  b'xfi'f- j j t e  —  c’x P f —  (* °')8 =  0,
где штрихом а ', Ъ*, с' обозначены новые коэффициенты, получаю
щиеся после преобразования. Значения параметра пучка, которые 
соответствуют параболоидам, останутся неизменными.

Следовательно, преобразованное уравнение
ау\< —  s луч' fli'e' 
fla'i' #2'а' —  ̂  ва'в'
Дз'1' а 3'2' а 3'3' — s

должно определять те же корни slt s2, s3, что и первоначальное (4). 
Это и означает, что корни характеристического уравнения инвари
антны относительно преобразования декартовой прямоугольной системы 
координат.

§ 3. Теорема существования в случае трёх простых корней 
характеристического уравнения

Характеристическое уравнение, как уравнение третьей степени 
(нечётной), всегда имеет один действительный корень. Обозначим 
его через s8.

0 (40
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Каждому корню характеристического уравнения, в том числе и 
корню s3, соответствует определённое отношение значений неизвест
ных

V : Р : 58
в решениях системы (3 ) и некоторый вектор §, лучше сказать, неко
торое направление, определяемое совокупностью коллинеарных век
торов.

Повернём систему координат так, чтобы ось Ог совпала с этим 
направлением. В  силу теоремы об инвариантности корней характе
ристического уравнения, значение выбранного корня s3 при этом не 
изменится, но координаты вектора § станут другими. Они будут 
определяться из системы (3), написанной для преобразованного урав
нения.

Чтобы не вводить коэффициентов a w  со штрихами, будем пред
полагать, что это преобразование уже сделано и уравнение (5) отно
сится к новой системе координат. Тогда вектор |  будет лежать на 
оси Ог, и из трёх координат £* только £8 будет отлична от нуля. 
Внося значения S1 =  0, £2 =  0, s =  sQ в уравнение (3) и помня, что 
S8 Ф  0, мы немедленно получим:

а1Ъ —  11 а28 — Р> Д88-- 0. (8)
Внесём теперь эти значения aik в уравнения (4 ). Оно примет

вид:

или

(s

а 11 5 0
а21 в22 S 0
0 0 sb —  s

—  s9) • a li S а 12

в21 2̂2 ' ^

=*0

=  0.

Один из корней s =  ss выделяется, а для остальных двух получается 
уравнение:

s а12

CLaa-- S
=  0. (9)

*21 “ 22'
Это уравнение имеет вид характеристического уравнения для кривой 
второго порядка. Мы можем даже указать те кривые, к которым 
оно относится.

Рассмотрим сечение поверхности (5) плоскостью
г =  h. (а)

Преобразуя уравнение (5) к неоднородным координатам и внося туда 
значение г =  h, получим уравнение:
aux^-j-2aIQxy-j-a2Zy2-j- 2a10x-j-2a2Qy~j-sa/i2-j-2a30/t-l-a00 =  0. (10)
Система уравнений (а) и (10) определяет линию пересечения /. Так 
как уравнение ( 10) не содержит текущей координаты г , то оно
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определяет цилиндр с образующими параллельными оси Oz, проходящий 
через линию /, а поскольку секущая плоскость z — h параллельна 
плоскости хОу, то сечение цилиндра (10) плоскостью 2 =  0 даёт 
линию /0, равную линии /. Линию /0 можно определить одним урав
нением (10), как уравнением между двумя координатами точки на 
плоскости. Главные направления этой линии определяются системой (6')

£2
§ 3, гл. X, часть первая, если туда внести k =  тг*

где s есть любой корень характеристического уравнения (9) и 
Е1, Еа —  координаты вектора, имеющего главное направление.:

Следовательно, уравнение (9) есть характеристическое уравнение 
плоских сечений поверхности, перпендикулярных к вектору главного 
направления, соответствующего выделенному корню характеристиче
ского уравнения (4).

Отсюда вытекает прежде всего:
Теорема. Все три корня характеристического уравнения поверх

ности действительны.
Действительно, один корень кубического уравнения sg всегда дей

ствителен; что касается двух других, то они определяются из харак
теристического уравнения (9), написанного для кривой второго порядка 
на плоскости, а это уравнение (§ 3, гл. X, часть первая) имеет всегда 
действительные корни.

Теорема. Три направления, соответствующие трём различным 
корням характеристического уравнения поверхности второго по
рядка, составляют единственную тройку главных направлений 
поверхности.

Нам надо доказать, что они взаимно сопряжены и взаимно пер
пендикулярны.

Заметим прежде всего, что система (3), если туда внести значения 
коэффициентов ai8 по формулам (8), принимает вид:

Первые два уравнения совпадают с системой (11), а третье, если 
s ф. 53, даёт 68 =  0.

Следовательно, г лавные  направления  п л о с к и х  сече 
ний п о ве рх н ос т и  п л о с ко с т ями ,  пе рпендикул я рными  
к в е к т о р у  £, с ов па да ют  с н а п р а вл е ни ями  в е к т о ро в  
| и 1), с о о т в е т с т в у ю щ и х  двум другим корням ха р а к 
т е р и с т и ч е с к о г о  ура в не ния  поверхности ,  если т о л ь к о  
эти корни не равны п е р во му  корню s8.

(ап —  s)S14 -a12S2 =  0,
«м ^+ Сви —  $Н2 =  °, (П)

( 12)
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Отсюда прямо следует, что два направления § и t) перпендикулярны 
между собой (как главные направления кривой второго порядка) и 
перпендикулярны к направлению £, поскольку они лежат в плоскости, 
перпендикулярной к нему.

Остаётся показать, что они взаимно сопряжены.
Мы докажем более общую лемму.
Лемма. Любое направление, определяемое характеристическим 

уравнением и системой (3), сопряжено с каждым направлением, 
которое перпендикулярно к нему.

Умножим три уравнения (3) соответственно на С1, С2, С3 и сложим. 
Собирая члены, содержащие множитель s, получим:

в ,* К < = $ 2 № . (13)
Если направление § =  перпендикулярно к вектору £ =  то

2  w = № + е 2с2- н 8сз = о,
и уравнение (13) даёт условие сопряжённости

а « №  =  0,
что и требовалось доказать.

Отсюда вытекает справедливость нашей теоремы: так как три век
тора 2j, V), £ взаимно перпендикулярны, то они и взаимно сопряжены.

Таким образом, в случае простых корней характеристического 
уравнения мы доказали не только теорему существования, но и тео
рему единственности тройки главных направлений.

Теорема. Корни характеристического уравнения поверхности 
второго порядка равны коэффициентам при квадратах текущих 
координат в уравнении поверхности, отнесённой к главным напра
влениям.

Действительно, так как главные направления взаимно сопряжены, 
то уравнение поверхности, отнесённой к главным направлениям, не 
содержит членов с произведениями текущих координат (§ 12, гл. X II):

a12 =  Oj #28 =  ®81 =  О*
Следовательно, характеристическое уравнение принимает вид:

О О“ 11
О а22 —  s О
О 0 авв ■

откуда следует теорема.

=  (ац —  s) (а22 —  |) (а38 —  s) =  О,

§ 4. Теорема существования в случае равенства двух корней 
характеристического уравнения

Допустим теперь, что характеристическое уравнение (4) имеет 
один двукратный корень

И ОДИН Простой So.
S1 =  S2
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Мы примем вектор который соответствует корню s3, за на
правление оси Oz, и, повторяя рассуждения § 3, придём к заключе
нию, что характеристическое уравнение (9) определяет два других 
корня, которые по условию равны между собой: Sj =  s2. Если они 
не равны нулю, то, согласно результатам § 3, гл. X, часть первая, 
плоские сечения ( 10 ) —  окружности, и главные направления их 
неопределённы, т. е. любая пара взаимно перпендикулярных направ
лений сопряжена относительно этой кривой.

Выберем какую-нибудь пару взаимно перпендикулярных векто
ров |, t) в плоскости кривой (10). Они сопряжены относительно 
этой окружности, поэтому их координаты удовлетворяют системе ( 1 1 ), 
а следовательно, при S8 =  0, тг)3 =  0 и системе (12). Таким образом, 
тройка векторов §, tj, £ может быть получена из характеристического 
уравнения (4) и системы (3) [при нашем выборе системы координат —  
из системы (12)]. Так как они взаимно перпендикулярны, то в силу 
леммы § 3 и взаимно сопряжены.

Теорема существования тройки главных направлений доказана. 
Теорема единственности не имеет места, ибо из двух векторов §, tj 
один может быть выбран произвольно в плоскости, перпендикулярной 
к вектору Ц

Если s1=*s2 =  0. то ал =  я1а =  — 0» и уравнение (10), как уравнение 
первой степени, определяет в пространстве плоскость, которая пересекается 
с плоскостью г =  h по прямой, параллельной плоскости хОу. Вторая прямая 
линии пересечения плоскости г =  h с поверхностью — несобственная, в чём 
можно убедиться, если заметить, что в однородных координатах уравне
ние (10) останется уравнением второй степени, но будет содержать в левой 
части общим множителем х°. Следовательно, поверхность — цилиндр с образую
щими, параллельными плоскости хОу. Так как несобственная плоскость 
содержит только одну образующую цилиндра, то цилиндр — параболический. 
Главные направления по существу неопределённы, ибо при ап = =
= а^ = а.а = 0 условие сопряжённости (7) § 11, гл. X II, для векторов £, t j, £ 
принимает вид

6»цв = 0, т)8гз = о, С8;8 = 0
и будет удовлетворено для любых векторов £, ц при 68 =  *)3 =  0. Мы можем, 
в частности, выбрать за тройку направлений направление образующих и два 
главных направления параболы, получаемой сечением цилиндра, перпенди
кулярно к образующим.

Теорема. Если характеристическое уравнение имеет один дву
кратный корень, не равный нулю, то  главные направления поверх
ности неопределённы, зависят о т одного произвольного параметра. 
Направление, соответствующее третьему (простому) корню харак
теристического уравнения, вполне определено, а два других могут 
быть выбраны произвольно, лишь бы все вместе образовали тройку 
взаимно перпендикулярных направлений. Сечения поверхности 
плоскостями, параллельными этим двум направлениям, —  окруж
ности, и поверхность является поверхностью вращения.

Только последнее утверждение требует ещё доказательства.
Если поверхность имеет собственный центр, то мы примем его 

за начало координат. Ось Oz, если она соответствует простому корню
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характеристического уравнения, станет диаметром (осью поверхности) 
и будет нести центры сечений поверхности сопряжёнными, т. е. 
перпендикулярными плоскостями. Так как все эти сечения —  окруж
ности, то поверхность допускает вращение около оси Ог и носит 
название поверхности вращения.

Если s| =  0, то <3̂  =  0 и поверхность— параболоид (§ 2, гл. X II). 
Уравнения (5') § 4, гл. X II, определяющие координаты центра, дают 
определённые конечные значения первых двух координат центра. 
Следовательно, ось Ог попрежнему будет диаметром, и мы получим 
тот же результат: рассматриваемая поверхность есть параболоид 
вращения около оси Ог.

§ 5. Равенство трёх корней характеристического уравнения
Если характеристическое уравнение имеет трёхкратный корень, 

то мы всё же можем принять направление вектора, координаты 
которого удовлетворяют системе (З)для этого (единственного) корня sv 
за направление оси Ог, и это даст нам значение коэффициентов

а 18 =  0> а 28 ~  0 * **88 “ 5 1*

Характеристическое уравнение выделит один корень, а два других, 
равных первому, будут удовлетворять уравнению (9). Так как эти 
корни между собой равны (и равны первому), то сечения плоскостями, 
перпендикулярными оси Ог, являются окружностями; уравнение ( 10) 
определяет эти окружности. Следовательно (§ 2, гл. X; § 5, гл. X I, 
часть первая),

Ojg =  0, Яц =  ̂ 22 == 2̂*
а так как Sj =  s2, то окончательно имеем условия:

а 1 2 — Of fl2 8 = ®> °81 =  а 11 ~  а 29 ^  а 88* 0 ^ )

Уравнение поверхности принимает вид:

аи (x2+ y ,l- h ^ )- h 2aiox-i-2aaay-h2aBoz4-aoo==0>
и определяет сферу, если ап ф. 0.

Главные направления неопределённы, ибо при условии (14) уравне
ния (3) исчезают тождественно. С другой стороны, у сферы всякая 
диаметральная плоскость делит пополам перпендикулярные к ней 
хорды, следовательно, сопряжена с перпендикулярным к ней диа
метром.

Теорема. Если три корня характеристического уравнения 
равны между собой и отличны от нуля, то главные направления 
неопределённы, и поверхность есть сфера. Если все три корня 
равны нулю, то поверхность распадается на пару плоскостей, 
одна из которых —  несобственная.

Последнее утверждение станет очевидным, если заметить, что 
все три корня характеристического уравнения равны нулю только
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при обращении в нуль коэффициентов всех старших членов уравнений, 
а тогда из оставшихся членов можно вынести за скобку (в однород
ной форме уравнения) координату jc°. Поверхность распадается на 
пару плоскостей, ибо левая часть разлагается на множители, и урав
нение одной из плоскостей будет:

§ 6. Канонические уравнения поверхностей второго порядка 
в эвклидовом пространстве

Декартова прямоугольная система координат представляет частный 
вид декартовой косоугольной. Как только мы доказали для каждой 
поверхности второго порядка существование главных направлений и, 
следовательно, существование автополярного тетраэдра с несобствен
ной гранью и прямоугольным трёхгранным углом в собственной вер
шине, так мы можем отнести поверхность второго порядка к такому 
тетраэдру и писать уравнения § 2, 5, гл. X III, в декартовой прямо
угольной системе координат.

При этом мы будем иметь то преимущество, что каждая поверх
ность второго порядка, кроме поверхностей вращения, обладает 
только одной тройкой главных направлений, и, следовательно, у каж
дой поверхности будет только одно каноническое уравнение в прямо
угольной системе координат.

Впрочем, и поверхности вращения (в частности, сфера) в этом 
отношении не составляют исключения. Поверхности вращения, как 
мы видели, обладают тем свойством, что поворот поверхности на 
любой угол около оси вращения оставляет её неизменной. Такой 
поворот, как мы знаем, достигается тем, что вращают оси коорди
нат, сохраняя те же координаты для повёрнутых точек и, следова
тельно, то же уравнение для повёрнутой поверхности. Так как по
вёрнутая поверхность совпадает с первоначальной, то одно и то же 
уравнение определяет её по отношению к первоначальной системе 
координат и по отношению к системе, повёрнутой на любой угол.

Для прямоугольной системы координат мы будем писать коэффи
циенты без штрихов и называть уравнения каноническими уравне
ниями поверхности второго порядка в эвклидовом (метрическом) 
пространстве.

Ц е н т р а л ь н ы е  п о в е р х н о с т и  в т о р о г о  порядка :  

мнимый эллипсоид —

* ° =  0.

(15)

действительный эллипсоид

(16)
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=  (17)да Т^а са v '
однополостный гиперболоид —

£3_ i_ ^ _ £ != 1. (18)аа ~  № са v
Центральные поверхности отнесены к центру и осям.

Параболоиды:  
эллиптический параболоид —

двуполостный гиперболоид —1

I f J i

гиперболический параболоид

Р Ч

К о н у с ы  и цилиндры:

, + t = 2*' <19)

мнимый конус

ов
действительный конус —

д2 1 Ь2 (22)
мнимый цилиндр —

52+ f s ''H  =*°> (23)
эллиптический цилиндр —

^ + ^ = 1  (24)

гиперболический цилиндр —

да 621 К В !  (25)
параболический цилиндр —

f  =  2рх. (.26)

§ 7. Инварианты преобразований декартовой прямоугольной 
системы координат

В задаче приведения уравнения поверхности второго порядка 
к каноническому виду существенную помощь оказывают инварианты 
поверхности относительно преобразований системы координат.
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Инвариантом называется такая функция от коэффициентов урав
нения поверхности второго порядка, которая сохраняет свой значение 
при преобразовании координат.

Мы будем рассматривать инварианты относительно преобразований 
декартовой прямоугольной системы координат в декартову прямо
угольную.

Теорема. Существует не более четырёх независимых инвариан
тов произвольной поверхности второго порядка относительно 
преобразований декартовой прямоугольной системы координат.

Положение произвольного прямоугольного трёхгранника зависит 
от шести параметров: трёх координат его вершины (начала коорди
нат) и трёх параметров, определяющих поворот трёхгранника, напри
мер трёх эйлеровых углов (см. § 4*, гл. II).

Отсюда вытекает, что формулы преобразования декартовой прямо
угольной системы координат дают старые координаты х, у, г 
произвольной точки в функциях от новых координат х\ у ', г' этой 
точки и шести параметров qv q2, . . . ,  q6, определяющих положение 
новой системы координат относительно старой.

После подстановки этих выражений в уравнение поверхности 
второго порядка левая часть уравнения преобразуется в многочлен 
второй степени относительно новых координат х ', у'\ г' . Десять 
коэффициентов аа'р нового уравнения будут функциями от коэффици
ентов аая первоначального и шести параметров преобразования

Яа'р' =  F ер(fljii ai2> •••» «оо» Яи •••» Яа)' (27)

Исключая из этих десяти уравнений шесть параметров преобра
зования, мы получим четыре уравнения, связывающих только коэф
фициенты а„р, а^у первоначального и преобразованного уравнений.

Действительно, если бы этих уравнений было больше, например 
пять, то систему десяти уравнений (27) можно было заменить систе
мой пяти уравнений, не содержащих параметров q, и только пяти 
других уравнений, которые содержат параметры преобразования. Так 
как шесть параметров были бы связаны только пятью уравнениями, 
то один из них оставался бы произвольным; меняя его, мы суще
ственно меняли бы систему координат, не изменяя уравнения поверх
ности. Так как изменение положения координатного трёхгранника 
с сохранением прежних координат определяет движение пространства, 
то это означало бы, что существует такое непрерывное движение 
пространства, которое оставляет поверхность неподвижной. Для 
произвольной поверхности это невозможно. Например, для централь
ной поверхности второго порядка всякое перемещение пространства 
сдвинет прямоугольный трёхгранник с главными направлениями осей 
и вершиной в центре поверхности. Если поверхность имеет один 
центр и одну тройку главных направлений, то при перемещении трёх
гранника переместится и поверхность.

Каждый инвариант /(двр) определяет уравнение
/ (a . ?)  =  / ( a .T ), (270

20* 307



Связывающее коэффициенты первоначального и преобразованного урав
нений. Следовательно, не может быть больше четырёх независимых 
инвариантов.

Инварианты зависимы, если один из них является функцией от 
остальных, так что соответствующее ему уравнение (27') является 
следствием от предыдущих.

Теорема. Существует ровно четыре независимых инварианта 
произвольной поверхности второго порядка относительно преобра
зований декартовой прямоугольной системы координат'.

*21 “22

' б =

V

: « п ~\~а 22+«83»

+
«22 «28

+
«82 «88

« п «12 «18

«21 «22 «23 9

«81 «82 «88

а 00 «01 «02 «03

«10 «И «12 «18

«20 «21 «29 «28

«80 «81 «82 _«83

“ 38 “ 81 

«18 «11

(28)

Первые три инварианта являются коэффициентами характеристи
ческого уравнения (4) § 1. Если раскрыть определитель (4), то урав
нение примет вид:

s8 —  /jS2-f- /as —  /8 з= О,
откуда следует:

Ц — я*, 2̂ =  5ssi> (28')
Так как корни характеристического уравнения Sj, s2, ss инвариантны, 
то инвариантны и величины 1и /2, /в.

Так как по формуле (16) § 10*, гл. X III, дискриминант ЗВК умно
жается на квадрат определителя преобразования тройки координат
ных векторов:

a ?  =  s 4-(det|4 i)* ) .

а определитель прямоугольного преобразования (§ 3, гл. II) по абсо
лютной величине равен единице, то /4 => 354 при преобразовании декар
товой прямоугольной системы координат не меняется.

Все четыре инварианта независимы. Независимость первых трёх 
следует из того, что они позволяют определить три корня характе
ристического уравнения, а эти корни по теореме § 3, гл. X IV , равны 
коэффициентам аи, а22, а88 в уравнении поверхности, отнесённой
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к главным направлениям, следовательно, независимы. Что касается 
четвёртого инварианта /4, то он не может быть вычислен из трёх 
первых, ибо содержит другие коэффициенты, например aw.

§ 8. Приведение уравнения поверхности второго порядка 
к каноническому виду

Так как корни характеристического уравнения поверхности вто
рого порядка равны коэффициентам при квадратах текущих координат, 
если поверхность отнести к главным направлениям, а коэффициенты 
при членах с произведениями неоднородных координат равны нулю, 
то коэффициенты при старших членах определяются непосредственно 
из характеристического уравнения. Так как канонические уравнения 
невырождающихся поверхностей второго порядка (15)—(20) содержат, 
кроме старших членов, только по одному члену (свободный член 
в уравнении центральной поверхности и член с первой степенью 
текущей координаты в уравнении параболоида), то неизвестный коэф
фициент такого члена определяется из значения четвёртого инварианта /4 
(см. пример). Уравнение конуса совсем не содержит ни одного члена, 
кроме старших. Таким образом, для этих поверхностей инварианты 
целиком определяют коэффициенты уравнения.

Пример. П рив ес т и  к к а н он ич е с ко му  виду уравнение  
поверхности

2ху-\- 2уг —  2хz —  4л:—}— 1 =  0. (а)
Прежде всего, надо определить корни характеристического урав
нения.

Подсчитываем инварианты:

=  — 3.
0 1 0 1 0 —  1

/ , =  0, /2 = 1 0 + 1 0 1 — 1 0
0 1 — 1
1 0 1
11 О

—  2.

Характеристическое уравнение имеет вид:
s8 —  35—1—2 =  0,

(s + 2) (s2 —  2« Л Й |= 0.
или

Оно имеет корни:
2.

Так как они отличны от нуля, то уравнение (а) определяет централь
ную поверхность (гиперболоид, поскольку корни разных знаков). 
Следовательно, каноническое уравнение имеет вид:

11ш1111эЙ -Ц «оо — I ' (b)
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Подсчитываем четвёртый инвариант для уравнений (а) и (Ь). 
Так как

0 1 — 1 — 2 «1 0 0 0
1 0 1 0 0 s2 0 0

—  1 1 0 0 0 0 sg 0
— 2 0 0 1 0 0 0 Goo

то 
2 =  fl()0SlS2S3 и аоо =  | * 

Следовательно, каноническое уравнение поверхности будет: 

xa-j-y2— 2 г2 =  1. 

Это однополостный гиперболоид вращения.

§ 9*. Инварианты поверхностей, допускающих движение в себе

Число инвариантов повышается, если поверхность имеет неопределённый 
центр (собственный или несобственный) или неопределённые главные напра
вления, ибо в обоих случаях оси поверхности становятся неопределёнными, 
и каноническое уравнение поверхности не меняется, когда координатный 
трёхгранник перемещается, оставаясь каноническим (например, при парал
лельном переносе, когда вершина трёхгранника — начало координат — описы
вает линию центров), т. е. когда поверхность допускает движение в себе.

Если центр неопределённый, то поверхность — цилиндр. Значит, один 
параметр преобразования координат, определяющий положение начала на 
линии центров (или на образующей, проходящей через вершину направляю
щей параболы у параболического цилиндра), остаётся неопределённым; по 
исключении из уравнений системы (27) пяти параметров преобразования 
шестой исключится сам собой, и система приведётся к пяти уравнениям 
вида (27'), т. е. поверхность допускает пять независимых инвариантов.

То же самое мы будем иметь для поверхности вращения. Шар допускает 
три независимых поворота около своего центра. Значит, число его инвариан
тов увеличивается на три единицы, т. е. до семи. Эти семь инвариантов сферы 
нетрудно указать. Они состоят из инварианта и шести коэффициентов 
старших членов уравнения, ибо, очевидно, в уравнении сферы (2) § 2. гл. III, 
все старшие члены не меняются при преобразовании координат.

Из остальных случаев представляет интерес только определение пятого 
инварианта поверхности с линией центров или с плоскостью центров.

Если поверхность имеет линию центров, то матрица коэффициентов 
в уравнениях системы, определяющей координаты центра

an a12 a13 a10
<hi a 22 ats a 20

a91 a 32 a33 a30

имеет ранг, равный двум.
Составим пучок поверхностей:

а„рхах$ — X { (д;1 — axof -f (х2 — bxР)|-f- (xs — с* 0)2 + (x0)2 > =S 0, (b)
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где базисными являются заданная поверхность и мнимая сфера. Поверхность 
пучка (Ь) вырождается в конус, если дискриминант 2>t равен нулю:

«п — * 
«21 

«31 
001 «̂

ап ®1з аю ~Ь
«22 —  ^ ®?3 «20 "Ь  Ш
а82 «33 —  ^ «30 "1“
â o-f-Xb aog-j-Xc Oqq — X 6® -f- ca -(- 1)

0. (С )

Это уравнение четвёртой степени относительно X: 
-4qX* -f- HjX3 -f- А2к* -f- i4gX ■ 0.

При преобразовании координат X не меняется, а поскольку корни уравнения 
инвариантны, то и отношения коэффициентов инвариантны. Вообще говоря, 
они будут содержать и координаты центра сферы а, Ъ, с, т. е. будут совмест
ными инвариантами поверхности и сферы. Инварианты поверхности полу
чаются исключением величин а, Ь, с.

Подсчитывая коэффициенты, имеем:
— 1 0 0 а

0 — 1 0 Ъ
0 0 — 1 с
а Ь с — а‘‘ с* — 1

или, умножая элементы первого столбца на а. второго на Ь, третьего на с 
и прибавляя к последнему, получим:

— 1 0 0 0
0 — 1 0 0А0 = В 1
0 0 — 1 0
а Ь с — 1

Свободный член А4 получается, если положить X = 0, и равен дискрими
нанту 3>i- а так как для поверхности с неопределённым центром дискрими
нант 2>i  равен нулю, то и Ак есть нуль.

Чтобы найти коэффициент А3 при первой степени X, заметим, что, вынося 
любой элемент в разложении определителя за скобку из всех членов, кото
рые содержат его множителем, мы получим в скобке адъюнкт элемента. Чтобы 
получить X в первой степени, достаточно взять в каждом элементе то сла
гаемое, которое содержит X в первой степени, а в его адъюнкте положить 
X = 0. В силу того, что ранг матрицы (а) равен двум, адъюнкты всех элемен
тов последней строки или последнего столбца равны нулю. Таким образом, 
остаются только первых три диагональных элемента. Следовательно,

«22 «23 «20 «И  «13 «10 «11 «11 а 10
А3 = — «32 «33 «80 — «31 «33 «80 — «21 «22 «20

«01 «03 «00 «01 «03 «00 «01 «02 «00

и пятый инвариант равен:

т ____ 2 1  —
h ~

«22 «28 «20 «И «18 «10 «11 «12 «10
«32 «33 «80 + «81 «33 «80 + «21 «J0
«02 «08 «00 «01 «03 «ОО «01 «02 «00

(29)

Если поверхность имеет плоскость центров, то матрица (а) имеет ранг, 
равный единице, т. е. все определители второго порядка равны нулю.
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Чтобы вычислить коэффициент А2 при X®, надо заметить, что всякий опре
делитель второго порядка из матрицы определителя (с), если его вынести 
за скобки в разложении определителя (с), умножается на дополнительный 
определитель, получаемый вычёркиванием столбцов и строк первого. Если 
в первом определителе сохранить только члены, содержащие X, а во втором — 
не содержащие, то и получим все члены с X3. При этом матрица (а) содержит 
все определители второго порядка из матрицы (с), кроме тех, куда входит 
элемент aw. Таким образом< сохранятся только первые три диагональных 
определителя. Значит,

Л аХ* =
—  X 0 . «38 «30

+
—  X ^ 1 1  «22 «20

0 — X «03 «00 0 —  I  1 J  «02 «00
+

+
—  X 0 «11 «10

0 1 >* «01 «00

и шестой инвариант для поверхностей с плоскостью центров равен:

Ао
«11 « J0

+
«22 «20

+
«33 «30

«01 «00 «02 «00 «03 «00
(30)

§ 10*. Инвариантные характеристики поверхностей 
второго порядка

Основное и практически важное приложение теории инвариантов поверх
ностей второго порядка даёт решение вопроса, как по общему уравнению 
узнать, какую поверхность оно определяет, и как написать его в канониче
ском виде.

Так как параболоиды однозначно определяются равенством нулю дискри
минанта /3 =  0, то прежде всего возникает вопрос, как можно отличить эллип
соид от гиперболоида. По определению, линия пересечения эллипсоида 
несобственной плоскостью мнима, а гиперболоида — действительна; этому 
соответствуют в каноническом уравнении эллипсоида одинаковые знаки у трёх 
квадратов текущих (неоднородных) координат, а в уравнении гиперболоида — 
разные. Так как коэффициенты при квадратах координат в каноническом 
уравнении равны корням характеристического уравнения, то всё сводится 
к вопросу алгебры.

При каком условии на коэффициенты корни характеристического урав
нения

s8 —  I jS® -|- /jS — /3 =  0 (а)

будут одного знака? Ответ можно формулировать в виде теоремы:
Теорема. Необходимое и достаточное условие, чтобы поверхность, 

заданная в декартовых прямоугольных координатах уравнением
а„р хах* =  0,

была эллипсоидом, выражается двумя неравенствами:
/2 > 0, Л/8>0, (31)

которые должны иметь место одновременно.
Н е о б х о д и м о с т ь  у с л о в и я .  После отнесения к центру и осям пер

вые три инварианта поверхности получают значение:

Л  =  «11 +  «*2 4 *  «83> 2̂ =  а11а-Л «22«33  " f "  «33«11> « ll« a 'ia 88-

В канонических уравнениях (15) и (16) все три коэффициента аа, а&, ая 
положительны; следовательно, положительны и инварианты I lt /2, /3, а тогда
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условие (31) удовлетворено. Если переменить все знаки уравнения на про
тивоположные, то все коэффициенты станут отрицательными, инвариант /2 
знак сохранит, инварианты /j и /3 переменят знак, но их произведение оста
нется положительным, и условие (31) будет удовлетворено.

Д о с т а т о ч н о с т ь  условия .  Допустим, что условие (31) удовлетво
рено и при этом /] и /3 оба отрицательны. Введём обозначения

h  =  —Р2> h  =  13 = — г*.
Уравнение (а) принимает вид:

s3 +  p?ŝ  +  q?s +  г5 = 0.
При положительном s левая часть всегда больше нуля. Значит, все корни 
отрицательны.

Если же и /3 положительны, следовательно,
/а= 9а, /, = гз,

то мы внесём в уравнение (а), кроме этих значений, подстановку s =  — s'. 
Меняя знак у всех членов, получим:

s'3 +  j?V a + (ps> +  г2 = 0,
откуда опять следует, что все корни s' отрицательны, значит, корни s поло
жительны. В обоих случаях три корня s одного знака и поверхность — эллип
соид.

Следствие. Для того чтобы поверхность второго порядка была 
гиперболоидом, необходимо и достаточно, чтобы из двух чисел /2 и Д/д 
хотя бы одно было отрицательно.

Теорема. Инвариант /4 положителен, если сигнатура формы, 
стоящей в левой части канонического уравнения центральной невырож- 
дающейся поверхности, равна нулю или четырём, отрицателен, если 
сигнатура равна двум.

Это прямо следует из значения этого инварианта для канонического 
уравнения:

U — aiianaxfloo-
Заметим, что 1\, как произведение четырёх коэффициентов, не изменяет знака 
при умножении всех членов уравнения поверхности на отрицательное число.

Для уравнений (15) и (18) инвариант /4 положителен, для уравнений (16) 
и (17) — отрицателен.

Отсюда вытекают такие признаки для распознавания центральных 
невырождающихся поверхностей второго порядка:

Типы поверхностей второго 
порядка Инвариантные характеристики

Инварианты,
определяющие
коэффициенты
канонического

уравнения

Эллипсоиды:
мнимый (15) 
действительный (16)

А •/„>(), /4>о, л > о 
h-U>о, /,>о, /* <о Л, д. /8, /4

#|. /J. #$. '4

Гиперболоиды:
двупоЛостный (17) 
однополостный (18)

Хотя бы одно из чисел /*<0
Л ■ Л»отрицательно

i\, /j. /|> Л 
U
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П р о д о л ж е н и е

Типы поверхностей второго 
порядка Инвариантные характеристики

Инварианты,
определяющие
коэффициенты
канонического

уравнения

Параболоиды:
эллиптический (19) 
гиперболический (20)

о 
о

A
V

о
оIIII %  %  и b h h

Конусы:
мнимый (21) 
действительный (22)

h-U >о, /2> о, /4 =  о
Хотя бы одно из чисел /4 =  0 

А • h отрицательно
М» 2̂» /3 

2̂» /З

Цилиндры:
мнимый (23) 
эллиптический (24) 
гиперболический (25) 
параболический (26)

h-'b>0, / 2> о , /3 =  о, /4 =  0 h-h<o> 4 > о , /3 =  о, /4 =  0 
/2< 0 , /3 =  0, / 4 = 0 

А - 4 < 0 , /2 =  о, /3 =  о, / 4 = о

А« 2̂» 4  
'1*
Л» 2̂» 5̂ 
Л. 5̂

Пара плоскостей 
с собственной осью:

д;2 у2
мнимых J  +  J  =  0

д:3 Л действительных -ш—ш =  0 а* щ

ранг /4 равен 2 

4  0i „ /4 „ 2

%  h 

Ц к

Пара плоскостей 
' с несобственной осью:

параллельные плоскости дей-
ствительные Щ — 1 =  0 с*

параллельные плоскости
*3

мнимые - 4 - 1 = 0  с2 '
собственная и несобственная 

плоскости х3х0 =  0

0, /2 =  0, ранг /4 равен 2 

А »> 0 , /2 =  0, . / 4 . 2

«<Л =  0 (/, * = 1 , 2 .  3)

А*

Л»

Сдвоенные плоскости: 
собственная z2 =  0 
несобственная лс§ =& 0

Ранг /8 и /4 равен 1 
Все ава =  0, кроме aw

—
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Приложение. Аффинная классификация поверхностей второго порядка

Несобствен Ранг 3 2 1
ная линия Сигна 3 1 2 0

тура
Ранг Сигна

тура
4 Мнимый эллипсоид

(* !)*+ (**)*+
+ (лг3)а +  (* °)а = 0

св« 2 Действительный Двуполостный Эллиптический
о; эллипсоид гиперболоид параболоид
Q.О 4 (* 1)а+(л:2)а + (JC1)»+  (*» )*- (x1f  + (xzf  —
Ос_ + (* 3)а— (лг°)а = 0 —  (*3)2 +  (лг°)2 = 0 — 2xsx° = 0
ОО.о 0 Однополостный Г иперболический
в гиперболоид параболоид
н (* 1)2 +  (*2)2_ (*1)2 _  (*2)2 _
оXX —(дг3)2 — (лг°)а = о — 2х3х° = 0
о.о« 3 Мнимый конус Мнимый цилиндр
с (*i)®+  (*«)*+

+  (*3)а = 0 +  (лг°)2 = о

1 Действительный Эллиптический Г иперболический Параболический
конус цилиндр цилиндр цилиндр
(.*l)2 +  (*2)a- (*1)2+ (* 2)2_ (*1)2 _  (*2)2 + (*3)2 _  2*2*0 _  о

—  (*3)3 = 0 — (л:0)9 = 0 +  (л0)а = 0



Все эти признаки инвариантны и относительно преобразования декарто
вых прямоугольных координат, и относительно умножения уравнения на 
произвольное число. Для канонических уравнений они удовлетворяются, а так 
как они охватывают все типы поверхностей и взаимно исключают друг друга, 
то вполне определяют поверхность. Действительно, какую бы поверхность 
второго порядка мы ни взяли, найдётся только один признак, которому она 
удовлетворяет, и нет ни одной поверхности другого типа, которая могла бы 
ему удовлетворить.

Г л а в а  X V

ПЛОСКИЕ СЕЧЕНИЯ ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

§ 1 *. Сечение поверхности второго порядка произвольной 
плоскостью

Мы знаем, что сечение поверхности второго порядка плоскостью есть 
кривая второго порядка.

Не так трудно определить элементы этой линии.
Центр всякого плоского сечения (§ 9, гл. X II) всегда лежит на диа

метре, сопряжённом параллельной сечению диаметральной плоскости. Такой 
диаметр можно определить, как пересечение двух диаметральных плоскостей, 
несобственные полюсы которых лежат в заданной плоскости.

Чтобы определить г л а в н ы е  н а п р а в л е н и я ,  заметим прежде всего, 
что проектирование параллельными прямыми на произвольно заданную 
плоскость переводит любую пару сопряжённых диаметров кривой второго 
порядка в пару сопряжённых диаметров проекции.

Действительно, согласно теореме § 2, гл. V III, часть первая, гармони
ческая четвёрка точек проектируется из произвольной точки гармонической 
четвёркой прямых одного пучка. Если этот пучок пересечь произвольной 
плоскостью, то получится четвёрка точек на прямой, а так как при сечении 
четвёрки прямых одного пучка произвольной прямой сложное отношение 
сохраняется, то получаемая четвёрка точек будет тоже гармоническая. Сле
довательно, при проектировании кривой второго порядка из произвольной 
точки на какую-нибудь плоскость полюс и его поляра относительно кривой 
второго порядка перейдут в полюс и поляру относительно проекций этой 
линии. Если кривая проектируется из несобственной точки, то несобствен
ные точки плоскости первой кривой будут проектироваться пучком несоб
ственных прямых, и несобственная прямая перейдёт в несобственную пря
мую второй плоскости. Полюс первой прямой спроектируется в полюс 
B to p o fl несобственной прямой, т. е. центр кривой перейдёт в центр её 
проекции, и полярно сопряжённые диаметры — в полярно сопряжённые 
диаметры проекции.

Проектируя заданную кривую второго порядка, например на плоскость 
хОу, мы можем написать условие сопряжённости диаметров проекции. 
Возвращаясь к оригиналу, мы найдём условие сопряжённости диаметров 
заданной кривой. Сопряжённые и в то же время перпендикулярные направ
ления дадут пару главных направлений кривой.

§ 2 . Сечения эллипсоида плоскостями, параллельными 
главным плоскостям

Несравненно проще исследовать сечения поверхности плоскостями, 
параллельными координатным плоскостям. В этом случае плоскость 
оригинала (плоскость линии сечения) и плоскость проекции парал
лельны, а сечения цилиндра параллельными линиями равны. Это прямо
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следует из того очевидного факта, что всякая хорда данной линии 
равна своеЗ проекции, как отрезки параллельных между параллель
ными.

Рассмотрим эллипсоид
jr2 t/2 »2
-̂2 +  62 " f  73 =  *■ 0 )

Пересечём его плоскостью
г — h.

Исключая координату г, получим уравнение цилиндра, проходящего 
через линию пересечения и имеющего образующие, параллельные 
оси Ог:

да 1 62 С2 — 1 • W

Это уравнение вместе с уравнением
г =  0

определит сечение цилиндра плоскостью хОу, т. е. проекцию рас
сматриваемой линии на плоскость хОу. Если рассматривать уравне
ние (а), как уравнение только между двумя координатами точки на 
плоскости, то оно непосредственно определяет проекцию. Поднимая 
эту проекцию на расстояние h от плоскости хОу, получим линию 
пересечения.

Перенося члены, не содержащие текущих координат, в правую 
часть, имеем:

— =  1— (Ь) ваП-&з сг ' '

Так как левая часть всегда положительна, то для действительности 
кривой (Ь) необходимо:

1— или А2 ̂  с2.
Сл

Эллипсоид пересекают только те плоскости, которые находятся от 
плоскости хОу на расстоянии, не большем с. Если h =  с или h — —  с. 
то уравнение

^ -4 -^  =  0Я» ' 62

распадается на пару мнимых прямых и плоскость г =  h касается 
эллипсоида.

Полагая
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д;2 у 2
~л~Г J J  =  1 (* i =  aq, щ  =  bq)1 "1

делим уравнение (Ь ) на q1 и получаем уравнение эллипса

(2)

с полуосями a1% bv
Меняя А от О до с, мы меняем q от I до 0 и получаем семей

ство подобных эллипсов.
Чтобы правильно разместить их в пространстве, заметил!, что

правая вершина большой оси 
эллипса имеет координаты:

х — at — aq =  a l/~ 1 — 
^  =  0, -г

fta
с»

h.

x Исключая параметр А, полу
чаем уравнение геометриче
ского места вершин больших 
осей сечений эллипсоида пло
скостями, параллельными пло
скости х Оу:
x j , &  t Л

Кбош м ’ у - 0- (C j)

Это — сечение эллипсоида (1) плоскостью хОг. Аналогично, вершины 
малых осей семейства кривых (2) образуют в пространстве эллипс:

1/2 *2 
Ч~ ~ ж  =  1 > х = о ,Ьа Сса)

который является сечением эллипсоида координатной плоскостью 
Если вычертить опорные кривые (ct)t (с2), то кривые (2) сами 

лягут на своё место и дадут представление о форме эллипсоида 
(черт. 88).

§ 3. Сечения однополостного гиперболоида плоскостями, 
параллельными главным плоскостям

Рассмотрим сечение однополостного гиперболоида
к2 1/2 у2

^3- - f - w ~ W ===1
плоскостями

z — h.

Уравнение проектирующего цилиндра получаем исключением теку
щей координаты г: 

х2 I у 2 * I h2 / \



Это же уравнение определяет проекцию, если его рассматривать, как 
уравнение только между двумя координатами х  и у .

Здесь h может принимать любые значения, ибо правая часть 
всегда положительна.

и деля уравнение (а) на q*, имеем уравнение эллипса

с полуосями au bv
Меняя h от нуля до бесконечности, 

мы меняем q от 1 до бесконечности и 
получаем семейство подобных эллипсов.

Правая вершина эллипса (4) имеет 
координаты

Та и другая кривая — гиперболы, получаемые сечением гиперболоида 
соответственно плоскостью хОг или у  О г.

Вычерчивая кривые (Ьа), (Ьа), размещаем эллипсы (4) и полу
чаем форму однополостного гиперболоида (черт. 89)

§ 4. Сечения двуполостного гиперболоида плоскостями,

Уравнение двуполостного гиперболоида получается из уравнения (3) 
изменением знака свободного члена:

Мы можем повторить рассуждения § 3, вводя необходимые изме
нения знаков.

Полагая

т  +zr = I (ai ~  Щ (4)а, Ь*
г

У — 0, z — h,
или, по исключении параметра h, полу
чим геометрическое место вершин боль
ших осей эллипсов (4):

х

jk2 г2 У
^ - # = 1 ,  У  =  0. ■

Аналогично, геометрическое место вер
шин малых осей эллипсов (4) опреде
ляется уравнением:

Черт. 89.

параллельными главным плоскостям

ЛСа . «я *3 
Cfl ' О* С» (5)
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Сохраняя прежнюю нумерацию формул, мы получаем уравнение 
цилиндра, проектирующего линию пересечения гиперболоида (5) 
с плоскостью г — h:

Чтобы правая часть была неотрицательна и линия сечения была 
действительна, надо иметь:

Для —  с <  Л]< с плоскость z — h не пересекает гиперболоида; пло

"и аналогично получим геометрическое место вершин другой оси:

Та и другая кривая —  гиперболы; они могут быть получены сечением 
гиперболоида плоскостью хОг или уОг.

В отличие от однополостного гиперболоида отрицательный 
знак правой части уравнений (5), (bj) и (bg) меняет теперь характер 
оси: например, для гиперболы (bj) ось Ох стала мнимой (не пере
секает гиперболы), а ось Ог —  действительной.

Вычерчивая кривые (Ь}), (Ь2) и размещая эллипсы (6), получаем 
форму двуполостного гиперболоида (черт. 90).

—  Л-У?.— 2* .__1аа " Г  £2 са (а)

/>а
-jp---1 0 или А2 ̂  с2.

г скости z =  с и 2 =  —  с касаются его. 
Полагая

и деля уравнение (а) на <72, получаем ура
внение проектирующего цилиндра и в то же 
время уравнение самой проекции в виде:

4- +  т г = 1  («1 =  аЯ> h  =  bq). (6) 
“ i ° i

откуда получаем уравнение геометрического 
места правых (и левых) вершин большой оси:

Здесь А можно менять от d t с до беско
нечности, причём q будет меняться от 0 до 
бесконечности.

Правая вершина эллипса (6) имеет коорди 
наты:

Черт. 90.
v-2 »а

- у - ' З Г * - 1' М
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§ б. Сечения эллиптического параболоида плоскостями 
главного направления

Пересекаем параболоид
(р>  0, д> 0) (7)*‘ + J l  =  2z

плоскостью

Цилиндр,
уравнением:

Р ' Я

z =  h,
проектирующий линию пересечения, определяется

2 Л. (а)
Это же уравнение, как уравнение только между двумя координатами, 
определяет проекцию. *

Для положительности правой части 
необходимо

А > 0;

только при этом условии линия пере
сечения будет действительной, ибо ле
вая часть всегда положительна. Если 
Л =  0, то линия (а) распадается на 
пару мнимых прямых и плоскость ста
новится касательной.

При положительном А делим обе 
части уравнения на 2А и получаем ура
внение эллипса:

(8)

(aj =  Y  2ph, bt =  У  2 qh).

Меняя А от 0 до бесконечности, меняем и тоже от 0 до бес
конечности.

Правая вершина эллипсов (8) имеет координаты: 
х — а̂  — У  2ph, у  — 0, z =  h, 

откуда уравнение геометрического места вершин большой оси есть
Xй —  2 рг, у  —  0, (b j)

а вершин другой оси —
у2 =  2 qz, х — 0. (Ь3)

Это две параболы; они получаются сечением параболоида плоскостями 
хОг и уОг.

Строя опорные параболы (bt) и (Ь2), размещаем эллипсы (8) 
и получаем форму параболоида (черт. 91).

21 Зм. 3183. С. П. Фиников. 321



§ 6. Сечения гиперболического параболоида плоскостями 
главного направления

Гиперболический параболоид определяется уравнением:
r2 i/3----—  =  2г. (9)
Р Я

Оно получается из уравнения (7) изменением знака параметра q.
Поэтому все последующие уравнения получаются из уравнений § 5 

изменением знака параметра q.
Сохраняя нумерацию формул, имеем уравнение цилиндра, проек-

У

тирующего линию пересечения параболоида (9) с плоскостью г — h:
jr2 у2
----—  =  2h. (a)p q w

Это уравнение определяет проекцию, если его рассматривать как 
уравнение между двумя координатами точки на плоскости.

Здесь h —  вполне произвольно. Если h =  0, то уравнение (а) 
определяет пару прямых: значит, плоскость г — 0 —  касательная пло
скость поверхности; она пересекает поверхность, ибо точка касания 
(начало координат) —  гиперболическая точка поверхности, как и все 
другие точки её.

При положительном h делим уравнение (а) на 2h, при отрица
тельном — на — 2А. Результат можно записать одним уравнением, 
поставив в правой части двойной знак:

— Ь  ai — V 2p J h |, =  ]/2<71 h |. (10)
ai °i

Верхний знак соответствует положительному h.
Меняя h от — оо до -f-схэ, мы будем получать семейство по

добных гипербол; они имеют одну и ту же пару осей и одни и те же 
асимптоты. Два значения параметра к с одной и той же абсолют-
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г =  h,
откуда уравнение геометри
ческого места этих вершин 
напишется в виде:

лга =  2рг, у  — 0 . (Ь,)
Аналогично для вершин со
пряжённых гипербол А <  0, 
так как | Л \ — — А, имеем:
у  =  Ь1 =  V2q\h\ =  V  — 2qh,

х =  0, г =  Л у
о о п ч Черт. 93.y- =  —  2qz, х — 0. (bjj) н

Уравнения (Ьх) и (Ь2) определяют две параболы, которые являются 
вместе с тем линиями пересечения параболоида плоскостями хОг 
и уОг.

Отрицательный знак в правой части уравнения (Ь2) показывает, 
что парабола, касаясь оси Оу в начале координат, располагается 
в полуплоскости уО г с отрицательными значениями г (ниже оси Оу).

Вычерчивая опорные параболы (bj), (b>2) и размещая гиперболы (10), 
получаем форму гиперболического параболоида (черт. 93).

§ 7*. Круговые сечения и циклические точки поверхности 
второго порядка

Среди эллипсов эвклидовой плоскости особое место занимают окруж
ности. Поэтому естественно поставить вопрос о круговых сечениях поверх
ности второго порядка.

Так как окружность является специальным видом эллипса, то круговые 
сечения могут быть только на тех поверхностях второго порядка, которые 
имеют эллиптические сечения: сюда относятся эллипсоиды, гиперболоиды 
обоих видов и эллиптические параболоиды.

Параллельные сечения поверхности второго порядка подобны, поэтому 
достаточно рассмотреть сечения поверхности плоскостями, проходящими 
через начало координат. Если такая плоскость даёт в сечении с поверхностью 
окружность, то и все параллельные плоскости будут пересекать её по ок
ружностям — действительным или мнимым.

Мы знаем, что все окружности плоскости проходят через одну и ту же 
пару мнимых несобственных точек плоскости, так называемых циклических

ной величиной и противоположными знаками соответствуют паре 
сопряжённых гипербол: они имеют одни и те же полуоси аи bv  но 
действительная полуось одной гиперболы становится мнимой для 
другой; поэтому две сопряжённые гиперболы располагаются по разные 
стороны одной и той же пары асимптот (черт. 92).

Координаты правой вершины гипербол А > 0 определяются фор
мулами:

x =  a1 =  \r2ph, у  =  0,
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точек (§ 2, гл. X II, часть первая), определяемых на плоскости хОу уравне
нием:

(дг1)2 +  (*3)2 =  0, *0 = 0. (П )

Обратно, всякая кривая второго порядка, проходящая через циклические 
точки, есть окружность, ибо старшие члены уравнения удовлетворяют усло
вию ДЦ =  022. а12 =  0 (§ 2, гл. X, часть первая).

Всякая сфера

(х1 — ax<>f +  (дгз _  ьхО)2 +  (лг® — cxfif — №  =  О
пересекает несобственную плоскость по одной и той же мнимой окружности

(* i)a +  (*2)2 +  (x*f =  0, *0 =  0. ( 12)
которая называется абсолютным кругом несобственной плоскости.

Так как окружность всегда лежит на какой-нибудь сфере, то цикличе
ские точки всех плоскостей пространства лежат на абсолютном круге ( 12). 

Несобственная линия поверхности второго порядка
a{jlxix* = 0, х ° = 0 (i, k=  1,2,3) (13)

пересекает абсолютный круг в четырёх точках, попарно комплексно сопря
жённых (пара точек называется комплексно сопряжённой, если все четыре 
координаты одной точки получаются из соответствующих координат другой
заменой I на — i, где I  = У - 1). Действительно, два квадратных однород
ных уравнения относительно трёх неизвестных всегда допускают четыре 
решения для отношений неизвестных. Эти значения — попарно комплексно 
сопряжённые, если коэффициенты уравнений действительные. Следова
тельно, поверхность второго порядка имеет четыре циклические точки, по
парно комплексно сопряжённые.

Через каждую пару комплексно сопряжённых циклических точек поверх
ности можно провести действительную плоскость, которая пересечёт поверх
ность по окружности, ибо линия пересечения содержит ту пару циклических 
точек, которая, принадлежа поверхности, в то же время принадлежит секу
щей плоскости, а значит, принадлежит и линии пересечения их.

Единственное исключение представляет гиперболический параболоид. Он 
пересекает несобственную плоскость по паре действительных прямых. На 
них и расположены циклические точки гиперболического параболоида. 
Каждая несобственная прямолинейная образующая содержит пару комплексно 
сопряжённых циклических точек. Значит, действительная плоскость, содер
жащая эту пару, пройдёт через несобственную образующую, и линия пере
сечения её с поверхностью не будет окружностью, а распадётся на пару 
прямых — одну собственную и другую несобственную.

Если отнести поверхность к главным направлениям, то старшие члены 
уравнения сведутся к трём (или у параболоида к двум) квадратам, коэффи
циенты которых равны корням s2> s3 характеристического уравнения. 

Уравнение несобственной линии (13) поверхности примет вид:

*1 (-*1)2 +  *2 (* 2)2 Ч- s8 (х3)9 =  0, х0 =  0.
Пара уравнений:

х\ + х\ + х\ “  
sixi + s-ixl + sbxl = 0

определяет решение:

xi х\_____ х'в
Sg —  S2 Sy —  Sg S j  —  S j
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*8 >  $2 >  *1>
и фиксируя подходящим образом множитель пропорциональности, мы 
получим:

х0 =  О, х, =  Y h = *
дг, = ± iY s 3 — st, xs = ± У st — slt I = У  — 1.

Четыре комбинации знаков лг2 и х9 дадут четыре циклические точки поверх
ности.

Через пары комплексно сопряжённых точек проходят плоскости
У «а — Sjjf, ± У «3 — s,xs =  0. (14)

Следовательно, плоскости круговых сечений параллельны средней оси поверх
ности (соответствующей среднему по величине корню характеристического 
уравнения); главные плоскости поверхности, проходящие через эту ось, 
служат им биссекторами.

У поверхностей вращения два корня характеристического уравнения 
равны и одна из разностей s3 — Sj или s3 — s2 обращается в нуль. Две системы 
круговых сечений совпадают.

У сферы все корни характеристического уравнения совпадают, обе раз
ности $2 — si и s3 — s2 равны нулю, и уравнения (14) становятся неопреде
лёнными. Всякая плоскость сечёт сферу по окружности.

§ 8*. Круговые сечения центральных поверхностей 
второго порядка

Для трёхосного эллипсоида
jr2 «S *2
^ j f + P  +  ̂ 8 — 1 (а > * >  С) (15)

имеем:
1 _  1 _  1 *1 — да » *2 — J*  » s3 — С2 •

Уравнения (14) принимают вид:

Уа* — Ь* — ± У  ft3 —с*— = 0. (16)

Чтобы найти сферу, на которой лежат окружности сечений, обратим вни
мание на тождество:

~  + У*3 —  С3 ^У Д* —  --- У  ft» _  с3 ■£.)-}-

+ 62S + ^ + S ~ l) = ^ + j'2+^ “ <'2'
В левой части у нас стоит левая часть уравнения пучка поверхностей вто
рого порядка, имеющего базисом поверхность (15) и пару плоскостей (16), 
а в правой части стоит левая часть уравнения сферы.

Следовательно, сфера
*2+ j,2  +  22_ft2 =  0 (17)

принадлежит рассматриваемому пучку и проходит через линии пересечения 
поверхности (15) с каждой из плоскостей (16). Так как центр сферы лежит

Полагая корйн характеристического уравнения различными:
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8 плоскости ёечё&ня (в начале координат), то радиус сферы равен радиусу 
окружностей. Обе окружности имеют радиус, равный средней полуоси эллип
соида.

Аналогично из тождества

*? ( 3  ■+w + т * ~ 1) + { £  +  у  j + х («з -  с2) }  х

X  | _  у е , а _ са £ _ } - Х ( а з са)| =

=  *2 +у> +  гз 4- 2\ у ф  — т  ах +  2Х У  № — с2 сг +  X2 (а* — с*) — № 
вытекает, что плоскость

УсР — Ь*—  Ц  У&а _ са_£ +  Х (а2_ с2) _ о ,  (а)

где X — произвольный параметр, сечёт эллипсоид (15) по окружности, лежащей 
на сфере

(ЛГ +  Xfl У  а2 — *2)2 ХС у > 2 _ С2)2 _j_ f)2 [К2 (а2 — С2) — 1J =  0.
Центр этой сферы с координатами

С(  — ХаУа2 — *2, о, — Хс ■у*2 — с2) 
при всяком X лежит в плоскости (а). Если 

X2 (а2 — с2) =  1,
то радиус сферы равен нулю и, следовательно, окружность сечения стяги
вается в точку, а плоскость (а) касается эллипсоида. Точка касания

Я  /ж У а2 — Ц ! , 111 — ca \С* I r t  a —» 0, ш  с ■ — I 
\ У  а2 — с2 ■ }[&— & ]

носит название точки округления. Два знака, которые получает X при 
извлечении корня, и два знака в уравнении (16) дадут четыре комбинации 
знаков плюс и минус. Эллипсоид имеет четыре точки округления.

У  гиперболоидов
*-2 «2 z3

-г.-тя+г” * 1 <“<*> Р
имеем:

1 1 1 
S1 я2 > S2 — * *8-  сз •

Следовательно, по формуле (14) плоскости, секущие гиперболоид^по окруж
ностям, определяются уравнениями:

У  fr2 — аЗ — ± У  *2 са _  —; о. (19)а 1 с
Плоскости круговых сечений параллельны оси у.

§ 9*. Круговые сечения эллиптического параболоида 
У эллиптического параболоида

=  ” 2Z (?> / > > °) (20)
имеем:

1 1



Плоскость +  — /7 =  0,

где X — произвольный параметр, пересекает параболоид (20) по окружности 
лежащей на сфере:

С* + У р (ч—р))2 Ц Щ+1 — q)* + q (2Х—| —Щ = о.
Центр сферы С (— У  p(q — р), 0, q — X) лежит в плоскости сечения.
при х - г + 1

сфера сжимается в точку, плоскость касается поверхности и точка касания

Yp (q—p), 0, |Д ||
является точкой округления. Для другого знака в уравнении (21) получим 
вторую точку округления. Параболоид имеет две точки округления.

Уравнение (14) принимает йИД:

V  ~ J f ± z = f l .  (21)
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