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От редактора перевода 

Традиционные курсы линейной алгебры, читаемые в высших 

учебных заведениях, и соответствующие учебные пособия, как 

правило, мало затрагивают прикладную сторону предмета. Но 

в то же время линейная алгебра служит основой всех методов 

вычислительной математики, являясь в этом смысле чисто при

кладной наукой. 

Предлагаемая вашему вниманию книга написана известным 

американским математиком Гильбертом Стренгом на основе кур

са лекций для студентов Массачусетского технологического 

института, который читался им с учетом именно этих обстоя

тельств, и это оказало существенное влияние как на стиль 

изложения материала, так и на его выбор. Например, в виде 

отдельных глав здесь представлены метод исключения Гаусса, 

положительно определенные матрицы и даже линейное програм

мирование, и в то же время жорданова форма матрицы и ли

нейные преобразования рассматриваются в виде кратких прило

жений. В книге рассматриваются также вопросы об ортогональ

ном проектировании векторов на подпространства и дается 

представление о методе конечных элементов, который в настоя

щее время становится основным средством приближенного реше

ния уравнений математической физики. Оrдельная глава посвя

щена вычислениям с матрицами и, в частности, итерационным 

методам решения систем линейных алгебраических уравнений, 

играющим важную роль в вычислительной математике. 

Каждая глава содержит большое число примеров и упражне

ний, которые также призваны способствовать развитию у чита

теля навыков в решении прикладных задач. 
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Написанная доступным языком, эта книга, несомненно, ока

жется полезной для широкого круга читателей: математиков

прикладников, аспирантов и студентов многих специальностей 

университетов и втузов. Она заинтересует также преподавателей 

курсов линейной алгебры-как с точки зрения методологии, так 

и с точки зрения максимальной приближенности теории к при

ложениям. 

Перевод глав 1, 2, 6, 7 выполнен Ю. А. Кузнецовым, глав 3, 
4, 5, 8 и приложений-Д. М. Фаге. 

Г. И. Марчук 



Предисловие 

Я считаю, что линейная алгебра преподается сейчас слиш
ком абстрактно. Конечно, это утверждение спорно и, быть мо
жет, слишком спорно, чтобы бьпь верным. Но я убежден, что 
настоящее руководство должно объяснять существо линейной 
алгебры и развивать математическое мышление читателей -
ведь этот предмет столь же фундаментален, как математический 
анализ, столь же полезен и имеет такие же богатые приложе
ния. Кроме того, линейная алгебра доступнее анализа, и это 
обстоятельство слишком важно, чтобы им пренебрегать. 

Разумеется, нынешнее состояние дел с линейной алгеброй 
вполне объяснимо. Ее преподавание дает прекрасную возмож
ность иллюстрировать точность математических рассуждений и 
построения доказательств. Это достоинство я сознаю, ценю и 
надеюсь сохранить, и мне всегда было приятно читать лекции 
именно в таком стиле. Однако, когда я начал экспериментиро
вать в Массачусетском технологическом институте с различными 
вариантами курса, я обнаружил еще одно его достоинство: пре
подавание линейной алгебры не только позволяет иллюстриро
вать единство двух важнейших черт математики - абстрактности 
и приложимости, но II постоянно побуждает подчеркивать это 
единство. 

Так повелось, что большинст.во изучающих линейную алгебру 
вязнет в абстракциях и не доходит до приложений. И очень 
многие студенты, особенно нематематических отделений, вовсе не 
выбирают этот курс. Даже самые способные наши студенты при
обретают тенденцию к постижению абстракций, но остаются бес
помощными в вычислениях - например, они решают системы 

линейных уравнений по правилу Крамера, а собственные зна
чения понимают только как корни характеристических уравне

ний. В силу всего этого возникает сильное желание сделать 
преподавание нашего предмета более полезным и более доступным. 
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Мы надеемся изложить курс линейной алгебры так, что
бы его изучение приобрело смысл для широких кругов студен
тов самых разных уровней. Эго, конечно, не означает, что мы 
задумали написать своего рода поваренную книгу по алгебре -
предмет заслуживает большего. Мы просто концентрируем вни
мание не на строгости изложения ради ее самой, а на сути 
понятий, всюду стараясь скорее объяснить, нежели доказать. 
Некоторые определения вводятся формально, но многие появ
ляются в процессе обсуждения. Точно так же строги и точны 
лишь некоторые, а не все доказательства. Разум~ется, в каж
дом случае имеется строгая теория, которая лежит в основе 

изложения; она должна быть разъяснена и подкреплена при
мерами. 

При постро~нии любого курса имеется специфическая труд
ность, которую нельзя отложить на более поздний срок: с че
го начать курс? Большинство студентов начинают его слушать, 
уже имея не1<оторые представления о линейных уравнениях. 
Тем не менее мы убеждены, что изучение линейной алгебры 
должно начинаться с основной задачи о решении системы п 
уравнений с п неизвестными, причем решаться эта система дол
жна простейшим и наиболее употребительным способом- мето
дом исключения Гаусса (а не по правилу Крамера!). К счас
тью, несмотря на простоту этого метода, имеется ряд момен

тов, которые являются центральными для его понимания и но

выми почти для каждого студента. Наиболее важно то, что ме
тод исключения эквивалентен матричному разложению: матрица 

коэффициентов разлагается в произведение треугольных матриц. 
Эго является прекрасным введением к матричным обозначе
ниям и к правилу умножения матриц. 

Другая трудность состоит в правильном выборе темпа изло
жения. Если предполагать, что операции с матрицами уже зна
комы студенту, то материал первой главы нужно излагать не 
слиш1<ом медленно, поскольку следующая глава потребует от 
читателя значительных усилий. Ее цель состоит в том, чтобы 
объяснить смысл уравнения Ах=Ь глубже, чем позволяет метод 
ис1<лючения. Я считаю, что введение четырех основных подпро
странств-пространства столбцов матрицы А, пространства ее 
строк и их ортогональных дополнений (двух нуль-пространств)
дает эффективный способ построения примеров линейной зави
симости и независимости, а также хорошо иллюстрирует идеи 

базиса, размерности и ранга. Кроме того, с помощью понятия 
ортогональности обычная геометрия трехмерного пространства 
естественным образом распространяется на п-мерный случай. 
И, разумеется, эти четыре основных подпространства служат клю
чом к пониманию уравнения Ах=Ь. 

Главы 1-5 являются сердцевиной курса линейной алгебры. 
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В них содержится большое число примеров из физики, техники, 
теории вероятностей и статистики, экономики и биологии. (Здесь 
рассматривается, в частности, геометрия молекулы метана и даже 

намечается способ применения факторного анализа в психологии, 
который мои коллеги по МТИ отказываются излагать студентам!) 
В то же время ясно, что наша 1шига не претендует на описа
ние всех возможных применений матриц. Это-всего лишь на
чальный курс линейной алгебры, и наша цель состоит не в из
ложении таких применений, а в подготовке к ним. И такая под· 
готовка может быть успешной лишь в том случае, если удастся 
добиться хорошего понимания теории. 

Теория в книге представлена достаточно подробно. После изу
чения в гл. 2 векторных пространств в гл. 3 мы изучаем проекции 
и скалярные произведения, в гл. 4-определители и в гл. 5-собст
венные значения. Я считаю, что инженеры и другие лица, интересу
ющиеся приложениями, должны обратить особое внимание на гл.5, 
где делается упор на использование диагонализации (включая 
спектральную теорему); жорданову форму матриц мы отнесли в 
приложение. Каждая глава оканчивается набором обзорI:Iых упраж· 
нений и построена таким образом, что последний параграф является 
дополнительным; это относится также и к § 3.4 о псевдообратных 
матрицах. Для семестровых или полусеместровых курсов преподава
тель должен сделать выбор между положительно определенными 
матрицами (из гл. 6) или линейными программами (из гл. 8) в 
зависпмости от интересов слушателей; я надеюсь, что § 8.1 и 8.5 
дают краткое, но полезное введение в линейное программирова· 
ние и теорию игр. 

Заметим, что книга может послужить основой для трех раз
личных курсов. Первый из них-вычислительная линейная алгеб
ра-должен включать материал всей гл. 1, наиболее существенные 
факты из гл. 2-6 и, на1юнец, гл. 7 о вычислениях и § 8.2 о симп
лекс-методе. Второй курс -линейная алгебра для статистиков; 
в нем должны быть полнее изучены гл. 3 и 6. Третья возможность
рассматривать, как это делают экономисты, неравенства наряду 

с уравнениями, и тогда нужно возможно скорее перейти от уравне
ния Ах =Ь к линейному программированию и двойственности. 

Мы надеемся на благосклонно~ внимание математиков, которые 
просто обучают основам линейной алгебры. Это-истинная цель 
нашей книги и хочется думать, что математиков не отпугнут мно
гочисленные «подсчеты числа операций» и другие замечания вычнс
лительного характера, особенно в гл. 1. С практической точки 
зрения важность таких замечаний очевидна. Но они имеют и 
серьезную теоретическую цель -способствовать более детальному 
изучению процесса исключения посредством фактического под
счета числа шагов. Обычно я прошу аудиторию на первой или 
второй лекции проделать такой подсчет, и результаты оказывают-
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ся совершенно непредсказуемыми. Однако нет нужды обсуждать 
этот или другие вычислительно-ориентированные вопросы в ауди

тории; любой учебник должен и дополнять, и суммировать мате
риал лекций. 

Итак, необходима книга, которая позволит читателим успешно 
овладеть приложениями и в то же время научит их математике, 

лежащей в основе этих приложений. Именно такую книгу я и 
попытался написать. 

За помощь в ее написании мне хочется особенно поблагода
рить Тома Слобко, который постоянно подбадривал меня, Урсулу, 
которая с такой милой добротой перепечатывала весь материал, 
и самое для меня драгоценное-мою семью. Есть еще и более 
ранний долг, которого я никогда не смогу оплатить,-это долг 
перед моими родителями. Я посвящаю им свою книгу в надежде, 
что они поймут, как много они сделали для меня. Спасибо им 
обоим. 

Гильберт Стренг 



Глава 1 

МЕТОД ИСКЛЮЧЕНИЯ 

ГАУССА 

§ 1.1. ВВЕДЕНИЕ 

Решение систем линейных уравнений -это центральная зада

ча линейной алгебры. Наиболее важным и в то же время наиболее 
простым является случай, когда число неизвестных равно числу 
уравнений. Поэтому мы начнем с задачи, когда задано п уравнений 
с п неизвестными. 

В курсе высшей алгебры рассматриваются два в каком-то смысле 
конкурирующих способа решения систем уравнений. Первым 
является метод исключения. Сначала некоторые кратные 
первого уравнения системы вычитаются из других уравнений, 

с тем чтобы устранить из этих уравнений первое неизвестное. 
В результате возникает меньшая система, состоящая из п-1 
уравнений с п-1 неизвестными. Процесс повторяется, пока не 
останется только одно уравнение с одним неизвестным, которое 

можно решить непосредственно. Теперь нетрудно произвести 
обратный ход и определить все другие неизвестные в обратном 
порядке. Соответствующий пример мы скоро приведем. Второй, 
более сложный, путь дает идея определителя. Существует точная 
формула, называемая правилом Крамера, которая позволяет 
вычислить решение (значения неизвестных) как отношение двух 
определителей порядка п. Из примеров, приводимых в учебниках 
(человеческого терпения хватает, как правило, на случаи п = 3 
или п = 4, но не более), не всегда видно, который путь лучше. 

На практике более сложные формулы, содержащие определите
ли, оказываются для вычислителя бедствием, и потому для реше
ния больших систем уравнений постоянно используются алго
ритмы исключения. Таким образом, наша первая цель -понять 
алгоритм, который обычно называется методом исключения Гаусса. 

Этот алгоритм обманчиво прост и, вероятно, в некоторых 
частных с,11учая х уже хорошо знаком читателю. Однако имеют
ся четыре асш'кта, которые значительно глубже, чем простая 
техника исключения, и которые (вместе с самим алгоритмом) мы 
хотим обсудить в этой главе. Перечислим эти аспекты. 
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( 1) Интерпретация метода исключения как разложения матрицы 
коэффициентов. Мы введем матричные обозначения для системы 
уравнений, записывая п неизвестных как вектор х, а п уравне
ний в матричной форме как Ах =Ь. Тогда метод исключения 
соответствует разложению матрицы А в произведение LV ниж
ней треугольной матриt{Ы L и верхней треугольной матрицы И. 
Это очень полезное замечание, которое представляет основу для 
дальнейших исследований. 

Конечно, мы должны для этого ввести понятия матрицы и 
вектора, правила их умножения, определить для матрицы А 
транспонированную матрицу Ат и обратную матрицу А-1 • 

(2) В большинстве случаев метод исключения осуществляется 
без 1<аких-либо трудностей или модификаций. Но в некоторых 
исключительных случаях метод не срабатывает-либо из-за не
правильного порядка расположения исходных уравнений, что 
легко исправляется их перестановкой, либо из-за того, что урав
нения Ах=Ь не имеют единственного решения. В последнем 
случае или совсем не существует решения, или решений бес
конечно много. Мы хотим выяснить, как в процессе исключения, 
если он не срабатывает, распознается каждая из этих ситуаций. 

(3) Очень важно иметь приблизительный подсчет числа ариф
метических действий, требуемых для решения системы методом 
исключения. Во многих практических задачах решение вопроса 
о числе вводимых неизвестных, когда нам приходится балансиро
вать между необходимой точностью математической модели и об
щим объемом вычислительной работы, регулируется именно под
счетом числа арифметических действий. 

(4) Мы также хотим выяснить, хотя бы на интуитивном 
уровне, каким образом решение х может оказаться восприимчи
вым к оtиибкам округления. Для некоторых задач решение ока
зывается восприимчивым, для других нет. Если первопричина 
восприимчивости становится понятной, то, как правило, легко 
догадаться, каким образом ее контролировать. Без такого 
контроля вычислительная машина может выполнить миллио

ны операций, округляя 1<аждый результат до фиксирован
ного числа знаков, а полученное «решение» окажется абсолютно 
бесполезным. 

Окончательным результатом этой главы будет алгоритм исклю
чения, который настолько эффективен, насколько это возможно. 
Это именно тот алгоритм, который постоянно используется на 
практике в многочисленных приложениях. И в то же время 
использование матричных обозначений (матрица коэффициентов, 
матрицы, осуществляющие каждый шаг исключения или переста
новку строк, окончательные треугольные сомножители L и И) 
является одним из основополагающих моментов всей теории. 
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§ 1.2. ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ 
МЕТОДА ИСКЛЮЧЕНИЯ ГАУССА 
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Понять проблему легче всего на примере. Рассмотрим систему 
при n=З 

2и+ v+w= 1, 
4и+ V =-2, 

-·2и+2v+w= 7. 
(1) 

Наша задача-найти значения неизвестных и, v и w, и мы при
меним для этого метод исключения Гаусса. (Гаусс признан вели
чайшим из математиков, но, разумеется, не из-за этого откры
тия, на которое ему, вероятно, потребовалось минут десять. Но 
по иронии судьбы среди всех идей, связанных с его именем, 
наиболее часто упоминается рассматриваемая нами идея исклю
чения.) Метод начинается с вычитания кратных первого уравне
ния из других, чтобы исключить и из последних двух уравнений. 
Нам требуется 

(а) вычесть первое уравнение, умноженное на 2, из второго; 
(Ь) вычесть первое уравнение, умноженное на -1, из третьего. 

В результате получаем эквивалентную исходной систему урав
нений 

2и+ v+ w= 1, 
-1v-2w=-4, 

3v+2w= 8. 
(2) 

Коэффициент 2, который стоит при первом неизвестном и в пер
вом уравнении, называется ведущим элементом первого шага 
исключения. 

На втором шаге исключения мы не трогаем первое уравнение. 
Другие два уравнения содержат только два неизвестных v и w, 
и, следовательно, к ним можно применить ту же самую про

цедуру исключения. Ведущим элементом для этого шага явля
ется -1, а кратные этого второго уравнения будут вычитаться 
из остаJ1ьных уравнений (в нашем случае остается только одно 
третье уравнение), чтобы исключить второе неизвестное v. Таким 
образом, мы должны 

(с) вычесть второе уравнение, умноженное на -3, из третьего. 

Теперь процесс исключения завершен (по крайней мере в «пря
мом» направлении). В результате мы получаем упрощенную 
систему 

2и+ v+ w= 1, 
-1v-2w=-4, 

-4W=-4. 
(3) 
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Порядок действий при решении этой системы очевиден. Последнее 
уравнение дает w = 1; подставляя это значение во второе урав,
нение, мы получаем v=2; наконец, первое уравнение дает и=-1. 
Этот простой процесс называется обратной подстановной. 

Легко понять, как эту идею исключения можно обобщить на 
случай п уравнений с п неизвестными при сколь угодно боль
ших значениях п. На первом шаге мы используем кратные пер
вого уравнения, чтобы аннулировать все коэффициенты, лежащие 
под первым ведущим элементом. На втором шаге аннулируются 
коэффициенты, лежащие под вторым ведущим элементом и т. д. 
Наконец, последнее уравнение будет содержать лишь последнее 
неизвестное. Обратная подстановка позволяет получить ответ 
в обратном порядке, начиная с последнего неизвестного и кон
чая первым. 

Упражнение 1.2.1. Применить метод исключения и обратную подстановку 
для решения системы 

2и-Зv =3, 
4и-Бv+ w=7, 
2и- v-3w=5, 

Чему равны ведущие элементы? Выписать три операции, в которых кратное 
одной строки вычитается из другой. 

Упражнение 1.2.2. Решить систему 

2u- V =0, 
- и+2v- w =0, 

v+2w- z=O, 
w+2z=5. 

Теперь мы хотим задать два вопроса. Они могут показаться 
несколыю преждевременными, ведь мы еще только сформулиро
вали рабочий аJirоритм, однако ответы на них позволят осветить 
некоторые особенности данного метода. Первый вопрос: всегда 
ли процесс исключения приводит к решению, или, иначе говоря, 

при каких обстоятельствах этот процесс может не сработать? 
Ответ следующий: если ни один из ведущих элементов не равен 
нулю, то задача имеет единственное решение, и оно может быть 
найдено с помощью процессов исключения и обратной подста
новки. Если же какой-либо из ведущих элементов окажется рав
ным нулю, то следующий шаг процесса исключения становится 
неосуществимым. 

Если, например, первый ведущий элемент оказался равным 
нулю, то исключение и из других уравнений будет невозможно. 
То же самое справедливо для каждого промежуточного шага. 
Заметим, что промежуточный ведущий элемент может стать рав
ным нулю в течение процесса ис1<лючения (как ниже в упраж-
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нении 1.2.3), в то время как для первоначальной системы коэф
фициент на этом месте был отличен от нуля. Грубо говоря, мы 
не знаем, будет ли промежуточный ведущий элемент равен нулю, 
до того момента, пока не осуществим все предыдущие шаги про
цесса исключения. 

В большинстве случаев сложности, связанные с нулевым ве
дущим элементом, можно обойти и продолжить процесс :11сключе
ния вплоть до нахождения единственного решения системы. В дру
гих случаях срыв процесса оказывается неизбежным, поскольку 
система либо не имеет решения, либо имеет их бесконечно много. 

Анализ этой «аварийной» ситуации мы отложим на один из 
последующих разделов книги. 

Второй вопрос-очень практический и, я бы сказал, финан
совый. Какое количество арифметических операций требует ме
тод исключения для решения системы п уравнений с п неизве
стными? Если п большое и вместо нас исключение осуществляет 
вычислительная машина (соответствующую программу вы можете 
либо где-нибудь взять, либо написать сами), то, поскольку каж
дый шаг процесса нам известен, мы можем заранее оценить объем 
машинного времени, требуемого для решения задачи. Не обра
щая пока внимания на пра:аые части уравнений, подсчитаем 
количество операций, осуществляемых только в левых частях. 
Это операции двух видов. Одна из них-это деление на веду
щий элемент, чтобы найти число (пусть это будет l), на которое 
надо умножить «ведущее» уравнение для последующего его вычи

тания из уравнения, лежащего ниже. Затем, когда мы осуществ
ляем это вычитание одного уравнения из другого, мы непрерывно 

встречаемся с операцией «умножить-вычесть», т. е. члены веду
щего уравнения умножаются на l и вычитаются затем из соот
ветствующих членов уравнения, лежащего ниже. 

Предположим, что мы договорились назвать каждое деление 
и каждое умножение-вычитание простой операцией. В самом 
начале, когда первое уравнение имеет п неизвестных, для полу
чения в первом столбце каждого из нулей требуется п операций: 
одна, чтобы найти множитель l, и п-1 других, чтобы вычис
лить новые элементы соответствующей строки. Так как ниже 
первой лежат п-1 строк и, следовательно, требуется обратить 
в нуль п-1 элементов первого столбца, находящихся ниже 
ведущего элемента, то первый шаг npotfecca исключения требует 
п (п-1) = n2 -п операций. После этого шага первый столбец 
не изменяется. Заметим теперь, что последующие шаги реали
зуются быстрее, поскольку уравнения постепенно становятся 
короче; так, на втором шаге мы работаем с п-1 уравнениями 
с п-1 неизвестными. Когда процесс исключения подходит к k 
уравнениям, то для реализации следующего шага требуется только 
k(k-1)=k2-k операций, чтобы обратить в нуль элементы 
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столбца, находящегося под ведущим элементом (это эквивалентно 
первому шагу процесса, когда k = п). Таким образом, общее число 
арифметических операций в левой части уравнений вычисляется 
по формуле 

P=(n2 -n)+ ... +(k2 -k)+ ... +(P1-l). 

(Заметим, что последний шаг, когда мы имеем одно уравнение 
с одним неизвестным, не требует вычислительной работы, что 
соответствует l2-l = О.) Окончательно 

(Проверка легко осуществляется средствами математического ана
лиза. Интеграл от х2 от О до п равен п3/3, а интеграл от х от О 
до п равен n1/2, что точно соответствует главным членам обеих 
сумм.) Если п оказывается достаточно большим, О'lень хорошей 
оценкой числа операций является величина Р ~ п3/3. 

Обратная подстановка идет значительно быстрее. Последнее 
неизвестное находится с помощью одной операции (деление на 
последний ведущий элемент), предпоследнее неизвестное требует 
две операции (умножение-вычитание и затем деление) и т. д.; 
k-й шаг требует только k операций. Таким образом, обратная 
подстановка в целом требует 

п 

~ l п2 
Q = .kl. k = 2 п (п + 1) ~ 2 

k=I 

операций. 
Несколько лет назад почти все математики полагали, что эти 

числа действительно являются оптимальными, т. е. что систему 
порядка п общего вида невозможно решить при помощи мень
шего числа умножений, чем n3/3. (Были даже теоремы, утверж
давшие это, но они были применимы не ко всем возможным 
методам.) Поразительно, но существовавшее предположение ока
залось неверным, и сейчас обнаружен метод, который требует 
только Cn10g, 7 операций! К счастью для метода исключения, 
константа С этого нового метода оказывается настолько большой, 
настолько больше он требует операций сложения по сравнению 
с методом исключения и настолько логически сложной оказы
вается программа его реализации, что он представляет скорее 

теоретический интерес, чем практический. По-видимому, до сих 
пор не известно, может ли показатель степени быть меньше, чеы 
log1 7. 



§ 1.3. Матричные обозначения и умножение матриц 

Упражнение 1.2.3. Применить метод исключения для решения системы 

и+ v+w=-2, 
зи+зv-w= 6, 
и- v+w=-1. 
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Когда возникает нулевой ведущий элемент, поменять местами это уравнение 
с лежащим ниже него и продолжить процесс. Каким числом нужно заменить 
коэффициент -1 при v в третьем уравнении, чтобы процесс исключения нельзя 
было продолжить, т. е. чтобы метод исключения не сработал? 

Упражнение 1.2.4. Для системы двух уравнений вида 

аи+Ьv=О, 

cu+dv=I, 

выписать явно Р = 2 кою<ретных операций, которые применяются к левой части. 

Упражнение 1.2.5. При разумных предположениях о быстродействии вы
числительноi't машины и стоимости машинного времени определить, систему 
какого наибольшего порядка можно решить за I доллар и за 1000 долларов? 
Например, используйте величину п3/3 для подсчета общего числа операций и 
сумму в 1000 долларов как цену одного часа работы вычислительной машины, 
осуществляющей один миллион операций в секунду. 

Упражнение 1.2.6 (необязательное). Обычное вычисление произведения 
двух комплексных чисел 

(а+ ib) (с+ id) =(ac-bd)+ i (Ьс +ad) 

включает вычисление четырех произведений ас, bd, Ьс и ad. Не обращая вни
мания на мнимую единицу i, можно ли нычислить величины ac-bd и Ьс+аd, 
используя только три умножения? (Вы можете производить сложения без ка
ких-либо ограничений, например, образовать сумму а+ Ь перед тем, как про
изводит~, умножение.) 

Упражнение 1.2.7. Использовать метод исключения для решения системы 

и+ v+ w= 6, 
и+2v+2w= 11, 
2и+зv-4w= з. 

§ 1.3. МАТРИЧНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 
И УМНОЖЕНИЕ МАТРИЦ 

До сих пор в примерах с тремя уравнениями и тремя неиз
вестными мы мог ли выписыв<1ть все уравнения полностью. Более 
того, мы могли выписать каждый шаг процесса исключения, 
т. е. вычитание кратных одной строки из других, которое при
водит систему уравнений к более простому виду. Для больших 
систем этот путь последовательного проведения исключений ока
зывается, однако, безнадежным; здесь требуется гораздо более 
краткая форма записи. Сейчас для описания первоначальной 
системы уравнений мы введем матричные обозначения и опреде
лим операцию умножения матриц, чтобы описать операции, упро
щающие исходную систему. 
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Заметим, что в нашем примере 

2и+ v+w= 1, 
4и+ V =-2, 

-2u+2v+w= 7 

имеются три разл-ичных типа величин. Это неизвестные и, v, w, 
правые части 1, -2, 7 и, наконец, набор из девяти числовых 
коэффициентов левой части, один из которых оказался равным 
нулю. Для столбца чисел правой части (это так называемые 
свободные члены уравнений) мы вводим векторное обозначение 

Ь=Н] 
Это трехмерный вектор-столбец. Чтобы представить его геомет
рически, мы можем считать три его компоненты координатами 

точки в трехмерном пространстве. Обратно, каждой точке в таком 
пространстве соответствует трехмерный вектор (который мы можем 
представлять себе как стрелку или отрезок прямой, начинаю
щийся в начале 1<оординат и оканчивающийся в этой точке). 

Основными оперttциями над векторами являются сложение 
двух векторов и умножение вектора на число. Геометрически век
тор 2Ь имеет то же самое направление, что и вектор Ь, но будет 
в два раза длиннее, вектор -2Ь имеет противоположное направ
ление, а вектор Ь +с получится, если поместить начальную точку 
вектора с в конечную точку вектора Ь. Алгебраически это озна
чает, что операции над векторами осуществляются покомпо

нентно: 

-2Ь= [-:], 
-14 

Два вектора могут складываться только в том случае, когда они 
имеют одинаковую размерность, равную числу их компонент. 

Три неизвестных в уравнении также можно записать в век
торном виде: 

вектор неизвестных Х= [:l; решение Х= ПJ 
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Они вновь являются трехмерными вектор-столбцами. Для распо
ложения девяти коэффициентов уравнений мы введем так назы
ваемую «матрицу», состоящую из трех строк и трех столбнов. 
Она называется матрицей ноэффициентов и имеет вид 

А= [ : ~ ~]. 
-2 2 1 

Нужно заметить, что поскольку в нашем примере число неиз
вестных равно числу уравнений, А является квадратной матрицей 
порядка три. В более общем случае, когда имеется п уравнений 
с п неизвестными, А будет квадратной матрицей порядка п. 
Наконец, в самом общем случае, когда имеется т уравнений 
с п неизвестными, матрица коэффициентов имеет т стро1< и п 
столбцов и называется матрицей размера тхп или (тхп)-матри
цей. Так же как и векторы, матрицы можно складывать между 
собой и умножать на числа, причем эти операции осуществ
ляются покомпонентно. Операции над векторами являются част
ным случаем операций над матрицами, поскольку векторы можно 
рассматривать как матрицы, только с одним столбцом. Как и 
ранее, нужно отметить, что сложение двух матриц возможно 

только в том случае, когда они имеют одинаковый размер: 

УМНОЖЕНИЕ ВЕКТОРА НА МАТРИЦУ 

Теперь мы начнем использовать введенные понятия. Мы хотим 
переписать систему (1) трех уравнений с тремя неизвестными 
в более простой матричной форме Ах=Ь. Это выглядит так: 

Правая часть не вызывает сомнений-это вектор-столбец со сво
бодными членами системы (1) в качестве компонент, а левая часть 
состоит из вектора х, умноженного слева на матрицу А. Тот 
факт, что это запись нашей системы, уже подсказывает нам, 
как будет далее определено произведение вектора на матрицу. 
А именно, первая компонента вектора Ах вычисляется как «про-
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изведение» первой строки матрицы А на вектор-столбец х: 

[2 1] ш ~[2u+v+w]. (4) 

Приравнивая полученное выражение единице, первой компоненте 
вектора Ь, мы получаем первое уравнение 2u+v+w= 1 нашей 
системы. Вторая компонента произведения Ах, равная 4и+v, 
определяется второй строкой матрицы А, а третья компонента, 
равная -2и + 2v + w,- третьей строкой этой матрицы. Таким 
образом, матричное уравнение Ах= Ь полностью эквивалентно 
системе из трех уравнений, с которой мы начинали рассмот
рение. 

Операция (4) является основополагающей для умножения 
матриц. Исходными величинами для нее являются вектор-строка 
и вектор-столбец одинаковой длины, а результатом-обычное 
число. Это число называется скалярным (внутренним) произве
дением двух векторов. Иначе говоря, произведение матрицы раз
мера I х п (вектор-строки) на матрицу размера пх 1 (вектор
столбец) является матрицей размера 1 х 1 (матрицей порядка 
один): 

Пример 

ап] ГЬ1 = [ а1Ь1 + а2Ь2 + . , , + апЬп]· 
ь2 

[2 4 

Правило умножения вектора на матрицу непосредственно рас
пространяется с рассмотренного нами случая матрицы порядка 3 
на произвольный случай матрицы размера п х п (порядка п). 
При этом ве1<тор обязательно должен иметь п компонент, т. е. 
его размерность должна совпадать с порядком матрицы. Еслн 
использовать буквы вместо конкретных величин для обозначения 
элементов матрицы А и компонент вектора х, то их произведе-
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ние Ах записывается в виде 

Ган а12 aln Гх1-, а11Х1 + • • • + а1пХп 1 

а21 а22 a2n Х2 а21Х1 + • • · + а2пХп 
- + ... + 

ап1 ап2 ann_J хп Lan1X1 + · • · + annXn_J 

Обратим внимание на элементы aii матрицы А. Первый индекс 
элемента а;1 указывает номер строки, а второй-номер столбца, 
и, следовательно, этот элемент лежит на пересечении i-й строки 
и j-ro столбца. Заметим также, что для записи i-й компоненты 
вектора Ах можно использовать сокращенное обозначение суммы 

С такими обозначениями работать легче, чем с полностью выписан
ной суммой, но все же они приносят меньше пользы, чем сами 
матричные обозначения. 

Пример 

А=[: ~]. х=[~]. 
[ (2)(1) + (3)(5)] [17] 

Ах= (4)(1)+(0)(5) = 4. ' (5) 

Здесь вектор Ах оказывается линейной комбинацией двух столб
цов л,1атрицы А, каждый из которых входит в эту комбинацию 
с коэффициентом, равным соответствующей компоненте век
тора х. Иначе говоря, вектор Ах может быть вычислен целиком 
по формуле 

Ах= r:J (1) + [~] (5)= [ 1:] (6) 

вместо приведенных ранее покомпонентных вычислений. Такой 
подход далее будет использоваться всюду, и потому мы рассмот
рим его более детально. Итак, произведение Ах может быть 
вычислено либо с использованием отдельных элементов матрицы А, 
как в (5), либо с использованием целых ее столбцов: 

[ _: : fJ ПJ-н [ JJ+z Ш+Ш · 
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Таким образом, произведение Ах является линейной комбинацией 
столбцов матрицы А. 

В последнем рассмотренном примере выписанная комбинация 
столбцов матрицы А равна вектору 

ь-Н] и, следовательно, вектор •-П] 
является решением системы Ах= Ь. 

Упражнение 1.3.1. Вычислить, сначала используя отдельные элементы, 
а затем-целые столбцы матрицы А, произведение 

г О ПГЗ-1 

Ах= L~ ~ ~Jl:J 
Упражпt'lие 1.3.2. Вычислить произведение 

п лl 1] и [-4 3) Г-41. 

3 -3 -1 l ~J о 4 

LO l.J 

Если А является матрицей размера тхп, а х-вектором размерности п, то 
какими будут размер и фор>,1а произведения Ах? 

Упражнение 1.3.3. Предположим, что, сравнивая начало и конец 1977 года, 
мы получили следующие данные: 

а) из тех, кто R начале года проживали в Калифорнии, 20% выехали, 
а 80% остались в ней; 

Ь) из тех, кто в начале года не проживали 8 Калифорнии, 10% переехали 
в Калифорнию, а 90% либо остались там, где они проживали, либо переехали 
в другой штат (не Калифорнию). 

Следуя этим предположениям, записать соответствующую систему уравнений 
в матричном виде и ответить на следующие вопросы: 

(i) Если в начале года 30 миллионов проживали в Калифорнии, а 200 мил· 
лионов проживали вне нее, то какая ситуация сложится в конце года? 

(ii) Если в конце года в Калифорнии проживали 30 миллионов, а вне 
нее 200 миллионов, то какова была ситуация в начаJiе года? 

(iii) Каково доджно быть распределение проживающих в начаде года, 
чтобы оно не изменилось к концу года? Иначе говоря, каково доджно быть 
соотношение в начале года между числом и проживающих в Калифорнии и 
числом v проживающих вне нее, чтобы к концу года значения и и v не изме· 
вились? 

Упражнение 1.3.4. На чертить пару перпендикулярных осей и отметить 
точки х=2, y=I и х=О, у=3. Провести векторы из начала координат к этим 

точкам, а также к их сумме [~] + (gJ . Построить соответству1ощий парал· 
лелоrрамм. 
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Дополним упражнение l.3.3двумя замечаниями. Во-первых, нужно 
подчеркнуть линейность задачи. Если числа в задаче увеличить 
(удвоить) соответственно до 60 и 400 миллионов, то ответ также 
удвоится. Далее, если мы решим дополнительно задачу для 40 
и 200 миллионов, то решение для случая 70 и 450 миллионов 
будет в точности суммой полученных двух решений. 

Второе замечание касается вопроса (ii) этого упражнения, где 
надо вычислить числа и и v людей, находившихся соответственно 
внутри Калифорнии и вне нее в начале года. Очевидно, что вам 
были нужны два уравнения и вы их, вероятно, уже построили: 
первое уравнение имеет вид 0.8u+O.lv=30 и гарантирует про
живание 30 миллионов в конце года в Калифорнии, а второе 
должно гарантировать проживание 200 миллионов вне нее. Наше 
замечание следующее: идея производить операции «постолбцово» 
позволяет рассмотреть эти уравнения одновременно. Правой 

частью этой системы будет вектор Ь= [ 2ggJ , указывающий число 
проживающих в Калифорнии и вне нее в конце года. Вектор 

[О.Ви] u 

0 . 2и указываРт распределение к концу года и люден, прожи-

вавших в начале года в Калифорнии, а вектор [8:~~J-распре
деление к этому же времени v людей, проживавших вне Кали
форнии. Сумма этих векторов должна быть равна вектору 

[ 0.8] [O. l] [ 30] и 0.2 +v 0.9 = 200 · 

Таким образом, с «постолбцовых» позиций мы вычисляем такие 
числа и и v, чтобы комбинация указанных столбцов с этими 
коэффициентами в левой части давала в правой части вектор Ь. 

В вопросе (iii) требуется подобрать столбец [~] так, чтобы пра
вая часть была равна ему же, т. е. чтобы год заканчивался так 
же, как и начинался. 

МАТРИЧНЫЙ ВИД ОДНОГО ШАГ А ИСКЛЮЧЕНИЯ 

К настоящему моменту мы получили короткую запись Ах=Ь 
для первоначальной системы уравнений. Что же можно сказать 
относительно операций, осуществляемых в процессе исключения? 
В нашем примере первый шаг заключался в вычитании первого 
уравнения, умноженного на два, из второго. Для правой части 
это означает, что удвоенная первая компонента Ь вычитается из 
второй. Мы утверждаем, что тот же самый результат дости-
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гается умножением вектора Ь на матрицу специального вида 

[ 
1 о о] 

Е= -2 1 О . 
О О 1~ 

Это проверяется с помощью правила умножения вектора на мат
рицу: 

ЕЬ-н ! ш-~J=HJ 
Первая и третья компоненты вектора Ь ( 1 и 7) остаются неиз
менными (это связано со специальным выбором первой и третьей 
строк матрицы Е). Новая вторая компонента равна -4 (она по
является в уравнениях (2) после первого шага исключения). 

Чтобы сохранить равенства, мы должны применить операцию 
умножения на Е к обеим частям системы Ах= Ь. Иначе говоря, 
мы должны также умножить вектор Ах слева на матрицу Е. 
Эта операция снова вычитает удвоенную первую компоненту из 
второй, оставляя неизменными первую и третью. После осуще
ствления операции умножения системы на Е новая более простая 
система (эквивалентная исходной) имеет вид Е (Ах)= ЕЬ. Эта сис
тема проще, так как в матрице ЕА возник нулевой элемент под 
первым ведущим элементом, и эквивалентна исходной, поскольку 
мы можем восстановить исходную систему, добавив ко второму 
уравнению новой системы удвоенное первое уравнение. Поэтому 
обе системы имеют одно и то же решение х. Это обстоятельство 
оправдывает применение метода исключения Гаус.са, так как от 
шага к шагу решение не изменяется, а найти его становится все 
легче. 

УМНОЖЕНИЕ МАТРИЦ 

Теперь мы хотим спросить, какова же будет матрица коэф
фициентов новой системы Е (Ах)= ЕЬ? Простой шаг метода исклю
чения Гаусса, осуществляемый с помощью матрицы Е, преобра
зует первоначальную матрицу коэффициентов 

А=[_~ : i] 
в новую матрицу 

ЕА=[ ~ 
-2 
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Как и ранее, первая и третья строки матрицы не изменяются, 
в то время как удвоенная первая строка вычитается из второй. 

Новая матрица коэффициентов действует на х так же, как если 
бы сначала умножить его на матрицу А, а затем Ах умножить 
на Е. Эта новая матрица называется произведением двух исход
ных матриц и обозначается через ЕА. Здесь нужно отметить, что 
обозначение сохраняет порядок, в котором появлялись эти мат
рицы. Повторим изложенное: 

IA. Произведением ЕА матриц Е и А называется такая мат
рица, умножение произвольного вектора на которую эквива

лентно умножению этого вектора сначала на матрицу А, а за
тем на матрицу Е. Иначе говоря, для любого вектора х 

(ЕА) х= Е (Ах). (7) 

Это правило определяет законы умножения матриц, которые 
иллюстрируются рис. 1.1 и соотношением (8). 

Предположим, что нам заданы две, возможно прямоугольные, 
матрицы Е и А. Как использовать сформулированное правило 
для вычисления их произведения ЕА? Во-первых, форма мат
риц Е и А должна быть такой, чтобы их произведение имело 
смысл. Если они являются квадратными, как в нашем примере, 
то они обязательно должны иметь одинаковые порядки. Если же 
матрицы Е и А прямоугольные, то они не обязательно должны 
иметь одинаковые размеры, но число столбцов матрицы Е должно 
быть равно числу строк матрицы А. Иначе говоря, если В-мат
рица размера txm и А-матрица размера тхп, т. е. Е имеет 
т сто.лбцов, а А имеет т строк, то их перемножение возможно. 
Возьмем некоторый вектор х размерности п, затем вычислим век
тор Ах размерности т и, наконец, вектор ЕАх, имеющий l ком
понент. (В выражении ЕАх мы опустили скобки, поскольку пра
вило (7) выбрано именно так, чтобы сделать их ненужными.) 
Матрица ЕА имеет l строк, как и матрица Е, и п столбцов, как 
и матрица А, т. е. произведение матриц размера lxm и тхп 
является матрицей размера l х п. 

Теперь мы должны показать, какой же будет матрица ЕА 
в действительности. Обычный способ-это описать каждый отдель
ный элемент матрицы ЕА, например элемент, лежащий в i-й строке 
и j-м столбце: этот элемент является скалярным произведением 
i-й строки матрацы Е и j-го столбца матрицы А. Так, скаляр
ное произведение последней строки из Е и последнего столбца 
из А, отмеченных на рис. 1.1, дает последний элемент матрицы ЕА: 
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(3 х 4)- матрице (4><2)-мотрица (3х2)-мотрицо 

Пример 1. 

Рис. 1.1. Иллюстрация умножения матриц. 

еа2 ess es4] [а12] = ез1а12 + es2a22 + essaa2 + ез4а42· (8) 
а,2 

аз, 

а42 

[ 2 3] [1 2 о·]-[11 1 о] 
4 О 5 -1 О - 4 8 О • 

Например, элемент 17 = (2) ( 1) + (3) (5) является скалярным про
изведением первой строки матри~1 Е и первого столбца матри
цы А, а элемент 8=(4}(2)+(0)(-1)-скалярным произведением 
второй строки из Е и второго столбца из А. Третий столбец 
матрицы А нулевой и, следовательно, третий столбец матрицы ЕА 
оказывается нулевым. 

Пример 2. 

Здесь матрица Е осуществляет перестановку строк матрицы А. 

Упражнение 1.3.5. Вычислить произведение матриц 

Е=[-~ ~ ~] и А=[ : ~ ~1]. 1 О 1 -2 2 

Упражнен~1е 1.3.6. Вычисдить произведение матриц 

E=[-J ~ ~] и А=[ : ~ ~!]. 
-5 3 1 -2 2 

Упражнение 1.3.7. Перемножить матрицы E=[I -4] размера I Х2 и 

A=[i] 11азмера 2Xl. Объяснить, почему для вычисления матрицы ЕА, где 
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Е-матрица размера txm, а А-матрица размера тхп, требуется lтпотдель
иых умиожений. 

Упражнение 1.3.8. Перемножить матрицы 

Е=[ 8 -3] -5 2 
1 О 

и 

размеров ЗХ2 и 2Х 1 соответственно. 

Заметим, что последнее упражнение заключается в умножении 
вектора на матрицу. Правило вычисления произведения матриц ЕА 
полностью соответствует правилу вычисления произведения Ах. 

Более того, так же как произведение Ах, произведение мат
риц ЕА можно вычислить, используя сразу целые столбцы. Напри
мер, первый столбец произведения ЕА является произведением 
первого столбца матрицы А на матрицу Е. Действительно, взгля
ните снова на пример 

[ 2 3] r 1 2 о]= r 17 1 О] 
4 О 5 -1 О 4 8 О ' 

где, вычисляя произведения столбец за столбцом, имеем 

[: ~1 [~J = г:1 . [: ~] (~] = [~] 

Приведенный пример иллюстрирует важное положение: j-й стол
бец матрицы ЕА зависит только от j-го столбца матрицы А, 
но не от других ее столбцов. Кроме того, этот столбец матрицы ЕА 
является линейной комбинацией всех столбцов матрицы Е с коэф
фициентами аi/-элементами j-ro столбца матрицы А. Таким 
образом, правило перемножения двух матриц действительно яв
ляется расширением введенного ранее правила перемножения 

матрицы и вектор-столбца с единственным отличием, что вместо 
одного столбца мы имеем дело последовательно с несколькими 
столбцами. 

Проведенное рассмотрение очень полезно для понимания одного 
из наиболее важных свойств умножения матриц. Предположим, 
что заданы три матрицы А, В и С, возможно прямоугольные, 
и предположим, что размеры матриц позволяют последовательно 

их перемножить, т. е. число столбцов матриц А и В равно числу 
строк матриц В и С соответственно. Тогда отмеченное свойство 
формулируется следующим образом. 

18. Умножение матриц ассоциативно: (АВ) С= А (ВС). 

Если С окажется вектором (иначе говоря, матрицей только 
с одним столбцом), то это свойство совпадает с (7), которое было 
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основой введенного нами правила умножения матриц. Если же С 
имеет несколько столбцов с1 , ••• , сп, то мы должны последова
тельно применить это правило несколько раз. С одной стороны, 
первым столбцом матрицы (АВ) С является вектор-столбец (АВ) с1 , 
а, с другой стороны, первым столбцом матрицы ВС будет вектор
столбец Вс1 и, следовательно, первым столбцом матрицы А (ВС) 
является вектор-столбец А (Вс1). Так как, согласно (7), (АВ) c:r = 
= А (Вс1), то первые столбцы матриц (АВ) С и А (ВС) совпадают, 
и нам остается провести подобное же рассмотрение для остальных 
столбцов. 

Упражнение 1.3.9. Проверить закон ассоциативности для матриц 

[
1 о о] 

А= О 1 О , 
1 О 1 

[ 
1 о о] 

В= -2 1 О , 
О О 1 

[ 2 1 1] 
С= 4 1 О . 

-2 2 1 

Наша цель-установление связи между методом исключения 
Гаусса и умножением матриц, но для этого нам потребуется еще два 
свойства, одним из которых операция матричного умножения 
обладает, а другим нет. 

11 

lC. Операции над матрицами дистрибутивны: 

А(В+С)=АВ+АС, (B+C)D=BD+CD. 

Конечно, размеры этих матриц должны быть соответствующим 
образом согласованы: В и С должны иметь одинаковые размеры, 
чтобы их сумма имела смысл, а матрицы А и D-иметь нужные 
размеры для умножения слева и справа. 

Свойство, которым умножение матриц не обладает, несколько 
более интересно: 

10. Умножение матриц не коммутативно, т. е., как правило, 
FE:,/=EF. 

Пример. Предположим, что В-введенная ранее матрица, 
умножение на которую вычитало удвоенное первое уравнение из 

второго: 

[ 
1 о о] 

Е= -2 1 О , 
О О 1 

а F-матрица, с которой мы встречаемся на последнем шаге про
цесса исключения, когда второе уравнение, умноженное на -3, 
вычитается из третьего (утроенное второе уравнение складывается 
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с третьим), 

Сравним произведение 

FE-[ =~ ! ;] с [ 
1 о о] 

EF= -2 1 О . 
О 3 1 

Очевидно, что результат умножения зависит от порядка сомножи
телей. В первом случае, когда мы применяем к системе снача· 
ла Е, а затем F, второе уравнение изменяется на удвоенное пер
вое раньше, чем оно используется для изменения третьего урав

нения. За счет этого на месте (3, 1) появился элемент -6. Такой 
порядок и имел место в процессе исключения. Если же, наоборот, 
сначала применяется матрица F, то элемент -6 не возникает -
при таком порядке первое уравнение не оказывает какого-либо 
влияния на третье. Таким образом, FE =/= EF. 

ЕДИНИЧНАЯ МАТРИЦА 

Существует одна очень важная матрица порядка п, которая 
коммутирует с любой матрицей такого же порядка. В действи
тельности при умножении на нее другая матрица не меняется, так 

как ее действие аналогично умножению на единицу. Матрица, 
обладающая таким свойством, называется едини1той; все ее диа
гональные элементы равны единице, а остальные элементы-нулю. 

Для случая п = 4 она имеет вид 

[
I О О О] 
О 1 О О 

I= О О 1 О • 
О О О 1 

Легко проверить, что /А= А/= А для любой матрицы А такого 
же порядка. 

А --[са db] Упражнение 1.3.JO. Показать, что среди всех матриц А вида 

1: двумя матрицами 

и 

одновременно коммутируют лишь матрицы, которые кратны единичной, т. е. 
такие, что a=d и Ь=с=О. Проверить, что такие матрицы коммутируют с лю· 
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бой матрицей порядка 2 и, таким образом, это единственные матрицы с таким 
свойством. 

Упражнение 1.3.11. Привести примеры таких матриц порядка 2, чтобы 
(а) А 2 =- / и А имела только вещественные элементы, 
(Ь) в2 = О, хотя В ;с О, 
(с) CD=-DC, причем CD ;с 0, 
(d) EF=O, хотя ни одна из матриц Е, F не имеет нулевых элементов. 

Упражнение 1.3.12. Справедливы ли следующие утверждения (если утверж-
дение не верно, то привести контрпример)? 

(а) Если первый и третий столбцы матрицы В одинаковы, то первый и тре
тий столбцы матрицы АВ также одинаковы. 

(Ь) Если первая и третья строки матрицы В одинаковы, то первая и третья 
строки матрицы АВ также одинаковы. 

(с) Если первая и третья строки матрицы А одинаковы, то первая и третья 
строки матрицы АВ также одинаковы; 

(d) (АВ)2 =А2в2. 

Упражнение 1.3.13. Первая строка произведения АВ является линейной 
комбинацией всех строк матрицы В. Каковы коэфq ициенты II этой комбинации 
и какова первая строка матрицы АВ, если 

А= [2 1 4], B=[l !]? 
О -1 1 О 1 

1 О 

§ 1.4. ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ МЕТОДА ИСКЛЮЧЕНИЯ ГАУССА 
И РАЗЛОЖЕНИЯ НА ТРЕУГОЛЬНЫЕ МАТРИЦЫ 

Вернемся опять к методу исключения и посмотрим, как соот
ветствующие операции выражаются через матрицы. Нашей отправ
ной точкой была система Ах= Ь: 

Затем было три шага исключения: 

(i) вычитание удвоенного первого уравнения из второго; 
(ii) вычитание первого уравнения, умноженного на -1, из 

третьего; 

(iii) вычитание второго уравнения, умноженного на -3, из 
третьего. 

В результате этих исключений получалась эквивалентная, но более 
простая система с новой матрицей коэффициентов, которую мы 

обозначили чере~:: [i -l -:J [~]-[-:]. (9) 
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Полученная матрица коэффициентов является верхнеii тре
угольной -все ее элементы, лежащие ниже главной диагонали, 
равны нулю. 

Правая часть, являющаяся также новым вектором с, получена 
из первоначального вектора Ь с помощью тех же самых шагов, 
которые использовались при преобразовании А в И. Просумми
руем этапы процесса исключения Гаусса: 

(а) начинаем с матрицы А и вектора Ь; 
(Ь) реализуем шаги исключения (i), (ii), (iii); 
(с) заканчиваем матрицей И и вектором с. 

Самый последний шаг заключается в решении системы Их= с 
с помощью обратной подстановки, но мы пока отложим этот вопрос 
в сторону, сосредоточив наше внимание на связи между матри

цами А и U. 
Матрица Е, которая реализует шаг (i), вычитая удвоенную 

первую строку из второй, уже была введена нами в предыдущем 
разделе. Мы обозначим ее через Е21 , указывая индексами, что 
она изменяет вторую строку с помощью кратного первой строки, 
а также подчеркивая, что результатом умножения на нее будет 
появление у матрицы коэффициентов нулевого элемента на месте 
(2, 1). Напомним, что поскольку первая строка умножалась на 2, 
то матрица, вычитающая из второй строки первую с этим коэф
фициентом, имеет вид 

[ 
1 о о] 

Е21 = -2 l О . 
о о l 

Аналогично шаги исключения (ii) и (iii) могут быть описаны 
с помощью матриц. Точнее говоря, на этих шагах мы умножаем 
на матрицы 

Еа1 = [~ ~ ~] 
l о l 

и [
1 о о] 

Е32 = О l О • 
О 3 l 

Эти матрицы называются элементарными матрицами, и легко 
видеть, как они определяются и действуют в общем случае. Пусть 
требуется вычесть j-e уравнение с множителем l iJ из i-ro урав
нения. Тогда для построения элементарной матрицы мы берем 
единичную матрицу / и заменяем ее нулевой элемент в i-й строке 
и j-м столбце на величину-liJ. Заметим, что элементарные мат
рицы являются нижними треугольнь~ми с единицами на r лав
ной диагонали. 
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Преобразование матрицы А в И с помощью трех матричных 
операций можно выразить соотношением 

Е32Е31Е21А=И. (10) 
Аналогично, поскольку с помощью тех же операций преобразуется 
свободный член, 

( 11) 

Мы могли бы, если бы захотели, перемножить все эти матрицы Е, 
чтобы получить одну матрицу, преобразующую А и Ь в И и с: 

Е32Еа1Е2 1 = [-~ ~ ~] . (12) 
-5 3 1 

Заметим, что она опять оказывается нижней треугольной матри
цей, как это уже было в упражнении 1.3.6. Закон ассоциативно
сти оказывается здесь очень полезным: мы можем вычислить про

изведение всех матриц Е и умножить на него матрицу А, получив 
при этом тот же результат, как если бы умножали А последо
вательно на матрицы Е. Обратим внимание на элемент -5 в ниж
нем левом углу. Он не является одним из множителей в процессе 
исключения, но комбинирование шагов (i) и (iii) дает -6, а шаг 
(ii) добавляет + 1. 

Теперь мы пришли к важному вопросу: как можно вернуться 
назад от матрицы И к А? Каи можно обратить шаги ис
илючения? 

Простой шаг, скажем шаг (i), обратить нетрудно. Вместо вы
читания мы добавим удвоенную первую строку ко второй (не 
удвоенную вторую строку к первой!). Тогда элементарная мат

рица Е21 заменяется другой элементарной матрицей с величиной +2 
на том же месте, которое перед этим занимала величина -2, 

Eii.1 = [~ ~ ~] . 
о о l 

Произведение Е21 и Е;;/, взятое в любом порядке, является еди
ничной матрицей: одна операция сокращается с другой. В тер
минах матриц каждая из этих матриц является обратной к 
другой: 

( 13) 

Аналогично вторая и третья элементарные матрицы могут быть 
обращены добавлением того, что вычиталось на шагах (ii) и (iii)i 

Е;/ = [ ~ ~ ~] , Е:;/ = [О~ ~ ~J . 
-1 О l -3 l 
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Таким образом, мы построили матрицы, которые обращают 
каждый отдельный из шагов исключения (i), (ii) и (iii). Наша 
задача-обратить весь процесс и посмотреть, какая матрица пре
образует И в А. Заметим, что поскольку шаг (iii) был последним 
в процессе преобразования А в U, то он должен быть обращен 
первым, когда .мы идем в обратном направлении. Эго общее прави
ло: обращение осуществляется в обратном порядке по отношению к 
первоначальной последовательности операций. (Мы еще вернемся к 
этому вопросу в следующем параграфе, когда обращения будут 
обсуждаться более систематически.) Вторым обращается шаг (ii) 
и последним-шаг (iii). В результате, начиная с матрицы 
U, мы приходим назад к матрице А: 

А= E;/E;/E;}U. ( 14) 

Читатель может мысленно подставить И= Е82Е31Е21А в это урав
нение и увидеть, что используемый порядок расположения мат
риц правильный, поскольку все произведения типа Е;;/Е32 равны 
единичной матрице. 

Вычислиl\1 теперь матрицу L, которая преобразует И в А. 
Она является произведением трех матриц, которые обращают от
дельные шаги, и уже участвует в уравнении (14): 

L=E;/E;i.1Eii/, так что A=LV. (15) 

Построенная матрица L и матрица Е32Е31Е,1 , преобразующая А 
в U, обратны друг другу, т. е. 

или (16) 

Мы получили ключевые формулы, но самую важную особен
ность матрицы L можно заметить, только произведя перемножение: 

L = [~ ~ ~] [ ~ ~ ~] [~ ~ ~] = [ ~ ~ ~] . ( 17) 
О О 1 -1 О 1 О -3 1 -1 -3 1 

Очевидно, что L-нижняя треугольная матрица с единицами на 
главной диагонали. Ее особенность состоит в том, что элементы 
ниже главной диагонали-это в точности множители 2, -1 и -3, 
используемые на трех шагах исключения. Обычно, когда перемно
жаются три матрицы, нельзя прямо выписать результат, исполь

зуя отдельные элементы этих трех матриц. Но в настоящем случае 
матрицы расположены в таком идеальном порядке, что их про

изведение может быть выписано сразу. Если в вычислительной 
машине хранятся все lu·множители, на которые умножается j-я 
строка перед вычитанием из i-й строки, чтобы получить нуль 
в позиции (i, j), то эти величины не только дают полную харак
теристику процесса исключения Гаусса, но и непосредственно 
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являются элементами матрицы L, преобразующей ма
трицу И обратно в А. Напомним также, что эта же матрица 
преобразует вектор с обратно в Ь, т. е. Lc=b. 
Мы напомним, что этого не происходит в про11зведении матриц 

Е82Е31Е21 , вычисленном в (12). При перемножении в этом по
рядке происходит сокращение некоторых членов, в результате 

чего в позиции (3, -1) возникает -5. 

Упражнение 1.4 .1. Умножить матрицу из (12) на L, чтобы проверить, что 
зто действительно матрица L - 1 , обратная к L. Заметим, что только L, но не 
обратная к ней, может быть выписана по виду сомножителей. 

Постараемся понять, почему для системы любого порядка 
перемножение сомножителей при вычислении матрицы L проис
ходит без каких-либо сокращений участвующих-величин. Посмот
рим, каков будет порядок сомножителей в случае матрицы по
рядка 4: 

L= E2/Ei/Ei/E;iEi/Eiз1l. 

Единичная матрица добавлена справа для удобства. Она не на
рушает равенства и при этом позволяет рассмотреть все операции 

в применении к ее строкам. Первая операция Е;з1 добавляет 
третью строку [О О 1 О] к четвертой строке с множителем !~3 , 

что соответствует помещению этого множителя в позицию ( 4,3) 
вместо нуля. Затем операции Е-;"/ и Е:;} добавляют вторую строку 
[О 1 О О] с соответствующими множитеJ1ями к четвертой и третьей 
строкам, что означает помещение величин [42 и !32 в позиции 
(4, 2) и (3, 2) без изменения [43 • Наконец, первый столбец ма
трицы L заполняется с помощью трех операций Ei/, Е;/ и E;.i._1. 

E;i, ... , En1 являются теми самыми операциями (располо
женными в том же порядке), которые преобразуют систему 
Их= с с нижней треугольной матрицей к первоначальной системе 
Ах= Ь. Они прибавляют кратные строк, которые вычитались, 
когда строилась матрица И. Поскольку общее действие этих 
операций эквивалентно умножению на матрицу L, то мы легко 
можем дать матричную формулировку метода последовательного 

исключения Гаусса. 

1 Е. Если все ведущие элементы отличны от нуля, то матрица 
А может быть представлена в виде произведения LU нижней 
треугольной матрицы L и верхней треугольной матрицы И. 
Элементы главной диагонали матрицы L равны единице, а 
поддиагональными элементами являются множители lij, с ко
торыми j-я строка вычитается из i-й в процессе исключения. 
Матрица коэффициентов И получается по окончании процесса 
исключения (до начала процесса обратной подстановки); ее 
диагональными элементами являются ведущие эле.!f1енты. 
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Пример. 

А= f ~ : ] приводится к U = [ ~ -~ J с L = [ ~ ~]. 

Упражнение 1.4.2. Применяя 
L и V для матриц 

А=[: ~] 
метод исключения, вычислить сомножители 

и А=[~~]· 
Упражнение 1.4.3. Поrтроить разложение А =LV и выписать систему 

Ux=c с верхней треугольной матрицей U для системы 

Ах=[~ i п [ ~] = [ 1 J 
Первоначальная система уравнений Ах= Ь (или LV х = Ь) пре

образовывалась с помощью исключений к системе Vx=c. С ма
тричной точки зрения этот процесс эквивалентен умножению 
системы Ах=Ь на матрицу L-i, а значит, c=L-1b. (Нужно от
метить, что эту матрицу мы в явном виде не получали и в дей
ствительности при вычислениях никогда получать не должны. 
Исключение осуществлялось шаг за шагом, когда еще и речи не 
было о матрице L -ч 

На заключительном этапе система U х = с с верхней треуголь
ной матрицей U решается с помощью обратной подстановки: из 
последнего уравнения находим хп = спfипп• затем из следующего 
от конца уравнения находим хп-~ и т. д. В матричной форму
лировке решение можно записать любым из следующих способов: 

x=U-1c, x=U- 1L-1b, Х=А-~ь. (18) 

Опять заметим, что матрица U-1 не образуется явно и не должна 
никогда образовываться. Ее вычисление было бы просто потерей 
времени, поскольку, даже если мы уже имеем эту матрицу, умно· 

жение на нее вектора с требует n2/2 действий, т. е. столько же, 
сколько требует обратная подстановка. Такое замечание приме
нимо почти ко всем приложениям матрицы А -i; мы хотим полу
чить решение х= А-1Ь рассматриваемой системы, но нам не нужны 
элементы матрицы А-1. 

Эго не значит, что если нам надо будет решить систему 
с новой правой частью (скажем, Ь'), то придется повторять весь 
процесс исключения. В задачах проектирования часто возникает 
необходимость решать системы с одной и той же матрицей А и 
различными правыми частями. Естественно, оч~нь важно при 
их решении избежать повторения исключений, которые каждый 
раз требуют n3/3 действий. Вместо этого вычислительная машина 
просто просматривает уже имеющуюся информацию о шагах 
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исключения, используя ее для преобразования новой правой 
части Ь', но не матрицы А, так как здесь в результате полу
чится та же самая матрица И. 

Суммируем изложенное. Пусть сомножители L и И один раз 
вычислены. Тогда решение х' системы с новой правой частью Ь' 
можно найти только за п2 действий: n2/2 действий в прямом 
направлении для вычисления вектора с' и n1/2 действий при 
обратной подстановке для вычисления вектора х'. 

Пример. Матрица А нашего первоначального уравнения имела 
следующее LИ-разложение (матрица И берется из (9), а L-из (17)): 

А= [ : ~ ~] = [ ~ ~ ~] [~ - ~ -~] = LU. 
-2 2 1 -1 -3 1 О О -4 

Предположим теперь, что матрица А та же самая, а новой 
является .лишь правая часть Ь', например: 

2и' + и' +w' = 8, 
4и' + и' = 11, 

-2и' +2u' +w' = 3. 

Тогда, зная L и И, сначала решаем систему Lc' = Ь': 

[ _i _: ~Ш} [1!], откуда с'~ [ =П 

(19) 

Решение с' точно совпадает с правой частью системы, которую 
мы получили бы из (19), проведя процесс исключения; но учи
тывая, что этот процесс уже однажды был проведен и матрица L 
известна, мы находим вектор с' много быстрее. Далее, проводя 
обратную подстановку в системе Их'= с', которая имеет вид 

[ ~ -~ -~] [~:] = [-:] • 
0 О -4 w' -4 

находим ее решение 

х·-[Н 
Таким образом, если LU-разложение уже известно, то задача 
сводится к решению двух систем с треугольными матрицами, 

которые решаются с помощью прямой и обратной подстановок. 
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Сделаем два дополнительных замечания относительно сомно· 
жителей L и И. 

( 1) В одном отношении LV -разложение «несимметрично»: на 
r лавной диагонали матрицы И расположены ведущие элементы, 
в то время как в L на этих местах стоят единицы. Эту «несим
метричность» легко устранить, выделяя из матрицы И диагонаJ1Ь· 
ную матрицу D с ведущими элементами d1 , ••• , dn по диагонали: 

d1 l U12/d1 U1зfd1 

d2 l U2з/d2 

И= 

Теперь треугольное разложение матрицы А можно записать в виде 
А= LDU. Здесь L-нижняя треугольная матрица t: единицами 
на главной диагонали, И -верхняя треугольная матрица с еди
ницами на главной диагонали и D-диагональная матрица с ве
дущими элементами d1 на диагонали. (Использование той же 
самой буквы И для новой верхней треугольной матрицы обще
принято, хотя иногда и вносит путаницу.) Теперь в разложении 
А = LDU матрицы L и И в некотором смысле симметричны. Раз
ложение для матрицы А из нашего примера с той же самой 
матрицей L и только что определенной матрицей И имеет вид 

А= [ ~ ~ ~] [~ -~ -~] = 
-1 -3 l О О -4 

= [ ~ ~ ~] [
2 

-1 ] [: ~ :
1

1
] = LDU. 

-1 -3 l -4. О О 

(2) В результате нашего описания каждого шага процесса 
исключения могло сложиться впечатление, что в другом порядке 

осуществлять вычисления невозможно. Это не так. Некоторая 
свобода действий существует и имеется «алгоритм Кроута», кото
рый осуществляет вычисления в несколько другом порядке. 
Конечно, это не абсолютная свобода, так как операции, проводи
мые со строками, легко могут уничтожить на некотором шаге нули, 

которые были получены на одном из предыдущих шагов. И, кроме 
того, нет никакой свободы в выборе окончательных матриц L, D 
и И. Вот наше основное положение: 
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1F. Если A=L1D1V1 и A=L2D2V 2 , где матрицы L нижние тре
угольные с единицами на главной диагонали, матрицы И верх
ние треугольные с единицами на главной диагонали и D-диа
гональные матрицы с ненулевыми диагональными элементами, 
то L1 =L2 , D1°=D2 и V1°=V 2 • Таким образом, LDV-разложе
ние однозначно определяется матрицей А. 

До к аз а тел ь с тво. Пусть L1D1 V1 =L2D2 U2• Мы восполь
зуемся тем, что матрица L11 обладает теми же свойствами (нижняя 
треугольная, единицы на главной диагонали), что и матрица L1 , 

более того, обе они являются произведениями элементарных ма
триц. Аналогичным образом, существует верхняя треугольная 
матрица U21 с единицами на главной диагонали, для которой 
И 2U;:1 = ! . Ясно, что любая диагональная матрица D1 с ненуле
выми диагональными элементами имеет обратную, которая также 
диагональна и 

гd 
1 

1-l -, 

L 

Теперь, умножая исходное равенство слева на матрицы L11 и 
D11 и справа на матрицу U-;:1, получаем 

И 1 V;:1 = D11Li1L 2D2 • 

Левая часть этого равенства-произведение двух верхних тре
угольных матриц с единицами на главной диагонали и является 
матрицей такого же типа. С другой стороны, правая часть -
нижняя треугольная матрица. Отсюда вытекает, что обе части 
последнего равенства будут единичными матрицами, поскольку 
это единственная матрица, которая одновременно является ниж

ней треугольной и верхней треугольной и имеет единицы на 
главной диагонали. Таким образом, U1 U21 = /, и умножая это 
равенство справа на матрицу U2 , получаем И1 = U2 • 

Аналогично показывается, что D1 = D2 и L1 = L2 • 

Упражнение 1.4.4. Предполагая, что все ведущие элементы отличны от 

нуля, построить LDU-разложение матрицы А=[: :] порядка 2 общего вида. 
Упражнение 1.4.5. Вычислить сомножители LDU-разложения матрицы 

А=[-~ -~ -~]. 
О -1 2 
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Каков промежуточный вектор с процесса исключения и решение системы 
Ах=Ь для 

Упражнение 1.4.6. Пусть заданы две системы уравнений с одной и той 
же матрицей А поряд1(а п = 150. Почему решение второй системы (после того 
как решена первая) займет в 50 раз меньше времени, чем решение первой? 

Упражнение 1.4.7. Решить систему Ах=Ь, зная 

[ 
1 о о] 

L= -1 1 О , 
О -1 1 

[
1 -1 о] 

V= О 1 -1 , 
О О 1 

Ь=[-П. 
Провести процесс исключения-это все равно, что решить систему Lc=b, 
а обратная подстановка осуществляется для системы Их=с. 

§ 1.5. ПЕРЕСТАНОВКИ СТРОК, ОБРАЩЕНИЯ 
И ОШИБКИ ОКРУГ ЛЕНИ Я 

Теперь мы вплотную подошли к проблеме, которой до сих 
пор избегали,- возможности появления нулевого ведущего эле
мента. Эта проблема может возникнуть уже в самом начале про
цесса исключения, если верхний левый элемент а11 оказывается 
нулем и, следовательно, бесполезен в качестве ведущего элемента. 
Возьмем простейший пример 

[ ~ : ] [ : ] = [ :: ] . (20) 

Здесь трудность очевидна-никакое кратное первой строки не 
может быть использовано для аннулирования числа 3 в пози
ции (2, 1). 

Выход из положения столь же ясно виден: переставить эти 
два уравнения, поскольку тогда число 3 перемещается в левую 
верхнюю позицию и становится ведущим элементом. В этом про
стейшем случае матрица сразу становится верхней треугольной, 
т. е. одновременно является матрицей V и, следовательно, нижняя 
треугольная матрица L является единичной матрицей. Система 

Зи +4v=b2 , 

2v=b1 

может быть непосредственно решена с помощью обратной под
становки. 

Переупорядочение строк можно описать в терминах матриц, 
если мы найдем матрицу Р, осуществляющую перестановку двух 
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строк. Такой матрицей перес танОВ1'U является матрица 

[о 1 J Р= 1 О ' 

умножение на нее матрицы А переставляет строки последней: 

r о 1] 1 о 2] [3 4] 
PA=L1 О ~-3 4 = О 2 ' 

Конечно, такую же операцию Р осуществляет с вектором Ь, пере
ставляя его компоненты Ь1 и Ь2 • 

Рассмотрим более общий случай. Предположим, что после 
проведения нескольких шагов исключения возник нулевой веду
щий элемент. (Позднее, на стр. 205, мы сможем дать точную 
формулу для ведущих элементов. Однако метод исключения 
является наилучшим способом нахождения этой формулы и вы
яснения, действительно ли ведущий элемент равен нулю.) Мы, 
например, можем предположить, что первые k-1 ведущих эле
ментов ненулевые и мы уже получили нули ниже этих ведущих 

элементов. Что происходит, если k-й ведущий элемент равен нулю? 
Ситуация с нулевым ведущим элементом допускает две воз

можности: трудность может оказаться легко устранимой или 
серьезной. Либо одно из последующих уравнений можно пере
ставить с k-м так, чтобы появился ненулевой ведущий элемент, 
либо ни одно из последующих уравнений не в состоянии помочь. 
Иначе говоря, мы просматриваем элементы k-го столбца, распо
ложенные ниже нулевого ведущего элемента, и если некоторый 
из них, скажем элемент l-й строки, ненулевой, то после пере
станов1ш l-й и k-й строк процесс исключения может быть про
должен. Если же все элементы k-го столбца, начиная с ведущего 
элемента и ниже, равны нулю, то матрица является вырожден
;,оii (это утверждение относится и к первоначальной матрице А, 
с которой начинался процесс исключений). Исключение точно 
указывает эту вырожденность: если посмотреть на оставшуюся 

часть системы, то легко увидеть, что слева осталось слишком 

мало неизвестных по сравнению с числом оставшихся уравнений. 
Мы должны найти неизвестные с номерами от k до п из уравне
ний с k-го по п-е, но поскольку все элементы k-го столбца ока
зываются нулями, найти k-e неизвестное невозможно. Эrа ситуация 
будет обсуждаться в следующей главе: система либо имеет бес
конечно много решений, либо (что более вероятно) не имеет 
решений совсем. 

Заметим, что если все ведущие элементы, кроме последнего, 
ненулевые, то мы, конечно, имеем дело с вырожденной матрицей, 
поскольн:у ниже п-го ведущего элемента смотреть уже не на что. 

Примером успешного выбора ведущего элемента служит по-
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следовательность (невырожденный случай) 

[1 3 2] [1 3 21 [1 
2 б g - о о sj- о 
288 024 О 

3 2] 
2 4 • 
О 5 

Примером невозможности выбора ненулевого ведущего эле
мента является последовательность (вырожденный случай): 

[~: ~]-[~ ~ :]. 
3 9 8 О О 2 

Упражнение ! .5.1. Решить, производя, когда это необходимо, выбор ве
дущего элемента, систему 

и+4v+2w=-2, 

2u-Bv+Зw= 32, 

v+ W= 1. 

Упражнение 1.5.2, Провести исключение для вырожденной системы 

и+ V=b1, 

Зи+Зv=Ь2 

и определить, для каких векторов Ь решение существует. 

В настоящем параграфе мы остановимся только на случае не
вырожденной матрицы, т. е. когда ненулевой ведущий элемент 
может быть получен путем перестановки строк. (Конечно, позже 
может опять возникнуть нулевой ведущий элемент, что потребует 
других перестановок строк, и такая ситуация может возникать 

несколько раз, хотя это и маловероятно. Заметим также, что 
вычислительной машине нет необходимости тратить время на 
перестановку строк, поскольку учесть каждую перестановку можно 

путем изменения порядковых номеров уравнений.) Наш вопрос: 
что случается с LU- (или LDU-) разложением, когда происходят 
перестановки строк? 

Несомненно, что результатом процесса исключения, как и 

раньше, будет некоторая верхняя треугольная матрица U. Эrо 
цель процесса. Только теперь этот процесс включает не только 
операции с матрицами Ei/, которые вычитают кратное одной 
строки из другой, но и операции с матрицами перестановки Pki· 
Умножение справа на матрицу Pki осуществляет перестановку 
k-й и l-й строк исходной матрицы. (Определить вид матрицы Pk, 
можно с помощью изящного приема. Умножим на Pki справа 
единичную матрицу /. Тогда матрица Р kll = Р kl -матрица, по-
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лучающаяся из единичной перестановкой k-й и /-строк.) Например, 

Р2,=[Н ~ !l. 
о 1 о oJ 

Очень легко вычислить обратную матрицу P'iz1, которая осуще
ствляет обратную к перестановке Р kt перестановку. Для этого 
нам нужно переставить те же самые строки и, следовательно, 

Pr/=Pki· 
Теперь матрица, преобразующая матрицу U в А, может быть 

вычислена, как и прежде: она является произведением матриц 

E"i/ и P·;iz1, обращающих каждый отдельный шаг исключения. 
Однако в случае, когда возникают нулевые ведущие элементы и 
соответственно требуются перестановки строк, из-за участия ма
триц перестановки произведение уже не будет нижней треуголь
ной матрицей L. Иначе говоря, первоначальную матрицу А 
нельзя представить в виде произведения нижней треугольной 
матрицы L и верхней треугольной матрицы И с ненулевыми 
элементами на главt-tых диагоналях. Такого разложения уже не 
получается. 

Тем не менее есть простое соображение, которое позволяет 
нам почти полностью вернуть разложение А= LV. Предположим, 
что у нас есть перечень всех перестановок строк, которые необ
ходимо осуществить в ходе процесса исключения, и мы произво

дим их все до начала исключения. Иначе говоря, мы заменяем 
исходную матрицу А матрицей РА с переставленными строками, 
где Р-матрица перестановки, имеющая в каждой строке и каж
.цом столбце только один ненулевой элемент, равный единице. 
Очевидно, что Р является произведением элементарных матриц 
перестановки Р kt и объединяет все перестановки воедино. 

Теперь упомянутое соображение формулируется следующим 
образом: процесс исключения можно осуществлять для матрицы Р А, 
строки которой располагаются в нужном порядке заранее. При 
этом ведущие элементы оказываются теми же самыми, которые 

получались, когда перестановки проводились по мере необходи
мости в ходе самого процесса исключения. Другими словами, 
матрица РА имеет обычное LU- (или LDU-)разложение с ненуле
выми ведущими элементами. Имеется лишь одно небольшое изме
нение, связанное с предварительным проведением всех перестано

вок. Предположим, что кратное первой строки вычитается из 
второй, а затем для получения ненулевого ведущего элемента 
вторая и третья строки переставляются. Тогда д.r.я случая мат
рицы Р А, поскольку вторая и третья строки переставлены у нее 
заранее, кратное первой строки уже будет вычитаться из третьей 
строки. 
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Пример. Основная последовательность процесса исключения 
имеет вид 

А = [~ : ~] ~ [~ ~ -1] ~ [~ ~ ~] = И. 
011 01 l 00-4 

Если же перестановка строк проведена за ранее с Р = Р 23 , то 

РА = [~ ~ ~] = [~ О ~] [~ ~ 
242 201 00 

~]=LU. 
-4 

Здесь удвоенная первая строка матрицы РА вычитается из ее 
третьей строки (операция Е21 должна быть заменена опера
цией Е81), и именно этот шаг обращается матрицей L. 

В полном виде теорию исключения Гаусса, которая была 
главной целью настоящей главы, можно сформулировать следую
щим образом. 

10. Если матрица А невырожденная, то существует такая 
матрица перестановки Р, что матрица Р А допускает разло
жение РА = LV (или РА = LDU, что предпочтительнее) с не
нулевыми ведущими элементами. В этом случае существует 
единственное решение системы Ах=Ь, которое можно найти 
с помощью процесса исключения при использовании перестано

вок строк. В случае вырожденной матрицы никакое переупо
рядочение строк не позволяет избежать нулевых ведущих 
элементов. 

Упражнение 1,5,3, Найти LDU-разложение матрицы РА для 

А= [О 1] 
2 3 ' 

Упражнение 1.5.4. При какой матрице перестановки Р будет возможно 
разложение PA=LDU, если 

[1 1 1] 
А= 1 1 2 ? 

1 2 5 

Упражнение 1.5.5. Определить, будут следующие две системы вырожден
ными или невырожденными и имеют ли они решение: 

r•-w=2, 
u-v =2, 
и -w=2; 

u-w=O, 
и-и =0, 
и -w--0, 
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ОБРАЩЕНИЯ 

В случае вырожденной матрицы излагаемая теория будет 
оставаться неполной вплоть до § 2.4. Более того, даже невы
рожденный случай, который мы связываем с наличием ненулевых 
ведущих элементов, очень нуждается в обсуждении с позиций, 
не зависящих от метода исключения. Но мы уже ввели обозна
чения E'i/, u-1 и А - 1 , и нам кажется, что пора установить не
которые общие правила обращения. 

Первое из них утверждает, что если для матрицы А суще
ствует «левая обратная» матрица В и «правая обратная» матрица С, 
то они должны совпадать. 

lH. Если BA=l и АС=!, то В=С. 

До к аз ат ель ст в о. Так как умножение матриц ассоциа
тивно, то из равенства В (АС)= (ВА) С получаем В/= /С и, 
следовательно, В= С. 

Для прямоугольных матриц одно обращение (например, лево
стороннее) может существовать без другого, но для квадратных 
матриц это невозможно. Невырожденными матрицами А порядка п 
являются только такие, которые имеют двусторонние обратные: 

AA-1 =A-iA=l. 

Это свойство было проверено для элементарных матриц Eii и 
обратных к ним, после чего матрица L - 1 была построена с по
мощью правила обращения произведений: 

11. Если матрицы А и В обратимы, то матрица АВ также 
обратима и обратная к ней находится 11,ак произведение ма
трац А-1 и в-1 , взятых в обратном порядке: 

(АВ)-1 =В-1А-1 • (21) 

До к а за тел ь с тв о. Воспользовавшись опять законом ассо
циативности, получим 

(АВ)(В- 1А-1) = АВВ-1А-1 = А/ А-1 = АА-1 = /, 
(В- 1 А- 1 ) (АВ) = в-1 А- 1 АВ = в-11 в= в- 1в = /. 

Распространяя установленное правило на произведение трех 
матриц, легко видеть, что обратная к матрице А= LDU матрица 
будет тройным произведением A- 1 =U-1D-1f.- 1 • Kai< мы уже 
отмечали ранее, в действительности вычисление тако11 обратной 
матрицы требуется очень редко: если надо найти только вектор 
А-1ь, то вычислять отдельно А- 1 -это лишняя трата времени. 
Но все же интересно знать, сколько для этого требуется времени 
и как это можно сделать. Хороший способ-это расписать по 
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столбцам равенство АА-1 = 1: если обозначить j-й столбец матрицы 
А-1 через х1 , а j-й столбец единичной матрицы обозначить через 
е1 , то получим Ах1 = е1 . Это приводит к п системам уравнений 
с п различными правыми частями е1 , ••• , еп. Поскольку здесь 
матрица коэффициентов А одна и та же для всех систем, то про
цесс исключения для матрицы А проводится только один раз. 
Практически же самой простой схемой является метод Гаусса
)Кордана, когда исключение проводится для всех п систем одно
временно. 

Пример 

[ А е, е, ,} [ _: 
1 1 1 о о] [2 1 1 1 
1 О О 1 О - О -1 -2 -2 
21001 О 3 2 1 

о о] 
1 О -
О 1 

[
2 1 1 100] 

-.. О -1 -2 -2 1 О . 
О О -4 -5 3 1 

Это завершает процесс исключения. В последней матрице первые 
три столбца задают известную нам матрицу U. Другие три столбца 
являются тремя правыми частями систем после их подготовки 

к процедуре обратной подстановки и в то же время являются 
столбцами матрицы L-1, о которой мы много раз говорили. Иначе 
говоря, эти столбцы являются результатом применения элемен
тарных операций Е21> Е81 , Е32 (или, что эквивалентно, матрицы 
L-1 = Е32Е31Е21 ) к единичной матрице. Полученные после реализа
ции для всех трех систем обратной подстановки решения х1 , х2 , Ха и 
будут являться искомыми столбцами матрицы А-1 • Метод Гаусса
Жордана находит эти столбцы одновременно, как бы продолжая 
процесс исключения с той единственной разницей, что теперь 
нужно вычитать кратные строки из строк, расположенных выше. 

Начинаем мы с получения нуля выше ведущего элемента во вто
ром столбце: 

[ А п-[2 1 1 1 о о]- [2 о -1 -1 -1 о]-
о -1 -2 -2 1 О О -1 -2 -2 1 О 
О О -4 -5 3 1 О О -4 -5 3 1 

---..Г 2 о о 
2.. _ _!_ --,_г 1 

о о 
1 1 1 -1 = 

4 4 4 8 в-в 

О -1 о 
1 1 1 

о 1 о 
1 1 

2-2-2 -2 2 2 
LO О -4 -5 3 1 _J о о 1 5 3 

L 4 -4 -т _J 

=[/ А-1]. 
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На последнем шаге мы делим на ведущие элементы. Теперь 
матрица коэффициентов в левой половине единичная, а три решае
мые системы приведены к виду 

lx, = г -! j', lx, = г ~ -, 

L 4 L-4_J 

г 

1 
2 (22) 

Это и есть столбцы матрицы А- 1 • Таким образом, метод Гаусса
Жордана осуществляет абсолютное исключение для матрицы А, 
давая нули как выше ведущих элементов, так и ниже них и одно

временно применяя те же самые операции к столбцам единичной 
матрицы. При этом матрица А в левой половине нашей матрицы 
размера 3 х 6 переходит в матрицу /, в то время как матрица / 
в ее правой половине преобразуется в матрицу А-1 • 

Замечание. Любопытно подсчитать число действий, необходи
мых для нахождения матрицы А -1. Обычный подсчет для каждой 
новой правой части дает величину п2 -половина для действий 
в прямом направлении и половина для обратной подстановки. Для 
п различных правых частей это дает величину n3 , и, добавляя 
к ней n3/3 действий, требуемых для преобразования самой матрицы 
А, получаем общее количество действий 4n3/3. 

В действительности эта оценка несколько завышена, поскольку 
правые части е1 имеют специальный вид. В первой половине наших 
вычислений (исключении) в векторе е1 нужно изменять только те 
компоненты, которые расположены ниже единицы, стоящей на j-м 
месте. Так, для изменения е1 требуется n2/2 действий, а для изме
нения е1 достаточно только (п -j)2/2 действий. (В процессе исклю
чения с вектором е1 ничего не происходит до момента, пока мы 
не подойдем к j-му ведущему элементу. Но тогда оставшаяся 
часть содержит только n-j компонент.) Иначе говоря, процесс 
преобразования матрицы / в L-i оперирует только с нижними 
треугольными матрицами, сохраняя нули над диагональю. Поэтому 
первая половина вычислений требует 

п2 (n-j)2 1 п3 
2+ ... + 2 + ... +2 ~ 6 (23) 

действий. К этой величине нужно прибавить n3/3 действий, тре
буемых для проведения один раз процесса исключения для 
матрицы А, и п (n2/2) действий, которые требуются на последнем 
этапе для нахождения х1 обратными подстановками независимо от 
того, осуществляются ли они отдельно для каждой правой части 
или одновременно, как в методе Гаусса-Жордана. Таким обра-
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зом, общее число действий, требуемых для вычисления матрицы 
А-1 , равно 

пв пз (п2) 
1r+т+п 2 =пв. 

Эта величина необыкновенно мала. Действительно, поскольку 
перемножение матриц уже требует n3 действий, то для вычисления 
матрицы А1 требуется столько же действий, сколько для нахожде
ния матрицы А - 1 • Этот факт кажется почти невероятным. (Вычис
ление А3 требует в два раза больше действий, чем А-1.) Тем не 
менее, если в вычислении явного вида матрицы А-1 нет необхо
димости, делать этого не надо. 

Упражнение t.5.6. Найти обратную к матрице АВ-1С. 

Упражнение t.5.7. Найти обратные к матрицам 

А= [О l] и 8 = [cos 0 - sin 0] . 
1 О sin 0 cos 0 

Упражнение t.5.8. Показать, что матрица не имеет обратной, пы-[31 81] 
таясь решить систему 

[~ ~] [; :J = [~ ~]. 

Упражнение t.5.9. Описать, как действует на произвольную матрицу А 
умножение на матрицу Е, и выписать матрицу в-1 , если 

(l О 8] 
Е= О l О . 

О О 1 

Упражнение t.Б.10. Используя метод Гаусса-Жордана одновременного 
решения систем Ах1=е1, найти обратные к матрицам 

А=[: :J и А=(-:-;-~]· 
О -1 2 

ОШИБКИ Оl{РУГ ЛЕНИЯ 

В теоретической части рассмотрение невырожденного случая 
завершено. Перестановки строк могут оказаться необходимыми, 
чтобы избежать нулевых ведущих элементов, и они позволят нам 
добиться этого, если матрица невырожденная. Тогда на заключи
тельном этапе решение системы Ах= Ь можно найти с помощью 
обратной подстановки. На практике, однако, случается, что столь 
же необходимыми оказываются другие перестановки строк, иначе 

вычисленное решение может оказаться бессмысленным. 
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Напомним, что для системы средних размеров, скажем порядка 
ста, для реализации исключения требуется около миллиона дей
ствий и при выполнении каждого действия мы должны ожидать 
ошибку округления. При обычных вычислениях с плавающей 
точкой (например, в десятичной системе счисления) каждое число 
п описывается мантиссой т и показателем степени с, т. е. п = ml 0" 

1 
с 10 ::;;;;; 1 т 1 < 1. Число цифр в т равно длине машинного слова. 

Без какого-либо анализа ошибок для вычислений с плавающей 
точкой мы можем указать на очевидный факт: если в арифметике 
с плавающей точкой складываются два числа и их экспоненты с 
различаются, например, на два, то последние две цифры в мень
шем числе будут потеряны: 

0.345 +О.00123-+ 0.346. 

Основной вопрос здесь следующий: какой вклад вносят все эти 
отдельные ошибки округления в конечное решение? 

Это нелегкая задача. Ее решение было начато Джоном фон 
Нейманом. Он был одним из ведущих математиков в то время, 
когда благодаря вычислительным машинам стало возможным осу
ществлять миллионы операций. В действительности объединение 
усилий Гаусса и фон Неймана придало историческую известность 
простому алгоритму исключения, хотя даже фон Нейман дал лишь 
о, ень сложную оценку ошибок округления; правильный путь 
решения вопроса был найден Уилкинсоном, книги которого ста.пи 
теперь классическими. 

Два простых примера, взятых из книг Нобла и Форсайта -Ма
лера, будут иллюстрировать три самых важных момента в оценке 
ошибок округления. Это примеры систем с матрицами 

и 

Первый момент: 

[
0.0001 

A'-- l ~] . 

1 J • Одни матрицы чрезвычайно чувствительны к малым изме
нениям, а другие нет. Матрица А плохо обусловлена (т. е. 
чувствительна к изменениям), а матрица А' хорошо обусловлена. 

Если мы очень незначительно изменим матрицу А' илн вектор Ь 
в правой части, то решение системы А' х = Ь также изменится 
незначительно. С другой стороны, рассмотрим две системы с мат
рицей А и очень близкими правыми частями: 

и+ V=2, и+ V=2, 
и+ l.000lv=2.0001; и+ l.OOOlv =2.0002. 
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Решением первой системы является вектор с компонентами и= 1 
и v = 1, а решением второй-вектор с компонентами и= О и v = 2. 
Изменение пятой значащей цифры в компоненте вектора Ь привело 
к изменению первой значащей цифры в компонентах решения си
стемы, и не существует численного метода, который мог бы устра
нить эту чувствительность к малым Rозмущениям. Плохая обу
словленность может быть при вычислениях перенесена из одного 
места в другое, но не может быть устранена: истинное решение 
очень чувствительно, и вычисленное решение не может обладать 
меньшей чувствительностью. 

Второй момент: 

1 К.. Даже хорошо обусловленная матрица может быть испор
чена плохим алгоритмом. 

К сожалению, нужно сказать, что даже для матрицы А' пря
мой ход исключения Гаусса относится к плохим алгоритмам. 
Предположим, что величина 0.0001 является первым ведущим 
элементом, и первую строку нужно умножить на 10000 и вычесть 
ее из второй строки. Нижний правый элемент становится -9999, 
но за счет округления до трех значащих цифр он берется рав
ным -10000. Итак, округление приводит к исчезновению единицы, 
ко.горая была здесь первоначально. 

Рассмотрим конкретный пример 

O.OOOlu+v= 1, 
и+v=2. 

После исключения второе уравнение имеет вид 

-9999v = -9998, 

(24) 

откуда v = 0.99990. В действительности, округ лени я приводят 
к уравнению-lООООv=-10000, откуда v= 1. До сих пор изме
нение второго уравнения не привело к плохому решению: три 

первые значащие цифры приближенного решения v совиадают 
с точными. Однако при обратной подстановке первое уравнение 
с истинным значением v имеет вид 

0.ОООlи+О.9999= 1, 

откуда получаем и= 1. С другой стороны, если вместо v подста
вить вычисленное с тремя точными знаками решение v = 1, то 
получим уравнение 

О.ОООlи+ 1 = 1 

и, следовательно, вычисляемое значение и= О. Вычисленное зна
чение и абсолютно ошибочно. Отсюда вытекает, что, несмотря н~ 
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хорошую обусловленность матрицы А', процесс исключения очень 
неустойчив. Действительно, множители L, D и И (как точные, 
так и приближенные) имеют совершенно другие масштабы, чем 
исходная матрица: 

, = [ 1 о] [0.0001 о ] [ 1 10000] 
А 10000 1 О -9999 О 1 . 

Таким образом, маленький ведущий элемент 0.0001 привел к не
устойчивости. 

Качественно, матрица А Я13Ляется почти вырожденной, а А' 
нет. Если мы заменим последний элемент в А единицей или сде
лаем еще где-нибудь соответствующее маленькое изменение эле
ментов этой матрицы, то она станет вырожденной. Не так обстоит 
дело с матрицей А'. Близость к вырожденности -это почти то 
же, что и плохая обусловленность. Различие между ними мы 
попытаемся разъяснить во втором параrрафе гл. 7. Но причины, 
почему хорошая обусловленность А' была испорчена алгоритмом 
исключения, и средство против этого видны уже теперь. Это третий 
момент, который мы хотели отметить. 

1 L. Так же как нулевой ведущий элемент требует теорети
ческого изменения алгоритма исключения, очень маленький веду
щий элемент требует его практического изменения. А именно, 
если не известно заранее, что обычный алгоритм исключения 
работает хорошо, вычислительная машина должна сравнить 
каждый ведущий элемент со всеми другими возможными веду
щими элементами этого столбца. Затем она должна переста
вить строки матрицы так, чтобы наибольший из них по модулю 
стал новым ведущим эле.л,1ентом. Такой алгоритм называется 
частичным выбором ведущего элемента. 

В матрице А' один из возможных ведущих элементов 0.0001 
надо сравнить с элементом ниже него, который равен единице, 
что сразу приводит к перестановке строк. В матричных обозна
чениях это, как и ранее, означает умножение на матрицу пере

становки. Теперь разложение новой матрицы А"= РА' имеет вид 

А" = [~.ООО 1 : ] = [~.ООО 1 ~] [ ~ ~. 9999] [ ~ : ] . 

Ведущими элементами здесь являются величины одного масштаба: 
единица и 0.9999, в то время как раньше вместо них были вели
чины 0.0001 и -9999. 

Частичный выбор ведущего элемента отличен от гораздо более 
надежной стратегии полного выбора ведущего элемента, когда для 
нахождения возможно большего ведущего элемента просматри
вается как k-й столбец, так и все последующие столбцы. При 
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полном выборе ведущего элемента для его перемещения в нужную 
позицию необходимо осуществлять перестановку не только строк, 
но и столбцов. (Иначе говоря, дополнительно нужна перенумера
ция неизвестных, или, что эквивалентно, умножение анализируе

мой матрицы справа на матрицу перестановок.) За такую надеж
ность приходится дорого платить, поскольку просмотр и сравнение 

элементов всех оставшихся столбцов требует чрезвычайно боль
ших затрат времени. В то же время частичного выбора ведущего 
элемента, как правило, бывает достаточно. 

Сейчас мы окончательно подошли к основному алгоритму 
численной линейной алгебры -исключению с частичньем вы
бором ведущего элемента. Конечно, для дальнейшего усовер
шенствования этого алгоритма еще остается целый ряд возможно
стей, таких, как масштабирование строк и столбцов матрицы, если 
это оказывается необходимым. Но по существу читатель уже 
знает, как вычислительная машина поступает с системой линейных 
уравнений. В отличие от «теоретического» описания задачи -
найти матри~ш А-~ и умножить на нее вектор Ь-наше изло
жение потребовало от читателя времени (и терпения). Было бы 
хорошо, если бы существовал более легкий путь, как в действи
т.ельности находить вектор х, но думаю, что его не существует. 

Упражнение 1,5,11 (рекомендуемое). Вычислить обратную к матрице Гиль, 
берта 

г1 1 1 -, 
2 3 

А= 
1 1 1 

2 3 4 
1 1 

L3 4 5 _J 

двумя способами, используя обычный метод исключения Гаусса-Жордана; 
(i) с помощью точных вычислений и (ii) округляя каждое число до трех зна
чащих цифр. Замечание: в данном случае выбор ведущего элемента не помогает, 
поскольку матрица А является плохо обусловленной и это никак нельзя исправить. 

Упражнение J.5.12. Сравнить ведущие эле,.~енты обычного исключения 1# 
исключения с частичным выбором ведущего элемента для матрицы 

А= [0.001 О] . 
1 10000 

(Это пример ситуации, когда перед исключением необходимо масштабиревание.) 

Упражнение J.5.13. Объяснить, почему при частичном выборе ~;едущего эле
мента все элементы l; 1 матрицы L удометворяют неравенству j l; 1 1..;;; 1. Показать, 
что если элементы исходной матрицы А удовлетворяют неравенствам I а;1 j..;;; 1, то 
после первого этапа исключения (получения нулей в первом столбце) все эле
менты будут ограничены по модулю величиной 2, а после k-ro этапа-величи
ной 21.. Можно ли построить пrимер такой матрицы А порядка три с элемен
тами I а; i 1...;; l, для которой liJ I о;;;;; 1, а последний ведущий элемент ранец 
четырем? 
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§ 1.6. ЛЕНТОЧНЫЕ МАТРИЦЫ, 
СИММЕТРИЧЕСКИЕ МАТРИЦЫ И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ 

В настоящем параграфе мы преследуем две цели. Первая из 
них-показать на конкретной задаче, каким образом большие 
системы линейных уравнений возникают на практике. До сих пор 
в книге не было каких-либо упоминаний о приложениях, так 
как описание большой и вполне реальной задачи из строительной 
техники или экономики увело бы нас далеко от основного направ
ления. Но здесь мы выберем другую естественную и важную 
прикладную задачу, рассмотрение которой не потребует большой 
подготовки. 

Другая цель - проиллюстрировать (на примере той же самой 
задачи) специаJiьные свойства, которыми часто обладают матрицы 
коэффин.иентов. Редко можно встретить матрицу, которая выгля
дела бы так, как будто она построена случайным образом. Почти 
всегда матрица имеет некоторые особенности структуры, заметные, 
как правило, с первого взгляда. Такими особенностями, напри
мер, являются симметрия или большое число нулевых элементов. 
В последнем случае, так как разреженная матрица содержит зна
чительно меньше чем n2 единиц информации, то вычислительной 
работы также оказывается много меньше, чем для плотной мат
рицы. Мы, в частности, будем рассматривать специальные свой
ства ленточных матриц, все ненулевые элементы которых сосре

доточены около главной диагонали, и изучать, как эти свойства 
отражаются на процессе исключения. 

Наш пример возникает при преобразовании непрерывной за
дачи в дискретную. Непрерывная задача имеет бесконечно много 
неизвестных и ее нельзя решить точно на вычислительной машине. 
Следовательно, ее нужно приближенно заменить некоторой диск
ретной задачей. При этом, как правило, оказывается, что чем 
больше неизвестных останется в задаче, тем выше будет ее точ
ность и больше стоимость решения. В качестве весьма простой, но 
в то же время очень типичной непрерывной задачи, мы выберем 
дифференциальное уравнение 

d2u 
- dx2 =f (х), О~х~ 1. (25) 

Это линейное уравнение относительно неизвестной функции и 
со свободным членом f. Левая часть уравнения допускает неопре
деленность, поскоJiьку к любому ее решению и можно добавить 
произвольную функцию вида С+ Dx и результат снова будет 
решением этой задачи (вторая производная функции С +Dx тож
дественно равна нулю). Неопределенность, связанная с произволь
ностью констант С и D, устраняется заданием на каждом из концов 
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интервала «краевых условий»: 

и(О) =0, и(l)=О. (26) 

В результате мы приходим к так называемой двухточечной краевой 
задаче, которая описывает не кратковременное, а стационарное 
явление, например распределение температуры стержня с фикси
рованными нулевыми значениями на концах и распределенными 

источниками тепла интенсивности f (х). 
Напомним, что наша цель-получить задачу, которая диск

ретна (конечномерна), или, другими словами, является задачей 
линейной алгебры. По этим соображениям мы не можем допустить 
более чем конечное количество информации о функции f и возьмем 
лишь ее значения в равномерно расположенных точках х = h, 
х = 2h, ... , х = nh. Нашей задачей будет вычисление приближен
ных значений и1 , ••• , ип точного решения и в перечисленных 
точках при условии, что на концах отрезка х=О и Х= 1 = (п+ l)h 
уже заданы точные краевые условия и0 = О и ип+~ = О. 

Прежде всего возникает вопрос, как заменить производную 
d1u/dx2? Поскольку каждая производная является пределом раз
ностных отношений, то ее можно аппроксимировать одним из этих 
отношений при фиксированном значении шага h (или Лх). Для 
первой производной имеется три возможности: 

du и(х+h)-и(х) du и(х)-и(х-h) 
dx~ h ' dx~ h , 

du ,...,, и (x+h)-u (х- h) 
dx "" 2h • (27) 

О1<азываtтся, что последнее отношение, в силу своей симметрии 
относительно х, является самым лучшим. Для второй же произ
водной существует единственная возможная комбинация, которая 
использует значения только в точках х и х + h: 

d2u u(x+h)-2u(x)+и(x-h) (28) 
dx2 ~ h2 

Эта аппроксимация также обладает тем преимуществом, что она 
симметрична относительно величины х. Напомним, что правая 
часть (28) стремится к точному значению d2u/dx2 при h - О, но 
мы останавливаемся на некотором конкретном значении h. 

Заменим в стандартных узлах х = jh сетки дифференциальное 
уравнение -d2u/dx2 = f (х) его дискретным аналогом (28) и умно
жим его на h2: 

(29) 

В результате получим п уравнений такого вида, по одному для 
каждого из значений j = 1, ... , п. Первое и последнее из этих 
уравнений включают величины и0 и Ип+~• которые не являются 
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неизвестными, так как их значения определены краевыми усло

виями. Они переносятся в правые части уравнений и добавляются 
к свободным членам (в тех случаях, когда не известно заранее, 
что они равны нулю). Равенство (29) легко интерпретировать как 
условие стационарного режима, при котором притоки (и1 -и.+1) 
справа и (и1- Щ-1) слева уравновешиваются стоком h2f 1(jh) 
в uентре. 

Структура п уравнений (29) становится виднее, если выписать 
матричное уравнение Аи =Ь для конкретного значения h = 1/6 
(n=б): 

г 2 -1 ,г и. 1 г f (h) 1 
-1 2 -1 U2 f (2h) 

-1 2 -1 U8 = h2 f (Зh) (30) 
-1 2 -1 U4 f (4h) 

L -J 2_iLUь.J Lf(бh).J 

С этого момента мы будем и.меть дело с уравнением (30), и для 
нас уже несущественно, откуда оно возникло. Какое значение 
имеет тот факт, что мы построили класс матриц коэффициентов, 
далеко не произвольного вида, порядок п которых может быть 
очень большим? Матрица А обладает рядом специальных свойств, 
одно из которых представляет для нас наибольший интерес: она 
является трехдиагональнои. Все ее ненулевые элементы ле
жат на главной диагонали и на двух прилегающих к ней диаго
налях. Иначе говоря, элементы матрицы равны нулю, если раз
ность между номерами их строк и столбцов по модулю больше 
единицы, т. е. а;1 = О для всех i, j, таких, что I i-- j 1 > 1. Нали
чие этих нулей вносит огромное упрощение в процесс исключения 
Гаусса. 

Матрица А обладает еще двумя свойствами, которые мы не 
решаемся обсуждать здесь, но не потому, что они не важны, а 
именно из-за того, что они слишком важны. Тем не менее .мы 
можем сказать, что это за свойства и какое влияние они оказы
вают на алгоритм исключения. 

(1) Матрица А симметрическая. Это означает, что каждый 
элемент aif с одной стороны от главной диагонали равен своему 
«зеркальному отражению» ал с другой стороны от главной диа
гонали, т. е. а;1 =afi для всех значений i, j. Другими словами, 
первый столбец матрицы А совпадает с ее первой строкой, второй 
столбец -со второй строкой и т. д. Одно следствие этого свой
ства очевидно: в вычислительной машине достаточно хранить 
только нижнюю треугольную часть А, поскольку ее элементы, 
стоящие над главной диагональю, можно сразу восстановить по 
соответствующим элементам, расположенным ниже главной диа
гонали. 
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Самым важным, однако, является то обстоятельство, что про
цесс исключения сохраняет эту симметрию (см. упражнения). 
Следовательно, при исключении отсутствует необходимость в вы
числении изменений, происходящих над главной диагональю. Иначе 
говоря, если мы сохраняем только результаты, получающиеся 

ниже главной диагонали и, конечно, ведущие элементы, то верх
няя треугольная часть восстанавливается по ним автоматически. 

Таким образом, симметричность матрицы позволяет фактически 
вдвое уменьшить как требуемую память, так и время, затрачи
ваемое на вычисления. 

Мы обратим внимание на другой результат подобного сорта, 
для чего впервые введем индекс т для обозначения операции 
транспонирования матрицы. Пусть А-некоторая матрица. Тогда 
замена всех строк матрицы А на столбцы с теми же номерами 
дает транспонированную к ней матрицу Ат. Симметрия матрицы 
означает, что АТ =А, а следствием этого свойства является такое 
утверждение: 

lM. Если матрица А симметрическая и для нее осуществимо 
разложение А= LDU, то столбцы нижней треугольной м,ат
рицы L одновременно являются строками матрицы И и нао
борот. Иначе говоря, матрица L является зеркальным отраже
нием (или транспонированной к) И: L= uт и И =Lт. 

Доказательство. Начнем с разложения A=LDU и по
стараемся выяснить, что произойдет, если мы поменяем местами 
строки со столбцами. В левой части останется матрица А, по
скольку предполагается, что она симметрическая. В правой части 
процесс транспонирования приведет к перемножению отдельно 

транспонированных матриц L, D и И, но в другом порядке (анало
гично обращению). Иначе говоря, мы приходим к формуле АТ= 
= uтvт~т. Первый множитель uт формируется путем замены 
строк l\lатрицы И на столбцы и, следовательно, является нижней 
треугольной матрицей. Другие сомножители vт и L t соответст
венно являются диагональной и верхней треугольной матрицами. 
Таким образом, мы видим, что получено новое «LDU-разложение» 
матрицы Ат= А. Но сомножители такого разложения любой мат
рицы определяются однозначно (см. IF) и, следовательно, IJ = 
= uт, D = vт и И= L т, что и завершает доказательство. 

Мы еще вернемся к операции транспонирования в § 3.1, но 
это доказательство было очень неожиданным введением к очень 
простой идее. 

Перейдем ко второму свойству нашей конечно-разностной 
матрицы. 
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(2) Матрица А положительно определена. Эrо свойство опре
деляется (только для симметрических матриц) в гл. 6 и данное 
там определение не имеет ничего общего с методом исключения. 
Но позже мы покажем, что оно эквивалентно другому определе
нию, которое тесно связано с процt>ссом исключения, а именно: 

симметрическая матрица А будет положительно определенной 
тогда и только тогда, когда все ее ведущие элементы di положи
тельны. Это означает, что нам не потребуется осуществлять пере
становки строк, чтобы избежать нулевого ведущего элемента, и 
исключение можно проводить в обычном порядке без нарушения 
симметричности, которое в противном случае могло произойти. 

Мы знаем, что на практике нужно задавать еще один вопрос 
относительно ведущих элементов. Они ненулевые, но будут ли 
они достаточно большими? Ответ на него является другим след
ствием положительной определенности, с вычислительной точки 
зрения более важным: для практических вычислений с положи
тельно определенными матрицами перестановки строк не требу

ются. Множители L, D и И не могут иметь больших расхождений 
с матрицей А в масштабах. Мы сможем в этом убедиться на при
мере разложения нашей матрицы. 

Замечание. Сказанное не означает, что здесь нет опасности 
ошибок округления. Плохо обусловленная матрица 

А-[1 1 ] 
1 1.0001 

из предыдущего раэ.nела была сймметрической и положительно 
определенной. 'rакой же была и матрица Гильберта из упражне
ний. Положительная определенность означает только то, что исклю

чения Гаусса без изменений строк численно так же устойчивы, 
как и сама матрица. 

Оставляя в стороне перечисленные основные свойства матрицы А, 
вернемся к тому факту, что она является трехдиагональной. 
Какой эффект дает это в процессе исключения? Предположим, 
что мы провели первый этап процесса исключения и получили 

нули под ш~рвым ведущим элементом: 

г 2 -1 -, 2 -1 

-1 2 -1 о 
3 -1 2 

-1 2 -1 - -1 2 -1 t 

-1 2 -1 -1 2 -1 

-1 2 -1 2 _J 

По сравнению с матрицей общего вида порядка пять здесь имеет
ся два 0сновных упрощения. 
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(а) Ниже ведущего элемента был только один ненулевой эле
мвнт, а в общем случае кратное первой строки нужно вычитать 
из каждой другой строки; 

(Ь) Эта одна операция исключения была выполнена с очень 
короткими строками. После того как нужный множитель l21 = 
= -1/2 был найден, потребовалось только одно действие умно
жение-вычитание справа от ведущего элемента. 

Таким образом, первый этап исключений был очень упрощен на
личием нулей в первой строке и первом столбце. Более того, трех
диагональная структура матрицы сохраняется в течение процес
са исключений (при отсутствии перестановки строк!). 

(с) На втором этапе исключения, так же как и на любом 
последующем, упрощен.ия (а) и (Ь) сохраняются. 

Мы можем представить окончательный результат несколькими 
способами. Наибольшая наглядность достигается рассмотрением 
LDU-разложения матрицы А: 

А= 

Г Г2 

1 

3 
-т 

т 

1 

3 
2 

4 
3 

5 
4 

-, 

6 
5 

3 1--
4 

1 4 -,-
1 

_J 

Замечания (а)-(с) можно сформулировать следующим образом: 
сомножители L и U разложения трехдиагональной матрицы яв
ляются двухдиагональными матрицами. Эти сомножители имеют 
близкую к А структуру расположения нулевых элементов. Заме
тим также, что L и U транспонированы друг к другу, как и 
должно было быть в силу симметричности, и ведущие элементы 
di все положительны 1). Очевидно, что при стремлении п к беско
нечности ведущие элементы сходятсн к + 1. Такие матрицы до
ставляют вычислительной машине большое удовольствие. 

Перечисленные упрощения приводят к полному пересмотру 
обычного подсчета числа действий. Каждый шаг исключения тре
бует только двух действий-деления на ведущий элемент и умно
жения-вычитания из диагонального элемента. Таких шагов исклю
чения около п. Следовательно, вместо n8/3 действий требуется 
только 2n, т. е. объем вычислений является величиной меньшего 

1) Позже будет 1101<азано, что произведение ведущих элементов совпадает 
с определt~телем матрицы А. В данном случае det А =6. 
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порядка. То же самое справедливо для обратной подстановки
вместо n2/2 действий опять требуется только 2n. Таким образом, 
число действий для системы с трехдцагональной матрицей про
порционально п, но не более высокой степен"' п. Системы Ах= Ь 
с трехдиагональными матрицами решаются почти мгновенно. 

Рассмотрим более общий случай, когда А-ленточная матрица, 
т. е. все ее ненулевые элементы лежат внутри ленты, располагаю

щейся параллельно главной диагонали. Ширина ленты или, 
точнее говоря, половина ширины ленты, w определяется следую
щим образом. Это такое наименьшее из целых чисел, что аи= О 
для всех I i-j/ ~ w (см. рис. 1.2). Отсюда следует, что ленточ· 

А= =Ш 

Рис. 1.2. Ленточная матрица и ее разложение. 

ная матрица имеет не более 2w- l ненулевых диагоналей-глав
ную дl:Iаrональ и по w-l дополнительных диагоналей по каждую 
сторону от нее. Ширина ленты W= l для диагональной матрицы, 
w = 2 для трехдиагональной и w = п для плотной матрицы. 

Для любой ленточной матрицы справедливы замечания (а)
(с). На первом этапе исключения требуется получить только w- l 
последовательных нулей ниже ведущего элемента, поскольку все 
элементы столбца, располагающиеся ниже, уже равны нулю. Более 
того, так как первая строка имеет не более w ненулевых эле
ментов, то для получения каждого нуля достаточно w действий. 
Следовательно, первый этап исключения требует w (w-1) дейст
вий, причем после его реализации мы опять имеем ленточную 
матрицу с шириной ленты w. Так как всего осуществляется око
ло п этапов, то применение исключений для ленточной матрицы 
требует около w2n действий. Опять число действий оказывается 
пропорциональным величине п и, как мы видим, одновременно 

пропорционально квадрату величины w. Так как при стремлении 
w к п матрица становится плотной, то и число действий опять 
становится пропорциональным n3• Более точный подсчет связан 
с тем обстоятельством, что, когда исключения достигают нижнего 
правого угла матрицы А, ширина ленты становится меньше. 
Точное число делений и умножений-вычитаний, требуемых для 
построения L, D и U (без предположения симметричности А), 
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1 
вычисляется по формуле P= 3 w(w- l) (3n-2w+ 1). Для плот-

ной матрицы, когда w=n, она принимает вид Р= ~ n(n-l)(n+I), 
т. е. согласуется с уже известной формулой 1). Резюмируем изло
женное: ненулевые элементы треугольных сомножителей L и U 
разложения матрицы А лежат внутри той же самой ленты, а 
процессы исключения и обратной подстановки реализуются очень 
быстро. 

Это наш последний подсчет числа действий, и мы должны под
черкнуть один важный момент. Для матрицы типа рассмотренного 
нами примера конечно-разностной матрицы А обратная матрица 
является плотной. Следовательно, при решении системы Ах= Ь 
гораздо лучше знать матрицы L и U, чем матрицу А-1 • Умно
жение вектора Ь на матрицу А-1 требует n2 действий, в то время. 
как 4n действий достаточно для решения систем Lc = Ь и U х = с, 
т. е. проведения исключения и обратной подстановки, что позво
ляет получить решение Х= U1c= и-1L-1Ь = А-1ь. 

Мы надеемся, что последний пример полезен в двух отноше
ниях: он углубляет понимание процесса исключения (который, 
как мы полагаем, теперь совершенно ясен!) и дает пример систе
мы большого порядка, которая действительно встречается на 
практике. В следующей главе мы вернемся к изучению «теорети
ческой» структуры линейной системы Ах= Ь, а именно к вопросу 
существования и единственности ее решения х. 

Упражнение t.6.1. Модифицировать пример, рассмотренный в настоящем 
разделе, заменив элемент а11 =2 на а11 =1, и найти LDV-разложение новой 
трехдиаrональной матрицы. 

Упражнение 1.6.2. Для симметрической матрицы 

А= Ь d е [а Ь с] 

с е f 

применить процесс исключения для получения нулей в первом столбце под 
ведущим элементом а и показать, что после этого матрица порядка два в ниж

нем правом углу остается симметрической. Таким же способом можно показать, 
что симметричность сохраняется после каждого этапа исключения. 

Упражнение 1.6.З. Найти матрицу А порядка 5, возникающую при аппро· 
ксимации задачи 

d2u 
- dx2=f (х), du (О)= du (l) =О, 

dx dx 

1) Приятно отметить, что Р является целым числом, поскольку хотя бы 
одно из расположенных рядом чисел п-1, п и п+ 1 должно делиться на три. 
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при заменt' краевых услоиий соотношениями и0 =и1 и и6 =и0 • Показать, что 
умножение этой матрицы на вектор (1 1 1 1 \]Т дает нулевой вектор и, 
следовательно, матрица А вырожденная. Аналогично показать, что если функ
ция и (х) является решением непрерывной задачи, то функция и (х)+ 1 также 
является ее решением, т. е. указанные два условия не устраняют неопреде

ленности в члене C+Dx и решение задачи не единственно. 

Упражнение 1.6.4. При h=l/4 и f(x)=4n1 sin2nx разностные уравнения 
(29) могут быть представлены в виде системы 

Вычислить значения щ и найти их погрешность по сравнению с точным реше
нием и=sin2nx в точках x=l/4, x=l/2 и х=З/4. 

ОБЗОРНЫЕ УПРАЖНЕНИЯ 

1.1. Для М!IТрИЦ 

А=е ~] и В=[~ ~] 

вычислить матрицы А+В и АВ. 

1.2. Для тех же самых матриц вычислить А- 1 , в-1 и (АВ)-1. 

1.3. С помощью исключения и обратной подстановки решить систему 

2и-3v =8, 

4u-5v+ w=l5, 
2и +4w= 1. 

1.4. Для матрицы коэффициентов предыдущей системы построить разло
жение А=LИ. 

1.5. Пусть задана система трех уравнений. Какая матрица Е осуществляет 
вычитание второго уравнения из третьего? 

1.6. Какая матрица Р порядка три осуществляет перестановку первого 
уравнения и третьего? 

1. 7. Какая матрица порядка три умножает второе уравнение на -1 и 
оставляет другие два уравнения без изменения? 

1.8. С помощью метода исключения определить, имеет ли решение система 

и+ v+ w=O, 
и+2v+Зw=О, 

зи+5v+ 7w= 1. 

1.9. С помощью метода исключения и перестановок строк решить систему 

и+ v-w=2, 
Зи+Зt•+w=2, 

и +w=O. 
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1.10. Построить LU-разложение матрицы 

[
1 4 о] 

А= О I О • 
О 3 1 

1.11. Найти обратную к матрице 

[; :] 
1.12. Является ли матрица порядка три обязательно обратимой, если ни 

одна из ее строк не пропорциональна ни одной другой? Если это не так, то 
привести соответствующий пример. 

1.13. С помощью метода Гаусса-Жордана найти обратную к матрице 

А=[~ : ~]. 
О О 1 

1.14. Объяснить, почему матрица, обратная к треугольной матрице, тоже 
является греугольной. 

1.15. Если Е-матрица порядка дRа, умножение на которую прибавляет 
первое уравнение ко второму, то какой вид имеет матрица Е50? Выписать мат
рицы Е, Е5° и 50Е. 

1.16. Выписать систему с матрицей порядка два, которая имеет бесконеч
но много решений. 



Глава 2 

ТЕОРИЯ СИСТЕМ 

ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

§ 2.1. ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 
И ПОДПРОСТРАНСТВА 

В предыдущей главе описано, как проводить процесс исклю
чения (по одному элементу) для упрощения линейной системы 
Ах= Ь. К счастью, этот алгоритм не только облегчает вычисле
ние решения х, но и одновременно дает ответ на более теорети
ческие вопросы о его существовании и единственности. Чтобы 
изучить прямоугольные матрицы столь же хорошо, как и квад

ратные, нам необходимо посвятить еще один раздел технике исклю
чения. Тогда у нас будут все необходимые нам понятия. Но, 
концентрируя внимание на отдельных элементах, мы приходим 

к несколько одностороннему восприятию линейных систем; поэ
тому главная цель настоящей главы-достичь разностороннего и 
глубокого понимания проблемы. Нам потребуется понятие ве1'
торного пространства. Но мы хотим ввести его не с помощью 
обычной системы аксиом, а на примере трех уравнений с двумя 
неизвестными: 

(1) 

Если бы неизвестных было больше, чем уравнений, мы 
могли бы надеяться найти одно или даже бесконечно много реше
ний (хотя это и не всегда так). В данном же случае число урав
нений больше чем число неизвестных (т > п), и можно ожидать, 
что здесь, как правило, не будет существовать решения. Система 
(1) будет разрешима только для некоторых правых частей, т. е. 
для очень «тонкого» подмножества множества всевозможных трех

мерных векторов Ь. Наша задача-выделить это подмножество. 
Способ его описания настолько прост, что позволяет полностью 

его обозреть. 
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1 
2А. Система Ах= Ь разрешима тогда и только тогда, когда 
вектор Ь может быть представлен в виде линейной комбина
ции столбцов матрицы А. 

Это описание-не что иное, как переформулировка системы 
Ах= Ь в следующем виде: 

(2) 

Здесь те же самые три уравнения с двумя неизвестными. Но те
перь задача выглядит следующим образом: найти такие веса и 
и v, чтобы умножая первый столбец матрицы А на и, а второй 
столбец на v и складывая полученные векторы, в результате полу
чить вектор Ь. Система (1) разрешима, когда такие веса сущест
вуют. При этом пара (и, v) представляет собой решение х 1). 

Таким образом, подмножество правых частей Ь, для которых 
система (1) разрешима, есть множество всех линейных ком
бинаций столбцов матрицы А. В качестве Ь можно взять, 
например, первый столбец этой матрицы; тогда и= 1 и v = О. 
Другая возможность-второй столбец этой матрицы: и= О и v = 1. 
Третий вариант-правая часть Ь равна нулю; здесь веса таковы: 
и=О, v=O (и при таких тривиальных весах получается Ь=О 
вне зависимости от матрицы коэффициентов). 

Теперь мы дадим геометрическое описание этого результата: 
система Ах= Ь разрешима тогда и только тогда, когда вектор 
Ь лежит в плоскости, являющейся линейной оболочкой вектор
столбцов 1,1атрицы А (рис. 2.1). Эти векторы являются отрезками 
прямых, соединяющими начало координат (О, О, О) с точками 
(1, 5, 2) и (О, 4, 4) соответственно. Сама плоскость определяется 
этими двумя прямыми. Она не ограничивается векторами с поло
жительными компонентами: например, весам и= -1, v= 1 соот
ветствует Ь = ( - 1, - 1, 2). 

Построенная плоскость иллюстрирует одно из наиболее важных 
понятий линейной алгебры- понятие векторного пространства. 
Под векторным пространством мы подразумеваем набор 
векторов, удовлетворяющих следующим двум условиям: 

(i) сумма ь+ь' двух любых векторов Ь, Ь' из векторного про
странства принадлежит этому пространству; 

(ii) произведение любого вектора Ь из векторного простран· 
ства на любой скаляр с также принадлежит этому пространству. 

1) Мы используем здесь слово «веса», как синоним слова «коэффициенты», 
поэтому веса не обязательно положительны. 
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Перпенllикуляр .z 
/( плоскости 

Рис. 2.1. Пространство столбцов матрицы А-плоскость в трехмерном про
странстве. 

Другими словами, множество векторов, лежащих в нашей 
плоскости, .замкнуто относительно сложения и умножения на 

скаляр 1). Плоскость является подмножеством множества всех 
трехкомпонентных векторов Ь= (Ь1 , Ь2 , Ь3 ), а это большее множе
ство в свою очередь является векторным пространством, а именно 

всем трехмерным пространством. Наша плоскость фактически яв
ляется подпространством, т. е. таким подмножеством век
торного пространства, которое само является векторным 

пространством. Мы называем ее пространством столбцов 
матрицы А, потому что она порождается этими столбцами. 

Легко выделить два крайних варианта пространства столбцов 
матрицы. Первый возникает при нулевой матрице А= О порядка 
п. Пространство столбцов этой матрицы содержит только один 
вектор, а именно вектор (О, О, ... , О). Тем не менее это (не пус
тое!) векторное пространство, так как сложение и умножение на 
скаляр не выводят за его пределы. Это наименьшее из возможных 
векторных пространств. Другой крайний вариант дает единичная 
матрица А=/ порядка п. Пространством ее столбцов является 
все п-мерное пространство, так как каждый вектор-столбец с п 
компонентами может быть представлен в виде линейной комбина
ции столбцов единичной матрицы. Мы предполагаем, что эти 
компоненты являются вещественными числами, хотя могли бы 
рассматривать матрицы А и векторы х и Ь с комплексными компо
нентами, причем никаких новых проблем здесь не возникло бы. 

1 ) Слово замкнуто означает, что эти опера11ни не выводят нас за пределы 
плоскости. Мы не интересуемся операцией перемножения двух векторов. 



§ 2.1. Векторные пространства и подпространства 65 

Пространство всех вещественных п-мерных ~екторов будем обоз
начать символом R11 • Плоскость, изображенная на рис. 2.1, явля
ется подпространством пространства R3 • 

Различие между подмножеством и подпространством лучше все
го пояснить примерами. Некоторые мы приведем сейчас, а осталь
ные позже. При этом в каждом случае должен быть решен 
вопрос, выполнены ли условия (i) и (ii). 

Пример J. Пусть S состоит из всех векторов, кратных задан
ному вектору v, скажем вектору ( l, 4, -2). Эти векторы запол
няют прямую в трехмерном пространстве R3 , которая проходит 
через начало координат, так как нулевой вектор О= О· v является 
кратным вектору v. Такое подмножество S оказывается подпрост
ранством, потому что сумма двух любых векторов, лежащих на 
этой прямой, как и любое кратное такого вектора, также лежит 
на этой прямой. 

Пример 2. Пусть S состоит только из двух векторов (О, О, О) 
и (l, О, О). Тогда условие (ii) не выполнено, потому что произ
ведение 5 · ( l, О, О) не принадлежит S. Не выполнеко также и 
условие (i): мы можем взять и в качестве Ь, и в качестве Ь' 
вектор (!, О, О), н тогда их сумма Ь+Ь' множеству S не принад
лежит. 

Пример 3. Пусть S состоит из всех векторов, лежащих на 
прямой, параллельной оси х, т. е. S-множество всех векторов, 
у которых компонента х произвольна, а компоненты у и z фик
сированы, скажем у=З и z=4. Это подмножество тоже неудов
летворяет условиям (i) и (ii), хотя и является прямой. Вектор, 
равный сумме двух векторов, лежащих на этой прямой, имеет 
компоненты у= 6, z = 8 и, следовательно, лежит на другой пря
мой. Более того, нулевой вектор не принадлежит S, а из усло
вия (ii) следует, что каждое подпространство должно содержать 
нулевой вектор. 

Закончим это краткое введение. С геометрической точки зре
ния здесь трудно было что-либо пропустить, поскольку основные 
факты отражены на рис. 2.1: 

(i) множество векторов Ь, для которых система Ах= Ь разре
шима, образует двумерное пространство столбцов; два столбца 
матрицы А порождают плоскость, причем менее чем два вектора 
порождать эту плоскость не могут; 

(ii) векторы, проходящие через начало координат и перпенди
кулярные этой плоскости, лежат на одной прямой; эти векторы 
также образуют подпространство, которое одномерно; 

(iii) каждый вектор из трехмерного пространства можно раз
ложить в сумму двух векторов, один из которых лежит в этой 
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плоскости, а второй перпендикулярен ей, и это разложение един
ственно 1). 

Из геометрических соображений эти факты более или менее 
очевидны. Но мы еще не имеем алгебраического способа их выра
жения или проверки, или обобщения на случай системы т урав
нений с п неизвестными (другими словами, на п столбцов и m
мерное пространство). Это одна из двух целей, которые мы пре
следуем. 

Вторая цель настоящей главы «двойственна» к первой. Мы 
интересуемся не только правыми частями Ь, для которых разрешима 
система ( 1 ), но и множеством всех решений х для каждого такого век
тора Ь. Правая часть Ь = О всегда допускает решение х = О, но может 
существовать бесконечно много других решений. (Мы докажем, 
что в случае, когда неизвестных больше, чем уравнений (п > m}, 
система Ах= О должна иметь решения, отличные от нулевого 
решения х = О.) Множество решений системы Ах= О образует 
векторное пространство, называемое нуль-пространством 

матрицы А. Оно является подпространством пространства Rn, 
в то время как пространство столбцов матрицы А было подпро
странством пространства Rm. 

Нетрудно решить систему Ах= О и, таким образом, найти 
нуль-пространство матрицы А для приведенного выше примера 
системы 

Первое уравнение дает и= О, а из второго следует, что v = О. 
Поэтому в данном случае нуль-пространство состоит из единст
венной точки, а именно из нулевого вектора; только одна ком
бинация столбцов дает вектор Ь = О, это комбинация с весами 
и=О, v=O. 

Ситуация изменится, если мы добавим третий столбец, явля
ющийся линейной комбинацией двух других: 

В=[~~~]. 
2 4 6 

Пространство столбцов матрицы В совпадает с пространством 
столбцов матрицы А, потому что новый столбец лежит в плоско
сти, изображенной на рис. 2.1. Но нуль-пространство этой новой 
матрицы В содержит вектор с компонентами 1, 1, -1, а таюл:е 

i) Третий пункт менее ясен, чем остальные, и мы вернемся к нему в§ 2.5. 
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любой вектор, кратный этому вектору: 

Следовательно, нуль-пространство матрицы В представляет собой 
прямую, содержащую все точки х=с, у=с, Z= -с, где с про

бегает значения от -оо до оо, Эта прямая проходит через начало 
координат, как и положено подпространству. Кроме того, перпен
дикулярное к этому одномерному нуль-пространству пространство 

(плоскость) оказывается тесно связанным со строками матрицы В 
и является особенно важным. 

Подведем итог: нам нужно для любой системы Ах= Ь уметь 
находить все правые части Ь, для которых эта система разрешима, 
и все решения системы Ах=О. Это значит, что мы должны уметь 
находить размерности введенных выше подпространств и множе

ства векторов, порождающие их. Мы также надеемся, что к концу 
наших исследований будем ясно представлять себе все четыре 
тесно связанные между собой подпространства-пространство столб
цов матрицы А, ее нуль-пространство и ортогональные к ним 
подпространства. 

Упражнение 2.1.1. Показать, что условия (!) и (li) в определении вектоJJ
ного пространства независимы, установив, что 

(а) подмножество ,11.вумерного пространства может быть замкнутым относи
тельно операции сложения и даже вычитания, но не замкнутым относительно 

опер1щии умножения на скаляры; 

(Ь) подмножество двумерного пространства может быть замкнутым отно· 
сительно операции умножения на скаляры, но не замкнутым относительно 

операции сложения векторов. 

Упражнение 2.1.2. Какие из сле,11.ующих подмножеств являются подпрост-
ранствами пространства RЗ? 

(а) Множество векторов из R3 с первой компонентой Ь1 =0. 
(Ь) Множество векторов Ь с Ь1 = 1. 
(с) Множество векторов Ь с Ь1Ь 2 =0 (это множество является объединением 

двух подпространств: плоскости Ь1 =0 и плоскости Ь 2 =0). 
(d) Множество, состоящее из одного вектора Ь=(О, О, О). 
(е) Всевозможные линейные комбинации двух векторов и=(l, 1, О) и 

V=(2, О, 1). 
(f) Множество векторов Ь = (Ь1 , ь~, Ь3), компоненты которых удовлетво

ряют условию Ь8-Ь2+ЗЬ1 =0, 

Упражнение 2.1.3. Проверить, что нуль-пространство любой матрицы ,.,, 
является подпространством, т. е. что множество решений системf.1 Ах=О 
sзмкнуто относительно сложения и умножения на скаляры. Привести контр
пример для случая Ь -:;!: О. 
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§ 2.2. РЕШЕНИЕ т УРАВНЕНИЙ 
С п НЕИЗВЕСТНЫМИ 

К настоящему моменту процесс исключения для квадратных 
матриц можно считать достаточно хорошо изученным. Поэтому, 
чтобы проиллюстрировать новые ситуации, возникающие в случае 
прямоугольной матрицы, нам будет достаточно одного примера. 
Сами исключения проводятся без значительных изменений, но, 
когда дело доходит до получения решения путем обратной под
становки, возникают некоторые разJшчия. 

Прежде чем переходить к этому примеру, мы проиллюстри
руем различные возникающие тут ситуации на примере простей
шего скалярного уравнения ах=Ь. Эта «система» содержит только 
одно уравнение с одним неизвестны111. Очевидно, что здесь имеется 
три возможности: 

(i) Если а=;= О, то для любого Ь существует решение х=Ь/а, 
и это решение единственно. Это невырожденный случай (обра
тимая матрица порядка один). 

(ii) Если а= О и Ь = О, то существует бесконечно много реше
ний, потому что любое число х удовлетворяет уравнению 0-х=О. 
Это случай недоопределенной сиетемы, т. е. решение сущест
вует, но не единственно. 

(iii) Ес.11и а= О, а Ь =;= О, то решения не существует. Это 
случай несовместной системы. 

Выберем теперь менее тривиальный пример. Забыв на время 
о правой части Ь, будем оперировать только с матрицей 

А=[ ~ : : ~] 
-1 -3 3 О 

порядка 3 Х 4. Так как а11 = 1, то с помощью обычных элrмен
тарных операций можно получить нули в первом столбце ниже 
элемента а 11 : 

[
l 3 3 2] 

А- О О 3 1 . 
О О 6 2 

Второй элемент во второй строке теперь стал нулевым (элементЬ22 ), 
поэтому мы ищем во втором столбце ниже него ненулевой эле
мент, намереваясь поменять местами строки. В данном случае 
все 3лементы второго столбца, стоящие ниже Ь22 , равны нулю. 
Если бы первоначальная матрица была квадратной, то это озна
чало бы, что она вырожденная. В случае прямоугольной матрицы 
могут встретиться любые неожиданности, и у нас нет оснований 
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прекращать процесс исключения. Единственное, что мы можем 
сделать-это перейти к следую:.цему столбцу, где ведущий эле
мент не равен нулю. Вычитая удвоенную вторую строку из 
третьей, получим матрицу 

[
1 3 3 2] 

V= О О 3 1 • 
о о о о 

Строго говоря, мы должны были бы теперь заняться четвертым 
столбцом. Однако там мы вновь сталкиваемся с нулем на месте 
ведущего элемента и ничего больше сделать не можем. Поэтому 
первый этап исключения завершен. 

Окончательная матрица U имеет верхнюю треугольную форму 
или, более точно, верхнюю трапецеидальную, т. е. в се ее нену
левые элементы и11 лежат выше главной диагонали, i ~ j. Легко 
видеть, что ненулевые элементы преобразованной матрицы зани
мают область, имеющую форму «ступенек» или «уступов», изо
браженную на рис. 2.2. Ненулевые ведущие элементы взяты 

®* * * "' ..,.. * * * * 

* * * * * * 
U= ® * * * * * 

о о о о о о о о ® 

о о о о о о о о о 

Рис 2.2. Ненулевые элементы тиrшчной ступенчатоir матрицы и. 

в кружок. Элементы же, обозначенные просто символом *, могут 
быть как нулевыми, так и ненулевыми. 

Проанализируем рис. 2.2: 

(i) Ненулевые строки расположены выше нулевых (в против
ном случае надо было произвести перестановку строк) и каждый 
ведущий элемент является первым ненулевым элементом в своей 
строке. 

(ii) В каждом столбце все элементы, расположенные ниже 
ведущего, равны нулю. 

(iii) Каждый ведущий элемент лежит правее ведущих эле
ментов предыдущих строк. 

Упражнение 2.2.1. Ступенчатый вид, изображенный на рис. 2.2, возни
кает в тех с.,учаях, когда некоторые элРменты сто,,бцов- кандидаты и;:~ роль 
nедущих э.,ементоа -оказываrотся равными нулю (такие, как в 3 и 5--8 столб-
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цах). Изобразить ступенчатую форму 5 Х 9-матрицы, у которой нет нулевы111 
ведущих элементов. !lоказать на примере, что сумма двух матриц ступенчатого 
вида может уже не иметь ступенчатый вид даже в случае матриц порядка 2, 
поскольку ведущие элементы могут уничтожить друг друга. 

Так как мы начали с матрицы А и закончили матрицей И, 
нетерпеливый читатель обязательно спросит: «Связаны ли эти 
матрицы посредством нижней треугольной матрицы L соотноше
нием А= LV, как раньше?» Вероятно, сомневаться в этом нет 
причин, поскольку шаги исключения не изменились. На каждом 
шаге по-прежнему производится вычитание одной строки, умно
женной на соответствующее число, из строки, расположенной 
ниже. Более того, обращение каждого шага выполняется так же, 
как и раньше, путем прибавления того, что вычиталось. Эти 
обратные шаги следуют в определенном порядке, что позволяет 
нам записать их в виде матрицы L: 

L= [ ~ ~ ~]. 
-1 2 l 

Читатель легко может проверить, что A=LV. Нужно также от
метить, что матрица L не прямоугольная, а квадратная. Порядок 
т = 3 этой матрицы равен числу строк в матрицах А и И. 

В нашем примере не потребовалось осуществлять перестановки 
атрок. Однако в общем случае это необходимо. Как и в § 1.5, 
это приводит к матрицам перестановки Р. Если все строки мат
рицы А переставить до начала исключения, то это даст тот же 
эффект, что и в соответствующем месте первой главы. Далее, так 
как мы теперь договорились переходить к следующему столбцу, 
когда в данном столбце нет ненулевого ведущего элемента, у нас 
отпала необходимость в предположении, что матрица невырож
денная. Этот факт представляет собой основную теорему: 

28. Для любой матрицы А размера т х п существуют такие 
матрица перестановки Р, нижняя треугольная матрица L 
с единицами на диагонали и верхняя трапецеидальная мат
рица И, ненулевые элементы которой лежат в области, име
ющей ступенчатый вид, что РА = LV. 

Теперь наша цель-полностью описать множество всех реше
ний системы Ах=Ь (если они существуют). 

Начнем со случая однородного уравнения с Ь = О. Тогда, по
скольку элементарные операции со строками не оказывают ника

кого влияния на нули в правой части системы Ах= О, последняя 
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редуцируется к системе U х = О: 

Неизвестные и, v, w и у распадаются на две группы. Одна группа 
состоит из базисных переменных, которые соответствуют 
столбцам с ненулевыми ведущими элементами (в нашем 
примере первый и третий столбцы содержат ненулевые ведущие 
элементы, поэтому и и w-базисные переменные). Другая группа 
образуется свободными переменными, соответствующими 
столбцам без ведущих элементов, т. е. второму и четвер
тому столбцам. Поэтому v и у являются свободными переменными. 

Чтобы найти наиболее общее решение системы U х= О (или, 
что эквивалентно, системы Ах= О), мы можем придавать свобод
ным переменным произвольные значения. Предположим, что мы 
обозначили эти значения просто через v и у. Тогда базисные 
переменные полностью определяются и могут быть вычислены 
через свободные переменные с помощью обратной подстановки. 
Система U х = О эквивалентна следующим двум уравнениям: 

l 
3w+ у=О, или W=-зУ· 

u+3v+3w+2y=0, ИЛИ U=-3V-y. 

Таким образом, мы имеем «двойную бесконечность» решений 
нашей системы, зависящих от свободных и независимых пара
метров v и у. Общее решение выражается через эти параметры 
соотношением 

(3) 

Посмотрим еще раз на последнюю формулу общего решения 
системы Ах= О. Вектор (-3, 1, О, О) дает решение, когда сво
бодные переменные имеют значения v = 1 и у= О, а вектор 
(-1, О, -1 /3, 1) является решением с v = О и у= ] . Все остальные 
решения являются линейными комбинациями этих двух. Ситуация 
здесь такая же, как и в начале этой главы, где было установ
лено, что вектор Ь, для которого система Ах=Ь разрешима, 
является линейной 1<омбинацией столбцов матрицы А. В данном 
случае, правда, мы имеем дело не со столбцами матрицы А, 
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а с ее нуль-векторами, т. е. с решениями системы Ах=О. Эти 
векторы не совпадают уже по длине со столбцами матрицы А: 
они имеют не т, а п компонент, т. е. их длина равна длине 

строк матрицы А. 
Геометрически получается следующая картина: в четырехмер

ном пространстве решения системы Ах= О образуют двумерное 
подпространство-нуль-пространство матрицы А. Это нуль
пространство может быть описано ка1< «плоскость», которая 
порождается двумя векторами (-3, l, О, О) и (-1, О, -1/3, I). 
(Читатель не должен требовать четырехмерной картинки.) Линей
ные комбинации этих двух векторов образуют множество, которое 
замкнуто относительно сложения и умножения на скаляры, так 

как эти операции попросту приводят к другим комбинациям 
тех же самых двух векторов, и все эти комбинаuии составляют 
нуль-пространство исходной матриuы. 

В настоящий момент уместно привести одну крайне важну!Q 
теорему. Предположим, что исходная матрица имеет больше 
столбцов, чем строк, т. е. п > т. Тогда, так как в процессе 
исключения не может возникнуть более чем т ненулевых ведущих 
элементов (для этого у нас не хватит строк), то число свободных 
переменных не может быть меньше, чем п-т. Более того, число 
свободных переменных может быть даже больше, если, как а на
шем последнем примере, некоторые строки матрицы V станут 
нулевыми. Этим свободным переменным могут присваиваться раз
личные значения, что и приводит нас к следующему заключению: 

2С. Каждая однородная система Ах= О, имеющая больutе неиз
вестных, чем уравнений (п > т), имеет хотя бы одно ненуле
вое решение, т. е. имеет некоторое решение х, отличное от нуля. 

Таких решений в действительности должно быть бесконечно 
много, так как любое кратное сх решения х также будет удов
летворять исходной системе. И если имеются дополнительные 
свободные переменные, то нуль-пространство становится больше, 
чем прямая п-мерного пространства. Точнее говоря, нуль-прост
ранство является подпространством, размерность которого равна 
числу свободных переменных. 

Неоднородный случай, Ь =I= О, в корне отличается от однород
ного. Вернемся к первоначальному примеру Ах= h и применим 
к i>беим частям системы операции, ведущие от матрицы А к мат
рице V, т. е. от системы Ах= Ь к системе V х = с: 

(4) 
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Вектор с, стоящий в правой части, получился в результате при
менения метода исключения, И так же, как и в предыдущей 
главе, c=L- 1b. 

Совсем не ясно, имеет система уравнений (4) решения или 
нет. Третье уравнение вызывает здесь серьезное подозрение: ero 
левая часть равна нулю и система может быть совАtестной, 
только когда Ь8 -2Ь1 + 5Ь1 = О. Другими словами, множество век
торов Ь, для которых система Ах= О разрешима, не совпадает 
со всем трехмерным пространством, несмотря на то что неиз

вестных здесь больше, чем уравнений. Мы уже знаем (см. стр. 63) 
другой путь исследования возникшего вопроса: система Ах= Ь 
совместна тогда и только тогда, когда Ь принадлежит проt:тран
ству столбцов матрицы А. Это подпространстЕо порождается 
четырьмя столбцами 

матрицы А (но не U\). Очевидно, что, хотя здесь и четыре век
тора, их линейная оболочка заполняет только плоскость в трех
мерном пространстве, поскольку второй столбец равен утроенному 
первому, а четвертый столбец равен сумме первого столбца и 
третьего с коэффициентом 1/3. (Отметим, что именно эти зависи
мые столбцы не имеют ведущих элементов.) Пространство столбцов 
может быть теперь описано двумя совершенно различными спо
собами. С одной стороны, это пло1:кость, порожденная столбцами 
1 11 3; другие стоJ1бцы принадлежат этой плоскости и не дают 
ничего нового. С другой стороны, эта плоскость должна состо
ять из всех векторов (bi, Ь2 , Ь8 ), которые удовлетворяют условию 
Ь8 -2Ь, + 5Ь1 = О. Это ограничение должно быть наложено на Ь, 
если мы хотим, чтобы система (4) была разрешима. Читатель 
может убедиться, что эти две плоскости совпадают, показав, что 
все четыре приведенные выше вектора удовлетворяют этому огра

ничению. Из rеометричсс1шх соображений видно, что вектор 
(5, -2, l) перпендикулярен к построенной плоскости и, следова
тельно, перпендикулярен ко всем столбцам матрицы А. 

Если теперь мы предположим, что вектор Ь лежит в опреде
ленной выше плоскости, т. е. принадлежит пространству столбцов 
матрицы А, то решение системы Ах=Ь легко найти. Последнее 
уравнение в системе (4) становится раrенством О= О. Свободным 
переменным v и у мы можем придавать, как и раньше, произ

вольные значения. Тогда базисные переменные определяются с 
помощью обратной подстановки: 

3w + у=Ь1 -2Ь1 , или 
1 1 w=- 3 и+ 3 (Ь2 -2ь1), 

и+ 3v + Зw + 2у = Ь1, или и= -Зv -у + ЗЬ1-Ь1• 
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Мы опять получаем «двойную бесконечность» решений. Выражая 
компоненты и и w через величины v и у, можно выписать общее 
решение в следующем виде: 

Г -~ Г -~ -,J Г ЗЬ1-;;-Ь 2 l 
X=V +У _...!._ + ...!._(Ь -2Ь) • о 3 3 2 1 

Lo L1 L о _J 

(б) 

Сравнивая это выражение с общим решением (3), полученнsм 
для однородной системы, мы видим, что общее решение (5) отли
чается от него только дополнительным слагаемым (3Ь1-Ь9 , О, 
(Ь 2 -2Ь1)/3, О). Эrот вектор-частное решение системы Ах=Ь, 
а общее решение х этой системы представляет собой сумму этого 
частного решения и общего решения однородной системы Ах= О. 
Геометрически изложенное выглядит следующим образом: решения 
снова принадлежат плоскости в четырехмерном пространстве, но 

они уже не образуют подпространства, так как эта плоскость 
не проходит через начало координат, поскольку при Ь =1== О вектор 
х=О не является решением системы Ах=Ь. Эrа плоскость, ко
нечно, параллельна нуль-пространству, полученному раньше, но 

она смещена относительно него на вектор, дающий частное ре
шение. На самом деле мы и не должны были ожидать, что 
решения системы Ах= Ь образуют подпространство, потому что 
сумма двух таких решений х1 и х2 является решением новой 
системы Ах=2Ь. Иначе говоря, множество решений образует 
подпространство только в случае однородной системы. 

Отметим, что найденное нами частное решение системы Ах= Ь 
является только одной из точек плоскости всех решений. Любая 
другая точка этой плоскости с тем же успехом может быть вы
брана в качестве частного решения; то частное решение, которое 
мы выбрали сначала, соответствует выбору значений v =i: О, у= О 
для свободных переменных. 

Подведем итог распространению метода исключения Гаусса 
на прямоугольные матрицы. 

2D. Предположим, что прямоугольная матрица размера тхп 
приведена с помощью элементарных операций и перестановки 
строк к матрице V ступенчатого вида. Далее, пусть мат
рица V имеет r ненулевых ведущих элем~нтов, т. е. последние 
m-r строк матрицы V являются нулевыми. Тогда r перемен
ных будут базисными, а п-г переменных-свободными, причем 
они соответствуют столбцам матрицы И с ведущими элемен
тами и без ведущих элементов соответственно. Нуль-прост
ранство, образованное решениями системы At= О, имеет 
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n-r свободных переменных в качестве независимых параметров. 
Если r = п, то свободные переменные отсутствуют, а нуль
пространство содержит только один вектор Х= О. 

Решение существует для любой правой части Ь тогда и 
только тогда, когда r = т; в этом случае матрица И не имеет 
нулевых строк и система Их= с может быть решена с по
мощью обратной подстановки. В случае r < т матрица И 
будет иметь m-r нулевых строк, и, следовательно, для раз
решимости системы Ах= Ь на вектор Ь необходимо наложить 
m-r ограничений, которые присутствуют в явном виде в по
следних m-r строках системы Их=с. Если существует одно 
решение системы Ах= Ь, то любое другое решение этой же 
системы отличается от первого на вектор из нуль-простран

ства матрицы А. 
Число r называется рангом матрицы А. 

Упражнен11е 2.2.2. Построить систему как можно меньшего порядка, 
имеющую больше неизвестных, чем уравнений, и не имеющую решения. 

Упражнение 2.2.3. Вычислить LU-разложение для матрицы 

А=[ь ~ ~ ь]. 
1 2 О 1 

Определить множество базисных переменных, множество свободных пере· 
менных и найти общее решение системы Ах=О. Записать его в форме, aнaJio• 
rичной (3). Каков ранг матрицы А? 

Упражнение 2.2.4, Для матрицы 

А= [о 1 4 о] 
О 2 8 О ' 

определить ступенчатый вид матрицы U, базисные и свободные переменные и 
общее решение системы Ах=О. После этого применить метод исключения 
к системе Ах=Ь, где вектор Ь имеет компоненты Ь1 и Ь 2 • Найти условие 
разрешимости системы Ах=Ь и ее общее решение в форме, аналогичной (5), 
Каков ранг матрицы А? 

Упражнение 2.2.5. Проделать все то же самое, что и в предыдущем уп• 
ражнtнии, для матрицы 

А=[~ ~] 4 8 1 

о о 

транспонированной к матрице А из этого ;упражнения, и вектора Ь с компо• 
нентами Ь1 , Ь 2 , Ьа, Ь4, 

Упражнение 2,2,6. Выписать общее решение системы 

[~; :][:]=[~] 
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в виде суммы частного решения и общего решени,~ однородной системы, т. е. 
в форме (f5). 

Упражнение 2.2.7. Описать множество допустимых правых частей Ь для 
системы 

найдя ограничения на Ь, превращающие получающееся после исключения 
третье уравнение в О= О. Каков ранг матрицы этой с11стемы? 

Упражнение 2.2.8. При каких значениях с разрешима система уравнений 

и+ v+2w=2, 
2и+зv- w=5, 
Зи+4v+ W=C, 

Дополнительное замечание. Часто процесс исключения не за
канчивают на матрице U, а продолжают до получения матрицы 
еще более простого вида, так называемой ступенчатой матрицы, 
приведенной по строкам, отличающейся от матрицы U тем, что 
все ее ведущие элементы превращены в + 1 делением строк на 
подходящие константы, и нулевые элементы получены не только 

ниже, но и выше всех ненулевых ведущих элементов. Для рас
смотренного выше примера ступенчатая матрица, приведенная по 

строкам, имеет следующий вид: 

~]· :'! 

о 

Для невырожденной квадратной матрицы соответствующая мат
рица, приведенная по строкам, будет просто единичной матрицей. 
Это пример исключения по методу Гаусса-Жордана (стр. 45) 
вместо обычного сведения к разложению А = LV по методу 
Гаусса. 

Так как исключения Гаусса-Жордана в практических вычис
лениях с квадратными матрицами требуют больше времени, а 
ленточная структура матрицы А не сохраняется в матрице А-1 , 
то получение такой специальной ступенчатой формы матрицы 
требует слишком много операций, чтобы ее использовать на 
компьютере. Тем не менее с теоретической точки зрения она 
важна как «1<аноническая форма» матрицы А: вне зависимости 
от выбора элементарных операций, включая перестановки строк 
и деление строк на константу окончательная ступенчатая матрица, 

приведенная по строкам, всегда одна и та же. 
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§ 2.3. ЛИНЕЙНАЯ НЕЗАВИСИМОСТЬ, БАЗНС 
И РАЗМЕРНОСТЬ 

Сами по себе числа т и п дают неполную картину истинных 
размеров линейной системы. Матрица в нашем примере имела 
три строки и четыре столбца, но фактически третья строка была 
только комбинацией первых двух. После проведения исключения 
она переходит в нулевую строку и не оказывает никакого влияния 

на решение однородной системы Ах= О. Четыре столбца также 
не могут быть независимыми и пространство столбцов вырождается 
в двумерную плоскость., потому что второй и четвертый столбцы 
являются линейными комбинациями первого и третьего. 

Важной величиной, которая возникла только в предыдущем 
параграфе, является ранг r. На стр. 75 ранг был введен чисто 
вычислительным способом как число ненулевых строк в оконча
тельной матрице U. Это определение настолько механическое, 
что может быть предоставлено вычислительной машине. Но было 
бы неверно остановиться на нем, потому что ранг имеет простой 
и наглядный смысл: он равен числу линейно независимых строк 
в матрице А. 

Наша цель-дать этой и подобным ей величинам определения 
скорее математические, чем вычислительные. 

Для начала определим понятие линейной независи
мости. Пусть дано множество векторов v1 , v2 •••• , vk, и рас
сматриваются всевозможные их линейные комбинации c1v1 + 
+ c2v2 + ... +ckvk. Очевидно, что тривиальная комбинация 
со всеми весами, равными нулю (ci = О, i = 1 ..•. , k), есть нулевой 
вектор. Вопрос состоит в том, существуют ли другие линейные 
коl\1бинации, равные нулевому вектору. 

2Е. Если ни одна нетривиальная комбинация векторов v1 , ••• , vk 
не равна нулю, т. е. 

(6) 

то эти векторы называются линейно независимыми. В про
тивном случае эти векторы называются линейно зави
симыми, и один из них является линейной комбинацией ос
тальных. 

Пример 1. Если один из заданных векторов, скажем v1 , яь
ляется нулевым вектором, то множество векторов v1 , ••• , vk 
линейно зависимо. Действительно, мы можем вь1брать с1 = 3, 
а все остальные ci положить равными О, i=I= 1. Тогда эта не
тривиальная .r~инейная комбинация равна нулевому вектору. 
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Пример 2. Три строки матрицы 

А=[ ~ : : :] 
-1 -3 3 О 

линейно зависимы. Если эти строки обозначить буквами v1 , v, 
и v8 , то 5v1 -2v2 +vз = О. (Это такая же комбинация, как и 
полученная ранее для величин Ь1 , Ь2 и Ь3 , которая должна была 
равняться нулю, чтобы уравнения системы были совместны; 
в противном случае третье уравнение системы Их= с было бы 
противоречиво.) 

Пример 3, Строки единичной матрицы порядка п 
Гl О • , , О• 

О 1 О 

l= . 

LO O ... 1 

линейно независимы. Мы обозначим вектор-строки этой матрицы 
через е1 , ••• , еп соответственно. Они представляют собой единич
ные векторы в направлении осей координат: 

е1 =(1, О, ... , О), ..• , еп=(О, О, ... , 1). (7) 

Обычная процедура доказательства линейной независимости этих 
векторов такова. Предположим, что некоторая линейная комби
нация с1е1 + ... + спеп векторов е1 , ••• , еп равна нулевому век
тору, и требуется доказать, что все веса ci, i = 1, ... , п, должны 
быть равны нулю. В данном случае мы можем просто вычислить, 
что 

С1е1 + .. , +спеп = (с1 , С2 , • , , , Сп), 

и, поскольку эта комбинация является нулевым вектором, что 
очевидно, с1 = О, i = 1, ... , п. Отсюда, так как только тривиаль
ная комбинация дает нулевой вектор, следует, что координатные 
векторы е1 , ••• , еп линейно независимы. 

Пример 4. Предположим, что матрица И является верхней 
треугольной матрицей порядка п с ненулевыми элементами на 
диагонали (ведущими элементами). Тогда строки матрицы И ли
нейно независимы. Для доказательства мы начнем, как и раньше, 
с предположения о том, что некоторая линейная комбинация 
строк равна О, c1v1 + ... +спvп = О. Так как И является верхней 
треугольной матрицей, ее первый столбец имеет только одну не-
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нулевую компоненту и11 • Поэтому первая компонента вектора 
c1v1 + ... +cnvn равна с1и11 , а так как c1V1 + ... +спvп = О, то 
c1u11 = О и, следовательно, с1 = О. Рассматривая далее вторые 
компоненты, видим, что с1и12 + с2и21=0 и, так как с1 = О и и22 =f= О, 
мы получаем с2 = О. Продолжая таким же образом, легко дока
зать, что все веса будут равны нулю. Таким образом, только 
одна тривиальная комбинация дает нулевой вектор, и, следова
тельно, строки матрицы V линейно независимы. 

Те же самые рассуждения применимы и к столбцам матрицы V, 
а именно столбцы с ненулевыми ведущими элементами линейно 
независимы. Аналогичные рассуждения применимы фактически 
к любой ступенчатой матрице при условии, что мы рассматри
ваем только строки (или столбцы) с ненулевыми ведущими эле
ментами. 

2F. r ненулевых строк ступенчатой матрицы V линейно неза
висимы. Линейно независимы также r ее столбцов, которые 
содержат ведущие элементы. 

Подчеркнем, что понятие линейной независимости не зависит 
от выбора осей координат. Если заданы k точек в п-мерном про
странстве, то векторы, выходящие из начала координат и окан

чивающиеся в этих точках, либо линейно зависимы, либо линейно 
независимы, вне зависимости от того, где мы поместим оси коор

динат. Вращение осей может изменить координаты этих векторов, 
но не окажет никакого влияния на их линейную зависимость или 
независимость. 

С другой стороны, для заданного произвольного множества 
v1 , ••• , V1c векторов проверка их зависимости или независимости, 
очевидно, требует вычислений. Так как мы должны рассматри
вать линейные комбинации c1v1 + ... +c1cv1c, то естественно будет 
сформировать матрицу А, столбцами которой будут данные век
торы. Тогда, если мы через с обозначим вектор весов с=(с1 , ••• , ck) 
и вспомним операцию матричного умножения, то легко убедимся, 
что 

Ас= [1 1 1] [C1J =C1V1 + ... +ckvk. 
V1 V1 , , , Vk С2 

1 1 1 : 
Ck 

Следовательно, векторы v1 , ••• , vk линейно зависимы тогда и 
только тогда, когда существует нетривиальное решение системы 
Ас= О. Этот факт устанавливается посредством процесса исклю
чения. Если ранг матрицы А равен k, то свободных переменных 
не будет, нуль-пространство будет содержать только нулевой 
вектор и, следовательно, векторы будут линейно независимы. Если 
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же ранг матрицы А меньше, чем k, то по крайней мере одна 
переменная будет свободной. Поэтому ее можно выбрать отлич
ной от нуля и, следовательно, столбцы матрицы А, т. е. векторы 
vl' ... , vk будут линейно зависимыми. 

Один случай особенно важен. Пусть векторы имеют т ком
понент и А будет прямоугольной матрицей порядка mxk. Пред
положим, что k > т. Тогда матрица А не может иметь ранг k, 
потому что число ненулевых ведущих элементов не может пре

высить число строк. Ранг должен быть меньше, чем k, а одно
родная система Ас= О, имеющая больше неизвестных, чем урав
нений, всегда имеет ненулевое решение с. 

2G. Множество k векторов из R,.. обязательно будет линейно 
зависимо, если k > т. 
Читателю нетрудно увидеть здесь иную форму утв~ржд<:'1шя 2С. 

Пример 5. Рассмотрим матрицу 

[ 1 2 1 1 
А= 1 3 2 ' 

ю~еющую три столбца. В двумерном пространстве R2 не может 
быть трех линейно независимых векторов. Чтобы найти комби
нацию столбцов, равную нулевому вектору, мы решим систему 
Ас=О: 

ll 2 1 J 
А-И= О 1 1 • 

Если присвоить значение 1 свободной переменной с9 , то обратной 
подстановкой из U с= О получим с2 = -1 , с1 = 1 . Л ~шейная ком
бинация с этими тремя весами, т. е. первый столбец минус вто
рой плюс третий, равна нулю. 

:Упражнение 2.3.1. Установить, будут или нет линейно неза~исимыми сле
дующие векrоры: 

гп 

V1= ~J, 
LO 

п, 

о [
о, 

,,- :J 
Упражнение 2.3.2. Установить, будут линейно зависимы или линейно не

вависимы строки матрицы А из примера 5, столбцы которой линейно зависимы. 

Упражнение 2,3.3. Доказать, что если хотя бы один ]J.Иаrональный эле
мент матрицы ra Ь cl 

Т= О d г 

LO О f..J 
равен нулю, то строки этой матрицы линейно зависимы. 
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Упражнение 2.3.4. Верно ли утверждение, что если векторы v1, v2, v3 
линейно независимы, то векторы w 1 =и1 +v2• w2 =v1 +v3 , w3 =v2 +v8 также 
линейно независимы? (Указание: предположить, что C1w1 +c2w2+c3w3 =0, и 
найти все возможные коэффициенты с1, с2, c8 .J 

Следующий шаг в обсуждении векторных про~транств -опре
делить, что мы понимаем под множество.м векторов, порождаю
щим данное векторное пространство. Мы использовали этот тep-
1\IIIH в начале r лавы, коrда говорили о плоскости, которая являлась 
линейной оболочкой двух столбцов матрицы, и назвали эту пло
скость пространством столбцов. Общее определение та~юво: 

2Н. Если векторное пространство V состоит из всех линейных 
кпмбинаций векторов w1 , ••• , w t• то говорят, что эти векторы 
порождают векторное пространство V, а само V называют 
линейной оболочкой этих векторов. Другими словами, каж
дый вектор v из V может быть представлен в виде линейной 
({Омбинации векторов w1 , ••• , Wz, 

V=C1W1 + ... +czWz (8) 

с некоторыми коэффициентами с;. 

Такое определени~ допускает, что для ве1пора v может сущест
вовать нес1<0лько наборов коэффициентов с1 , т. е. коэффициенты 
не обязательно единственны, так как порождающее множество 
векторов может быть слишкоl\1 большим и даже содержать нуле
вой вектор. 

Пример 6. Веl(торы W 1 = ( 1, О, 0), w2 = (0, 1, 0), Wa = (-2, О, ()) 
порождают плоскость ху в трехмерном пространст~. Ту же пло
скость порождают первые два вектuра, тоrда ка1< векторы w 1 и 

w8 порождают только прямую. 

Пример 7. Пространство столбцов некоторой матрицы А раз
мера тх п является линейной оболочкой столбцов этой матрицы. 
Оно служит подпространством т-мерного пространства Rm (конечно, 
оно может совпадать с Rm). Пространство строк матрицы А 
определяется аналогичным образом. Это подпространство про
странства Rn, порождаемое строками матрицы А (мы можем счи
тать строки элементами из Rn, несмотря на то что компоненты 
записаны горизонтально, а не в виде столбца). Если m= п, то 
как пространство строк, так и пространство столбцов будут под
пространствами пространства Rn и могут даже совпадать. 

Пример 8. Координатные векторы е1 = ( 1, О, ..• , О), •.. , еп = 
=(О, ... , О, 1) порождают пространство R". Для доказательства 
достаточно показать, как любой вектор Х= (х,, Xi, ••• , хп) может быть 
записан в виде линейной комбинации векторов е1 , i= 1, .•. , п. 
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Очевидно, что искомыми весами будут сами компоненты х1, 
i=l, ... , п, т.е. 

Х = Х1е1 + Х2е2 + , . , + Хпеп. 
В данном примере мы, кроме ~того, знаем, что множество век
торов е1 , ••• , е" является линеино независимым, т. е., грубо го
воря, ни один вектор этого множества не является лишни.м. 
Матрица в примере (5) имеет лишние столбцы, не вносящие ничего 
нового в пространство столбцов, а здесь порождающее множество 
векторов имеет минимальный размер. Иначе говоря, если какой
либо вектор е1 будет удален, оставшиеся векторы не будут по
рождать все Rn. Такое множество векторов называют базисом: 

21. Базисом векторного пространства называют множество 
векторов, обладающее следующими свойствами: 

(1) Оно линейно независимо. 
(2) Оно порождает это векторное пространство. 

Сочетание этих двух свойств является основополагающим для 
теории векторных пространств. Они означают, что каждый век~ 
тор v из данного векторного пространства может быть разложен 
единственным образом в линейную комбинацию базисных векто
ров, v=aiv1 + ... +akvk. (Такое разложение существует, потому 
что векторное пространство порождается своим базисом; если же 
имеется еще одно разложение v=b1v1 + ... +Ьkvk, то, вычитая 

k 

второе разложение из первого, получим О= ~ (ai -bi) v1, откуда 
i=I 

в силу линейной независимости векторов v1 , ••• , vk имеем а1-Ь1=0, 
i = 1, .•. , k. Следовательно, веса в разложении вектора v по 
базисным векторам v1 однозначно определяются вектором v.) 

Пример 9. Рассмотрим обычную плоскость ху (рис. 2.3). Век
тор v1 сам по себе линейно независим, но не порождает R2 • Три 
вектора v1 , v2 , v8 , конечно, порождают R2, но не являются ли
нейно независимыми. Любые два из этих векторов, скажем v1 

и v2 , обладают обоими свойствами-они порождают R2 и линейно 
независимы-и поэтому образуют базис в R2 • Отметим, что базис 
векторного пространства не единствен. 

Пример 10. Рассмотрим ступенчатую матрицу U, соответст
вующую матрице А из примера 2: 

[1 3 3 2] 
V= О О 3 1 • 

о о о о 
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Рис. 2.3. Порождающее множество и базис в R2. 

Четыре ее столбца, как всегда, порождают пространство столб
цов, но не являются линейно независимыми. Существует много 
способов выбора базиса в этом пространстве, но мы предпочи
таем выбирать его специальным образом: столбцы, содержащие 
ведущие элементы (в данном случае первый и третий, соответст
вующие базисным переменным), составляют базис пространства 
столбцов. Мы отмечали в утверждении 2F, что эти столбцы ли
нейно независимы, но легко видеть, что они, кроме того, порождают 
пространство столбцов. В действительности пространство столбцов 
матрицы V является ху-плоскостью в Rii. Заметим также, что 
первые две строки матрицы V (и вообще ненулевые строки любой 
ступенчатой матрицы) образуют базис ее пространства строк. 

Упражнение 2.3.5. Описать словами или изобразить графически в пло

скости ху пространство столбцов и пространство строк матрицы А= [ ~ :1. 
Найти базис пространства столбцов. 

Упражнение 2.3.6. Указав ведущие элементы, найти базис пространства 
столбцов матрицы 

ГО14 31 

U=lO О 2 -2 
о о о о . 
О О О O.J 

Выразить каждый столбец, не вошедший в базис, в виде линейно!! комбпна
ции базисных столбцов. Найти также базис пространства строк. 

Упражнение 2.3.7. Предположим, что мы представляем себе все матрицы 
порядка 2Х2 как «векторы». Хотя эти матрицы не являются векторами в 
обычном смысле, но мы определили правила сложения матриц и умножения 
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матриц на скаляр, и множество матриц з11мкнуто относительно этих операций. 
Найти базис в этом векторном пространс1ве. Какое подпространство порож
дается множеством всех ступРнчатых матриц И~ 

Упражнение 2.3.8. Найти два различных базиса в подпространстве всех 
векторов из R3 , имеющих равные первые две компоненты. 

Упражнение 2.3.9. Найти контрпример к следующему утверждению: если 
v1, ••• , v4 составляют базис векторного пространства R4 и если W-подпро
странст110 этого прострниства, то некоторое подмножество этих базисных век
торов будет образовывать базис подпространства W 

Нес111отря на тот факт, что выбор базиса не единствен, так 
ка~< его построение может быть осуществлено бесконечно многими 
способами, существует нечто общее для всех базисов. Эrо свой
ство является внутренним свойством самого пространстl'!а: 

2J. Любые два базиса векторного пространства V содержат 
одинаковое число векторов. Это число, фигурирующее во всех 
базисах и выражающее число «степеней свободы» пространства, 
называется размерностью пространства V. 

Конечно, мы должны доказать, что все возможные базисы 
содержат одно и то же число векторов. Прежде всего мы вер
немся к некоторьп,1 из рассмотренных примеров и установим раз

мерности соответствующих пространств. Каждый базис плоскости ху 
на рис. 2.3 содержит два вектора, и размерность этой плоскости 
равна двум. В общем случае размерность пространства Rn равна п, 
причем координатные векторы ei, i = 1, ... , п, образуют удобный 
базис этого пространства. Пространство строк матрицы И в при
мере 10 является двумерным подпространством пространства R4 , 

а ее пространство столбцов является двумерным подпростран
ством пространства R3 • Нулевая матрица А-это исключитель
ный случай, поскольку как пространство ее столбцов, так и про
странство ее строк состоит только из одного нулевого вектора 

пространств Rm и Rn соответственно. Мы будем считать, что ба
зисом такого пространства является пустое множество и что его 

размерность равна нулю. 

Сформулируем и докажем теперь теорему, которая эквива
лентна утверждению 2 J: 

2 К, Пусть v1 , ••• , vm и w1 , ••• , wп-два базиса одного и того 
же векторного пространства V. Тогда т = п. 

До к аз ат ель ст в о. Предположим, например, что т < п, 
и постараемся прийти к противоречию. Так как векторы v11 ••• 

• • . , vтп образуют базис, то они должны порождать все прост
раl;[ство V и, следовательно, каждый ве1пор wi, j = 1, ... , п, 
может быть записан в виде линейной комбинации векторов vi, 



§ 2.3. Лин.еаная н.езависимость, базис и раз1,1ерность 85 

i=l, ...• т, 
т 

WJ = a11V1 +, , , + йт/Vт = ~ а; /Vl. 
i=\ 

Правда, мы не можем определить веса а 11 , но тем не менее можем 

рассмотреть линейные комбинации векторов Wi 

c1w1 + ... +спwп= .f с1 [ f a;1v;] = .f V1 [ .f а; 1с1]· (9) 
1=1 i=\ . t=l J=\ 

Это изменение порядка суммирования соответствует другому спо
собу сложения всех элементов матрицы- мы можем сначала 

суммировать вдоль каждой строки и сложить затем вместе эти 
подсуммы или же сначала суммировать вдоль каждого столбца. 

Рассмотрим теперь уравнения ~ а;1с1 = О дл~ i = 1, ••. , т. 
Это система ,п однородных уравнений с п неизвестными, причем 
т < п. Следовательно, она имеет решение с=(с1 , ••• , сп), отлич
ное от тривиального реи~ения с= О. Подставляя ~ а;1с1 = О в (9), 
получаем для этих весов с1 , ••• , сп равенство 

c1w1 + ... +спwп=О. 
Отсюда следует, что векторы w1, j = 1, ... , п, линейно зависимы. 
Однако это противоречит предположению о том, что они обра
зуют базис, и мы должны откинуть возможность неравенства т < п. 

Приведенное доказательство аналогично использованному на 
стр. 80 для доказательства того факта, что каждое множество 
из т+ 1 векторов пространства Rm должно быть линейно зави
симь1:,1. Фактически мы пришли к следующему общему резуль
тату: в подпространстве размерности k ни одно множество век
торов, состоящее более чем из k векторов, не может быть линейно 
независимым, и ни одно множество, состоящее менее чем из k 
веюпоров, не может порождать все пространство. 

Имеются и другие «двойственные» утверждения, из которых 
мы приведем только одно. Оно позволяет нам начинать поиск 
базиса пространства с любого множества векторов, либо слишком 
маленького, либо слишком большого. 

2L. Любое линейно независимое множество векторов векторного 
пространства V .может быть дополнено до базиса путем до
бавления новых векторов, если это необходимо. 

Любое порождающее множество векторов векторного про
странства V может быть превращено в базис путем отбрасы
вания некоторых векторов этого множества, если это необходимо. 

Упражнение 2.3.10. Предположим, что векторы х, у и z из R3 удовлет
ворюот уравнению х+ и+ z = О. Подпространства каких размерностей они 
могут образовать? Проиллюстрировать каждую возможность отдельным примером. 
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Упражнение 2.3.11. Для матрицы А= [ 1 2 1] расширить множество 
О О 4 

строк до базиса в R3 и выделить в множестве столбцов базис пространства R2. 

Упражнение 2.3.12. Предположим, что пространство V имеет размерность k. 
Доказать, используя, например, теорему 2L, что 

(i) любые k линейно независимых векторов образуют базис в простран
стве V; 

(ii) любые k векторов, порождающие пространство V, образуют базис этого 
пространства. 

Иначе говоря, требуется доказать, что если число векторов, равно раз
мерности пространства, то одно из свойств базиса является следствием другого. 

Упражнение 2.3.13. Найти размерность пространства симметрических 
матриц размера ЗХЗ и определить его базис. 

Упражнение 2.3.14. Доказать, что если V и W-трехмерные подпростран
ства пространства R5, то V и W должны иметь общий ненулевой вектор. 
Указание: начать с рассмотрения базисов этих двух подпространств, которые 
вместе содержат 6 элементов. 

Сделаем одно последнее замечание о языке линейной алгебры. 
Мы нигде не использовали выражений «базис матрицы», «ранг про
странства строк» или «размерность базиса». Они не имеют смысла. 
Есть размерность пространства строк матрицы, и она совпа
дает с рангом этой матрицы. 

§ 2.4. 4ЕТЫРЕ OCl:IOBHЫX ПОДПРОСТРАl:IСТВА 

В предыдущем параграфе мы имели дело скорее с определе
ниями, чем с построениями. Мы знаем, что базис существует, но 
не знаем, как его найти. Теперь же, начиная с явного описания 
подпространства, мы будем стремиться вычислить его конкрет
ный базис. 

Обычно подпространства описывают одним из двух способов. 
Первый способ-это когда задается множество векторов, поро
ждающих данное подпространство; так, например, обстояло дело 
с пространством строк или пространством столбцов, когда ука
зывались порождающие строки или столбцы. Второй способ за
ключается в задании перечня ограничений на подпространство, 
т. е. когда указывают не векторы, порождающие это подпрост

ранство, а ограничения, которым должны удовлетворять векторы 

этого подпространства. Нуль-пространство, например, состоит из 
всех векторов, удовлетворяющих системе Ах= О, и каждое урав
нение этой системы представляет собой такое ограничение. При 
описании подпространства первым способом могут оказаться 
лишними некоторые строки или столбцы, а при втором-неко
торые ограничения. В обоих случаях, для того чтобы можно было 
выписать базис, необходим некоторый систематический подход. 
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Читатель может догадаться, что это за подход. А именно, мы 
покажем, как использовать матрицы L и И (и Р), которые воз
никают в процессе исключения, чтобы найти базис каждого из 
подпространств, связанных с матрицей А. Затем, хотя это и сде
лает настоящий раздел длиннее других, мы рассмотрим два экстре
мальных случая: 

(i) когда ранг очень мал (r= 1), пространства строк и столб
цов особенно просты; 

(ii) когда ранг очень велик (r=n, r=m или r=m=n), ма
трица А имеет либо обратную слева матрицу В, либо обратную 
справа матрицу С, либо обычную обратную А - 1• 

Чтобы обсудить вопрос всесторонне, рассмотрим последова
тельно каждое из четырех основных подпространств. При этом, 
поскольку легче всего находятся подпространства, связанные с 

матрицей И, нашей основной задачей будет установление их связи 
с подпространствами для исходной матрицы А. 

1. Пространство строк матрицы А. После применения метода 
исключения к матрице А мы получаем ступенчатую матрицу И. 
Пространство строк матрицы И очевидно: его размерность равна 
рангу,, а базис-это ее r ненулевых строк. К счастью, его столь 
же легко связать с матрицей А. 

2М. Пространство строк матрицы А имеет ту же самую раз
мерность r, что и пространство строк матрицы V, и тот 
же самый базис, поскольку эти два пространства строк сов
падают. 

Эrо так, поскольку каждая элементарная операция оставляет 
неизменным пространство строк. Каждая строка в новой матрице И 
является линейной комбинацией строк исходной матрицы А, и 
потому новое пространство строк содержится в старом, а так как 

каждый шаг исключения может быть обращен с помощью другой 
элементарной операции, то старое пространство строк также со
держится в новом. 

Заметим, что мы не начинали с т строк матрицы А, которые 
порождают ее пространство строк, и не исключали m-r из них 
для построения базиса, хотя, согласно 2L, мы могли бы посту
пить так. Но решить, какие строки нужно оставить, а какие 
исключить, бывает трудно, поэтому оказывается гораздо легче 
брать ненулевые строки матрицы V. 

Приведенные рассуждения, кроме того, оправдывают данное 
ранее определение ранга матрицы А. Тогда мы брали r равным 
числу ненулевых ведущих элементов (или ненулевых строк) ма
трицы И, не рассматривая все различные ступенчатые матрицы, 
которые могут быть получены при различных последовательностях 
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шагов исключения. Теперь же мы знаем, что все базисы имеют 
одно и то же число членов. Следовательно, ранг r матрицы А 
может быть определен по-новому: рангом матрицы А является 
размерность ее пространства строк. 

2. Нуль-пространство матрицы А. Напомним, что первона
чальной целью исключения было упрощение системы линейных 
уравнений без изменения совокупности решений. Система Ах= О 
редуцировалась к системе U х = О, и этот процесс обратим. Сле
довательно, нуль-пространство матрицы А совпадает с нуль-про
странством матрицы U. Среди т ограничений, налагаемых т 
уравнениями Ах= О, только r линейно независимы. Они выра
жаются любыми r линейно независимыми строками матрицы А, 
или r ненулевыми строками матрицы U. Если мы воспользуемся 
последним замечанием, получим вполне определенный способ на
хождения базиса нуль-пространства. 

2N. Нуль-пространство матрицы А (которое мы обозначим 
через ~l(A)) имеет размерность п- r. Егu базис можно по
строить путем сведения системы уравнений Ах= О к эквива
лентной системе Vx=O, которая и.меет n-r свободных пере
менны~, соответствующих столбцалt матрицы U , не содержаш,им 
ведущих элементов. Присваивая по очереди каждой свободной 
переменной значение l, а остальным свободны.м переменным 
.значения О и разрешая систему Ux=O с полющыо обратной 
подстановки относительно оставшихся (базисных) перел,1енных, 
л~ы получим п -r векторов, составляющих базис пространства 
~l (А). 

В нашем примере (стр. 71) свободными переы~шн,1ми были и 
и у, а базис образовывали векторы 

х, = :-;} v = 1, у= О; х, =: ~; : и= 0, у= 1. 

Легко видеть (как в примере, так и в общем случае), что век
торы х1 должны быть линейно независимыми. Действительно, 
любая линейная комбинация с1х 1 +с2х2 имее1 значение с1 на ме~..:те 
v-компоненты и значение с2 на месте у-компоненты. Следовательно, 
существует только одна возможность получить равенство с1х1 + 
+ с2х2 =О-это положить с1 = с2 = О. Эти два вектора порождают 
нуль-пространство. Общее решение системы Ах= О записывается 
в виде линейной комбинации их1 + цх2 • Т,шим образом, п -r = 
=4 -2 = 2 вектора х1 образуют базис. 
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Нуль-пространство матрицы А называется также ядром этой 
матрицы А, а его размерность называется дефектом матрицы. 

Обозначая дефект матрицы А символом v (А), запишем соот
ношение, устанавливающее взаимосвязь дефекта и ранга 

v (А)= dim Э1 (А)= n-r. 
Эту формулу необходимо запомнить. 

3. Пространство столбцов матрицы А. Пространство столбцов 
матрицы А часто называют образом этой матрицы и обозначают 
символом ffi (А). Это согласуется с обычным определением образа 
функции f как множества всех возможных значений f (х). Если 
определена некоторая функция f (х), то х принадлежит области 
определения этой функции, а значение f (х) принадлежит образу. 
В нашем случае (с векторами) в качестве функции f (х) можно 
взять f (х) = Ах. Ее область определения состоит из всех векто
ров х Е R", а образ состоит из всех векторов Ах (другими сло
вами, из всех векторов Ь, дл.11 которых разрешима система Ах= Ь). 
Мы знаем, что это множество совпадает со всеми линейными 
комбинациями вектор-столбцов матрицы А, т. е. образ матрицы
это то же самое, что и ее пространство столбцов. Мы хотим со
хранить удобный термин «пространство столбцов», но позаимст
вовать и краткое обозначение ffi (А). 

Наша задача -найти базис подпространства ffi (А) и его раз
мерность. Одна разумная идея заключается в следующем: сделать 
столбцы матрицы А строками новой матрицы, и тогда мы вновь 
будем иметь дело с пространством строк. Обозначим новую матрицу 
через АТ и будем называть ее транспонированной матрицей 
к матрице А. Tai< как столбцы матрицы А являются строками 
матрицы Ат, то последняя будет прямоугольной матрицей раз
мера п х т. Каждый элемент матрицы А при транспонировании 
переносится в новую позицию, симметричную первоначальной по
зиции относительно главной диагонали, т. е. (Ат)i/= А1 ;. В то же 
время строки матрицы А становятся столбцами матрицы А, и 
отсюда выте1<ает полезное замечание: пространство строк матри

цы А совпадает с пространсrrюом столбцов маm()_ицы Ат, т. е. 
с ffi (Ат). Это особенно полезно, потому что !R (Ат) порождается 
вектор-столбцами (столбцы матрицы АТ являются строками матри
цы А, записанными вертикально), и поэтому теперь даже поня
тие пространства строк отвечает соглашению о том, что векторы 

должны записываться вертикально. 

Конечно, мы можем привести матрицу Ат к ступенчатому 
виду и таким образом изучать пространство столбцов матрицы А. 
Oдwai<o мы хошм не этого. Введение транспонированной матрицы 
полезно с многих точек зрения, но не с этой. Мы хотим избе
жать введения новой величины, ранга матрицы Ат, и приведения 
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матрицы Ат к матрице ступенчатого вида. Причем, если это воз
можно, мы предпочли бы вычислить размерность пространства 
столбцов через исходные числа т, п и r. 

Необходимо отметить, что пространство столбцов матрицы А 
не совпадает с пространством столбцов матрицы U. Элементар
ные операции оставляют неизменными пространство строк и нуль

пространство матрицы А, а пространство столбцов совершенно 
изменяется; сравните, например, столбцы матриц 

Г 1 3 3 2] [1 3 3 2] А =l 2 6 9 5 и U = О О 3 1 . 
-1 -3 3 О О О О О 

Тем не менее всякий раз, когда некоторые столбцы матрицы И 
0бразуют базис в пространстве столбцов матрипы И, соответ
ствующие столбцы матрицы А образуют базис в пространстве 
столбцов матрицы А. Объясним, почему это так: дело в том, 
что Ах=О тогда и только тогда, когда Ux=O. Две эти системы 
эквивалентны и имеют одно и то же множество решений. Вспо
миная правило умножения матрицы на вектор, видим, что ра

венство Ах= О выражает линейную зависимость между столбцами 
матрицы А, с компонентами вектора х в качестве весов. Поэтому 
каждая такая зависимость эквивалентна линейной зависимости 
U х = О между столбцами матрицы U с теми же самыми весами. 
Следовательно, если некоторое множество столбцов матрицы А 
линейно независимо, то соответствующие столбцы матрицы U 
также линейно независимы и наоборот 1). В обеих матрицах А 
и U последний столбец равен сумме первого и умноженного 
на 1 /3 третьего столбцов, а второй столбец равен утроенному 
первому. 

Теперь, чтобы найти базис пространства ffi: (А), мы должны 
решить более простую задачу нахождения базиса пространства 
столбцов матрицы U. Это уже было сделано (стр. 79), и вывод 
был таков: r столбцов матрицы U, содержащие ненулевые ве
дущие элементы, образуют базис пространства столбцов матрицы U. 
Мы преобразуем этот результат применительно I< матрице А: 

20. Размерность пространства столбцов 1R (А) равна рангу r, 
который также равен размерности пространства строк, т. е. 
число лине/1,но независимых столбцов равно числу 
линейно независимых строк. Базис пространства Пt (А) 
образуется теми r столбцами, которые соответствуют столб
цам матрицы U с ненулевыми ведущими элементами. 

1) Я думаю, что это наиболее тонкое из доказательств, появляющихся до 
C!JX пор в книге. К счастью, оно не бесполезно: заключение 20, к которому 
оно приводит, является также наиболее тонким и наиболее важным среди 
всех, которые были сделаны до сих пор, 
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Тот факт, что пространство строк и пространство столбцов 
имеют одинаковую размерность r, является одной из наиболее 
важных теорем линейной алгебры. Эго часто записывают сокра
щенно в виде: ранг по строкам= ранг по столбцам. Эга фраза 
выражает результат, который, например, для матрицы размера 
lOx 12 совсем не очевиден. 

Чтобы убедиться еще раз, что пространство столбцов матрицы U 
имеет размерность r, рассмотрим типичную ситуацию, когда 

ранг r равен 3. Ступенчатая матрица U имеет три линейно не
зависимые строки: 

121 * * * * * 
о о о d'I. * * U= • 
о о о о о d1, 

о о о о о о 

Мы утверждаем, что она также имеет только три линейно неза
висимых столбца. Столбцы имеют только три ненулевые компо
ненты. Поэтому, если мы сможем показать, что три базисных 
столбца - первый, четвертый и шестой -линейно независимы, то 
они должны быть базисом (для пространства столбцов матрицы И, 
но не А!). Предположим, что некоторая линейная комбинация 
этих столбцов равна нулю: 

г d -, г.-* J г * -, гоl 
с, ~·J + с, i + "' 1 ~ J ~ . 

Lo Lo lo _J lo_J 

Двигаясь снизу вверх, как обычно, получаем, что с3 = О, по
тому что d8 =!= О; далее, с2 = О, потому что с3 = О и d2 =!= О, и, на
конец, с1 = О. Это устанавливает линейную независимость базис
ных столбцов и завершает доказательство. Так как Ах= О тогда 
и только тогда, когда Их=О, мы заключаем, что первый, чет
вертый и шестой столбцы матрицы А-какой бы она ни была 
(мы ее в этом примере совсем не зкаем) -образуют базис в про
странстве ffi (А). 

Перейдем к четвертому основному подпространству, которое 
до сих пор оставалось вне нашего поля зfения. Так как пер
вые три подпространства обозначались через ffi (Ат), ~1(А) и Ш (А), 
то нетрудно догадаться, что четвертое подпространство следует 

обозначить через 91(Ат). 
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4. Нуль-пространство матрицы АТ. Нуль-пространство матрицы 
Ат является подпространством т-мерного пространства Rm, со
стоящим из тех векторов у Е Rm, для которых выполняется ра
венство Ату=О. Таким образом, линейная комбинация столбцов 
матрицы АТ с весами у1 , ••• , Ут должна равняться нулевому 
столбцу. Так как столбцы матрицы АТ являются строками мат
рицы А, то мы можем преобразовать систему АТу=О в урав
нение для вектор-строк: 

IY'A-[u, ... y.I -,= [О .. • О]. 

А 

Такая вектор-строка ут иногда называется левым нуль-вектором 
матрицы А. Линейная комбинация строк матрицы А с весами 
~.f' ... , Ут равна нулевой строке. Размерность подпространства 
~t (АТ) найти легко. Для любой матрицы число базисных пере
менных плюс число свободных переменных равно числу столб
цов этой матрицы. Другими словами, 

ранг+ дефект= размерность пространства столбцов+ 

+ размерность нуль-пространства= 
= число столбцов. (10) 

Это правило применимо и к матрице Ат, имеющей т столбцов, 
1<0торая ничем не хуже, чем матрица А. Но ранг по строкам 
равен рангу по столбцам, т. е. r и, следовательно, 

r + dim ЭЦАТ) = т. (11) 

2Р. Левое нуль-пространство Эl ( АТ) имеет размерность т -r. 

Для того чтобы найти базис пространства 9l(Ат), начнем 
с представления Р А= LV нли L. -ip А= U. Последние т -r строк 
матрицы U нулевые, и, следовательно, последние m-r стр0к 
матрицы L -ip образуют базис левого нуль-пространства. Когда 
они умножаются на А, то получается нулевой вектор. 

Теперь, когда мы знаем размерности всех четырех рассматри
ваемых подпространств, можно подвести итог. Не будет преуве
личением назвать этот результат так: 

111 Основ.чая теорема линейной алгебры., часть 1. 
1. ffi (Ат)-пространство строк матрицы А,· размерность r, 
2. Щ (А)-нуль-пространство матрицы А; размерность n-r, 
3. ffi (А)-пространство столбцов матрицы А,· размерность r, 
4. ~l (АТ)-левое нуль-пространство матриtfЫ А; размерность 

m-r. 
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Упражнение 2.4.1. Верно ли такое утверждение: если m=n, то нуль
пространство матрицы А равно ее левому нуль-пространству? 

Упражнение 2.4.2. Найти размерность и построить базисы четырех под
пространств, связанных с матрицей из примера 2.2.4: 

А= [о 1 4 о] 
О 2 8 О 

Упражнение 2.4.3. Найти размерность и базисы четырех основных под
пространств для матрицы 

Г1 2 о 11 
А=\ О 1 1 О • 

LI 2 О l_j 

Упражнение 2.4.4. Описать четыре подпространства, связанные с матрицей 
ГО 1 О O"l 

А= О О О 
О О О 1 

LO О О O_j 

Упражне~ие 2.4.5. Показать, что если произведение двух матриц А и В 
равно нулевои матрице (АВ = О), то пространство столбцов матрицы В содер
жится в нуль-пространстве матрицы А. 

Упражнение 2.4.6. Объяснить, почему Ах=Ь тогда и только тогда, когда 
(ранг А)= (ранг А'), где матрица А' получена из матрицы А добавлением 
вектора Ь в качестве дополнительного столбца. Указание: ранг матрицы А ра
вен размерности ее пространства столбцов, а система Ах= Ь разрешима тогда 
и тодько тогда, когда ве1пор Ь лежит в подпространстве ffi (А). 

МАТРИЦЫ РАНГА ОДИН 

Одна из основных задач в математике -показать, как что
нибудь сложное может быть составлено из более простых частей . 
.l'v\ы уже рассмотрели один пример такого синтеза, когда нижняя 
треугольная матрица была разложена в произведение элементар
ных матриц. Теперь мы вернемся к рангу г I<ак к новому кри
терию простоты и введем класс матриц ранга r = 1. СJ1едующая 
матрица является типичной матрицей этого к.1асса: 

Г 2 1 l"l 

4 2 2 
8 4 4 

L-2 -1 -I_J 

Каждая строка этой матрицы кратна первой строке, и потому 
пространство ее строк одномерно. На самом деле эту матрицу 
мы можем з,шисать в виде произведения вектор-столби,а и век-
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тор-строки: 

A=lr : : ;т[ г2 
-2 -1 -l_J -l_J 

I]. 

ПроизведЕ'ние матрицы размера 4 х 1 на матрицу размера 1 х 3 
будет матрицей размера 4 х 3. И эта матрица имеет ранг, рав
ный единице. Заметим, что в то же самое время все столбцы 
этой матрицы кратны друг другу, т. е. пространство столбцов 
также имеет размерность, равную единице, и сводится к прямой. 

То же самое происходит с любой другой матрицей ранга 
один: она может быть представлена в простейшей форме А= 
= иvт. Все строки этой матрицы кратны одному и тому же век
тору vТ, а все столбцы кратны вектору и. 

В последнем параграфе мы покажем, как разложить любую 
матрицу ранга r в сумму r матриц ранга один. 

Упражнение 2.4.7. Пусть заданы числа а, Ь и с и а -1= О. Как надо вы
брать d, чтобы матрица 

имела ранг, равный единице? Выбрав d, разложить матрицу А в произведе
ние uvr. 

Упражнение 2.4.8. Вычислить произведениЕ.' АВ матриц 

А=[2 -Гl и В= rl 1 2] 4 -41 3 3 6 
О O_J 

ранга один. Записывая А и В в виде. uvT и wzT, проверить, что их произве
дение кратно матрице иzТ и что соответствующий множитель равен скаляр
ному произведению vTw. 

Упражнение 2.4.9. Для предыдущей матрицы А изобразить пространство 
nтрок и нуль-пространство в плоскости ху. 

СУЩЕСТВОВАНИЕ ОБРАТНЫХ МАТРИЦ 

Мы уже знаем из § 1.5, что если матрица А имеет левую 
обратную матрицу В (ВА = /) и правую обратную матрицу С 
(АС=/), то В=В(АС)=(ВА)С=С. Теперь с помощью поня
тия ранга матрицы можно легко установить, какие матрицы 

имеют обратные. Строго говоря, обратная матрица существует 
только тогда, когда ранг исходной матрицы имеет максималь
ное из возможных значений. 
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Ранг матрицы всегда удовлетворяет неравенствам r ~ т и 
r ~ п, так как матрица размера т х п не может иметь более 
чем т линейно независимых столбцов. Мы хотим доказать, что 
если r = т, то существует правая обратная матрица, а если r = п, 
то существует левая обратная матрица. В первом случае система 
Ах= Ь всегда имеет решение, а во втором случае решение (если 
оно существует) единственно. Только для квадратной матрицы 
могут одновременно выполняться оба равенства r = т и r = п. 
Поэтому только для систем с квадратными матрицами могут одно
временно выполняться как условие существования решения, так 

и условие единственности этого решения. 

2Q. Существование: система Ах=Ь имеет по крайней мере 
одно решение х для каждого вектора Ь тогда и только тогда, 
когда столбцы матрицы А порождают все пространство Rm, 
т. е. r = т. В этом случае существует правая обратная 
матрица С размера п х т, такая, что АС= / т -единичная 
матрица порядка т, причем это возможно только тогда, 
когда т~п. 

Единственность: система Ах= Ь имеет не более одного 
реtиения х для каждого вектора Ь тогда и только тогда, 
когда все столбцы матрицы А линейно независимы, т. е. r = п. 
В этом случае существует левая обратная матрица В раз
мера п х т, такая, что ВА = / п-единичная матрица порядка п, 
причем это возможно только тогда, когда т;:::: п. 

В первом случае х=СЬ-это одно из возможных решений, 
так как Ах=АСЬ=Ь. Но могут быть и другие решения, если 
существуют другие правые обратные матрицы. 

Во втором случае, если существует решение системы Ах= Ь, 
обязательно Х=ВАх=ВЬ, и других решений быть не может 1). 

Пример. Рассмотрим простую матрицу размера 2 х 3 и ранга 
r=2 

[ 4 о о] 
А= О 5 О ' 

Так как r= m= 2, то предыдущая теорема гарантирует существо
вание правой обратной матрицы С: 

АС=[4 о О]Г1с11 C12J=[l о]. 
0 5 0 С21 С22 0 1 

LСз1 Сз2 

1) Число решениi1 для случая «единственности» равно либо нулю, либо 
единице, в то время как JI,Ля случая «существования»-либо единице, л1t'.6о 
бесконечности. 
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В действительности здесь существует много правых обратных 
матриu, потому что последняя строка матрицы С совершенно 
произвольна. Это случай существования, но не единственности: 

C=[i.. lJ 
В качестве примера противоположной ситуации рассмотрш,1 матри
цу АТ, т. е. транспонированную матрицу 1< матрице А. Матрица А 1 

будет иметь размер Зх2, а ее ранг по-прежнему будет равен 
двум, поэтому она будет иметь бесконечно много левых обратных 

ВА1 = 1· Ь11 bi2 Ь1з] г' 4 OJ•= [ 1 о] . 
Ь21 Ь22 Ь23 О 5 О 1 

LO 0 

Теперь последний столбец матрицы В совершенно произволен. 
На самом деле это матрицы, транспонированные к найденным 
выше матрицам С. 

Этот пример подсказывяет общий способ построения матриц С 
и В и доказательства утверждения 2Q. Мы выделим два случая: 

(1) Существование. Пусть столбцы матрицы А порождают 
все пространство Rrn. Тогда ранг матрицы А (размерность ее 
пространства столбцов) равен т. Значит, каждый вектор Ь, вклю
чая координатные векторы е1 , ••• , ern, может быть представлен 
в виде линейной комбинаuии столбцов матрицы А. Друrюш 
словами, мы можем найти по крайней мере одно решение х 1 си
стемы Ах1 =е1 для каждого i= 1, ... , т. Если С-матрица 
размера п х т, столбцами которой являются эти решения х1 , ••• 

. . . , хт, то в «постолбцовой» записи 
АС=А[х1 ... xrn]=[e1 ... ern]=lrn. 

Отсюда следует, что матрица С является искомой правой обрат
ной для матрицы А. 

(2) Единственность. Пусть п столбцов матрицы А линейно 
независимы. Тогда ранг пространства столбцов равен п и нет 
свободных переменных, т. е. нуль-пространство содержит только 
нулевой вектор. Поэтому если существует некоторое решение 
системы Ах= Ь, то оно единственно. Простейший способ по
строения левой обратной матрицы заключается в рассмотрении 
матрицы АТ. Это будет матрица размера п х т, имеющая, со
гласно основной теореме, тот же самый ранг, что и матрица А, 
т. е. ранг r=n, где п тепер" равно числу строк матрицы Ат. 
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Следовательно, к матрице Ат применима первая часть доказы
ваемой теоремы, т. е. для АТ существует правая матрица, скажем 
матрица Q, такая, что А тQ = / п· Транспонируя это равенство, 
получаем Q1 А=/ п· Итак, Qт -требуемая левая обратная матрица 
для матрицы В. 

Есть более простой способ построения этих обратных матриц. 
Пусть 

и 

Очевидно, что ВА = / и АС=/, но не столь очевидно существо
вание матриц (АТА)-1 и (ААТ)-1 . Здесь должны сыграть свою 
роль условия на п~остранство столбцов. Позже в ЗG мы пока
жем, что матрица А А обратима, когда ранг матрицы А равен п, 
а матрица ААт обратима, когда ранг матрицы А равен т. 

Естественно представлять себе матрицу А как отображение 
из Rn в Rm: любой вектор х из Rn преобразуется в некоторый 
вектор Ах из Rm. Такое отображение линейно, поскольку из 
свойств умножения матриц следует, что A(cx+dy)=cAx+dAy. 
Это очень важное свойство, и мы посвятим приложение А связи 
между линейными отображениями и матрицами. Когда выполнено 
условие существования, т. е. когда r = т, это отображение на
зывается отображением «на», потому что для каждого вектора 
Ь Е Rm существует по крайней мере один вектор х Е Rn, такой, 
что Ах= Ь. Образом (пространством столбцов) является все R"'. 
В случае выполнения условия единственности, т. е. когда r = п, 
преnfiразование называется взаимно однозначным, потому что для 
каждого Ь существует не более одного такого вектора х Е Rn, 
что Ах=Ь. 

Нелинейный пример: функция у= х1 из R1 в R1 не является 
отображением «на», потому что для числа у= - 4 не существует 
такого х Е R1 , что х2 = - 4, она не является также и взаимно 
однозначным отображением, потому что для числа у= 4 су
ществуют два чис.'lа х=-2 и Х=-2, таких, что х1 =4. Напро
тив, фующия у= х3 является как отображением «на», так и 
взаимно однозначным отображением. В этом случае мы получаем 
взаимно однозначное соответствие между вещественными числами х 

и их кубами х3 , или, в другую сторону, взаимно однозначное 
соответствие между вещественными числами у и кубическими 
корнями у1 / 3 из них. Второе отображение является (двусторон
ним!) обратным к первому. Обратимые отображения-это именно 
взаимно однозначные соответствия; они являются одновременно 

взаимно однозначными отображениями и отображениями «на». 
Прямоугольная матрица может обладать одним из указанных 

свойств и не обладать другим. Так же обстоит дело и с нели
нейной функцией у (х); приведите соответствующие примеры 
в каt:естве упражнения. Для квадратных матриц ситуащ;я t:O· 
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вершенно иная: если т = п, то матрица А обладает левой обрат
ной тогда и только тогда, когда она обладает правой обратной, 
т. е. существование влечет за собой единственность, а единствен
ность влечет за собой существование. Так как любая правая 
обратная матрица равна любой левой обратной, то существует 
лишь одна правая, она же левая, обратная, т. е. В=С= А-1 • 
Условие обратимости таково: ранг матрицы А должен быть мак
симальным, т. е. r = т = п. Мы можем выразить это и другим 
способом: для того чтобы квадратная матрица А порядка п была 
невырожденной, необходимо и достаточно выполнение любого 
из следующих условий: 

(1) Столбцы матрицы А порождают все Rn, и, следовательно, 
система Ах= Ь имеет по крайней мере одно решение для каж
дого вектора Ь. 

(2) Столбцы матрицы А линейно независимы, и, следова
тельно, система Ах=О имеет только одно решение х=О. 

Эrот список можно значителЫiО удлинить, особенно если за
глянуть в последующие главы. Каждое условие в этом списке 
эквивалентно любому другому и влечет за собой невырожденность 
матрицы А. 

(3) Строки матрицы А порождают все Rп. 
(4) Строки матрицы А линейно независимы. 
(5) Метод исключения Гаусса с перестановкой строк, если 

это необходимо, обходится без нулевых ведущих элементов: 
РА = LDU, где все di=I= О. 

(6) Существует матрица А-1, такая, что AA- 1 =A-1A=l 1 ). 

(7) Определитель матрицы А отличен от нуля. 
(8) Нуль не является собственным значением матрицы А. 
(9) Матрица Ат А положительно определена. 
(10) Матрица ААт положительно определена. 
Приведем типичный пример применения изложенного выше. 

Рассмотрим все многочлены Р (t) степени п-1. Существует 
только один такой многочлен, принимающий нулевые значения 
в п данных точках t 1 , ••• , tn,- это Р (t) === О. Никакой другой 
многочлен степени п-1 не может иметь п корней. Это утверж
дение о единственности, и оно влечет за собой утверждение 
о существовании: для любых данных значений Ь1 , ••• , Ьп су
ществует многочлен степени п-1, принимающий эти значения: 
P(t1)=b1, i= 1, ... , п. Заметим, что здесь мы имеем дело 
с квадратной матрицей, так как число коэффициентов в Р (t) 
(которое равно п) равно числу уравнений. Действительно, есю, 
P(t)=x1 +x2t+ ... +xпtn-J, то уравнения P(t 1)=b1 мугут быть 

1) Это означает, что обратимость есть синоним невырожденности. Эти два 
термина применяются только к квадратным матрицам. 
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записаны в матричном виде: 

Г] t1 t~ 

] t2 t; г::1 г:: 

L] tп t~ t~-1 LXJ i. 
Матрица коэффициентов А имеет порядок п и известна как 
.матрица Вандермонда. Напомним доказательство сформулиро
ванного выше утверждения. Так как система Ах= О имеет только 
нулевое решение х = О (другими словами, Р (t ;) = О, i = l, ... , п, 
только тогда, когда Р == О), то отсюда следует, что матрица А 
н~вырожденна. Поэтому система Ах= Ь всегда имеет решение -
многочлен степени п -1 может быть проведен через любые п 
значений Ь; в различных точках t 1• Позже мы вычислим опре
делитель этой матрицы, и он действительно будет отличен от нуля. 

Имеется и еще один пример. Так как матрица А невырожденна, 
то невырожденной является и матрица Ат, потому что она имеет 
тот же самый ранг. Поэтому мы можем решить не только си
стему Ах=Ь, но также и систему Ату=с для всех векторов с. 
Последняя система возникает в совершенно иной ситуации. Пред
положим, что мы ищем формулу для приближенного численного 
интегрирования вида 

1 п 

) f (t)dt~ ~Ytf (t1), 
о 1 

Интеграл от функции f должен быть вычислен приближенно 
через свои значения f (t 1) в п различных точках t 1• Имея в рас
поряжении только п коэффициентов у 1, нельзя сделать эту фор
мулу точной для всех функций f, но можно (и это делается 
практически) сделать ее точной для всех многочленов f = Р сте
пени не выше п-1. Требуя точность формулы для f = 1, f = 
= t, ... , f = t"- 1 , мы получаем систему 

1 

1 

) l di=Y1 + ... +У,,, 
о 

1 

) tdt =y1t1 + · · • +Упtп, 
о 

) tn-1 dt = Y1t~-1 + ... + Y,i~-1. 
о 
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Это в точности система с= д ту, которая, как было доказано, 
разрешима, и поэтому коэффиuиенты Yi• i = 1, ... , п, можно 
найти. Такая формула интегрирования существует, потому что 
многочлены степени п-1 имеют только п-1 корней. 

Упражнение 2.4.10. Построить нелинейную функцию у (х), которая яв
ляется uзаимно однозначным отображением, но не является отображением «на» 
и нелинейную функцию z (х}, которая является отображением «на», но не яв
ляется взаимно однозначной. 

Упражнение 2.4.11. Объяснить, почему для системы с матрицей А усло
вие существования выполнено тогда и только тогда, когда для системы с матри

цей АТ выполнено условие единственности, и наоборот. 

Упражнение 2.4.12. Построить все возможные левые и правые обратные 
матрицы для матрицы А=[! 1 О] размера I ХЗ и для матрицы АТ. 

§ 2.5. ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ ВЕКТОРОВ 
И ПОДПРОСТРАНСТВ 

Мы начнем этот параграф с определения длины вектора. 
В двумерном случае эта длина \1 х 11 является длиной гипотенузы 
прямоугольного треугольника (рис. 2.4а}, которая была вычис-

0 , 1 (О,х2,О) 
1 ', 1 1 

----~ (.х1,О,О) А= (x1,Xz,O) 

(а) (Ь) 

Рис. 2.4. Длина двумерных и трехмерных векторов. 

лена много лет назад Пифагором 1): 11 х 112 = xf + х:. В трехмерном 
пространстве вектор х = (х1 , X,i, х8 ) является диагональю парал
лелепипеда (рис. 2.4б}, и его длина находится с помощью двух 
применений формулы Пифагора. Сначала рассматривается диаго
наль ОА = (х1 , х2 , О) в основании параллелепипеда, где по фор-
муле Пифагора OA"=xf +х~. Эта диагональ образует прямой 
угол с вертикальной стороной (О, О, х8 ). Поэтому мы можем 
вновь воспользоваться формулой Пифагора (в плоскости ОА и АВ). 

1 ) Или, возможно, египтянами, но настоящее доказательство принадлежит 
nиф.::rорс1·щ~ы. 
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Гипотенуза прямоугольного треугольника ОАВ имеет длину llxll, 

равную у ОА 11 +АВ11 , т. е. 
IJxlJ11 =ОА 11 + АВ2 = х~ +х~+х~. 

Обобщение понятия длины для п-мерного вектора Х= (х1 , ••• , хп) 
очевидно. Длиной 11 xll вектора х иэ Rn называется по
ложителы~ь1,ii 1(,вадратный 1(,Орень из суммы квадратов 
его ,еомпонент, т. е. 

llxll= Vxf+x~+ ... +х~ . ( 12) 

Геометрическое доказательство этого факта состоит в применении 
формулы Пифагора n- l раз, добавляя каждый раз по одной 
компоненте. В случае размерности единица (п = 1) длина вектора 
равна абсолютной величине единственной компоненты х1 • 

Предположим, что заданы два вектора х и у (рис. 2 .5). Каким 
образом можно определить, будут ли эти векторы перпендику-

J 

Х1 

Рис. 2.5. Плоскость треугольника со сторонами х, у и x-g. 

лярными? Иначе говоря, что является критерием ортогональ
ности? В случае двумерной плоскости ответ на этот вопрос 
может быть дан с помощью тригонометрии. Нам же нужно обоб
щение на п-мерный случай, но и тогда мы можем действовать 
в плоскости, порождаемой векторами х и у. На этой плоскости 
вектор х ортогонален к вектору у, если они образуют прямо
угольный треугольник, и, следовательно, мы можем использо
вать в качестве критерия формулу Пифагора 

llxll2 +IIYll2 =llx-ylF· (13) 
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Используя это условие совместно с формулой (12), получаем, что 

(х~+ • • • +xJ)+(Yr+ • • • +Y~)=(X1-Yr)2 + • • • +(хп-У2)2 • 

Правая часть последнего равенства в точности равна выражению 

(xf + · · · + х~)-2 (Х1У1 + · · · + ХпУп) + (yf + · · · + У~). 
Поэтому условие (13) выполняется, а значит, векторы х и у 
ортогональны, когда сумма «перекрестных ~tленов» равна нулю, т. е. 

Х1У1 + · .. +хпУп= О. (14) 

Заметим, что эта величина в точности совпадает с произведением 
вектор-строки хт на вектор-столбец у (как матриu): 

хт у~ [х, ... х.] Г У, 'j = Х1У1 + · · · + ХпУп· 

LУп 

(15) 

Используя сокращенное обозначение для суммы, правую часть 
(15) можно записать как ~Х;У;· Это выражение появляется при 
обсуждении любого вопроса, связанного с геометрией п-мерноrо 
пространства. Оно называется скалярным произведением двух 
векторов и обозначается символом (х, у) или Х· у, но мы пред
почитаем сохранить обозначение хту: 

2R. Величина хту является скалярным произведением векторов 
(столбцов) х и у из Rn. Она равна нулю тогда и только тогда, 
когда векторы х и у ортогональны. 

Отметим, что понятия длины и скалярного произведения свя
заны между собой следующим образом: хтх=х~+ ... +x~=llxll1 , 

Существует только один вектор длины нуль, другими словами, 
только один вектор ортогонален сам себе-это нулевой вектор. 
Нулевой вектор ортогонален также каждому вектору у Е Rn. 

Упражнение 2.5.1. Найти длины и скалярное произведение векторов 

Х= (1, 4, о, 2)т и у=(2, -2, l, З)т. 

Мы показали, что векторы х и у ортогональны тогда и только 
тогда, когда их скалярное произведение равно нулю. В следующей 
главе скалярное произведение будет обсуждаться в большем 
объеме 1). Там мы будем интересоваться и неортогональными век
торами, так как скалярное произведение дает естественное опре-

1) Точнее, мы будем рассматривать его под другим углом зрения. 
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деление косинуса в п-мерном пространстве и определяет угол 

между любыми двумя векторами. В этом параграфе, однако, 
основной целью по-прежнему остается изучение четырех основ
ных подпространств, причем свойство, которое нас интересует -
ортогональность. 

Прежде всего, между линейной независимо~тью и ортогональ
ностью существует простая связь: если ненулевые векторы v1 , ••• , v" 
взаu/~tно ортогональны (каждый вектор ортогонален любому дру
гому), то они линейно независимы. 

Доказательство. Предположим, что c1v1 + ... +c1pk=0. 
Чтобы показать, что любой коэффициент с1 должен равняться 
нулю, возьмем скалярное произведение обеих частей на вектор vl: 

v'[(c1v1 + ... +ckv,,)=v'[O=O. (16) 

Из взаимной ортогональности векторов v1 следует, что в левой 
части (16) остается только один член: c1v'[v1• Так как векторы v1 
по предположению ненулевые, то vTv1=1=0 и, следовательно, с1 =0. 
Таким образом, существует только одна линейная комбинация 
векторов V;, i = 1, ... , k, равная нулю,- это тривиальная ком
бинация со всеми с1 = О. Поэтому векторы v1 , ••• , vk линейно 
независимы. 

Наиболее важным примером взаимно ортогональных векторов 
является множество координатных векторов е1 , ••• , еп в R". Они 
представляют собой столбцы единичной матрицы и составляют 
простейший базис пространства Rn. Кроме того, они являются 
единичными векторами, т. е. длина каждого вектора е1 , i = 1, ... , п, 
равна единице, lle111= 1. Геометрически эти векторы указывают 
направления координатных осей. Если систему векторов е1 , ••• , еп 
повернуть, то мы получим новое ортонормированное множество 

векторов, т. е. новую систему взаимно ортогональных единичных 

векторов. В плоскости такое вращение дает ортонормированную 
пару векторов 

v1 = (cos е, siп 0), v2 = (-siп е, cos 0). 

Упражнение 2.5.2. Привести пример линейно независимых векторов из R2, 

не являющихся взаимно ортогональными, доказав тем самым, что утвержде

ние, обратное предыдущей теореме, не верно. Привести также пример взаимно 
ортогональных ве1поров, которые не являются линейно независимыми, потому 
что нарушены условия теоремы. 

Упражнение 2.5.3. Известно, что две прямые на плоскости перпендику
лярны, когда произведение тангенсов углов их наклона равно -1. Приме
нить это свойство к векторам х = (х1 , х2) и у= (у1 , у2), у которых тангенсы 
углов наклона соответственно равны х2/х1 и у2/у1 , для того чтобы вновь вы
вести условие ортогональности хТу=О. 

Упражнение 2.5.4. Почему i-я строка матрицы В должна быть ортого
нальна j-му столбцу матрицы в-~, если i =,, j? 



104 Гл. 2. Теория систем линейных уравнений 

Упражнение 2.5.5. Какие пары из следующих трех векторов 

~-r-H ~-rг. ··-г =:· 
L 1_1 LO_J L-1_1 

ортогональны? 

Упражнение 2.5.6. В R3 найти все векторы, ортогональные как к вектору 
(1, 1, 1), так и к вектору (!, -1,0), Построить, используя эти векторы, систе
му взаимно ортогональных единичных векторов (ортонормированную систему) 
в R3• 

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА 

Перейдем далее к понятию ортогональности двух подпрост
ранств. В обычном трехмерном пространстве все подпространства 
исчерпываются прямыми и плоскостями, проходящими через начало 

координат, и двумя «экстремальными» подпространствами-под

пространством, состоящим только из одного нулевого вектора, 

и всем пространствам R3 • Подпространство {О} ортогонально ко 
всем подпространствам. Прямая может быть ортогональна как 
к другой прямой, так и к плоскости, но плоскость не может 
быть ортогональна к плоскости 1), а все пространство R8 орто
гонально только к нулевому подпространству {О}. 

В п-мерном случае основное -определение такопо: 

2S. Два подпространства V и W одного и тиги же прост
ранства Rn называются ортогональны.ми, если любой век
тор vEV ортогонален любому вектору wEW, т. е. vтw=O 
для всех v Е V и w Е W. 

Пример. Предположим, что V является плоскостью, порожден
ной векторами v1 =(1, О, О, О) и v2 =(l, 1, О, О), а W-прямая, 
порожденная вектором w1 = (О, О, 4, 5). Тогда, так как вектор w1 

ортогонален как к вектору v1 , так и к вектору v2, прямая W 
будет ортогональна к плоскости V. 

Упражнение 2.5.7. В предыдущем примере найти вектор w1, такой, что 
плосl{ость W, порожденная векторами w1 и w 2, ортогональна плоскости V. 
Найти также v3, такой, что трехмерное подпространство, порожденное векто
рами v1 , v2, v3, ортогонально к исходной прямой W. 

Упражнение 2.5.8. Показать, что если подпространства V и W ортого
налhнЫ, то они имеют только один общий вектор, а именно нулевой ве1<Тор, 
т. е VПIV={O}. 

1) Я должен признаться, что фронтальная и боковая стены очень похожи 
на перпендю<улярные плоскости е R8 . Но по нашему определению это не так! 
В этих ПJюскостях сущесТВ)'IОТ прямые v и w, пересекающиеся не под пря
мы:,~ углом. 
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Объясним теперь, зачем нам понадобилась ортогональность 
подпространств. Напомним, что два из четырех основных под· 
пространств, связанных с некоторой матриuей А, являются под· 
пространствами пространства Rn -нуль-пространство Эl (А) и 
пространство строк ffi (Ат), а два других лежат в Rm. Наиболее 
важный факт об этих пространствах, помимо их размерности.
это то, что они ортогональны: 

2Т. Для любой матрицы размера т х п нуль-пространство 
91 (А) и пространство строк ffi (АТ) являются ортогональными 
подпространствами в Rn. Аналогично левое нуль-пространство 
91 (АТ) и пространство столбцов ffi (А) являются ортогональ
ными подпространствами в Rm. 

Первое до к аз а тел ь ст во. Предположим, что w-произ
вольный вектор из нуль-пространства 91(А). Тогда Aw=O, при
чем эта система т уравнений может быть записана более под
робно: 

Aw =Гстрока 1 
строка 2 

строка т 

(17) 

о 

Первое уравнение означает, что вектор w ортогонален к первой 
строке матрицы А или, более правильно (сохраняя соглашение 
понимать под вектором вектор-столбец), к первому столбцу 
матрицы Ат. Второе уравнение утверждает ортогональность век
тора w ко второму столбцу матрицы АТ. Продолжая аналогич
ные рассуждения, установим, что вектор w ортогонален к каж
дому столбцу матрицы Ат. Следовательно, он ортогонален ко 
всему пространству, порожденному этими столбцами, или, иначе 
говоря, к каждому вектору v из пространства столбцов матри
цы Ат. Это верно для любого вектора w из нуль-пространства, 
и, следовательно, Эl (А) J_ ffi (Ат). Второе утверждение в теорЕ'ме 
об ортогональности 91 (АТ) J_ ffi (А) совпадает с первым, если его 
применить к матрице АТ. (Первое утверждение было доказано 
для любых матриц, включая и транспонированную к любой 
заданной матрице А.) С другой стороны, мы можем начать 
с любого вектора у из левого нуль-пространства, и, используя 
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соотношение 

уТА=[У1 Ут ]Гс :l=[O ... О], 

т 

о о 

л л 

б б 

е е 

ц ц 

1 n-1 

легко убедиться, что вектор у ортогонален ко всем столбцам 
матрицы А. Следовательно, он ортогонален к каждой линейной 
комбинации столбцов, т. е. любой вектор у Е ~Jl(AT) ортогонален 
к каждому вектору w Е ffi (А). 

Второе доказательство. Мы хотим установить тот же 
самый результат с помощью рассуждений, не столь тесно свя
занных с координатами. Сравнение этих двух доказательств будет 
полезно читателю как пример «абстрактного» метода исследова
ния в противовес «конкретному». Я надеюсь, что это доказа
тельство яснее и лучше запоминается. 

Предположим, что wE~Jl(A), а vEffi(Aт). Тогда Aw=O, 
а вектор v имеет представление v = АТ х для некоторого вектора х. 
(Иначе говоря, вектор v является линейной комбинацией столб
цов матрицы лт, а х1 , ••• , хт -веса этой комбинации.) Следо-
вательно, 

wтv=wт (Атх) = (wт Ат) х= (Аw)т Х= отх= О. (18) 

Пример. Пусть А-матрица из примера 2.4.2: 

[ о 1 4 о] [о 1 4 о] 
А= О 2 8 О -И= О О О О. 

Второй столбец является базисным, и потому вторая компонента 
является базисной, а три другие компоненты -свободными. Тогда 
если мы последовательно присвоим каждой свободной перемен
ной значение, равное единице, и решим систему Их= О, то мы 
найдем три вектора, образующие базис нуль-пространства матри
цы А: 

Ш· [iJ Ш· 
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Все три перпендикулярны к строкам матрицы А, как это и 
гарантирует утверждение 2Т. 

Пространство столбцов матрицы А одномерно (ранг по стро
кам равен рангу по столбцам) и порождается одним базисным 

столбцом [i]. С другой стороны, левое нуль-пространство нахо
дится с помощью такой комбинации строк матрицы А, при кото
рой получается нулевая строка в матрице U: (-2) (строка 1) + 
+(!)(строка 2)=0. Следовательно, вектор ут =(-2, 1) лежит 
в левом нуль-пространстве и, как и утверждалось, ортогонален 

к пространству столбцов: 

[-2 l] [ t] = о. 

Теперь я должен попросить вас потерпеть еще немного. Нуль
пространство, конечно, перпендикулярно к пространству строк. 

Но это еще не все: ~1 (А) содержит все ортогональные к про
странству строк векторы. Оно состоит из всех решений системы 
Ах=О. 

2U. Определение. Пусть У-подпространство пространства 
Rn. Тогда пространство всех п-мерных векторов, ортогональ
ных к подпространству V, называется ортогональнь,,м до
полнением те V и обозначается символом V .L, 

Используя эту терминологию, нуль-пространство m (А) можно 
назвать ортогональным дополнением к пространству ffi (Ат), т. е. 
m(A}=(ffi(AT)).L. В то же время верно и противоположное 
утверждение: пространство строк содержит все ортогональные 

к нуль-пространству векторы. Это не столь очевидно из построе
ния, поскольку, решая систему Ах= О, мы начинали с про· 
странства строк и находили все векторы х, ортогональные к нему. 

Теперь мы идем в противоположном направлении. Предположим, 
однако, что некоторый вектор z Е Rn ортогонален к нуль-прост
ранству, но не содержится в пространстве строк. Тогда, добав
ляя вектор z в качестве строки к матрице А, мы тем самым 
расширим пространство строк, не изменяя нуль-пространство. 

Но мы знаем, что существует неизменная формула: r+(n-r)=n 
или 

dim (пространство строк)+ dim (нуль-пространство)= число 
столбцов. 

Так как последние два числа не изменяются при добавлении 
строки z, то и первое число такн<е не может измениться. Поэтому 
каждый вектор, ортогональный к нуль-пространству, содержит~и 
в пространстве строк, т. е. 9l(AT) = (~1 (A)).L, 
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Те же рассуждения, примененные к матрице Ат, дают двойст
венный результат: левое нуль-пространство 9l(Ат) и простран
ство столбцов ffi (А) являются ортогональными дополнениями 
друг к другу в Rm. Это завершает вторую половину основной 
теоремы линейной алгебры. Первая половина дает размерности 
четырех подпространств, включая тот факт, что ранг по строкам 
равен рангу по столбцам, а теперь мы знаем, что они не только 
перпендикулярны, но и являются ортогональными дополнениями 

друг друга. 

2V. Основная теорема линейной алгебры, часть 2. 

91 (А)= (01 (AT)).l, ffi (АТ)= (9l(A)).l, 
91(АТ) = (01 (A)).l, 01 (А)= (9'l (AT)).l. 

Последнее равенство означает, что система Ах= Ь имеет ре
шение тогда и только тогда, когда вектор Ь ортогонален 
/\ 9'l (Ат), т. е. вектор Ь принадлежит пространству столбцов 
тогда и только тогда, когда он ортогонален к каждому реше
нию системы АТ у= О. 

Мы должны подчеркнуть, что два подпространства V и W 
могут быть ортогональными и не быть ортогональными дополне
ниями друг к другу. В трехмерном пространстве прямая V, 
порождаемая вектором ( l, О, О), ортогональна к прямой W, порож
даемой вектором (О, О, l ), но V не совпадает с W .l, Ортогональ
ным дополнением к W является двумерное подпространство, содер
жащее все векторы вида (х1 , х2 , О). Прямая V может быть только 
частью подпространства W .l, потому что ее размерность меньше 
размерности W .l. При соответствующих размерностях два орто
гональных подпространства обязательно являются ортогональными 
дополнениями друг к другу, как было в случае пространства 
строк и нуль-пространства. С другой стороны, если W = V .l, то 
это указывает, что соотношение между размерностями V и W 
правильное и автоматически означает, что V = W .l. Пространство 
будет просто разложено на две взаимно перпендикулярные части 
V и W, как на рис. 2.6. 

Теорема, которая соответствует рис. 2.6, имеет следующую 
формулировку. 

Если V и W -подпространства пространства Rn и если выпол
нено хотя бы одно из перечисленных ниже условий, то V и W 
являются ортогональными дополнениями друг к другу: 

(l) W = V.i (W состоит из всех векторов, ортогональных к V); 
(2) V = W .l (V состоит из всех векторов, ортогональных к W); 
(3) V и \\7 ортогональны и dim V + dim W = п. 
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Рис. 2.6. Ортогональное разложение пространства R3 • 

Если выполняется хотя бы одно из этих трех эквивалентных 
условий, то любой вектор х может быть разложен единствен
ным образом в сумму x=v+w, где wEW, а vEV. Составляю
щие этого разложения являются проекциями вектора х на под
пространства V и W и взаимно ортогональны, т. е. vтw= О. 

Разрешите подвести итог предыдущему и данному параграфам. 
Взятые вместе, они дают очень полную картину действия матри
цы А. В предыдущем параграфе определяется размерность четы
рех основных подпространств (в частности, пространство строк 
ffi: (Ат) и пространство столбцов ffi: (А) имеют одинаковую размер
ность r). В данном параграфе определяется взаимное расположе
ние этих четырех пространств: два из них являются ортогональ

ными дополнениями друг к другу в R", а два других -ортого
нальными дополнениями друг к другу в Rm. Действие произволь
ной матрицы А иллюстрируется (очень схематично) на рис. 2.7. 
Произвольный вектор х Е R" разлагается в сумму х = Xr + х0 • 
Матрица А преобразует компоненту Xr Е ffi: (АТ) в веrпор Axr= Ах, 
принадлежащий пространству столбцов матрицы А, в то время 
как компонента Xn Е ~с (А) преобразуется в нулевой вектор 1). 

2W. Отображение пространства строк в пространство столб
цов невырожденно, т. е. обрати.мо; каждый вектор Ь из про· 
странства столбцов является образом одного и только одного 
вектора х, принадлежащего пространству строк. 

1) Мы не знаем, как нарисовать два ортогональных подпространства раз· 
мерности r и 11-г. Если вы уже поняли смысл этих размерностей и понятия 
ортогональности, то рис. 2.7 не смутит вас. 
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Рис. 2.7. Действие матрицы А. 

До к аз ат ель ст в о. Если вектор Ь принадлежит простран· 
ству столбцов, то он является некоторой комбинацией Ах столб
цов матрицы А. Раскладывая вектор х в сумму xr+xn, где 
хrЕНЦАТ), а XnE9l(A), получаем, что Axr=Axr+Axn=Ax=b. 
Таким образом, мы нашли в пространстве строк подходящий 
вектор xr. Если бы там был другой вектор х;, такой, что Ах;= Ь, 
то А (xr -х;) = Ь-Ь = О. Поэтому вектор xr -х; принадлежит как 
пространству строк, так и нуль-пространству. Следовательно, он 
ортогонален сам себе и должен равняться нулевому вектору, т. е. 
Xr=x;. 

Каждая матрица А обратима, если ее соответствующим 
образом воспринимать как отображение некоторого ,-мерного 
подпространства на другое r-мерное подпространство, а именно 
ffi (АТ) на ffi (А). На ортогональном дополнении ~ (А) матрица А 
действует как нулевая матрица. Точно так же матрица Ат является 
обратимым отображением в противоположном направлении, из 
fft (А) на ffi (Ат). Эrо не значит, что матрица Ат является обрат
ной к А, просто для каждого у Е ffi (Ат) существует один и только 
один элемент хЕ:~Н(А), такой, что у=Атх. Фактически отобра
жение Ат переводит вектор Ах в АТ Ах, в то время как обрат
ное к А отображение или, в вырожденном случае, обсуждаемом 
в § 3.4, псевдообратное к А отображение переводит Ах обратно 
в х при xEffi(A). 

Упра.11tнение 2.5.9. Найти ортогональное дополнение к плоскости, порож
даемой векторами (l, 1, 2) и (1, 2, 3), выбирая их в качестве строк матрицы А 
и решая систему Ах= О. Напомним, что это дополнение является прямой. 

Упражнение 2.5.10. Построить однородное уравнение с тремя неизвест
ными, решениями которого являются линейные комбинации векторов (1, 1, 2) 
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и (1, 2, З). Эта задача обратна к задаче из предыдущего упражнения, но, 
разумеется, на самом деле они совпадают. 

Упражнение 2.5.11. Основная теорема линейной алгебры часто формули· 
руется в виде альтернативы Фредгольма: для любых А и Ь одна и только 
одна из следующих задач: 

(1) Ах=Ь, (2) Aiy=O, уТЬ;еО, 

имеет решение. Иначе говоря, либо вектор Ь лежит в пространстве т (А), либо 
существует такой вектор uEm (АТ), что уть ;1: О. Получить подходящий век
тор у=Ьn можно, раскладывая вектор Ь в сумму Ь=Ьr+Ьn, где ЬrEffi (А), 
ЬnEm (АТ) 

Упражнение 2.5.12, Найти базис нуль-пространства матрицы 

А=[~ ~ :J 
и проверить, что он ортогонален к пространству строк. Разложить вектор 
Х=(З, 3, З) в сумму x=xr+Xn двух векторов XrE9t(AT) и XnEm(A). 

Упражнение 2.5.13, Показать, что ортогональное дополнение к V + U'I 
равно пересечению ортогональных дополнений к V и W, т. е. (V+ W)l. = 
=v1..nw1... 

Упражнение 2.5.14. Проиллюстрировать действие матрицы АТ рисунком, 
аналогичным рис. 2.7, направляя т (А) обратно, в пространство строк т (АТ), 
а левое нуль-пространство-в нулевой вектор. 

Pttc. 2.8. Электрическая цепь с четырьмя вершинами и шестью ребрами. 

МАТРИЦЫ ИНЦИДЕНТНОСТИ И ЗАКОНЫ КИРХГОФА 

Для контура, изображенного на рис. 2.8, по которому течет 
постоянный ток, справедливы законы Кирхгофа: 
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(1) В каждой вершине контура сумма входящих токов равна 
сумме выходящих токов. Например, в первой вершине / 8 =/1 +1 4 • 

(2) Сумма падений напряжений вдоль любого замкнутого кон
тура равна нулю. Если через Ek обозначить падение напряжения 
на ребре ! k в направлении, указанном стрелкой на рис. 2.8, то 
для замкнутого треугольника с вершинами 1-4-3 второй закон 
требует Е4 +Е6 +Е3 =0. 

Мы хотим выразить эти законы на языке матричной алгебры. 
Отметим, что они основываются только на «теории графов», т. е. 
зависят лишь от способа соединения вершин ребрами и от на
правлений стрелок, но не зависят от величин сопротивлений (или 
мощностей батарей) в контуре i). Связи между вершинами пол
ностью описываются матрицей инцидентности графа этого контура, 
имеющей строку для каждой вершины и столбец для каждого 
ребра. В каждом столбце этой матрицы два ненулевых элемента 
+ 1 и -1 отмечают начальную и конечную вершины ребра. 
Матрица инцидентности, соответствующая рис. 2.8, имеет следую
щий вид: 

-[-: ~ М- О -1 

о о 

-1 

о 

1 

1 
о 

о ! _ ~1] 
О -1 -1 

вершина 

вершина 2 
вершина 3 
вершина 4. 

Рассмотрим первую строку матрицы М, соответствующую первой 
ыершине. В ней имеется один элемент, равный -1, соответствую
щий входящему ребру / 3 , и два элемента, равные +1, соответ
ствующие выходящим ребрам / 1 и / 4. Вспоминая, что первый 
закон Кирхгофа дает / 3 = / 1 + 14 , запишем его сразу в матрич
ном виде: если через ! обозначен вектор-столбец, составленный 
из шести значений тока ! 1, ••. , 16 , то М ! = О. Это система 
четырех уравнений с шестью неизвестными. 

Чтобы записать в матричном виде второй закон, зафиксируем 
в первой вершине потенциал р1 , равный О, и определим потен
циалы р 1 во всех остальных вершинах с помощью условия, что 

падение напряжения между вершинами i и j (если они соединены 
ребром в этом направлении) равняется разности потенциалов, 
т. е. Pi-PJ· Второй закон утверждает. что суммарное падение 
напряжения вдоль замкнутого контура равно нулю, и, следова

тельно, мы вернемся опять к -тому же самому значению потен

циала, с которого начали. В терминах матрицы М вычисление 
падения напряжения Pi-P; на некотором ребре соответствует 

1) Другими слоuами, законы Кирхгофа являются «условиями равновесия:., 
которые дополняются законом Ома Е = / R. 
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умножению веI<тор-потенциала р на столбец матрицы М, соответ
ствующий этому ребру, так как по построению этот столбец 
имеет компоненту +1, соответствующую вершине i, и -1, соот
ветствующую вершине j. Другими словами, вектор падения на
пряжения Е равен вектору мтр. 

Теперь оба закона могут быть сформулированы очень коротко: 
вектор l принадлежит нуль-пространству матрицы М, 
а вектор Е принадлежит ее пространству строк. Так 
как эти два пространства ортогональны для любой матрицы М, 
то векторы Е и l должны быть перпендикулярны, т. е. вт1 =0. 

Пример. Предположим, что 20-вольтнаSJ батарея, подключен
ная к первому ребру, дает ток / 1. Из соображений симметрии 
половина этого тока будет возвращаться через третью вершину, 
а половина - через четвертую, не проходя через шестое ребро, 
т. е. / 0 = О. Если величина каждого из сопротивлений равна 
пяти (R = 5), то можно проверить, что основной ток / 1 = 2, 
а возвратные токи / 2 = 18 = - 14 = / 1 = 1. (Замечание: стрелки 
были поставлены случайным образом только для того, чтобы за
фиксировать направления вдоль каждого ребра, поэтому равен
ство / 4 = - 1 означает, что ток течет по этому ребру в направ
лении, противоположном стрелке.) Эти токи дают падение напря
жения Е = / R = 1 OV в нижнем сопротивлении и по 5V в каждом 
из сопротивлений 2, 3, 4, 5, которые уравновешиваются 20-вольт
ной батареей. Таким образом, законы Кирхгофа соблюдаются 
и, следовательно, величины токов указаны правильно. 

Упражнение 2.5.15. Найти падение напряжения на каждом ребре и потен
циалы Р2, Ps, р4 , если Р1 = О. Проверить, что вт l = О. 

Упражнение 2,5.16. Нарисовать контур, соответству!(>щий матрице инци-

дентности 

[ 1 О о -1 1 

!]. _ -1 1 о о о 
М- О -1 о -1 

о о -1 о -1 

с 6-вольтовой батареей в ребре 1-3 и единичными сопротивлениями во всех 
ребрах. Каковы будут значения -токов 1 и падений напряжения Е? 

§ 2.6. ПАРЫ ПОДПРОСТРАНСТВ 
И ПРОИЗВЕДЕНИЯ МАТРИЦ 

Эта r лава преследует единственную цель -изучение системы 
Ах=Ь. Каждое новое понятие и каждое определение, включая 
векторные простраиства и линейную независимость, б-азис и раз-
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мерность, ранг и дефект, скалярное произведение и ортогональ
ность, были введены потому, что это требовалось для одной этой 
цели. Сейчас мы хотим вернуться к этим понятиям, чтобы уста
новить между ними некоторые другие связи, которых мы вначале 

не отметили 1). 
Многие из них просты. Они возникают из рассмотрения не 

отдельного подпространства или отдельной матрицы, а взаимо
связей между двумя подпространствами или двумя различными 
матрицами. Вот первая из них: 

1 
2Х. Если V и W -два подпространства некоторого векторного 
пространства, то их пересечение V n W также будет подпро
странством этого пространства. 

Доказательство очевидно. Предположим, что х и х' принад
лежат V n W, т. е. они принадлежат как V, так и W. Тогда, так 
как V и W -векторные пространства, х+х' исх также принад
лежат как V, так и W. Следовательно, операции сложения и 
умножения на скаляр не выводят за пределы пересечения. Гео
метрически это выглядит следующим образом: пересечение двух 
плоскостей, проходящих через начало координат (или «гипер
плоскостей» в Rп), также является подпространством. То же самое 
будет верно относительно пересечения нескольких подпространств 
и даже бесконечного множества подпространств. 

Пример 1. Пересечение двух ортогональных подпространств 
V и W является нулевым подпространством ~О}. 

Пример 2. Рассматривая множество матриц порядка п как 
векторное пространство, а подмножества верхних и нижних тре

угольных матриц как подпространства, легко убедиться, что их 
пересечение состоит из множества диагональных матриц порядка п. 

Это множество, несомненно, является подпространством, потому 
что сложение двух диагональных матриц или умножение диаго

нальной матрицы на скаляр не выводит нас за пределы этого 

множества. 

Пример 3. Предположим, что У-нуль-пространство матрицы 
А размера k х п и W -нуль-пространство матрицы В размера 
l х п. Тогда V n W -нуль-пространство матрицы 

C=[iJ, 
сформированной из k строк матрицы А и l строк матрицы В. 

1) Наиболее важные определения даются в 2Х и 2У. Остаток э1ого па
раграфа развивает понятия, которые скорее относятся к теории, чем к при

ложениям. 
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До к аз ат ель ст в о. Вектор х принадлежит нуль-простран
ству матрицы С, т. е. Сх=О, тогда и только тогда, когда Ах=О 
и Вх=О. 

Пример 4. Пусть v1 , ••• , vk-множество векторов из Rn. 
Рассмотрим все подпространства, содержащие это множество; 
Rn-одно из таких подпространств (каждое векторное простран
ство является подпространством самого себя), но, очевидно, 
имеются и другие. Пересечение всех этих подпространств является 
наименьшим подпространством, содержащим данные векторы. Это 
подпространство, порожденное векторами v1 , ••• , vk. 

Обычно после того, как обсуждено и проиллю~трировано на 
примерах понятие пересечения двух множеств, естественно рас

смотреть их объединение. Для векторных пространств это, однако, 
не естественно. Объединение V U W двух подпространств, вообще 
говоря, не будет подпространством. Рассмотрим, например, 
оси х и у на плоскости. Каждая ось сама по себе является под
пространством, но их объединение не является подпространством, 
потому что сумма двух векторов (1, О) и (О, 1) не принадлежи1 
этим осям. Нетрудно видеть, что аналогичная ситуация будет 
всегда, исключая, разве что, случай, когда одно из подпро
странств содержится в другом. Только тогда их объединение 
(которое совпадает с большим подпространством) также будет 
подпространством. 

Тем не менее мы хотим «скомбинировать» два подпростран-
ства и потому вместо их объединения рассмотрим их сумму. 

2У, Если V и W -два подпространства данного пространства, 
то их сумма V + W, определяемая как множество всевозможных 
комбинаций x=v+w, где v-произвольный вектор из V, а w
произвольный вектор из W, также будет подпространством 
этого пространства. 

Это подпространство-не что иное, как подпространство, 
порожденное множеством V U W, т. е. наименьшее векторное под
пространство, содержащее как V, так и W. Сумма осей х и у 
является всей плоскостью ху; сумма двумерной плоскости и пря
мой, не лежащей в этой плоскости, является трехмерным под
пространством. 

Пример 5. Предположим, что V и W -ортогональные допо.11-
нения друг к другу в Rn. Тогда их сумма равна всему Rn, т. е. 
V + W = Rn; каждый вектор х Е Rn может быть разложен в сумму 
x=xv+xw, где XvEV, xwE W. 

Пример 6. Если V -пространство верхних треугольных ма
триц, а W -пространство нижних треугольных матриц, то V + W -
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пространство всех матриц. Каждая матрица может быть записана 
как сумма верхней треугольной и нижней треугольной матриц 
многими способами (можно разными способами разлагать диаго
наль). 

Пример 7. Если У-пространство столбцов матрицы А, а W -
пространство столбцов матрицы В, то V + W - пространство столб
цов расширенной матрицы Q = [А В]. Размерность пространства 
V + W может быть меньше, чем сумма размерностей пространств 
V и W (потому что два эти пространства могут перекрываться), 
но ее легко найти: 

dim(V+W)=paнr Q. (19) 

Как ни странно, вычисление пространства V n W более сложно. 
Предположим, что нам заданы два базиса v1, ••• , vk и w1, .•. , w,, 
и мы хотим получить базис пересечения двух подпространств. 
Конечно, для этого не достаточно проверить, будут ли какие
нибудь из векторов v1 совпадать с какими-либо из w1. Простран
ства V и W могут совпадать, а базисы при этом быть совершенно 
разными. 

Наиболее эффективный метод таков: составим ту же самую 
матрицу Q, столбцами которой являются векторы v1 , ••• , vk, 
w1 , ••• , Wi, и вычислим нуль-пространство m (Q). Мы покажем, 
что базис этого подпространства позволяет построить базис под
пространства V n W и что эти два пространства имеют одинако
вую размерность: 

dim (V n W) = dim ~1 (Q). (20) 

Это приводит к формуле, которая важна сама по себе. Склады
вая равенства ( 19) и (20), получаем 

dim (V + W)+dim (Vn W)=r (Q)+v(Q), 

где r (Q)-paнr, а v (Q)-дефект матрицы Q. Из предыдущих 
разделов мы знаем, что сумма ранга и дефекта любой матрицы 
равна числу столбцов этой матрицы. В данном случае матрица Q 
имеет k+l столбцов, а так как k= dim V и l = dim W, то l\lЫ 
приходим к следующему заключению: 

dim (V + W)+dim (Vn W)=dim V +dim W. (21) 

Неплохая формула. 

Пример 8. Каждое из пространств V и W верхних и нижних 
треугольных матриц имеет размерность, равную п (п + 1 )/2. Про
странство V + W -пространство всех матриц-имеет размерность 
п!, а пространство V n W -пространство диагональных матриц-
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имеет размерность п. Таким образом, как и предсказывает фор
мула (21), имеет место равенство 

n2 +n=n (п+ l)/2+n (п+ 1)/2. 

ВР.рнемся теперь к доказательству формулы (20). Только один 
раз в этой книге нас будут интересовать не столько действитель
ные вычисления, сколько техника доказательства, и только один 

раз мы воспользуемся при изучении одного пространства срав

нением его с другим, и это приведет нас к полезной формуле (21). 
Отметим, прежде всего, что нуль-пространство матрицы Q является 
подпространством пространства Rk+z, в то время как простран
ство V П W является подпространством в Rm. При этом мы хотим 
доказать, что эти два подпространства имеют одинаковую раз

мерность. Идея доказательства заключается в установлении 
между этими подпространствами взаимно однозначного соответ

ствия. 

Пусть задан произвольный вектор х из нуль-пространства 
матрицы Q. Перепишем уравнение Qx= О в следующем виде: 

Qx=x1v1 + ... +xkvk+xk+1w1 + ... +xk+iWi=O 

или, эквивалентно, 

x1v1+ ... +xkvk=-xk+1w1 - ... -Xk+iWi. 

Левая часть этого уравнения представляет собой вектор, принад
лежащий пространству V, а правая часть-вектор, принадлежа
щий пространству W. Так как эти векторы равны, то они пред
ставляют собой некоторый вектор у, принадлежащий подпростран
ству V n W. Таким образом, мы установили соответствие между 
вектором х Е ~ (Q) и вектором у Е V П W. Легко проверить, что 
это соответствие сохраняет операции сложения и умножения на 

скаляр, т. е. если вектор х Е Э1 (Q) соответствует вектору у Е V n W, 
а вектор х' Е~Н(Q)-вектору у' EVПW, то вектор х+х' ЕЭ1(Q) 
соответствует вектору у+ у' Е V n W, а вектор сх Е Эl (Q) соответ
ствует вектору су Е V n W. Кроме того, это соответствие является 
взаимно однозначным, т. е. каждый вектор у Е V n W соответствует 
одному и только одному вектору х Е Э1 (Q) (упр. 2.6.5). 

Это точная иллюстрация понятия иэоморфиэма между двумя 
векторными пространствами. Пространства V n W и 91 (Q) раз
личны, но с алгебраической точки зрения они совершенно одина
ковые. Они совпадают во всем: линейно независимые множества 
соответствуют линейно независимым множествам, а базис одного 
пространства соответствует базису другого. Поэтому их размер
ности равны, что и завершает доказательство формул (20) и (21). 
Такого типа результаты позволяют алгебраистам идентифициро
вать два различных математических объекта, совпадающих по 
сущности своей. Известно, что любые два пространства с одина-
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ковым множеством скаляров, имеющие одинаковую (конечную) 
размерность, всегда изоморфны, но это слишком общее утверж
дение, чтобы оно могло взволновать нас. Интерес возникает, ко
гда оказываются идентичными два совершенно внешне не похо

жих пространства, например ~l (Q) и V n W. 

Пример 9. Предположим, что пространство V порождается 
первыми двумя столбцами, а пространство W -последними двумя 
столбцами матрицы 

[
4 2 о о] 

Q= О 3 -6 О · 

О О О 1 

Эта матрица уже имеет ступенчатый вид, причем третья перемен
ная является свободной (третий столбец не имеет ведущего эле
мента). Поэтому первый, второй и четвертый столбцы порождают 
пространство столбцов V + W, которое, имея размерность, равную 
трем, должно совпадать со всем R3 • Чтобы найти V n W, вычи
слим нуль-пространство матрицы Q. Присвоим свободной пере
менной х8 значение, равное единице (х3 = 1 ), и разрешим полу
ченную систему относительно базисных переменных. Тогда полу
чим х4 = О, х2 = 2, х1 = - 1. Соответствующее решение системы 
Qx = О имеет вид х = (- 1, 2, 1, О)Т, и наше взаимно однозначное 
соответствие между ~1 (Q) и V n W отображает его в вектор 

у- (- 1) ( столбеu 1 )+ (2) (столбеu 2)- (- 1) [~] + (2) Ш-[iJ 
который и является базисом для (одномерного) пересечения V n W. 

Упражнение 2.6.1. Пусть задано пространство квадратных матриц четвер
того порядка, и пусть V будет подпространством трехдиаrональных матриц, 
а W-подпространством верхних треугольных матриц. Описать подпростран· 
ство V + W, элементами которого являются верхние матрицы Хессенберrа, и 
подпространство V П 1\7. Проверить формулу (21). 

Упражнение 2.6.2. Предположим, что V П W = {О}. Тогда из формулы (21) 
следует равенство di т (V + W) = dim V + dim W. Показать, что каждый эле
мент х Е V + 1\7 может быть единственным образом представлен в виде суммы 
x=v+w, где vE V, а wE \\7. Иначе говоря, нужно предположить, что x=v' +w', 
и доказать, что v=v' и w=w'. Если VПW={O}, то пространство v+w на
зывается пряАt0й сумАt0й пространств V и 1\7 и часто записывается как V ЕJЭ W. 
Ортогональные подпрос1ранства всегда составляют прямую сумму так же, как 
любые два подпространства, пересечение которых состоит только из нулевого 
вектора 

Упражнение 2.6.3. Предположим, что подпространство V порождается 
1:1ектор-столбцами (1, 1, О, !)Т и (1, 2, О, О)т. Найти подпространство W, такое, 
что в обозначениях предыдущего упражнения VEJЭW = R • 
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Упражнение 2.6.4. Найти базис подпространства V + W, где подпростран
ство V порождается v1 =(1, 1, 0, О) и v2 =(1, О, 1, 0), а подпространство W 
порождается w1 = (О, 1, О, 1) и w2 = (О, О, 1, 1). Найти также размерность 
подпространства V П \17 и его базис. 

Упражнение 2.6.5. Проверить утверждение, что каждому вектору УЕ V П W 
соответствует один и только один вектор хЕ 9l (Q), описав, как для данного 
вектора УЕ V П W най1и единственный подходящий вектор х Е 9l (Q). 

ОСНОВНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

ДЛЯ ПРОИЗВЕДЕНИЙ МАТРИЦ АВ 

Перейдем теперь от пар подпространств к произведениям 
матриц. Как всегда, объектом нашего изучения будут не отдель
ные элементы матрицы АВ, которые, возможно, не имеют ничего 
общего с элементами матриц А и В, а векторы (строки или столбцы), 
которые скорее, чем отдельные элементы, могут унаследовать 

некоторые свойства матриц А и В; точнее, даже не столько от
дельные строки или столбцы, сколько подпространства, которые 
они порождают. Эти подпространства отражают свойства всей 
матрицы целиком. 

Наш основной вопрос: какие связи можно установить между 
четырьмя основными подпространствами, связанными с матрицей А, 
четырьмя подпространствами, связанными с матрицей В, и че
тырьмя подпространствами, связанными их произведением АВ? 
Для этих матриц (все они могут быть прямоугольными) имеют место 
четыре основных соотношения. 

(i) Нуль-пространство матрицы АВ содержит нуль-простран
ство матрицы В, т. е. Э1 (АВ) 2 Э'l (В). 

(ii) Пространство столбцов матрицы АВ содержится в про
странстве столбцов матрицы А, т. е. ffi (АВ) с::: т (А). 

(iii) Левое нуль-пространство матрицы АВ содержит левое 
нуль-пространство матрицы А, т. е. Э'l ((АВ)Т) =:, Э1 (Ат). 

(iv) Пространство строк матрицы АВ содержится в про-
странстве строк матрицы В, т. е. т ((АВ)Т) с::: т (Вт). 

Доказательство крайне просто. 

(i) Если Вх=О, то АВх=О. Следовательно, ~ЦВ)с:::Эt(АВ). 
(ii) Предположим, что Ь Е т (АВ), или, иначе говоря, АВх =Ь 

для некоторого вектора х. Тогда Ь Е т (А), поскольку Ау= Ь д.1я 
у=Вх. Следовательно, m(AB)~m(A). 

Другое доказательство следует прямо из свойств умножения 
матриц, потому что каждый столбец матрицы АВ является ли
нейной комбинацией столбцов матрицы А. 

(iii) Так как (АВ? = вт А 1, то третье утверждение совпадает 
с первым после того, как матрицу А в (i) заменить на матрицу 
вт, а матрицу В-на Ат. 
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(iv) Четвертое утверждение совпадает со вторым после той 
же самой замены. Кроме того, оно прямо следует из свойств 
умножения матриц: i-я строка матрицы АВ является линейной 
комбинацией строк матрицы В с весами, являющимися элемен
тами i-й строки матрицы А. Следовательно, пространство строк 
матрицы АВ содержится в пространстве строк матрицы В. 

Упражнение 2.6.6. ПоI<азать на примере, что нуль-пространство матрицы 
АВ может пе содержать нуль-пространство матрицы А, а пространство столб
цоr. матрицы АВ может не содержаться в пространстве столбцов матрицы В. 

Следствие. Ранг r и дефект v удовлетворяют неравенствам 
r (АВ):::;; r (А) и r (АВ):::;; r (В), (22) 

v (АВ) ~ v (В}. (23) 

Так как пространство столбцов матрицы АВ содержится в про
странстве столбцов матрицы А, а ранг матрицы равен размерно
сти ее пространства столбцов, то отсюда непосредственно следует, 
что r (АВ):::;; r (А}. Аналогично из (iv) вытекает, что r (АВ):::;; r (В}, 
а неравенство (23) для дефекта следует из (i). Отметим, что мы 
не пытаемся доказать неравенство v (АВ) ~ v (А}, которое для 
произвольных матриц не выполняется. 

Упражнение 2.6.7. Показать на примере матриц, составленных из одних 
нулей. что v (АВ) может быть меньше, чем v (А) 

Существует еще одно характерное приложение, которое связано 
с полученными соотношениями (i}-(iv). Рассмотрим произволь
ную матрицу А размера т х п и ее разложение Р А= LV (или 
А= P- 1LU). Вспоминая, что последние m-r строк матрицы И 
равны нулю, предположим, что мы отбросили их, чтобы получить 

матрицу V порядка r х п. (В случае r =m отбрасывать нечего и 
D =И.) Теперь внимательно посмотрим, как перемножаются ма-
трицы: 

(24) 

Последние m-r столбцов матрицы P- 1L умножаются только на 
нижние нулевые строки матрицы И, в силу чего мы можем от
бросить также и эти столбцы. Обозначим получившуюся матрицу 

через I, хотя в действительности ее надо было обозначить через 
р- 1[, гак как она состоит из первых r столбцов матрицы P-1L. 
До сих пор наши рассуждения не дали ничего, кроме следую
щего утверждения: отбрасывание нулей в равенстве (24) 
приводит в новому разложению А= Lй. 
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К произведению матриц I и ёJ мы применим утверждение 
(il) для пространства столбцов произведений: пространство столб-
цов матрицы А = L[J содержится в пространстве столбцов матрицы 
I. Мы знаем, что пространство столбцов матрицы А имеет раз
мерность r. Так как матрица [ имеет только r столбцов, то ее 
пространство столбцов не может быть больше пространства столб
цов матрицы А и, следовательно, эти два пространства столб-

цов совпадают. Матрица [ имеет то же пространство столбцов, 
что и матрица А, а матрица Т! имеет то же пространство строк, 
что и матрица А. 

Упражнение 2.6.8. Разложить матрицу 

А=[~ ~ : ~] 
в произведение А =LU и проверить, что столбцы матрицы I являются бази
сом пространства столбцов матрицы А. 

Упражнение 2.6.9. Повторить предыдущее задание для матрицы А, тре
бующей применения матрицы перестановки Р: 

·-1! :J. 
LO 0 

Упражнение 2.6.10. Умножение каждого столбца матрицы 7. на строку 
с тем же номером матрицы [f позволяет разложить матрицу А= ID в сущ,1у 
г лtатриц единичного рш1га. Построить матрицы 7. и V и разложить в сумму 
г матриц единичного ранга следующую матрицу ранга 2: 

А=[ ~ : ~ ;J. 
-1 -3 3 О 

Наконец, напомним, что подматрица С образуется путем вы
черкивания некоторых (или никаких) строк матрицы А и неко
торых (или никаких) столбцов этой матрицы. Нетрудно угадать 
ограничение на ранг матрицы С. 

2Z. П редположuм, что А -матрица размера rn х п и ее ранг 
r (А) равен r. Тогда 

(i) для каждой ее подматрuцы С имеем r (С)~ r (А)= r; 
(ii) существует по rсрайней мере одна подматрица С раз

.мера r х r, ранг которой равен г, т. е. r (С)= r (А)= r. 

Доказательство. Сведем матрицу А к матрице С в два 
этапа. На первом этапе оставим число столбцов неизменным и вы-
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черкнем только нежелательные строки. Пространство строк этой 
промежуточной матрицы В, очевидно, содержится в пространстве 
строк матрицы А, в силу чего r(B)~r(A)=r. На втором этапе 
матрица В сводится к матрице С вычеркиванием нежелательных 
столбцов. Поэтому пространство столбцов матрицы С содержится 
в пространстве столбцов матрицы В и, следовательно, r (С)~ 
~ r (В)~ r. Это устанавливает (i). 

Чтобы доказать (ii), предположим, что матрица В образована 
из r линейно независимых строк матрицы А. Тогда пространство 
строк матрицы В имеет размерность r, т. е. r(B)=r(A)=r. 
Пространство столбцов матрицы В также должно иметь размер
ность r. Предположим далее, что С образована из r линейно 
независимых столбцов матрицы В. Тогда пространство столбцов 
матрицы С имеет размерность r и, следовательно, r (С)= r. Это 
завершает доказательство (ii): каждая матрица ранга r содержит 
невырожденную подматрицу размера r х r. 

Пример 10. Рассмотрим еще раз матрицу 

А= [ ~ : : :J 
-1 -3 3 О 

размера Зх4, имеющую ранг r=2, с подматрицей 

с=[~ :] . 
Каждая подматрица А, имеющая размер ЗхЗ, вырожденна, 
а подматрица С невырожденна. 

Последняя теорема не заслуживает особого выделения. Она 
похожа на действительно важную теорему из конца предыдущего 
параграфа (первую после рис. 2.7) и имеющую номер 2\V. Там 
доказано, что каждая матрица А задает обратимое отображение 
ее r-мерного пространства строк в ее r-мерное пространство столб
цов. Эти пространства и это отображение дают полную инфор
мацию о матрице А. При этом матрица может быть восстановлена 
по такому отображению. Здесь речь идет лишь об отыскании 
обратимой подматрицы С и ничего не говорится о выборе этой 
под.матрицы; у матрицы А может существовать много различных 
обратимых подматриц порядка r, как показывают примеры. Мы 
дадим новое, эквивалентное прежнему определение ранга: рангом 

матрицы А называется порядок максимальной ее невырожденной 
под матрицы. 

Упражнение 2.6.11. Для матрицы А=[~ : :J найти максимальную не
вырожденную подматрицу и ранг. 
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Ниже мы предлагаем ряд более абстрактных упражнений, чтобы получить 
некоторую практику доказательств. 

Упражнение 2.6,12. Предположим, что А-матрица размера тхп, а В
матрица размера nX т и п < т. Доказать, что их произведение АВ вырожденно. 

Упражнение 2.6.13. Доказать, что г(А+В)о;;;;;г(А)+г(В). 

Упражнение 2.6.14. Пусть ~l (АВ) =m (В) и некоторый вектор у лежит 
в ffi (В)Пm (А). Доказать, что у=О 

Упражнение 2.6.15. Пусть А-квадратная и обратимая матрица. Показать, 
что матрица АВ имеет те же самые нуль-пространство, пространство строк 
и ранг, что и матрица В. Указание: применить утверждение (i) из 2Z к про
изведению А- 1 (АВ). 

Упражнение 2.6.16. Рассмотрим четырехмерное векторное пространство V 
всех квадратных матриц второго порядка, и пусть задана некоторая матрица 

А из V. Предположим, что пространство V преобразуется в себя по следую
щему правилу: каждая матрица В Е V отображается в матрицу АВ Е V. Если 
матрица А обратима, то это отображение не имеет нуль-пространства, т. е. 
существует только одна матрица, отображающаяся в нулевую,- это нулевая 
матрица. 

(1) Пусть А=[~ ~] ; описать нуль-пространство соответствующего ей 
отображения, т. е. множество всех квадратных матриц В, таких, что АВ=О, 
и вычислить его размерность (которая равна дефекту отображения, а не дефекту 
матрицы А!). 

(ii) Описать также образ или «пространство столбцов» этого отображения, 

т. е. пространство всех матриц АВ, где А=[~ ~]. а В-произвольная мат
рица из V. Вычислить размерность этого пространства (которая равна рангу 
отображения, а не рангу матрицы). Проверить, что ранг+ дефект= dim V. 

ОБЗОРНЫЕ УПРАЖНЕНИЯ 

2.1. Найти базис подпространства пространства R4 , компоненты векторов 
которого удовлетворяют равенствам х1 = х2 = х3 • 

2.2. Найти ступенчатый вид И матрицы 

[ 
1 2 О 2 

А= -1 -2 1 1 
1 2 -3 -7 

~]. 
-2 

Каковы размерности четырех основных подпространств, связанных с этой 
матрицей? 

2.3. Определить базис двумерного подпространства из Rз, не содержащего 
ни один из координатных векторов (1, О, О), (О, 1, О), (О, О, 1). 

2.4. Найти ранг и нуль-пространство матрицы 

А=[~ ~ :} 
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2.5. Построить матрицу, нуль-пространство которой порождается 1:1ектором 
[1, О, l]T 

2.6. Определить, верны или ложны следующие утверждения. Если ложно, 
то привести контрпример 

(i) Если векторы х1, ••• , Хт порождают подпространство S, то dim S = т. 
(ii) Пересечение двух подпространств векторного пространства не может 

быть пусто. 
(iii) Еслн Ах=Ау, то х=у. 
(iv) Пространство строк матрицы А имеет единственны~", базис, который 

может быть вычислен путем приведения матрицы А к ступенчатому виду 
(v) Если квадратная матрица А имеет линейно независимые столбцы. го 

этим свойством обладает и матрица А2 

2.7. Найти базисы для четырех основных подпространств, связанных 

с матрицами 

А=[~ :J' 1 о о] 
1 О 1 • 

2.8. Найти общее решение системы и+v+w= 1, u-w=2. 

2.9. Существует ли матрица, пространство строк которой содержит вектор 
(1 1 l]T, а пространство столбцов-вектор [l О Q]T? 

2.10. Найти все векторы, перпендикулярные к векторам (1, 4, 4, 1) 
и (2, 9, в. 2). 

2.11. Могут ли векторы (!, 2, 1), (О, 1, 3) и (3, 7, 6) лежать в одной 
и той же плоскости пространства R3? 

2.12. Которому из четырех основных подпространств, связанных с матри
цей А, должен быть ортогонален вектор Ь для того, чтобы система Ах= Ь 
имела решение? 

2.13. Найти все решения систем 

[~ и [~ 
2.14. Могут ли векторы (1, 1, 3), (2, 3, 6) и (1, 4, 3) образовывать ба

зис в R3 ? 

2.15. Найти матрицы А, для которых число решений системы Ах=Ь 
ра11няется: 

(i) О или 1 в зависимости от вектора Ь; 
(i i) 1 или оо в зависимости от вектора Ь; 

(iii) О или оо в зависимости от вектора Ь; 
(iv) 1 независимо от вектора Ь. 

2.16. Как должно быть связано число r с п и т в каждом случае преды
дущего упражнения? 



Глава З 

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПРОЕКЦИИ 

И МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

§ 3.1. СКАЛЯРНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ И ТРАНС:ПОНИРОВАНИЕ 

Мы уже знаем, что скалярное произведение двух вектор(н.1 х. 
и у есть число хту. До сих пор нас интересовал лишь вопрос, 
равно ли нулю это число, другими словами, ортогональны ли эти 

два вектора. Теперь же мы будем допускать возможность, что 
скалярные произведения не равны нулю, т. е. что углы не яв· 

ляются прямыми, и интересоваться соотношением между скаляр

ным произведением и углом. В этом параграфе мы также 1<ос
немся вопроса о связи между скалярным произведением и транс

понированием. В предыдущей главе транспонирование осуще
ствлялось путем переворачивания матрицы, как оладьи; теперь 

эта процедура будет заменена более строгой. 
Суммируя материал оставшейся части главы, следует отмет11ть, 

что ортогональный случай все-таки является наиболее важным. 
Предположим, что задана точка Ь в п-мерном пространстве и мы 
хотим найти расстояние от этой точки до прямой, порожденной 
вектором а, т. е. мы ищем на этой прямой точку р, ближайшую 
к Ь. Тогда прямая, соединяющая точки Ь и р (изображенная на 
рис. 3.1 пунктиром), перпендикулярна к исходному вектору а. 

:l.'n 

Puc. 3.1 Проекции в п-мерном пространстRе. 
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Этот факт позволяет нам найти ближайшую точку р и вычислить 
расстояние от нее до Ь. Несмотря на то что исходные векторы 
а и Ь не были ортогональны, для решения задачи автоматически 
привлекается ортогональность. 

Ситуация будет аналогичной, если вместо прямой, определен
ной вектором а, задана плоскость или вообще любое подпро
странство S пространства Rn. Задача вновь сводится к отысканию 
точки р в этом подпространстве, которая является ближайшей к Ь, 
и эта точка вновь оказывается проекцией точки Ь на подпрост
ранство S. Если мы опустим перпендикуляр из точки Ь на S, 
то р будет точкой пересечения этого перпендикуляра с подпро
странством S. Геометрически это соответствует решению задачи 
о расстояниях между точками и подпространствами. Однако 
остаются и некоторые вопросы, а именно: 

1) Имеет ли эта задача практическое значение? 
2) Существует ли ащ1литическая формула для определения 

точки р, если подпространство S задаетс·я определенным базисом 
(или просто набором векторов, порождающих его)? 

3) Существует ли устойчивый (с вычислительной точки зре
ния) способ вычисления точки р при помощи этой формулы? 

Ответ на первые два вопроса, безусловно, является положи
тельным. Наша задача, до сих пор описанная в геометрических 
терминах, в точности совпадает с задачей о решении переопреде
ленной системы уравнений методом наименьших квадратов. Век
тор Ь представляет собой информацию, полученную в результате 
проведения серии экспериментов или опросов, и в ней содер
жится слишком много ошибок, чтобы он мог попасть в данное 
подпространство S. Другими словами, если мы попытаемся пред
ставить вектор Ь как вектор из подпространства S, то нам пе 
удастся этого сделать, поскольку соответствующая система урав

нений окажется несовместной и, значит, не имеет решения. А ме
тод наименьших квадратов даст нам точку р, наилучшую из 

возможных. Сомневаться в важности этого приложения не при
ходится 1). 

Второй вопрос, об отыскании формулы для точки р, решается 
очень просто, когда подпространство представляет собой прямую. 
В этом и следующем параграфах мы будем проектировать один 
вектор на другой различными способами и соотносить это про
ектирование с вопросом о скалярных произведениях и об углах. 
К счастью, формула для р остается достаточно простой и при 
проектировании на подпространства большей размерности (при 
условии, что в них задан базис). Это наиболее важный случай; 
он соответствует задаче о наименьших квадратах с несколькими 

1) В экономике и статистике это называется регрессионным аналuэОАt. 
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параметрами и решается в § 3.2. Остаются еще две возможности, 
заслуживающие отдельного рассмотрения: 

а) Если подпространство S описывается набором порождаю
щих его векторов, причем линейно зависимых, то эта вырожден
ность приводит к нарушению формулы для р. Точка р остается 
единственной точкой, ближайшей к Ь, но она может быть выра
жена различными способами в виде комбинации линейно зависи
мых наборов векторов. Поэтому требуется дополнительное пра
вило, позволяющее выделить одну комбинацию, и это приводит 
нас в § 3.4 к понятию псевдообратной матрицы. 

Ь) Предположим гораздо более благоприятную ситуацию, когда 
описывающие S векторы не только линейно независимы, но и 
взаимно ортогональны. В этом случае формула для р становится 
особенно простой и все сводится к случаю проектирования на 
прямую. Столь же простыми будут и вычисления. Это обстоятель
ство наводит на мысль о необходимости предварительной под
готовки базиса с тем, чтобы составляющие его векторы стали 
взаимно ортогональными. Любой базис может быть преобразован 
в ортогональный, и в § 3.3 описывается простой процесс Грама -
Шмидта, служащий для этой цели. 

Остается ответить на третий вопрос о том, может ли быть 
реализована устойчивая схема для метода наименьших квадра
тов. Сделать это труднее по следующей причине: подпростран
ство S определяется набором векторов, и если эти векторы будут 
близки к линейной зависимости, то оказывается практически 
невозможным установить их линейную зависимость или незави
симость. Другими словами, размерность подпространства S (число 
линейно независимых векторов) является исключительно неустой
чпвой, что делает неустойчивыми как точку р, так и псевдооб
ратную матрицу. В более устойчивом случае «нормальные урав
нения», описанные в § 3.2, дают простейший способ для вычи
сления р (то же самое относится и к процессу ортогонализации 
Грама-Шмидта или к сингулярному разложению из § 3.4). 

СКАЛЯРНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВО ШВАРЦА 

Вернемся к обсуждению вопроса о скалярных произведениях 
и углах. Ниже будет показано, что скалярные произведения свя
заны не с самими углами, а с их косинусами. Поэтому мы обра
тимся к тригонометрии, т. е. к двумерному случаю, чтобы найти 
это соотношение (рис. 3.2). Пусть сх. есть угол между вектором а 
и осью х. Вспоминая, что llall есть длина вектора а, равная гипо
тенузе треугольника OaQ, получаем выражения для синуса и ко-
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,У 

о 

Рис. 3.2. Косинус угла 0=~-а. 

синуса угла а в виде 

• а2 
S1П а = liaii , а1 cos а= iiaii . 

То же самое справедливо и для вектора Ь с соответствующим 
углом ~: его синус равен b2 /IIЬII, а косинус равен b1 /IIЬII· Теперь, 
поскольку угол 0 в точности равен ~-а, его косинус дается 
хорошо известным тригонометрическим тождеством 

8 А. • А. • а1Ь1 + а2Ь2 cos = cos 1-1 cos а +sш 1-1 sш а= II а II II ь II • (1) 

Числитель этой формулы совпадает со скалярным произведением 
векторов Ь и а, откуда мы и получаем требуемое соотношение: 

ЗА. Косинус угла между двумя векторами равен 

ать 

cos 8 = 11 а 1111 Ь 11 
(2) 

Отметим, что эта формула правильна и в метрическом отноше
нии: если мы вдвое увеличим вектор Ь, то как числитель, так 
и знаменатель увеличатся вдвое и косинус останется неизменным. 

Изменение знака вектора Ь на противоположный одновременно 
изменит знак у cos8, что означает изменение угла на 180°. 

Замечание. Тот же самый результат может быть получен и из 
теоремы 1<осинусов, которая связывает длины сторон в произволь

ном треугольнике и имеет вид 

llb-a//2 =llbll2 +llall2 -2 llbllllallcos8. (3) 

Если 8 является прямым углом, то мы приходим к теореме Пифа
гора, а при произвольном 0 выражение II Ь -а ~2 может быть за-
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писано в виде (Ь-а)т (Ь-а) и вместо (3) получаем: 

ьть-2ать +ата = ьть +aтa-2 llb 111/а //cos0. 

После сокращений мы приходим к формуле (2) для косинуса. 
Фактически это доказывает и нашу формулу для п-мерного слу
чая, поскольку все происходит лишь в плоском треугольнике ОаЬ. 

Теперь мы хотим найти проекцию р. Эта точка должна быть 

кратна вектору а, т. е. р = ха, поскольку любая точка этой пря
мой кратна а, и задача состоит в отыскании коэффициента х. 
Для этого нам нужен лишь простой геометрический факт, состоя
щий в том, что прямая, соединяющая 1<0нец вектора Ь с точкой р, 
перпендикулярна к вектору а: 

(Ь-ха) J_ а, или ат (Ь-ха) = О, или 

38. Проекция р точки Ь на прямую, определенную вектором а, 
задается формулой 

(4) 

Расстояние (в квадрате) от этой точки до прямой равняется 

(5) 

Это позволяет нам повторить рис. 3.1 уже с указанием формулы 
для определения точки р (рис. 3.3) . 

.Сп 

.С1 

Ь=(Ь11 .. ,,Ьп) 
1 
1 
\ 
\ 
\ 
\ 

Рис. 8.8. Проекция вектора Ь на вектор а. 



130 Гл. 3. Ортогон.альные проекции и метод наименьших квадратов 

Полученная формула имеет замечательное следствие, представ
ляющее собой, вероятно, наиболее важное неравенство в матема
тике. (Как частный случай оно заключает в себе и неравенство 
о среднем геометрическом и среднем арифметическом и эквива
лентно -см. упр. 3.1.1- неравенству треугольника.) Сам по себе 
этот результат кажется случайным следствием из формулы (5) 
для расстояния от точки до прямой, т. е. между Ь и ха. Это 
расстояние, а также его квадрат обязательно должны быть не
отрицательными. Поэтому числитель в формуле (5) должен быть 
неотрицателен: (ЬтЬ) (ата)-(атЬ) 2 ;;;;:,: О. Если мы добавим к обеим 
частям неравенства величину (а ть)2 и извлечем корень, то фор
мула (5) перепишется в таком виде: 

11 

3С. Любые два вектора удовлетворяют неравенству Шварца 

1ать1~1,а1111ь11. (6) 

Замечание. Согласно формуле (2), отношение двух частей не
равенства (6) в точности равно I cos 01. Поскольку все значения 
косинуса лежат в пределах от -1 до 1, мы получаем другое 
доказательство неравенства (6), причем доказательство, в некото
ром смысле более доступное для понимания благодаря очевидно
сти свойств косинуса. Но мы хотим подчеркнуть простоту нашего 
доказательства, которое сводится к механическим вычислениям 

в формуле (5). Выражение в левой части (5) является неотрица
тельным, и оно будет оставаться неотрицательным даже после 
введения ниже дополнительных возможностей для скалярных про
изведений и длин векторов. Поэтому выражение в правой части (5) 
также будет неотрицательным, и неравенство Шварца доказано, 
причем без привлечения тригонометрии 1). 

И последнее замечание: равенство в (6) достигается тогда 
и только тогда, когда вектор Ь является кратным а. В этом слу
чае конец вектора Ь совпадает с точкой р и расстояние (5) между 
этой точкой и прямой равно нулю. 

ТРАНСПОНИРОВАНИЕ МАТРИЦЫ 

Обратимся теперь к транспонированию матриц. До сих пор 
матрица АТ определялась нами лишь как зеркальное отражение 
матрицы А относительно ее главной диагонали: строки матрицы А 
превращались в столбцы матрицы АТ, и наоборот. Другими ело-

1) Имя Коши также связывается с этим неравенством / ать 1..;; 11 а 1111 Ь 11, 
а в русской литературе даже называют его неравенством Коши - Шварца -
Буняковскоrоl История математики показывает, что это, по-видимому, пра
вильно, 
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вами, элемент i-й строки и j-ro столбца матрицы АТ совпадает 
с элементом (j, i) матрицы А: 

(AT)11=(A)/i. (7) 

Но в транспонировании матрицы заложен и более глубокий 
смысл, поскольку оно тесно связано со скалярным произведением. 

На самом деле эта связь может быть использована для того, 
чтобы дать новое и значительно более «абстрактное» определение 
транспонирования: 

3D. Транспонированная матрица А 1 может быть определена 
с помощью следующего свойства: скалярное произведение векто
ра Ах на вектор у равняется скалярному произведению век
тора х на Ату. Формально это просто С1значает, что 

(Ах?у=хтАту=х1 (Ату). (8) 

Новое определение преследует две цели: 

(i) Оно показывает нам, как следует модифицировать транс
понирование, когда мы пользуемся другими определениями ска

лярного произведения. Это будет важно в случае комплексных 
чисел; новое скалярное произведение появится в § 5.5. 

(ii) Оно позволяет нам транспонировать произведение АВ без 
перемножения этих матриц, причем соответствующее правило 

совершенно аналогично известному правилу обращения произве-
дения матриц (АВ)-1=в- 1А- 1 • 

ЗЕ. Транспонированная к АВ матрица равняется произведе
нию транспонированных матриц, взятых в обратном порядке, 

(АВ? = вт АТ. (9) 

До к аз а тел ь ст в о. Скалярное произведение (АВ) х на у 
должно равняться, согласно ЗD, скалярному произведению век
тора х на (АВ? у. С другой стороны, оно также равняется ска
лярному произведению А (Вх) на у, что совпадает с произведе
нием Вх на Ату по ЗD. Отсюда по ЗD получаем, что исходное 
скалярное произведение равно произведению вектора хна вт (АТ у), 
откуда и получается равенство ( АВ) т = вт АТ. Это легко показать 
на конкретном примере: 

АВ=[~ :][~ ~ ~]=[: ~ :]. 
В'А'-п ~J [1 ~J-п ;J. 
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Нам нужна еще одна матрица. При проектировании на прямую 
в знаменателе стояло число ат а. При проектировании на под
пространство это число превращается в матрицу Ат А, ранг кото
рой может быть вычислен заранее. 

ЗF. Для произвольной матрицы А размера тхп, имеющей 
ранг r, произведение АТ А является симметрической матрицей 
ранга r. 

Вспомним, что симметрической называется матрица, совпадаю
щая со своей транспонированной. Поэтому вычислим транспони
рованную к АТ А матрицу по правилу (9): 

(АТА)Т=АТ(АТ)Т. (10) 

Но при повторном транспонировании мы вновь вернемся к ис
ходной матрице А. Поэтому правая часть в (10) совпадает с АТ А 
и (10) показывает, что матрица совпадает со своей транспониро
ванной. Другими словами, матрица АТ А является симметрической. 

Для отыскания ее ранга мы покажем, что матрицы А и Ат А 
имеют одинаковые нуль-пространства. Тогда, поскольку ранг плюс 
размерность нуль-пространства равняется числу столбцов мат
рицы, r + (п -r) = п, и матрицы А и Ат А имеют по п столбцов, 
отсюда немедленно вытекает равенство рангов матриц. Если век
тор х принадлежит нуль-пространству матрицы А, то Ах= О 
и АТАх=АтО=О, так что х принадлежит и нуль-пространству 
матрицы АТ А. Обратно, пусть Ат Ах= О. Умножая скалярно на 
вектор х, получаем 

хтАтАх=О, или 11AxlJ2 =0, или Ах=О. 

Следовательно, х принадлежит нуль-пространству матрицы А 
и оба нуль-пространства совпадают. 

Отметим один случай, который является как наиболее важным, 
так и наиболее распространенным. Это случай, когда столбцы 
матрицы А линейно независимы, так что ее ранг r равен п. 
Тогда, согласно ЗF, матрица АТА размера пхп также будет 
иметь ранг, равный п. Следовательно, эта матрица обратима. 

30. Если столбцы матрицы А линейно независимы, так что 
r = п, то Ат А является квадратной симметрической обрати
мой матрицей. 
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Обе матрицы имеют линейно независимые столбцы, ранг равен 2, 
и нуль-пространство отсутствует. 

Упражнение 3.1.1. (а) Пусть заданы два произвольных положительных 

числах и у. Рассмотрим векторы b=(Jfx. Jfg) и a=(VY, Ух). Исполь
зуя неравенство Шварца, сравнить среднее арифметическое чисел х и у с их 
средним геометрическим. 

(Ь) Пусть задан вектор с началом в нуле и концом в точке х и к нему 
добавлен вектор длины 11 у 11, соединяющий точку х с х+ у. Третья сторона 
треугольника образуется отрезком, соединяющим начало координат с этой точ
кой х+ у. Тогда неравенство треугольника утверждает, что ато расстояние 
не может превосходttть cyAt.Aty первых двух: 

llx+yll.;;;;l]xll+IIYII· 
Возводя обе части в квадрат, привести это к неравенству Шварца. 

Упражнение 3.1.2. Проверить справедливость теоремы Пифагора для тре
угольника ОЬр, изображенного на рис. 3.3, используя формулу (5) для длины 
стороны Ьр. 

Упражнение 3.1.3. Найти на луче, проходящем через начало координат 
и через точку a=(l, !, !), точку р, ближайшую к точке Ь=(2, 4, 4). Найти 
также точку, ближайшую к а, на луче, проходящем через начало координат 
и точку ь. 

Упражнение 3.1.4. Объяснить, почему неравенство Шварца превращается 
в равенство, когда точки а и Ь лежат на одной прямой, проходящей через 
начало координат, и только о этом случае. Что произойдет, если они будут 
расположены по разные стороны от начала координат? 

Упражнение 3.1.5. Какой угол образует вектор (!, 1, • , ., 1) с осями 
координат в п-мерном пространстве? 

Упражнение 3.1.6. Неравенство Шварца доказывается в одну строчку, если 
векторы а и Ь заранее нормированы к единичной длине: 

т ""1 ~ ""1 /а1/2+/Ь1/2 1 1 
1 а Ь /= /""' aJ1I.,;;;;;""' 1 а1/1 Ь1/ о;;;;; '-1 2 - 2 +2 ==11 a/1/lbil, 

Провести доказательство справедливости второго неравенства. 

Упражнение 3.1.7. Транспонирование матрицы АА- 1 =1 показывает, что 
операции транспонирования и обращения перестановочны: (А- 1) т = (Ат)-\ По
казать, что если матрица А является симметрической, то симметрической будет 
и А- 1 • 

Упражнение 3.1.8. Построить симметрические матрицы А и В размера 
2Х2, произведение АВ которых не является симметрической матрицей. Заме
тим, что если матрицы А и В коммутируют, то их произведение будет симмет
рической матрицей: ( АВ) т =Вт АТ= В А = АВ. 

Упражнение 3.1.9. Если матрица А имеет ранг r, то тот же ранг имеют и 
матрицы Ат (ранг по строкам равен рангу по столбцам), АТ А (согласно ЗF) 
и ААТ (согласно ЗF, примененному к матрице Ат). Показать, что матрица 
ААт может не быть обратимой, даже если Ат А является таковой. 
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Упражнение 3.1.10. Молекула метана СН4 устроена таким образом, что атом 
углерода находится в центре правильного тетраэдра с четырьмя атомами водоро· 

да в вершинах. Если вершины находятся в точках (О, О, О), (1, 1, О), (1, 0, 1) 11 

(О, 1, !)-при этом шесть рrбер имеют длину, равную J/2, так что тетраэдр 
являrтся правильным,- то чему равен косинус угла между лучами, идущими 

из центра ( ; , ; , ; ) в вершины? (Сам этот угол, хорошо известный хими
кам, равен примерно 109,5° .) 

§ 3.2. ПРОЕКЦИИ НА ПОДПРОСТРАНСТВА 
И АППРОКСИМАЦИИ ПО МЕТОДУ 

НАИМЕНЬШИХ l<ВАДРА ТОВ 

До сих пор система Ах= Ь либо имела решение, либо не имела 
его. Если вектор Ь не принадлежит пространству столбцов ffi (А), 
то система является несовместной и метод исключения Гаусса не 
работает. Это почти всегда происходит в системах т уравнений 
(m > 1) с одним неизвестным. Например, система 

2х=Ь1 , 

3х=Ь2 , (11) 
4х=Ь3 

будет иметь решение только в случае, когда отношение правых 
частей равно 2:3:4. Решение х, если только оно существует, без
условно является единственным, но оно будет существовать лишь 
когда вектор Ь лежит на той же прямой, что и вектор 

Хотя несовместные системы и являются неразрешимыми, они 
часто возникают на практике, и их нужно уметь решать. Одна 
возможность состоит в отыскании вектора х из части системы и 

игнорировании оставшихся уравнений. Но такой прием трудно 
обосновать, если все т уравнений имеют один и тот же «источник». 
Вместо точного решения одних уравнений и допущения больших 
ошибок в других целесообразно выбрать вектор х таким образом, 
чтобы минимизировать среднюю ошибку для всех т уравнений. 
Существует много способов для выбора такого осреднения, но 
наиболее удобный заключается в использовании суммы квадратов 

Е2 = (2х-Ь1) 2 + (Зх-Ь2) 2 + (4х-Ь3 )2 • (12) 

Если уравнение ах= Ь имеет точное решение, то минимальная 
ошибка равна Е = О. В более вероятном случае, когда вектор Ь 
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не пропорционален а, функция Е2 будет параболой с минимумом 
в точке, где 

dE2 
dx =2[(2х-Ь1)2+(3х-Ь2)3+(4х-Ь3)4]=0. (13) 

Разрешая относительно х, получаем приближенное решение си
стемы ах= Ь по методу наименьших квадратов в виде 

- 2Ь1 + ЗЬ2+ 4Ь3 2Ь1 + ЗЬ2+ 4Ьз (14) 
Х= 22+з2+42 = 29 • 

Не,;рудно дать общую формулу для произвольных а-=;6 О и 
правои части Ь. Во-первых, ошибка Е представляет собой длину 
вектора ах-Ь: 

E=llax-bll=[(a1x-b1)2+ ... +(атх-Ьт)2] 1 t 2 • (15) 

Возводя в квадрат, получаем параболу 

Е2= (ах-Ь)Т (ах-Ь) =аТах2 -2атьх+ьть. (16) 

Она имеет минимум в точке, где 

dE2 
Тх=2атах-2атЬ=0. 

3Н. Решение по методу наименьших квадратов одномерной 
задач.и ах = Ь имеет вид 

(17) 

Геометрически это решение совпадает с проекцией: р = ха Яl!· 
ляется точкой на прямой, определенной вектором а, ближай
шей к Ь. 

Таким образом, мы возвращаемся к геометрической интерпре
тации задачи о наименьших квадратах- к минимизации расстоя

ния. Дифференцируя параболу Е2 в форме (16) и приравнивая 
производную нулю, мы фактически использовали аппарат анализа 
для подтверждения геометрических рассмотрений предыдущего 
параграфа. Прямая, соединяющая точки Ь и р, должна быть пер
пенд~кулярна направлению вектора а, откуда находится значе-

ние х: 

(18) 

В заключение коснемся вырожденного случая а= О. В этой 
ситуации все числа, кратные а, равны нулю и прямая вырождается 

в точку. Поэтому проекцией Ь на вектор а является точка р = О. 
Но формула (17) для х превращается в неопределенность вида 
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0/0, что отражает полную произвольность в выборе множителя х. 
Фактически все значения х будут давать одну и ту же ошибку 
E=IIOx-bll, так что Е2 превращается из параболы в горизон
тальную прямую и не существует единственной минимизирующей 

точки х. Одна из целей псевдообращения, которое будет описано 
в § 3.4, заключается в придании числу ~ определенного значения. 
В данной ситуации этим значением будет точках= О, которая по 
крайней мере выглядит более «симметричной», чем все остальные. 

Упражнение 3.2.1. Предположим, что мы измеряем вес пациента в четырех 
различных случаях, и он оказывается равным Ь1 = 150, Ь2= 153, Ь3 = 150, Ь4 = 151. 
К:акое значение является наилучшим в смысле наименьших квадратов для ука
зания веса пациента? 

Упражнение 3.2.2. Найти наилучшее решение х в смысле метода наимень
ших квадратов для задачи 3х= 10, 4х=5. 

МНОГОМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ О НАИМ1:НЬШИХ КВАДРАТАХ 

Теперь мы готовы к следующему шагу, а именно к проекти
рованию вектора Ь на подпространство, а не на прямую. Эта гео
метрическая задача возникает следующим образом. Пусть мы вновь 
начинаем с системы Ах= Ь, но теперь А является матрицей раз
мера т х п, т. е. вместо одного неизвестного и одного вектор

столбца а матрица содержит п столбцов. Мы должны по-прежнему 
считать, что число т наблюдений больше числа неизвестных п, 
так что следует ожидать, что система Ах= Ь окажется несовмест
ной. Вероятно, не существует вектора х, который бы точно 
соответствовал Ь. Другими словами, вектор Ь, вероятно, не яв
ляется комбинацией столбцов матрицы А. 

Задача вновь состоит в выборе х, минимизирующего ошибку, 
и эта минимизация снова будет производиться по методу наи
меньших квадратов. Ошибка равняется Е = 11 Ах-Ь 11, и она в точ
ности представляет собой расстояние от Ь до точки Ах, лежащей 
в пространстве столбцов матрицы А. (Вспомним, что Ах есть 
линейная комбинация столбцов с коэффициентами х1 , ••• , хп.) 

Поэтому отыскание решения х по методу наименьших квадратов, 
означающее минимизацию ошибки Е, эквивалентно отысканию 

точки р = Ах, б.1ижайшей к точке Ь по сравнению с остальными 
точками из пространства столбцов. 

Для определения вектора х можно использовать либо геомет
рию, либо анализ. Мы воспользуемся первой из возможностей: 
точка р должна быть «проекцией Ь на пространство столбцов» и 

вектор невязки Ах -Ь должен бь1,ть ортогонален к этому 
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пространству (рис. 3.4). Ортогональность к пространству со
стоит в следующем. Каждый вектор в пространстве столбцов ма
трицы А является линейной комбинацией столбцов с некоторыми 

размера ЗХ2. 

коэффициентами у1 , ••• , Уп· Другими словами, это вектор вида Ау. 
Для всех у эти векторы в плоскости должны быть перпендику-

лярны вектору невязки Ах-Ь: 
(Ау)т<Ах-Ь)=о, или ут[АТАх-лтьJ=о. (19) 

Это справедливо для произвольного вектора у, откуда следует, 

что вектор в квадратных скобках должен быть нулевым, АТАх
-АтЬ=О. Таким образом, геометрические соображения приводят 
нас к фундаментальным уравнениям метода наименьших квадратов. 

31. РеU1ение по методу наименьших квадратов для несовмест
ной системы Ах= Ь, состоящей из т уравнений с п неизвест
нылtu, удовлетворяет соотношению 

Ат Ах= лть. (20) 

Оно известно под названием «нормальных уравнений». Если 
столбцы матри~ы А являются линейно независимыми, то по 
ЗG матрица А А обратима и единственное решение дается 
формулой 

(21) 

Проекция точки Ь на пространство столбцов, таким образом, 
имеет вид 

р= Ах= А (ATA)-J. А1 Ь. (22) 
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Матрица В=(АтА)- 1 А1, возникающая в формуле (21), х=ВЬ, 
является одной из левых обратных к матрице А: ВА = 
= (Ат А )-1 АТ А= f. Существование этой левой обратной гаранти
руется условием единственности из теоремы 2Q, поскольку столбцы 
матрицы А являются линейно независимыми. 

Для иллюстрации рассмотрим задачу, которую можно решить 
либо интуитивно, либо с использованием формулы (22). Пусть 
матрица А и вектор Ь задаются формулами 

Пространство столбцов матрицы А легко определяется, поскольку 
оба столбца матрицы оканчиваются нулями: это пространство сов
падает с плоскостью ху в трехмерном пространстве. Проекция 
точки Ь на эту плоскость будет иметь те же самые компоненты 
по осям х и у, равные 4 и 3 соответственно, но компонента z 
исчезнет, так что р = (4, 3, О)Т. То же самое следует и из фор
мулы (22): 

АТА -[~ ~ Щi ~г[~ ;J, (АТА)-•-; [~~ -~J, 
р = [ 1 2] _!_ [ 29 -7] [ 1 

1 5 9 -7 2 2 
о о 

Можно сразу обратиться и к несовместной системе 

и+2v=4, 
и+5v=3, 

ou+0v=9. 

В этом случае лучшее из того, что мы можем сделать, это решить 
систему из первых двух уравнений (откуда находятся компоненты 

и и v вектора х) и игнорировать третье ур-звнение; ошибка в этом 
уравнении всегда будет равняться 9. 

Отметим, что если вектор Ь принадлежит пространству столб
цов матрицы, т. е. выражается в виде некоторой комбинации 
Ь = Ах столбцов матрицы, то проекция принимает вид 

(23) 

Таким образом, точка р совпадает с Ь, как и должно быть. 
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Противоположный случай возникает, когда вектор Ь ортогона
лен всем столбцам матрицы А. В этом случае Ь не только не 
лежит в подпространстве столбцов, но даже ортогоналеi1 ему. 
Тогда геометрические соображения показывают, что ближайшей 
точкой из подпространства является начало координат: вектор Ь 
имеет нулевую компоненту в разложении по подпространству и 

его проекция есть р = О. Это подтверждается и вычислением х: 
столбцы матрицы А совпадают со строками л т, и если вектор Ь 
ортогонален всем им, то л ть = О. Поэтому 

и р=Ах=О. 

Заметим, что при проектировании на прямую мы приходим 
к формуле (17). Матрица А превращается в столбец а, матрица 

АТА есть число ата и х в формуле (21) равен ать;ата, как и 
должно быть. 

Упражнение 3.2.3. Используя нормальные уравнения, найти наилучшее 
решение в смысле метода наименьших квадратов для несовместной системы 

Проделать то же самое для системы x=I, х=З, х=5, т.е. 

Упражнение 3.2.4. (а) Пусть 

A=[i IJ Х=[~]· 
Записать E2 =11Ax-bll2 и приравнять нулю производные по и и а. Сравнить 
получившиеся уравнения с Ат Ах= Ать. Это сравнение должно показать, что 
нормаJ1ьные уравнения могут быть получены как из геометрии, так и из ана
Jiиза, и они связаны непосредственно с минимизацией величины Е2 • 

(Ь) Найти решение х и прое1щию р=Ах точки Ь на пространство столбцов. 
(с) Проверить, что вектор Ь-р ортогонален к столбцам матрицы А. 

МЛ ТРИЦЫ ПРОЕКТИРОВАНИЯ 

Выше было установлено, что ближайшая к Ь точка дается форму
лой р = А (Ат А)-~ Ать. Эта формула является матричной записью 
для перпендикуляра, опущенного из точки Ь на пространство 
столб~fов матрицы А. Матрица, описывающая эту конструкцию, 
называется .матрицей проектирования и обозначается через Р: 

Р=А(АтА)- 1 Ат. (24) 
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Эта матрица проектирует любой вектор Ь на пространство столб
цов матрицы А1). Другими словами, вектор р = РЬ является ком
понентой вектора Ь в пространстве столбцов матрицы, а ошибка 
Ь-РЬ является компонентой в его ортогональном дополнении. 
(Иначе говоря, 1-Р также является матрицей проектирования: 
она проектирует произвольный вектор Ь на это ортогональное 
дополнение, и соответствующая проекция равняется (/ -Р) Ь = 
= Ь-РЬ.) Таким образом, мы имеем матричную формулу для 
разбиения вектора на две взаимно перпендикулярные составляю
щие: РЬ принадлежит пространству столбцов ~1 (А), а другая 
составляющая (/ -Р) Ь-левому нуль-пространству ~l (Ат), кото
рое является ортогональным дополнением к пространству столбцов. 

Введенные матрицы проектирс,вания можно рассматривать как 
с геометрической, так 1:1 с алгебраической точек зрения. Они пред
ставляют собой семейство матриц с весьма специфическими свой
ствами и будут использоваться ниже как основные блоки при 
построении всех симметрических матриц. Поэтому прервем на 
время изложение метода наименьших квадратов и обратимся к этим 
свойствам. 

3J. Матрица проектирования Р = А (Ат А )-1 Ат обладает двумя 
основными свойства,w.и: 

(i) она является идемпотентной, т. е. Р2 = Р; 
(ii) она является симметрической, т. е. Р = рт, 
И обратно, любая матр~ща с этими двумя свойствами 

представляет собой матрицу проектирования на свое про
странство столбцов. 

Д о к а з а тел ь ст в о. Справедливость равенства Р2 = Р легко 
устанавливается с помощью геометрических соображений. Если 
мы начинаем с произвольного вектора Ь, то вектор РЬ будет лежать 
в подпространстве, на которое осуществляется проектирование. 

Поэтому при повторном проектировании, в результате которого мы 
по.'lучаем вектор Р (РЬ), или Р2Ь, ничего не изменяется: вектор уже 
принадлежит подпространству и РЬ = Р2Ь для всех Ь. Алгебраи
чески это можно показать следующим образом: 

Р2 = А ( А 1 А )- 1 А 1 А ( А 1 А )- 1 Ат= А ( А 1 А )- 1 Ат= Р. 

Для доказательства симметричности матрицы Р перемножим 
транспонированные матf~ицы в обратном порядке и воспользуемся 
тождеством (В- 1 )Т = (В )- 1 , которое приведено в упр. 3.1.7, для 
матриuы В= АТА: 

рт =(Ат? ((А 1А)- 1)т Ат =А ((АТА)т)- 1 Ат =А(АТА)- 1Ат =Р. 

1) Есть опасность спутать эти матрицы с матрицами перестановки, также 
обозначаемыми через Р. Однако опасность эта весьма мал11, поскольку мы будем 
избегать одновременного использования обеих матриц на одной странице. 
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Чтобы показать это геометрически, представим себе два произ
вольных вектора Ь и с. Если Ь проектируется обычным способом, 
давая в результате вектор РЬ, а с проектируется на ортогональ
ное дополнение, давая вектор (/ - Р) с, то эти две проекции 
являются взаимно ортогональными: 

(РЬ)т (/ -Р) с=Ьт рт(/ -Р) с= О. 

Поскольку это справедливо для любых векторов Ь и с, получаем, 
что 

рт (1-Р) =0, или рт= рт Р, или Р= (РТР)т = ртр. 

Следовательно, рт= Р и матрица Р является симметрической. 
Для доказательства обратного мы должны, используя свойства 

(i) и (ii), показать, что Р является матрицей проектирования на 
свое пространство столбцов. Это пространство состоит из всех 
комбинаций Ре столбцов матрицы Р. Для любого вектора Ь век
тор РЬ обязательно лежит в этом пространстве, поскольку из 
правила умножения матриц следует, что он равен линейной ком
бинации столбцов матрицы Р. Кроме того, можно показать, что век
тор ошибки Ь-РЬ ортогонален этому пространству: для любого 
вектора Ре из пространства столбцов свойства (i) и (ii) дают 

(Ь-РЬ)т Рс=Ьт (1-Р? Рс=Ьт (Р-Р2) с=О. (25) 

Поскольку вектор Ь-РЬ ортогонален пространству столбцов, он 
и является искомым перпендикуляром, так что Р оказывается 
матрицей проектирования. 

Упражнение 3.2.5. Пусть зад11н базис и 1 , и 2 в подпространстве S трехмер
ного пространства и вектор Ь, не принадлежащий S: 

С помощью матрицы А со столбцами и1 и и2 найти матрицу Р, осуществляю
щую проектирование на подпространство S. Вычислить проекции вектора Ь на 

S и на ортогональное дополнение sl.. 

Упражнение 3.2.6. (а) Поиазать, что если Р является матрицей проекти
рования, т. е. обладает свойствами (i) и (ii), то матрица 1-Р также будет 
обладать этими СВОЙСТВl!МИ. 

(Ь) Показать, что если Р1 и Р2 являются матрицами проектирования на 
подпространства S1 и S 2 и если Р1Р 2 =Р2Р1 =0, Р=Р1 +Р2 также будет 
матрицей проектирования. Привести пример для матриц порядка 2. 

Упражнение 3.2.7. Пусть Р-матрица прое1пирования на прямую в плоско
сти ху. Изобразить на рисунке, 1<а1< будет действовать на произвольный вектор 
«матрица отражения» Н = / -2Р. Объяснить геометричес1ш и алгебраически, 
почему Н2 = /. 
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Упражнение З.2.8. Показать, что если вектор и имеет единичную длину, 

то матрица Р = и~? ранга один будет мат1ицей проектрирования, т. е. будет 
обладать свойствами (i) и (il). Если и =а/11 а 1, то Р-матрица проектирования на 
прямую, определенную вектором а, и вектор РЬ оканчивается в то11ке р=ха: 
матрицы проектирования единичного ранга в точности соотеетствуют одномер

ным задачам о наименьших квадратах. 

Упражнение 3.2.9. Какая матрица размера 2Х2 проектирует плоскость ху 
t1a ось у? 

ПОДГОНКА ДАННЫХ МЕТОДОМ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Пусть мы выполняем серию экспериментов и предполагаем, 
что выходные данные у почти линейно зависят от входных данных 
t, т. е. y=C+Dt, например: 

(1) Через определенные промежутки времени мы измеряем рас
стояние до космической станции, летящей к Марсу. В этом слу
чае t есть время, у есть расстояние и, если двигательная уста
новка выключена, а гравитационные силы невелики, корабль будет 
двигаться почти с постоянной скоростью v: у= Уо + vt. 

(2) Мы можем изменять нагрузку, приложенную к конструк
ции, и контролировать возникающие в результате напряжения. 

В этом случае t является нагрузкой, а у-показаниями изl\1ери
теля напряжений. Тогда если нагрузка не так велика, чтобы 
материал переходил в пластическое состояние, то у и t будут 
связаны обычным линейным соотношением у= С+ Dt теории упру
гоети. 

(3) В вопросах экономики и бизнеса рассматриваются сложные 
взаимные связи между стоимостью продукции, объемом производ
ства, ценами и прибылью. Несмотря на их сложность, в опреде
ленных пределах эти связи могут быть близки к линейным. Пусть, 
например, выпуск t1 экземпляров журнала обходится в сумму у1 , 
на следующей неделе выпуск t 2 экземпляров обходится в у2 и т. д. 
Тогда издатель может оценить стоимость на следующую неделю, 
предположив, что у= С+ Dt и оценив коэффициенты С и D по 
уже имеющимся данным. Коэффициент D, равный стоимости 
каждого дополнительного экземпляра и называемый предельной 
стоимостью производства, обычно важнее для издателя, чем наклад
ные расходы С. 

Вопрос состоит в том, как вычислить коэффициенты С и D 
по результатам этих экспериментов. Если соотношение действи
тельно я'Бляется линейньJм и ошибки в экспериментах отсутствуют, 
то вопрос решается просто: два измерения величины у при раз

личных значениях t определяют прямую у= С+ Dt и результаты 
всех последующих измерений будут находиться на этой прямой. 
Но при наличии ошибки эти точки уже не будут попадать на 
прямую, и мы должны «осреднять» результаты всех эксперимен-
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тов для отыскания оптимальной прямой. Причем ее не следует 
путать с прямой, на которую мы раньше проектировали вектор Ы 
Фактически, поскольку нужно определить две величины С и D, 
мы будем заниматься проектированием на двумерное подпростран
ство. Задача о наименьших квадратах определяется результатами 
экспериментов 

C+Dt1 =Yн 
C+Dt1 =y1 , 

C+Dtm=Ym· 

(26) 

Эта система является переопределенной, и при наличии ошибок 
она не будет иметь решения. Отметим, что вектор неизвестных х 
имеет две компоненты С и D: 

У1 1 • или Ах=Ь. 

(27) 

tm LYm 

Наилучшее в смысле метода наименьших квадратов решение ми

нимизирует сумму квадратов ошибок; числа С и D выбираются 
из условия минимизации величины 

Е2 =//Ь-А,, 112 =(Y1-C-Dtд2 + ... +(Ут-С-Dtт)2• 

Пользуясь матричной терминологией, мы выбираем такой ве1пор х, 
что точка р = Ах является ближайшей к Ь. Из всех прямых вида 
у= С+ Dt мы выбираем ту, которая наилучшим образом при
ближает опытные данные (рис. 3.5). На этом рисунке ошибками 
явJ1яются расстояния по вертикали до прямой, равные y-C-Dt, 
и именно эти расстояния мы возводим в квадрат, суммируем и 

минимизируем. 

Пример. Пусть заданы результаты четырех измерений (рис. 3.5): 
у= О при t = О, у= 1 при t = 1, 
у=2 при t=3, у=Б при t=4. 

Отметим, что значения t не обязательно берутся через равные 
интервалы. Экспериментатор может выбирать любые подходящие 
значения (в том числе и отрицательные, если это допускается 
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Рис. 8.5. Аппроксимация прямой линией. 

экспериментом), не изменяя при этом математических формули
ровок. В данном случае переопределенная система Ах= Ь имеет 
вид 

Нам также понадобятся матриuа Ат А и обратная к ней: 

АТА=[: 2:], (АТА)-1= 2~[~: -~], 

Тогда решение х= (Ат А)- 1 АТЬ по методу наименьших квадратов 
принимает вид 

·-[~]-~[~: -ш~ : ~ ~ 1 [iГ[-tJ· 
Таким образом, оптимальная прямая задается уравнением 

2 11 
у=-10+ IOt. 

Замечание. Метод наименьших квадратов не предполагает, что 
мы должны приближать экспериментальные данные лишь с по
мощью прямых линий. Во многих экспериментах связи могут 
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быть нелинейными, и было бы глупо искать для этих задач ли
нейные соотношения. Пусть, например, мы работаем с радиоак
тивным материалом. Тогда выходными данными у являются по
казания счетчика Гейгера в различные моменты времени t. Пусть 
наш материал представляет собой , смесь двух радиоактивных 
веществ, и мы знаем период полураспада каждого из них, но 

не знаем, в какой пропорции эти вещества смешаны. Если 
обозначить их количества через С и D, то показания счетчика 
Гейгера будут вести себя подобно сумме двух экспонент!), а не 
как прямая: 

у=Се-М +De-µt. (28) 
На практике, поскольку радиоактивность измеряется дискретно 

и через различные промежутки времени, показания счетчика не 

будут точно соответствовать формуле (28). Вместо этого мы имеем 
rерию по1<азаний у1 , ••• , Ут в различные моменты времени 
t 1, ••• , tm, и соотношение (28) выполняется лишь приближенно: 

Се-м, +De-µt, ~ у1 , 

(29) 

Се-мт+Dе· µtm ~ Ут• 

Если мы имеем более двух показаний, т > 2, то разрешить эту 
систему относительно С и D практически невозможно. Но при 
использовании метода наименьших квадратов мы получим опти

мальные значения ё и D. 
Ситуация будет совершенно иной, если нам известны коли

чества веществ С и D и нужно отыскать коэффициенты 'А и µ. 
Это нелинейная задача о наименьших квадратах, и решить ее 
значительно труднее. Мы по-прежнему будем находить величину Е", 
равную сумме квадратов ошибок, и минимизировать ее. Но Е2 

уже не будет многочленом второй степени относительно 'А и µ, 
так что приравнивание нулю производных не будет давать ли

нейных уравнений для отыскания оптимальных j:; и µ. В упраж
нениях мы ограничимся рассмотрением только линейног9 случая 
метода наименьших квадратов. 

Упражнею1е 3.2.10. Показать, что оптимальное приближение по методу 
наименьших квадратов набора измерений g1, ••• , Ут горизонтальной прямой, 
т. е. постоянной функцией g=C, представляет собой среднее арифметическое 
зтих измерений: 

С=У1+ ... +uт. 
т 

J) В статистике и экономике это соответствует двум продуктам, которые 
выпускаются или уничтожаются с вероятностями, определяемыми закnном 

Пуассона. В теории популяций числа 'J.. и µ будут отрицательными, если ро
ждаемость превышает смертность, 
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(Ср. с упр. 3.2.1.) Говоря языком статистики, выбор у, минимизирующий 
функцию Е2 =(у1 -у)2+ .. . +(Ут-У)2 , представляет собой среднее значение 
выборки, а величина Е2 называется дисперсией и обозначается через cr2 . 

Упражнение 3.2.11. Для следующего набора измерений найти оптимальное 
линейное приближение и изобразить его: 

у=2 при 

у=-3 при 

t=-l, 
t=l, 

у=О при 

у=-5 при 

t=O, 
t=2. 

Упражнение 3.2.12. Пусть мы приближаем указанные выше результаты 
измерений не с помощью прямой, а с использованием параболы y=C+Dt+Et2 • 

Для несовместной системы Ах=Ь, образованной в результате четырех замеров, 
выписать матрицу коэффициентов А, вt-ктор неизвt-стных х и вектор исходных 
данных Ь. Вычислять оптимальный вектор х не обязательно. 

§ 3.3. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ БАЗИСЫ, 
ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МАТРИЦЫ 

И ОРТОГОНАЛИЗАЦИЯ ГРАМА-ШМИДТА 

Мы уже пытались показать важность свойства ортогонально
сти при решении задач методом наименьших квадратов и про

должаем делать это. Но на самом деле свойство ортогональности 
является значительно более важным и содержательно более глу
боким, чем это может показаться из его применения к методу 
наименьших квадратов. Каждый раз, когда я представляю себе 
плоскость ху или трехмерное пространство, воображение обяза
телыю добавляет к картине набор координатных осей. Они дают 
нам отправную точку, называемую началом координат, npuiteJ.t 
эти воображаемые координатные оси всегда являются взаимно 
ортогональными. Выбирая базис в плоскости ху (что эквивалентно 
выбору координатных осей), мы стремимся выбрать ортогональ
ный базис. 

Если понятие базиса является одним из основных моментов 
при соединении геометрии векторных пространств с алгеброй, 

то выделение ортогонального базиса также легко объяснить. 
Базис необходим для перехода от геометрической конструкции 
к алгебраическим вычислениям, а ортогональный базис нужен 
нам для того, чтобы сделать эти вычисления более простыми. 
Существует еще одно ограничение, введение которого делает 
базис почти оптимальным: мы начинаем с набора взаимно орто
гональных векторов и нормализуем их к векторам единичной 

длины. Это означает, что каждый вектор v из рассматриваемого 
набора делится на свою собственную длину и заменяется на 
веи:тор v/jjvl/. В результате ортогональный базис превращается 
в ортонормированный. 
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3К, Базис vl' ... , v" называется ортонор.м.ированны,.м, если 

т { О при i =1= j (свойство ортогональности), 
VtV1= l . ( ) (30) 

при i = j нормированность . 

Наиболее важным примером этого является так называемый 
стандартный базис. В плоскости ху или в пространстве Rn мы 
не только задаем взаимно перпендикулярные оси координат, но 

также отмечаем на каждой оси вектор единичной длины: 

1 го-, го-, 

О 1 О 

о о о 
••• t е -п-

o.J 
Эгот ортонормированный. базис никоим образом не является един
ственным, поскольку мы можем поворачивать весь набор осей, 
оставляя неизменными прямые углы между ними. Ниже будут 
введены соответствующие этим поворотам матрицы вращений, 
называемые та1<же ортогональными матрицами. С другой стороны, 
если мы рассматриваем не все пространсrво Rn, а лишь его под
пространство, то «стандартные векторы>> е; могут лежать вне 

этого подпространства. В этом случае существование даже одного 
ортонор.vшрованного базиса не столь очевидно. Но мы покажем, 
что та~<ой базис всегда существует и что он легко может быть 
построен по произвольному базису. Это построение, переводящее 
неортогональный набор осей в ортогональный, известно под 
названием ортогонализации Грама-Шмидта. 

Итак, три основных пункта настоящего параграфа состоят 
в следующем: 

(1) Решение методом наименьших квадратов системы Ах=Ь, 
когда столбцы матрицы А являются ортонормированными. 

(2) Определение и свойства ортогональных матриц. 
(3) Процесс ортогонализации Грама -Шмидта и его интер

претация 1<ак нового способа разложения матриц. 

ПРОЕКЦИИ И НАИМЕНЬШИЕ КВАДРАТЫ: 

ОРТОНОРМИРОВАННЫЙ СЛУЧАЙ 

Пусть А - матрица размера т Х п., и пусть ее столбцы 
являются ортонормированными. Тогда эти столбцы являются 
линейно независимыми, и мы знаем матрицу проектирования 

на пространство столбцов, а также решение х по методу наимень-
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ших квадратов: Р=А (ATA)-J. АТ и х=(АТА)-1 Ать. Эти формулы 
не только справедливы для случая ортонормированных столбцов, 
но и становятся исключительно простыми, поскольку АТА пре
вращается в единичную матрицу. 

3L. Если столбцы матрицы А являются ортонормированными, 
то 

т [=:{ =] [ 1 1 1 ] [~ ~ · ~] А А = -а J. _ 11 а12 ln = О О i = 1. (31) 

Это обстоятельство чрезвычайно упрощает_ алгебраические 

выражения, поскольку матрица Р и вектор х преобразуются 
к виду 

и (32) 

Одновременно с этим «улучшается» и геометрия, поскольку про
стая алгебраическая формула должна иметь простое геометриче
ское истолкование. Когда оси координат взаимно перпендикулярны, 
проекция на пространство разлагается в сумму проекций на 
каждую из осей (рис. 3.6). Матрица проектирования принимает вид 
P=a1al + ... +апа~: 

р-ААть- 1'1 l.lг а~Ь-, -а,аlЬ+ ... +а.аХ/,. (33) 

L I I .JLa~b.J 

Ось а1 

Рис. 3.6. Проекция на плоскость равна сумме проекций на ортогональные 
оси а1 и а1• 
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Сопрягающий член (Ат А)-1 исчезает, так что р превращается 
в сумму п отдельных проекций. 

Таким образом, мы получаем пять основных формул этой 
r лавы, которые полезно выписать вместе: 

1. Ах= Ь-исходная система (возможно, несовместная); 
2. АТАх=АТЬ-нормальные уравнения для х; 
3. р = Ах-проекция вектора Ь на пространство столбцов 

матрицы А; 
4. Р=А(АТА)-1 Ат-матрица проектирования, дающая век

тор р=РЬ; 

5. х= Ать и Р= ААт = а1а'[ + ... +апаХ-частный случай, 
когда матрица А имеет ортонормированные столбцы. 

Пример 1. Рассмотрим следующий простой, но типичный слу
чай. Пусть точка Ь = (х, у, z) проектируется на плоскость ху. 
Ясно, что проекцией будет р = (х, у, О), и она представляет собой 
сумму отдельных проекций на оси х и у: 

а,-[!]. а,ать-Ш. 
Таким образом, матрица проектирования имеет вид 

Р-а,а[ +a,af-[~ ! ~], или Рш-ш. 
Пример 2. Существует один случай линейного приближения 

данных, когда столбцы матрицы оказываются ортогональными. 
Если измерения Ь1 , Ь2 и Ь3 производятся в моменты времени, 
симметричные относительно точки t=O (скажем, при t1=-l, 
t2 =0 и t3 = l), то попытка построения приближения y=C+Dt 
приводит к трем уравнениям с двумя неизвестными: 

C+Dt1 =b1, 

C+Dt 2 =b2 , 

C+Dt8 =b3 , 

или 

Столбцы этой матрицы взаимно ортогональны. Они не являются 
ортонормированными, но легко могут быть сделаны таковыми -
мы вычисляем их длины, равные Vз и V2. и производим замену 
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неюве~тных с= С Vз, d = D J/2: 

Ах= [1/V~ -1/J,'2] [с]= [Ь1] • 

1/Vз о d ь2 

1/VЗ 1/J,'2 Ьа 

Теперь АТ А является единичной матрицей и решение по методу 
наименьших квадратов выписывается непосредственно: 

х =Ать= [(Ь1 +ь2 +bs)/Vз] = [~]. (34) 
(-Ь1 +bs)/J/2 d 

Другими словами, коэффициенты 
имеют вид 

с __ с __ Ь1+ь2+Ь8 
- vз- 3 ' 

С и D оптимальной прямой 

Каждая из компонент С и D важна сама по себе. С есть среднее 
арифметическое данных, и этот коэффициент дает наилучшее при
ближение горизонтальной прямой, а Dt дает наилучшее прибли
жение прямой, проходящей через начало координат. Поскольку 
столбцы матрицы ортогональны, сумма этих двух слагаемых 
дает наилучшее приближение в классе всех прямых линий. 

Замечание. Изучение специальных свойств ортонормированного 
базиса часто дает полезный «побочный эффект». Обычный базис 
легче описать с помощью свойств, которыми он не обладает. 
Воображение ошибается, представляя каждый базис ортонорми
рованным. То же самое справедливо относительно специального 
свойства проекций, которое только что было нами отмечено, а 
именно, что в ортонормированном случае они представляют собой 
сумму п одномерных проекций. Интуиция подсказывает, что 
вектор можно представить в виде суммы его компонент по коор

динатным осям, но что наличие этого представления зависит от 

ортогональности осей. Если ось х заменяется прямой у= х и 
вектор (О, 1) проектируется на эту прямую и на ось у, то сумма 
двух проекций отнюдь не совпадает с исходным ве1<тором (О, 1 ). 

Упражнение 3.3.1. (а) Выписать четыре уравнения для линейного при
ближения y=C+Dt следующих данных: 

у=-4 при t=-2, у=-3 при t=-1, 
у=-1 при t= !, у= О при t= 2. 

Показать, что столбцы соответствующей матрицы являются ортогональными 
11 нормализовать их. Какой вид имеют неизвестные с и d в новой задаче 
Ах=Ь? 
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(Ь) Найти оптимальную прямую, нарисовать ее и вычислить ошибку Е2 • 
(с) Объяснить, почему для исходной системы из четырех уравнений с двумя 

неизвестными ошибка равняется нулю Где по отношению к пространству 
столбцов матрицы находится вектор правой части Ь и чему равняется его 
проекция р? 

Упражнение 3.3.2. Спроектировать вектор Ь = (О, 3, О) на каждый из двух 
ортонормированных векторов а1 = (2/3, 2/3, -1/3), а2 = (-1/3, 2/3, 2/3) и найти 
его проекцию р на плоскость векторов а1 , а 2 • 

Упражнение 3.3.3. Найти проекцию вектора Ь = (О, 3, О) на вектор 
а3 = (2/3, -1/.З, 2/3), сложить эту проекцию с двумя п:юекциями из предыду
щего 1праж~ения и объяснить получившийся результат. Почему Р = a1ai + 
+ а 2а2 + а8аз равняется единице? 

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МАТРИЦЫ 

Ортогональной называется квадратная матрица, имеющая 
ортонормированные столбцы 1). Мы будем обозначать ортогональ
ную матрицу буквой Q, а ее столбцы-буквами q1 , ••• , qn. 
Установленное ранее соотношение QTQ = / является лишь другим 
выражением ортонормированности столбцов матрицы: 

Гt 1 

=1. (35) 

L 

Равенство (35) совпадает с (31), где мы получили соотношение 
АТ А=/, а матрица А не обязательно была квадратной. 

В чем состоят отличия при квадратной матрице Q? Квадрат
ная матрица с независимыми столбцами имеет полный ранг r = п, 
и она обратима; если матрица QT является левой обратной к ней, 
то она является и просто обратной. Другими словами, матрица QT 
одновременно является и правой обратной, т. е. QQT = /. 

3М. Ортогональная матрица обладает следующи.ми свойствами: 

QTQ=f, QQT=f и Q =Q- 1 • (36) 

Матрица Q имеет не только ортонормированные столбцы, 
как это требуется в ее определении, но также и ортонорми
рованные строки. Другими словами, если Q -ортогональная 
,натрица, то и Qт будет ортогональной. 

1) Возможно, эти матрицы следовало бы назвать ортонор1,1ированными, но 
теперь уже поздно что-либо менять. 
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Последнее утверждение об ортонормированности строк немедленно 
получается из соотношения QQт = 1. В произведении QQт участ
вуют скалярные произведения каждой строки матрицы Q на каж
дую другую строку, и, поскольку в результате получается еди

ничная матрица, эти строки являются ортонормированными. 

Необходимо обратить внимание на этот замечательный факт. 
Вектор-строки имеют совершенно иные направления, чем вектор
столбцы, но они каким-то образом автоматически оказываются 
взаимно перпендикулярными при перпендикулярности столбцов. 

Пример 1 

[ cos е - sin е] 
Q= sin8 cos8 ' 

[ cos8 sin 8] 
т_ -J.-

Q -Q - -sin8 cose_ · 

Матрица Q поворачивает каждый вектор на угол 8, а матрица Qт 
поворачивает его в обратном направлении на угол - 8. 

Пример 2. Любая матрица перестановки Р является ортого
нальной, поскольку ее вектор-столбцы имеют единичную длину 
и ортогональны друг другу (в силу того, что единицы в столбцах 
расположены на различных местах): 

[о 1] [о 01] , если Р= 1 0 , то р-~=рт = 1 

и 

[о 1 о] 
если Р= О О 1 , 

1 О О 

то р-1 =рт= [~ ~ ~] . 
О 1 О 

В первом случае, где матрица получена путем перестановки лишь 
двух строк единичной матрицы, будет справедливо дополнитель
ное свойство Р-1 = Р. В общем случае это не выполняется, как 
показывает второй пример, где переставлены местами все три 

[о 1] строки матрицы. Отметим также, что матрица Р = 1 0 не яв-

ляется матрицей вращения Q из первого примера, т. е. ее нельзя 
получить ни при каком значении 8. На самом деле матрица Р 
отображает каждую точку (х, у) в ее зеркальный образ (у, х) 
относительно прямой у= х, наклоненной под углом 45° к оси х. 
Таким образом, нельзя утверждать, что каждая ортогональная 
матрица Q представляет собой чистое вращение. 

Одна~ю остается одно свойство, которым обладают и матрицы 
вращений Q, и матрицы перестановок Р, и вообще все ортого
нальные матрицы. Причем это свойство является как наиболее 
важным, так и наиболее характерным для ортогональных матриц: 
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3N. Умножение на ортогональную матрицу Q сохраняет длины: 
IIQxll=llxll для любого вектора х, (37) 

а также скалярные произведения: 

(Qх)т (Qу)=хту для всех векторов х и у. (38) 

Доказательство получается непосредственно: (Qх)т (Qy) = 
xTQTQy=xТZy=xтy. Если у=х, то это соотношение принимает вид 
11 Qx 112 = llx 112. так что длины сохраняются, раз сохраняются ска
лярные произведения. 

Пример. Для описанных выше nращений плоскости имеем 

rc~sO -sin0] [х] = [xc~s0-ysin0]. 
sш0 cos0 у xsш0+ycos0 

Длина вектора сохраняется, поскольку 

(xcos0-y sin 0)2 + (х sin0 + ycos0)1 =х2 + у•. 

Упражнение 3.3.4. Пусть Q1 и Q 2 -ортоrональные матрицы, так что для 
них выполняются соотношения (36). Показать, что матрица Q1Q2 также 
является ортогональной. 

Упражнение 3.3.5. Пусть и-единичный вектор. Показать, что матрица 

Q = /-2ии т является ортогональной. (Она называется преобразованием Хаус
холдера). Найти матрицу Q, если U=(I, [, 1)/'J{з. 

Упражнение 3.3.6. Подобрать третий столбец так, чтобы матрица 

[ 
11vз 11v2 

Q= 1/уз о 

11vз -11v2 
] 

была ортогональной. Вектор, ортогональный остальным столбцам, должен быть 
единичным; в таком случае, насколько мы свободны в его выборе? Проверить, 
что одновременно становятся ортонормированными и строки матрицы. 

Упражнение 3.3.7. Записав в явном виде выражение vтv, показать, что 
теорема Пифагора выполняется для любой комбинации v = x1q1 + ... + ХпQп 
ортонормированных векторов: 

llvl)2 =xf+ .. . +х~. 

В терминах матриц это означает, что v=Qx, так что мы получаем новое и 
более наглядное доказательство того, что длины векторов сохраняются: 
11 Qxll1 =II х 11 2 • 
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Упражнение 3.3.8. Является ли ортогональной следующая ~,атрица 
Гl 1 1 

2 2 2 2 
1 1 1 1 

2 2 -2 --2 
Q= 

1 
jl 

1 l 1 
2 -2 -2 2 

1 1 
L2 -2 2 -2 

ОРТОГОНАЛИЗАЦИЯ ГРАМА-ШМИДТ А 

Мы уже видели, какие преимущества несет в себе ортонорми
рованность столбцов матрицы: для обращения матрицы Q нужно 
лишь транспонировать ее, и решение задачи о наименьших квад

рата-х Ах= Ь сразу получается в виде х =Ать. Но во всех сJ1у
чаях мы были вынуждены начинать со слов: «Если столбцы 
матрицы являются ортонормированными ... ». Теперь мы хотим по
I<азать, 1<а1< сделать их ортонормированными. 

Это можно сделать предварительно, до начала решения самой 
задачи. Для иллюстрации рассмотрим простейший пример. Пусть 
заданы два независимых вектора а и Ь, и мы хотим получить 
из них два взаимно перпендикулярных вектора v1 и v2• Естест
венно, что в качестве первого из них можно взять вектор а, 

т. е. v1 =а. Тогда задача состоит в отыскании перпендикулярного 
вектора. Но ведь именно с этого и начиналась данная глава: 
вектор Ь-р был перпендикулярен а, поскольку проекция век
тора Ь на направление вектора а (вектор р) вычиталась из Ь. 
Таким образом, направление второй оси задается вектором 

ать vlь 
v2 = Ь -р = Ь----у- а= Ь ----,. v1 • (39) 

а а v1 vi 

Легко проверяется, что vJv2 = vlb -v'[b = О. 
Чтобы сделать процесс Грама-Шмидта совершенно очевид

ным, предположим, что у нас имеется еще и третий линейно 
независимый вектор с. Идея остается в точности такой же. Мы 
вычитаелt компоненты в разложении вектора с по направлениям 

v1 и v2 , которые уже нами получены: 

(40) 

Тогда вектор v8 автоматически 01<азывается перпендикулярен 
векторам v1 и v2 , например: 

т т .l'o 
Т Т V1C Т VaC Т., Q 

V1V3 = V1C--т-V1V1 --т-V1Va = • 
V1 V1 V2Va 
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Фактически мы вычитаем из вектора с его проекцию на плоскость 
векторов а и Ь, но нам удобнее использовать уже имеющиеся 
взаимно перпендикулярные направления v1 и v2• Проекция век
тора с на плоскость равна сумме проекций этого вектора на 
направления v1 и v2 , и именно поэтому формула (40) оказывается 
столь простой. Отметим, что V3 не может быть нулевым вектором, 
пос1юльку в этом случае вектор с лежал бы в плоскости векто
ров а и Ь, что противоречит линейной независимости всех трех 
векторов. Разумеется, полученные векторы v1 являются лншь 
ортогональными, а не ортонормированными. Для превращения 
их в единичные векторы разделим каждый вектор на его длину: 

Этот процесс ортогонализации, дающий каждый новый вектор vi 
путем вычитания кратных векторов Vt, ••• , vi-i• формулируется 
следующим образом: 

30. Произвольный набор независимых векторов а1 , ••• , ап может 
быть преобразован в набор взаимно ортогональных векторов 
при помощи процесса Грама-Шмидта: в качестве первого 
вектора берем v1 = а1 и затем строим каждый последующий 
вектор vi, ортогональный к векторам v., ... , vi-i, по фор.муле 

(41) 

Для любого номера i подпространство, порожденное исходными 
векторами а1 , •.• , а;, совпадает с подпространством, поро
жденным векторами vl' ... , v;. В результате векторы q1 = 
= V;/llv;II оказываются ортонормированными. 

Пример. Пусть заданы векторы 

Тогда v1 = а1 , а вектор v2 вычисляется согласно (39): 
Г 1 "l 

v,=a,-; v,=l-J 
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Третья перпендикулярная ось находится из уравнения (40): 

Окончательная система ортонормированных векторов имеет вид 

ч.-11::»-У:r-г 
L 1 _J 

Поскольку описанный алгоритм Грама -Шмидта является весь
ма простым и очевидным, должен существовать в равной степени 
простой и очевидный способ записи окончательного его резуль
тата. Поясним, как это можно сделать. Ситуация во многом близ
ка к той, которая встречалась уже в методе исключения Гаусса, где 
элементарные операции выбирались естественным образом в про
цессе исключения, но выписывать заранее всю последовательность 

было бы очень неудобно. Для метода исключения удобная форма 
записи результата заключалась в разложении матрицы А= LU. 
В нашем же случае процесс Грама-Шмидта будет выражаться 
другим разложением матрицы А. 

Так же как и для метода исключения, прием состоит в отыска
нии формул, выражающих исходные столбцы ai матрицы через 
векторы qi. В рассмотренном выше примере можно записать 

а1 = V1, ИЛИ а1 = V2 Q1, 

а2 = ~ v1 + v2, или а2 = У~ q1 + f ~ Q2, 

а8 = ~ v1 + ~ v2 +v8 , или а3 = У~ Q1+ У~ Q2+ "VjQs· 
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Эта система уравнений так и просится быть записанной в мат
ричном виде: 

г 

(42) 

Исходная матрица А разлагается в произведение 
ортогональной матрицы Q и верхней треугольной мат
рицы R. Столбцы матрицы Q являются искомыми ортонормиро
ванными векторами, а элементы матрицы R получаются из соот
ношения (41). Оно дает выражение векторов а; через комбинацию 
векторов v11 ••• , v1, и нам нужно лишь заменить v1 на IIV111 q1, 
v2 на 1iv2 !1 q2 и т. д. Тогда а; будет комбинацией векторов q1 , ••• 

. . . , q;, а оставшиеся векторы q; + 1 , ••• , q п в нее не входят. 
Именно поэтому матрица R является верхней треугольной. Коэф
фициенты этой линейной комбинации записываются в i-м столбце 
матрицы R, причем элементы главной диагонали матрицы не равны 
нулю, поскольку вектор V; заменяется в (41) на !IV;II q;, и на 
диагонали будет находиться ненулевой коэффициент !IV;ll 1). Таким 
образом, матрица R обратима. Это дает основной результат дан
ного параграфа: 

ЗР. Любая матрица А с линейно независимыми столбцами может 
быть разложена в произведение А = QR, где матрица Q имеет 
ортогональные столбцы, а R является верхней треугольной и 
обратижой матрицей. Если исходная матрица А была квад
ратной, то и матрицы Q и R будут квадратными, так что 
Q окажется ортогональной матрицей. 

Используя разложение А = QR, легко решить задачу о наи
меньших квадратах Ах=Ь. Из (21) имеем 

х = (АТ А)-1 АТЬ= (RTQTQR)-1 RтQть. 

Но QтQ = /, поскольку столбцы матрицы Q являются ортонор
мированными. Следовательно, 

(43) 

Таким образом, вычисление решения х требует лишь подсчета 
произведения QтЬ и обратной подстановки в системе с треуголь-

1) Нетрудно заметить, что в (42) на диагонали расположены длины векто
ров 11 Vj 11· 
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ной матрицей Rx= Qть. Предварительно выполненная ортогона
лизация избавляет нас от необходимости строить матрицу АТ А и 
решать систему нормальных уравнений Ат Ах= АТЬ 1). 

Упражнение 3.3.9. Применить процесс Грама-Шмидта к ве1порам 

и записать результат в виде произнедения A=QR. 

Упражнение 3.3.10. Представить матрицу А= [ ~ ~] в виде QR. 

Упражнение 3.3.11. Записать ортогонализацию Грама-Шмидта для векторов 

в виде А= QR. Если заданы п RЕ'кторов а;, каждыii из 1<0торых имеет т 1<ом
понент, то как будут выглядеть матрицы А, Q и R? 

Упражнение 3.3.12. Для той же самой матрицы А и вектора b=(I, 1, l)T 
решить задачу о наименьших квадратах Ах= Ь (исполLзуя разложение А =QR). 

Упражнение 3.3.13. Пусть А= QR. Найти простое выражение для матри
цы Р, осуществляющей проектирование на пространство столбцов матрицы А. 

У прамнение 3.3.14. Показать, что два шага 

дают то же самое третье направление v3, что и формула (40). Это пример моди
фицированного алгоритма Грама - Шмидта, где для повышения устойчивости 
счета на каждом шаге вычитается лишь одна проекция. 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И РЯДЫ ФУРЬЕ 

Хотя этот короткий раздел и яв.11яется дополнительным, он 
преследует важные цели, а именно: 

(1) ввести (причем впервые) понятие бесконечномерного про
странства, 

1 ) При этом мы выигрываем, но не в числе операций, которое на самом 
де.11е пр11 использовании предварительной ортогонализации будет больше, а в 
численноi1 устойчивости. По крайней мере это будет так, если перейти к моди
фицированному алгоритму Грама-Шмидта, описанному в упр. 3.3.14, или 
(лучше) к алгоритму Хаусхолдера из § 7.3. 
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(2) перенести понятия длины и скалярного произведения с 
векторов v на функции f (х), 

(3) представить ряд Фурье функции f как сумму одномерных 
проекций; при этом ортогональными «столбцами», которые поро
ждают пространство, будут синусы и косинусы, 

(4) применить ортогонализацию Грама-Шмидта к функциям 
1, х, х2 , ••• , 

(5) найти наилучшую линейную аппроксимацию функции f (х). 
Попытаемся систематически рассмотреть эти вопросы, которые 

открывают новые возможности приложений линейной алгебры. 

1. После изучения всех конечномерных пространств Rn естест
венно рассмотреть пространство R:,,, содержащее все векторы вида 
и= (v11 v2 , v3 , ••• ), имеющие бесконечное число компонент. Такое 
пространство окажется слишком «большим» для того, чтобы его 
можно было использовать, если на компоненты Vj не наложить ни
каких ограничений. Лучше всего сохранить уже привычное опре
деление длины как корня из суммы квадратов компонент и огра

ничиться лишь теми векторами, которые имеют конечную длину: 
бесконечный ряд 

IIVl\ 2 =v~+v~+v:+ ... (44) 

должен сходиться, т. е. иметь конечную сумму. При этом мы сохраня
ем бесконечномерность векторов и включаем, например, вектор (1, 
1/2, 1/3, ... ), но исключаем (1, 1/У2, 1/УЗ, ... ). Векторы конечной 
длины можно складывать друг с другом (поскольку I\V + wll ~ 
~ I\V\\ + \\wll), и умножать на скаляры, так что они образуют век
торное пространство. Это знаменитое гильбертово прост
ранство. 

Понятие гильбертова пространства дает наиболее естественный 
способ введения бесконечного числа измерений при сохранении 
геометрии обычных евклидовых пространств. Эллипсы превраща
ются в бесконечномерные эллипсоиды, параболы переходят в па
раболоиды, и перпендикулярность прямых вводится совершенно 
аналогичным образом: векторы v = (v1 , v2 , ••• ) и w = (w1 , w2 , ••• ) 

являются ортогональными, если их скалярное произведение рав· 

няется нулю, 

(45) 

Эта сумма, естественно, конечна, и для любых двух векторов она 
удовлетворяет неравенству Шварца [ vтw \ ~ IIVII IIWII, Значения 
косинуса даже в гильбертовом пространстве никогда не превос· 
ходят единицу. 

Это пространство замечательно еще в одном отношении: оно 
является очень распространенным. Векторы гильбертова прост-



160 Гл. 8. Ортогональные проекции и метод наименьших квадратов 

ранства могут превратиться в функции, и это приводит нас ко 
второму пункту. 

2. Рассмотрим функцию f (х} = sin х на интервале О~ х ~ 2л:. 
Ее можно воспринимать как вектор с континуальным числом ком
понент, равных значениям синуса на всем отрезке. Естественно, 
что применить обычное правило суммирования квадратов для 
отыскания длины такого вектора невозможно. Поэтому суммиро
вание естественным образом заменяется интегрированием: 

2n 2n 

11/11 2 = ~ (f (х})2 dx= ~ (sin х}1 dx= п. (46) 
о о 

Наше гильбертово пространство превратилось в некоторое функ· 
циональное пространство: векторами являются функции, мы можем 
измерять их длину, и пространство содержит все функции, имею
щие конечную длину, как в формуле (44). Это пространство не 
содержит функции F (х} = 1/х, поскольку интеграл от 1/х2 рас
ходится. 

Та же самая идея замены суммирования интегрированием дает 
скалярное произведение двух функций: если f (х) = sin х и g (х} = 
= cosx, то 

2n 2n 

fт g = ~ f (х} g (х} dx = I sin х cos х dx = О. 
о о 

Скалярное произведение по-прежнему связано с длиной соотно
шением fтf = 11/11 2 , и выполняется неравенство Шварца: lfтg / ~ 
~ 11/11 llgll, Естественно, что две функции, скалярное произведе
ние которых равняется нулю (как sin х и cos х}, будут называться 
ортогональными. Если разделить их на длину Vл, то они будут 
даже ортонормированными. 

3. Рядом Фурье функции у (х} называется разложение этой 
функции по синусам и косинусам: 

у (х} = а0 +а1 cosx+b1 sinx+a2 cos 2х+Ь2 sin 2х+ .... 

Для вычисления любого коэффициента, скажем Ь1 , умножим обе 
части на соответствующую функцию (здесь на sin х} и проинтег
рируем от О до 2л:. Другими словами, мы вычисляем скалярное 
произведение обеих частей на sin х: 
2n 2:rt 2:rt 

~ у (х} sinxdx =а0 ~ sinxdx +а1 ~ cosx sin xdx + 
о о о 

2:rt 

+ь. ~ (sinx)2 dx+," , 
о 
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Все интегралы в правой части, кроме одного, будут равны нулю. 
Единственный ненулевой интеграл получается при умножении siп х 
на себя. Эrо означает, что синусы и косинусы попарно ортого
нальны. Таким образом, коэффициент при функции f (x)=sinx 
равен 

2:п; 

~ у (х) sin х dx 
О yTf 
2n = fTf ' 
~ (sin х)1 dx 

или (47) 

о 

Эти вычисления производятся для того, чтобы увидеть анало
гию с проекциями. Компонента в разложении вектора Ь, лежа
щая на прямой, порожденной вектором а, была вычие;лена в 
начале главы: 

или 
ьта 

р =ха= аТаа. 

Для ряда Фурье мы проектируем функцию у на функцию sin х, 
и компонента р по этому направлению в точности совпадает с 

членом Ь1 sin х. Коэффициент Ь~ является решением по методу 
наименьших квадратов для несовместного уравнения Ь1 sin х =у. 
Другими словами, мы выбираем функцию Ь1 sinx как можно бли
же к функции у (см. упр. 3.3.16). То же самое верно и для 
остальных членов ряда: каждый из них является проекцией фу1Jк
ции у на синус или косинус. Поскольку эти синусы и косинусы 
являются взаимно ортогональными, ряд Фурье дает координаты 
«вектора» у по набору (бесконечного числа) взаимно перпендику
лярных осей. 

4. Существует масса других полезных функций, отличных от 
синуса и косинуса, и они не всегда являются ортогональными. 

Простейшими из них являются многочлены, и, к сожалению, не 
существует интервала, на котором даже первые три координатные 

оси, т. е. функции 1, х, х2 , были бы взаимно перпендикулярными. 
(Скалярное произведение 1 на х2 всегда положительно, поскольку 
оно равняется интегралу от х2 .) Поэтому ближайшая к функции 
у (х) парабола не будет суммой проекний на 1, х и х2 • Здесь 
будет присутствовать сопрягающий член, аналогичный (Ат А)-1 

для матричного случая, и фактически это сопряжение осуществ
ляется при помощи плохо обусловленной матрицы Гильберта, 
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рассмотренной в упр. 1.5.11. На отрезке О :;;;;;; х:;;;;;; l имеем 

Г 1т1 1т х 1т х2 
-, 

гs 1 Sx 5 х' 1 гl 1 1-, 
23 

АТА= хтl хТ.х хтх2 Sx S х2 s хз = 1 1 1 - 234• 

(х2)11 (х2)1 х (х2)т xi Ls Х2 s хз S х4 .J 
1 1 1 

L ..J L3 4 5.J 
Элементы обратной матрицы будут велики, поскольку оси l, х, 
х2 далеко не перпендикулярны. Даже для современной ЭВМ ситуа
ция становится безнадежной, если мы добавим еще несколько 

осей; решить систему нормальны,с уравнений Ат Ах= лть для 
отыскания многочлена наилучшего приближения десятой степени 
практически невозможно. 

Точнее говоря, невозможно решить эту систему методом исклю
чения Гаусса, поскольку все ошибки округления будут возрастать 
более чем в 1013 раз. С другой стороны, мы не можем отказаться 
от возможности осуществлять аппроксимацию при помощи много

членов. Правильный подход состоит в переходе к взаимно орто
гональным осям при помощи ортогонализации Грама-Шмидта: 
мы ищем комбинации функций 1, х, х2 , являющиеся ортогональ
ными. 

Нам удобнее перейти к симметрично расположенному отрезку, 
например -1 :;;;;;; х:;;;;;; 1, поскольку при этом нечетные степени х 
становятся ортогональными к четным: 

1 1 

1тх= ~ xdx=O, хтх2 = ~ x3dx=0. 
-1 -1 

Следовательно, можно начать процесс Грама-Шмидта, положив 
v1 = l, v2 = х в качестве первых двух перпендикулярных осей, 
так что остается лишь скорректировать угол между 1 и х2 • Поль
зуясь формулой (40), получаем третий ортогональный многочлен 
в виде 

1 

~ х2 dx 
-1 1 

1 х2-3' 

~ 1 dx 
-1 

Построенные таким способом многочлены называются многочлена
ми Лежандра, и они взаимно ортогональны на отрезке -1 :;;;;;; х:;;;;;; 1. 

Проверка. 
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Теперь нетрудно вычислить многочлен наилучшего приближения 
десятой степени, осуществляя проектирование на каждый из пер
вых десяти (или одиннадцати) многочленов Лежандра. 

5. Пусть на отрезке О~ х ~ 1 задана функция f (х) = Vx, и 
мы хотим приблизить ее прямой линией у= С +Dx. Существуют 
по крайней мере три способа отыскания этой наилучшей прямой, 
и, е~ли сравнить их друг с другом, это может прояснить содер

жание всей главы! 

(i) Минимизировать 
1 E2-s (Vx-C-Dx) 2 dx=..!__.!c-.i.n +c2 +cD + vz • - 2 3 5 3 
о 

Приравнивая нулю производные, получаем 

дЕ2 4 
ас=-3 +2с+п =О, дЕ2 = _ _!+С +2D -0 

дD 5 3 - . 

Отсюда получаем решение С= 4/15, D = 4/5. 
(ii) Решить систему [1 х] [~] = [Vx], или Ау= f, методом 

наименьших квадратов. 

1 "l 

~ 1 · 
1· 4 -61 

(ATA)-l=L-6 12.' 
3 .J 

Решение нормальной системы имеет вид 

или 

(iii) Применить процесс Грама-Шмидта для получен11я вто· 
poro столбца х- 1/2, ортогонального первому столбцу: 

1 т ( х - ~ ) = ~ ( х - ~ ) dx = О. 
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Тогда проекция функции Vx равна 

_ Vхт 1 v;т ( х-{) ( 1 ) 

У-IТ!l+(х--})т(х-}) х-2 =-

2 4( 1) 4 4 
=з+s х-2 =15+5х. 

Упражнение 3.3.15. Найти длину вектора v=(l/V2, l/Y4, 1/УВ, ... ) 
и функции f (х) = ех (на отрезке О,,;;;;; х.;;;;; 1). Чему равняется скалярное про11з
Вt>дение функций ех и е-х на этом отрез1<е? 

Упражнение 3.3.16. Приравнивая нулю производную, найти значение Ь1 , 
минимизирующее 

2n 

/1 Ь1 sin x-yl/2 = ~ (Ь1 sin х-у (х)) 2 dx. 
о 

Сравнить с коэффициентом Фурье (47). Если у (х) = cos х, то чему будет 
равен Ь 1? 

Упражнение 3.3.17. Найти коэффициенты Фурье а0 , а1 , Ь1 для ступенча
той функции у (х), равной 1 на отрезке О.;;;;; х,,;;;;; :rt и О на интервале :rt < х < 2n: 

/ cosx 
а1= , 

(cos х) т cos х 
Ь _ ут sin х 

1 - (sin х) т sin х 

Упражнение 3.3.18. Найти следующий многочлен Лежандра, т. е. куби
ческий многочлен, ортогональный к 1, х и х2 -1/3. 

Упражнение 3.3.19. Как выглядит прямая наилучшего приближения для 
nаµаболы у=х2 на отрезке -1,,;;;;;х.;;;;; 1? 

§ 3.4. ПСЕВДООБРАЩЕНИЕ 
И СИНГУЛЯРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ 

Чему равно оптимальное решение х несовместной системы 
Ах= Ь? Мы еще не получили окончательного ответа на этот ос
новной вопрос всей главы. Теперь мы собираемся сделать это. 
Наша цель состоит в указании правила, с помощью которого мы 

находим вектор х- по заданной матрице коэффициентов А и пра
вой части Ь. 

Эта цель уже наполовину достигнута, поскольку мы знаем, 

чему равен вектор Ах. Для произвольного х вектор Ах обяза
тельно лежит в пространстве столбцов матрицы А; он является 
комбинацией столбцов с компонентами вектора х в качестве весов. 

Поэтому оптимальный выбор Ах - представлнет собой точку р в 
пространстве столбцов, ближайшую к заданной точке Ь. Этот вы
бор минимизирует ошибку Е= 11Ах-Ь11. Другими словами, наи-
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лучшая стратегия заключается в проектировании вектора Ь на 
пространство столбцов: 

Ах=р=РЬ. (48) 

В большом числе случаев (я думаю, что они включают боль
шинство практических задач) этого уравнения достаточно для 

отыскания вектора х. (Оно является другой формой записи нор
мального уравнения Ат Ах= Ать, которое возникало в 31 при 
минимизации ошибки Е.) Естественно, что вектор х будет опре
делен лишь в том случае, когда существует только одна комби
нация столбцов матрицы А, дающая вектор р; веса этой комби· 
нации и определяют вектор х. Это соответствует «единственности», 
описанной в гл. 2, и мы знаем несколько эквивалентных условий 

для того, чтобы уравнение Ах= р имело единственное решение: 
( i) столбцы матрицы А линейно независимы, 
(ii) нуль-пространство матрицы А содержит только н)'левой 

вектор, 

(iii) ранг матрицы А равен п, 
(iv) квадратная матрица Ат А является обратимой. 

Для этого случая единственное решение уравнения (48) уже изу
чалось нами в течение всей главы: 

(49) 

Эта сравнительно простая формула включает в себя наиболее 
простой ~лучай-когда матрица А действительно обратима. Тогда 
вектор х совпадает о единственным решением исходной системы 
Ах= Ь: x=A-i (АТ)-1 АТЬ=А-1ь. 

Это обстоятельство дает другой способ для описания нашей 
цели: мы пытаемся определить псевдообратную А+ к матрице, 
которая может не быть обратимой 1). Если матрица обратима, то, 
естественно, А+= A-i. Когда исходная матрица удовлетворяет 
перечисленным выше условиям (i}-(iv}, псевдообратной является 
левая обратная матрица из формулы (49): А+ =(Ат А)-~ Ат. Но 
если условия (i)-(iv) не выполняются и вектор х определяется 
из системы Ах= р не единственным образом, понятие псевдооб
ратной матрицы еще подлежит определению. Мы должны выбрать 

ОДИН из многих векторов, удовлетворяющих системе Ах= р, и 

i) Матрица А+ также называется обратной матрицей Мура-Пенроуэа, 
поскольку именно они ввели зто понятие, или обобщенной обратной к А. Од
нако название «обобщенная обратная» часто применяется к другим матриuам, 
которые обладают не всеми свойствами матрицы А+. Именно позтому мы и 
пользуемся термином «псевдообратная». 
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этот выбор по определению будет считаться оптимальным реше

нием х= А+Ь несовместной системы Ах= Ь. 
Выбор осуществляется по следующему правилу: оптимальным 

среди всех решений системы Ах= р является решение с минималь
ной длиной. Для его отыскания вспомним, что пространство строк 
и нуль-пространство матрицы А представляют собой ортогональ
ные дополнения друг к другу в пространстве Rn. Это означает, 
что любой вектор может быть разложен на две перпендикуляр
ные составляющие-проекцию на пространство строк и проекцию 

на нуль-пространство. Применим это разлGжение к одному из 

ре~ений (обо~ачим его через х0) системы Ах= р. Тогда х0 = 

= xr+w, где -"r принадлежит пространству строк, а w-нуль

пространству. Здесь возникают три существенных момента: 

( 1) Компонента Xr сама является решением системы Ах= р: 
поскольку Aw = О, имеем 

Axr= А (xr+w)=A~=p. 

(2) В~ решения системы Ах= р имеют одну и ту же ком
поненту xr в пространстве строк и отличаются лишь компонен

той из нуль-пространства. «Общее решение равняется сумме 

частного решения (в данном случае это xr) и произвольного ре
шения однородного уравнения». 

(3) Длина такого решения Xr+w удовлетворяет теореме Пифа
гора, поскольку две компоненты взаимно ортогональны: 

Отсюда мы заключаем, что решением с минимальной длиной яв

ляется вектор Xr· Нам следует приравнять компоненту из нуль
пространства нулю, оставив решение, целиком принадлежащее 

пространству строк. 

ЗQ. Оптимальным решением по методу наименьших квадра

тов произвольной системы Ах= Ь является вектор xr (илu х, 
если вернуться к исходным обозначениям), определяемый дву.мя 

условиями: 

( 1) вектор Ах равняется проекции вектора Ь на простран
ство столбцов матрицы А, 

(2) вектор х принадлежит пространству строк матрицы А. 
Матрица, «решающая» систему Ах= Ь, является псевдообрат

ной к А матрицей А+, и она определяется уравнением Х= А+Ь. 
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Легче всего понять смысл псевдообратной матрицы из геомет
рических соображений. Для этого мы вновь обратимся к четы
рем осн<9вным подпространствам матрицы (рис. 3. 7). 

Рис. 8.7. Матрица А и ее псевдообратная А+. 

Матрица А+ сочетает в себе результат применения двух от
дельных шаг~: она проектирует Ь на р и выбирает единствен

ный вектор х из пространства атрок матрицы, являющийся 

решением системы Ах= р. Один крайний случай возникает, когда 
вектор Ь перпендикулярен пространству столбцов матрицы, т. е. 
когда вектор Ь лежит в левом нуль- пространстве. Тогда р = О и 
х О: матрица А+ переводит все векторы из m (Ат) в нуль. Дру
гая крайность состоит в том, что вектор Ь может лежать цели

ком в пространстве столбцов; тог да р = Ь и решение х находится 
путем «обращения» матрицы А. (Мы уже отмечали в 2Z, что 
матрица А обратима, если рассматривать ее просто как отобра· 
жение из ее пространства строк в пространство столбцов; обрат· 
ной будет матрица А+.) 

Произвольный вектор Ь разбивается в соответствии с этими 
двумя предельными случаями: компонента р обращается, давая 

вектор х, а другая компонента Ь-р аннулируется. Из этого 
описания и из рис. 3. 7 можно вывести некоторые основные свой
ства псевдообратной матрицы: 

( 1) Матрица А+ имеет размер п х т. Она применяетоя к век
тору Ь из Rm и дает вектор х из Rn. 

(2) Пространство столбцов матрицы А+ совпадает с простран
ством строк матрицы А, а простраю.:тво строк матрицы А+ сов· 
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падает с пространством столбцов А. (В качестве важного след
ствия получаем, что r (А+)= r (А).) 

(3) Псевдообратная к матрице А+ есть матрица А. 
(4) В общем случае АА + =#= ! , поскольку матрица А может 

не иметь правой обратной, но матрица АА + всегда совпадает 
с матрицей Р, осуществляющей проектирование на пространство 
столбцов: 

АА+Ь=Ах=р=РЬ, 

Пример 1. Матрица 

или 

[
1 о о] 

А= О 1 О 
о о о 

(50) 

не является обратимой. Ее пространство столбцов и простран
ство строк совпадают с плоскостью ху в R3 , которая содержит 
все векторы вида (х, у, О). Нуль-пространством является ось z, 
и. разумеется, оно ортогонально пространству строк. Отыскание 

вектора х начинается с проектирования Ь на пространство столбцов: 

если то 

Затем мы решаем систему Ах= р, т. е. 

[1 О О] гх1' [Ь1 ] О 1 О l~2 = Ь2 , 
0 0 0 Хз_J 0 

(51) 

Решение выписывается легко: х1 = Ь1' х2 = Ь2 и Х3 произвольно. 
Из этого бесконечного семейства решений мы выбираем одн_о, 

имеющее минимальную длину, полагая третью компоненту Х3 

равной нулю. Это дает вектор х (bi, Ь2 , О?, лежащий в прост
ранстве строк (т. е. в плоскости ху), как и должно было быть, 
согласно теории. Наконец, мы находим псевдообратную мат
рицу А+: 

[
1 о о] 

А+= О 1 О , 
о о о 

В нашем случае матрица А+ совпадает с А. Это происходит 
потому, что матрица А действует подобно единичной матрице 
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при отображении своего пространства строк в пространство столб
цов, а все остальное для псевдообратной матрицы несущественно. 

Подведем итог сказанному выше. Оптимальное решение несов
местной системы Ах= Ь 

Х1 +охв +оха= Ь1, 
Oxl + Х2 +охз = bz, 
Ох1 +Ох2 +Ох3 = Ь3 

заключается в том, что мы находим решение первых двух урав

нений и полагаем Х8 = О. 
Пример 2. Пусть 

[
µ1 о о о] 

А=Оµ11 ОО, 
о о о о 

где µ1 > О, µ2 > О. Пространство столбцов этой матрицы вновь 
совпадает с плоскостью ху, так что проектирование вектора Ь 
опять приводит к аннулированию его компоненты вдоль оси z: 
р=РЬ=(Ь1 , Ь11 , О?. Система Ах-р принимает вид 

[ µ~. о о о] r:-l:.11 
= [ь1] µ2 О О х Ь2 • 

о о O _2 О 
Хз 

X4_J 

Первые две компоненты вновь оказываются определенными: 

х1 = Ь 1 /µ 1 , х2 = Ь2/µ2 • Оставшиеся две компоненты должны рав
няться нулю в силу требования минимальности длины, так что 
оптимальное решение имеет вид 

или А +Ь = [µ11 О OJ [Ь1] о µ; 1 о ь 2 • 

о о о ь 
а 

о о о 

Эти два примера являются типичными для всего семейства 
матриц специального вида, имеющих в качестве первых r эле

ментов главной диагонали положительные числа µ1 , ••• , µ, и 
остальные элементы которых равняются нулю. Если обозначить 
такую матрицу через ~. то псевдообратная к ней вычисляется 



170 Гл. З. Ортогональные проекции и метод наименьших квадратов 

в точности так же, как и в приведенных примерах: 

и 

Если матрица ~ имеет размер тх п, то ~+ будет иметь размер 
п х т. Легко видеть, что ранг матрицы~+ равен рангу ~ (т. е. r) 
и что псевдообратная к ~+ совпадает с ~: (I+)+ = ~. 

Эти простые матрицы гораздо полезнее, чем может показаться, 
поскольку они дают новый способ для разложения матрицы А. 
Такое разложение называется сингулярнь1,м разложением, и 
оно отнюдь не столь известно, как того заслуживает. 

ЗR. Произвольная матрица размера тх п может быть пред
ставлена в виде А= Q1~Qf, где Q1 есть ортогональная мат
рица размера тхт, Q2 -ортогональная матрица размера 
п х п, а матрица ~ имеет специальную диагональную форму, 
описанную выше. 

Числа µ1 называются сингулярными числами матрицы А. Это 
разложение немедленно приводит к явной формуле для псевдо
обратной матрицы-результат, которого нам так не хватало. 
Для этого частного случая (но не для общего-см. формулу (60) 
ниже) мы собираемся «псевдообратить» все три сомножителя по 
отдельности и затем перемножить их, как обычно, в обратном 
порядке. Поскольку обратная к ортогональной матрице совпа
дает с транспонированной, формула будет иметь вид 

(52) 

Эта формула легко доказывается непосредственно из прин
ципа наименьших квадратов. Умножение на ортогональную мат
рицу Ql не изменяет длину вектора (согласно ЗN), так что мини
мизируемая ошибка имеет вид 

IIAx-Ьll=II Q1~Qfx-Ьll=ll~Qfx-QlЬII · (53) 

Введем новый неизвестный вектор у= Qlx= Q21x, длина кото
рого совпадает с длиной вектора х. Тогда мы будем минимизи

ровать вt-личину p:y-Qlb 11, и оптимальное решение у (т. е. ре
шение с минимальной длиной) имеет вид У= ~+QJЬ. Следова-
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тельно, 

(54) 

Доказательство справедливости приведенного сингулярного 
разложения основано на главном результате из гл. 5: для сим
метрической матрицы вида Ат А существует ортонормированный 
набор «собственных векторов» xi, ... , хп (которые образуют 
столбцы матрицы Q2): 

А 1 Ахi=Л.;Х;, причем xJx1= 1 и XfXi=O для j=#=i. (55а) 

Умножая скалярно на х1 , получаем, что л/~ О: 

или IIAx;JJ2=л;, (55Ь) 

Предположим, что числа л.1 , ••• , л.r положительны, а остальные 
n-r векторов Axi и чисел л.1 равны нулю. Для положительных 
л; положим µi = Vл.1 и Yt = Ax1/µi. Из (55Ь) следует, что Yt 
являются единичными векторами, причем ортогональными (что 
вытекает из (55а)): 

ТАТ т т XJ Ах1 л1х1х; =О . 
У1У1= µjµi µ/µ; для j=:/=t. 

Следовательно, мы имеем систему r ортонормированных векторов, 
которая может быть расширена до полного ортонормированного 
базиса Yi, ... , Yr• ••. , Ут, образующего столбцы матрицы Q1, 

при помощи процедуры Гfама-Шмидта. Тогда элементами мат
рицы Ql AQ2 будут числа у1 Ах 1, равные нулю при i > r (поскольку 
в этом случае Ах1 = О) и равные yfµ 1y1 при i ~ r. Последние 
равняются нулю при j =:/= i и µ1 при j = i. Другими словами, 
матрица Q[ AQ2 в точности совпадает со специальной матрицей i, 
у которой на главной диагонали расположены числа µ1• Следо
вательно, А= Q1~Q[. Матрицы вращения Q1 и Q2 поворачивают 
пространство столбцов матрицы А до совпадения с пространством 
строк, так что матрица А переходит в диагональную матрицу i. 

Пример 3. Если А есть вектор-столбец [:] , то Ат А будет 
матрицей первого порядка [25], и ее единственный собствекный 
вектор равен х = [1]. Это и есть матрица Q2 • Затем мы находим 

л = 25, µ = 5 и у1 =Ах/µ= [:j~ J . Второй столбец матрицы Q1 

1) На практике бывает полезно выделить очень маленькие числа µi и заме
нить их нулями. В противном случае ошибки округления или эксперимента 

легко могуr дать, например, число µ, = 10-6, так что µ,'1 = юв и пссвдооб
ратная матрица окажется «плохой». Это свидетельствует о крайней неустойчи· 
вости ранга и, следовательно, псевдообратной матрицы. 
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должен быть ортогонален к у1 , так что 

Это и есть требуемая диагональная форма. Псевдообратной 
к столбцу 1: являt-тся строка 1;+ = [1/5 О], так что окончательно 
имеем А+= Q2:I:+QJ = [3/25 4/25]. Отметим, что А+ А=/; в дан
ном примере ранг равен r = п = 1, так что псевдообратная яв
ляется левой обратной матрицей. 

Разумеется, сингулярное разложение требует отыскания орто
гональных матриц Q1 и Q2, что, как правило, невозможно осу
ществить при помощи операций над строками. Ближе по духу 

к нашему изложению было бы п0пытаться вычислить вектор х 
непосредственно из сомножителей L и U метода Гаусса. Резуль
тат напоминает и-1L- 1-разложение матрицы А-1 , и, поскольку 
найти его где-либо невозможно, мы приведем полное доказатель
ство, которое, разумеется, при чтении можно опустить 1). 

Идея состоит в отбрасывании нулевых строк матрицы U, как 
это уже делалось на стр. 120. Если матрица А имеет ранг ,, то 
таких строк будет m-r. Одновременно мы отбрасываем также 
и последние т -r столбцов матрицы L, или матрицы p- 1L, если 
в процессе исключения придется делать перестановки строк мат

рицы. Обозначим через V оставшуюся от U матрицу размера 
rxn, а через [-оставшуюся от L матрицу размера mxr. 

Пример 4 (когда ранг r равен 2). 

А = [~ :] = [~ ~ ~] [~ ~] = [~ 
37 311 00 3 

~] =LU. 

Последний столбец матрицы L-который умножается лишь на 
последнюю строку матрицы U -устраняется без изменения ска

лярного произведения: LV = [ U. Отметим два существенных 
обстоятельства: 

( 1) U есть матрица размера r х п и ранга r. Ее пространствl!> 
строк совпадает с пространством строк матрицы U, поскольку 
мы удаляем лишь нулевые строки. Следовательно, пространства 

строк матриц U и А совпадают. 

1) Мы не считаем, что новая и более «элементарная» формула (56) будет 
удобнее для вычислений, чем (52) или процесс Грама-Шмидта. Скорее всего. 
как раз наоборот. 
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(2) [ есть матрица размера т х r, и она также имеет ранг r; 
матрица L (и матрица Р так же) обратима, так что ее первые r 
столбцов являются линейно независимыми. Как отмечалось в§ 2.6, 
пространства столбцов матриц I и А совпадают. 

При помощи разложения А =LЙ мы можем, наконец, явным 
образом построить матрицу А+: 

3S. П севдообратная к произвольной матрице размера т х п 
дается формулой 

А+= uт (И uт)-~ (P[)-i ·u. (56) 

Наша цель-проверить, что вектор А +Ь является оптималь
ным решением х задачи о наименьших квадратах Ах=Ь. Это и 
будет служить доказатель~вом правильности формулы (56). Как 
отмечалось выше, вектор х должен удовлетворять двум условиям: 

он должен лежать в пространстве строк матрицы А, и вектор 

Ах должен равняться проекции р вектора Ь на пространство 
столбцов. Поэтому доказательство заключается в сопоставлении 

этих свойств с двумя свойствами (для матриц И и I), приве
денными выше. 

(1 ') Если записать вектор А +Ь в соответствии с (56), то он 
будет произведением матрицы [Jт (в левой части формулы) и 
некоторого вектора у. Другими словами, он будет комбинацией 

столбцов матрицы uт. Поскольку эти столбцы являются стро
ками матрицы И, вектор А +Ь принадлежит пространству строк 

матрицы И, т. е. прострацству строк матрицы А. Таким образом, 
первое условие выполняется. 

(2') Умножая А +ь на матрицу А, мы надеемся получить вектор р: 

АА +ь = (L инит (И uт)- 1 (Р'[)- 1 zть] = I (IT[)- 1 Рь. (57) 

Но I (fТI)-~ V в точности совпадает с матрицей проектирова
ния на пространство столбцов матрицы I. Следовательно, фор
мула (57) дает вектор р = РЬ. Таким образом, вектор А +ь удов
летворяет обоим условиям оптимальности решения, и справедли
вость формулы (56) установлена. 

Упражнение 3.4.1. Найти псевдообратную к нулевой матрице А =0 раз· 
мера т Х п и объяснить ход рассуждений при этом. 

Упражнение 3.4.2. Для матрицы ранга I разложения А =LU и А =иvт 
совпадают: оба они являются произведениями вектор-столбца на вектор-строку. 
Для 

А=[' 1 IJ 
1 1 1 

и 
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вычислить матрицу А+ и вектар х. Спроектировав вектор Ь на пространство 

столбцов, показать, что Ах=р. 

Упражнение 3.4.3. Если матрица А имеет ортонормированные столбцы, то 
что можно сказать об псевдообратной к ней? 

Упражнение 3.4.4. Если матрица ААТ обратима, то А+=Ат(ААТ)- 1 и 
i°=A+b. 

(а) Проверить, что Ах=Ь. 
(Ь) Для матрицы А= [1 1) найти оптимальное решение уравнения 

u+v=3. 

Упражнение 3.4.5. Первоначально матрица А+ была введена Пенроузом 
иэ других соображений: он доказал, что для произвольной матрицы А суще
ствует, и притом единственная, матрица А+, удовлетворяющая четырем усдовиям 

(i) АА+А =А, (ii) А+АА+=А+, 

(Ш) (АА+)т =АА+, (iv) (А+А)т = А+А. 
Мы предпочли дать более геометрическое и более интуитивное опрцеление 
(для той же самой матрицы А+!), но алrебраичность только что данного опре
деления упрощает проверку того, что данная матр1ща является псевдообратной. 

(а) Показать, что если А является матрицей проектирования (т. е. А 2 = А 
и А=Ат), то при А+ =А все четыре требования (i)-(iv) буJJ.ут выподнt>ны. 
Поэтому псевдообратная совпадает с исходной матрицей А, как в примере 1 
или в уиражнении 3.4.1. 

(Ь) Показать, что матрица (А+)Т удовлетворяет требованиям длч псевдо-
обратной к матрице АТ. так что (АТ)+ =(А+)т. (Следствие: если А-симмет
рическая матрица, то А+ также будет симметрической.) 

(с) Показать, что псевдообратная к матрице А+ совпа]J.ает с А, как это 
было показано выше для матрицы ~ и справедливость чего утвержда.11ась для 

произвольной матрицы А. 

§ 3.5. ВЗВЕШЕННЫЕ НАИМЕНЬШИЕ КВАДРАТЫ 

Вернемся на время к простейшему случаю з~чи о наимень

ших квадратах и оценим средний вес пациента хна основе двух 
измерений х = Ь1 и х = Ь2 • При несовпадении результатов изме
рений мы приходим к несовместной сист6Ме двух уравнений от
носительно одного неизвестного: 

До сих пор мы считали эти два наблюдения равнозначными и 

искали величину х, которая давала бы минимум функции 
Е1 = (х -Ь1)2 + (х-Ь2)2 : 

при 
- Ь~. +ь1 
Х=-2-· 
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Оптимальная величина х равняется среднему арифметическому 
измерений. 

Предположим теперь, что эти два измерения неравнозначны. 
Значение х=Ь1 могло быть получено в результате более точных 
измерений (или, в статистической задаче, из большей выборки), 
чем значение х=Ь2 • Но мы все-таки не хотим целиком полагаться 
на значение х = Ь1 , так как в измерении х = Ь2 также содержится 
некоторая информация. Простейший компромисс состоит во вве
дении различных весов w}, с которыми будут браться наши изме

рения, и в выборе числа х, минимизирующего взвеш.енную сумму 
квадратов: 

(58) 
Если w1 > w2 , то доминирующим будет первое измерение, т. е. 
процесс минимизации будет сильнее уменьшать (х-Ь1)2. Вычисляя 

dixz =2 [wf(x-b1 ) +wHx-b2)] 

и приравнивая это выражение нулю, получаем новое решение xw: 
- ~Ь1+ w:ь2 
Xw= 2 2 (59) 

[Q.'1+w2 

Вместо среднего арифметического чисел Ь1 и Ь2 для случая 

w1 = w1 = 1 ~v будет взвешенным средним значением данных. 
Это среднее ближе к Ь1 , чем к Ь2 • 

Взвешенные наименьшие квадраты можно трактовать двояко. 
С одной стороны, можно посмотреть, какая обычная задача 
о наименьших квадратах будет приводить к функции Е2 вида (58). 
Эта задача имеет вид 

[ w1 ] [х]= [w1b1 ] 

w2 W2Ь2 

с 

Это в точности совпадает со взвешенной ошибкой Е2 ДJJЯ исход
ной задачи. При введении весов мы заменяем исходную систему 
Ах=Ь на новую систему W Ах= Wb, где 

А = [ ~] и W = [ ~1 ~J . 
Взвешенное решение Xw представляет собой решение обычной 
задачи о наименьших квадратах W Ах= Wb. 

Такой взгляд приводит к очевидному, но важному следствию: 
мы должны ожидать изменения решения по методу наименьших 

квадратов при замене исходной системы на систему W Ах= Wb. 
Отметим, что при обратимой матрице А никаких изменений не 
происходит: в исходном случае имеем х = А-1ь, а с весами 
x=(WA)-1 Wb=A-1w- 1Wb=A- 1b. Точные решения совпадают, 
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в то время как для задачи о наименьших квадратах решения 

х==А+Ь и Xw=(WA)+ Wb различны. Эrо обстоятельство, вообще 
говоря, не удивительно, но оно приводит к неприятному следствию. 

ЗТ. Основное правило обращения произведения матриц, 
(ВА)-1 = А - 1 в- 1 , не выполняется для псевдообратных матриц, 
т. е. в общем случае 

(60) 

До к аз ат е .11 ь ст в о. Если правило обращения выполн~ется 
для некоторой обратимой матрицы W, такой, что псевдообратная 
к ней совпадает с обратной, то взвешенное решение xw будет 
иметь вид 

xw=(WA)+ Wb=A+W- 1Wb=A+b=x. 

Но xw не равно х, так что правило действительно не выпол
няется. 

Вторая точка зрения на взвешенные наименьшие квадраты 
состоит в том, что вместо перехода от системы Ах=Ь к W Ах= Wb 
мы можем сохранить исходные уравнения, но изменить опреде
ление дАины. Естественным определением длины для «взвешен
ной» за,J\ачи является взвешенная сумма квадратов: 

вектор v = [::] имеет длину llvllw= (wM+wM)Ф. (61) 

Сделав такое изменение, будем минимизировать ошибку Е= 
=11 Ax-bllw обычным методом. Поскольку Е2 в точности является 
взвешенной суммой квадратов, ее минимум достигается в точке 

xw, При новом определении длины ближайшая к Ь точка пере
двинется от Ах к Axw, Вероятно, наилучшим способом иллюст
рации этого является перемасштабирование координатных осей 
(рис. 3.8). Проекция сдвигается вниз по прямой, заменяя 

- Ь1 + Ь2 3 - ~Ь1 +w:ь2 < 3 
Х=-2-=4 на Xw= 2 2 4· 

w1+w2 

А=[~] 

Рис. 9.8. Изменение длины и изменение вектора х. 
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3 
Поскольку взвешенное среднее оказывается меньше 4 , эта точка 

1 
будет ближе к первому измерению Ь 1 = 2 , чем ко второму Ь2 = 1. 
Растягивая одну координатную ось по сравнению с другой, мы 
тем самым придаем ей большее значение. 

ВЕСА, ДЛИНЫ И СКАЛЯРНЫ~ ПРОИЗВЕД.ЕНИЯ 

В следующих абзацах мы хотим показать, что рассмотренный 
пример является типичным для всех задач о взвешенных наимень

ших квадратах. Одновременно мы рассмотрим все возможные 
определения скалярного произведения двух векторов и соответ

ствующие им определения длины. К счастью, такое глобальное 
обобщение очень легко осуществить. 

Начнем с задачи о наименьших квадратах Ах=Ь. Если т 
наблюдений Ь1 , ••• , Ьт неравнозначны, то с т уравнениями будут
связаны т различных весов w1 , ••• , wm. Это обобщение исходного, 
примера, но на самом деле здесь имеется и более глубокое обоб
щение. Кроме неравнозначности, наблюдения могут не быть не
зависuмыми. В этом случае мы также вводим коэффициенты wiJ•· 
характеризующие связь i-ro и j-ro наблюдений. Тогда система 

Ах= Ь заменяется на W Ах= Wb. (62) 

Числа Wi, ••• , и•п располагаются на главной диагонали матрицы W 
(теперь мы будем обозначать их через w11 , ••• , wпп), а связываю
щие коэффициенты, ее.пи таковые вообще имеются, являются 
внедиагональными элементами матрицы. 

Замечание. В статистике это приблизительно соответствует 
введению коэффициентов регрессии, или, после нормализации, 
коэффициентов корреляции. Точная связь между матрицей весов W 
и статистической матрицей ковариации V приводится в конце этой 
главы. 

Для решения новой задачи W Ах= Wb нужно лишь вернуться 
к нормальным уравнениям АТ Ах= АТЬ исходной задачи и сделать 
соответствующие изменения, т. е. заменить А на W А, а Ь на Wb. 

ЗU. Если столбцы матрицы А линейно независимы (ее ранг 
равен п) и матрица W обратима, то решение по методу наи
меньших квадратов для задачи W Ах= Wb находится из взве
шенных нормальных уравнений: 

(Атwтw А) xw = Атwтwь. {63) 
Если обозначить матрицу wтw через Н, то 

xw = (Атн А)- 1 Атнь. 
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Этим завершается первый подход к методу взвешенных наи
меньших квадратов, и теперь мы переходим ко второму подходу. 

Вспомним, что в примере, с которого мы начинали этот пара
граф, основная идея заключалась в изменении определения длины. 
Проделаем то же самое и для более общей матрицы весов W: 

3V. Для произвольной обратимой матрицы W можно опреде
лить новую длину и скалярное произведение по следующим пра
вилам: новая длина вектора х равняется старой длине век
тора W х, а новое скалярное произведение векторов х и у 
равняется старому скалярному произведению векторов Wx и Wy: 

Jlxllw=IIWxll и (х, Y)w=(Wx?(Wy)=xтwтwy 1). (64) 

Длина и скалярное произведение связаны обычным правилом 

11 х IIYv = (х, x)w > О для всех ненулевых век.торов х. (65) 

Это определение фактически описывает все возможные ска
лярные произведения, т. е. все способы получения числа, кото
рое линейно зависит от векторов х и у и положительно при 
х =у=!= О. Именно это условие положительности приводит к тре
бованию обратимости матрицы W, поскольку в противном случае 
в нуль-пространстве этой матрицы найдется ненулевой вектор х, 
и длина этого вектора будет равняться 11 х llw = 11 W х 11 = 11 О 11 = О. 
Мы не допускаем, чтобы ненулевой вектор имел нулевую длину. 

Вернемся к задаче о наименьших квадратах Ах= Ь с матри
цей весов W. Можно получить геометрическое истолкование этой 
задачи, используя новые определения длины и скалярного про

изведения. Оптимальный выбор вектора Ах, минимизирующего 
ошибку Ах-Ь,- это вновь точка р в пространстве столбцов 
матрицы А, ближайшая к Ь. Но слово «ближайuюя» здесь нужно 
понимать в терминах нового определения длины. Теперь мы ми
нимизируем величину IIAx-bllw=IIWAx-Wbll· Эта точка р (или, 
вернее, Pw, поскольку она зависит от матрицы W) вновь оказы
вается проекцией точки Ь на пространство столбцов, а вектор 
ошибки b-Pw ортогонален этому пространству. Имеется, однако, 
и изменение: ортогональность теперь означает равенство нулю 

нового скалярного произведения. Поэтому точка Pw= Aiw опре
деляется из условия, что вектор b-pw перпендикулярен всем 
векторам Ау из пространства столбцов: 

(Ay)ТWTW(b-Axw)=O для всех у. 

1) Матриitа Н = wт W при обратимой матрице W -это в точности поло· 
жительно определенная Аtатрица из гл. 6. 
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Вектор, на который умножается уТ, должен равняться нулю, 

дтwтW(Ь-Ах;_)=О, или лтwтWАхw=Атwтwь, 

и мы вновь приходим к взвешенным нормальным уравнениям (63). 
Будем пессимистами и, не веря всему сказанному, попытаемся 

изобразить (рис. 3.9), как выглядит эта новая перпендикуляр
ность. Мы можем либо растягивать пространство в соответствии 
с матрицей W (рис. 3.8), либо сохранить исходные оси и стра-

1 
1 

,ь= [~] 
' ' ' ' ' 

А=С] 

_ 5 [1] 
Pw =А Xw"" f3 1 

1 
I 

Рис. 8.9. Взвешенные наименьшие квадраты и W-перпендикулярность. 

дать от созерцания углов, которые не выглядят прямыми, но 

считаются таковыми. 

Задача, соответствующая этому рисунку, такова: 

WAx=Wb, или 

Взвешенные нормальные уравнения имеют вид 

(W A?W Axw= (W А? Wb, 
или 

- 5 
Хw=1з· 

В качестве последнего замечания о методе наименьших квад
ратов сравним наш подход с подходом, который обычно приме
няется в статистике. Предполагается, что ошибки для т урав
нений Ах=Ь в среднем дают нуль и матрицу ковариации V. 
Тогда оптимальная оценках является решением системы нормаль
ных уравнений ATV-JAx= лтv-1ь U эти уравнения совпадают. 



180 Г 11. 3. Ортогон.альн.ые проекции и метод н.аимен.ьших квадратов 

с (63) при условии, что в качестве Н = wтw выбрана обратная 
к V матрица. 

Упражнение 3.5.1. Для матрицы W = l ~ ~] найти оптимальный вектор 
xw, когда наблюдение х = 4 берется с вдвое большим весом, чем наблюдение 
x=I: w1 =2 и w2 =1. 

Упражнение 3.5.2. При той же самой матрице W какие векторы W-пер

гrендикулярны к вектору Ь = [ ~ J? Чему равняется взвешенная длина II Ь llw 
вектора Ь? 

Упражнение 3.5.3. Если W = [~ : 1 · то чему равняется оптимальное сред
нее X\V наблюдений х= 1 и х=О? 

Упражнение 3.5.4. Для какой матрицы W новая длина и новое скалярное 
произведение совпадают с исходными? 

ОБЗОРНЫЕ УПРАЖНЕНИЯ 

3.1. Как связано произведение (АВС)1 с каждой из матриц АТ, вт и СТ? 

3.2. Записать матрицу ранга 

А=[: :J 
и транспонированную АТ в ви,11,е uvT. 

3.3. Чему равен угол между векторами а= (2, -2, 1) и Ь ;= (1, 2, 2)? 

3.4. Чему равна проекция р вектора b=(I, 2, 2) на вектор а=(2, -2, 1)? 

3.5. Вычислить косинус угла между векторами (3, 4) и (4, 3). 

3.6. Чему равна проекция вектора b=(I, 1, 1) на плоскость, порожден
ную векторами (1, О, О) и (1, 1, О)? 

3.7. Какой вид имеют нормальные уравнения для системы и=О, V=2, 
и+v=4? Чему равны и и ii? 

3.8. Построить матрицу проектирования Р на пространство, порожденное 
векторами (1, 1, 1) и (О, 1, 3). 

3.9. Какой вид имеет прямая наилучшего приближения для данных: у=О 
при х-=0, у=О при х= 1, у= 12 при х=3? 

3.10. Найти прямую вида y=Dt, дающую наилучшее приближение д.~я 
данных: у= 1, t= 1 и у= 1, t=2. 

3.11. Какая константа наилучшим образом приближает функцию у=х4 
в смысле метода наименьших квадратов на отрезке О с;;;; х ..;; 1? 
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3.12. Если матрица Q ортогональна, то будет ли ортогональна матрица QЗ? 

3.13. Выписать все ортогональные матрицы третьего порядка, состоящие 
только из нулей и единиц. 

3.14. Какое кратное вектора щ=[:J нужно вычесть из а2 =[~]· чтобы 
получившийся в результате вектор был ортогонален к а1? Изобразить это на 
рисунке. 

3.15. Нормализовать ортогональные векторы, полученные в предыдущем 
упражнении. Это завершит процесс Грама-Шмидта. Представить матрицу 

А=е ~] 
в виде A=QR. 

3.16. Представить матрицу 

[ cos 0 sin 0] 
siп 0 О 

в виде QR, учитывая, что ее первый столбец уже является вектором единич· 
ной длины. 

3.17. Найти псев;~:ообратную к матрице А=[З О]. 

3.18. Чему равняется скалярное произведение векторов (1, О) и (О, 1) 
при матрице весов 

W=[~ ~]· 
3.19. Ес,qи каждый из элементов ортогональной матрицы равен 1/4 либо 

-1/4, то каков размер этой матрицы? 



Глава 4 

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

§ 4.1. ВВЕДЕНИЕ 

Трудно решить, что именно следует сказать об определителях. 
Лет семьдесят назад казалось, что определители важнее матриц, 
из которых они получаются, и была опубликована четырехтом
ная «История определителей» Мура. Направление развития мате
матики, однако, меняется, и сейчас теория определителей достаточно 
далека от основных проблем линейной алгебры. Действительно, 
одно число слишком слабо характеризует матрицу. 

Одна из точек зрения состоит в том, что определитель дает 
явную «формулу», ,;жатое и конкретное выражение в замкнутой 
форме для таких величин, как А-1 • На самом деле эта формула 
не используется для вычисления А- 1 или А-1ь. Более того, сам 
определитель находится с помощью метода исключения, который 
может трактоваться как наиболее эффективный способ для под
становки элементов заданной матрицы в формулу для определи
теля. Общая формула важна потому, что она показывает зави
симость величины определителя от каждого из п2 элементов 
матрицы. 

Перечислим основные применения определителей. 

1. Определитель дает критерий для проверки обратимости 
матрицы. Если определитель матрицы А равен нулю, то эта 
матрица вырожденна, а если det А =I= О, то А обратима. Этот кри· 
терий наиболее важен применительно к семейству матриц А -"л/ 
(чем и объясняется существенность данной главы для всей книги 
в целом). Параметр "л вычитается из всех элементов главной диа
гонали, и наша задача заключается в отыскании <rex зна•,ений "л 
(собственных значений), при которых матрица А-"л/ будет вы
рожденной. Приведенный критерий показывает, что для этого 
достаточно выяснить, когда определитель матрицы А-"л/ будет 
равен нулю. В дальнейшем мы увидим, что этот определитель 
является многочленом степени п от "л и, следовательно, с учетом 
кратности, имеет в точности п корней; таким образом, матрица 
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(порядка п) имеет п собственных значений. Это один из фактов, 
получаемых с помощью формулы для определителя, а не непо
средственным вычислением. 

2. Определитель матрицы А равен объему параллелепипеда Р 
в п-мерном пространстве, построенного на векторах, совпадающих 

со строками матрицы А (рис. 4.1) 1). Необходимость в вычисле-

z 

:с 

Рис. 4.1. Параллелепипед, образованный строками матрицы А. 

нии такого рода объемов может показаться странной, но на самом 
деле Р обычно является элементом объема в кратном интеграле. 
В простейшем случае это кубик dV = dx dy dz в интеграле 

) ) ) f (х, у, z) dV. Если для упрощения подынтегрального выра
жения мы осуществим замену переменных х, у, z на х', у', z' по 
формулам х = х' cos у', у= х' sin у', z = z', то элемент объема 
dxdydz перейдет в Jdx' dy' dz' (подобно тому, как это происходит 
в одномерном случае, когда дифференциал dx преобразуется в 
(dx/dx') dx'). Здесь J есть определитель Якоби (якобиан), являю
щийся трехмерным аналогом коэффициента подобия dx/dx', 

дх/дх' дх/ду' дх/дz' cos у' -х' sin у' О 

J = ду/дх' ду/ду' ду/дz' = siny' х' cosy' О 

дz/дх' дz/ду' дz/дz' О О 

и он оказывается равным х'. В полярных, или, точнее, в цилинд
рических координатах, где элемент объема равен r dr d8 dz, это r. 
(Если мы попытаемся нарисовать «кубик» rdrd8dz, то он будет 

1) В качестве векторов для построения параллелепипеда можно взять и 
столбцы матрицы А, в результате чего получится совсем другой параллеле
пипед того же объема. 
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выглядеть искривленным, но при уменьшении длин сторон будет 
«выпрямляться».) 

3. Определитель дает явную формулу для ведущих элементов 
матрицы. Теоретически мы могли бы пользоваться им, чтобы 
выяснить заранее, когда ведущий элемент будет равен нулю и 
потребуется перестановка строк матрицы. Гораздо важнее, однако, 
что из формулы 

det А =±(произведение ведущих эле:v1ентов) 
вытекает следующее свойство: независимо от порядка шагов в 
методе исключения произведение ведущих элементов неизменно 
с точностью до знака. Раньше из этого делали вывод о беспо
лезности перестановки стро1< матрицы для устранения слишком 

маленького ведущего элемента, считая, что он все равно должен 

появиться. Но на самом деле (и зто часто происходит}, если мы 
не исключаем «ненормально» малый ведущий элемент, то за ним 
вскоре следует «ненормально» большой; в результате их произ
ведение приходит в норму, но численное решение оказывается 

неверным. 

4. Определитель показывает зависимость величины А-1ь от 
каждого элемента вектора Ь. Если • ходе эксперимента изменяется 
один из параметров или уточняется одно из наблюдений, то 
«коэффициентом влияния» этих изменений на х = А-1 11 является 
отношение определителей. 

Имеется еще одна проблема, связанная с определителями. 
Трудно не только решить, насколько они важны и каково их 
место в линейной алгебре, но и выбрать их определение. Ясно, 
что det А не будет очень простой функцией от п2 переменных; 
в противном случае найти A-J. было бы значительно проще, чем 
это есть на самом деле. Явная формула, приведенная в § 4.3, 
потребует тщательного разъяснения, и ее связь с обратной ма
трицей далеко не очевидна. 

Из связанных с определителями вопросов наиболее простым 
оказывается выяснение их свойств, а не нахождение явного выра
жения для них. Поэтому естественно начать изложение следую
щим образом. Определитель может быть (и будет) введен при 
помощи трех основных его свойств, и задача состоит в том, как, 
используя эти свойства, вычислить значение определителя. Такой 
подход вернет нас к методу исключения Гаусса и к произведению 
ведущих элементов. Теоретически наиболее трудным здесь будет 
доказательство того факта, что независимо от порядка исполь
зования упомянутых выше свойств, результат всегда будет один 
и тот же и эти свойства определителя образуют непротиворечи
вую систему. 

В следующем параграфе перечисляются основные свойства 
определнтеJ1я и наиболее важные следствия из них. В§ 4.3 дается 
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несколько возможных формул для определителя: явная формула 
с п! членами, рекуррентная формула и формула, использующая 
ведущие элементы (именно она и применяется на практике при 
вычислении определителей больших матриц). В § 4.4 определи
тель используется для вычисления А-1 и решения уравнения 
х= А-1ь (правило Крамера). И, наконец, в дополнительном за
мечании о перестановках мы докажем, что выбранные свойства 
определителя непротиворечивы, откуда будет следовать коррект
ность такого выбора. 

§ 4.2. СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ 

Список этих свойств занимает довольно много места, однако 
они весьма просты и легко иллюстрируются на матрицах второго 

порядка. Поэтому будем проверять, что известная формула для 
определителя 

det [; ~] = 1; : 1 = ad- Ьс 
обладает каждым из перечисленных ниже свойств. (Существует 
два общепринятых обозначения для определителя матрицы А: 
det А и I А 1-) Мы покажем также, что все свойства определите
лей, начиная с четвертого, можно получить из предыдущих; 
таким образом, каждое из этих свойств будет следствием пер
вых трех. 

1. Определитель является линейной функцией своей первой 
строки. Это означает, что если имеются матрицы А, В и С, от
личающиеся друг от друга только элементами своих первых 

строк, и первая строка матрицы А является линейной комбина
цией первых строк матриц В и С, то det А есть линейная ком
бинация с теми же коэффициентами определителей det В и det С. 
Поскольку термин «линейная комбинация» подразумевает как 
умножение векторов на числа, так и сложение векторов, мы по

лучаем две формулы: 

1 а~а' Ь ~Ь' 1 = (а +а') d-(Ь +Ь') с= 1: : 1 + 1:' ь~ \. 

1 t: t:1= tad-tbc= t 1: :1. 
Подчеркнем, что эта формула в корне отлична от неверной фор
мулы det (В+ С)= det В+ det С; изменения допускаются лишь в 
одной строке матрицы. 
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2. При перестановке двух строк матрицы ее определитель 
меняет знак. 

Отсюда следует, что свойство 1 относится не только к первой, 
но и к любой другой строке матрицы, так что определитель яв
ляется линейной функцией каждой своей строки. 

3. Определитель единичной матрицы равен 1. 

,~ ~1=1. 
Это свойство является нормализующим; два предыдущих дают 
«одномерное пространство» определителей, а это выделяет среди 
них один. 

4. Если матрыца А и.меет две одинаковые строки, то det А=О, 

1: :1=аЬ-Ьа=О. 
Доказательство следует из свойства 2; при перестановке двух 
строк матрицы знак определителя должен измениться на проти

воположный, но, с другой стороны, он должен остаться прежним, 
поскольку матрица не изменяется. Следовательно, det А =0. (Рас
суждение теряет силу в булевой алгебре, где 1 = -1. В этом 
случае основное свойство 2 должно быть заменено свойством 4.) 

5. Элементарное преоf.разование, состоящее в вычитании строки, 
у.чноженной на постоянную, из другой строки, не из.меняет вели
чины определителя. 

/а~ lc b~ld 1 = 1: :1. 
Используя свойство 1, мы получаем дополнительный член z l ~ ~ 1, 
но из свойства 4 следует, что он равен нулю. 

6. Если одна из строк матрицы А нулевая, то det А= О. 

\~ ~1=0. 
Одно из доказательств состоит в том, что к нулевой строке при
бавляется какая-либо другая строка матрицы. При этом опреде
литель по свойству 5 остается неизменным, но в матрице появ
J1яются две одинаковые строки и по свойству 4 det А= О. 
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7. Если матрица А треугольная, то det А равен произведе
нию а11а22 •• • а"11 элементов главной диагонали. В частности, если 
главная диагональ матрицы состоит из единиц, то det А= 1. 

1: ~l=ad. 

До к аз а тел ь ст в о. Пусть диагональные элементы матрицы 
отличны от нуля. Тогда элементарными преобразованиями можно 
исключить все внедиагональные элементы, не изменяя при этом 

величины определителя (по свойству 5). В результате получим 
диагональную матрицу 

(Это обычный метод исключения, если А-нижняя треугольная 
матрица; если же А -верхняя треугольная матрица, то каждая 
умноженная на некоторый коэффициент строка вычитается из 
строк, стоящих выше нее). Для вычисления определителя ма
трицы D нужно последовательно применять свойство 1; вынося 
каждый элемент аи, получим единичную матрицу, определитель 
которой нам известен: 

det D = а11а22 ••• а"11 det / = а11а22 ••• а"11 • 

Если какой-либо диагональный элемент матрицы А равен 
нулю, то эта матрица вырожденная и, согласно следующему 

свойству, ее определитель равен нулю. 

8. Если матрица А вырожденна, то det А = О. Если А невы
рожденна, то det А =I= О. 

f ас db] L вырожденна тогда и только тогда, когда ad-bc= О. 

Если А-вырожденная матрица, то элементарными преобразова
ниями она приводится к матрице И с нулевой строкой. Тогда 
по свойствам 5 и 6 det А= det И= О. Обратно, предположим, что 
матрица А невырожденна. Тогда элементарными преобразованиями 
и перестановкой строк она приводится к верхней треугольной 
матрице И с ненулевыми ведущими элементами df, .•. , d" на 
главной диагонали и по свойству 7 det А= + det И=± d1 ••• d,.. 
Знак плюс или минус зависит, согласно свойству 2, от того, 
является число перестановок строк четным или нечетным. 
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9. Для любых двух матриц размера п х п определитель 
их произведения равен 11роизведению определителей: det АВ= 
=(detA)(detB). 

Это эквивалентно тождеству 

(ad-bc) (eh-fg)= (ae+bg) (cf +dh)-(af +Ьh) (ce+dg). 

В частности, если матрица А обратима, то det А det A-:i. ""' 
=det AA-J = det / = 1 или det А- 1 = 1/det А. 
Мы приведем два возможных доказательства этого наименее 

очевидного пока свойства, предполагая, что матрицы А и В не
вырожденные (в противном случае матрица АВ будет вырожден
ной и равенство det АВ = det А det В легко устанавливается: по 
свойству 8 оно эквивалентно равенству О= О). 

(i) Можно рассмотреть величину d (А)= det AВ/det В и дока
зать, что она обладает свойствами 1- 3; тогда, поскольку опре
делители вводятся при помощи этих трех свойств, величина d (А) 
должна равняться det А. Например, если А является единичной 
матрицей, то d (/) = det 8/det В= 1; следовательно, величина d (А) 
обладает свойством 3. При перестановке двух строк матрицы А 
то же самое произойдет с соответствующими строками матрицы АВ 
и знак величины d изменится в соответствии со свойством 2. 
И, наконец, линейная комбинация в первой строке матрицы А 
даст такую же линейную комбинацию в первой строке матрицы АВ. 
Поэтому свойство I для определителя матрицы АВ, деленного 
на фиксированную величину det В, приводит к свойству I для 
их отношения d (А). Следовательно, d (А) совпадает с определи
телем матрицы А и det AВ/det В= det А. 

(ii} Второе доказательство менее элегантно, чем первое. Рас
смотрим сначала случай диагональной матрицы D. Тогда равен
ство det D В= det D det В следует из свойства 1 и получается 
вынесением каждого диагонального элемента d1 из своей строки. 
В случае произвольной матрицы А мы приводим ее к D после
довательностью исключений по Гауссу -Жордану, сначала пере
ходя от А 1< U в обычном порядке, а затем от U к D, действуя 
каждой строкой на расположенные выше строки. Определитель 
при этом остается неизменным с точностью до знака, который 
меняется на противоположный при каждой перестановке строк. 
Те же шаги переводят матрицу АВ в DB, точно так же дейст
вуя на определитель, а для произведения DB справедливость 
свойства 9 )Же установлена. 
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1 О. При транспонировании матрицы ее определитель не из
меняется: det АТ= det А. 

Здесь вновь следует выделить вырожденный случай; матрица А 
вырожденна тогда и только тогда, когда Ат вырожденна, и мы 
имеем 0= О. Если матрица А невырожденная, то она допускает 
разложение Р А= LDU, и можно применить свойство 9 для опре
делителя произведения: 

det Р det А = det L det D det U. ( 1) 

Транспонирование матрицы РА =LDU дает Атрт = uтvтu, и 
по свойству 9 

det Ат det рт= det uт det vт det U. (2) 

На самом деле это выражение П.J.)Още, чем может показаться, 
поскольку матрицы L, U, Lт и U являются треугольнымw. ма
трицами с единицами вдоль главной диагонали. Поэтому по свой
ству 7 их определители равны единице. Кроме того, любая диа
гональная матрица совпадает со своей транспонированной, т. е. 
vт =D. Поэтому остается вычислить лишь определитель матрицы 
перестановки. 

Ясно, что определитель матрицы Р равен либо 1, либо -1, 
поскольку она получается из единичной матрицы последователь
ностью перестановок строк. Заметим, что для любой матрицы 
перестановки мы имеем Р рт= 1. (При перемножении матриц Р 
и рт единица в первой строке матрицы Р умножается на единицу 
в первом столбце матрицы рт и на нули в остальных столбцах.) 
Следовательно, det Р det рт= det / = 1 и матрицы Р и рт должны 
иметь одинаковые определители, равные либо 1, либо -1. 

Для завершения доказательства заметим, что произведения в 
(1) и (2) равны между собой и, следовательно, det А= det АТ. 
Этот факт практически удваивает число свойств определителя, 
поскольку I<аждое из перечисленных выше свойств оказывается 
справедливым и для столбцов матрицы; определитель меняет знак 
при перестановке двух столбцов матрицы, наличие двух равных 
столбцов (или столбца из нулей) дает определитель, равный 
нулю, и определитель линейно зависит от каждого отдельного 
столбца. Доказательство заключается в транспонировании матрицы 
и проверке свойств для строк. 

На наш взгляд, пора остановиться и объявить список свойств 
определителя полным. Остается лишь найти формулу для опре
делителя и использовать ее на практике. 
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Упражнение 4.2.1. Как связаны det (2А), det (-А) и det (А 2) с det А? 

Упражнение 4.2.2. На примере матрицы второго поряд1<а показать, что 
перестановка i-й и /-й строк может быть осуществлена путем прибавления 
i-fl строки к j-й, вычитания новой /-й строки из i-й, прибавления новой i·ii 
строки к j-й и, наконец, умножения l-й строки на -1. Ка1<ие свойства тогда 
можно использовать для получения свойства 2? 

Упражнение 4.2.3. Применяя преобразования строк для нахождения 11ерх
них треугольных матриц U, вычислить опр<·.'lелители 

~·r-: 
1.. о 

Замечание. Многим читателям известна формула для вычисле
ния определителей 3-го порядка, содержащая шесть членов (cl\1. 
формулу (5) ниже). Естественно ожидать аналогичного правила 
для определителей 4-го порядка, и такая формула есть. Но она 
содержит 41 = 24 члена, а не 8, как может показаться по ана
логии с определителем 3-го порядка. Именно поэтому мы и ре
комендуем использовать преобразования строк и приведение 1< 
треугольной матрице U при вычислении определителя. 

Упражнение 4.2.4, Кососимметрическая матрица удовлетворяет равенсшу 
А 1 =- А. Пусть 

[ о а ь] 
А= -а О с . 

-Ь -с О 

Требуется показать, что det А= О (сравнива,;~ его с det АТ и det (- А)). Пока
зать также, что для кососимметрической матрицы второго порядка det А может 
быть отличен от нуля; для равенства нулю определителя порядок матрицы 

должен быть нечетным. 

Упражнение 4.2.5. Вычислить определители: 

а) произведения матриц ранга один 

А= [ i] (2 -1 2) 

Ь) верхней треугольной матрицы 

4 8 8] 
1 2 2 . 

~ ~ : ' 
с) нижней треугольной матрицы uт, 
d) обратной матрицы u-1; 
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е) «обратно-треугольной» матрицы, по,1учаемой перестановкой строк, 

[0002] 
М= О О 2 6 

О 1 2 2 ' 
4 4 8 8 

Упражнение 4.2.6. Найти другой способ получения свойства 6 из преды
дущих. 

Упражнение 4.2.7. Пусть Q-ортоrональная матрица, т. е. QTQ=l. Дока
зать, что det Q равен либо +1, либо -1. Какой параллелепипед образуют 
строки (или столбцы) матрицы Q? 

Упражнение 4.2.8. Используя преобразования строк, проверить, что опре
делитель Вандермонда 4-ro порядка равняется 

Xt 
2 

Xl xt 
2 :J 

V4= 
Х2 Х2 Х2 

=(Х2-Х1) (хз-Х1) (Х1-Х1) (х3-Х2) (Х4-Х2) (Х4-Х3). 2 3 
Х3 Хз Ха 

Х4 
2 

Х4 х: 

§ 4.3. ФОРМУЛЫ ДЛЯ ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ 

Первая формула нами практически уже получена: 

4А. Если матрица А невырожденная, то А= p-1LDU и 

det А= det Р- 1 det L det D det U = 
=±(произведение ведущих элементов). (3) 

Знак плюс или минус дается определителем матрицы Р-1 

( или Р) и зависит от того, является число перестановок строк 
в приведении четным или нечетным. Для треугольных сомно
жителей имеем det L = det U = 1 и det D = d1 ••• dn. 

В двумерном случае стандартное LDU-разложение имеет внд 

[а Ь] [ 1 01 [а 
с d = с/а 1 О 

О ]ll Ь/а] 
(ad-bc)/a О 1 

(4) 

и произведение ведущих элементов равно ad-bc. Если первый 
шаг состоял в перестановке строr<, то 

rc d.\ [ 1 о] 1· с 
Р А = а Ь . = а/с 1 L О 

О ] [1 d1;c] 
(cb-da)/c О 

и произведение ведущих элементов теперь равно -det А. 

Пример. Матрица конечных разностей в § 1.6 представлялась 
в виде А= LDU: 
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2 -1 

-1 2 -1 

-1 2 

-. -1 

-1 2 

1 

1 
1 -2 
2 

1 = -3 
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2 

з 
2 

4 
з 

п + 1 --
п 

1 
1 

-2 

1 2 
-3 

1 

1 - п . --
п 

1 

Ее определитель равен произведению ведущих элементов: 

det А = 2 ( : ) ( f) . . . ( nt 1) = n + 1. 

Именно таким образом обычно и вычисляются определители, 
кроме некоторых частных случаев. Фактически понятие ведущих 
элементов появилось в результате систематического рассмотрения 

информации, первоначально распределенной на все п1 элементоь 
матрицы. Однако с теоретической точки зрения такая концент
рация информации в ведущих элементах имеет недостаток, заклю
чающийся в невозможности установить, как изменение одного из 
элементов матрицы влияет на величину определителя. Поэтому 
мы попытаемся найти явное выражение для определителя через 
все n1 элементов матрицы. Для п = 2 будет показана справедли
вость формулы ad-bc. Для п = 3 соответствующая формула 
также хорошо известна: 

ан аа а1з 

а21 а22 а23 =+a11a22ass+a12a2sas1+aaa21as2- (5) 

Наша цель состоит в том, чтобы вывести эти формулы непосред
ственно из определяющих свойств 1-3 предыдущего параграфа. 
Если мы сумеем сделать это для п = 2 и п = 3 достаточно систе
матическим образом, то это укажет путь для нахождения опре
делителей матриц большего порядка. 
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Начнем с того, что каждую строку матрицы А можно разло
жить на сумму векторов по направлениям координатных осей; 
для п = 2 это разбиение имеет вид 

[а Ь]=[а О]+[О Ь] и [с d]=[c 0]+[0 d]. 

Затем мы воспользуемся основным свойством линейности по каж
дой из строк матрицы -сначала по строке 1, а затем по строке 2: 

1: :1=1: ~\+1~ :1= 
= 1: ~ 1 + 1 ~ ~ 1 + 1 ~ ~ 1 + 1 ~ : 1 · (б) 

Для матрицы размера п х п каждая строка раскладывается по 
п направлениям. Тогда разложение, аналогичное (6), будет со
держать пn членов: в нашем случае 22 = 4. Однако большинство 
из них (ка~< первый и последний в приведенном разложении) 
автоматически равняются нулю. Если векторы двух строк ока
жутся направленными одинаково, один из них будет равен дру
гому, умноженному на постоя.иную, и 

1: ~1= 0• 1~ :1= 0· 

Здесь имеются столбцы из нулей, и определители равняются 
нулю. Поэтому нас будут интересовать только те определители, 
у J.tampuц которых вектор-строки имеют разные направления, 

т. е. ненулевые члены присутствуют в разных столбцах. Пусть 
в первой строке матрицы ненулевой элемент находится на месте а, 
во второй строке-на месте ~ и, наконец, в п-й строr<е ненуле
вой элемент находится на месте v, причем все номера столбцов 
а, ~. . .. , v различные. Тогда этот набор является перенумера
цие~"1, или перестановкой, набора чисел 1, 2, ... , п. Для матрицы 
размера 3 х 3 имеется шесть членов такого вида: 

а11 а12 а1з а11 а12 аlЗ 

а21 G22 а2з а22 + а2а + а21 + 
as1 as2 азз азз аЗ! аа2 

а11 аа аlЗ 

+ а2з + а21 + а22 (7) 
аз? аза аЗ! 

Отметим еще раз, что разложение вида (6) содержало бы 33 = 27 
членов, однако все они, кроме 3! = 6, равны нулю благодаря 
совпадению направлений двух вектор-строк. В общем случае мы 
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имеем п возможностей для выбора позиции а, п-1 возможностей 
для выбора ~ и только одну возможность для выбора последней 
позиции v (к этому моменту, если мы производим разложение, ана
логичное (7), будут использованы все столбцы, кроме одного), 
и поэтому разложение будет содержать п! членов. Другими сло
вами, число перестановок набора чисел 1, 2, ... , п равняется п!. 
Каждой последовательности номеров столбцов матрицы соответ
ствует определенная перестановка; шесть членов в (7) получены 
из следующих наборов столбцов: 

(а,~, v)=(l, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1,2), (1,3,2), (2, 1,3), (3,2, 1). 

Это все 31 = 6 перестановок набора (1, 2, 3), причем первая пере
становка тождественная. 

Итак, определитель матрицы А заменен суммой шести зна
чительно более простых определителей. Вынося aif• получаем по 
одному члену суммы для каждой из перестановок: 

1 1 

+ 
1 

(7') 
1 

Каждый из членов суммы равен произведению п = 3 элементов 
а11 , причем каждые строка и столбец представлены по одному 
разу. Другими словами, в разложении имеется член, соответст
вующий каждому пути, проходящему через всю матрицу и исполь
зующему каждый столбец по одному разу; если столбцы исполь
зуются в порядке (а, ... , v), то этот член равен произведению 
а1~ ••• anv, умноженному на определитель матрицы перестановки 

Ра, Определитель всей матрицы равен сумме таких членов; эта 

сумма и дает ту явную формулу, 1'оmорую мы UС1'али: 

(8) 

Для матрицы порядка п сумма берется по всем п! переста
новкам <J = (а, ... , v) набора чисел (1, ... , п). Перестановка 
дает последовательность номеров столбцов, когда мы движемся 
вниз по строкам матрицы, и она также определяет матрицу пере

становки Ра: единицы находятся в ней на тех же местах, где 
находились элементы а в А. 

Остается вычислить определитель матрицы Ра. Поскольку 
перестановками строк Ра преобразуется в единичную матрицу и 
каждая из перестановок изменяет знак определителя, det Ра равен 
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либо + 1, либо -1. Знак зависит от того, является число пере
становок строк четным или нечетным. Рассмотрим два примера: 

е последовательностью столбцов (а, ~. v}-= (1, 3, 2) и 

Р,-[1 \ \] 
с последовательностью столбцов а= (3, 1, 2). 

В первом случае требуется одна перестановка строк (второй 
и третьей), так что det Ра= -1. Во втором для получения еди
ничной матрицы нужны две перестановки строк (первой и вто
рой, а затем второй и третьей), так что det Р0 = (-1)2= 1. Это 
два из шести знаков ±, имеющихся в формуле (Б). 

Формула (8) представляет собой явное выражение для опре
делителя, и нетрудно проверить формулу для определителя 2-го 
порядка: 21=2 перестановки есть cr=(l, 2) и а=(2, l), и поэтому 

[ 1 о] [о det А= a 111!l22 det O 1 + а12а21 det 1 ~]= 
=ана22-а12а21 =ad-bc. 

Нельзя сказать, что явная формула (8) отличается особой 
простотой. Тем не менее можно показать, что она обладает свой
ствами 1-3. Свойство 3, утверждающее, что det / = 1, является 
наиболее простым: все произведения ai/ будут равны нулю, кроме 
произведений, соответств.ующих специальной последовательности 
столбцов а= (1, 2, ... , п), т. е. тождественной перестановке. 
Этот член дает det / = 1. Свойство 2 будет проверено в следую
щем параграфе, поскольку сейчас нас больше интересует свой
ство 1: определитель должен быть линейной функцией первой 
строки ан, а12 , ••• , а111 • Для того чтобы убедиться в этом, рас
смотрим члены формулы (8), содержащие элемент а11 • Такие 
члены появляются, когда для первой позиции мы берем а= 1, 
в результате чего остается некоторая перестановка а'=(~ • ... , v) 
из оставшихся номеров столбцов (2, ... , п). Запишем все эти 
члены в виде анА11 , где коэффициент при ан равен 

А11 = ~ (а1р ... a11v) det Р0,. (9) 
а' 

Подобным же образом элемент ai2 умножается на некоторое выра
жение А12 . Складываем все члены с al/, и формула (8) прини-
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мает вид 

(10) 

Ясно, что det А линейно зависит от элементов а111 ••• , а1п пер
вой стрш<и. Поэтому свойство 1 выполняется безотносительно 
к виду коэффициентов А11 . 

Пример. Для матрицы 3-ro порядка этот метод дает 

det А= ан (а22ааа -а2ааа2) +а12 (а2заа1-а21азз) +а1з (а21аа2 -а22а,1)· 

«Алгебраические дополнения» А11 , А 12 , А 13 записаны в скобках. 

РАЗЛОЖЕНИЕ det А НА АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ДОПОЛНЕНИЯ 

Нам нужна еще одна формула для определителя. При этом 
нет необходимости вновь повторять все рассуждения, поскольку 
фактически она уже нами получена-это формула (10); нужно 
лишь определить алгебраические дополнения А11 • 

Мы знаем, что это число А11 зависит от строк 2, ... , п; 
1-я строка уже учтена при помощи множителя а11 • Более того, 
множитель а11 учитывает также и вклад j-ro столбца, так что 
алгебраическое дополнение А11 должно зависеть только от остав
шихся столбцов. Ни одна строка или столбец не могут присут
ствовать дважды в одном и том же члене, и фактически мы зани
маемся разложением определителя на следующую сумму: 

ан а12 a1s 

а21 а22 а2з -

аз1 аз2 аза 

а22 а2з + а11 

аз2 аза аа1 

а2а + а21 а22 

аза аа1 аз2 

Это разложение сводит определитель порядка п I< нескольким 
определителям (называемым минорами) порядка п-1; в данном 
случае это определители подматриц 2-го порядка в правой части 
разложения. Подматрица Ml/ получается выбрасыванием 1-й строки 
и j-ro столбца, и каждый из членов в правой части равен произ
ведению элемента а11 на определитель подматрицы Mlf, взятый 
с нужным знаком. Эти знаки изменяются при переходе от одного 
столбца к следующему, и в результате алгебраические дополне
ния определяются как 

Ai1 =(-1)1 +idetM11. (11) 

Например второе алгебраическое дополнение А12 равно а23а31 -

-а21а33 , что совпадает с величиной (-1)1+2 det М12 . Эги рас
суждения остаются в силе для квадратных матриц любого по
рядка и внимательное рассмотрение формулы (9) подтверждает, 
что А11 есть определитель подматрицы М 11 , расположенной в пра
вом нижнем углу исходной матрицы А. 
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Аналогичное разложение справедливо для любой другой строки, 
например i-й, что можно доказать перестановкой i-й и 1-й строк: 

48. Определитель матрицы А может быть вычислен разло
жением по алгебраическим дополнениям i-й строки: 

det А =a11 Ai1 + а 12 А 12 + ... +а,пА/п· (12) 
Алгебраичесиое дополнение А 11 есть определитель под
Аtаmрицы М 11 , взятый с нужным знаком: 

Аи= (-1)1+1 det М if· 
Подматрица М11 образуется вычеркиванием i-й строки и j-го 

столбца матрицы А. 

Эти формулы выражают det А в виде линейной комбинации 
определителей порядка п -1. Поэтому можно ввести определи
тель индукцией по п. Для матрицы порядка 1 полагаем det А= а11 
и затем используем формулу (12) последовательного введения 
определителей матриц порядка 2, 3 и так далее. Мы предпочли 
ввести определитель через его свойства, которые значительно 
легче объяснить, и затем вывести явную формулу (8) и индук
тивную формулу (12) из ЭТИХ свойств. 

Наконец, имеется еще одно следствие из того факта, что 

det А= det Ат. Это свойство позволяет нам производить разло
жение по аJ1rебраическим дополнениям столбца, а не строки; 
для каждого j 

п 

det А = i aljA 11• 
t=I 

(13) 

Доказательство состоит в разложении det Ат по алгебраическим 
дополнениям j-й строки, которая является j-м столбцом матрицы А. 

Пример 1. Разложения по алгебраическим дополнениям осо
бенно полезны п тех случаях, когда некоторые строки матрицы 

почти целиком состоят из нулей, как, например, для треуголь

ной матрицы 

A-l~ -. 
6 

о о 

3 О 

2 -1 
6 7 

Единственный член, получающийся при разложении по первой 
строке, есть а11 А 11 , поскольку а12 = а13 = а14 = О: 

о о] 
-1 О • 

7 2 
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Раскладывая А11 по первой строке, приходим к соотношению 

det А =4Aii = 4.3. det [-~ ~]. 

Проводя редукцию еще раз, получаем 

det А""" 4 ,3. (-1) det [2] =-24. 

Тот же самый результат получится при разложении по алгебраи
ческим дополнениям последнего столбца -и этим подтверждается 
тот факт, что определитель любой треугольной матрицы равен 
произведению диагональных элементов. 

Пример 2. Вновь рассмотрим матрицу конечных разностей 

2 -1 
-1 2 -1 

-1 2 

-1 
Пусть det А вычисляется разложением по первой строке. Един
ственными ненулевыми элементами в ней являются а11 = 2 и 
а12 = -1, так что 

det А= а11А11 +а12А11 +,., +а1пА~п= 2А11 -А12 • 

А11 вычисляется путем вычеркивания первых строки и столбца, 
что дает подматрицу в точности такого же вида, как и сама А, 
лишь порядок ее равен п- 1. Другое алгебраическое дополнение 
получается в результате вычеркивания 1-й строки и 2-ro столбца: 

[
-1 -1 ] 

Ai2 =(-l)~+sdet : : -l . 

-1 2 
Теперь производим разложение по первому столбцу, в котором 
содержится лишь один ненулевой элемент: 

[
2 . . ] 

Ai2 =(-l)H2 (-l)det • . -1 . 
-1 2 

Мы вновь получили разностную матрицу того же вида, но уже 
порядка п-2. Если Dn -это определитель матрицы А, содер· 
жащей п строк и столбцов, то нами получено рекуррентное соот
ношение 
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Для матриц малой размерности, при п = 1 и п = 2, легко вы
числить 

1 2 -11 Di=l2/=2, D2= -1 2 =3, 

Рекуррентное соотношение дает последовательно D8=2D9 -D1 =4, 
D4 =5 и в общем случае Dn=n+ 1: 

Dn=2Dп-i-Dп-2 дает п+1=2(п)-(п-1). 

Это совпадает с произведением ведущих элементов, вычисленнmм 
в начале этого параграфа, и определитель матрицы А равен 
п+1. 

Упражнение 4,3,1. Для матрицы 

·-[! 1 о о] 
О 1 О 

1 О 1 
О I О 

найти единственный ненулевой член формулы (8), соответствующий единствен
ному способу выбора четырех ненулевых элементов, находящихся в разных 
строках и столбцах. Вычислить det А, определив, является эта перестановка 
четной или нечетной. 

Упражнение 4.3.2. Произвести разложение указанной выше матрицы А 
по алгебраическим дополнениям первой строки, сведя det А 1< определитещо 
3-го порядка. Проделать ту же операцию с этим определителем (следя за зна
ком (-l)i+I) и с получа1ощимся из него определителем 2-ro порядка. Вычис
лить det А. 

Упражнение 4,3,3, Найти матрицу 4-го порядка, для которой 

det [ ~ gJ ,1: det А det D-det В det С. 
Здесь А, В, С и D-подматрицы 2-ro порядка и равенство будет иметь место 
в случае, когда В или С есть нулевая матрица. 

Упражнение 4,3,4. Вычислить определитель матрицы 

А4= [I 1 i ;J. 
1 1 1 О 

используя либо преобразования стро1< с целью получения нулей, либо разло
жение по алгебраическим дополнениям первой строки, либо другими методами. 
Найти также определители меньших матриц Аз и А 2 того же вида, т. е. 
с нулями вдоль главной диагонали и единицами на остальных местах. Можете 
ли вы предсказать, чему равен det Ап? 

Упражнение 4.3. '>, Найти определитель и все девять алгебраических до· 
полнений матрицы 

[l 2 3] 
А= О 4 О . 

О О 5 
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Построить новую матрицу В, элементы с индексами i, J которой равны алгеб· 
раическим дополнениям Ал, Проверить, что АВ есть единичная матрица, умно· 
женная на определитель det А. Чему равна матрица А- 1? 

§ 4.4. ПРИМЕНЕНИЯ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ 

В этом параграфе мы сделаем попытку систематически описать 
каждое из применений определителей, упомянутых во введении 
к этой главе. 

1. Вычисление А-1 • С этой целью воспользуемся разложением 
определителя по алгебраическим дополнениям i-й строки: 

п 

det А= -~i aiJAif. ,-
(14) 

Составим линейную комбинацию элементов одной строки матрицы 
с алгебраическими дополнениями другой и покажем, что резуль
тат равен нулю: 

для i =1= k. (15) 

Это получается потому, что фактически мы вычисляем опреде
литель другой матрицы В, полученной в результате выбрасыва
ния i-й строки матрицы А и замены ее на k-ю. Таким образом, 
k-я строка присутствует в матрице В дважды и det В= О. Тогда 
(15) есть обычное разложение матрицы В по i-й строке; алгеб
раические дополнения А li не изменялись, поскольку они не 
зависят от i-й строки, но умножаются на элементы aki i-й строки 
матрицы В. 

Из (14), (15) получается замечательная формула умножения: 

Га11 а12 aln 1 А11 А21 An11 

а21 а22 а2,1 Аа А22 Ап2 

= 

Lan1 ап2 ann_]LAin А2п Ап 
det А о о -, 

о det А о 

= (16) 

L о о detA 
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Пример. Алгебраические дополнения элементов матрицы А= 

= [: :] суть Ali=d, Ai2 =-c, А21 =-Ь, А22 =а. Они обра
зуют «присоединенную матрицу», соответствующую средней мат
рице формулы (16) и обозначаемую через adj А: для матриц 
2-ro порядка 

. [Ан A2i] [ d -Ь] adJ А= А А = . 
iя 22 -с а 

Тогда формула (16) принимает вид 

[а Ь] [ d -Ь] [ad-bc О ] 
AadjA= с d -с а= 0 ad-bc =(detA)I. 

Деля на число det А (если 
мую обратную матрицу: 

оно не равно нулю), получаем иско-

adj А 
AёiefA=I, или 

A-l- adj А 
- det А . (17) 

Каждый элемент обратной матрицы равен соответствующему 
алгебраическому дополнению матрицы А, деленному на det А. 
Это подтверждает тот факт, что матрица А обратима тогда и 
только тогда, когда det А =р О, и дает точную формулу для А - 1• 

2. Решение системы Ах=Ь. Здесь применение определителей 
сводится к формуле 

_ A-lb _ (adj А) ь 
Х- - detA ' 

которая представляет собой просто произведение матрицы и 
вектора, деленное на число det А. Имеется, однако, другая форма 
записи этого соотношения: 

4С. Правило Крамера: j-й элемент вектора х = А-1ь равен 

Г at1 а~2 • • • ~ 1 • • • а~пj' 
В,= . . . . . . . . . 

Lan1 ап2 · · · Ьп · · · апп 

где (18) 

В В1 вектор Ь заменяет собой j-й столбец матрицы А. 

До к аз ат ел ь ст в о. Разлаг·ая det В1 по алгебраическим до
полнениям j-го столбца (который равен Ь), из формулы (13) по
лучаем 
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Это есть в точности 1-и элемент произведения (adj А)Ь. Деля 
на det А, получаем j-й элемент вектора х. 

Таким образом, каждая из компонент вектора х равна отно
шению двух определителей, т. е. частному от деления двух мно
гочленов степени п. Этот факт можно было бы установить и из 
метода исключения Гаусса, но это не было сделано. 

Пример. Решение системы 

хi+зх2= о, 
2xi+4x2 =6 

есть 

1 ~ ~1 6 
Х2 = \~ ~, = _ 2 =-3. 

8. Объем параллелепипеда. Связь между определителем и объ
емом не очевидна, однако мы можем предположить для начала, 

что все углы прямые, т. е. грани взаимно перпендикулярны, и 

мы имеем дело с прямоугольным параллелепипедом. Тогда объем 
его равен просто произведению длин ребер l1l2 • •• ln. 

Мы хотим получить ту же самую формулу с помощью опре
делителя. С этой целью вспомним, что ребра параллелепипеда 
представляются строками матрицы А. В нашем случае эти строки 
взаимно ортогональны, так что 

ан aln1 ан anl lf о o-i 
о 

ААТ= 

о 

Lani ... апп Lа1п апп о о /2 
п 

Величины l} суть квадраты длин строк матрицы, т. е. квадраты 
длин ребер, и нули вне диагонали получаются вследствие орто
гональности строк. Переходя к определителям и используя пра
вила 9 и 1 О, получаем 

т~ ... l! = det(AAT) = (det A)(det АТ)= (det А)8 • 

Извлекая корень, мы и приходим к требуемому соотношению: 
определитель равняется объему. Знак при det А будет зависеть 
от того, образуют ребра правостороннюю систему координат 
вида xyz или левостороннюю yxz. 

Если область не прямоугольна, то объем уже не равен про
изведению длин ребер. В плоском случае (рис. 4.2) «объем» парал-
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.пелограмма равен произведению длины основания на высоту Ь,, 
Вектор рЬ длины h есть разность между вектором второй строки 
ОЬ = (а21 , а22) и его проекцией Ор на вектор первой строки. Основ
ной момент доказательства заключается в том, что по свойству б 

Рис. 4.2. Площадь паралелограмма равна det А. 

det А не изменится, если первую строку матрицы умножить на 
постоянный множитель и вычесть из второй строки. В то же 
время объем не изменится, если мы перейдем к прямоугольнику 
с основанием длины l1 и высотой h. Таким образом, мы прихо
дим к случаю, для которого уже доказано, что объем равен опре
делителю. 

Для доказательства в общем п-мерном случае используется 
та же самая идея, усложняются лишь выкладки. Ни объем, ни 
определитель не будут изменяться, если мы последовательно для 
2-й, 3-й, ... , п-й строк будем вычитать из каждой строки ее 
проекцию на пространство, порожденное векторами предыдущих 

строк, что дает в результате «вектор высоты» типа рЬ, перпен
дикулярный к основанию. Результатом этого процесса Грама -
Шмидта является набор взаимно ортогональных строк, но опре
делитель и объем при этом не изменяются. Поскольку в прямо
угольном случае объем равен определителю, то то же самое должно 
быть и для исходной матрицы. 

Доказательство на этом завершается, однако будет полезно 
еще раз вернуться к простейшему случаю. Мы знаем, что 

det [ ~ ~] = 1, det [; ~] = 1. 

Эти определители дают объемы, или площади, поскольку мы 
рассматриваем двумерный случай, «параллелепипедов», изобра
женных на рис. 4.3. Первый представляет собой единичный квад· 
рат, и его площадь, разумеется, равна 1. Второй есть паралле-
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лограмм с единичными основанием и высотой; его площадь не 
зависит от «сдвига», даваемого коэффициентом с, и равна 1. 

Строка 2= (О, 1) Строка Z=(c,1) 

П11ош,а!Jь = 1 

OmpoкJ 1 .. (1,0) Отрока 1•(1,0) 

Рис. 4.3. Площади квадрата и параллелограмма. 

4. Формула для ведущих элементов. Последнее применение 
(в этом весьма утилитарном обзоре определителей) относится 
к вопросу о нулевых ведущих элементах; мы можем, наконец, 

установить, когда исключение Гаусса возможно без перестановки 
строк. Основной момент состоит в том, что первые k ведущих 
элементов полностью определяются подматрицей Ak, расположен
ной в левом верхнем углу матрицы А. Оставшиеся строки и 
столбцы матрицы А не оказывают на них никакого влияния. 

Пример. 

А -r; : ;1-r ~ (ad ~Ьс)/а (af ~ес)/а 'J . 
i_g h t_J Lg h t 

Очевидно, что первый ведущий элемент зависит только от пер
вых строки и столбца; это d1 = а. Второй ведущий элемент полу
чается пасле одного шага исключения; он равен d2 = (ad-bc)/a 
и зависит только от элементов а, Ь, с и d. Оставшаяся часть 
матрицы А не участвует в рассмотрении до исследования третьего 
ведущего элемента. Фактически левый верхний угол матрицы А 
определяет не только ведущие элементы, но и все левые верхние 

углы матриu L, D и И: 

rl 1ra ,г1 Ь/а *' 
А = LDU = с/а 1 (ad-bc)/a 11 1 1e· I · 

L* * l_JL *_JL l_J 

То, что мы видим в первых двух строках и столбцах, есть в точ
ности разложение (выписанное ранее в (4)) подматрицы А 2 = 

= [: ~J. Это общее правило: 
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4D. Если матрица А представляется в виде LDU, то левые 
верхние углы удовлетворяют соотношению 

Ak=LkDkUk. (19) 

Для разных k разложения подматриц Ak «согласованы» друг 
с другом. 

Для доказательства можно либо показать, что этот угол можно 
преобразовать первым, не затрагивая остальные строки матрицы, 
либо воспользоваться правилами блочного умножения матриц. 
Эти правила точно такие же, как и обычное поэлементное пра
вило: LDU = А дает 

Если матрицы разбиты на блоки таким образом, чтобы их можно 
было перемножить, т. е. квадратные или прямоугольные матрицы 
имеют нужные для перемножения размеры, их можно умножать 

по блокам 1). Сравнивая последнюю матрицу с А, легко видеть, 
что угол LkDkU k совпадает с Ak, что и доказывает формулу (19). 

Из этого тотчас же вытекают формулы для ведущих элемен
тов. Переходя к определителям в (19), получаем 

det Ak = det Lk det Dk det U, k = det Dk = d1d2 ••• d11• (20) 

Произведение первых k ведущих элементов равняется определи
телю Ak; это то же самое правило для Ak, которое мы уже знаем 
для всей матрицы А= Ап. Поскольку определитель матрицы Ak-i 
выражается аналегичным образом через d1d2 ••• dk-i• мы можем 
выразить ведущий элемент dre как отношение определителей: 

(21) 

В приведенном выше примере второй ведущий элемент равнялся 
в точности этому отношению (ad-bc)/a, т. е. определителю мат
рицы А2 , деленному на определитель матрицы А1 • (Мы полагаем 
det А0 = 1, так что первый ведущий элемент равен а/1 =а.) Пере
множая все отдельные ведущие элементы, получаем 

d d d det А1 det А 2 det А" det А" d t А 
1 2 • •• п= detA 0 detA 1 •• • detAn-i = detA 0 = е · 

1) Это очень полезное нравило, хотя в этой книге оно будет использо
ваться нескоро. 
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Формула (21) дает нам, наконец, ответ на исходный вопрос: 
ведущие элементы отличны от нуля тогда и только тогда, когда 
все числа det Ak отличны от нуляr 

4Е. Метод исключения Гаусса без перестановок строк может 
быть применен к матрице А тогда и только тогда, когда 
все главные подматрицы А 1 , А 1 , ••• , Ап невырожденны. 

На этом рассмотрение определителей заканчивается, остается 
лишь сделать дополнительное замечание, как было обещано в на
чале главы. Это замечание касается непротиворечивости опреде
ляющих свойств 1-3. Основным является свойство 2 об измене
нии знака при перестановке строк, что приводит к правилу для 

определителя матрицы перестановки Р а· Это было единственным 
сомнительным моментом: в явной формуле (8): верно ли, что не
зависимо от выбранной последовательности перестановок строк, 
приводящей Ра к единичной матрице, их число является либо 
всегда четным, либо всегда нечетным? Если это так, то мы вправе 
называть перестановку «четной» или «нечетной» и соответствующий 
определитель по правилу 2 равен либо + 1, либо - 1. 

Начиная с перестановки (3, 2, 1 ), за один шаг меняя мес
тами 3 и 1, мы получаем естественный порядок (1, 2, 3). Тот же 
самый результат можно получить, меняя местами 3 и 2, затем 
3 и 1 и, наконец, 2 и 1. В обеих последовательностях число 
перемен нечетное. Утверждается, что четное число перемен ни
когда не приведет перестановку (3, 2, 1) к естественному по
рядку. 

Приведем доказательство. Рассмотрим каждую пару чисел 
в перестановке и обозначим через N число пар, в которых боль
шее число стоит первым. Ясно, что N = О для естественного по
рядка (1, 2, 3), т. е. для тождественной перестановки, и N =3 
для перестановки (3, 2, 1 ), поскольку пары (3, 2), (3, 1) и (2, 1) 
неправильные. Теперь остается показать, что перестановка яв
ляется четной или нечетной в зависимости от того, четным или 
нечетным является число N. Другими словами, если мы начи
наем с любой перестановки, то каждая перемена местами двух 
чисел будет изменять N на нечетное число. Тогда для получения 
N = О (естественного порядка) требуется число перемен такой же 
четности (четное или нечетное), как и исходное N. 

Если переставляются соседние числа, то ясно, что N изме
няется либо на + 1, либо -1; оба числа нечетные. Поэтому, 
если заметить, что перемена местами любых двух чисел может 
быть осуществлена нечетным число.п перемен местами соседних 
чисел, то доказательство будет завершено. Это наблюдение легко 
подтверждается примером; чтобы поменять местами первый и 
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четвертый элементы в перестановке (это числа 2 и 3), пять раз 
(нечетное число) меняются местами соседние числа: 

(2, 1, 4, 3)-+-(1, 2, 4, 3)-+-(1, 4, 2, 3)-+ 
-+(1, 4, 3, 2)-+-(1, 3, 4, 2)-(3, 1, 4, 2). 

В общем случае, чтобы поменять местами элементы, находящиеся 
на местах k и l, требуется l-k раз поменять местами соtедние 
элементы для перемещения элемента с места k на место l, и 
/ -k-1-для перемещения элемента, первоначально находивше
гося на месте l (и который теперь находится на месте l-1 ), на 
место k. Поскольку число (l-k)+(l-k-1) нечетное, доказа
тельство закончено. Определитель не только обладаiт всеми свой
ствами, указанными ранее, он даже существует. 

Упражнение 4.4.1. Используя (17), обратить матрицы 

А=ГI 1 П, В=[; :J . 
l~ ~ ~J 

Упражнение 4.4.2. Найти х, у и z по правилу Крамера: 

х+4у- Z=l, 

х+ и+ Z=O, 
2х +зz=О. 

Упражнение 4.4.3. Найти якобиан J преобразованця прямоугольных коор
динат х, у, z в сферические координаты r, 0, q,: х = r cos 0 сов q,,y = r sin 0 cos q,, 
Z=r sin q,. 

Упражнение 4.4.4. (а) Начертить треугольник с вершинами А= (2, 2), 
В=(- 1, 3), С=(О, О). Рассматривая его как половину параллелограмма, 

1 [ 2 2] объяснить, почему его площадь равняется 2 det _ 1 3 • 

(Ь) J;Iредположим, что третья вершина вместо начала координат находится 
в точ1<е C:a::(l, -4). Вычислить площадь и затем проверить формулу 

Гх1 у1 П Г 2 2 11 
площадь (АВС) = ~ det \ Хв у2 1 \ = ~ det l-1 3 1 , 

LXa Уз l_j 1 -4 l.J 

Указание: вычитая последнюю строку из предыдущих, получаем 

det Г 2 2 ll=det Г 1 6 Oa=d&t [ 1 6] • 
1 -1 з 1 \ -2 1 oj -2 1 
L 1 -4 l.J L -4 1 

Как новые вершины A'=(l, 6), В'==(-11, 7) и С'=(О, О) авяsаны с задан
ными А, В и СР Сделать рисунок. 

Упражнение 4.4.5. Объяснить в терминах об-ьемов, почему det ЗА= 3п det А 
для любой матрицы А порядка п. 
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Упражнение 4.4.6. Предугадать, чему равны ведущие элементы матрицы. 

Г2 1 П 

А=14 5 01, 
LO 6 -4_1 

и найти их методом исключения. Имеется ли перестановка строк, которая 
позволит избежать появления нулевых ведущих элементов? 

Упражнение 4.4.7. Перестановка (n, п-1, ••• , 1) чисел (!, 2, ••. , п) 
четна или нечетна? 

Упражнение 4.4.8. Найти последовательность перемен чисел местами, при
водящих перестанов1ч 0'=(5, 3, !, 2, 4) к (!, 2, 3, 4, 5). Является ли а четной 
или нечетной? 

Упражнение 4.4.9. Определить, являются векторы (!, 3, 2), (2, 4, 4) и 
(!, 5, 2) .пинейно независимыми или нет, с помощью образоr.анного ими опре
делителя. 

ОБЗОРНЫЕ УПРАЖНЕНИЯ 

4.1. Где нужно разместить нули в матрице размера 4Х4, чтобы при ми
нимальном их числе гарантировать равенство нулю ее определителя? 

4.2. Где нужно разместить нули и единицы в матрице размера 4Х4. 
чтобы п;:,и минимальном их числе гарантировать равенство единице ее опре

делителя? 

4.3. Найти определитель матрицы 

Г1 1 П 

1 2 

3 

Li 4 1 !_1 

4.4. Если В=М-1АМ, то почему det B=det А? 

4.5. Дать контрпример к равенству det (A+B)=det A+det В. 

4.6. Умножить первую строку матрицы А на 3, обозначив новую матрицу 
через В, а затем вычесть первую строку матрицы В из второй строки, обозна
чив полученную матрицу через С. Как связаны det С и det А? 

4.7. Решить систему 3и+2v=1, 4и+3v= 11 по правилу Крамера. 
4.8. Если элементы матрицы А - целые числа и det А равен I или - 1. 

то как показать, что элементы матрицы А- 1 -тоже целые числа? 

4.9. Если все элементы матриц А и А - 1 -целые числа, то как показа·rь, 
что оба определителя равны I или - 1? Указание: чему равно произведение 
det А на det А -l? 

4.10. Найти алгебраические дополнения и обратную матрицу для 
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4.11. Чему равен объем параллелепипеда с четырьмя вершинами в точ
ках (О, О, О), (- \, 2, 2), (2, -1, 2) и (2, 2, -1)? Где находятся остальные 
четыре вершины? 

4.12. Сколько членов содержится в формуле для определителя матрицы 
5-ro порядка и сколько из них равно нулю, если а21 = О? 

4.13. Если сумма элементов в каждой из стро1< матрицы А равняется нулю 
и вектор-столбец х состоит из единиц, то чему равен Ах? Как показать, что 
det А=О? 

4.14. Почему имеется четное число перестановок набора (1, 2, ••• , 9) и 
почему ровно половину из них составляют нечетные перестановки? 



Глава 5 

СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 

И СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ 

§ 5. 1. ВВЕДЕНИЕ 

Этой главой начинается «вторая часть» теории матриц. Первая 
часть почти целиком относилась к линейным системам, которые 
решались методом исключения. В дальнейшем метод исключения 
будет игр~ть лишь вспомогательную роль. Новые задачи по
прежнему будут решаться путем упрощения вида матрицы, при
ведения ее к диагональной или верхней треугольной, но основ
ны,w. методом уже не будет метод вычитания из одной строки 
матрицы другой строки, умноженной на постоянную. Теперь 
мы заинтересованы в сохранении собственных значений матрицы, 
а не ее пространства строк, а элементарные преобразования 
строк для этой цели непригодны. 

Глава об определителях служвла для перехода от задачи 
Ах =Ь к задаче на собственные значения. В обоих случаях 
использование определителей приводит к «формальному решению»: 
к правилу Крамера для задачи Ах=Ь и к многочлену det (А-л/), 
корни которого являются собственными значениями матрицы А. 
(Отметим, что все матрицы теперь будут предполагаться квад· 
ратными, поскольку говорить о собственных значениях прямоуголь· 
ной матрицы так же бессмысленно, как и о ее определителе.) Как 
и в первом случае, определители можно практически использо· 

вать для решения задачи на собственные значения, если п = 2 
или 3; для больших п вычисление собственных значений пред
ставляет собой значительно более трудную задачу, чем решение 
уравнения Ах=Ь, и даже метод Гаусса ничем здесь не поможет. 
Но об этом позже. 

Для начала нужно понять, что представляют собой собствен
ные значения и для чего они служат. Одно из применений соб
ственных значений, а именно то, с помощ»ю которого мы их 
введем, связано с решением системы обыкновенных дифференци
альщ;,IХ уравнений. При этом читателю не нужно быть специа
листом в области дифференциальных ура:внений, достаточно лишь 
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уметь дифференцировать обычные функции типа xn, sin х и ех. 
В качестве примера рассмотрим систему двух уравнений 

dv б -=4V- W 
dt ' 
dш 
7t=2v-3w, 

v=B при t =0, 
(1) 

w=5 при t=O. 

Это начальная задача в отличие от краевой задачи из § 1.6. 
Решение задано лишь в момент времени t = О, а не на обоих 
концах некоторого отрезка, т. е. нас интересует неустановившийся 
режим, а не стационарный. Решение изменяется во времени от 
заданных начальных значений, и нам требуется проследить за 
этой эволюцией. 

Эту систему легко записать в матричной форме. Обозначим 
вектор неизвестных через и, его начальное значение через и0 и 

матрицу коэффициентов через А: 

[ 
V (t)] 

и (t) = w (t) ' [4 -5] 
А= 2 -3 . 

В этих обозначениях система принимает вид 

du 
dt=Au, U=U0 при i=O. (2) 

Это обычная постановка задачи. Отметим, что уравнение (2) имеет 
первый порядок, поскольку производные более высокого порядка 
отсутствуют, и оно является линейным относительно искомой 
функции. Наиболее общая линейная начальная задача для систе
мы первого порядка будет иметь вид 

4й--А (t)u+b(t), U=-U0 при t=O. (3) 

В нашем случае задача (2) является однородной (Ь = О) и имеет 
постоянные коэффициенты, т. е. матрица А не зависит от времени. 

Как найти решение этой задачи? Если бы она содержала одну 
неизвестную функцию вместо двух, то ответить на этот вопрос 
было бы легко. В этом случае векторное дифференциальное урав
нение превращается в скалярное и в случае его однородности и 

постоянства коэффициентов имеет вид 

dtt 
dt=au, U=U0 при t=O. 

Решение этой задачи хорошо известно: 

и (t) ::а:: eatu0 • 

(4) 

(5} 

В начальный момент времен.и t = О решение принимает требуемое 
значение u0 • Решение неустойчиво при а> О, нейтрально устой-
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чиво при а= О и устойчиво при а < О; оно либо уходит в беско
нечность, либо остается ограниченным, либо стремится к нулю 
{при t-+ оо). Если а-комплексное число, a=a+iP, то те же 
критерии должны применяться к вещественной части а. Решение 
имеет вид е(а.+ il\> 1и0 , и мнимая его часть дает осциллирующий 
член ei/Зt = cos Pt + i sin Pt, в то время как устойчивость опреде
ляется множителем eu.t. 

Пожалуй, хватит заниматься одним уравнением. Перейдем 
теперь непосредственно к системам и будем искать их решения 
с той же экспоненциальной зависимостью от времени, которая 
была установлена в скалярном случае. Другими словами, будем 
искать решения в виде 

или, в векторной записи, 

V (t)=e'My, 

w(t)=e1..1z, 

и(t)=емх. 

(ба) 

(бЬ) 

Подставляя это гипотетическое решение в систему дифференциаль
ных уравнений, получаем 

'ЛеМу = 4e1..1y-5e1..1z, 

'Ле1..1z = 2eMy-3eA1z. 

Множитель е1..1 являетск общим для всех членов, и на него 
можно сократить. Это сокращение возможно в силу предположе
ния, что для обоих неизвестных показатель 'Л один и тот же; 
если бы v и w были пропорциональны различным экспоненциаль
ным функциям е1..1 и еР1 , то эти функции присутствовали бы в каж
дом из уравнений, и произвести сокращение было бы невозможно. 
Но в нашем случае это возможно, и мы получаем систему 

4у-5z='Лу, 

2y-3z='Лz. 
(7) 

Лодстанов1'а и =е1..1х в du;dt = Аи дает ле1..1х= Ае1..1х и, после 
со1'ращения, 

Ах='Лх. (8) 
Это основное уравнение относительно собственного значения 'Л 
и собственного вектора х. Отметим, что это уравнение является 
нелинейным, поскольку оно содержит произведение обоих неиз
вестных 'Л и х. Если мы знаем число 'Л, то уравнение относи-
1еJ1ьно вектора х LТановится линейным; мы можем записать 'Л!х 
вместо 'Лх 1) и перенести этот член в левую часть: 

(А-'Л/) х = О. (9) 

1) Единичная матрица вводится для единообразия; выражеtntе (А-л.) х 
короче, но не является вполне корректным. 
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Очевидно, что собственный вектор х лежит в нуль-пространстве 
матрицы 

[4-А А-А!= 2 
-5 ] 
-3-А_ · 

Здесь имеется одно существенное обстоятельство, а именно: для 
каждого значения А вектор х = О всегда удовлетворяет уравнению 
Ах= АХ, т. е. нуль-пространство любой матрицы содержит элемент 
х = О. Но нулевой вектор бесполезен при построении решения 
и (t) из экспонент i•1x. Поэтому нас интересуют только те зна
чения А, для которых имеется ненулевой собственный вектор х. 
Нуль-пространство матрицы A-U имеет смысл рассматривать 
только тогда, когда оно содержит некоторый ненулевой вектор, 
и поэтому ранг этой матрицы должен быть меньше, чем ее поря
док. Другими словами, матрица A-U должна быть вырожденной. 

Критерий вырожденности дается определителем матрицы. 

5А. Число А является собственным значением матрицы 
А с соответствующим ненулевым собственным вектором тогда 
и только тогда, когда 

det (А-л/) = О. (10) 
Это хара1етеристичес1еое уравнение для матрицы А. 

В нашем примере 

[4-А -5 ] 
det 2 -З-11. =(4-л)(-3-А)+ lO=A2 -A-2. 

Характеристический многочлен А2 -А-2 разлагается в произ
ведение (А+ l) (А -2), и матрица А имеет два различных собст
венных значения А1 = - l и А2 = 2. Каждому из этих значений 
соответствует пространство собственных векторов, удовлетворяю
щих уравнению Ах= АХ или (А-А/) х = О. Вычисления прово
дятся отдельно для А1 и А2 : 

A1 =-l: (A-A1l)x=[: =:1 [ ~]=[~] 
и решением является любой вектор, кратный х1 = [ ~] ; 

и решением является любой вектор, кратный х2 = [:J. 
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Собственные векторы определены неоднозначно, поскольку любой 
вектор из нуль-пространства матрицы А-л! (которое мы назы
ваем собственным пространством, соответствующим л) является 

собственным вектором, и поэтому нам нужно ввести в этом про
странстве базис. В нашем случае оба собственных пространства 
являются одномерными и они порождены соответственно векто

рами х1 и х2 • 

Отсюда, возвращаясь к дифференциальному уравнению, полу
чаем два чисто экспоненциальных решения: 

и= e'A.,t xi = е- 1 [ ~] и и= e'A.,t х2 = е21 [ ~] • 

Поскольку исходное уравнение является линейным и однородным, 
оно допускает суперпозицию решений, т. е. любая комбинация 
двух его частных решений 

( 11) 

вновь будет его решением. Сюда входят два произвольных па
раметра с1 и с2 , и естественно предполагать, что при надлежащем 

их выборе будет удовлетворяться начальное условие и= u0 при 
t=O: 

(12) 
или 

(13) 

Отсюда с1 = 3 и с2 = 1, и требуемое решение исходного уравнения 
(1) есть 

( 14) 

Записывая отдельно каждую из двух компонент, получаем 

v (t) = Зе- 1 + 5е21 , w (t) = Зе-t + 2e2t. 

Начальные условия v0 = 8 и w0 = 5 проверяются легко. 
Из приведенного примера возникает впечатление, что собст

венные значения и собственные векторы являются ключом к ре

шению уравнений. Однако этот пример не показывает их физи
ческого смысла. Собственные значения и собственные векторы 
важны сами по себе, а не только как часть приема по отыска

нию решения и. Вероятно, наиболее известным является пример Ч 
с солдатами, идущими по мосту. При переходе моста они пере-

1) В истинность которого я, кстати, никогда не верил. 
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етают идти в ногу. Причина состоит в том, что частота, с кото
рой они маршируют, может совпасть с одной из собственных 
частот колебаний моста и привести к резонансу. (Так же, как 
в детских качелях; вы вскоре замечаете естественную частоту 

качания и, попадая в такт, раскачиваетесь сильнее.) Инженер 
пытается увести естественные частоты своего моста или ракеты 

от тех, которые могут быть вызваны ветром или колебаниями 
топлива. Другую крайность представляет биржевый игрок, ко
торый проводит жизнь, пытаясь попасть в такт с естественными 
колебаниями рынка. Собственные значения являются наиболее 
важной чертой практически любой динамической системы. 

Остановимся теперь и посмотрим, что уже сделано и что ос
тается сделать. Это введение показывает, каким образом собст
венные значения и собственные векторы матрицы А появляются 
естественно и автоматически при решении уравнения du/dt = Аи. 
Такое уравнение имеет «чисто экспоненциальные решения» вида 
и= еМх; собственное значение дает скорость, с которой растет 11ли 
убывает собственный вектор х. Другие решения будут комбина
циями этих «чистых» решений, составленными таким образом, что
бы удовлетворялись начальные условия. 

Основным здесь было уравнение Ах= л.х. Б6льшая часть ве
кторов х не будет удовлетворять такому уравнению независимо 
от -того, является ли л собственным значением или нет. Обычно 
х меняет направление после умножения на А, так что вектор Ах 
не будет кратным х. Это означает, что только специальные чи
сла л являются собственными значениями и только специальные 
векторы являются собственными векторами. Разумеется, если А 
кратна единичной матрице, то ни один из векторов не будет из
менять своего направления и все они будут собственными. Но 
в обычном случае собственных векторов мало и они направлены 
в разные стороны. 

Пример. Представим себе какое-либо вращение земного шара. 
Тогда существует одно направление, называемое осью вращения, 
которое остается неизменным. Оно не обязательно является осью, 
вокруг 1<оторой на самом деле происходит вращение Земли, но 
все равно должны существовать некоторые «северный и южный 
полюсы», остающиеся неподвижными 1). Эти полюсы суть собст
венные векторы с собственным значением, равным 1. В общем слу
чае все остальные точки находятся в движении и не видно ника

ких других собственных векторов. Единственные исключения возни
кают, когда вращение происходит на 360° (и тогда все векторы собст
венные) и на 180°. В последнем случае плоскость экватора заполнена 
собственными векторами; каждое направление в этой плоскости 

1 ) Я думаю, что это не так очевидно, но это правда-нелыя повернуть 
Вемлю так, чтобы двигались все точки. 
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изменяется в точности на противоположное и собственное значе

ние равняется - 1. Эта экваториальная плоскость соответствует 
случаю «двумерного собственного пространства»; одно собствен
ное значение 'Л = - 1 имеет два независимых собственных вектора 
и, следовательно, целу10 плоскость собственных векторов. 

С одной стороны, этот пример хорош, с другой-нет. Во· 
первых, собственные значения в общем случае не равны ± 1; 
векторы обычно либо растягиваются, либо сжимаются. Более 
того, это было вращение трехмерного пространства R3 , но, кроме 
случаев 180° и 360°, имелась лишь одна ось собственных векто· 
ров, а мы надеялись найти три. В применении к дифференциаль
ным уравнениям нам будут нужны три различных частных решения, 
чтобы удовлетворить начальным условиям; одного собственного зна
чения и одного собственного вектора недостаточно. Для того чтобы 
найти два других, нужно ввести мнимое число i. Если веществен
ный мир R3 допускает слишком мало решений, то нужно ис1<ать их 
в пространстве С3 векторов с комплексными компонентами. Если мы 
допускаем комплексные числа, то любая матрица размера п х п бу
дет иметь п собственных значений. Тройка собственных значений и 
собственных векторов для этого примера вращающейся Земли 
будет найдена в § 5.2, а в § 5.5 мы осуществим полный переход 
от вещественных векторов и матриц к комплексному ~:лучаю. 

Истинная цель этой главы состоит, однако, в другом. Важнее 
всего сейчас объяснить, как система уравнений «распадается» после 
отыскания собственных векторов. Эти собственные векторы яв
ляются «гармониками» системы и независимы друг от друга. Мы 
можем наблюдать за поведением каждого из собственных векторов 
в отдельности, а затем комбинировать эти гармоники для отыска
ния решения. Выражая это же другими словами, мы диагонали
зуе.лt исходную матрицу. 

Мы предполагаем посвятить § 5.2 теории диагонализации, 
а оставшиеся параграфы-ее применениям, сначала к разностным 
уравнениям, числам Фибоначчи и марковским процессам, а затем 
к дифференциальным уравнениям. В каждом из примеров мы 
должны начинать с вычисления собственных значений и собствен
ных векторов; избежать этого не удастся. Но затем примеры 
пойдут в настолько разных направлениях, что краткое резюме 

окажется невозможным. Можно лишь отметить, что работать 
с симметрическими матрицами особенно легко, а с не1<0торыми 
«дефектными матрицами»-особенно трудно. Они не обла.а;ают 
полным набором собственных векторов, не диагонализуются и 
для них не проходит техника «гармоник». Разумеется, ими следует 
заниматься, но мы не намерены допустить, чтобы это заняло всю 
оставшуюся часть книги. 

Чтобы завершить это введение, дадим обзор некоторых основ
ных фактов, касающихся собственных значений и собственных 
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векторов, т. е. задачи Ах= лх. Если задана матрица А 
порядка п, то задача состоит в отыскании тех особых век
торов х, на которые А действует как простое умноже
ние-направления векторов Ах и х совпадают. С этой целью мы 
сначала находим собственные значения, переписывая лх в виде 
'J../ х и перенося этот член в левую часть: (А-л/) х = О. Собст
венный вектор матрицы А есть вектор из нуль-пространства 
матрицы А-л!. Другими словами, основной вопрос состоит 
в следующем: если А сдвигается на различные кратные единич
ной матрицы, то какой сдвиг делает ее вырожденной? Эти сдвиги 
дадут собственные значения, и мы можем затем вычислить собст
венные векторы. 

Если сама матрица А вырожденна, то одна возможность со
стоит в том, чтобы вообще не производить сдвига. Одно из соб
ственных значений вырожденной матрицы есть л = О, и ее нуль
пространство содержит соответствующие собственные векторы. Но 

• в отличие от первои части книги в вырожденности матрицы теперь 

нет ничего особенного; это означает лишь, что л = О является 
собственным значением этой матрицы. Является ли А вырожден
ной или нет, все ее собственные значения равноправны: комби
нация А -'л! вырожденна и нуль-пространство этой комбинации 
есть пространство собственных векторов, соответствующих л. 

Чтобы определить, когда А-л! вырожденна, мы вычисляем 
ее определитель. Этот определитель есть многочлен отл степени п, 
называемый карактеристическим многочленом матрицы А. Урав
нение det (А-л/) = О есть характеристическое уравнение, и его 
корнн л1 , л2 , ••• , 'А,п (которые могут быть, а могут и не быть 
вещественными числами и среди которых могут оказаться или 

не оказаться совпадающие) суть собственные значения матрицы А. 
Суммируя, получаем: 

5В. Каждое из следующих условий является необходимым и 
достаточным для того, чтобы л эыл собственным значением для А: 
( 1) Существует ненулевой вектор х, такой, что Ах= лх. 
(2) Матрица А-л/ вырожденна. 
(3) det (А -л/) = о. 

Пример. Рассмотрим симметрическую матрицу 

А = [- ~ - ; - ~] . 
О -1 1 

Ее характеристический многочлен есть 

1--л ~I О 

det (А-л/) = - 1 2-л - 1 = ·- л3 +4л1 -3:t. 
о -1 1-л 
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Следовательно, характеристическое уравнение имеет вид 

- 'Л3 +4'Л2 -3Л= -'Л ('Л-1) ('Л-3) = о, 

и все собственные значения вещественны и различны: 'Лi = О, 
'Л2 = 1, Аз = 3. Отдельно для каждого собственного значения л, 
ищем соответствующий собственный вектор х1: 

(А-0/)х1 =[- ~ -~ -~l Х1 = [~] И 
О -1 1J О 

(А-/) Х2 = [- ~ - ~ - ~] Х2 = [~] И Х2 = [ ~] . 
0-1 О О -1 

[ - 2 - 1 о] [о] [ 1] (А-3/) Х8 = - 1 - 1 - 1 Х3 = О И Х3 = - 2 • 
0-1-2 О 1 

'Л8 = 3: 

Это обилие вычислений неизбежно, и, разумеется, нами был 
выбран хороший пример: большинство кубических многочленов 
нельзя разложить с такой легкостью, как данный. Нет сомнения, 
что задача на собственные значения алгебраически и вычисли
тельно значительно более трудна, чем решение системы Ах= Ь. 
Для линейной системы конечное число шагов процесса исключе
ния дает точный ответ за конечное время. (Или, что эквивалентно, 
правило Крамера дает точную формулу для решения.) В случае 
с собственными значениями не может существовать такого рода 
шагов и такой формулы, или Галуа перевернулся бы в гробу: 
характеристический многочлен матрицы порядка 5 имеет пятую 
степень, а он доказал, что для нахождения корней многочлена 
пятой степени не существует алгебраической формулы. Все, что 
возможно, -это несколько простых тестов для уже вычисленных 

собственных значений, и мы упомянем два из них: 

5С. Сумма п собственных значений равняется сумме п диаго
нальных элементов матрицы А: 

Л1 + · · · + 'Лп = а11 + · · · +апп· 
Эта сумма называется следом матрицы А. Кроме того, 
произведение п собственных значений равняется определителю 
матрицы А. 

Эти свойства подтверждаются приведенным выше примером, 
в котором след А равен О + 1 + 3 = 1 + 2 + 1 = 4 и определитель 
равен О· 1 · 3 = О. 
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Упражнение 5.1.1. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы А=[~ - :] . Проверить, что ее след равен сумме собственных зна
чений, а определитель - их произведению. 

Упражнение 5.1.2. При той же самой матрице А решить дифференциаль

ное уравнение du/dt=Au, и0= [~]. 

Упражнение 5.1.З. Предположим, что мы сдвинули указанную выше 
матрицу А, вычтя из нее 71, т. е. 

В=А-71= [-б - I]. 
2 -3 

Чему равны собственные значения и собственные векторы матрицы В и как 
они связаны с соответствующими величинами для А? 

Упражнение 5.1.4. Используя пример с матрицей 3-го порядка, собствен
ные значения и собственные векторы которой были еычислены выше, подобрать 
константы С/ так, чтобы решение и=c1e'-•tx1 +c2e'-•tx1 +c8e'-• 1 x3 удовлетво
ряло начальному условию и0 =[1 3 l]т. 

Не следует путать собственные значения матрицы и ее диа
гональные элементы. Обычно они совершенно различные. Тем не 
менее, рискуя внести некоторую путаницу, мы все же укажем 

одну ситуацию, в которой эти числа совпадают. 

1
5D. Если матрица А треугольная-она может быть верхней 
треугольной, нижней треугольной или диагональной,-то соб
ственные значения л1 , .•• , лп в точности совпадают с диа
гональными элементами а11 , ••• , апп· 

Причина этого явления станет ясна из примера. Если 

Гl ~ 01 

А= О 3 
4 2 

о 
L 

1 
о 2_] 

то ее характеристический многочлен есть 

rl-л ~ о l 
det 1 : : ~1. / _, - (1-1.)( : -1. )(; -1.). 

L 2 _] 

Определитель в точности равен произведению диагональных эле
ментов. Очевидно, что корни равны л= 1, Л=З/4 и л= 1/2; 
собственные значения сразу находились на главной диагонали. 
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Упражнение 5.1.5. Найти собственные векторы этой rреугольной матрицы, 
а также собственные значения и собственные векторы диагональной матрицы 

[ з о о] 
А= О 1 О . 

О О 2 

Эти примеры, в которых собственные значения находятся сразу 
же по виду матрицы, указывают на главную тему всей главы: 
привести матрицу А к диагональной или треугольной форме, не 
изменяя ее собственных значений. Подчеркнем еще раз, что раз
ложение Гаусса А= LV для этой цели не подходит. Собственные 
значения матрицы U расположены на ее диагонали, но это не 
есть собственные значения матрицы А. 

Имеется еще одна ситуация, в которой легко проводить вы
числения. Предположим, что мы уже нашли собственные значения 
и собственные векторы матрицы А. Тогда собственнь1е значе
ния матрицы А2 в точности равны Лi, ... , л,~ и каждь~й 
собственнь~й вектор матрицы А является также и соб
ственным вектором для А2 • Доказательство типично для 
математики: если мы попытаемся исследовать det (А2- л/), то мы 
в нем погрязнем, но если начать с Ах= лх, то все становится 
ясным. Вновь умножая на А, получаем 

А2х= А лх=л Ах= л.2х. 

Отсюда следует, что л2 является собственным значением для А2 

с тем же собственным вектором х. Если первое умножение на А 
не изменило направления вектора х, то же самое будет и при 
втором. 

Это рассуждение теряет силу, когда имеются две различные 
матрицы. Предположим, что л есть собственное значение мат
рицы А, а µ-собственное значение В. Тогда лµ, вообще говоря, 
не является собственным зна11ением матрицы А В. Попытка до
I{а зательства имела бы такой вид: если Ах= лх и Вх= µх, то 
А Вх = Аµх =µАх= µлх. Ошибка заключена в предположении, 
что А и В имеют один и тот же собственный вектор х. В общем 
случае это не так. 

Упражнение 5.1.6. Привести пример, показывающий, что собственные зна
чения могут изменяться, когда кратное одной строки вычитается из другой. 

Упражнение 5.1.7. Пусть л-собственное значение матрицы А и х-соот
н~тствующий собственный ве1пор; 

(а) Показать, что этот же самый х является собственным вектором мат
рицы В= А-71, и найти соответствующее собственное значение. Результат 
должен подтверждать упр. 5.1.З. 

(Ь) Предполагая, что л :j: О, пш{аэать, что х также является собственным 
вектором матрицы A-J, и вновь найти собственное значение. 
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Упражнение 5.1.8. Показать, что определитель равняется произведению 
собственных значений, представив характеристический многочлен в виде 

det (А-л/) = (л.1 -л.) (1'. 2 -л) ... (лп-л) (15~ 

и выбирая л. очевидным образом. 

Упражнение 5.1.9. Показать в два этапа, что след матрицы равняется 
сумме собственных значений. Во-первых, вычислить коэффициент при (- л.) 11 -J. 
в правой части (15). Во-вторых, найти все члены в 

й21 а22-л r
а11 -л й12 

det (А-л./) = det : : 

L а,11 ап2 

содержащие (- л.)п- 1 • Объяснить, почему все они получаются из произведений 
элементов главной диагонали и найти коэффициент при (- л.)п- 1 в левой части 
(15). Сравнить. 

Упражнение 5.1.10. (а) Построить матрицы А, В размера 2Х2, такие, что 
собственные значения матрицы АВ не равны произведениям собственных зна
чениii матриц А и В и собственные значения А+ В не равны суммам их соб
ственных значений. 

(Ь) Проверить, что при этом, однако, сумма собственных значений мат
рицы А+ В равняется сумме всех собственных значений матриц А и В и что 
то же самое справедливо для произведений. Почему это так? 

Упражнение 5.1.11. Доказать, что А и АТ имеют одинаковые собственные 
значения, сравнивая их характеристические многочлены. 

Упражнение 5.1.12. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы А= [ 3 4] . 
4 -3 

Упражнение 5.1.13. Найти собственные значения и проверить, что их сумма 
равняется следу, для матрицы 

ГО О 21 

A=lo о oj, 
L2 О О 

§ 5.2. ДИАГОНАЛЬНАЯ ФОРМА МАТРИЦЫ 

Начнем с одного существенного замечания. Оно исключительно 
простое и будет использоваться в каждом параграфе этой главы. 

5Е. Предположим, что матрица А размера п х п имеет п ли
нейно независимых собственных векторов. Тогда если взять эти 
векторы в качестве столбцов матрицы S, то S- 1 AS будет 
диагональной матрицей А, у rеоторой на диагонали стоят соб-
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ственные значения матрицы А: 

Л.t 

(16) 

До к а за тел ь ст в о. Расположим собственные векторы х1 
в столбцах матрицы S и вычислим произведение AS. Умножая 
поочередно на каждый столбец, получим 

Прием состоит в разложении последней матрицы в совершенно 
другое произведение: 

г 1 1 

т ~i' 
Рассматривая это просто как упражнение по перемножению мат
риц, важно поставить эти матрицы в нужном порядке. Если Л 
будет стоять до S, то л1 будет умножаться на элементы первой 
строки, в то время как этот множитель нужен нам в первом 

столбце. В данном случае мы имеем правильное произведение SЛ. 
Поэтому 

AS=SЛ, или s-1AS=Л, или A=SЛS-1 . (17) 

Матрица S обратима, поскольку ее столбцы (собственные векторы) 
предполагались линейно независимыми. 

Прежде чем перейти к примерам, сделаем четыре замечания. 

Замечание 1. Если матрица А не имеет кратных собственных 
значений-числа л1 , ••• , л.п различны, -то п собственных векто
ров автоматически являются независимыми (см. 5F ниже). Поэтому 
любая матрица с различными собственными значениями может 
быть приведена к диагональному виду. 
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Замечание 2. Диагонализующая матрица S неединственна. 
Во-первых, собственный вектор х может умножаться на константу 
и останется при этом собственным вектором. Поэтому мы можем 
умножать столбцы матрицы S на любые иену левые константы, 
что дает новую диагонализующую матрицу S. Кратные собствен
ные значения дают даже большую свободу, и для тривиального 
примера А=/ подойдет любая обратимая №атрица S: s-чs всегда 
диагональна (и диагональная матрица Лесть просто/). Это отра
жает тот факт, что для единичной матрицы все векторы являются 
собственными. 

Замечание 3. Равенство AS = SЛ выполняется только в том 
случае, когда столбцы матрицы S являются собственными векто· 
рами матрицы А. Другие матрицы S не дадут диагональной 
матрицы Л. Причина этого заложена в правилах умножения мат
риц. Предположим, что первый столбец матрицы S есть некото
рый вектор у. Тогда пер'ВЫЙ столбец матрицы SЛ есть 'А1у. Если 
это совпадает с первым столбцом матрицы AS, который по пра
вилам умножения матриц равен Ау, то у должен быть собствен
ным вектором: Ау= 'А1у. Фактически порядок расположения соб
ственных векторов в S и собственных значений в Л автоматически 
совпадает. 

Замечание 4. Не все матрицы имеют п линейно независимых 
собственных векторов, и поэтому не все матрицы диагоналиэуются. 
Стандартный пример «дефектной матрицы» имеет вид 

[о 1] 
А= О О ' 

Ее собственные значения равны 'А1 = 'А2 =- О, поскольку она тре-
угольная: 

[. 'А 1] 
det (А -'А/)= det O -'А = М. 

Если х есть собственный вектор, то 

или 

Хотя 'А= О есть собственное значение, алгебраическая кратность 
которого равна 2, оно имеет только одномерное пространство 
собственных векторов. Геометрическая кратность этого собствен
ного значения равна 1, и мы не можем построить S. 

Приведем более простое доказательство того, что А недиа
гонализуема. Поскольку 'А1 = 'А2 = О, Л должна быть нулевой 
матрицей. Но если s-iAs = О, то, умножая слева на S и справа 
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на s-1 , получаем, что А= О. Поскольку А не является нулевой 
матрицей, это противоречие доказывает, что никакая матрица S 
не дает s-1 AS = Л. 

Некоторые матрицы с кратными собственными значениями 
могут быть приведены к диагональному виду (например, А=/), 
другие-нет. Единственный тест состоит в вычислении всех соб
ственных векторов и определении, достаточно ли их. Когда все 
собственные значения различны, все просто: каждая алгебраиче
ская или геометрическая кратность равна 1. Но если собственное 
значение 'А повторяется т раз, то все определяется нуль-прост
ранством матрицы А-'А!; 'А проходит тест только в том случае, 
когда есть т соответствующих собственных векторов. Когда все 
собственные значения пройдут тест, мы будем иметь полный набор 
собственных векторов и А может быть диагонализована. 

Для завершения этого круга идей нам остается доказать по
лезную, но не очень впечатляющую теорему: 

5F. Если ненулевые собственные векторы х1 , ••• , Хп соответ
ствуют различным собственным значениям 'А1 , ••• , 'Ап, то эти 
собственные векторы линейно независимы. 

Предположим сначала, что k = 2 и что некоторая комбинация 
х1 и х2 дает нуль: с1х1 +с2х2 = О. Умножая на А, получаем 
с1 'А1х1 +с2'А2х2 = О. При вычитании произведения 'А2 на предыдущее 
уравнение вектор х2 исчезает: 

С1 ('А1 - Л2) Х1 = 0. 

Поскольку 'А 1 =I= 'А 2 и х1 =I= О, обязательно с1 = О. Аналогично с2 = О 
и эти два вектора независимы, т. е. только тривиальная комби
нация дает нуль. 

Это рассуждение может быть распространено на произвольное 
число собственных ве1<торов: мы предполагаем, что некоторая 
комбинация дает нуль, умножаем на А, вычитаем произведение 'А" 
на исходную комбинацию, и вектор х" исчезает, оставляя ком
бинацию х1 , ••• , х,,_ 1 , которая дает нуль. Повторяя эти шаги, 
мы приходим к кратному х1 , которое равно нулю. Это непременно 
дает с1 = О и окончательно каждый с1 = О. (Можно сослаться также 
на математическую индукцию.) Следовательно, собственные век
торы, отвечающие различным собственным значениям, автомати
чески линейно независимы. 

Упражнение 5.2.J. Для матрицы 

Г 1 -1 

А=1-1 2 
L О -1 -о 
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со стр. 217 найти S и вычислить s-1 AS. Кроме того, диаrонализовнть мат-

рицу В= r~ ~] . 
Упражнение 5.2.2. Найти матрицу А, собственные значения которой 

равны 1 и 4, а собственные вектор1,1 имеют вид [f] и [~] соответственно. 
(Указание: A=SЛS-1.) 

Упражнение 5.2.3. Найти все собственные значения и собств~нные векторы 
матрицы 

ПIП 

А=\ 1 1 1j 
Ll 1 1 

и выписать две различные диаrонализующие матрицы S. 

Упражнение 5.2.4. Транспонированием соотношения s-1AS=Л найти 
матрицу, диагонализующую АТ, и выписать получающуюся диагональную 
матрицу. 

Упражнение 5.2.5. Пусть А и В имеют одну и ту же матрицу собственных 
векторов S, так что А= SЛ1S- 1 и В= sл2s- 1 • Доказать, что АВ = ВА. (За-

метить, что Л1Л 2 =Л2Л1 в силу их диагональности.) Для матрицы А=[} ~] 
найти подходящую матрицу В. 

Послелний пример играет важную роль в квантовой механике: 
матрицы t: одними и теми же собственными векторами должны 
коммутировать. Обратное также верно и даже более важно: если 
АВ = ВА, то эти матрицы имеют одинаковые собственные век
торы. Основной момент доказательства состоит в том, что равен
ство Ах= 'Ах влечет за собой равенства АВх = ВАх = В'Ах = 'АВх. 
Поэтому х и Вх являются собственными векторами, отвечающими 
одному и тому же 'А, и если мы для удобства предположим, что 
собственные значения матрицы А различны, т. е. все собственные 
пространства одномерны, то вектор Вх должен быть кратным 
вектору х. Другими словами, х есть собственный вектор матриц R 
и А, и доказательство закончено. 

Во введении к этой главе мы говорили о вращениях земного 
шара. Поворот на 90° оставляет неизменным только одно на
правление; ось, соединяющая полюсы, была единственным соб
ственным вектором, который мы смогли найти. В плоскости эква
тора ось х переходит в ось у, а ось у-в ось х, но с противо

положным направлением. Если в исходный момент координаты 
некоторой точки на Земле были (х0 , у0 , z0), то в новых осях они 
принимают вид (у0 , - х0 , z0). Легко видеть, что это изменение 
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координат может быть осуществлено посредством перемножения 
матриц: 

Мы хотим диагонализовать эту матрицу вращения А. Первый 
шаг состоит в отыскании ее собственных значений и собственных 
векторов, начиная с характеристического многочлена 

-л. -1 О 

det(A-л/)= 1 -л о =(l-л)(л.2 +1). 

о о 1-л 

Корни этого многочлена суть собственные значения; два из них 
являются мнимыми, несмотря на то, что элементы самой мат
рицы -действительные числа: 

Поскольку они различные (хотя и мнимые!), матрица диагонали
зуется. Таким образом, должен существовать полный набор соб
ственных векторов, вычисляемых обычным способом: 

[
-1 -1 о] [о] 

(А - /) Х1 = 1 -1 о Х1 = О, или Х1 = о . 
. о О О 1 

Этот собственный вектор как раз и является 
которая остается неподвижной; 

[
-i -1 О ] 

(A-il)x,= 1 -i О х,=0, 

О О 1-i 

[ 
i -l о ] 

~ =-i: (А +il)X8 = 1 i О Х8 =0, 
О О 1 +i 

осью север - юг, 

или х,-[-1]. 

или x,-[J 
Следовательно, диагонализующая матрица S и диагональная мат
рица Л равны соответственно 

и [
1 О 
о i 
о о 

~]. 
-i 

Теория гарантирует, что матрица s-1AS совпадает с Л. 
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В этом примере смысл имеет также и матрица А2 • Геометри
чески она соответствует повороту на 180°; это результат повтор
ного применения матрицы А. Алгебраически равенство А = sлs-~ 
дает A2 =SЛS- 1 SЛS-1 =SЛ2S- 1 • Этим подтверждается тот факт, 
что матрица собственных векторов S является одной и той же 
для матриц А и А2 и что каждое из собственных значений воз
водится в квадрат. Собственные значения вращения на 180° равны 
12 = l, i 2 = -1, (- i)2 = -1; кратность 2 для собственного значе
ния -1 показывает, что вся экваториальная плоскость обращается. 
Мы можем продолжить и вычислить матрицу А4, которая соот
ветствует полному повороту на 360°: 

А'= (SЛS-1) (SЛS-1) (SЛS-1) (SЛS- 1) = SЛ4S- 1 • 

Поскольку i 4 = 1, матрица собственных значений есть Л4 = / 
и A4 =SJS-!=f. Вращение на 360° является тождественным. 

Упражнение 5.2.6. Можно ли найти квадратный корень R из матрицы 
вращения на 90° А и проверить, что R2 = А? Помнитr, что матрицы R и R2 

имеют одинаковые собственные векторы, или, другими словами, одну и ту же 
матрицу S. Фактически имеется восемь возможных квадратных корней R, по-

скольку Jl"1=± 1, Jft= ± (l+i)/y2, Jf=-1=± (I-i)/y2. 

Упражнение 5.2. 7. Выяснить, имеет ли матрица А= [ 1 1] два соб-
-1 -1 

ственных вектора и поэтому диаrонализуется или же она имеет один собствен
ный вектор и не диаrонализуется. 

§ 5.3, РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ И СТЕПЕНИ Ak 

Не совсем ясно почему, но разностные уравнения известны 
не так широко, как дифференциальные. В них используется ко
нечное число конечных шагов, в то время как дифференциальные 
уравнения требуют бесконечного числа бесконечно малых шагов; 
но обе теории абсолютно параллельны. Это та же самая аналогия 
между дискретным и непрерывным, которая вновь и вновь появ

ляется в математике. Наилучшей иллюстрацией, вероятно, будет 
служить такая, для которой не требуется п-мерной линейной 
алгебры. Именно эта ситуация рассматривается нами ниже-ведь 
деньги в банке являются всего лишь скаляром. 

Пусть мы инвестируем 1000 долларов на 5 лет и банк вы
плачивает нам 6 % . Если проценты начисляются банком раз в год, 
то капитал умножается на 1.06 и Рн 1 = 1.06Pk. Это разност
ное уравнение с шагом по времени в один год. Оно связывает 
величину капитала после k + 1 лет с величиной капитала за год 
до этого и легко решается: за 5 лет исходный кашtгал Р0 = 1000 
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умножался пять раз и 

Р 5 = ( 1.06)5 Р O = ( 1.06)• 1 ООО= 1338 долларов. 

Предположим теперь, что шаг по времени уменьшен до месяца. 
Новое разностное уравнение будет иметь видрн 1 = (1 +О.06/12) Pk· 
После 5 лет, или 60 месяцев, 

Рво = ( 1 + Oi~6) 00 Ро = (1.005)00 1000 = 1349 долларов. 

Следующий шаг состоит в ежедневном начислении процентов: 

( 1 +9iв°56 )5' 805 1000 = 1349.83 доллара. 
Наконец, чтобы окончательно расшевелить вкладчиков, банки 
предлагают теперь непрерывное начисление процентов. Прибыль 
добавляется в каждый момент и разностное уравнение не годится. 
Можно ожидать, что банковский служащий не знает дифферен
циального исчисления и не сможет вычислить, сколько он вам 

должен. У него имеются две возможности: либо он может исчис
лять прибыль все чаще и чаще и заметить, что предел равен 

( 1 + 0·i6)"N 1000-+е0 • 30 1000= 1349.87 доллара. 

Либо же он может перейти к дифференциальному уравнению, 
являющемуся пределом разностного уравнения Рн 1 = 
= (1 + 0.06 Лt) Pk· Перенося Pk в левую часть и деля на времен-

ной шаг лt, получаем, что Pk+1;-Pk = 0.06 Pk сходится к 1t = 0.06р. 
Решение есть р (t) = е0 • 001 р0 , и после 5 лет эта величина вновь 
равняется 1349.87 доллара. Капитал остается конечным, даже 
когда начисление производится в каждый момент времени, и раз
ница составляет всего 4 цента. 

Этот пример содержал одновременно разностные и дифферен
циальные уравнения, и одно переходило в другое, когда шаг по 

времени стремился к нулю. Однако имеется множество разност
ных уравнений, которые не приводятся к дифференциальным, 
и наш второй пример возникает из знаменитой последователь
ности Фибоначчи: 

о, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, .... 

Вероятно вы уловили ее характер: каждое из чисел Фибоначчи 
равняется сумме двух предшествующих, 

(18) 

Это разностное уравнение. Оно возникает в фантастическом числе 
приложений и заслуживает отдельной книги. Колючки и листья 
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расположены спиралевидно, и на боярышнике, яблоне или дубе 
вы обнаруживаете пять таких образований на каждые два оборота 
вокруг ствола. У грушевого дерева их восемь на каждые три 
оборота, а у ивы еще сложнее-13 ростков на каждые пять вит
ков. Чемпионом является, по-видимому, подсолнечник Даниеля 
Т. О'Коннела (Scientific American, ноябрь 1951 г.), семена ко
торого удовлетворяют почти невероятному соотношению F12 /F18 = 
= 144/233 1). 

Каким образом можно найти 1000-е число Фибоначчи, не на
чиная с F0 = О, F1 = 1 и не проходя весь путь до F1000? Задача 
состоит в решении разностного уравнения F1,н = Fн1 + F,,. Для 
начала оно может быть приведено к «одношаговому уравнению» 
ин 1 = Аи,,. Это уравнение в точности такое же, как и в примере 
на сложные проценты Рнi = 1,06 Р,,, за исключением того, что 
теперь неизвестное есть вектор, а множитель А-матрица: если 

-lpk+IJ 
Uk- Fk ' 

то 

Этот переход является стандартным приемом для любого уравне
ния порядка s; s-1 тривиальных уравнений. вида Fн1 = Fk+ 1 

сочетаются с заданным уравнением для получения одношаговой 
системы. В случае чисел Фибоначчи s = 2. 

Формально решить разностное уравнение Uн 1 = Auk легко. 
Поскольку каждый шаг дает умножение на матрицу А, решение 
uk связано с начальным значением и0 соотношением и,, = 
= А"и0 • Трудность состоит в отыскании быстрого способа вы
числения степеней А" и нахождения в результате 1000-го числа 
Фибоначчи. Ключом к этому яв.ляются собственные числа и соб
ственные векторы матрицы А: 

5G. Если матрица А приводится к диагональному виду. 
А= SЛS- 1 , то автоматически 

uk = А"и0 = (SЛS-Ч (SЛS-i) .•. (SЛS- 1) u0 = SAkS- 1u 0 • (19) 

i) Огносительно этих ботанических приложений см. книгу Д'Арси Томп
сона (D'Arcy Tl10mpsoп. Оп Growth and Form, Cambridge Univ. Press, London 
and N, У., 1942) или прекрасную книгу Питера Стивенса (Peter Stevens. Pat
terпs in Nature, Little, Brown, 1974). Сотни других свойств чисел Fn были 
опубликованы в Fibonacci Quarterly. По-видимому Фибоначчи был также 
первым че.nовеком, введшим арабские цифры в Европе, примерно в 1200 r. н. э. 
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Все матрицы s-1 сокращаются при умножении на матрицы S, 
и остается лишь первая матрица S и последняя s- 1 • Столбцы 
матрицы S суть собственные векторы xi матрицы А, и пере
множение 1'tатриц дает 

г 

L 
(20) 

Общее решение есть комбинация частных решений лrх;, и ко
эффициенты ci, соответствующие начальноАtу условию 11 0 , равны 

c1 Mxi+ ... +cn'л~xn=U0 , или Sc=U0 , или C=S- 1u0 • (21) 

На самом деле эти формулы дают два различных подхода 
к одному и тому же решению uk=SAkS- 1u0 • Первая формула (19) 
показывает, что матрица Ak совпадает с SAkS- 1 , и на этом можно 
остановиться. Но второй подход яснее показывает аналогию 
с решением дифференциального уравнения: вместо чисто экспо-

• 1,../ ~ k 
ненциальных решении е I xi мы теперь имеем чистые степени r.iX;. 

«Гармоническими составляющими» вновь являются собственные 
векторы xi, и на каждом шаге они усиливаются благодаря соб
ственным значениям л1 • Комбинируя эти частные решения так, 
чтобы получить вектор и0 , мы приходим к истинному решению 

uk = SAkS- 1u0 • 

В каждом конкретном примере, как и в случае с уравнением 

Фибоначчи, первый шаг состоит в диагонализации матрицы А: 

А= С ~], det (А-л!)=л2 -л-l, 
'А,.= 1 + VS л = 1 - ys 

1 2 ' 2 2 ' 

[-л1 л2] [лi ] [ 1 -лs] 1 
A=SAS-1 = _ 1 1 л2 -1 'л1 л1-л2' 

Как только эти собственные значения и собственные векторы 
найдены, начинает работать формула (19). Начальные данные 

Fo=O и Fi=l дают Ио= [ь], и тогда 



§ 5.3. Разностные уравнения и степени Ak 231 

Число Фибоначчи Fk равняется второй компоненте этого произ
ведения: 

л~ л: 1 [(1+v"Б)k 1-VБ)k] 
Fk= л1 -л2- 'л1-'л2 = )15 2 -( 2 • 

Это и есть искомый ответ. Он является несколько неожиданным, 
поскольку правило Фибоначчн f'н 2 = fk+ 1 +Fk всегда должно 
давать целые числа, а мы получили дроби и квадратные корни. 
Они должны сократиться каким-то образом, чтобы осталось целое 

число. Фа~<тически, поскольку второй член [(l -V-5)/2]k;V5 всегда 
меньше чем 1/2, он должен превращать первыii член в ближай
шее целое число. Вычитание оставляет только целую часть, и 

_1 ('+ VБ)lOOO F1000 равно ближайшему I< )15 2 целому числу. 

Разумеется, это число очень велико, а число F1001 должно быть 
еще больше. Совершенно очевидно, что дробные части становятся 
пренебрежимо малыми в сравнении с целыми частями; отно
шение F1001/F1000 должно быть очень близко к величине 

(1 + VБ)/2 ~ 1,618, которая была названа греками «золотыl\1 сече
нием» 1). Другими словами, число М становится пренебре
жимо малым в сравнении с лf и отношение Fн 1/Fk стремится 
к ~н1М=л1 • 

Упражнение 5.3.1. Предположим, что Фибоначчи начинал свою последо-
11ательность с F0 = 1 и f 1 =3 и следовал затем тому же правилу Fk+ 2 = 
=Fk+i+Ft, Найти новый начальный вектоµ и0, новые коэффициенты c=S- 1u0 
и новые числа Фибоначчи. Показать, что отношения Fk+ilFk по-прежнему 
стремятся к «золотому сечению». 

Упражнение 5.3.2. Пусть каждое последующее чис.ю является средним 

между двумя предыдущими, Gk+ 2 =; (Gk+1+Gk)· Найти матрицу А и при
вести ее к диагональному виду. Начиная с 0 0 =0 и 0 1 = 1/2, найти формулу 
для G1r и вычислить предел при /г--. С1О 

:t'nражнение 5.3.3. Бернаделли рассматривал виды жуков, «которые живут 
только три rода и размножаются на третий год». Если для удобства рассмат
ривать только самок и при этом первая возрастная группа выживает с вероят

ностью 1 /2, вторая с вероятностью 1 /3 и затем третья дает шесть самок нь 
каждую самку из этой группы, то соответствующая матрица будет иметь вид 

·-[! : j. 
Показать, что АЗ=/ и проследить за распространением жуков аа шесть лет, 
начиная с 3000 жуков в каждой возрастной группе. 

1) Стороны наиболее красивых прямоугольников относятся друг к другу 

как 1.618 к 1. 
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МАРКОВСКИЙ ПРОЦЕСС 

В первой главе мы рассматривали пример о въезде и выезде 
из Калифорнии. Он заслуживает более детального рассмотрения. 
Мы руководствовались следующими двумя правилами: 

каждый год 1/10 людей, живших вне Калифорнии, въезжают 
в нее, а 2/10 калифорнийцев выезжают. 

Эта задача сводится к разностному уравнению: мы начинаем 
с у0 людей вне и z0 людей внутри и в конце первого года имеем 

9 2 
10 Уо + 10 z0 = у1 людей вне, 

1 8 
10 Уо + 10 z0 = z1 людей внутри, 

или 

[. У1] = f 0.9 0.21 lYo] . 
Z1 L 0.1 0.8 Z0 • 

Разумеется, эта задача взята «с потолка», но она имеет два суще
ственных свойства того, что называют .марuовсuи.м процессом: 
общее число людей остается неизменным и числа людей вне и 
внутри никогда не становятся отрицательными 1). ПерЕое свой
ство отражается в том факте, что сумма элементов каждого 
столбца матрицы равна 1: все учитываются и нет ни лишних, 
ни потерянных. Второе свойство отражено в том, что матрица 
не имеет отрицательных элементов: если начальные значения 

у0 и z0 были неотрицательны, то неотрицательными будут у1 и 
Zi, у2 и z2 и т. д. Все степени Ak неотрицательны. 

Мы собираемся сначала решить это разностное уравнение 
(используя формулу SAkS- 1u0 ), затем посмотреть, приходит ли 
население постепенно к стационарному состоянию, и, наконец, 

обсудить марковские процессы в целом. Начнем с того, что 
матрица А должна быть диагонализована: 

= [0.9 0.21 
А 0.1 0.8 ' det (А-л/) = л2 -1.1л + о. 7, 

л1 = 1 и 

[
2 

A=SAS- 1 = ! 
1 ) Более того, история полностью игнорируется; каждая новая ситуация 

иk+l зависит только от текущей uk и данные u 0, .•. , uk-t могут быть выбро
шены. Возможно, даже наши жизни являют собой примеры марковских про
цессов, хотя я надеюсь, что это не так. 
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Теперь мы можем найти матрицу Ak и распределение через k лет: 

[;:]-A·[;:J-[l )][1
' 01•Н: -~H;:J-

- (у,+ z,) [ !] + (y,-2z,) (0.7)' [ _ t J 
Это и есть искомое решение, и легко заметить, что же произой
дет в конце концов: множитель (0.7)k становится крайне малым 
и решение сходится к пределу 

[ ::]- W, +z,) [!J 
Общее население по-прежнему равно у0 +z0 , как и в начальный 
момент, но в пределе 2/3 этого населения будет находиться вне 
Калифорнии и 1/3 внутри. И это будет выполняться независимо 
от того, каково было начальное распределение. Можно заметить, 
что такое стационарное состояние представляет собой в точности 
то распределение, которое требовалось в упр. 1.3.3. Если год 
начинается с соотношения «2/3 вне и 1/3 внутри», то он закон
чится в точности таким же образом: 

[~:~ ~::1Ш-ПJ или Аи00 = u00 • 

Стационарное состояние представляет собой собственный вектор 
матрицы А, соответствующий собственному значению л = 1. 
Умножение на матрицу А, дающее переход от одного шага к дру
гому, оставляет вектор u00 неизменным. 

Приведенное выше описание марковского процесса является 
полностью детерминированным: население перемещается в фикси
рованной пропорции. Но если мы вместо этого будем рассматри
вать отдельного индивидуума, то правила его передвижения могут 

быть даны в вероятностной форме. Если индивидуум находится 
вне Калифорнии, то с вероятностью 1/10 он въедет в нее, а если 
он уже в ней, то с вероятностью 2/10 выедет. Его движение 
становится случайным процессом, и управляющая им матрица А 
называется матрицей перехода. Мы не знаем теперь точно, где 
он находится, но каждый год компоненты вектора uk = Aku0 опре
деляют вероятность того, что он находится вне штата, и вероят

ность того, что он находится в нем. Сумма этих вероятностей 
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равна (ведь должен же этот человек где-то быть), и они ни
когда не становятся отрицательными; это вновь приводит нас 

к двум фундаментальным свойствам матрицы перехода: сумма 
элементов каждого столбца матрицы равна 1 и каждый элемент 
удовлетворяет неравенству aiJ ~ О. 

Основной момент теории состоит в том, чтобы понять, почему 
число 'л = 1 всегда является собственным значением и почему 
соответствующий собственный вектор дает стационарное состоя
ние. Первое объяснить легко: каждый столбец матрицы А-/ 
имеет сумму элементов, равную 1 -1 = О. Поэтому строки матрицы 
А-/ при сложении дают нулевую строку, они линейно зави
симы, матрица А-/ вырождена и число 'л1 = 1 является собст
венным значением для А. Кроме весьма частных случаев 1), век
тор uk будет постепенно приближаться к соответствующему соб
ственному вектору. Это обеспечивается формулой uk = с1'л~х1 + ... 
. . . +сп'л~хп, в которой ни одно из собственных значений не может 
превосходить 1; в противном случае вероятности uk будут расти, 
как числа Фибоначчи, что невозможно. Если все остальные соб
ственные значения строго меньше 1, то первый член формулы 
будет доминирующим, а остальные числа М будут быстро схо
диться к нулю и Uk-+ с1х1 = и00 • Это стационарное состояние 
будет обеспечено, если матрица А не только неотрицательна, но 
строго положительна, т. е. au > О. В этом случае вектор с1х1 
имеет только положительные компоненты, сумма их paвria 1 и 
они являются предельными значениями вероятностей в марков
ском процессе. 

Упражнение 5.3.4. Пусть имеется три главных центра грузовых перево
-зок. Каждый месяц половина грузовиков Бостона и Лос-Анджелеса едет в Чи
каго, другая половина остается на месте, а чикагские грузовики распреде

ляются поровну между Бостоном и Лос-Анджелесом. Выписать матрицу пере
хода А размера ЗХЗ и найти стационарное состояние и00 , соответствующее 
собственному значению л = 1. 

Упражнение 5.3.5. Рассмотреть пример эпидемии, при которой каждый 
месяц половина здоровых людей заболевает, а четверть заболевших умирает. 
Найти стационарное состояние для соответствующего марковскоrо процесса 

r::::J'=lг: ; : 'r::J·· 
LWн1 1 LWk 

о о 2_1 

1) Если каждый человек, находящийся вне, въезжает, и каждый, нахо
дящийся внутри, выезжает, то число прожива~ещих в штате меняется каждый 
год и стационарное состояние невозможно. Матрица перехода имеет вид 

А=[~ ~]. и собственными значениями являются как -1, так и +1. 
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Упражнение 5.3.6. Пусть в отношении цвета глаз мужчины в данном 
поколении несут доминантные гены, гетерозиготны или несут рецессивные гены 

(т. е. либо имеют оба гена «кареглазости», либо один ген «кареглазости», 
а один «голубоглазости», либо оба гена «rолубоглазости») с вероятностями d0, 

h0 , r 0 . (Я думаю. что в гетеµозиrотном случае оба глаза будут карими, но 
тем не менее оба отцовских гена могут быть унаr педованы с одинаковой 
вероятностью.) Если все женщины предполагаются гетерозиготными 1), то насле
дуемый от матери ген с одинаковой вероятностью может оказаться геном 
«кареглазости» или геном «rолубоглазости». Найти матрицу А, которая давqла 
бы для сына из следующего поколения вероятности d1, h1, г1 : 

Каково будет распределение и°" после бесконечного числа поколений? 

УСТОЙЧИВОСТЬ 

Имеется явное различие между числами Фибоначчи и марков
скими процессами: числа Fk становятся все больше и больше, 
в то время как любая «вероятность» по определению находится 
между О и 1. Уравнение Фибоначчи является неустойчивым, равно 
как и уравнение сложных проuентов Р k+ 1 = 1. 06Р k; кап итал 
растет вечно. Если бы марковские вероятности стремились к нулю, 
то соответствующее уравнение было бы устойчивым; на самом же 
деле это не так, поскольку на каждом этапе сумма вероятностей 
равна 1. Поэтому марковский процесс нейтрально устойчив. 

Предположим теперь, что у нас имеется произвольное раз
ностное уравнение Ин 1 = Auk и мы хотим исследовать его пове
дение при k- оо. Предполагая диагонализуемость матрицы А, 
получим решение uk в виде комбинации «чистых решений»: 

uk = SЛkS- 1 uo = c).fx1 + • • • +спл~хп. 
Рост uk управляется множителями л7 и, следовательно, устой
чивость зависит от собственных значений .матрt~цы А. 

5Н. Разностное уравнение uk+ 1 = Auk устойчиво и uk-,. О, 
если I л; 1 < 1 для всех собственных значений, нейтрально 
устойчиво и вектор uk ограничен при всех / лi / ~ 1 и не
устойчиво (uk неограничен), если хотя бы одно собственное 
значение матрицы А удовлетворяет условию I л; 1 > 1. 

Пример l. Матрица 

1) На самом деле это неверно, но я надеюсь, что мне прvстят такое пред
положение. 
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безусловно, является устойчивой; ее собственные значения равны 
О и 1/2, т. е. числам, расположенным на главной диагонали, 
поскольку эта матрица А является треугольной. Начинаясь 
с произвольного начального вектора и0 и удовлетворяя соотно

шению ин 1 = Auk, решение должно постепенно сходиться к нулю: 

0 [4] [2] [1] г;l и,-[~]. и,- : , и,- { , и,- : , и,-l,~~· .... 
Можно заметить, что большее собственное зачение 'Л = 1/2 управ
ляет убыванием: после первого шага каждый последующий век
тор uk будет равен половине предыдущего. Эффект первого шага 
состоит в расщеплении вектора и0 на два собственных вектора 
матрицы А, 

и аннулировании второго собственного вектора (соответствующего 
'Л = О). Первый собственный вектор на каждом шаге умножается 
на 'Л= 1/2. 

Замечание. Несмотря на сильную устойчивость матрицы А, 
обусловленную малостью собственных значений, длины векторов 
uk в начале процесса растут. Только начиная с и4 , эти векторы 
становятся короче, чем исходный вектор и0 , и затем убывание 
происходит со скоростью геометрической прогрессии. Чтобы гаран
тировать немедленное убывание, т. е. выполнение неравенств 
11и1 11 < 11и0 11 или 11 Аи 1/ < 11 и 11 для всех ненулевых начальных век
торов и, нам требуется условие 

11Аи/J2 =и1АТАи <Jlи//2 =ити, или и1 (АТА-[)и < О. (22) 

Это более сильное требование, чем условие j л.1 1 ~ 1 на собствен
ные значения. В терминах гл. 6 оно означает, что матрица 
АТ А -1 должна быть отрицательно определенной (т. е. все ее 
собственные значения отрицательны), а в терминах гл. 7 это тре
бование означает, что «норма» матрицы А меньше 1. 

Упражнение 5.3.7. Показать, что решение начинает убывать немедленно 
(т. е. матрица АТ А-/ имеет отрицательные собственные значения), если вне-
диагональный элемент а12 = 4 сделать меньше, чем а12 = УЗ /2. 

Упражнение 5.3.8. Какие значения а приводят к неустойчивости системы 
Vn+1 =а (vп+wп), Wп+1 =а (vп+wп), 

Пример 2. Модель расширяющейся экономики фон Н~й1'1ана. 
Рассмотрим простую модель, в которой есть три «товара»: сталь, 
продукты питания и труд. На производство каждого товара за
трачивается часть того, что было произведено годом ранее, и перед 
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экономистом стоит вопрос, может ли (и с какой скоростью) эко
ном,ша расширяться. Пусть производство новой единицы стали 
требует 0.4 единицы существующей стали и 0.5 единицы труда, 
производство единицы продуктов питания требует 0.1 единицы 
продуктов питания и О. 7 единицы труда и производство (или 
содержание) единицы труда обходится в 0.8 единицы продуктов 
питания и по 0.1 единицы стали и труда. Тогда входные данные 
s0 , f O и l 0 связаны с выходными данными s1 , f 1 и l 1 уравнением 

[S0
] [0.4 0 0.1] [SI ] 

U0 = fo = О 0.1 0.8 f1 =AU1 • 

l 0 0.5 О. 7 0.1 11 

Отметим, что это разностное уравнение «в обратную сторону»! 
Вместо соотношения и1 = Аи0 мы имеем и0 = Аи1 , так что расши
рением будет управлять не матрица А, а матрица А- 1 (точнее, 
ее собственные значения). В этой задаче имеется и еще одна осо
бенность: количества стали, продуктов питания и труда не могут 
становиться отрицательными. Фон Нейман искал максимальную 
скорость а, с которой экономика может расширяться, по-прежне
.му оста.ваясь неотрицательной, т. е. и1 ~ аи0 ~ О. 

Если эти неравенства выполняются (т. е. начиная с некото
рого вектора стали, продуктов питания и труда u0 , мы заканчи

ваем по крайней мере вектором аи0), то, начиная следующий год 
с и 1 , мы получим по крайней мере аи1 или а2и0 • Следовательно, 
экономика может продолжать расширяться со скоростью а. Разу
меется, если наибольшее возможное а будет меньше 1, то эконо
МИI<а фактически будет не расширяться, а сокращаться, а если 
А -«марковская» матрица, то мы будем иметь равновесие, при 
котором а= 1. На самом деле теория фон Неймана очень близка 
к теории марковских процессов, поскольку в обоих случаях 
матрица А является неотрицательной, что гарантирует неотри
цательность ее наибольшего собственного значения л1 и компо
нент соответствующего собственного вектора. Для марковского 
случая а= 1, поскольку л1 = 1; в общем случае л1 = 1 /а, так как 
фон Нейман доказал, что наискорейшее возможное расширение 
всегда дается неотрицательным собственным вектором. В нашем 
приl\1ере л1 = 9/10, так что коэффициент расширения равен 10/9, 
а собственный вектор есть 

[
0.4 О 0.1] [0.2] [О.18] 

Ах= О 0.1 0.8 1 = 0.9 =0.9х. 

0.5 0.7 0.1 1 0.9 
[
0.2] 

Х= ~ и 

Упражнение 5.3.9. Объяснить в экономических терминах, почему увели
чение любого элемента в матрице потребления А должно увеличивать ее наи
большее собственное значение л.1 (и замедлять расширение). 
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Пример 3. Матрица «затраты - выпуск» Леонтьева. В отличие 
от фон Неймана, Леонтьев рассматривал прежде всего производст
во и потреб.пение в течение одного года; его система «затраты- вы
пуск» явилась одним из первых крупных успехов в математичес

кой экономике. Для ее иллюстрации рассмотрим ту же самую матри
цу потребления А и будем выяснять, можно ли получить заданный 
вектор продукции у: можем ли мы закончить год с у1 единицами 

стали, у2 единицами продуктов питания и Уз единицами труда? 
Для этого нужно произвести товары в больших количествах х11 
х2 и Х3 , поскольку некоторая часть продукции поглощается 

в самом процессе производства. Фактически потребленное коли
чество продукции равно Ах, и чистая продукция есть х-Ах. 

Задача. Найти вектор х, такой, что 

х-Ах=у, и.ли Х=(/-А)-1 у. 

На первый взгляд нам нужно лишь выяснить, обратима ли ыа
трица / -А. Однако и в этой задаче имеется особенность, свя
занная с неотрицательностью: мы предполагаем, что вектор зю<а

зов неотрищ1телен, у~ О, и требуем, чтобы вектор продукции 
также был неотрицательным, т. е. х ~ О. Поэтому на самом деле 
вопрос состоит в том, будут ли элементы матрицы (/ -А)- 1 не
отрицательными; если это так, то произведение (/-А)- 1 у будет 
неотрицательным. При заданной матрице потребления А с наи
большим собственным значением л.1 основной математический 
результат формулируется следующим образом: матрица (/ -А)- 1 

неотрицательна тогда и только тогда, когда л.1 < 1. В этом 
случае экономика может производить товары в любом сочетании: 
при таких собственных значениях производство превосходит по
требление. 

Пример. Пусть А= [~ ~], так что на производство единицы 
стали затрачиваются две единицы продуктов питания, 11 наобо
рот. Тогда мы ничего не можем произвести! Наибольшее собст
венноЕ: значение равно л.1 = 2, и все элементы матрицы (/-А)- 1= 

t (1 2] = - 3 2 1 отрицательны. 

Упражнение 5.3.10. Почленным умножением проверить, что (/-А) U+ 
+А+А2 + .. . )=/. Этот бесконечный ряд представляет матрицу (/-А)- 1, 
и он является неотрицательным, если неотрицательна матрица А и если его 
сумма конечна; условием для этого служит неравенство л.1 < 1. Просуммиро
вать этот бесконечный ряд и по1<азать, что сумма равна (1-А)- , для мат
рицы потребления 

[о 1 •1 А= О О l . 
о о о 
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Цель Леонтьева состояла в том, чтобы найти модель, которая 
использовала бы подлинные данные реальной экономики. Офи
циальная американская матричная таблица межотраслевых связей 
за 1958 год содержала данные по 83 отраслям производства. 
Построенная теория выходит за рамки простого исследования 
матрицы (l -A)-1 и позволяет решать вопросы о естественных 
ценах рынка и об оптимизации. Труд при этом обычно рассмат
ривается отдельно как наиболее важный товар, количество кото
рого ограничено и должно быть минимизировано. Кроме того, 
экономика не всегда является линейной. 

§ 5.4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
И ЭКСПОНЕНТ А eAt 

Когда мы встречаемся не с отдельным уравнением, а с систе
мой, появляется возможность использовать теорию матриц. Это 
было справедливо для разностных уравнений, где решение uk=Aku0 

зависело от степеней матрицы А. Это в равной мере справедливо 
и для дифференциальных уравнений, где решение и (t) = eA1u0 

связано с экспонентой от матрицы А. Для того чтобы определить 
эту экспоненту и понять заложенный в ней смысл, рассмотрим 
пример 

du [-2 1] 7t=Аи= l _ 2 и. (23) 

Первый шаг, как обычно, состоит в отыскании собственных зна
чений и собственных векторов: 

Затем перед нами открывается несколько возможностей, и все 
они приводят к одному и тому же ответу. Наилучший способ, 
вероятно, выписать общее решение и cor ласовать его с началь
ным вектором u0 при t = О: 

и (t) = с1е"• 1 х1 +с2е"•1х2 = c1e-t [ ~] + c2e-3t [ _:] , (24) 

Uo = С 1 [ : ] + С2 [ _ ~ ] = [ : _ ~ ] [ :: ] , 

Вы узнаете матрицу собственных векторов S? И коэффициенты 

[::] = s-1u0 те же, которые получались для разностных урав· 
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нений. Подставляя их в (24), находим решение задачи. В мат
ричной записи это решение выr лядит так: 

и(t)= [~ -~] [e-t е-эt] [::] =S [e-t е-эt] S-1uo. 

Вот основная формула этого параграфа: SeЛtS- 1u0 является реше
яием дифференциального уравнения, так же как SЛkS-1u0 было 
решением разностного уравнения. Основную роль здесь играют 
матрицы 

и еЛt = [ e-t e-st] . 

Теперь можно позволить себе замедлить темп изложения. 
Остается сделать два замечания относительно этого примера. 

Одно из них относится к завершению математической части тео
рии, для чего требуется дать прямое определение экспоненты eAt 
и связать его с формулой Seл1s- 1 • Второе состоит в том, чтобы 
дать физическую интерпретацию самого уравнения и его реше
ния. Это дифференциальное уравнение имеет очень полезные при
менения. 

Рассмотрим сначала экспоненту. Наиболее естественно опре
делить ее по аналогии со степенным рядом для ех: 

х2 хз 
ех= 1 +х+21+зт+ ... 

11 

eAt есть матрица порядка п и ее легко можно продифференциро
вать: 

~ ( AI) =А+ А2 (2t) + А3 (Зt2) + = 
dt е 21 31 • • • 

( (At)2 ) = А / +At +21+ ... = AeAt. 

Таким образом, подтверждается, что eA1u0 является решением 
рассматриваемого дифференциального уравнения: при t = О оно 
равно начальному вектору и0 и оно удовлетворяет уравнению 

d (eA1u0)/dt = АеА1и0 • Следовательно, это решение должно совпа
дать с другим решением SeлtS- 1u0 • Чтобы дать более прямое 
доказательство этого совпадения, вспомним, что степени матрицы 

A=SЛS-t сворачиваются в Ak=(SЛS- 1) ••• (SЛS- 1)=SЛkS- 1 • 
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Поэтом)' бесконечный ряд для экспоненты принимает вид 

eAt = I +sлs-ч + sл2:,-ч2 + sлs:,-чs + ... = 

=S (1 +лt+<~Т +<~?з + ... ) s- 1 =seмs-1. 

На этом математическая часть заканчивается, и полученные ре
зультаты можно сформулировать следующим образом: 

51. Если матрица А приводится к диагональному виду, 
А= sлs-1, то дифференциальное уравнение du;dt-= Аи и.меет 
решение 

и (t) = еА1 и0 = SeлtS- 1u0 . (25) 

Столбцы матрицы S являются собственными векторами мат
рицы А, так что 

u(t)-[x, 
(26) 

Общее решение является линейной комбинацией частных реше

ний e"i1 Х;, и коэффициенты ci, удовлетворяющие начальному 
условию U0 , равны С= S-1u0 • 

Здесь наблюдается полная аналогия с разностными уравне
ниями - вы можете сравнить полученный результат с 5G на 
стр. 229. В обеих ситуациях мы предполагали, что матрица А ди
агонализуема. В противном случае она имела бы меньше чем п соб
ственных векторов, и мы не нашли бы достаточного числа частных 
решений. Недостающие решения существуют, но они имеют более 
сложный вид, чем чистые экспоненты е"1 х: они содержат «обоб
щенные собственные векторы» и множители типа te"1 • Тем не 
менее формула и (t) =eAtu0 остается справедливой 1). 

1) Этот «дефектный» случай будет рассмотрен в приложении В, однако 
пример можно привести и сейчас: если у'= z и z' = О, то система имеет вид 

du [о '] 7t=A11 = О О и, 

так что 
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Обсудим теперь физический смысл этого примера, который 
легко объясним и в то же время по-настоящему важен. Рассматри
ваемое дифференциальное уравнение описывает процесс диффузии, 
который можно наглядно представить себе, если рассмотреть 
бесконечную трубку, разделенную на четыре части, из которых 
две средние конечные, а две по краям полубесконечные (рис. 5.1 ). 

() () () 
Рис. 5.1. Модель диффузии 

В момент времени t = О две конечные части содержат некоторый 
химический раствор с концентрациями Vu и w0 • В это же время 
и в дальнейшем концентрация в двух бесконечных частях трубки 
равна нулю. При бесконечности объема такая модель будет давать 
верную картину для описания средней концентрации в этих беско
нечных частях трубки даже после начала процесса диффузии. 
Диффузия начинается в момент времени t = О и подчиняется сле
дующему закону: в любой момент времени t скорость диффузии 
между двумя прилегающими частями равняется разности концен
траций. Мы считаем, что внутри каждой из частей концентра
ция во всех точках остается одинаковой. Процесс непрерывен по 
времени, но дискретен по пространству, и двумя неизвестными 

являются v (t) и w (t) в .авух внутренних частях S1 и S2 • 

Концентрация v изменяется двумя путями - посредством диф
фузии в крайний левый участок S 0 и посредством диффузии в S2 

или из S2 • Общая скорость изменения поэтому равна 
dv 
аГ = (w-v) +(0-v), 

поскольку концентрация в S0 тождественно равна нулю. Ана
логично 

dw 
Тt= (0-w) +(v-w). 

Следовательно, система в точности совпадает с нашим приме
ром (23): 

и=[:]' du = [-2v+w] = [-2 l]и 
Тt v-2w 1 -2 · 

Собственные значения -1 и -3 будут определять поведение 
решения. Они дают скорость убывания концентрации, и л1 яв
ляется более важным, поскольку лишь в исключительных слу-
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чаях выбранные начальные условия могут привести к «сверхубы
ванию» со скоростью е- 31 • Фактически эти условия должны по
лучаться из собственного вектора ( l, -1 }, компоненты которого 
имеют разные знаки. Если эксперимент допускает только неот
рицательные концентрации, сверхубывание невозможно и пре
дельная скорость должна равняться е- 1 • Решение, убывающее
с этой скоростью, соответствует собственному вектору ( l, l }, и, 
следовательно, две концентрации будут становиться почти рав
ными при t--+- оо. 

Еще одно замечание по поводу этого примера: он является 
дискретной аппроксимацией лишь с двумя неизвестными для 
непрерывного диффузионного процесса, описываемого уравнением 
в частных производных 

и(О)=и (1) =0. 

Мы придем к этому уравнению, если оставить два бесконечных 
участка с нулевой концентрацией и делить среднюю часть на 
отрезки все меньшей и меньшей длины h = l / N. Дискретная сис
тема с N неизвестными подчиняется уравнению 

~ [:' ( [-i -t 1] [:' lJ = Аи. 
llNJ -2 UN 

Это в точности совпадает с матрицей конечных разностей, по
строенной в § 1.6 для аппроксимации второй производной d2/dx2 • 

Более внимательный взгляд на процесс дает масштабирующий 
множитель l/h2 , так что мы действительно приходим в пределе 
при /1-+ О и N--+- оо к уравнению в частных производных ди/дt = 
= д2ltjдx2 • Оно известно как уравнение теплопроводности. Его 
решения по-прежнему могут быть разложены на гармонические 
составляющие задачи, но они уже оказываются не собственными 
векторами из N компонент, а собственными функциями. Факти
чески это в точности функции sin nnx, и общее решение уравне
ния теплопроводности имеет вид 

.., 
и (t) = ~ спе ·11•n2t sin nnx. 

n=I 

Коэффициенты сп определяются, как обычно, из начальных усло
вий, а скорости убывания даются собственными значениями: 
л.п =- /l2:rt2. 

Упражнение 5.4.1. Вычислить матрицу eAt размера 2Х2 в рассмотренном 
выше примере и показать, что ее элементы положитеf!ьны при t > О. Любоfi 
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эксперимею, начинающийся при положительных концентрациях, таким и будет 
оставаться: если и0 > О, то eA1u0 > О 1). 

Упражнение 5.4.2. Предположим, что в уравнении диффузии направление 
времени из"'1енено на обратное: du/dt = Аи переходит в du/d(- t) = Au или 

d1t [ 2 -IJ r!Г=Ви= -1 2 Uo, Uo= [ ~] , 

Вычислить и (t) и показать, что решение теперь растет, а не убывает при 
t -+ оо. (В непрерывном случае это увеличение происходит мгновенно, как 
только мы отходим от t = О, т. е уравнение теплопроводности необратшю 
во вре,11ени.) 

Упражнение 5.4.3. Для получения непрерывного мар1<0вскоrо 
уберем бесконечные участки S 0 и S 3 и перейдем к уравнениям 

dv 
dt=w-v, 

du r-1 1 J или dt = 1 _ 1 и=Аи. 

процесса 

Найти общее решение, решение, удовлетворяющее начальным концентрациям 
t•=З и w= 1, и стационарное состояние при t--> оо. Заметить, что значению 
л=О в дифференциальном уравнении соответствует л= 1 в разностном урав
нении (eOt = !), так что соответствующий собственный вектор опrеделяет ста
ционарное состояние. 

Упражнение 5.4.4. Вывести формулу u(t)=SeAls- 1 11 0 , используя замену 
переменных v=S- 1u в дифференциальном уравнении du/dt=Aи. Найти новый 
вектор v0, решить уравнение относительно v и вернуться к 11. 

Упражнение 5.4.5. Предполагая диаrоналиэуемость матрицы А, показать 
из (25), что ef AesA =e<t+s> А. В качестве контрпримера показать для матриц 
размера 2Х2, что в общем случае еВес i= еВ+с, т. е. правило для скаляров 
в матричном случае нарушается. 

УСТОЙЧИВОСТЬ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Tai{ же как и для разностных уравнений, поведение решения 
и (t) при t--> оо определяется собстЕенными значениями. Если 
матрица А диагонализуема, то дифференциальное уравнение будет 
иметь п чисто экспоненциальных решений и любое частное реше
ние и (t) есть некоторая их комбинация: 

u(t)=SeЛtS- 1uo=C1eл,txl + ... +спелпfхп. 
у • л·t Е 
стоичивость определяется множителями е 1 • ели они стре-

мятся к нулю, то и (t) стремится к нулю; если они остаются 
ограниченными, то и (t) остается ограниченным; а если один из 
этих множителей растет, то решение и (t) будет тоже расти, за 

1) Это всегда справедливо при положительных внедиаrональных элементах 
матрицы А. 
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исключением случаев с весьма специальными начальными усло

виями. Более того, поскольку величина (или модуль) e'J..t зависит 
только от вещественной части л, устойчивость определяется только 
веи~ественными частями: если л =а+ i~. то 

e'J..t = ea.teir,t = ea.t (cos ~t + i sin ~t) и I e'J..t 1 = ea.t. 

Эта величина убывает при а< О, является постоянной при а= О 
и возрастает при а> О, в то время как мнимые части ~ дают 
чистые колебания. Таким образом, для любой диагонализуемой 
матрицы А справедливо следующее утверждение: 

5J. Дифференциальное уравнение du/dt = Аи устойчиво и 
еА 1 -+ О, если все Re л; < О; оно нейтрально устойчиво 
и экспонента eAt ограниченна, если все Re л; ~ О, и ино не
устойчиво и eAt неограниченна, когда Re л; > О хотя бы для 
одного собственного значения лi матрицы А. 

Пример 1. 

dи [О -1] dt=AU= 1 о и, 

Собственные значения матрицы А удовлетворяют уравнению 

IА-л/1=[-~ =~]=л2 +l=О, т. е. л=±i. 
Они являются чисто мнимыми, так что решение должно быть 
нейтрально устойчиво. Фактически eAt есть матрица вращения, 
и каждая компонента решения является простым гармоническим 

движением: 

[
cos t 

eAt= 
sin t 

-sin (] 
cos t и [ cos t] 

и (t) =eAtu = . . 
о SIП t 

Уравнение описывает движение точки по окружности 1). 

(27) 

Пример 2. Уравнение диффузии устойчиво, поскольку А= -1 
и л=-3 .. 

Пример 3. Непрерывный марковский процесс, описанный в 
предыдущих упражнениях, лишь нейтрально устойчив, поскольку 
собственные значения равны л = О и л = -2. Это уравнение диф
фузии с изолированными концами: ничто не покидает систему 
и не переходит во внешние бес1<0нечные участки. 

1) Все экспоненты от кососимметрических матриц являются ортогональ
ными матрицами. 
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Пример 4. В ядерной технике реактор называется критическим, 
если он нейтрально устойчив: расщепление уравновешивается 
поглощением. Более медленное расщепление делает его устойчи
вым, или субкритическим, и постепенно он останавливается. При 
неустойчивом расщеплении реактор превращается в бомбу. 

Та1< же как и для разностных уравнений, решение задачи может 
быть устойчивым и при этом допускать кратковременное увели
чение нормы 11 и (t) 11, прежде чем начнется убывание. Мне кажется, 
что этот временный рост нетипичен для реальных задач; убыва
ние, как правило, начинается непосредственно в момент времени 

t = О. Записав производную от скалярного произведения 

d Т [dx]T Т [ dy] 
dtx У= dt у+х dГ ' (28) 

мы можем положить х =у= и и найти величину, знак которой 
определяет рост или убывание: 

:t 1/ и (t) /12 = [ ~~ ]\ + и1 [ :~] = u1 (Ат+ А) и. (29) 

5К, Если uт (А 1 +А) и< О для всех ненулевых векторов и, что 
означает отрицательность всех собственных значений матри
цы лт + А, то норма реtиения убывает в каждый момент вре
мени. Если А 1 + А = О, то длина 11 и 112 остается постоянной 
с течением времени, рассеяния энергии не происходит и сис
тема консервативна. 

Пример l был консервативным: если точка движется по ок
ружности, то длина 11 и 11, очевидно, остается постоянной. 

Для отыскания условия, которое одновременно являлось бы 
необходимым и достаточным для устойчивости, другими словами, 
условия, эквивалентного Reлi < О, есть две возможности. Одна 
из них заключается в обращении к Раусу и Гурвицу, которые 
в девятнадцатом веке получили ряд неравенств на элементы au. 
Я не думаю, чтобы этот подход был достаточно хорош для мат
риц большого размера; ЭВМ, вероятно, может быстрее найти все 
собственные значения матрицы, чем проверить эти неравенства. 
Другая возможность была открыта Ляпуновым в 1897 году, через 
два года после работы Гурвица. Она состоит в отыскании мат
рицы весов W, такой, чтобы взвешенная длина 11 \t7 и ( t) 11 всегда убы
вала. Если такая матрица W существует, то решение уравнения 
и'= Аи должно быть устойчивым. Норма 11 Wиll будет монотонно 
убывать к нулю, и после нескольких подъемов и спусков реше
ние и должно вести себя так же. Настоящую ценность метод 
Ляпунова приобретает в нелинейном случае, когда уравнение 
зачастую решить невозможно, но убывание 11 W и (t) 11 по-прежнему 
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сохраняется, так что устойчивость может быть доказана даже при 
отсутствии формулы для и (t). 

Упражнение 5.4.6. Пронерить, что формула (28) дает произ1!0дную от ска
лярного произведения 

хту=х, (t) У1 (t)+ ... +хп (t) Уп (t) 

Упражнение 5.4.7. Исследовать на устойчивость уравнение du/dt = Аи, рас

сматривая собственные значения матрицы А = [ О 4] 
-1 О 

Упражнение 5.4.8. С помощью собственных значений матриц 

А=[-~ -~J и А+Ат=r-: -~J 
определить, должны ли решения уравнения du/dt = Аи убывать по норме с мо
мента времени t = О и должны ли они убывать при t --+ оо. 

Упражнение 5.4.9. Определить, устойчива или неустойчива система du/dt =w, 
dw/dt=u. 

УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Законы диффузии приводят к системе уравнений первого по
рядка du/dt = Аи. То же самое происходит и в большом числе 
других приложений-в химии, в биологии и т. д., кроме наи
более важных законов физики. Это, например, второй закон 
Ньютона F = та, где ускорение а есть вторая производная. Инер
циальные члены дают уравнения второго порядка (мы должны 
решать систему d2u/dt 2 = Аи вместо du/dt = Аи), и наша цель 
состоит в том, чтобы понять, как этот переход ко вторым произ
водным изменяет поведение решения 1). 

Сравнение будет наилучшим, если мы рассмотрим ту же са
мую матрицу А: 

d2u [- 2 1] 
dt2= Аи= 1 -2_ и. (30) 

Для того чтобы система начала «работать», должны быть заданы 
два начальных условия - «смещение» и= и0 и «скорость» du;dt = и~. 
Чтобы удовлетворить этим условиям, для системы из п уравне
ний потребуется уже не п, а 2n чисто экспоненциальных решений. 

Заменим букву л буквой ro и будем записывать частные ре
шения в виде и= eioot х. Подставляя эту экспоненту в дифферен-

1) Четвертые производные также возможны (при изгибе балок), но при
рода, по-видимому, препятствует появлению производных выше четвертого по

рядка. 
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циальное уравнение, получаем 

удовлетворять: 

условие, которому она должна 

d2 
dt2 (etoot х) = А (eiootx), или (31) 

Вектор х должен быть собственным вектором матрицы А в точ
ности как и раньше. Соответствующее собственное значение те
перь равняется-rо2 , так что частота ro связана со скоростью убы
вания л соотношением - ro2 = л. Каждое частное решение е'М х 
уравнения первого порядка дает два частных решения ei00tx урав-
нения второго порядка, и два их показателя равны ro = + V -л. 
Это не так лишь при л = О, когда имеется только одно значение 
корня; если соответствующий этому л собственный вектор есть х, 
то два частных решения будут равны х и tx. 

Для нашей матрицы диффузии все собственные значения л 
отрицательны, и потому все частоты ro вещественны: чистая диф
фузия преобразуется в чистое колебание. Множители e100t дают 
нейтральную устойчивость, решение не растет и не затухает 
и полная энергия остается в точности постоянной: она все время 
перераспределяется внутри системы. Общее решение уравнения 
d2u/dt2 = Аи, если матрица А имеет отрицательные собственные 

значения л1 , ••• , лп и если ro1 = V - л.1 , равно 

и (t) = (c1efoo,t + d1e-ioo,t) Х1 + ... +(спеiоопf +dne-ioont) Хп. (32) 

Как всегда, произвольные постоянные находятся из начальных 
условий. Это легче сделать (ценой дополнительной формулы), 
перей.в;я от «осциллирующих экспонент» к более привычным си
нусу и косинусу: 

U (t) = (а1 COS(1)1 t +Ь1 Sinro1 t)X1 +,,, +(aпCOSront+bn Sinront) Хп. (33) 

Теперь начальное смещение легко отличить от начальной скоро
сти: из t = О следует, что sin rot = О и cos rot = 1, в результате чего 
получаем 

Uo=a1xi+,,, +апхп, Uo=Sa, a=S-1uo. 

Смещение согласуется с выбором коэффициентов а, а скорость
с выбором Ь: дифференцируя функцию и (t) и полагая t = О, по
лучаем условие для определения Ь в виде 

U~ = b1ro1Xi +,,, +Ьпrопхп. 
Подставляя это в (33), получаем искомое решение уравнения. 

Мы хотим применить эти формулы к нашему примеру. Собст
венные значения равнялись л1 = - 1 и л2 = - 3, так что частоты 
равны (1)1 = 1 и (1)2 = Vз. Если система начинает движение из 
состояния покоя (т. е. начальная скорость и~ равна нулю), то 
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члены bslnrot исчезнут. И если первый осциллятор получает 
единичное смещение, то требование и0 = а1х1 + а2х2 приводит к 

Следовательно, решение равно 

1 [1] 1 - [ 1] u(t)= 2 cos t 1 +2 cosV3t _ 1 . 

Попытаемся дать физическое истолкование полученному ре
шению. Система представляет собой две единичные массы, свя
занные друг с другом и с неподвижными стенками тремя одина

ковыми пружинами (рис. 5.2). Первая масса передвигается 
в положение v0 = 1, вторая масса зафиксирована на месте, и при 
t = О мы их отпускаем. Их движение, описываемое функцией и (t), 
будет средним между двумя чистыми колебаниями, соответствую
щими двум собственным векторам. На первой гармонике массы 
движутся в унисон и средняя пружина никогда не растягивается 

(рис. 5.2а). Частота ro1 = 1 оказывается такой же, как и для од-

(а) с.,1 = 1, Х1 = [ ~] 

Рис. 5.2. Две гармоники. 

ной пружины с одной массой. Для высокочастотной гармоники 
х2 = ( 1, -1) с компонентами противоположных знаков и с часто
той Vз массы движутся в противоположных направлениях, НО 
с равными скоростями (рис. 5.2Ь). Общее решение является ли
нейной комбинацией этих двух гармоник, и наше частное реше
ние равняется их полусумме. 

Такое движение явJ1яется, как мы говорим, «почти периоди
ческим» во времени. Если отношение ro1 /ro2 было дробным, то две 
массы постепенно вернутся к состоянию v = 1 и w = О и весь 
процесс начнется сначала. Комбинация sin 2t и sin Зt будет иметь 
период 2n. Но, поскольку число Vз иррационально, мы можем 
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лишь сказать, что массы подойдут произвольно близко к началь
ному положению. Они также подойдут близко, если у нас хватит 
тер пения дождаться, к противоположному положению v = О и 
w = 1 Как и у бильярдного шара, бесконечно отскакивающего 
от идеально гладкого стола, полная энергия масс остается неиз

менной, и раньше или позже они подойдут сколь угодно близко 
к любому состоянию с той же энергией. 

И вновь мы не можем не провести параллель с непрерывным 
случаем, когда вместо двух масс, или N масс, у нас имеется 
континуум. При переходе дискретных масс и пружин в сплошной 
стержень «вторые разности», задаваемые матричными коэффициен
тами 1, -2, 1, переходят во вторые производные. Этот предель
ный случай описывается знаменитым rюлновым уравнением д2и;дt2 = 
= а2u;дх2. 

Упражнение 5.4.10. Используя диагонализацию (стр. 218), решить урав
нение 

Упражнение 5.4.11. Решить уравнение 

d2u _ [-5 -IJ 
dt2 - -1 -5 и при и0 = [~] и и~=[~]. 

Упражнение 5,4.12. При наличии матрицы трения F две единичные массы 
будут колебаться по закону d2u/dt2 =- F du/dt+ Аи. Подставить чистую эк
споненту ePlx в это уравнение и получить для р квадратичную задачу на 
собствен.ные эначен.ия. 

Упражнение 5.4.13. Решение задачи и"= Аи по-прежнему дается собст
венными векторами матрицы А, образующими столбцы матрицы S. Показать, 
что начальным условиям и самому этому дифференциальному уравнению удов
летворяет функция ] l

(siп ro1t)/ro1 ] 
• 

s-1u0+s , s-iu~ 

cos ront (SIП Фпt)/Фп 

(вместои=Sелts- 1u 0 , как это было в случае и'=Аи). 

Упражнение 5.4.14. Найти движение второй массы ь рассмотренном перед 
rпражнениями примере, если первая масса получает при t =0 удар: 

uQ= [~], u;= [~], 
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§ 5.5. КОМПЛЕКСНЫЙ СЛУЧАЙ: ЭРМИТОВЫ 
И УНИТАРНЫЕ МАТРИЦЫ 

В дальнейшем становится уже невозможным расотать только 
с вещественными векторами и вещественными матрицами. В пер
вой половине этой книги, когда основная задача состояла в ре
шении системы Ах= Ь, было очевидно, что решение х является 
вещественным при вещественных А и Ь. Поэтому необходимость 
в комплексных числах не возникала; их можно было бы допу
стить, но это не дало бы ничего нового. Теперь же мы не можем 
обойтись без них. Коэффициенты характеристического многочлена 
вещественной матрицы вещественны, но собственные значения 
(как в случае, когда 'А.2 + l = О) могут таковыми не быть. 

Мы должны поэтому ввести пространство сп векторов с п ком
плексными компонентами. Сложение и умножение в этом прост
ранстве осуществляются по тем же правилам, что и ранее. Но 
формулу 11 х 11 2 = rx + ... + Xii для длины вектора нужно изменить, 
иначе вектор с компонентами (1, i) будет иметь нулевую длину: 
12 + i 2 = О. Это изменение в споеобе вычисления длины вызывает 
целый ряд других изменений. Скалярное щ:оизведенv.е двух век
торов, транспонированная матрица, определения симметрических, 

кососимметрических и ортогональных матр1щ при введении ком

плексных чисел нужно модифицировать. Но в каждом случае 
новое определение будет совпадать со старым, когда векторы и 
матрицы вещественны. 

Все эти изменения перечислены на стр. 267, и этот список 
служит хорошим словарем для перевода между вещественным и 

комплексным случаем. Надеюсь, что он окажется полезным чи
тателю. Этот список содержит также для каждего класса матриц 
наиболее полную информацию о расположении их собственных 
чисел. Нас в особенности интересуют симметрические матрицы: 
где расположены их собственные значения и чем характеризуются 
их собственные векторы? С точки зрения практики это наиболее 
важные вопросы в теории собственных значений и, следовательно, 
этот параграф является наиболее важным. 

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА И СОПРЯЖЕННЫЕ К НИМ 

Вероятно, читатель уже знаком с комплексными числами, но, 
поскольку нам нужщ,1 лишь основные факты, стоит дать короткий 
их обзор 1). Каждому известно, что i, чем бы оно ни было, удов
летворяет уравнению i 2 = - l. Это чисто мнимое число, равно 

l) Важными понятиями являются комплексная сопряженность и модуль. 
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как и ib, где Ь вещественно. Сумма вещественного и мнимого 
чисел есть комплексное число а+ ib, и оно естественным образом 
изображается на комплексной плоскости (рис. 5.3). 

Мниман ось 

ь а+ ib = rei8 

-ь a-ib = iГ+ТЬ 

Рис. 5.8. Комплексная плоскость. 

Вещественные числа (для которых Ь = О) и мнимые числа (а= О) 
являются частными случаями комплексных чисел-они лежат на 

одной или другой координатной оси. Два комплексных числа 
складываются по правилу 

(а+ ib) + (с+ id) = (а +с) +i (Ь +d) 

и перемножаются с использованием соотношения i2 = - 1: 

(а+ iЬ) (с+ id) =ас+ ibc + iad + i2bd = (ac-bd) + i (Ьс + ad). 

Комплексно-сопряженное к a+ib есть число a-ib, т. е. знак 
при мнимой части изменен на противоположный. Геометрически 
это зеркальное отражение относительно вещественной оси. Любое 
вещественное число совпадает со своим сопряженным. Сопряжен-

ность обозначается чертой, а+ ib = a-ib, и имеет три важных 
свойства: 

(1) Сопряженное к произведению равняется произведению со
пряженных: 

(а +ib) (с+ id)= (ac-bd)-i (Ьс+ ad) = (а+ ib) (c+id). (34) 

(2) Сопряженное к сумме равняется сумме сопряженных: 

(а+с) +i (Ь +d) = (а +c)-i (Ь +d)= (а+ ib) +(с+ id). 

(3) Умножение любого числа а+ ib на сопряженное к нему 
a-ib дает вещественное число, равное квадрату гипотенузы на 
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рис. 5.3: 
(а+ ib) (a-ib) =а2 +ь2 = , 2• (35) 

Это расстояние r называется модулем исходного числа а+ ib и 
(как и абсолютное значение вещественного числа, которое также 
не бывает отрицательным) обозначается вертикальными черточ-

ками: la+ibl=r=Va2 +b2 • 

Нююнец, стороны связаны с гипотенузой тригонометрическими 
соотношениями 

а = V а2 + ь2 cos о, ь = V а2 + ь2 sin е. 

Комбинируя эти уравнения, переходим к полярным координатам: 

а+ ib = V а2 + Ь2 ( cos е + i sin 0) = rei6• ( 36) 

Имеется важный частный случай, когда модуль r равняется еди
нице. Тогда комплексное число есть eiB = cos 0 + i sin е и оно на
ходится на единичной окружности комплексной плоскости. При 
изменении 0 от О до 2:rt это число eiB движется вокруг начала 

координат на фиксированном расстоянии I ei01=Vcos2 0 + sin2 е = 1. 

Упражнение 5.5.1. Для 1шмплексных чисел з+ 4i и 1-i 
(а) найти их положения на комплексной плоскости, 
(Ь) найти их сумму и произведение, 
(с) найти их модули и сопряженные. 

Лежат они внутри или вне единичного круга? 

Упражнение 5.5.2. Что можно сказать о 
(i) сумме компле1<сного числа и его сопряженного? 

(ii) сопряженном к числу, лежащему на единичной окружности? 
(iii) произведении двух чисел, лежащих на единичной окружности? 
(iv) сумме двух чисел, лежащих на единичной окружности? 

Упражнение 5.5.3. Проверить, что при умножении двух чисел их модули 
перемножаются: 

1 (a+ib) (c+id) 1 =1 a+ib 11 c+idl, 

ДЛИНЫ И ТРАНСПОНИРОВАНИЕ В КОМПЛЕКСНОМ СЛУЧАЕ 

Мы возвращаемся к линейной алгебре и переходим от веще
ственных чисел к комплексным. Первый шаг состоит в допущении 
комплексных векторов и не вызывает затруднений: по определе
нию пространство сп содержит все векторы х с п комплексными 
компонентами 
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Векторы х и у по-прежнему складываются покомпонентно, но 
скалярное умножение теперь производится на комплексные числа. 

Как и ранее, векторы vi, ... , vk линейно зависимы, если некото
рая нетривиальная комбинация c1v1 + ... +ckvk дает нулевой век
тор. Но коэффициенты с1 теперь могут быть комплексными. 
Единичные координатные векторы по-прежнему принадлежат сп, 
и они по-прежнему линейно независимы и образуют базис. По
этому сп также является ве1{торным пространством размерности п. 

Мы уже указывали, что определение длины должно быть из
менено, поскольку квадрат комплексного числа не обязательно 
положителен и формула llxll2 = х~ + ... +х~ поэтому бесполезна. 
Новое определение совершенно естественно: х, заменяется на мо
дуль I х1 12 и длина записывается так: 

11 Х 112 = 1 Х1 12 + • • • + 1 Хп 12 , (37) 

В двумерном случае 

Х= [:] и 

[ 2+i ] 
У= 2-4i_ и llulF= 25. 

Для вещественных векторов имелась тесная связь между дли
ной и скалярным произведением: 11 х 112 = х т х. Мы хотим сохранить 
эту связь. Поэтому скалярное произведение должно быть моди
фицировано в соответствии с новым определением длины и стан

дартная модификация состоит в сопряжении первого вектора 
в с~алярном произведении. Это означает, что вектор х заменяется 

на х и скалярное произведение векторов х и у принимает вид 

-т - -
Х У=Х1У1 + • · · +хпУ11· (38) 

Типичный пример в С2 : 

ll +i] 
Х= Зi ' 

хту = (1-i) 4 +(-Зi) (2-i) = 1-lOi. 

И если рассмотреть скалярное произведение вектора х на себя, 
то мы вновь приходим к квадрату длины: 

хт х= (1 +i) (1 + i) + (Зi) (Зi) = 2 +9= llxll2 • 

-т -т . 
Заметим, что у х отлично от х у; в дальнеишем мы должны сле-
дить за порядком векторов в скалярном произведении. Имеется 
еще одно новшество: если вектор х заменяется на сх, то скаляр-

ное произведение векторов х и у умножается не на с, а на с. 
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Остается сделать ещ~ одно изменение. Это лишь изменение 
в обозначениях, которое сводит два символа в один: вместо черты 
для сопряжения и буквы т для транспонирования мы вводим 
сопряженное транспонирование и обозначаем его верхним индек

сом н. Поэтому хт = хн и то же обозначение применяется к мат
рицам: сопряженно транспонированная " А есть 

'iP =Ан с элементами (А н)u = Ал. (39) 

Если матрица А имеет размер тхп, то Ан имеет размер пхт. 
Например, 

[2 + i Зi] н = [ 2 -i 4 + i О] 
4-i 5 -3i 5 О . 
о о 

Этот символ Ан служит официальным признанием того факта, 
что когда рассматриваются матрицы А с комплексными элемен
тами, нам очень редко бывает нужна просто транспонированная 
к А матрица. Практически во всех случаях нам нужна сопря
женно транспонированная (или эр.лtитово транспонированная) 
матрица 1). Суммируем все модификации, связанные с введением 
комплексных чисел: 

5L. (i) Скалярное произведение векторов х и у равно хну, и 
эти векторы ортогональны, если хну= О. 

(ii) Длина вектора х есть \\х\\=(хнх)1/2. 
(ili) Правило (АВ)Т = вт АТ после сопряжения всех элементов 

переходит в (АВ)н= внАн. 

Упражнение 5.5.4. Найти длины и скалярное произведение векторов 

и -[2+4i] У- 4 • 

Упражнение 5.5.5. Выписать матрицу АН и вычислить С=АНА, если 

А= [1 i О] 
l О 1 ' 

Каково соотношение между С и СН? Выполняется ли оно для любых векторов 
С вида АНА? 

Упражнение 5.5.6. (i) Решить методом исключения уравнение Ах=О 
с матрицей А, указанной выше. 

1) Матрицу АН иногда называют «эрмитовой к А». К сожалению, здесь 
нужно быть внимательным, чтобы от.пичать это название от употребляемого 
в таком, например, контексте: «А яв.пяется эрмитовой», что означает выполне
ние равенства А= АН. 
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(ii) Показать, что вычисленное нуль-пространство ортогонально к m (АН), 
но не к обычному пространству строк m (АТ). Четырьмя фундаментальными 
пространствами в комплексном случае являются ffi (А) и ffi (А), как и раньше, 
а затем ffi (АН) и ffi (АН). 

ЭРМИТОВЫ МАТРИЦЫ 

В предыдущих главах мы говорили о симметрических матри
цах А, А= Ат. Теперь, при наличии матриц с комплексными 
элементами, эта идея симметричности должна быть расширена. 
Правильным обобщением будут не матрицы, совпадающие со своими 
транспонированными, а матриць~, совпадающие со своими 
сопряженно транспонированными. Это эрмитовы матрицы, 
и типичным примером является 

[ 2 3-Зi] 
А= З+Зi 5 =Ан. (40) 

Заметьте, что диагональные элементы должны быть вещественными, 
поскольку они не изменяются в процессе сопряжения. Каждый 
внедиагональный элемент соответствует своему зеркальному отра
жению относительно главной диагонали, и они являются ком
плексно-сопряженными друг с другом. В каждом случае aif = 

= aii• и на этом примере. очень хорошо можно проиллюстриро

вать четыре основных своиства эрмитовых матриц. 

Наша главная цель состоит в получении этих четырех свойств, 
и нужно вновь подчеркнуть, что они равным образом применимы 
и к вещественным симметрическим матрицам. Последние представ
ляют собой частный и наиболее важный случай эрмитовых матриц. 

Свойство 1. Если А= Ан, то для всех комплексных векторов х 
число хн Ах вещественно. 

Любой элемент матрицы А вносит свой в1<лад в хНАх: 

хНАх=[иv][ 2. 3-Зi][u"J= 
з+з~ Б . v 

= 2ии + 5vv + (3 -Зi) uv + (3 + Зi) uv. 
Каждый из «диагональных членов» является вещественным, по

скольку 2ии = 21 и 12 и 5vv= 51 V 12 • Внедиагональные члены явля
ются комплексно-сопряженными, так что они объединяются, давая 

удвоенную вещественную часть от (3-Зi) uv. Следовательно, все 
выражение хн Ах вещественно. 

Для доказательства общего случая мы можем вычислить 
(хн Ах)н. Мы должны получить сопряженную к матрице хн Ах 
размера 1 х 1, но фактически мы вновь получаем то же самое 
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число: (хн Ах)н = хн А нхнн = хн Ах, так что это число должно 
быть вещественным. 

Свойство 2. Каждое собственное значение эрмитовой матрицы 
вещественно. 

До к аз ат ел ь ст в о. Пусть л есть собственное значение, 
а х-соответствующий собственный вектор (ненулевой): Ах= лх. 
Умножим это равенство на хн: хНАх=лх11х. Левая часть веще
ственна по свойству 1, а в правой части хн х = 11 х 112 вещестilенно 
и положительно, поскольку x::f=: О. Следовательно, л должно быть 
вещественным. В нашем примере 

1 2-л 3-Зi/ 
\А-лI 1= з+зi Б-л =л2-n+ IO-J3-3iJ2 = 

=л3 -7л-8=(л-8)(л+ 1). (41) 

Свойство 3. Собственные векторы эрмитовой матрицы, соот
ветствующие различным собственны,и значениям, взаимно орто
гональны. 

Доказательство вновь начинается с заданной информации 
Ах=лх, Ау=µу и л::f=:µ и использует небольшой трюк. Сопря
женно транспонированная к Ах= лх обычно есть хн Ан= 1.хН, но, 
поскольку А= Ан и л вещественно по свойству 2, это равняется 
хНА=лхн. Умножая это равенство справа на у, а равенство 
Ау=µу слева на хн, находим 

и 

Следовательно, лхну = µхну, и, поскольку л ::f=: µ, заключаем, что 
хну= О, т. е. вектор х ортогонален к у. В нашем примере 
с Ах= 8х и Ау= - у собственные векторы вычисляются обычным 
способом из 

[ -6 3-3il [Х1 ] [01 [. 1 ] 
(A-BI)x= з+Зi -3 Х2 = о ' Х= _1 +i ' 

[ 3 3-Зi] [у1 ] [01 [ 1-iJ 
(A+l)y= 3+3i 6 _ у2 = _О ' У= -1 . 

Эти два собственных вектора взаимно ортогональны: 

хНу=[1 

Разумеется, любые кратные этим векторам, х/а. и у/~. равным 
образом будут собственными векторами. Пусть мы выбираем 
a=llxll и ~=IIYII, так что х/а и у/~ являются единичными векто-
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рами, т. е. собственные векторы нормализованы к единичной 
длине. Поскольку они уже были взаимно ортогональны, теперь 
они стали ортонормированными. Если записать их в виде столб
цов матрицы S, то (как обычно, когда собственные векторы слу
жат столбцами) мы получим равенство s- 1 AS = Л. Столбцы диа
гонализующей матрицы ортонормированы. Если исходная матри
ца А вещественная и симметрическая, то ее собственные значения 
и собственные векторы вещественны. Таким образом, нормали
зация собственных векторов превращает S в ортогональную мат
рицу. Вещественная симметрическая матрица может быть диаго
нализована ортогональной матрицей Q. 

В комплексном случае нам нужно новое название и новый 
символ для матрицы с ортонормированными столбцами: она на
зывается унитарной матрицей и обозначается через И. По 
аналогии с вещественными ортогональными матрицами, для кото

рых QTQ = / и потому Qт = Q-1, свойство ортонормированности 
столбцов переходит в 

г· ~=1r1 
UHU = 2 1 Xf 

L-Xn-~LI 
1 ,. 

Х2 Хп =f, ИЛИ UH=U-1 • (42) 

1 1 ~ 
Это приводит к последнему специальному свойству эрмитовых 
матриц: 

Свойство 4. Если А= Ан, то существует диагонализующая 
матрица, которая является также и унитарной, S = И: ее 
столбцы ортонормированы и 

и-1Аи=инАи=л. (43) 

Следовательно, любая эрмитова матрица может быть пред
ставлена в виде 

А=ИЛИН=д.1Х1хfi+л2х2хf1+ ... +л.пхпх!(. (44) 

Это разложение известно под названием спектральной тео
ремы" Оно выражает матрицу А в виде комбинации одномерных 
проекций xixl\ подобных проекциям аат И3 гл. 3. Они разбивают 
любой вектор Ь на его компоненты р = xi (xt'b) по направлениям 
единичных собственных векторов, которые образуют множество 
взаимно перпендикулярных осей. Затем эти отдельные проекции р 
берутся с весами л.i и суммируются, давая 

АЬ = л1х1 (xfib) + ... +л.пхп (х}!Ь). (45) 
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Если все л.1 = 1, то мы получили сам вектор Ь; матрица А = 
= И JUH является единичной. В любом случае мы можем про
верить (4-4:) и (45) непосредственно с помощью перемножения 
матриц: 

Jп-, rA·~.[ib -, 

I .J L л.пх!1Ь .J 

= л1 x1x[ib + ... + л.пхпх!f Ь. 

[ 1 J [1-i] В нашем примере оба собственных векторах= _l +i и у= _ 1 
имеют длину Vз, и нормализация дает унитарную матрицу, ко
торая диаrонализует А: 

И=~[ 1 1-iJ, 
vз_1+i -1 

и- 1Аи = (8 0]. 
О -1 

Тогда спектральное разложение 
мает вид 

:. [ 1 ] [1 
1 +i 

l-i]-; rl-iJ[l+i -l]=r 2 
-1 _3+3i 

Упражнение 5.5.7. Выписать любую неэрм_итову матрицу, даже веществен
ную, и найти вектор х, такой, чтобы число х" Ах не было вещественным. 
(Только эрмитовы матрицы обладают свойством 1.) 

Упражнение 5.5.8. Найти собственные значения и собственные векторы 

единичной длины для матрицы А= [ ~ i] . Вычислить матрицы л1х1х[i и 
-1 0 

л2х2 х~ и проверить, что в сумме они д11ют матрицу А, а их произведение есть 
нулевая матрица. (Почему (Л1Х1 хР) (д.2Х2хr) =0?) 

Упражнение 5.5.9. Используя собстпенные значения и собственные векторы, 
вычисленные на стр. 218, найти унитарную матрицу И, диагоналиэующую А, 

и выполнить спектральное раэложеАие (в три матрицы л;х1хР) для 

[ 
1 -1 о] 

А= -1 2 -1 . 
О -1 1 
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Упражнение 5.5.10. Доказать, что определитель любой эрмитовой матрицы 
является вещественным. 

Спектральная теорема и остальное в свойстве 4 были на самом 
деле доказаны лишь в случае, когда собственные значения мат
рицы А различны. (Тогда, очевидно, имеется п независимых соб
ственных векторов, что обеспечивает диагонализуемость матри
цы А.) Тем не менее справедливо (см. § 5.6), что даже при 
наличии кратных собственных эначений эрмитова матрица 
по-прежнему имеет полный набор ортонормированных собственных 
векторов. Следовательно, в любом случае матрица А может быть 
диагонализована с помощью унитарной матрицы И. 

Только эрмитовы матрицы обладают одновременно и вещест
венными собственными значениями, и ортонормированными соб
ственными векторами. Если U- 1AU равняется вещественной диа
гональной матрице Л и матрица И унитарна, то матрица А обя
зательно является эрмитовой: 

АН= (UЛU-1)H = илин = А. 
Для математика это разложение А= И лuн отнюдь не выглядит 

неожиданным; это одно из основных соотношений, и никто не 
назвал бы его спорным. Однако психологи, например, не согла
шаются с этим (или друг с другом). Они ухитряются порождать 
множество дискуссий о спектральной теореме, и мы попытаемся 
это кратко объяснить. Но следующие две страницы чита
тель может пропустить, и это не с1'ажется на цель

ности восприятия. 

ФАКТОРНЫЙ АНАЛИЗ И АНАЛИЗ ОСНОВНЫХ КОМПОНЕНТ 

Наша цель состоит в отыскании некоторой естественной струк
туры в множестве экспериментальных данных-например, в на

боре результатов тестов по физике, математике, истории и 
английскому языку. Эта задача относится к области так назы
ваемого многомерного анализа. Некоторые из его подразделов 
используются при обработке результатов экспериментов для 
«внешних целей», т. е. для прогнозирования чего-либо за преде
лами данных. Другие подразделы относятся полностью к их 
внутренней структуре. 

(1) Проблема прогнозирования является типичной для регрес
сионного анализа: мы находим IQ 1) каждого студента и пытаемся 
решить, можно ли было использовать результаты упомянутых 
выше тестов (или можно ли будет их использовать в будущем) 
для предсказания IQ. Другими словами, м"1 ищем линейную 

1) IQ (intelligence quotient) - коэффициент умственного развития.
При1.t. перев. 
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комбинацию результатов четырех тестов, дающую IQ. Такая 
комбинация содержит четыре неизвестных коэффициента, и каж
дому студенту соответствует одно уравнение. Это классическая 
задача, решаемая по методу наименьших квадратов, когда число 

уравнений больше числа неизвестных и собственные значения не 
участвуют в рассмотрении 1). 

(2) Для иллюстрации вопросов о внутренней структуре пред
положим, что данные размещены в корреляционной матрице R 
размера 4 х 4. Диагональные элементы равняются 1 (каждая слу
чайная переменная х1 идеально соотносится с собой), а внедиа
rональные элементы r11 дают корреляцию между результатами 

i-го и j-ro тестов, например, между физикой и математикой. 
Затем при помощи одной из разновидностей анализа, называемой 
анализом основных компонент, мы ищем некоррелирующие ком

бинации этих четырех тестов. Говоря языком линейной алгебры, 
мы ищем взаимно ортогональные векторы. Прекрасным средством 
для решения этой задачи является спектральное разлож~ние 
вещественной симметрической матрицы R: если собственные век
торы матрицы R суть q1 , ••• , q4 , то они образуют ортогональную 
матрицу Q, диагонализующую R: Q- 1 RQ = Л, или 

q4 ll rлl ,г ~:l j' = 
R=QЛQI = Qf ... 

.JL Л4.JL ql 
г -~г Vл1q.Г -, 

L 

Матрица Q представляет собой унитарную матрицу U, которая 
в нашем случае вещественна. Каждый вектор vx;q1 дает ком
бинаuию четырех тестов, и эти четыре специальные комбинации 
некоррелированны. Больших противоречий пока что не возникает; 

(3) Теперь мы переходим к факторному анализу, которыи 
также должен объяснить смысл внедиаrональных элементов кор

реляционной матрицы. Желательно, чтобы при этом использова-

1) Наш пример описывает в некотором роде «обратную» ситуацию, пос1~ольку 
более естественно использовать IQ для каких-либо других предсказании. Но, 
быть может, обратимость этих предсказаний, почти равноценная обратимости 
прош.~оrо и будущего, имеет некий глубокий смысл. 
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лось сравнительно небольшое число факторов f1, вновь являю
щихся линейными комбинациями исходных тестов. Но эти фак
торы не объясняют полностью смысл диагональных элементов 
ru= 1. Если один тест дает очень узкий разброс оценок вслед
ствие излишней трудности или излишней простоты вопросов, 
а другой дает широкий разброс, то факторный анализ игнорирует 
эту разницу. Он связан с получением правильной взаимозависи
мости, и идеальной ситуацией будет та, в которой корреляцион
ная матрица разлагается так: 

R = [1 0.74 0.24 0.24J = 
0.74 1 0.24 О.24 

0.24 0.24 1 0.74 
0.24 0.24 о. 74 1 

= [0.7 0.5J [0.7 0.7 0.7 0.7] +0.26/. 
0.7 0.5 0.5 0.5 -0.5 -0.5 
0.7 -0.Б 
0.7 -0.5 

В этом случае два фактора отвечают за все корреляции. Первый 
из них есть столбец с элементами, равными 0.7. Этот столбец 
следует интерпретировать как фактор общего умственного раз
вития: хорошие результаты в математике соседствуют с хорошими 

результатами в родном языке. Второй фактор отличает сильную 
корреляцию между математикой и физикой, а также между 
английским и историей от более слабой корреляции между этими 
двумя группами. Это фактор типа «физика против лирики». 
Именно такие переменные являются правильными для интерпре
тации рассматриваемых данных, и их компоненты 0.7, 0.5 и -0.5 
называются нагрузками факторов на индивидуальных тестах. 
Во всех четырех тестах эти факторы отвечают за 0.74 единичной 
дисперсии главной диагонали; эти величины ?ть «общности», 
равные диагональным элементам матрицы F F в разложении 
R=FFT+D. 

Споры возникают по двум причинам. Во-первых, матрица 
факторных коэффициентов F и диагональная матрица D опре
деляются отнюдь не единственным образом. Мы можем разло
жить ту же самую матрицу R тв.к: 

R=Го.6 УО.38 

t0.6 vо.зв 
0.4 О 

0.4 О 

о -, [ 0.6 

0 V~3в 
vo.58 
vo.58_J 

0.6 

vо.зв 
о 

0.4 

о 

vо.Бв 

0~4 ] +D. 

vo.58 
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Здесь мы изменили число факторов, которое заранее никому не 
известно. На самом деле и «общности» никому не известны, так 
что мы можем изменять D и получить хоть миллион совершенно 
различных разложений. Абсолютно неясно также, какой вес дол
жен быть назначен уровню общего умственного развития и как 
отделить «физику» от «лирики». 

Другой источник споров появляется после выбора D и числа р 
искомых факторов и состоит в возможности «вращения факторов». 
Для любой ортогональной матрицы Q порядка р матрица фак-
торных коэффициентов F = FQ отвечает в точности за те же кор
реляции ррт =FQQтpт =FFт, что и сама F. Следовательно, мат
рицы F и F полностью взаимозаменяемы. В типичной задаче 
исходные факторы могут иметь существенные нагрузки на десятки 
переменных и интерпретировать такой фактор практически не
возможно. Он имеет математический смысл как вектор f 1·, но не 
имеет никакого полезного смысла для социолога. Поэтому мы 
пытаемся подобрать вращение, которое давало бы простую струк
туру, с большими нагрузками на малое число компонент и пре
небрежимо малыми нагрузками на остальные. Для получения 
положительных нагрузок используются даже наклонные факторы: 
в нашем втором разложении для R ортогональность Гff1 = О была 
потеряна. Поэтому два специалиста, оценивая D, р и Q, очень 
легко могут получить совершенно различные интерпретации одних 
и тех же данных. Но техника эта настолько необходима, что, 
начинаясь как «паршивая овца» многомерного анализа, она рас

пространилась от психологии в биологию, экономику и социо
логию. 

У11ражнение 5.5.11. Найти другое разложение FFT +D той же самой 
матрицы R, Имеет ли оно какой-нибудь смысл? 

УНИТАРНЫЕ И КОСОЭРМИТОВЫ МАТРИЦЫ 

Для начала рассмотрим некоторую аналогию. Эрмитову мат
рицу можно сравнить с вещественным числом, косоэрмитову 

Jttampuцy-c чисто мнимым числом, а унитарную матрицу

с числом на единичной окружности, т. е. с комплексным числом е16 , 
модуль которого равен единице. Для собственных чисел этих 
матриц предлагаемое сравнение является более чем аналогией: 
числа л сами по себе являютоо вещественными, если Ан = А, 
чисто мнимыми, если Кн=-К, и находятся на единичной окруж
ности при ин= и- 1 • Для всех этих матриц их собственные век
торы ортогональны и могут быть выбраны ортонормированными 1). 

1) В следующем параграфе мы определим более широкий класс матриц, 
соответствующий множеству всех комплексных чисел. Матрица, не имеющая 
ортогональных собственных векторов, не принадлежит ни к одному из этих 
классов и выпадает из всей аналогии. 
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Поскольку свойства эрмитовой матрицы уже установлены, 
остается рассмотреть матрицы К и U. Мы ищем аналогичный 
набор четырех фундаментальных свойств и получаем его без труда 
благодаря тесной связи косоэрмитовой матрицы К с эрмитовой 
матрицей А: 

5М. Если матрица К косоэрмитова, так что кн= -К, то 
матрица А = iK эрмитова: 

Ан= (i}н (К)н= (-i) (-К)= А. 

Аналогично, если матрица А эрмитова, то К= iA косоэрмитова. 

Пример 
страницах, 

эрмитовой матрицы, 
дает 

[ 
2i 

K=iA= -3+3i 

приведенный на предыдущих 

з+зi]-- н 
5i - К. 

Диагональные элементы всегда являются кратными i (нуль 
допускается). 

Это простое соотношение между матрицами К и А превращает 
свойства 1-4 в следующие: 

( 1 ') Для любого х комбинация хНКх является чисто мнимой. 
(2') Каждое собственное значение матрицы К является чисто 

мнимым. 

(3') Собственные векторы, соответствующие различным соб
ственным значениям, ортогональны. 

(4') Существует унитарная матрица И, такая, что U- 1ки =Л. 

Упражнение 5.5.12. Как показать невырожденность матрицы К-!, если 
К косоэрмитова? 

Упражнение 5.5.13. Взять произвольную вещественную косоэрмитону 

матрицу К и вещественный вектор х и проверить, что хНКх=О. Объяснить, 
как это следует из свойства 1'. 

Упражнение 5.5.14. Любая матрица Z может быть разложена в сумму 
эрмитовой и косоэрмитовой компонент, Z=A+K, аналогично разбиению 1<0мп
лексного числа z в сумму а+ ib. Вещественная часть числа z равняется поло
вине z+z, а «вещественная часть» матрицы Z есть половина z+zн. Найти 
подобную формулу для «мнимой части» К и разложить 

в л+к. 

Z= [З~i 4t2i] 

Теперь мы переходим к унитарным матрицам. Они уже опре
делены как квадратные матрицы с ортонормированными столб
цами: 

uнU=i, или UV"=i, или И"=И-1• (46) 



§ 5.5. Комплексный случай: sрмитовы и унитарные матрицы. 265 

Это приводит прямо к первому из их свойств: умножение на V 
не влияет на скалярные произведения, углы или длины. Мы уже 
знаем это свойство для ортогональных матриц (которые являются 
вещественными унитарными матрицами, V = Q). Теперь мы пере
ходим к комплексному случаю, и доказательство вновь очевидно: 

Следующее свойство указывает расположение собственных зна
чений матрицы V аналогично свойствам 2 и 2': для унитарной 
матрицы каждое собственное значение лежит на единичной окруж
ности. 

1 Свойство 2". Каждое собственное значение л. матрицы V имеет 
модуль I л.1, равный 1. 

Это следует прямо из V х = л.х, если мы сравним длины в обеих 
частях: 11 V х 11 = 11 х 11 по свойству l" и 11 л.х 11 = 1 л.111 х /1. Следовательно, 
1 л./ = l. 

11 

Свойство 3". Собственные векторы, соответствующие различным 
собственным значениям, ортогональны. 

Для доказательства выпишем соотношения V х = л.х и V у = ау 
и их скалярное произведение 

( V х)" V у= (л.х)н ау, или х"у = (Аа) х"у. (47) 

Если бы а равнялось л, то мы имели бы Ха =Ал= / л. /2 = 1. Но, 
поскольку а отлично от л., мы знаем, что Ia:;= 1, и потому 
хну=О. 

Нормализуя эти собственные векторы к единичной длине и 
располагая их по столбцам матрицы S, мы тем самым превращаем 
диагонализующую матрицу в унитарную матрицу, которую не 

следует путать с диагонализуемой матрицей V! 

Свойство 4"· Если И-унитарная матрица, то она имеет 
унитарную диагонализующую матрицу S: s-1 И S = sн И S = Л. 

Все четыре свойства иллюстрируются матрицами вращений 

[ cos t - sin t ] 
и (t) = . 

sin t cos t. 

Их собственные значения суть eit и e-it, и они имеIQт модуль 1. 
Собственными векторами являются [ _f] и [ f] , которые вз21.имно 

1) При сохранении скалярных произведений длины сохраняются: для до
казательства достаточно положить 11 = х. 
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ортогональны. После нормализации 
матрицу S: 

они образуют унитарную 

_ _ 1 _ [ 1/V2 1/V2] [еи 
И - SAS - .111n ·tv-

-t r 2 t 2 
] [ 1/V2 i/V2] 

e-it _1/V2 -i/V2 . 
Очевидно, что вращения сохраняют длины, 11 Их 11 = 11 х 11, и в при
мере на стр. 245 эта матрица И определяется как экспонента от 
кососимметрической матрицы К: 

[о -1] 
если К= l о_ , то еКt= . l'cos t -sin '] 

sin t cos t 

Мы обещали тогда связать каждую матрицу К с унитарной мат
рицей И: 

5N. Если матрица К косоэрмитова, то еКt унитарна. Поэтому 
решение уравнения duJdt =Ки имеет такую же длину, как и 
начальное значение ио: llи(t)ll=lleКlиoll=llиoll-

Простейшее доказательство основано на диаrонализации мат
рицы К: К= sлs- 1 для некоторой унитарной матрицы S и чисто 
мнимой матрицы Л. Тогда елt является диагональной матрицей 
с элементами e'A,t, ••• , е'Лпt, модули которых равны единице. Такая 
матрица является унитарной. Поэтому eKt = SeлtS- 1 есть произ
ведение трех унитарных матриц. Следующее упражнение показы
вает, что это произведение должно быть унитарной матрицей. 

Упражнение 5.5.15. Показать, что мат~ица UV является унитарной, если 
унитарны И и V. Использовать условие И И=/. 

Упражнение 5.5.16. Показать, что модуль определителя унитарной матрицы 
равен единице, 1 det И 1 = 1, но сам определитель не обязательно равен 1. 
Описать все матрицы размера 2Х2, которые являются одновременно диагональ
ными и унитарными. 

Упражнение 5.5.17. Найти такой третий столбец, чтобы матрица 

[ 
11rз 11r2 

И= l/УЗ о 

11vз -11у2 
] 

была унитарной. Насколько произвольным является этот выбор? 

Упражнение 5.5.18, Диагонализовать матрицу К=[: :]. вычислить 
eKt=Seлts-1 и проверить унитарность этой экспоненты. Чему равняется ее 
производная при t=O? 

Упражнение 5.15.19. Описать все матрицы размера ЗХЗ, которые являются 
одновременно эрмитовыми, унитарными и диагональными. Сколько нх? 
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ВЕЩЕСТВЕННОСТЬ И КОМПЛЕКСНОСТЬ 

Rn-пространство векторов с п веще- н сп-пространство векторов с п ком· 
ственными компонентами плексными компонентами 

длина: llxll2 =xf +,, .+х~ ндлина: 11 xll2 =1х112 +,., +1 Хп 12 

т 
транспонированная: AiJ = А1; н сопряженно транспонированная: 

скалярное произведение: скалярное произведение: 

т н - -
Х У=Х1У1+ •, ,+ХпУпНХ У=Х1У1+,,, +х,,уп 

(Ах) т у=хт (Ату) н (Ах)н у=х"(А"у) 

ортогональность: х ту= Он ортогональность: хну= О 

симметрические матрицы: Ат =Ан эрмитовы матрицы: А"=А 
хн Ах вещественно, каждое собственное значение вещественно и 

А=или-~ = или" 

AU = Aji 

кососимметрические матрицы: Кт =-Кн косоэрмитовы матрицы: к"=- К 

х"Кх мнимо, каждое собственное значение мнимо и К= iA 

ортогональные матрицы: н унитарные матрицы: 

QтQ=I, или Qт =Q-~ и"и=J, или ин=и-~ 
(Qх)т (Qу)=хту и IIQxll=llxllн(Ux)н(Uy)=xнy и IIUxl/=llxll 

Столбцы, стро1<и и собственные векторы являются ортонормированными 

и каждое J л J = 1. 

§ 5.6. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПОДОБИЯ 
И ТРЕУГОЛЬНЫЕ ФОРМЫ 

Практически каждый шаг в этой главе имел отношение к ком
бинации s-1AS, где столбцы матрицы S являлись собственными 
векторами матрицы А. Когда А была эрмитовой или косоэрмито
вой, мы писали И вместо S, чтобы подчеркнуть ортонормирован
ность собственных векторов. Но эта матрица по-прежнему оста
валась матрицей из собственных векторов. Теперь в последнем 
параграфе мы будем рассматривать другие комбинации м-1АМ, 
образованные по типу s-1AS, но с произвольной невырожденной 
матрицей М. Матрицы собственных векторов S может не существо
вать или мы можем не знать ее, или не хотим ее использовать. 

Стоит вспомнить, каким образом возникают эти комбинации. 
Рассмотрим дифференциальное или разностное уравнение относи-
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тельно неизвестной и и введем новую неизвестную v путем «замены 
переменных» и= Mv. Тогда 

:~=Аи переходит в М :~ = AMv, или :~ = м-1Амv, 
Uп+1=Аип переходит В Mvn+1=AMvn, или Vn+1=M- 1AMvn. 

Новая матрица в рассматриваемом уравнении есть м- 1АМ. В част
ном случае М = S система распадается и гармоники развиваются 
независимо. На языке приложения А это означает, что в качестве 
нового базиса пространства были выбраны собственные векторы 
и соответствующее преобразование представляется диагональной 
матрицей s-1 AS = Л. Это максимально возможное упрощение, но 
и другие менее радикальные упрощения также полезны: даже при 

М =f= S мы можем надеяться, что работать с матрицей м-1Ам 
будет легче, чем с самой А. 

Предположим для начала, что мы рассматриваем все возмож
ные матрицы М. Это дает целое семейство матриц м-1 АМ, кото
рые называются подобными друг другу (и матрице А). Переход 
от А к м-1Ам называется преобразованием подобия. Любую из 
этих матриц можно ввести в рассматриваемое дифференциальное 
или разностное уравнение простой заменой и= Mv, так что они 
должны иметь между собой что-то осщее, а именно: подобные 
матрицы имеют одина,еовые собственные значения. 

11 
50. Если В=М-1АМ, то А и В имеют одни и те rже соб
ственные значения с одинаковыми кратностями. 

Доказательство этого факта очень простое. Собственные зна
чения матрицы В являются корнями многочлена 

det (B-U) = det (M-lAM-'A/) = det (М-1 (А-'А/) М) = 
= det м-1 det (А-'А/) det М = det (А-'Л!). (48) 

Поскольку А и В имеют один и тот же характеристический мно
гочлен, они имеют одинаковые собственные значения. Если х есть 
собственный вектор, соответствующий собственному значению 'Л, то 

Ах='Ах, или МВМ-1х='Ах, или В(М-1х)='А(М-1х). 

Это вновь доказывает, что 'Л является также и собственным зна
чением матрицы В с собственным вектором м-1х. 

При решении уравнения Ах=Ь комбинации м-1АМ не возни
кают; там главная операция заключалась в умножении матрицы 

А (только слева!) на матрицу, которая осуществляет вычитание 
кратного одной строки из другой. Такое преобразование сохра
няет нуль-пространство и пространство стr,ок матрицы А, но оно 
совсем не заботится о собственных значениях. В отличие от этого 
преобразования подобия не изменяют собственных значений, и 
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фактически эти собственные значения вычисляются с помощью 
последовательности простых преобразований подобия. Матрица 
постепенно приобретает треугольную форму, и собственные значе
ния постепенно появляются на главной диагонали. (Такая после
довательность описывается в гл. 7, а один шаг ее иллюстрируется 
в упр. 5.6.2 ниже.) Это значительно лучше, чем пытаться вычис
лить многочлен det (А -'Л/), корни которого должны быть соб
ственными значениями. На практике оказывается невозможным 
сконцентрировать всю эту информацию в многочлене, а затем 
извлечь ее оттуда. 

Упражнение 5.6.1. Показать, что, если матрица В подобна А с м1:1трицей 
перехода М, а матрица С подобна В с матрицей М', то С подобна А. Какие 
матрицы подобны единичной? 

Упражнен11е 5.6.2. Рассмотреть произвольную матрицу А и специальную 
матрицу М: 

[ а Ь с] 
А= d е ~ , 

g h 1 

[
cos 8 - sin 8 О] 

М = sin 8 cos 8 О . 
О О 1 

Выбрать такой угол поворота 8, чтобы элемент на месте (3, 1) в матрице 
М- АМ был равен нулю. 

Замечание. Продолжить та1<ое «уничтожение» не так просто, 
поскольку вращения, дающие нули на местах d и h, «испортят» 
полученный нами нуль в углу. Для матриц произвольного размера 
мы должны оставлять одну диагональ под главной и завершать 
вычисление собственных значений другим путем. В противном 
случае корни любого многочлена можно было бы находить с исполь
зованием только квадратных корней, определяющих е, а это не-
возможно. 

Упражнение 5.6.3. (а) Для обратимой матрицы А найти такую матрицу М, 
которая позволит доказать подобие матриц АВ и ВА, откуда будет следовать 
равенство их собственных значений. 

(Ь) Вывести отсюда, что матрицы АВ и ВА имеют одинаковый след, а 
затем доказать этот фа1<т непосредственно путем сложения элементов их главных 
диагоналей, если 

(с) Из рассмотрения следов матриц вывести, что равенство AB-BA=l 1.е 
может выполняться для произвольных матриц А и В. В гильбертовом простран
стве основные уравнения квантовой механики имеют вид 

• d ~ 
Аи=dх, Ви=хи, (АВ-ВА) и=dх (хи)-хrх-и 1), 

и они должны иметь решения. 

J) Бесконечномерная линейная алгебра была испольаована фон Нейманом 
при создании llf'атематического фундамента для квантовой механики; момент А 
и положение В представляют coбoii одну из пар в принципе неопределенности 
Гейзенберга. 
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ТРЕУГОЛЬНЫЕ ФОРМЫ С УНИТАРНОЙ МАТРИЦЕЙ М 

Наше первое отступление от обычного случая М =S может 
показаться не слишком разумным: вместо того чтобы допустить 
более общую матрицу М, мы поступаем наоборот и ограничиваемся 
унитарной. Задача состоит в отыскании некоторой .~~;остаточно 
простой формы, которую может принять матрица м-1 АМ при 
этом ограничении. Если собственные векторы матрицы не ортого
нальны, то получить диагональную матрицу Л невозможно. Однако 
следующее утверждение, так называемая лемма Шура, дает очень 
полезную (по крайней мере теоретически) форму матрицы 1). 

5Р. Для произвольной квадратной матрицы А существует 
унитарная матрица М = U, такая, что u-1 АИ= Т есть верх
няя треугольная матрица. Собственные значения матрицы Т 
совпадают с собственными значениями матрицы А и располо
жены на ее главной диагонали. 

До к аз ат ель ст в о. Любая матрица, например размера 4 х 4, 
имеет по крайней мере одно собственное значение л.1 ; в наихудшем 
случае оно будет повторяться четыре раза. Поэтому матрица А 
имеет по крайней мере один собственный вектор х. Мы нормали
зуем х к единичному вектору х1 и помещаем его в первый столбец 
матрицы U. На этом этапе определить остальные три столбца 
невозможно, и мы заполняем их произвольным образом, но так, 
чтобы получившаяся матрица U1 была унитарной. (Процесс Грама
Шмидта гарантирует осуществимость этого.) Произведение U11AU 1 

имеет по крайней мере один столбец нужного вида: Ах1 = л. 1х1 
означает, что 

[Л.1 * * *] о * * * 
АИ i = U i О * * * , 

о * * * 
или 

На следующем шаге мы работаем с матрицей размера 3 х 3, 
расположенной в правом нижнем углу. Эта матрица имеет соб
ственное значение л.8 и единичный собственный вектор х2 , который 
может быть помещен в первый столбец унитарной матрицы М2 
размера 3х3. Тогда 

[~ о о о] 
и.= о м1 

о 

и 

1) Остаrох аомА r.11:авы посвящается главным образом теории, а не прило
жениям. 
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Наконец, на последнем шаге собственный вектор матрицы размера 
2 х 2 в правом нижнем углу помещается в унитарную матрицу М3 , 
находящуюся в углу матрицы И 3 и 

[
"'1 * 
о л 

И:;1 (И;1U:;1АИР2) Из= 0 02 

о о 

* *j * * "'s * = Т. 
о * 

Произведение И= И 1 И 2И 3 вновь является унитарной матрицей 
(упр. 5.5.15), так что мы получаем требуемое представление 
и- 1АИ =Т 1). 

Поскольку эта лемма справедлива для всех матриц, она часто 
позволяет нам обойтись без предположения о диагонализуемости 
матрицы А. Например, мы можем использовать ее для доказа
тельства того, что степени Ak стремятся к нулю, когда все I л; 1 < 1, 
и что экспоненты eAt стремятся к нулю, когда все Re л; < О, даже 
без полного набора собственных векторов, предполагавшегося 
теорией устойчивости в § 5.3 и 5.4. 

Упражнение 5.6.4. Повторить шаги доказательства для нахождения u-1 АИ= 

=Т, если А= . [4 -5] 
2 -3 

[1 -1]. Упражнение 5.6.5. Найти треугольную форму U- 1 AU =Т для А= 1 _ 1 

Упражнение 5.6.6. Доказать теорему Гамильтона-К:эли о том, что любая 
матрица удовлетворяет своему характеристическому уравнению: если р (л) = 
= det (А-лl), то р (А) =0. Указание: доказать, что р (Т) = О, например, для 
матрицы размера 3Х3 путем перемножения треугольных матриц р (Т) = 
=(Т-л1)(Т-л2)(Т-л3). Затем подставить матрицу А=ИТU- 1 в р(А)= 
=(А-л~)(А-л2)(А-л3) и получить равенство р(А)=О. 

ДИАГОНАЛИЗАЦИЯ ЭРМИТОВЫХ МАТРИЦ 

И СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 

В качестве применения этой треугольной формы мы хотим 
показать, что любая эрмитова матрица имеет полный набор орто
нормированных собственных векторов безотносительно к тому, 
являются ли ее собственные значения различными или нет. Дока
зательство состоит из двух шагов: 

(i) Если матрица А эрмитова, а И унитарна, то u-iAu авто
матически является эрмитовой: 

(И-1Аu)н = инАн(И- 1)н = u-iAu. 

1) Для матриц больU1еrо размера доказательство проводится по индукции, 
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(ii) Матрица Т = u- 1AU из теоремы 5Р оказывается поэтому 
одновременно треугольной и эрмитовой, так что она должна быть 
диагональной. Матрица Т должна совпадать с Л, когда А эрми
това. 

5Q. Любая эрмитова матрица А может быть диагонализована 
при по.лющи подходящей унитарной матрицы И. 

Замечание 1. То же самое справедливо для любой юJсоэрми
товой матрицы К, поскольку К= iA. 

Замечание 2. Если матрица А вещественная и симметрическая, 
то такой же будет и матрица собственных векторов (или по край
ней мере ее собственные векторы могут быть выбраны веществен
ными). Поэтому матрица И оказывается вещественной и унитарной, 
другими словами, она является ортогональной матрицей Q. 

За.1.tечание 3. Для эрмитовых матриц вполне обоснованно суще
ствование полного набора ортонормированных собственных ве1по
ров ){аже при наличии кратных собственных значений. Мы можем 
трактовать матрицу А как предел эрмитовых матриц, имеющих 
различные собственные значения, и при подходе к пределу соб
ственные векторы остаются ортогональными. В отличие от этого 
неэрмнтовы матрицы 

[О cose] 
А (е) = О sin 0 

имеют собственные векторы [ ~] и [_ :~:: J . При 0--+ О второй соб
ственный вектор стремится к первому, который является единствен

ным собственным вектором недиагонализуемой матрицы [~ ~] . 

Замечание 4. Спектральная теорема доказана теперь даже для 
матрицы 

[о 1 о] 
А= 1 О О =Ан, 

о о l 

которая имеет повторяющиеся собственные значения л.1 = л.2 = 1, 
л3 =-1. Одним из возможных наборов ортонормированных соб
ственных векторов является 

х,= h [i]' ~=[~]. х,= h Н]. 
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Они помещаются в столбцы унитарной матрицы И, и матрица 
А= И лuн принимает вид 

А - ~ i.,x,xr- i., гl : : : , + !., [~ ~ 
2 2 о о 
О О О...1 

Но, поскольку л.1 = л2 , первые две проекции (каждая ранга l) дают 
проекцию Р1 ранга 2 и матрица А принимает вид 

..!_ _J_ о 1 
2 2 

[~ ~~J-i.,P,+!.,P,-(+l)г~ : :'+(-I)г 
о о l 2 2 -2 

_!__ о . 
2 

L O O 1...1 L о О О...1 

Здесь имеется целая плоскость собственных векторов, соответ
ствующих л = 1, и векторы х1 и х2 можно было выбирать до не
которой степени произвольно. Поэтому X1Xr И X2xr были столь 
же произвольны и только их сумма, т. е. проекция Р1 ю1. всю 
плоскость, определена единственным образом. Каждая эрмитова 
матрица с k различными собственными значениями имеет свое 
собственное «спектральное разложение» вида А = л.1Р 1 + ... + л.kР k• 
где Р1 есть проекция на собственное подпространство, соответ
ствующее числу л. 1 • Поскольку здесь имеется полный набор соб
ственных векторов, эти проекции дают в сумме единичную матрицу. 

И, поскольку эти собственные пространства ортогональны, приме
нение последовательно двух разных проекций должно давать нуль: 
PjP1=0. 

Упражнение 5.6.7. (а) Найти такую унитарную матрицу U, чтоU- 1АU=А 
при 

А=[: :] и [о о о] 
Л= О О О . 

О О 3 

Затем найти другую пару ортонормированных собственных векторов х1, х2 для. 
Л.=0. 

(Ь) Проверить, что матрица р = X1xt' + X2xr одна И та же для обеих пар. 

Упражнение 5.6.8. Доказать в два зтапа, что каждая унитарная матрица А 
ди агонализуема: 

(i) Если матрицы А и И унитарны, то и матрица Т = u-1Au унитарна. 
(ii) Верхняя треугольная матрица Т, являющаяся одновременно унитарной, 

должна быть диагональной. 
Отсюда сле)l.ует, что треугольная матрица Т в теореме есть Л и что любая 

унитарная матрица (с различными или кратными собственными значениями) 
имеет полный набор ортонормированных собственных векторов: u-1Au =Л. 
Все собственные значения удовлетворяют соотношению I л 1 = 1. 
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Мы подошли очень близко к ответу на естественный и важный 
вопрос, для каких матриц треугольная матрица Т совпадает 
с диагональной матрицей Л, и легко можем пройти оставшуюся 
часть пути. Эрмитовы, косоэрмитовы и унитарные матрицы уже 
попали в этот класс: они соответствуют числам на вещественной 
оси, на чисто мнимой оси и на единичной окружности. Теперь 
мы хотим найти весь класс, соответствующий всем комплексным 
числам. 

5R. Матрица N называется нормальной, если она коммути
рует с NН: N Nн = NHN. Для таких и только таких матриц 
треугольная матрица Т = U-1 N И является диагональной мат
рицей А. Нормальные матрицы -это в точности те, которые 
обладают полным набором ортонормированных собственных 
векторов. 

Отметим, что эрмитовы (или косоэрмитовы) матрицы, без
условно, являются нормальными: если А= Ан, то ААН и АНА 
равняются А 2 • Унитарные матриuы также являются нормальными, 
поскольку uuн и uнu равняются единичной матрице. В этих 
частных случаях мы доказывали, что Т = Л, в два этапа, и эти 
же два этапа будут участвовать в доказательстве в случае произ
вольной нормальной матрицы: 

(i) Если матрица N нормальная, то такой же оказывается и 
матрица Т=И- NU: 

ТТ" = U-1NUU"NНU =U- 1N NнU = U- 1NнNU = 
= uнNнuu-1NU = тнт. 

(ii) Верхняя треугольная матрица Т, являющаяся нормаль
ной, автоматически должна быть диагональной (упр. 5.6.10). 
Поэтому если матрица N нормальная, то треугольная матрица 
u- 1NU должна быть диагональной и, посколы.у ее собственные 
значения такие же как и у матрицы N, она должна совпадать 
с Л. Собственные векторы матрицы N суть столбцы матрицы И, 
и они ортонормированы. Фактически для матриuы N справедлива 
та же самая спектральная теорема, что и для эрмитовой матрицы, 
N == И AU- 1 = ~ л.ixix}"i. Единственная разница состоит в том, что 
собственные значения л не обязательно являются вещественными. 

Упражнение 5.6.9. Найти нормальную матрицу, которая не являетtя эрми
товой, косоэрмитовой, унитарной или диагональной. 

Упражнение 5.6.10. Пусть Т есть треугольная матрица размера 3Х3 с эле
ментами ti/. Сравнить элементы матриц тт" и тНт и показать, что если они 
равны между собой, то матрица Т должна быть диагональной. 

Упражнение 15.6.11. Доказать, что матрица с ортонормированными собствен
ными векторами должна быть норммьной, как утверждалось в 5R: если 
U-JNU=Л, :ro NN"=NнN. 
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ЖОРДАНОВА ФОРМА 

До сих пор в этом параграфе мы старались сделать все что 
можно с помощью унитарных матриц: требуя, чтобы М была уни
тарной матрицей И, мы получали матрицу м-1 АМ треугольной 
формы Т. Теперь мы снимаем это ограничение на матрицу М. 
Будет допускаться любая матрица, и наша цель состоит в том, 
чтобы сделать матрицу М-!АМ как можно более близкой к диа
гональной. 

Результатом этого наивысшего усилия в области диагонализа
ции является жорданова форма J. Когда матрица А имеет полный 
набор независимых собственных векторов, мы полагаем М = S и 
получаем J = s-1AS = Л, жорданова форма в этом случае совпа
дает с диагональной матрицей Л. Для «дефектной» матрицы это 
невозможно, и за каждый потерянный собственный вектор в жор
дановой форме будет появляться единица непосредственно над 
r лавной диагональю. Собственные значения должны при этом 
находиться на самой диагонали, поскольку матрица J является 
треугольной. И различные собственные значения могут быть «разъ
единены» точно так же, как и в диагональном случае; только при 

кратном л может потребоваться (а может и не потребопаться) 
внедиагональный элемент в матрице J. 

5S. Если матрица А имеет s независимых собственных векто
ров, то она подобна матрице в:tда 

г Jl 

J-M-'AM-l . 
-, 

Каждая жорданова клетка J i является треугольной матрицей 
с единственным собственным значением и единственным соб
ственным вектором: 

1 l · 
л1 

Одно и то же собственное значение л. 1 1,~ожет появляться в не
скольких клетках, если оно соответствует нескольким незави

си1,~ым собственн&tм векторам. Две матрицы являются подоб
ными тогда и только тогда, когда они имеют одну и ту же 
жорданову форму J. 
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Многие авторы делают эту теорему кульминационным пунктом 
своих курсов линейной алгебры. Честно говоря, я считаю это 
ошибкой. Совершенно справедливо, что не все матрицы можно 
привести к диагональному виду и что жорданова форма является 
наиболее общим случаем. Но именно поэтому ее построение ока
зывается одновременно и технически сложным, и исключительно 

неустойчивым. (Ничтожное изменение в матрице А может вернуть 
все потерянные собственные векторы и убрать внедиаrональные 
единицы.) Поэтому надлежащим местом для обсуждения деталей 
жордановой формы служит прилсжение 1), а знакомство с ней 
лучше всего начать с некоторых характерных и не слишком 

сложных примеров. 

Мы приведем два таких примера: 

А=[~~~] 
о о о 

и 
О 1] 
о о . 
о о 

Поскольку нуль является собственным значением кратности три 
для обеих матриц, он будет присутствовать в каждой жордановой 
клетке, т. е. имеется либо одна клетка размера Зх 3, либо клетки 
размера 2 х 2 и 1 Х 1, либо три клетки размера l х 1. Поэтому 
возможными жордановыми формами являются 

11=[~ ~ ~]. J,=[~ ~ ~] И [о о о] 
J 3 = О О О . 

о о о о о о о о о 

В случае матрицы А единственным собственным вектором будет 
(1, О, 0)1. Поэтому ее жорданова форма имеет только одну клетку 
и в соответствии с основной теоремой 5S матрица А должна быть 
подобна J 1 • Матрица В имеет дополнительный собственный вектор 
(О, 1, О)т, и поэтому ее жорданова форма есть J 1: на диагонали 
должны быть две клетки. Что же касается J 3 , то она представляет 
собой целый класс; единственная матрица, подобная нулевой, есть 
м-1ом=о. 

В этих примерах для определения матрицы J было достаточно 
простого подсчета собственных векторов, и это всегда осуществимо, 
если мы рассматриваем такие простые примеры. Но в качестве 
общей теории эта техника не подходит, как показывает последнее 
из приведенных ниже упражнений. 

1) Каждый из авторов пытается эти детали упростить, и мне кажется, что 
наилучшим является новое доказательство, полученное Филипповым. Оно почти 
настолько простое, чтобы изменить наше решение и вернуть построение матрицы J 
в основной текст. 
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Упражнение 5.6.12. Найти матрицу М, для которой м-1вм =J. 

Упражнение 5.6.13. Показать, что никакие две из этих жордановых форм 
не являются подобными: J 1 =I: м-1J 2М, J 1 =I: M- 1J 3M и J 2 =I: M-1 J 8M. (Ис
пользовать отсутствие подходящих М .) 

Упражнение 5.6.14. Выписать все возможные жордановы формы для матрицы 
размера 4Х4 с собственным значением кратности четыре. (Общепринято запи
сывать клетки меньшего размера в матрице J ниже клеток большего размера.) 
В случае двух 1езависнмых собственных векторов показать, что для выбора J 
есть две различные возможности. 

1. А 

2. А 

3. А 

4. А 

ТАБЛИЦА ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ПОДОБИЯ 

диаzонализуема: столбцы матрицы S являются собственными век
торами матрицы А, и матрица s- 1 AS =Л диагональная. 
nJlоизвольна: столбцы матрицы М являются собственными векто
рами и обобщенными собственными векторами матрицы А, и жорда
нова форма M- 1AM=J является клеточно диагональной. 
ttроизволь.'lа и И унитарна: матрица И может быть выбрана та
ким образом, что u- 1 AU=T будет верхней треугольной. 
нормальна, т. е. ААН=АНА: можно выбрать такую матрицу И, 
что u-1АИ=Л. 

Частные слу•1аu при ортонормuрованны:Х сабственнных векторах: 
а. Если матрица А эрмитова, то Л вещественна. 
а'. Ecmi матрица А вещественная и симметрическая, то матрица Л вещест

венная и И= Q ортогональная. 
Ь. Если матрица А косоэрмитова, то Л мнима. 
с. Если матрица А унитарна, то вс~ 1 л; 1 = 1. 

ОБЗОРНЫЕ УПРАЖНЕНИЯ 

5.1. Найти собст11енные векторы и собственные значения для 

А=[~ ~] 

и подобрать такую матрицу S, ч1обы S- 1 AS была диагональной. 

5.2. Найти характеристический многочлен det (А-л/) и собственные зна
чения для матрицы 

5.3. Если матрица А имеет собственные значения О и 1, соответствующие 
собственным векторам 

[~] и 

то можно ли заранее предсказать, что матрица А является симметрической'il 
Чему равна сама А? Чему равны ее след и определитель? 
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5.4. КакоВЪ1 будут собственные значения и собственные векторы матрицы А 2 

из предыдущего упражнения? Как связаны между собой матрицы А 2 и А? 

5.5. Существует ли такая матрица А, что все семейство матриц A+cl об
ратимо для любых чисел с? 

5.6. Найти матрицу А8 , если 

А=[~ ~] • 

5.7. Предпочитаете ли вы, чтобы при ежедневном начислении процентов 
вам платили 5% в первые три года и 6% в последующие три, или наоборот? 

5.8. Решить систему 

du/dt= [~ ~] и, и0 = [~] , 

5.9. Найти eAt, если 

5.10. Найти все квадратные корни из предыдущей матрицы А. 

5.11. Верны или неверны следующие утверждения (привести контрпример 
в последнем случае): 

(i) Если матрица В образована из А путем перестановки ,1:вух строк, то 
В подобна А. 

(ii) Если верхняя треугольная матрица подобна диагональной матрице, то 
она уже диагональна. 

(iii) Любые два из следующих утверждений влекут за собой третье: А эр
митова, А унитарна, А 2 = /. 

(iv) Если матрицы А и В диаrонализуемы, то и А+ В диагонализуема. 

5.12. Найти ортогональную матрицу Q и диагональную матрицу Л, такие, 
что QT AQ =Л, если 

А=[~ ~ ~], 
О 1 1 

5.13. Разложит~, матрнцу 

Г1 1] 
Lo о 

на А+К, где А=АН и /(=-КН, 

5.14. Выписать матрицу размера 3Х3, у которой суммы элементов в стро
ках равны 1, и показать, что число л=l является ее собственным значением. 
Чему равен соответст11ующий собственный вектор? 

5.15. Что произойдет с пос.пе.цовательностью чисе.п Фибона'!•1и, если изме
нить направление времени на противоположное, и как число F _k связано с Fk? 
Правило Fk+a=Fk+i+Fk остается в силе, так что F_1 =1. 



Глава 6 

ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННЫЕ 

МАТРИЦЫ 

§ 6.1. МАКСИМУ МЫ, МИНИМУМЫ И СЕДЛОВЫЕ ТОЧКИ 

До сих пор нас не интересовали знаки собственных знач.енmi. 
Действительно, было бы преждевременно спрашивать, положи
тельно л или отрицательно, пока не станет известно, веществен
но ли оно. Но в гл. 5 было отмечено, ч10 наиболее важные мат
рицы-симметрические матрицы в вещественном случае и эрмитовы 

матрицы в комплексном случае- имеют вещественные собственные 
значения. Следовательно, имеет смысл выяснить, положительны 
ли они, и одна из наших последующих целей-найти критерий, 
с помощью которого по самой симметрической матрице А, не вы
числяя ее собственных значений, можно заранее установить, что 
все ее собственные значения положительны. 

Прежде чем заняться поисками такого критерия, рассмотрим 
задачу, в которой знаки собственных значений важны. Здесь со
всем другое положение, чем при исследовании устойчивости в тео
рии дифференциальных уравнений, где были нужны отрицатель
ные собственные значения, а не положительные. (Нам не следо
вало бы так мимоходом говорить об этом, но все же: если для 
-А выполняется критерий, который мы ищем, то уравнение 
du/dt = Аи имеет затухающее решение е'· 1 х для каждого собствен
ного значения л < О, а уравнение d2u;dt 2 = Аи имеет чисто осцил
лирующее решение е100'х с ro = V -л.) Эта новая задача возникает 
во многих приложениях, и мы надеемся, что читатель имеет о 

ней представление. Поэтому мы начинаем непосредственно с ее 
математической постановки. Это задача отыскания минимума, и 
мы сформулируем ее с помощью двух примеров: 

F(x, у) =7 +2 (x+y)2 -ysiпy-x3 +y• 
и 

f (х, у)= 2х1 +4ху+ у2• 

Имеет ли хотя бы одна из этих функций минимум в точке 
Х=у=О? 
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Замечание 1. Члены нулевого порядка F(O, О)= 7 и f (О, О)= О 
не влияют на ответ. Их изменение соответствует простому сдвигу 
вверх или вниз графиков функций F и f. 

Замечание 2. Линейные члены дают необходимое условие: 
чтобы данная точка могла быть точкой минимума, она должна 
быть стационарной. Для этого первые производные должны обра
щаться в нуль при х =у= О, что и происходит: 

дF 
дх=4 (х+у)-3х2 =0, 

: =4 {х + у)-у cosy-sin у +4у3 = О, 

дд/ =4х+4у=0 и ддf =4х+2у=0. 
х. у 

Таким образом, выбранная точка является стационарной для обеих 
функций F и f. Геометрическая поверхность z = F (х, у) касается 
горизонтальной плоскости z = 7, а поверхность z = (х, у) касается 
плоскости z = О. Вопрос о том, лежат ли графики функций F и 
f над этими плоскостями, когда мы удаляемся от точки касания 
х=у=О. 

Замечание 3. Квадратичные члены или, другими словами, вто
ры.е производные являются решающими: 

д'F 
дх2 =4-6х = 4, 

а2р а2р 

дхду= дудх = 4, 
аер 

ду2 = 4 +У siny-2 cosy + 12у2 = 2, 

д2f 
дх2 =4, 

д2f д2f 
-=-=4 
дхду дудх ' 
д2f 
ду2 =2. 

Эти производные уже содержат ответ на интересующий нас вопрос, и 
поскольку они одинаковы у обеих функций, то ответ должен 
быть один и тот же. Таким образом, эти две функции ведут себя 
вблизи начала координат одинаково, поэтому функция F имеет 
в начале ,еоорд1tнат минимум тогда и толь,ео тогда, 
,еогда в этой точ,ее имеет минимум фушщия f. 

Замечание 4. Члены более высокого порядка в F не оказывают 
влияния на вопрос о локальном минимуме, но они могут поме

шать существованию в этой точке глобального минимума. Наш 
пример-это именно такой случай: из-за члена -х3 функция F 
с какого-то момента устремится к - оо независимо от того, что 

происходит вблизи точки х =у= О. Подобная ситуация невозможна 
для функции f или для любой другой квадратичной формы, кото
рая не имеет членов высшего порядка. Каждая квадратичная 
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форма f=ax'+2bxy+cy2 имеет стационарную точку в начале 
координат, где дf/дх=дf/ду=О, и если она имеет локальный 
минимум при х =у= О, то эта точка является также точкой r ло
бального минимума. Поверхность z = f (х, у) будет по форме похожа 
на чашу, покоящуюся на одной точке в начале координат. 

Подведем итог. Вопрос локального минимума для F эквива
лентен такому же вопросу для f. Если бы стационарной точкой 
функции F оказалась точка х = а, у= В, а не х =у= О, то един
ственным отличием было бы использование вторых производных 
в точке а, р: 

х2 а2р а2р у2 а2р 

f(x, у)=2 ах2 (а, ~)+худхду(а,Р)+ 2 ау2 (а, р). (1) 

Тогда f ведет себя вблизи точки (О, О) так же, как F ведет себя 
вблизи точки (а, В), 

Один случай пока надо исключить из рассмотрения. Он соот
ветствует возможности F" = О, которая создает большие затруд
нения даже для функции одного переменного. Тогда в рассмот
рение вводятся третьи производные, так как вторые производные 

не дают определенного решения. Чтобы избежать этих трудно
стей, обычно требуют, чтобы квадратичная часть была невырож
денной, т. е. для настоящего минимума допускается обращение f 
в нуль только при х= у= О. Квадратичная форма, которая 
строго положительна во всех других точках, называется поло

жительно определенной. 
Проблема теперь сводится к следующему: что является для 

функции от двух переменных х и у корректной заменой условия 
F" > О? В случае одной переменной знака второй производной 
достаточно, чтобы сделать выбор между минимумом или макси
мумом. Но сейчас мы имеем три производные: F '"'' F ху = FY" и 
Fyy· Эти три члена точно определяют функцию f, и они должны 
определять, имеет ли F (так же как f) минимум. Каковы же усло
вия на а, Ь и с, которые будут обеспечивать положительную 
011 ределенность f = ах2 + 2Ьху + су2? 

Легко найти одно необходимое условие: 

(i) Если f положительно определена, то обязательно а> О. 

Мы просто рассматриваем точку x=l, у=О,гдеах2 +2Ьху+ 
+ су2 равно а; значение f должно быть положительно, если f 
положительно определена. Применительно к функции F это озна
чает, что д2F/дх2 > О, поскольку, фиксируя значение у=О и из
меняя только х, для минимума мы должны иметь F" > О. Анало
гично, если мы фиксируем х = О и изменяем только у, возникает 
условие на коэффициент с: 

(ii) Если f положительно определена, то обязательно с> О. 
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Не так легко решить, являются ли условия (i) и (ii}, взятые 
вместе, достаточными для положительной определенности формы f? 
Есть ли необходимость рассмотрения смешанной производной, рав
ной коэффициенту Ь? 

Пример. f = х2- l Оху + у2 • В этом случае величины а= l и 
с= l одновременно положительны. Выберем точку х =у= 1. Так 
как f ( l, l) = -8, то форма f не положительно определена. 
Условия а> О и с> О обеспечивают здесь возрастание f по на
правлениям х и у, но она может еще убывать вдоль какой-ни
будь другой прямой. В данном случае это прямая х = у. Коэф
фициент Ь может подавлять а и с. В действительности невозможно 
установить положительную определенность, просматривая f вдоль 
какого-либо конечного числа фиксированных прямых. 

Очевидно, что решение вопроса зависит от Ь. Для первона
чальной функции f коэффициент Ь был положителен. Достаточно 
ли этого, чтобы обеспечить минимум? Ответ опять отрицателен: 
знак Ь не играет роли. Несмотря на положительность всех коэф
фициентов наша исходная форма 2:с2 + 4ху + у2 не является поло
жительно определенной, u ни F, ни f не uмеют минимума, так 
как вдоль прямой х=-у M'Jl имеем f(l, -1)=2-4+1=-1. 

Таким образом, для того чтобы форма f была положительно 
определенной, нужно контролировать величину Ь (в зависимости от 
а и с). Сейчас мы хотим найти точный критерий, дающий необ
ходимое и достаточное условие для положительной определенно
сти. Простейший способ-привести f к «полному квадрату»: 

f=ax2 +2bxy+cy2 =a ( х +: у )2 +(с-~) у2 • (2) 

Очевидно, что первый член справа положителен, так как он яв
ляется полным квадратом, умноженным на положительный коэф
фициент а-необходимое условие (i} все еще в силе. Первый 
квадрат, однако, когда х=Ь и у= -а, обращается в нуль, и в 
этой точке мы имеем f (Ь, -а)= а (ас-Ь2). Следовательно, тре
буется новое необходимое условие. 

(iii) Если f положительно определена, то обязательно ас> Ь2 • 

Заметьте, что условия (i} и (iii), взятые вместе, автоматически 
приводят к условию (ii): если а> О и ас> Ь2 ;;:;:: О, то обязательно 
с> О. При этом правая часть (2), безусловно, будет положитель
ной, и мы получаем, наконец, ответ на наш вопрос. 

6А. Квадратичная форма f =ах2 + 2Ьху +су2 положительно 
определена тогда и только тогда, когда а> О и ас-Ь2 > О. 
Соответственно F имеет (строгий) минимум при х=у=О 
тогда и только тогда, когда 

::~ (О, О) > О, [:: (О, О)] [:;~ (О, О)] > [а~:у (О, О) ] 2
• 
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Отсюда легко получаются условия для максимума, так как f име
ет максимум всякий раз, когда-[ имеет минимум. Этот способ об
ращает знаки а, Ь и с на противоположные и оставляет второе 
условие ас-Ь2 > О неизменным: квадратичная форма отрица
тельно определена тогда и только тогда, когда а < О и 
ас-Ь2 > О. Те же самые изменения применимы для F. 

Квадратичная форма вырождена, когда ас-Ь2 = О. Эгот случай 
мы пока не рассматривали. Второй член в (2) должен иечезнуть, 
оставив только один квадрат f = а (х + (Ь/а) у)2 , который либо 
положительно полуопределен, когда а > О, либо отрица
тельно полуопределен, когда а< О. Приставка «полу» допу
скает возможность обращения f в нуль, как это происходит, 
например, в точке х=Ь, у=-а. Геометрически это означает, 
что поверхность z = f (х, у) вырождается из «чаши» в бесконечно 
длинный «желоб». (Если говорить о поверхности z = х2 в трех
мерном пространстве, то этот желоб тянется вдоль оси у, и каж
дое поперечное сечение будет той же самой параболой z = х2 .) 

Еще более вырожденную квадратичную форму дают условия а = 
= Ь=с=О, она является как положительно полуопределенной, 
так и отрицательно полуопределенной. Чаша становится совер
шенно плоской. 

В случае одного измерения все возможности для функции F (х) 
сейчас были бы исчерпаны: либо F имеет минимум, либо она 
имеет максимум, либо F" = О. При двух переменных, однако, 
остается еще одна очень важная возможность, так как величина 

ас-Ь2 может быть отрицательной. Это имело место в нашем 
примере, когда величина Ь доминировала над а и с и соответст
венно f на одних направлениях была положительна, а на других 
отрицательна. Такая же ситуация возникает даже независимо от 
Ь, если а и с имеют противоположные знаки. Направления осей 
х и у дают противоположные результаты-на одной оси f воз
растает, на другой убывает. Здесь полезно рассмотреть два част
ных случая: 

f1 = 2ху и 

В первом из них Ь доминирует (при а= с= О); во втором вели
чины а и с имеют противоположные знаки. В обоих случаях 
ас-Ь2 = -1. 

Это неопределен1-1ы.е квадратичные формы, потому что они 
могут принимать значения любого знака, т. е. в зависимости от 
х и у возможно как f > О, так и f <О.Таким образом, мы имеем 
стационарную точку, которая не является ни точкой максимума, 
ни точкой минимума. Она носит название седловой точии. 
(По названию вы уже можете предположить, что поверхность 
z=f (х, у), скажем z=x2 -y2, имеет форму, подобную седлу: она 
спускается вниз вдоль оси у и поднимается вверх вдоль оси х.) 
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Вы можете представить себе дорогу, идущую в горах, где вер
шина перевала является минимумом, если смотреть вдоль uепи 

гор, и в то же время является максимумом, если смотреть на 

нее вдоль дороги (рис. 6.1 ). 

f=2.xy 

у 

Рис. 6.1. Седло f=2xy и его линии уровня. 

Седла 2ху и x'l.-y2 практически одинаковы. Если мы повер
н~м одно из них на угол 45°, то мы получим другое. Заметим 
также, что их почти -невозможно нарисовать. 

Упражнение 6.1.1. Показать, что исходная квадратичная форма f = 2х2 + 
+ 4ху+ у2 имеет седловую точку в начl!ле координат, несмотря на положи
тельность ее коэффициентов. Показать, 1<а1< можно записать f в виде разности 
двух полных квадратов. 

Чтобы установить условия минимума Fxx > О и FxxFyy > F:y, 
достаточно вычислений. Однако линейная алгебра позволит сде
лать больше, если мы поймем, как можно из коэффициентов 
формы f составить симметрическую матрицу А. Если коэффициенты 
членов ах2 и су2 поставить в матрице на диагональ, а коэффициент 
члена 2Ьху расщепить на наддиагональный и поддиагональный 
элементы, то форма f будет тождественно равна такому произве
дению матриц: 

ах1 +2Ьху +су2 = [х у][: :] [;]· (3) 

Это равенство является ключом ко всей главе. Его можно пере
писать в виде f = хт Ах и сразу обобщить на общий п-мерный 
случай. Такая сокращенная форма записи очень удобна для изу
чения проблемы максимума и минимума. В случае п независимых 
переменных Xi, ••• , хп (вместо переменных х и у в двумерном 
случае) они составляют просто вектор-столбец х. Тогда для лю-
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бой симметричесиой матрицы, А произведение f = хт Ах 
определяет чистую ивадратичную форму. Она имеет ста
ционарную точку в начале координат и не содержит членов более 
высокого порядка: 

хТАх=[Х1Х2···хп] all а12' •. а1п' Xr -
a2f а22 • • · а2п Х2 

ап1 ап2 • · • ann_J Xn_J 

=a11xf+a12X1X2+a21X2X1 + • • • +аппх;= 
fl п 

= ~ ~ auxixf. 
{=\ /= 1 

(4) 

Заданную функцию F (xi, .•• , хп), имеющую стационарную 
точку в начале координат (все первые ее производные равны 
нулю), мы будем исследовать на минимум, максимум или седло
вую точку, строя «матрицу Гессе» А, элементами которой явля
ются вторые производные, т. е. ai/ = д2F /дх1 дх1 . Она автомати
чески будет симметрической матрицей, поскольку члены а12х1х2 и 
u21x2x1 равны между собой (это соответствует расщеплению 2Ьху 
в двумерном случае). При этом функция имеет минимум в на
чале координат, когда f положительно определена, или, иначе 
говоря, когда матрица А положительно определена, т. е. 

хт Ах> О для всех ненулевых векторов х. (5) 

Упражнение 6.1.2. Исследовать следующие матрицы на положительную 
определенность и выписать соответствующие функции f: 

(а) А=[~:]. (Ь) А=[-~ -:J. 
Г1 О О, Г 2 -1 О, 

(с) А= 1 О I О 1 · (d) А= 1-1 2 -1 1 · 
LO О -l_J L О -1 2_J 

В случае (d) записать хТ Ах в виде суммы трех квадратов. В случае (Ь) пою1-
зать, что вырожденная матрица соответствует вырожденной квадратичной фор
ме (оба факта являются следствием обращения в нуль величины ас-Ь2, рав
ной определителю А). Устаноеить, вдоль какой прямой f тождественно ранна 
нулю. 

Упражнен11е 6.1.3, Для положител1.но определенной функции f кривая 
f (х, у)= 1 является эллипсом (эта кривая-сечение чаши z = f (х, у) плоскостью 
z=I). Изобразить этот эллипс для случая а=с=2, b=-l. 

УпраJl\нение 6.1.4. Исследовать на минимум, максимум или седловую точку 
функции 

(а) F=-1+4(eX-x)-5xsiny+6y2 в точке х=у=О, 
(Ь) F=(x2 -2x)cosy в стационарной точке x=I, u=n. 
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§ 6.2. КРИТЕРИИ ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ОПРЕДЕЛЕННОСТИ 

Какие симметрические матрицы обладают свойством х1 Ах> О 
для всех ненулевых векторов х? Существует четыре или пять раз
личных способов ответить на этот вопрос, и мы надеемся найти 
все их. Предыдущий параграф был начат с некоторых сообра
жений относительно знаков собственных значений, но дальнейшая 
дискуссия была отложена. Вопрос о собственных значениях усту-

пил место двум условиям на элементы матрицы: если А= [i ~] , 
то для положительной определенности необходимы и достаточны 
условия а> О, ас-Ь2 > О. Наша цель сейчас-обобщить эти 
условия на матриц:ы порядка п и найти их связь со знаками 
собственных значений. По крайней мере в случае матрицы по
рядка 2 сформулированные условия означают, что оба ее собст
венных значения положительны. Действительно, их произведение 
равно определителю ас-Ь2 > О, и, следовательно, оба собственных 
значения либо положительны, либо отрицательны. Но так как их 
сумма равна следу а+ с> О матрицы А, то оба собственных зна
чения будут обязательно положительными. 

Интересно, как эти два подхода, один из которых связан с 
непосредственными вычислениями, а другой использует внутрен
ние свойства матриц {их собственные значения), отражают две 
части настоящей книги, о которых уже говорилось lilЫШe. Если 
более внимательно посмотреть на первый критерий, то нетрудно 
заметить, что в нем фигурируют ведущие элементы матрицы. Дей
ствительно, если представить f в виде суммы квадратов 

ах2 + 2Ьху + су1 = а ( х + : у) 2 + ас а ьз yz, 

то :коэффициенты а и {ас-Ь2)/а в точности являются ведущими 
элементами матрицы А поря.~ка 2. Если эта зависимость сохра
няется для матриц большего порядка, то мы получим очень про
стой критерий положительной определенности матрицы, основан
ный на определении знаков ведущих элементов. Этот критерий 
имеет очень простую интерпретацию: форма х т Ах положителыю 
определена тогда и только тогда, когда она представима в виде 

суммы п независимых квадратов. 

Еще одно предварительное замечание. Как уже отмечалось, 
обе части книги объединяет теория определителей, и, следова
тельно, возникает вопрос, какую роль в положительной опреде
ленности матриц играют определители. Очевидно, что условия 
det А > О недостаточно для положительной определенности мат
рицы А, так как при а= с= -1 и Ь = О мы приходим к матрице 
А= -/, которая является отрицательно определенной. Оказы
вается, что выполнение рассматриваемого критерия {через опре· 
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делители) нужно требовать не только от матрицы А (в данном 
случае ас-Ь2 > О), но также от ее подматрицы а порядка один, 
стоящей в левом верхнем углу. Естественным обобщением ска
занного на ,~-мерный случай будет выполнение этих условий для 
всех п левых верхних подматриц 

А1 = [а11], ... , 

Сформулируем и дадим детальное доказательство следующей 
основной теоремы. 

68. Каждый из перечисленных ниже критериев является необ
ходимым и достаточным условием положительной опреде
ленности матрицы А: 

(1) хт Ах> О для всех ненулевых векторов х. 
(II) Все собственные значения 'Л; матрицы А положительны. 
(lll) Определители всех подматриц Ak положительны. 
(IV) Все ведущие элементы d1 (без перестановок строк) поло

жительны. 

До к аз ат ель ст в о. Критерий I является определением поло
жительно определенной матрицы, и в качестве первого шага мы 
покажем его эквивалентность критерию 11.Для этого сначала мы 
предположим, что выполняется критерий 1, и установим положи
тельность каждого собственного значения 'Л; матрицы А. Пусть 
Х; нормированный, т. е. хТх1 = l, собственный вектор А, соответст
вующий ее собственному значению 'Л;, Тогда 

Ах1 = 'Л;х1 и хТ Ах1 = хТ'Л1х 1 = 'Л 1 , 

поскольку хТх1 = 1. Так как, согласно критерию 1, хтАх поло
жительно для всех х и в том числе для х=х1 , то величина 

хТ Axi = л. 1 также должна быть положительной и, следовательно, 
собсrпвенньzе значения положительно оцределенной мат
рицы положительны. 

Теперь, предполагая, что все л. 1 > О, покажем, что хт Ах> О 
(это будет показано для произвольного ненулевого вектора х, а 
не только для собственного вектора). Поскольку симметрическая 
матрица обладает полным набором ортонормированных собственных 
векторов (см. стр. 272), то любой вектор х может быть представ
лен в виде линейной комбинации с1х1 + ... +спхп. Отсюда имеем 

Ах= С1АХ1 +,,. +спАх,, = С1Л1Х1 + .. , +с"л.,,х,, 
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и в силу условия ортонормированности системы х1 

х1 Ах= (c1xl + ... +спхJ)(с1л.1х1 +,,, +спл.пхп) = 

= С~Л.1 + , ' , + С~Л.п, (6) 

Если каждое л. 1 > О и не все с1 равны нулю, то х1 Ах> О. Таким 
образом, выполнение критерия II обеспечивает выполнение кри
терия 1. 

Эквивалентность критериев 111 и IV критерию I докажем 
в три этапа. 

Сначала докажем, что ШJ выполнения критерия I следует вы
полнение критерия 111. С этой целью отметим, что определитель 
любой матрицы равен произведению ее собственных значений. 
Поэтому если выполнен критерий I и, следовательно, известно, 
что все собственные значения л1 положительны, то 

det А =л1л2 ••• "-п > О. 
Чтобы установить этот же результат для всех подматриц А 11 , 

покажем, что из положительной определенности А следует поло
жительная определенность всех Ak. Для этого рассмотрим все 
векторы х, последние п -k компонент которых равны нулю, 

т. е. векторы вида Х= ( ~k]. Тогда 
хтАх=[хI O][:k :) (~k]=xlA~k• 

и, следовательно, если х1 Ах> О для всех ненулевых х, то, 
в частности, xIAflX'k > О для всех ненулевых xk. Итак, критерий 1 
выполнен для Ak, так что к матрицам Ak применимы те же 
соображения, что мы применяли к самой матрице А. В частности, 
их собственные значения (которые не совпадают с л.il) и опреде
лители, которые являются произведениями соответствующих соб
ственных значений, должны быть положительны. 

Теперь покажем, что из критерия III следует критерий IV. 
Эго устанавливается очень легко, поскольку между определите
лями nодматриц Ak и ведущими элементами имеется прямая связь. 
Согласно стр. 205, k-й ведущий элемент d11 является в точности 
отношением det Ak к det Ak_1 • Таким образом, если все опреде
лители положительны, то все ведущие элементы также положи

тельны и, следовательно, положительно определенные матрицы ни 

в каких перестановках строк не нуждаются. 

В заключение докажем, что из критерия IV следует крите
рий l. Иначе говоря, мы должны показать, что из положитель
ности ведущих элементов следует неравенство хт Ах > О. Для 
матриц порядка два мы делали это путем представления формы 
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ах2 + 2Ьху + су2 в виде суммы квадратов. Чтобы установить подоб
ный факт для матриц любого порядка, необходим следующий 
важный факт: в методе исключения Гаусса для симметрической 
матрицы верхняя треугольная матрица И равна транспониро
ванной к нижней треугольной .матрице L (стр. 55) и, следова
тельно, разложение А= LDU переходит в разложение А= LDLT 

Пример 
г 

[ 
2 _ 1 0] 

1 
А= -l 2 -1 = - ; 

О -1 2 
о 

L 
=LDU. 

Умножая эти выражения 
ходим к сумме квадратов, 

ведущие элементы: 

х1Ах=[и v w]Г 

о 

слева на х т, а справа на х, мы при
в которой коэффициентами являются 

о 

2 
L О -3 

=2(и-;v)2+~ (v-;w) 2 +~(w)2. 
Положительные ведущие элементы обеспечивают положительность 
выражения хт Ах. Таким образом, критерий I следует из крите
рия IV, что завершает последний этап доказательства теоремы 1). 
Аналогичная теорема справедлива и в комплексном случае для 
эрмитовых матр1щ А =Ан. 

Было бы ошибкой, если бы от критерия III осталось впечат
ление, что здесь чрезвычайно важно рассматривать именно верх
ние подматрицы Ak. В равной степени мы могли бы проверить 
определители нижних правых подматриц. Или мы могли бы ис
пользовать любую цепочку главных подматриц, начиная с произ
вольного диагонального элемента аи в качестве первой подмат
рицы, и добавляя каждый раз необходимые элементы из новой 
строки и нового столбца с одинаковыми номерами. В частности, 

1) ДоказатРльство последнего этапа было проведено лишь для конкретного 
примера, полное доказательство будет дано чуть дальше посредством цепочки 
IV =;> V ~ 1. 
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положительность элементов au, которые являются коэффициен
тами при xf, является необходимым условием положительной 
определенности матрицы А. Однако, как это видно из примеров, 
это условие далеко не является достаточным. 

Ведущие элементы d 1 ни в коем случае нельзя путать с собст
венными значениями 'Лi. Для типичной положительно определен
ной матрицы это два совершенно различных множества положи
тельных чисел. В последнем примере матрицы порядка 3 наиболее 
простым, по-видимому, является критерий, использующий опре
делители (критерий 111): 

det А1 = 2, det А2 = 3, det А8 = det А = 4. 

Для больших матриц гораздо проще следить за ведущими эле
ментами в методе исключения, который в рассматриваемом при
мере дает d1 = 2, d2 = 3/2, d3 = 4/3. Обычно критерий, использую
щий собственные значения, наиболее трудоемкий, но для нашего 
примера мы знаем, что они положительны: 

'Л2 = 2, 

Заметим, что, хотя последний критерий является самым тяжелым 
в применении к конкретной матрице А, он является наиболее 
удобным для теоретических целей. 

Упражнение 6.2.1. Исследовать на положительную определенность матрицы 

[2 -1 -1] 
А= -1 2 -1 , 

-1 -1 2 

[1 О 1] 
В= О 1 О , 

1 О 1 

1 1] 
2 2 . 
2 3 

Используя разложение B=LDLТ. записать выражение хт8х=и2+v2 + 
+w2+2uw в виде суммы квадратов. 

Упражнение 6.2.2. Построить матрицу, наибольшие элементы которой 
пежат на главной диагонали (например, вида 

[
1 а 

А= а 1 

~ а 

с I а 1 < 1, 1 ~ 1 < 1) и которая не является даже положительно полуопреде
ленной (Вычис11ить det А.) 

Упражнение 6.2.3. Показать, что из положительной определе!lности мат
рицы А следует положительная определенность матриц А 2 и А- 1 • 

Упражнение 6.2.4. Показать, что из положительной определенности мат
риц А и В следует положите,11ьная определенность матрицы А +в. Какой из 
критериев 1- I V 3десь на и более удобен? 
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Я надеюсь, вы мне позволите привести еще один критерий 
положительной определенности. Мы уже подошли к нему очень 
близко, он позволяет даже лучше понять приведенные ранее 
критерии: 

6 С. Матрица А положительно определена тогда и только 
тогда, когда 

(V) существует такая невырожденная матрица W, что 
A=wтw. 

Из этого нового условия следует, что 

xTAx=xтwтwx=IIWxll'· (7) 

Эта величина либо положительна, либо по крайней мере неотри
цательна в зависимости от того, возможно или нет равенство 

Wx=O для ненулевого вектора х. Но поскольку матрица W 
невырожденная, то оно возможно только для Х= О и, следова
тельно, из критерия V вытекает выполнение критерия I и::: бВ. 
Все это очень похоже на метод наименьших квадратов с матри
цей весов на стр. 178; наиболее общая мера длины-это IIWxll и 
квадрат этой длины вводит положительно определенную матрицу 

A=Wтw. 
Остается показать, что если матрица А удовлетворяет усло

виям 1-IV, то она также будет удовлетворять условию V. Для 
этого нам нужно построить матрицу W, что в действительности 
дважды мы уже почти сделали. 

(i) На завершающем этапе основной теоремы для матрицы А 
было построено разложение LDLт. Так как ведущие элементы 
матрицы А положительны, то выбирая в качестве VD диаго
нальную матрицу, диагональными элементами которой являются 
квадратные корни из соответствующих ведущих элементов, мы 

приходим к разложению А= L VDVD Lт 1). Таким образом, од
ним из возможных выборов W является верхняя треугольная 

матрица VD ~т. Это доказывает, что условие I является следст
вием условия IV. 

(ii) Рассмотрим еще один способ, который дает другую мат
рицу W, используя вместо IV условие 11. Так как собственные 
значения матрицы А положительны и ее собственные векторы 

1) Это так называемое разложение Холецкого, когда ведущие элементы 
равномерно распределяются между нижним треугольным и верхним трсrголь-

ным сомножителями. Оно почти не отличается от разложения А= LDL , и я 
обычно избегаю вычисления этих квадратных корней. 
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образуют ортогональную матрицу Q, которая диагонализует А, 
то справедливы разложения 

А= QЛQT = Q J/Л J/ЛQT = (V:Л QT)T (VЛQT). 

Теперь для W имеем другое представление V:Л.Qт, которое психо
логи используют в анализе основных компонент. 

Упражнение 6.2.5. Построить двумя указанными способами матрицы W 
для матрицы 

А= [ 2 -lJ . 
-1 2 

Упражнение 6.2.6. Вычислить квадратный корень R = Q )IЛ Q т для 
матрицы А из предыдущего упражнения. Проверить непосредственно и из ее 
формулы, что R симметрическая и R 2 = А. Собственные значения матрицы R 
являются положительными квадратными 1юрнями Jlл.i, поэтому нетрудно пока
зать, что R является един.ствен.ньш сuАшетрическим u положительно опре
делен.ным квадратным корнем из А. Заметим также, что R является еще одной 
нз возможных матриц W. 

Упражнение 6.2.7. Доказать, что если матрица А положительно опреде

лена и матрица С невырожденная, то матрица В =Ст АС положительно 
определена. 

Упражнение 6.2.8. Мы можем назвать несимметрическую матрицу А «поло
жительно определенной», если ее эрмитова часть (Ан+ А)/2 является положи
тельно определенной матрицей. Для такой матрицы, несмотря на то что вели-

чина хн Ах может быть комплексной, ее вещественная часть ~ (хНАх + хНАНх) 
будет положительной. 

(а) Показать, что для такой матрицы вещественная часть каждого ее соб
ственного значения положительна. (Указание: рассмотреть вещественную часть 
скалярного произведения векторов Ах= (а+ i~) х и xli.) 

(Ь) На примере треугольной матрицы А порядка два показать, что ее 
собственные числа могут быть положительны, в то время как матрица АН+А 
не является положительно определенной. (В теореме устойчивости 5К для 
уравнения и'= Аи из отрицательной определенности Ан+ А следовало убы
вание решения в каждый момент времени, но уравнение могло быть устойчи
вым и без этого условия.) 

Упражнение 6.2.9. Выписать условия отрицательной определенности 
матрицы А, обратив особое внимание на условие III, где нужно установить 
связь между det (- А} и det А. 

n-МЕРНЫЕ ЭЛЛИПСОИДЫ 

Уравнение хт Ах= 1 является ключевым для понимания гео
метрической интерпретации свойства положительной определен
ности. Вектор х, удовлетворяющий этому уравнению, лежит на 
поверхности в п-мерном пространстве, которая, как мы покажем, 

является эллипсом, или, более точно, п-мерным эллипсоидом с 
центром в начале координат. 



§ 6.2. Критерии палажительнай определенности 293 

Пример. Пусть А= [ _~ -~] и х= [; J. Тогда для анализа 
уравнения xтAx=2u2 -2uv+2v2 = 1 лучше всего переписать его 
в виде суммы квадратов с собственными значениями л.2 = 3 и 
л.1 = 1 матрицы А в качестве коэффициентов: 

U - иv+ V =1 -+- +3 -=-- =1. 2 2 2 2 2 ( ll и ) 2 ( и и )2 
Jf2 Jl2 v2 Jl2 

(8) 

Обозначим выражения в скобках через w и z соответственно. 
Тогда графиком уравнения w2 + 3z2 = 1 будет обычный эллипс. 
Концом его длинной оси будет точка w = 1, z = О, а концом 

короткой-точка w=O, Z= 1/VЗ. Иначе говоря, половина длины 
большей из осей равна 1/~. а половина длины меньшей из осей 
равна 1/J~ (рис. 6.2). Кроме того, направления этих осей сов-

' 

/ 

' ' ' 

/ 
/ 

/ 

' ' ' 

V 

Р", 
' , Нопро611ени11 .z:2= (1/./1., -V./2) ',, 

z 

Рис. 6.2. Эллипс 2u2-2uv+2v2 = 1, 

падают с направления.ми соответствующих собственных векторов 

х1 = (1/V2, l/V2) и х2 = (l/V2, -1/V2). Таким образом, гео
метрия положительной определенности полностью связана с соб
ственными числами и векторами матрицы А. 

Если понятно, что было проделано с уравнением (8), то то же 
самое мы можем осуществить для любой поверхности хт Ах= 1. 
Основным шагом всегда является диагонализация матрицы А 

с помощью ортогональной матрицы Q, столбцами которой явля
ются единичные собственные векторы х1 матрицы А: QTAQ=A 
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или А= QЛQт. Это приводит к записи хт Ах в виде суммы квад
ратов: 

хтАх=[ хт ]r 
Xf • •. Хп 

L L J:I:IT 
= л. 1 (xl х)2 + ... + л.п (xJx) 2 • 

В новых переменных y1 =xfx, ... , Yn=xJx, что соответствует 
заыене переменных по формуле у= Qтх, уравнение рассматривае
мой поверхности принимает вид 

хТАХ=Л.1Уf+ ... +л.пу~= 1. (9) 

Это общий случай, частным примером которого является уравне
ние (8). Но даже в этом общем случае легко видеть, что точка 

с координатами у1 = 1/Vл.1' у2 = ... = Уп = О лежит на поверх
ности. Она лежит на конце наибольшей из осей и, следовательно, 
расположена дальше всех от начала координат. Более того, соот

ветствующий вектор х является кратным первого собственного 

вектора, или, точнее, x=xJVI:;_. На рис. 6.2 эта точка обозна
чена буквой Р. Ближайшая к началу координат точка лежит на 
конце наименьшей из осей и имеет координаты у1 = ... = Уп-~ =0, 
Уп = 1/Vл.п. Эта точка, обозначенная на рис. 6.2 буквой Р', ле
жит на прямой, задаваемой последним собственным вектором хп. 
Остальные промежуточные оси задаются соответствующими про
межуточными собственными векторами матрицы А. 

6D. Предположим, что матрица А положительно определена 
и ее единичные собственные векторы являются столбцами орто
гональной матрицы Q. Тогда А= QЛQт, и преобразование 
у= Qт х позволяет записать выражение х т Ах в виде суммы 
квадратов: 

хтАх=хтQЛQТх=утЛу=л.1уf+ ... +л.пу~. (10) 

При этом уравнение хтАх= 1 описывает эллипсоид, конец 1-и 
оси которого находится в точке с координатами у1 , ••• , Уп• 
где у1 определяется условием \У1= 1, а остальные у1 равны 
нулю (j = 1, ... , п). Эти точки лежат на прямых, задаваемых 
собственными векторами матрицы А, и половина длины соот

ветствующей оси равна 1/Vл.1 • 
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Упражнение 6.2.10. Эллипс и2+4v2 =1 соответствует матрице А=[~ ~]. 
Выписать собственные значения и векторы матрицы А и нарисовать этот эллипс. 

Упражнение 6.2.11. Преобразовать уравнение 3u2-2 J/2 uv+2v2 =l 
к сумме квадратов, вычислив собственные значения и векторы соответствую
щей матрицы А. Нарисовать эллипс, задаваемый полученным уравнением. 

Упражнение 6.2.12. Уравнение i\.1y~ +л2уi+лзи: = 1 с тремя переменными 
задает эллипсоид, когда все i\.; > О. Описать все возможные виды поверхностей 
в положительно полуопределенном случае, т. е. когда одно или несколько 

собственных значений равны нулю. 

§ 6.3. ПОЛУОПРЕДЕЛЕННЫЕ 
И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ МАТРИЦЫ. 

ОБОБЩЕННАЯ ЗАДАЧА 

НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ Ах= 'А.Вх 

Основной задачей этого раздела (после того как критерии 
положительной определенности полностью установлены) является 
более широкое рассмотрение проблемы определенности матриц. 
Под этим мы понимаем три основные задачи: 

(1) критерии положительной полуопределенности матриц, 
(2) связь между собственными значениями и ведущими эле

ментами любой симметрической матрицы независимо от того, 
является она определенной или не является, 

(3) обобщенная задача на собственные значения Ах= 'А.Вх. 

На первый вопрос мы можем дать быстрый и четкий ответ, посколь
ку вся необходимая для этого работа уже проделана. Второй и 
третий вопросы связаны с так называемым «законом инерции» 
для симметрических матриц, который с математической точки 
зрения является основным результатом этого параграфа. Одним 
из следствий этого закона является утверждение, что знаки 
собственны.х значений определяют знаки ведущих эле
ментов. Другое же следствие утверждает, что если матрица В 
положительно определена, то собственные значения задачи 
Ах= 'А.Вх имеют те же знаки, что и собственные значения обыч
ной задачи Ах= 'А.х. Собственные векторы задачи Ах= 'А.Вх «вза
имно ортогональны», но в другом смысле, чем это было раньше. 
Обобщенная задача на собственные значения очень важна для 
приложений. Поэтому один пример будет рассмотрен в настоя
щем параграфе и другой (связанный о методом конечных эле
ментов) - в параграфе 6.5. 

Сформулируем для случая положительно полуопределенных 
матриц аналог утверждений 6В и 6С, доказанных ранее для 
положительно определенных матриц. 
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6Е. Каждый из приводимых ниже критериев является необхо
димым и достаточным условием положительной полуопре
деленности матрицы А. 

(1') хтАх;:,:О для всех векторов х. 
(11') Все собственные значения 'Ai матрицы А неотрицатель

ны, т. е. 'Ai ;:,: О. 
(111') Все главные под;,~атрицы Ak имеют неотрицатель

ные определители. 
(IV') Все ведущие элементы dt неотрицательны, т. е. di;:,: О. 
(V') Существует такая матрица W (возможно, вырожден

ная), что А= wтw. 
Если ранг А равен r, то f = хт Ах представима в виде сум,'rt.ы r 
полных квадратов. 

Связь между неравенствами хт Ах;:,: О и 11,i;:,: О, которая яв
ляется для нас наиболее важной, устанавливается следующим 
образом. 

Диагонализация А= QЛQт приводит к равенствам 

хтАх= xIQAQT Х= уIЛу= 'А1 tЛ+ ... +'Апу~, (11) 

и это выражение неотрицательно для любого х толыю в том 
случае, когда все 'Ai неотрицательны. Если ранг матрицы А ра
вен ,, то она имеет только r ненулевых собстLенных значений 
и, следовательно, в правой части (11) имеется только r полных 
квадратов. 

Что же касается определителя матрицы А, то он, будучи 
равным произведению всех собственных значений А, неотрица
телен. Далее, поскольку все r лавные подматрицы исходной l\tат
рицы А тоже будут положительно полуопределенными матрицами, 
то их собственные значения и определители также неотрицательны. 
Тем самым эквивалентность условия 111' условиям I' и 11' уста
новлена. (Главные подматрицы матрицы А образуются отбрасы
ванием ее строк и столбцов с одинаковыми номерами, например 
строк и столбцов с номерами один и четыре, что сохраняет для 
подматриц свойство симметричности. Для главных подматриц 
сохраняется та~<же свойство положительной полуопределенности: 
если хт Ах;:,: О для любого х, то это неравенство выполняется 
для всех векторов, у которых, например, первая и четвертая 

компоненты равны нулю.) Новым здесь является то, что III' 
прилагается ко всем главным подматрицам, а не только к рас

положенным в левом верхнем углу. Иначе мы не могли бы раз
личать две матрицы, у которых все левые верхние определители 

равны нулю. Например, матрица [~ ~] положительно полуопре-
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делена, а матрица [~ -~] отрицательно полуопределена. Веду
щие элементы для положительно полуопределенной матрицы опять 
будут отношениями определителей и, следовательно, будут неот
рицательны. Однако при реализации исключений здесь может 
возникнуть необходпмость в перестановках строк, и, чтобы не 
нарушать симметричность матрицы, мы должны одновре.менно осу
ществлять перестановку столбцов с теми же самыми номерами. 
Это означает, что на самом деле «симметрическое исключение» 
осуществляется не для матрицы РА, а для матрицы РАРт. Далее, 
так ка1< такие перестановки толы<о перемещают главные под

матрицы, оставляя их определители неизменными, то из III' 
обязательно вытекает условие IV': после r этапов ис1<лючения, 
где r-ранг матрицы А, оставшаяся подматрица в правом ниж
нем углу является нулевой матрицей и, следовательно, d,+1 = ... 
... =d =0. 

п 1 

Наконец, выполнение условия IV означает, что существует 
разложение РАРт = LDLт (или А= pтLDU Р) с диагональной 
матрицей D, на диагонали которой стоят неотрицательные веду-

щие элементы. Теперь, выбирая W = V D L т Р, получаем А= wтw, 
что означает выполнение V'. В свою очередь условие I' легко 
следует из условия V', так как xTAx=xтwтwx=\IWxll 2 ;;.,0, чт,о 
завершает полный цикл доказательства утверждения 6Е. 

Пример. Матрица 

[ 2 -1 -1] 
А= -l 2 -1 

-1 -1 2 

положительно полуопределена в силу следующих 1<ритериев: 

( I I ') Собственные значения л1 = О, л2 = л8 = 3 неотрицательны. 
(III') Опреде.11ители главных подматриц порядка один равны 

двум, порядка два равны трем и det А= О. 

(IV') [Т•; ка~ =:]-[: ~ ~ ]J-Г: ; :i. 
-l -l 2 О -2 2 LO O O _J 

то величины d1 = 2, d2 = 3/2 и d8 = О являются ведущими эле
ментами. 

Упражнение 6.3.1. Для матрицы А из последнего примера найти мчтрицу 
W и записать выражение xTAx=/1WxlJ 2 в виде суммы двух квадратов. Опи
сать в трехмерном пространстве поверхность х Т Ах= 1. 
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Упражнение 6.3.2. Применить любые три критерия из 6Е к матрице 

[
1 1 1] 

А= 1 1 1 . 
1 1 О 

Замечание. Условия положительной полуопределенности можно 
также вывести из первоначальных условий 1 - V следующим 
образом. Добавим к исходной матрице А некоторое малое крат
ное в/ единичной матрицы, чтобы получить положительно опре
деленную матрицу А +в!, и устремим в к нулю. Тогда, так 
как собственные значения и определители непрерывно зависят 
от е, они должны быть положительны до самого последнего мо
мента и, следовательно, должны быть неотрицательны при в= О. 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КОНГРУЭНТНОСТИ И ЗАКОН ИНЕРЦИИ 

Ранее в этой книге (в процессе исключения и задачах на 
собственные значения) основное внимание уделялось элементар
ным операциям, которые делают исходную матрицу проще. В каж
дом из этих случаев самым важным для нас было знать, какие 
свойства матрицы остаются неизменными. Когда кратное одной 
строки вычиталось из другой, список таких инвариантов был 
достаточно большим: нуль-пространство, пространство строк, ранг 
и определитель матрицы оставались теми же самыми. В случае 
задачи на собственные значения, когда основной операцией было 
преобразование подобия А-,. s-i AS (или А-+- м-1 АМ), неиз
менными оставались ее собственные значения (а также, согласно 
приложению В, ее жорданова форма). Теперь мы хотим задать 
аналогичный вопрос для симметрических матриц. Что представ
ляют собой «элементарные операции» и их инварианты для хт Ах? 

Основной операцией над квадратичными формами является 
преобразование переменных. Новый вектор у выражается через 
вектор х с помощью некоторой невырожденной матрицы С по 
формуле х = с1,, в результате чего квадратичная форма прини
мает вид утс АСу. Таким образом, основной матричной опера
цией в теории квадратичных форм является преобразование 
1'0Нгр уэнmносmи 

А -+- ст АС с некоторой невырожденной матрицей С. ( 12) 

Свойство симметричности при этом преобразовании сохраняется, 
поскольку матрица ст АС симметрическая, если симметрической 
является матрица А. Но нас интересует вопрос, какие еще 
свойства матрицы А остаются неизменными при преобразовании 
конгруэнтности? Ответ на него дает за«,он инерции Сильвестра. 
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6F. Матрица ст АС имеет столько же положительных, отри
цательных и равных нулю собственных значений, что и .мат
рица А. 

Другими словами, знаки собственных значений (но не сами 
собственные значения) сохраняются при преобразовании конгру
энтности. При доказательстве этого утверждения мы для удобства 
предположим, что матрица А невырожденная. Тогда матрица 
ст АС тоже невырожденная и, следовательно, не надо беспо
коиться из-за нулевых собственных значений. (В противном слу
чае, мы можем работать с невырожденными матрицами А + в/ 
или А-в/ и в конце устремить в к нулю.) 

Воспользуемся для дока:1ательства 6F одним приемом из то
пологии, или, более точно, из теории гомотопий. Предположим, 
что матрица С связана с некоторой ортогональной матрицей Q 
непрерывной цепочкой матриц С (t), О::( t ::( 1 (т. е. С (О)= С и 
С ( 1) = Q), ни одна из которых не является вырожденной. Тогда 
собственные значения матрицы ст (t) АС (t) непрерывно изме
няются (при изменении t от О до 1) от собственных значений 
матрицы ст АС до собственных значений QT AQ. Так ка~< ни одна 
из матриц С (t) не является вырожденной, то ни одно из собст
венных значений .матриц ст (t) АС (t) не .может стать равным 
нулю (н тем более перескочить через нуль!). Следовательно, число 
собственных значений справа от нуля и число собственных зна
чений слева от нуля одни и те же для матриц ст АС и QT AQ. 
Отсюда, поскольку собственные значения матрицы А совпадают 
с собственными значениями подобной ей матрицы Q- 1AQ =Qт AQ, 
вытекает, что столько же положительных и отрицательных собст
венных значений и у матрицы А 1). Утверждение 6F доказано. 

Пример 1. Если А = /, то матрица ст АС= стс положительно 
определена (возьмите, например, С= W из условия V). Все 
собственные значения единичной матрицы и матрицы стс поло
жительны, что подтверждает закон инерции. 

Пример 2. Если А= [ ~ _ ~], то определитель матрицы ст АС 
отрицателен: 

det ст АС= (det ст) (det А) (det С)=- (det С) 2 < О. 
1) В доказательстве нам необходима ортогональная матрица Q. Хороший 

способ выбора Q доставляет применение процесса Грама-Шмидта к столбцам 
матрицы С. Итак, пусть С= Q R, где R -верхняя треугольная матрица с по
ложительными диагональными элементами. Тогда в качестве непрерывной це
почки, связывающей С с Q, можно выбрать семейство матриц С (t) = tQ + + (1-t) QR =Q [t!+(l-t) R]. Действительно, при любом tE[O, !] матрица 
С (t) невырожденная, так как Q-ортогональная матрица, а второй сомножи
тель t / + (1-t) R является верхней треугольной матрицей с положительными 
диагональными элементами. 
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Поскольку этот определитель является произведением собствен
ных значений, то одно собственное значение матрицы ст АС должно 
быть положительным, а другое отрицательным (как и у матрицы А), 
что опять согласуется с законом инерции. 

Пример 3. Следующее применение закона инерции является 
очень важным. 

6G. У любой симметрической матрицы А знаки ведущих эле
ментов согласованы со знаками собственных значений. Точнее 
число положительных, отрицательных и равных нулю собст
венных значений матрицы А равно числу ее положительных, 
отрицательных и равных нулю ведущих элементов соответ
ственно. 

Известно, что А= QЛQТ, где Q-ортогональная матрица, 
Л:-диагональная матрица с собственными значениями матрицы А 
по диагонали, а формула Холецкого имеет вид 

A=LDLт, или D=L-1A(U)-i=(L- 1Q)Л(L-1Q?. (13) 

Выберем С= (L- 1Q)т. Тогда, согласно закону инерции, собствен
ные значения матрицы D = ст ЛС (одновременно являющиеся ве
дущими элементами для А) имеют те же знаки, что и собственные 
значения матрицы Л. Если же в процессе исключения (сохра
няющем симметричность) требовались перестановки строк и столб
цов, то те же рассуждения нужно применить к матрице Р А Рт. 

Упражнение 6.3.3. Используя матрицы С=[~ _ ~] и А=[: :J , по
казать, что матрица СТАС имеет собственные значения тех же знаков, что и А. 
Можете ли вы сконструировать цепочку невырожденных матриц С (t), осу
ществляющих переход от С к ортогональной матрице Q? 

Упражнение 6.3.4. Используя знаки ведущих элементов, показать, что 
матрица 

А=lГ~ : ~J-, 
О 7 6 

имеет одно отрицательное и два положительных собственных значения. Затем 
найти ведущие элементы матрицы А+ 2/ и показать, что добавление двойки 
к собственным значениям матрицы А делает их все положительными. Следо
вательно, отрицательное собственное значение матрицы А должно принадле
жать интервалу (- 2, О). 

Последнее упражнение указывает путь вычисления собствен
ных значений, и это будет первый практический метод, который 
мы укажем. (Он был одним из основных методов около двадцати 
лет назад и до сих пор остается одним из самых эффективных.) 
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Идея метода состоит в том, чтобы последовательно разрезать 
интервал неопределенности; если мы знаем, что л. лежит в ин
тервале (- 2, О), то на следующем шаге надо выяснить, будет 
ли наименьшее собственное значение больше или меньше -1. Рабо
тая с матрицей А + ! , собственные значения которой на единицу 
больше собственных значений А, мы устанавливаем, что один 
из ее ведущих элементов отрицателен и, следовательно, искомое 

собственное значение л. меньше чем -1. Следующий шаг заклю
чается в исследовании матрицы А + 31 /2, у которой опять ока
зывается один отрицательный ведущий элемент. Поэтому л. должно 
принадлежать интервалу (-2, -3/2). На каждом шаге граница 
уточняется на один двоичный разряд. 

Для больших симметрических матриц этот метод является 
слишком дорогим, так ка1< для плотных матриц каждый шаг 
требует n3/6 действий для вычисления ведущих элементов. Но 
если до начала вычислений матрица может быть преобразована 
к трехдиаrональной, как это делается в § 7.3, то каждое деле
ние интервала неопределенности пополам будет требовать только 
2n умножений. Исключения осуществляются очень быстро, и 
поиск собственных значений путем последовательного уточнен.ия 
границ интервала неопределенности становится чрезвычайно про
стым. Это так называемый метод Гивенса. 

ОБОБЩЕННАЯ ЗАДАЧА НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 

Я не уверен относительно экономики, но физика, техника и 
статистика обычно бывают столь «любезны», что в рассматривае
мых ими задачах на собственные значения матрицы 01<азываются 
симметрическими. Однако в этих задачах может оказаться две 
матрtщы, а не одна, т. е. вместо задачи Ах=л.х мы сталки
ваемся с задачей Ах= 'Л.Вх. В качестве примера такой ситуании 
рассмотрим задачу о дnижении двух неодинаковых масс. 

Согласно закону Ньютона, F1 =m1a1 для первой массы и 
f 2 = т2а2 для второй. Если мы выберем ту же самую систему 
пружин, что и на стр. 249, то силы f 1 и F2 останутся теми же 
самыми. Физику процесса мы можем описать следующим обра
зом: если массы смещены на расстояния v и w, как на рис. 6.3, 

1 
1 

--..;.! 
w0 =1 

Рис. 6.3. Колебательная система с неодинаковыми массами. 
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то пружины тянут их назад соответственно с силами F1 =- 2v+w 
и F2 =v-2w. Новое и важное явление наблюдается в левой 
части уравнений, где возникают уже две массы: 

d2v 
т1 dt2 =- 2v +w, 

d2w 
m2 ~=v-2w, 

Когда массы равны, т. е. mi = т2 = 1, мы возвращаемся к ста
рои системе и"= Аи. Теперь же, поскольку имеется «матрнца 
масс» В, мы приходим к системе Ви" = Аи. Когда ищется экспо
ненциальное решение ei001x, мы приходим к задаче на собствен
ные значения вида 

В (iro) 2 eioot х = Aeioot х, 

Сокращая на e100t и заменяя (iro)2 на л, получим 

Ах=лВх, или [-~ -~] Х=Л [;i :J х. (14) 

Решение этой системы существует только в том случае, когда 
матрица А-лВ вырожденная. Поэтому л должно быть корнем 
уравнения det (А-лВ) = О. При этом специальный выбор В= 1 
возвращает нас к обычному уравнению det (А-л/) = О. 

Рассмотрим пример, когда mi = 1 и т2 = 2. Тогда 

[ -2-л 1 ] 
det(A-лB)=det l _2_2л =2л2 +бл+З 

и, следовательно, 

1 _ -3 ± уз 
11,- 2 

Оба собственных значения отрицательны, и двумя естественными 

частотами являются величины ro1 = V -л1 • Соответствующие 
собственные векторы вычисляются обычным способом: 

<А-л1В)х1=[-1--;уз 1 -]х:(=о, х1=[v-з~1], 

1 1-Vз 

( А - л2В) х~ = [- 1-i; уз l -] х~ = О, Х2 = [ 1 + ~3] . 
1 1 +Vз 

Эти собственные векторы задают «гармоники». При меньшей час
тоте ro1 обе массы осциллируют вместе (смещения в одинаковую 
сторону) а тем лишь отличием, что первая масса сдвигается 
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только на VЗ-1 ~ 0.73, а вторая (большая) в силу соответ
ствующих причин имеет большую амплитуду колебаний. Для 
большей частоты <.о2 компоненты вектора х2 имеют противопо
ложные знаки и, следовательно, массы двигаются в противопо

ложных направлениях. При этом меньшая масса отклоняется 
от точки равновесия значительно сильнее. 

Соответствующую теорию гораздо легче объяснить, если пред
варительно разложить В в произведение wтw (как и в примере, 
здесь предполагается, что матрица В положительно определена). 
Тогда после замены переменных у= W х уравнение Ах= "л.Вх = 
= "л.Wтwх приходит к виду АW-1у="л.Wту. Теперь, если обозна
чить матрицу w-1 . через С и умножить последнее уравнение 
на матрицу (Wт)-1 = СТ, мы придем к стандартной задаче на 
собственные значения 

стАСу="л.у ( 15) 

с одной матрицей ст АС. Собственные значения этой задачи сов
падают с собственными значениями исходной задачи Ах= "л.Вх, 
а собственные векторы связаны соотношением у1 =Wх1 1). Свойетва 
симметрической матрицы ст АС непосредственно определяют соот
ветствующие свойства задачи Ах= "л.Вх. 

(1) Все ее собственные значения вещественны. 
(2) Согласно закону инерции, ее собственные значения имеют 

те же самые знаки, что и собственные значения матрицы А. 
(3) Собственные векторы у1 ортонормированы, что соответст

вует «В-ортонормированности» собственных векторов х1 исходной 
задачи: 

Если векторы х1 являются столбцами 
чает, что sт BS = /. Аналогично 

т т { "л.1, xi Ах1 = х1 "л.1Вх1 = О, 

если i=j, 
если i =1= J. (16) 

матрицы S, то (16) озна-

если i= J, 
если i + j. (17) 

В матричных обозначениях это означает, что sтAS=A, и вы
ражает следующий замечательный факт: матрицы А и В одно
временно диагонализуются преобразованием конгруэнтности S. 

Геометрический смысл последнего факта не очень понятен. 
В случае положительной определенности обеих матриц две по-

1) Более быстрым способом по.лучения задачи с одной матрицей бЫJI бы 
переход к уравнению В 61Ах=лх. Но матрица в-1А не является симметри
ческой, и мы предпочитаем воздействовать «половинками» матрицы в-1 с раз· 
ных сторон на матрицу А, чtобы получить симметрическую матрицу GTAC. 
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верхности хт Ах= 1 и хт Вх = 1 являются эллипсоидами. Очевидно, 
преобразование х = Sz задает такие новые координаты (так как S 
неортогональная матрица, то это преобразование не является 
чистым вращением), что эти два эллипсоида становятся «правильно 
расположенными»: 

xTAx=zтsтASz=л1zf+ ... +л"z:i= 1, 
xTBx=zтsтвsz=zr+ ... +z:i=l. (18) 

Второй эллипсоид в действительности является сферой! Конечно, 
основной момент теории постепенно проясняется и его легко 
сформулировать: в случае положительно определенной матрицы В 
обобщенная задача на собственные значения Ах= л.Вх ведет себя 
в точности как задача Ах= лх. 

Упражнение 6.3.5. Для рассмотренного приме~:~а с m1 = 1 и m2 =2 про
верить, что гармоники В-ортогональны, т. е. xlBx2 =0. Какими будут 
коэффициенты а; результирующего движения и=а1 cos wJtx1 +а2 cos w2tx2, 

если обе массы сместить на одина,ювое расстояние, равное единице (v 0=- 1 
и w0 = 1), а затем отпустить? Какое максимальное р~.сстояние от положения 
равновесия достигается первой массой (когда два косинуса соответстненно 
равны + 1 и -1)? 

Упражнение 6.3.6. Найти собственные значения и собственные векrоры 
задачи 

[ 6 -ЗJ 'Л [4 1] -3 6 Х=1в 1 4 Х, 

Упражнен11е 6.3.7. Если симметрические матрицы А и В порядка 2 не 
ямяются определенными, то задач-а Ах='ЛВх может иметь комплексные собст
венные значения. Построить соответствующий пример. 

§ 6.4. ПРИНЦИПЫ МИНИМУМА И ОТНОШЕНИЕ РЕЛЕЯ 

В этом параграфе, приближаясь уже к концу книги, мы 
впервые откажемся от линейных уравнений. Неизвестный век
тор х не будет даваться как решение уравнений Ах= Ь или 
Ах= лх. Вместо этого он будет определен с помощью принципа 
минимума. 

Удивительно, как много физических законов может быть вы
ражено с помощью принципов минимума. Такой простой факт, 
что тяжелые жидкости опускаются на дно, является следствием 

минимизации их потенциальной энергии. Или когда вы сидите 
на сту.'Iе, или лежите на кровати, пружины сами занимают та

кое положение, чтобы опять потенциальная энергия была мини
мальна. Конечно, имеются и более серьезные примеры: здание 
похоже на очень сложный стул, выдерживающий свой собствен
ный вес, и основным принципом строительной технюш является 
минимизация полной энергии. В физике имеются «лаrранжианы» 
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и «интегралы действия»; соломинка в стакане с водой выглядит 
как бы сломанной, поскольку свет выбирает такой путь, чтобы 
достичь глаза как можно скорее 1). 

Мы сразу же хотим сказать, что «энергии» всех этих про
цессов есть не что иное, как положительно определенные квадра
тичные формы. Очевидно, что производная квадратичной формы 
линейна. Поэтому минимизация приводит нас опять к привыч
ным линейным уравнениям, когда мы приравниваем нулю пер
вые производные. Нашей ближайшей целью в настоящем параг
рафе будет нахождение задачи минимизации, соответствующей 
уравнению Ах= Ь, а также другой задачи Ашнимизации, соот
ветствующей уравнению Ах= л.х. Мы собираемся проделать в ко
нечномерном случае то, что вариационное исчисление проделывает 

в непрерывном случае, где обращение в нуль первых производ
ных приводит 1< дифференциальным уравнениям (уравнениям 
Эйлера). При этом в каждой конкретной ситуации мы вольны 
выбирать, ис1<ать решение линейного уравнения или задачи на 
минимум квадратичной формы, и, как это будет показано в сле
дующем параграфе, для многих задач вторую возможность игно

рировать не следует. 

Первый шаг очень прост: требуется найти «параболу» Р, ми
нимум которой достигается в точ1<е, являющейся решением урав
нения Ах=Ь. Если А является скаляром, то это сделать очень 
легко: 

и 
dP 
Тх=Ах-Ь. 

Эта парабола достигает минимума только в с.'lучае, когда А по
ложительно и, значит, парабола открыта вверх; тогда обращен1:1е 
в нуль ее первой производной дзет уравнение Ах= Ь (рис. 6.4). 
В многомерном случае эта парабола переходит в параболоид, 
но формула для Р и условие положительности для существова
ния минимума остаются неизменными. 

6Н. Если А-симметрическая и положительно определенная 
1 

матрица, то квадратичная форма Р (х) =2 хТАх-хть дости-

гает своего минимума в точке, являющейся решением системы 
Ах=Ь. 

1) Я уверен, что растения и люди развиваются n соответствии с некото
рыми принципами минимума. Возможво, и сама цивилизация основана на 
законе наименьшего действия. Открытие таких законов является фундамен
тальным шагом в переходе от наблюдений к объяснению явлений. В общест
венных науках и биологии предстоит найти еще не1tоторые законы такого 
типа. 
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(а) Пороlо11а { Ь) ДВумернон чаша 
Рис. 6.4. Минимум квадратичной функции Р (х). 

до к аз ат ель ст в о. Предположим, что х является реше
нием системы Ах=Ь. Тогда для любого вектора у имеем 

1 1 
Р (у)-Р (х) =2 уТАу-уТЬ-2хТАх+хть= 

1 1 
=2 утАу-утАх+2хТАх= (19) 

1 
= 2 (у-х)т А (у-х). 

Так как матрица А положительно определена, эта величина 
нигде не принимает отрицательных значений и равна нулю, 
только когда у -х = О. Во всех других точках Р (у) больше, чем 
Р (х), и, следовательно, минимум достигается в точке х. 

Упражнение 6.4.1. Рассмотреть систему 

н=;-ш:Jю 
Построить соответствующую квадратичную форму Р (х1 , х2 , х3), вычислить ее 
частные производные дР /дх1 и показать, что они обращаются в нуль только 
на решении исходной системы. 

Упражнение 6.4.2. Найти минимум (если он существует) функций Р1 = 
=х2!2+ху+у2 -3у и Р2 =х2/2-3у. Какая матрица соответствует функции Р2? 

Упражнение 6.4.3. Другая квадратичная форма, которщ1 достигает мини· 
мума на решении системы Ах= Ь, задается равенством 

1 1 тт тт 1 
Q (х)=2/1Ах-Ь/12=2 х А Ах-х А ь+2 ьть. 

Сравнивая Q с Р и игнорируя константу ЬтЬ/2, ответить на вопрос, какую 
систему уравнений для определения минимума мы в этом случае получаем. 
Как называются эти уравнения в методе наименьших квадратов? 
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Наша следующая цель -найти задачу минимизации, соответ
ствующую уравнению Ах= л.х. Это не так легко. Функция, кото
рую мы должны построить, не может быть просто квадратичной, 
так как тогда ее дифференцирование приведет к линейным урав
нениям, а задача на собственю,1е значения в сущности своей не
линейна. Выход из положения дает наы переход 1< отнои~ению 
I<Вадратичных функций, и нам необходимо лишь так называемое 
отноиtение Релея 

хтАх 
R(х)=-т-· 

х х 

Мы перейдем непосредственно к основной теореме. 

61. Принцип Релея. Отношение R (х) минимизируется пер· 
вым собственным вектором х1 , и это минимальное значение 
равно наименьшему собственному значению л.1 матрицы А: 

(20) 

Проанализируем сначала сделанное утверждение с геометри
ческой точки зрения. Представьте себе, что мы зафиксировали 
числитель равным единице и стараемся сделать знаменатель как 

можно больше. Уравнение хТАх= 1 для числителя определяет, 
по крайней мере для положительно определенной матрицы А, 
эллипсоид. Тогда, так как знаменатель равен хт х = 11 х 112 , мы должны 
искать точку на поверхности эллипсоида, которая расположена 

дальше всех от начала координат (иначе говоря, вектор х долже« 
иметь наибольшую длину). Но из нашего предыдущего изучения 
элли~коида вытекает, что направление его наибольшей оси (на 
которой находится искомая точка) совпадает с направлением пер
вого собственного вектора. 

Алгебраически в этом очень легко убедиться (даже без тре
бования положительной определенности А), если мы диаrонали
зуем матрицу А с помощью ортогональной матрицы Q: Q-1AQ=Л, 
где QT=Q-1 • После преобразования x=Qy отношение Релея 
принимает более простой вид 

R (х) = (Qy) т А (Qy) 

(Qy) т (Qy) 

Ут Ау л.1uf + ... +л.пу~ 
iY = yf+ ... +y~ 

Минимум этого отношения, очевидно, достигается в точке с ко
ординатами у1 = 1 и у2 =Уз= ... = Уп = О. В этой точке отноше
ние равно л.1 • В любой другой точке отношение будет больше, 
так как л.1 - наименьшее из ncex л, 

Л1 (Yi +у:+ .. · + у~) ~ (л1Уi + л2у: + .. · + л.nи~). 
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Поделив последнее неравенство на выражение, стоящее в первых 
скобках, получим л.1 ~ R (х). Таким образом, минимум достигается 
на первом собственном векторе или, точнее, на любом векторе 
х=сх1 , кратном ему, так как «растягивающий» множитель с не 
изменяет отношения, т. е. 

т 
R (сх) = (сх) А (сх) 

(сх)1 (сх) 

Принцип Релея означает, что для каждого вектора х отношение 
R (х} дает верхнюю границу для л.1 • Заметим, что для оценки л.1 
сверху нам не нужны собственные векторы и переход к новому 
вектору у. Это было полезно при доказательстве, но в приложе
ниях мы можем выбирать совершенно произвольный вектор х. 

Упражнение 6.4.4. Каконо отношение R (х) для произвольной матрицы А 
и конкретного вектора x=(I, О, ... , О). Показать, что л.1 не превосходит 
наименьшего из диагональных элементов а;; матрицы А. 

Упражнение 6.4.5. Для матрицы А=[-~ -~] найти 11ектор х, который 
дает меньшее значение отношения R (х), чем оценка л.1 ,о;;;; 2, полученная с по
мощью диагональных элементов матрицы А. Каково минимальное значение R (х)? 

Упражнение 6.4.6. Используя отношение Релея, показать, что для поло
жительно определенной матрицы В наименьшее собственное значение матрицы 
А+ В больше наименьшего собственного значения матрицы А. 

Упражнение 6.4. 7. Пусть л.1 - наименьшее собственное значение матрицы А, 
.в µ1 - наименьшее собственное значение матрицы В. Показать, что наимень
шее собственное значение 01 матрицы А+В по крайней мере не меньше, чем 
л.1 + µ1. (Указание: подставить соответствующий собственный вектор х в отно
шение Релея.) 

Последние два упражнения-это, возможно, самые типичные 
и наиболее важные результаты, которые легко получить из отно
шения Релея, но очень трудно непосредственно из исходных 
уравнений. 

Применение отношения Релея не ограничивается первым соб
ственным значением 11.1 и соответствующим ему собственным век
тором ~1 • В действительности легко видеть, что максимум отно

шения 

R( ) = Л.1Уf+л.2и:+ ... +л.пу~ 
Х 2 2 2 

У1+У2+ ... +Уп 
(21) 

достигается на другом конце последовательности единичных век

торов у, а именно в точке с координатами Уп = 1 и у1 = у2 = ... 
. . . = у11 _ 1 = О. Эта точка соответствует последнему собственному 
вектору х=х11 , а само максимальное значение отношения равно 11.11 • 

Следовательно, каждое значение отношения R (х) является не 
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только верхней границей для л.1 , но и нижней границей для л.п 1). 

В заключение заметим, что промежуточные собственные векторы 
х2 , ••• , Хп- 1 являются седловыми точками отношения Релея. 

Упражнение 6.4.8. Вычислить частные производные отношения (21) и по
казать, что точка с координатами у2 = 1 и у1 = у8 = ... = Уп = О" яв.11яется его 
стационарной точкой. Найти максимум отношения 

ПРИНЦИП МИНИМАКСА ДЛЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 

Трудность с .седловыми точками заключается в том, что для 
произвольного вектора х мы не можем сказать, будет отношение 
Рrлея R (х) больше или меньше любого из промежуточных соб
ственных значений л.2 , ••• , лп-~· Для приложений существует 
принцип экстремума (минимума или максимума), который дейст
вительно оказывается полезным. Поэтому мы рассмотрим такой 
принцип, подразумевая, что максимум или минимум будет дости
гаться на j-м собственном векторе х1 2). Руководящую идею дает 
нам основное свойство симметрической матрицы: вектор х1 орто
гонален к другим собственным векторам матрицы А. Потребуем, 
чтобы векторы х, реализующие принцип минимума, были орто
гональны I< первым собственным векторам Хр ••• , х1_ 10 т. е. 
у 1 = у2 = ... = у1_ 1 = О. На остальные параметры у1 , ... , Уп не 
накладывается ограничений и отношение Релея принимает вид 

"1У}+л1+1У]н+ ... +лпу~ 
и]+и,+1 + ... +и~ 

Его минимум равен л.1 и достигается, когда у1 = 1, а Yi+i = ... 
· · · =Уп=О. 

6 J. В предположении, что вектор х ортогонален к собствен
ным векторам х1 , ••• , х1_ 1 , отношение R (х) минимизируется 
следующим собственным вектором х1 и его минимальное зна
чение равно А/ 

л.1 = min R (х) при условии, что хт х1 = ... = хт х1_ 1 = О. (22) 

Аналогично х1 максимизирует R (х) на множестве векторов х, 
перпендикулярных векторам х1 + 1 , ••• , хп. 

1) Испол.ьзуя рассуждения нз упр. 6.4.4, легко показать, что ни один 
диагональныи элемент не превосходит "п· 

2) Эта тема несколыю специальна, и метод Релея-Ритца конечных эле
ментов основывается на тех принципах минимума, которые уже найдены. 
Поэтому ничто не мешает нам перейти прямо к § 6.5. 
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Пользуясь сформулированным принципом, теоретически воз
можно определить все собственные значения в возрастающем по
рядке. Первое собственное значение 11.1 является абсолютным 
минимумом для R (х), который достигается на векторе х1 • Следующее 
собственное значение 11.2 является минимальным значением R (х) 
в предположении, что векторы х ортогональны х1 • При этом для 
любого х, ортогонального к х1 и не совпадающего с х2 , значение 
R (х) больше, чем 11.2 • 

Пример. Матрица 

[ 
1 -1 ] 

_ -1 2 -1 
А- -1 2 -1 

-1 1 

положительно полуопределена, и вектор х1 = ( 1, 1, 1, 1) лежит 
в ее нуль-пространстве и является собственным вектором, соот
ветствующим собственному значению л.1 = О. Для того чтобы найти 
некоторую верхнюю грань для 11.2 , выберем некоторый пробный 
вектор х, ортогональный к х1 , и вычислим значение R (х): 

хтАх 
пусть х= (1, l, -1, -1) и -- = 1, а следовательно, л.2 ~ 1. 

хтх 

Здесь только одна проблема: если мы не знаем точно вектор х1 
(а знаем мы его в очень редких случаях), то мы не знаем, будет 
ли вектор х ортогонален к нему. В задачах минимизации с огра
ничениями само ограничение должно быть известно\ 

Нас интересует, существует ли принцип экстремума для 11.2 

и х2 , который не требовал бы знания вектора х1 • Ответ здесь 
очень тонкий. Предположим, что вектор х1 неизвестен и в ка
честве пробных векторов х выбираются векторы, ортогональные 
к некоторому, вообще говоря, произвольному вектору z. Если 
z=x1 , то минимальное значение R (х) будет равно 11.2 • В гораздо 
более правдоподобной ситуации, когда вектор z отличен от х1 , 
относительно искомого минимума можно сказать лишь следую

щее: он не больше, чем л.2 • Иначе говоря, для любого z 
min R (х) ~ 11.2 • (23) 
хтz=О 

До к аз ат ель ст в о. Любая ненулевая комбинация первых 
двух собственных векторов х = ах1 + ~х2 будет ортогональна к 
вектору z, если наложить определенмые условия на коэффици
енты а и ~- Тогда для любой такой комбинации 

R (х)= (ах1+ ~х2)т А (ax1+~xJ = Л1а:+Л2f2 ~ "'в· 
(ах1 + ~х2/ (ах1+ ~х2) а +~ 
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Отсюда, так как найден вектор х, для которого R (х) ~ л.2 , сле
дует, что минимум R (х) обязательно будет меньше, чем л.2 • Этот 
факт непосредственно приводит нас к «принципу максимина». 

6 К. Если мы минимизируем R (х) на множеfmве векторов, под
чиненных одному условию х т z = О, и выбираем z так, чтобы 
максимизировать этот минимум, то получим л.2 , т. е. 

л.2 = т:х [ i:riп R (х)]. 
х z=O 

(24) 

Величина в скобках, согласно (23), меньше или равна л.2 и при 
специальном выборе z = х1 точно равна л.2 • 

Геометрически принцип максимина имеет естественную интер
претацию. Предположим, что эллипсоид разрезан плоскостью, 
проходящей через начало координат. Тогда сечение эллипсоида 
опять будет эллипсоидом меньшей на единицу размерности. При 
этом неравенство (23) просто означает, что наибольшая ось нового 
эллипсоида по крайней мере не меньше второй по величине оси 
исходного эллипсоида (на рис. 6.5 это соответствует неравенству 

Х3 

Ниимет,шон ось 

" / 

,,. 

/ 1 " 
1 ~1/1~ 

' 1 " ~-----
\1~., ' 
\ ., ', 
\ ., 11,/ji..', 

Ноименьшон ось а1111ипсошlа, 
лежащего 6 сеvении 

НоuОО/16ШОR ОС6 

Наиоольшон ось 
з1111ипсои8а, 
лежащего О ceveнuu 

Иллюстрация принципов максимина и минимакса: 1..1 .s;;; µ1 ,,;;;;; 1.. 2 ~ 
-.;;;;;µ,-.;;;;; .1..з, 

µ1 ~ л.2). При специальном выборе разрезающей плоскости наи
большая ось возникающего эллипсоида будет точно равна второй 
по величине оси исходного эллипсоида. Это достигается выбором 
плоскости, перпендикулярной направлению Z=X1 наибольшей оси 
исходного эллипсоида. В этом случае µ1 = л.1 • 
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Геометрическая картина сразу может быть переведена на язык 
матричной алгебры. 

6 L. Пусть задана симметрическая матрица А с собственными 
значениями л.1 < л.2 < ... < л.п и под.1ttатрица Ап-~ полу11ена из 
матрицы А путем отбрасывания ее последних строки и столбtfа. 
Тогда если µ1 -наименьшее собственное значение .1,~атрицы 

Ап-1• то л.1 < µ1 < л.2· 
Сначала заметим, что л.1 является абсолютным минимумом 

отношения R (х}, а µ1 -минимальным значением R (х) на мно
жестве векторов, последняя компонента которых равна нулю. 

Этот минимум с ограничением не может быть меньше абсолют
ного минимума, т. е. л.1 < µ1 • С другой стороны, уt:ловие равен
ства нулю последней компоненты х эквивалентно условию хт z = О 
при специальном выборе z = (О, ..• , О, 1). Отсюда, согласно (23), 
имеем неравенство µ1 < л.2 • 

[ 2 -1] Пример 1. Собственные значения матрицы А = _ 1 2 равны 

единице и трем, в то время как собственное значение подматрицы, 
получаемой отбрасыванием последних строки и столбца, равно 
двум. 

Пример 2. Собственные значения матрицы 

[ 
2 -1 о] 

А= -1 2 -1 
О -1 2 

равны 2 -V2, 2, 2 + 1/2. Если отбросить последние строку и 
столбец А, то наименьшее собственное значение полученной под
матрицы возрастет до единицы, но не превысит собственное зна-

чение л.2 матрицы А: 2-1/2 < 1 < 2. 

Пример 3. Если В положительно определена, то, согласно прин
ципу Релея, 

т А т 
л.1 (A+B)=min х ( +В)х > min х Ах =л.1 (А}. 

хтх хтх 

Эrа задача ставилась в упр. 6.4.6. Теперь принцип максимина (24) 
позволяет получить такое неравенство для вторых собственных 
значений: л.2 (А+ В) > л.2 (А), так 1<ак R (х) опять возрастает при 
добавлении к А матрицы В. 

Пример 4. Для заданной осциллирующей системы масс и 
пружин предположим, что одна из них вынужденно остается в 
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положении равновесия. Тогда наименьшая частота системы воз
растает, но при этом не превосходит первоначального собствен
ного значения л.2 • 

Упражнение 6.4.9. Найти собственные значения матрицы 
Г 2 -1 01 

A=l -1 2 oj 
L О О 1 

и показать, используя неравенство л.1 Е;;;; µ1 .,;;;;; л. 2 , что независимо от того, какая 
пара строка-столбец вычеркнута, наименьшее собственное значение полученной 
таким образом матрицы будет ра11но единице. Что при этом происходит с эл

липсоидом хт Ах=\? 

Упражнение 6.4.10. Обобщить принцип максимина на случай j различных 
ограничений: 

max [ min R (x)J =Л.1+1· 
г,, ... , zl r о т о 

Х Zi= , ••• , Х Z;= 

(25) 

Полагая j = 2, вывести неравенство для наименьшего собственного значения 
подматрицы А, которая получается отбрасыванием последних двух строк и 
столбцов. 

Наступило время обратить последние из сформулированных 
теорем и установить принцип минимакса. Это означает, что 
мы сначала должны максимизировать отношение Релея, а затем 
найти минимальное значение этого максимума. 

Существует несколько подходов к решению этой задачи в за
висимости от того, какие собственные значения нам нужны. 
Например, чтобы найти наибольшее собственное значение л.п, мы 
просто должны максимизировать R (х). Но предположим, что нам 
нужно найти л.2 • Так как отношение Релея имеет вид 

Л.1Уi + Л.2У: + • • • + "'пУ~ 
и~+и:+ .. · +и~ 

то очевидный способ нахождения л.2 как максимума- это нало
жить условие, что у8 = у4 = ... = Уп = О. Эти п- 2 ограничения 
приводят к двумерному подпространству, порожденному первым 

и вторым собственными векторами х1 и х2 матрицы А. Максимум 
R (х) в этом двумерном пространстве равен л.2 , но для этого 
нужны векторы х1 и х2 , а они неизвестны. 

Когда подобная проблема возникла в принципе максимина, 
она была разрешена выбором некоторого, вообще говоря, про
извольного ограничения хтz = О. Мы применим ту же идею, ма1,
симизируя R (х) в некотором произвольном двумерном подпрост
ранстве. Мы не можем узнать, будет ли это подпространство 
содержать какие-либо собственные векторы, но это маловероятно. 
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Тем не менее максимум отношения Релея позволяет получить 
оценку для л.2 • Если ранее минимум отношения R (х) при усло
вии хтz = О давал оценку для л.2 снизу, то теперь его максимум 
по рассматриваемому подпространству дает для л.2 оценку сверху. 
Иначе говоря, для любого двумерноао подпространства S2 из Rn 

max R (х) ~ л.2 • (26) 
zes, 

До к аз ат ель ат в о. Любое из подпространств S2 всегда со
держит вектор х, ортогональный к вектору xi, и для него R(x) ~ л.2 • 
Отсюда сразу следует принцип минимакса. 

6М. Если мы максимизируем R (х) по всем возможным двумер
ным подпространствам S2 , то минимально возможное значение 
этих максимумов равно л.2 : 

л.9 = miп [max R(x)]. (27) 
s, xes. 

Величина в скобках всегда больше или равна л.2 , а для част
ного выбора, когда S2 порождается первым и вторым собствен
ными векторами матрицы А, равна л.2 • 

Упражнение 6.4.11. Для матрицы А из примера 2 вычислить собственное 
значение µ2 ее подматрицы порядка два, стоящей в левом верхнем углу, и 
сравнить его с л2 и л8• 

Мы закончим настоящий раздел двумя замечаниями . .Я на
деюсь, что вы убедитесь в их справедливости на основании ин
туитивных соображений, без детальных доказательств. 

За.мечание 1. Принцип минимакса может быть использован 
для нахождения произвольного л.1 , если воспользоваться j-мер
ными подпространствами S1: 

л.1 = min [max R (х)1· (28) 
s1 xes1 

Замечание 2. Все перечисленные принципы можно обобщить 
на случай обобщенной задачи на собственные значения, если в 
отношении Релея заменить величину хт х на хт Вх. Используя 
замену х = Sz, где в качестве столбцов матрицы S выбраны В-орто
нормированные собственные векторы матрицы в-1А, получим 

R(x)= х;Ах = л1z!+···+л;z~. (29) 
х Вх z1+ ... +z,1 

Для этого и проводилась одновременная диагонализация матриц 
А и В на стр. 303, когда обе квадратичные формы представ..rrя
лись в виде суммы полных квадратов. При этом легко видеть, 
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что л.1 = min R (х), а л.п = max R (х). Для примера осциллирующей 
системы с неодинаковыми массами вынужденное закрепление одной 
массы в состоянии равновесия будет увеличивать наименьшую 
частоту и уменьшать наибольшую. 

Упражнение 6.4.12. На каком j-мерном подпространстве S I из соотноше
ния (28) минимум достигается, или, иначе говоря, для какого S1 максимум 
R (х) равен 'лj? 

Упражнение 6.4.13. Принцип минимакса (28) можно записать с помощью 
ограничений, а не подпространств: 

л1= min [ max R (х)]. 
z,, ... , zn-J zT z,= ... =zT zn-/=0 

Какова связь между векторами z и подпространствами S / 

Упражнение 6.4.14. Показать, что наименьшее собственное значение л1 
задачи Ах='лВх не больше отношения 4i1/b11 диагональных элементов матриц 
А и В. 

Упражнение 6.4.15 (трудное). Показать, что если последние строку и 
столбец симметрической матрицы А выбросить, то собственные значения 1.1./ 
оставшейся подматрицы удовлетворяют неравенствам 

(30) 

Напомним, что отбрасывание последних строки и столбца соответствует про
стому ограничению: последняя компонента Хп вектора х равна нулю, т. е. х 

ортогонален к вектору z = (О, ... , О, 1). Неравенство /J,J ;;;а,, л1 выводится из 
принципа минимакса, а неравенство µ1 .е;;;л/+ 1 -из принципа максимина. 

§ 6.5. ПРИНЦИП РЕ ЛЕЯ-РИТЦА 
И МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Настоящий параграф содержит два основных результата: 

(i) Решение системы Ах=Ь эквивалентно минимизации квад

ратичной формы Р(х)={-хтАх-хть. 
(ii) Решение задачи Ах=л.1х эквивалентно минимизации от

ношения Релея R(х)=хтАх;хтх. 

Попытаемся объяснить, как эти факты могут быть применены. 
История вопроса очень длинна, поскольку эти факты быJiи 

известны уже более века назад. В некоторых классических зада
чах техники и физики, таких, как колебание пластин и стацио
нарные состояния (собственные значения и функции) атома, эти 
минимизации использовались для построения грубых аппрокси
маций точных решений. Эти аппроксимации просто оказывались 
грубыми, так как единственным инструментом исследователя были 
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1<арандаш, бумага и арифмометр. Конечно, были и математические 
принципы, но они не могли быть использованы. 

Очевидно, что вычислительные машины принесли с собой ре
волюцию в численные методы, но в первую очередь она отбросила 
принципы минимума, так 1<ак они были слишком стары и слишком 
медленны. Вперед выдвинулся метод конечных разностей, поскольку 
он позволял легко «дискретизировать» дифференциальные уравне
ния. В § 1.6 мы уже видели, как каждая производная заменяется 
соответствующим разностным выражением. Физическая область по
крывается решеткой или «сеткой», в каждом узле которой строится 
уравнение, такое,. например, как - и1 + 1 + 2и1 -и1_ 1 = h2f1. Мате
матически задача сводится к системе Аи= f, на разработку быст
рых методов решения которой для случая больших размерностей 
и сильной разреженности матриц в основном были направлены 
усилия математиков-вычислителей в пятидесятые годы. 

Но мы тогда не осознавали полностью, что для реальных задач 
техники, таких, как определение напряжений в узлах самолета 
или собственных частот человеческого мозга, метод конечных 
разностей невероятно усложняется. Основные трудности здесь 
возникают не при решении (разностных) уравнений, а при их 
построении. Для нерегулярных областей нужны нерегулярные 
сетки, одновременно содержащие треугольные, четырехугольные 

или четырехгранные ячейки, а таr<же единообразные способы 
аппроксимации соответствующих физических законов. Иначе го
воря, вычислительные машины должны помогать не только при 

решении дискретных задач, но и при их формулировке. 
Можете себе представить, что произошло. Вернулись старые 

методы, но с новой идеей и новым названием. Новое название -
метод ионечных элементов, а новая идея еде.лала возмож
ным использовать в большей степени мощности вычислительных 
машин (при построении дискретной аппроксимации, при решении 
полученных дискретных задач и графическом изображении резуль
татов), чем любые другие способы научных вычислений 1). Важно 
сохранить простоту математических идей, тогда можно усложнять 
приложения. Центр тяжести в этих приложениях переносится 
сейчас с задач конструирования самолетов на проблемы надеж
ности ядерных реакторов, а в период написания книги шли 

ожесточенные дискуссии о применимости этого метода к динамике 

жидкостей. Для задач такого масштаба не обсуждается, однако, 
вопрос их стоимости, причем миллиард долларов, боюсь, п01<а 
является очень умеренной оценкой. Я надеюсь, что некоторым 
читателям будет достаточно интересно ознакомиться с методом 

1) Пожалуйста, простите мне этот энтузиазм. Я знаю, qто этот метод мо
жет и не оказаться бессмертным. 
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конечных элементов и попытаться извлечь из него серьезную 

пользу. 

Чтобы разъяснить сам метод, мы начнем с классического прин
ципа Релея-Ритца, который потом дополним новой идеей ко
нечных элементов. Мы будем иметь дело со старой задачей, т. е. 
с уравнением - и"= f (х) и старыми краевыми условиями и (О)= 
=и (1) = О, которая ранее исследовалась с помощью конечных 
разностей. Разумеется, это «бесконечномерная» задача, где век
тор !1 заменен функцией f, а матрица А-оператором-d2/dх2 • 
Поэтому мы можем провести аналогию с матричными задачами, 
выписав квадратичную форму, которую требуется минимизиро
вать, в виде (скалярные произведения заменяются интегралами!) 

1 1 

P(v)=; vтAv-vтb=; f v(x)(-v"(x))dx- ~ v(x)f(x)dx. (31) 

Это выражение нужно минимизировать на множестве всех функ
ций v, удовлетворяющих краевым условиям, и та функция, ко
торая доставляет минимум, является решением и исходной за
дачи. Дифференциальное уравнение сведено к задаче минимиза
ции, и нам только остается проинтегрировать один из членов Р (v) 
по частям: 

1 1 

S v (- v") dx = S (v')2 -[ vv']~:~. 
о о 

Поскольку [ vv']~:~ = О, получаем 
1 1 

Р (v) =-} S (v')2 - 5 vf. 
о о 

Квадратичный член ~ (v')2 симметрический (аналогично форме хт Ах) 
и положительный; поэтому существование минимума гарантиро
ванно. 

Как найти этот минимум? Точное его нахождение эквивалентно 
точному решению дифференциального уравнения, которое является 
бесконечномерной задачей. Принцип Релея-Ритца заменяет ату 
задачу п-мерной введением п пробных функций v = V1 , v = V2 , ••• 

. . . , v = V п· В классе всевозможных линейных комбинаций V = 
= y1V1 (х) + ... + YnV п (х) вычисляется такая частная комбинация 
U, которая минимизирует Р (V). Повторим сказанное: идея заклю
чается в замене минимизации по всем возможным v минимизацией 
по подпространству и нахождении вместо и функции U, которая 
доставляет минимум формы Р (v) в этом подпространстве. Мы 
надеемся, что эти функции окажутся «близкими». 
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После замены v на V квадратичная форма принимает вид 
1 1 

р (V) =-} J (YiV~ + •' • + YnV~)2 - J (Y1V1 + • '• + УпVп) f. 

Напомним, что функции V1 выбраны заранее, а неизвестными яв
ляются веса у1 . Если из этих весов мы составим вектор у, то 
Р (V) точно совпадает с одной из квадратичных форм, которая 
нам уже встречалась: 

Р (V) = ~ ут Ау-уть, (32) 

где А 11 = ~ VtV1 -коэффициент при члене у1у1 , а Ь1 = ~ VJf-1<0-

эффициент при у1 . Разумеется, можно найти минимум формы 

~ ут Ау-утЬ; это эквивалентно решению системы Ау= Ь. Таким 
образом, этапами метода Релея-Ритца являются: (i) выбор проб
ных функций V1; (ii) вычисление коэффициентов А 11 и Ь1 ; 
(iii) решение системы Ау= Ь и (iv) построение приближенного 
решения U =y1V1 + ·,, +УпVп. 

Все зависит от этапа (i). Если функции V1 не будут чрезвы
чайно просты, то другие этапы в сущности окажутся неосуще
ствимыми. Кроме того, если никакая комбинация V1 не будет 
достаточно хорошо приближать истинное решение и, то последу
ющие этапы будут бесполезны. Таким образом, мы должны одно
временно учитывать требования точности и вычислительной ре
ализуемости метода. Ключевой идеей, которая сделала метод 
конечных элементов очень аффективным, явилось использование 
в качестве V1 кусочно-полиномиальных функций. 

Самыми простыми и наиболее широко используемыми являются 
кусочно-линейные функции. Сначала узлы сетки размещаются 
в точках х1 = h, х1 = 2h, ... , хп = nh (аналогично методу конеч
ных разностей) и краевые условия требуют, чтобы в точках 
х0 = О и Xn+i = 1 каждая функция V1 обращалась в нуль. В ка
честве функций V1 выберем функцию в виде «крыши», которая 
равна единице в узле х1 и нулю в остальных узлах (рис. 6.ба). 

Эти функции «концентрируются» в малых интервалах около 
соответствующих узлов и равны нулю на остальной части отрезка. 
Любая комбинация y1V1 + ... +УпVп имеет значение у1 в узле 
с таким же номером, поскольку другие функции Vk в этом узле 
равны нулю, в силу чего ее легко изобразить графически (рис. 6.бЬ). 
Это завершает этап (i). 

На следующем этапе вычисляются коэффициенты А 11 = ~ v;v;, 
являющиеся элементами «матрицы жесткости» А. Наклон v; функ
ции V1 равен 1/h в малом интервале слева от х1 и - 1/h справа, 
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1 

о о 1 

(а) (Ь) 

Рис. 6.6. Функции в виде «крыши» и их линейные комбинации. 

и если эти «сдвоенные интервалы» для функций V1 и V1 не пере
крываются, то произведение V1V1 тождественно равно нулю. Но 
они перекрываются, только когда либо i = j, и тогда 

s V,V1 = s ( ~ ) z + s ( - ~ ) z = ~ ' 
либо когда i = j ± 1, и тогда 

S VfV1= s ( ~) ( /) = /, 

Следовательно, матрица жесткости оказывается трехдиагональной: 

г 2 -1 -, 

-1 2 -1 
-1 2 -1 

-1 2 -1 

L -1 2_.1 

и в точности совпадает с матрицей А метода конечных разностей, 
что приводит к бесконечным дискуссиям о связях между этими 
двумя методами. Более сложные конечные элементы-полиномы 
более высоких степеней. Они определяются на интервалах для 
обыкновенных дифференциальных уравнений или на треугольни
ках и четырехугольниках для дифференциальных уравнений 
с частными производными и также приводят к разреженным ма

трицам А. Вы можете представлять себе метод конечных элемен
тов как единообразный способ построения точных разностных 
уравнений на нерегулярных сетках, так что он лежит на «пере
сечении» методов Релея-Ритца и метода конечных разностей. 
Основным достоинством этого метода является простота кусочно
полиномиальных функций, поскольку на каждом подынтервале 
их наклоны (производные) легко находятся и ·интегрируются. 
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Компоненты Ь1 вектора правой части оказываются совершенно 
новыми. Вместо значения f в узле х1 , как в методе конечных 
разностей, берется специальное осреднение f в окрестности этого 
узла: Ь1 = ~ VJf. На этапе (iii) мы решаем систему Ау=Ь, реше
ние которой дает коэффициенты минимизирующей пробной функ
пни V = y1V1 + ... + YnV ,,. Наконец, соединяя вершины у1 JЮ
маной линией, мы получаем изображение приближенного решения V. 

Отметим одно специальное свойство рассматриваемой частной 
задачи: V не просто близка к точному решению, но совпадает 
с ним в узлах сетки. Иначе говоря, V является линейной интер
поляцией и. Нельзя ожидать, чтобы точнее решение имело такой 
вид для достаточно сложных уравнений. Но ошибка V -и ока
зывается очень мала даже на грубой сетке. Соответствующая 
теория сходимости освещается в книге автора и Г. Фикса (М.: 
Мир, 1977). В ней также обсуждаются диффе~енциальные урав
нения с частными производными, для которых рассматриваемый 
метод сохраняет свои достоию:тва. 

Упражнение 6.5.1. Для /ael решение уравнения -и"=f является па

раболой и=(х-х2)/2. Вычислить коэффициенты bt = ~ V1f и показать, что 
точные значения У1=и (xj) удовлетворяют системе метода конечных элементов 
Ау=Ь. 

Упражнение 6.5.2. В случае А= 1 квадратичная форма имеет вид Р (у)= 
1 

= 2 у т у-ут ь и достигает минимума на векторе у= Ь .доказать, что Р (у)-Р (Ь)= 
1 = 2 11 у-Ь 112. и используя это равенство, объяснить, почему вектор, миними-

зирующий Р (у) на подпространстве пробных функций, является ближайшим 
к Ь Принцип Релея-Ритца автомати•1ески задает проекцию истинного реше
нил на подпространство пробных функций. 

ЗАДАЧИ НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 

Идея Релея -Ритца осуществлять минимизацию на конечно
мерном семействе функций V вместо минимизации на всем про
странстве так же полезна длl'I задач на собственные значения, 
как и для стационарных уравнений. Теперь минимизируемым будет 
отношение Релея. Ero точным минимумом является основная 
частота л.1 , и его приближенный минимум Л1 увеличится при 
переходе от всего пространства функций v к более узкому классу 
пробных функций V1 • И снова построить дискретную задачу 
(применить практически сам принцип) можно, лишь если функ
ции V1 легко вычислимы. Таким образом, шаг, который был 
проделан за последние двадцать лет, был совершенно естествен 
и неминуем. Заключается он в применении идей нового метода 
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конечных элементов 1< вариационной формулировке задачи на 
собственные значения. 

Наиболее распространенным и в то же время наиболее про
стым примером является задача 

- и"= 'Аи, и (О)= и,(1) = О. (33) 
Ее первое собственное значение л.1 = л2 , и ему соответствует соб· 
ственная функция и= sin лх. Эти значения и функция удовлетво
ряют уравнениям (33) и дают минимум отношения Релея 

1 1 

~ v (- v") ~ (v')2 
VT [-d2/dx2] V О __ о __ 

R (v) = т = 1 - 1 • 

v v ~ vz ~ vz 
о о 

Физически это отношение потенциальной и кинетической энергий, 
которые сбалансированы на собственной функции. Эта собствен
ная функция обычно неизвестна, и, чтобы вычислить ее прибли
женно, выберем в качестве допустимых только функции V = y1V1 + 
+···+УпVп. В результате имеем 

1 

~ (y,v;+ ···+УпV~) 2 
R (V) = ~01 _____ _ 

~ (Y1V1 + · · · + УпV п) 2 
о 

Теперь перед нами встала задача минимизации отношения 
у1 Ау;ут Ву. Если матрица В единичная, то это приводит к стан
дартной задаче на собственные значения Ау= 'Ау. Но наша ма
трица В будет трехдиаrональной, и, следовательно, мы приходим 
к обобщенной задаче на собственные значения (см. стр. 314). 
Минимальное значение А1 отношения R (V} будет наименьшим 
собственным значением задачи Ау= 'А.Ву, а соответствующий соб
ственный вектор у дает возможность построить приближение 
И = У1 V 1 + ... + YnV п к первой собственной функции исходной 
задачи. 

Как и для стационарных задач, наш метод содержит четыре 
этапа: (i) выбираются функции V1; (ii) вычисляются матрицы А 
и В; (iii) решается задача Ау=ХВу и (iv) выбирается Л 1 и стро
ится соответствующая функция И. Я не знаю, почему это стоит 
мнллиард долларов. 

У11ражнение 6.5.3. Для кусочно-линейных функций V1 и V 2 , соотнетствую
щих узлам х =lz = 1 /3 и x=2h =2/3, вычислить матрицу В порядка два. Со
поставить построенную дискретную задачу на собственные значения с задачей 

из упр. 6.3.6 и сравнить Л 1 с ф11ктическим собственным значением л1 =:n:2• 

Упражнение 6.5.4. Объяснить, почему из принципа минимакса следует 
НРравенство А 2 ;:с, л 2• 



Глава 7 

ВЫЧИСЛЕНИЯ С МАТРИЦАМИ 

§ 7 .1. ВВЕДЕНИЕ 

Целью этой книги является рассмотрение некоторых приклад
ных разделов теории матриц. Излагаемая здесь теория принци
пиально ничем не отличается от стандартных курсов абстрактной 
линейной алгебры, но сейчас для нас самое главное, что рас
сматриваемая теория действительно важна для приложений. Раз
ница состоит в том, что переместился центр тяжести в соответ

ствии с новой точкой зрения. Метод исключения Гаусса-это 
теперь не только способ нахождения базиса пространства строк, 
а процесс Грама-Шмидта-не просто способ до1<азательства, что 
каждое подпространство имеет ортонормированный базис. Напро
тив, нам действительно нужны эти алгоритмы и нужно удобное 
описание (А= JJU или А = QR) того, что они делают. 

Настоящая глава осуществляет еще несколько шагов в этом 
направлении. Я полагаю, что они диктуются скорее вычислитель
ной необходимостью, чем соображениями элегантности, но не знаю, 
следует ли мне извиняться за это. Они могут показаться очень 
поверхностными, но это неверно. Речь будет идти о старейших и 
важнейших задачах Ах= Ь и Ах= л.х, но каждая из них была 
по-настоящему понята только современным поколением матема

тиков. В численном анализе существует своего рода естествен -
ный отбор идей и методов, и мы хотим описать не1<0торые 
из тех, которые выжили. Они делятся на три группы: 

1. Методы решения системы Ах=Ь. Метод исключения Гаусса 
является идеальным алгоритмом, кроме, быть может, частных 
задач, имеющих особые свойства-такие свойства имеет почти 
каждая задача. Наше внимание будет сконцентрировано на свой
стве разреженности, когда большинство элементов матрицы А 
равно нулю, и на развитии итерационных, а не прямых, мето

дов решения системы Ах=Ь. Итерационный метод является 
«самокорректирующимся», и этот процесс корре1щии повторяется 

многократно. При применении итерационного метода никогда не 
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достигается точный ответ, но цель состоит в другом-получить 
приближенное решение быстрее, чем при исключении. В некото
рых случаях это можно сделать. Во многих других случаях 
исключение оказывается лучше и быстрее, если использовать раз
реженность матрицы. Эта «конкуренция» далека от разрешения, 
и наша первая цель-установить условия, которые при итера

ционном методе гарантируют сходимость к истинному решению 

А-1ь и определяют ее скорость. В дальнейшем, в § 7.4, мы при
меним эти условия к методу верхней релаксации и другим ите
рационным методам. 

2. Методы решения задачи Ах= лх. Задача на собственные 
значения является одним из примеров замечательных успехов 

численного анализа. Она четко поставлена, ее значение очевидно, 
но до недавнего времени никто не знал, как ее решать. Были 
предложены десятки алгоритмов, но их, конечно, нельзя 

расположить в строгом порядке, от наилучшего до самого 

наихудшего. Все зависит от размеров и свойств матрицы А 
и от числа собственных значений, которые мы хотим вычи
слить. Другими словами, опасно даже запрашивать в вычи
слительном центре подпрограммы вычисления собственных зна
чений, не зная того, какой метод в них используется. (Конечно, 
я надеюсь, вам не надо проверять каждое фортрановское пред
ложение в этих программах.) Прекрасная книга Уилкинсона 
и Райнша 1) разъясняет целый ряд алгоритмов, и мы выбрали из 
нее две или три идеи, которые вытесняют почти все предшеству

ющие: QR-алrоритм, класс «степенных методов» и преобразования, 
приводящие симметрическую матрицу к трехдиаrональному виду. 

Первые два метода итерационные, а последний-прямой; он 
реализуется за конечное число действий, но не вычисляет сам 
собственные значения, а только дает более простую матрицу для 
применения итераций. 

3. Число обусловленности Аtатрицы. В § 7.2 делается попытиа 
оценить чувствительность, или «уязвимость» решения: если из

менить немного А и Ь, то как сильно изменится решение х = А- 1Ь? 
Прежде чем заняться этим вопросом, мы хотим отметить одно 
препятствие (которое легко обойти). Должен существовать способ 
измерения возмущений бА матрицы А и оценки размера матрицы А. 
Длина вектора уже определена, и теперь нам необходима норма 
матрицы. Тогда число обусловленности, а с ним и чувствитель
ность матрицы, будут выражены через нормы матриц А и А-1 • 

1) J. М. Wilkinson, С. Reinsch, Handbook for Automatic Computation, 
Linear Algebra, Springer, New York and Berlin, 1971. 
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§ 7.2. НОРМА И ЧИСЛО ОБУСЛОВЛЕННОСТИ 
МАТРИЦЫ 

Ошибки бывают разные, и следует различать небольшие 
ошибки (погрешности), возможно, неизбежные даже для идеаль
ного матема'тика и идеальной вычислительной машины, и грубые 
ошибки, которые опаснее и по величине больше по I<райней 
мере на порядок. Когда вычислительная машина округляет число 
до девятой значащей uифры, то это небольшая ошибка. Если же 
задача настолько чувствительна, что ошибка округления полностью 
изменяет решение, то почти наверняка где-то допущена грубая 
ошибка. Наша uель в этом разделе- проанализировать влияние 
ошибок так, чтобы грубых ошибок можно было избежать. 

На самом деле мы продолжаем обсуждение, начатое в гл. 1, 
матриц 

и ~] . 
Мы утверждаем, что А' хорошо обусловлена и не особенно 

чувствительна 1< ошибкам округления - за исключением того 
случая, когда исключение Гаусса проводится неразумным обра
зом и матрица становится крайне «уязвимой». Грубой ошибкой 
будет принять 0.0001 за первый ведущий элемент, поэтому мы 
должны добиться большего и более «надежного» ведущего эле
мента посредством перестановки строк матрицы А'. Когда «частич
ный выбор ведущего элемента» введен в алгоритм исключения, 
так что компьютер автоматически ищет наибольший ведущий 
элемент, то естественной сопротивляемости ошибкам округления 
уже ничто не угрожает. 

Как мы можем измерить эту естественную сопротивляемость 
и определить, является матрица хорошо обусловленной или плохо 
обусловленной? Если имеется малое возмущение в Ь или в А, 
как велики изменения, возникающие в решении х? 

Мы начнем с возмущения в правой части, от Ь до Ь + бЬ. Эта 
ошибка может возникнуть из экспериментальных данных и из-за 
округления; мы можем предположить, что бЬ мало, но его 
направления мы не знаем. Соответствующее решение изменится 
с х на х+бх, т. е., вычитая Ах=Ь из А (х+бr) =Ь+бЬ, полу
чаем А (бх) = бЬ. Это особенно простой случай; мы рассмотрим 
все возмущения бЬ и оцениваем получаемое возмущение бх= А- 1 бЬ. 
Большие изменения в решении будут тогда, когда А- 1 велнка 
(А почти вырожденная), и особенно велики, когда вектор бЬ 
имеет то направление, которое больше всего увеличивается 
матрицей А- 1 • 

Начнем с предположения, что матрица А симметрическая и 
что ее собственные значения положительны: О < л.1 ::;;;; л.2 ~ ••• ~ л.п. 
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Любой вектор бЬ является комбинацией соответствующих еди
ничных собственных ве1{торов х1 , ••• , хп, и худшим возмуще
нием будет ошибка в направлении первого собственного вектора х1 : 

6Ь 
если бЬ = вх1 , то бх = Г. (1) 

Погреитость правой части 11 бЬ 11 увеличивается на множитель 
1/л.1 , который является наибольшим собственным значением мат
рицы A-i .Увеличение наибольшее, если л.1 близко к нулю, так 
что матрицы, близкие к вырожденным, наиболее чувствительны. 

У этой меры чувствительности есть лишь один изъян, но 
очень серьезный. Предположим, что мы умножим все элементы 
матрицы А на 1000; тогда л.1 умножится на 1000 и кажется, что 
матрица стала менее вырожденной. Это оскорбляет наше чувство 
справедливости -такое простое масштабирование не может сде
лать плохо обусловленную матрицу хорошей. 

Верно, что бх станет меньше в 1 ООО раз, но то же самое 
произойдет с решением х = А - 1ь и относительная погрешность 

11 бх 11 / 11 х 11 останется той же. Множитель 11 х 11 в знаменателе норма
лизует задачу по отношению к тривиальному изменению масш

таба. В то же время имеется соответствующая нормализация 
для бЬ, и наша задача - сравнить относительное изменение 
11 бЬ 11 / 11 Ь 11 с относительной погрешностью 11 бх 11 / 11 х 11-

Наи худший случай -это когда числитель /lбх/1 велик, т. е. 
возмущение ориентировано в направлении собственного вектора х1 , 
а знаменатель 11 х 11 мал (невозмущенное решение х оказывается 
очень мало в сравнении с невозмущенным Ь). Это означает, что 
решение исходной задачи Ах= Ь лежит в другом экстремальном 
направлении-в направлении последнего собственного вектора хп: 

если Ь=хп, то Х= А- 1ь =: (2) 
п 

Приведенная комбинация (Ь = хп и бЬ = ех1 ) делает относи
тельную погрешность наибольшей. Экстремальные случаи описы
ваются следующими неравенствами: 

7 А. Для положительно определенной матрицы решение 
х = А-1ь и погрешность бх = А -1бЬ всегда удовлетворяют нера
венствам 

(3) 

Поэтому для относительной погрешности справедлива оценка 

llбxll &Л.п lli!ЬII (4) 
llxll -.:::д.1 ~ЬII' 

Величина с= ~п = ~~х называется rеислом обусловлен-
11,1 "mш 

ности 1rщтричы А. 
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Пример 1, Собственные значения матрицы 

А -[1 1 ] 
1 1.0001 

приблизительно равны л.1 = 10-4;2 и л.2 = 2. Поэтому число обу
словленности матрицы А примерно равно с=4· 104 , и мы должны 
ожидать сильного изменения решения при некоторых очень 

обычных изменениях начальных данных. На стр. 48 мы срав
нили уравнения Ах=Ь и Ах' =Ь': 

и+ v = 2, и' + v' = 2, 
и 

и+ 1.0001v = 2.0001 и'+ 1.0001v' = 2.0002. 

Решение изменяется с х = ( 1, 1) до х' = (О, 2): 

llx'-xll 11(-1, 1)11 llb'-bll 11(0, 0.0001)11 10- 1 

llxll = 11(1, 1)/1 1• IIЬII =1(2, 2.0001)11"" 2 Jf2' 

Относительное увеличение равно 11 бх 11 / 11 х 11- 2 V2 104 11 бЬ 11 / 11 Ь 11· 
Мы здесь не выбирали возмущение специальным образом (наше 
бЬ составляет угол 45° с собственным вектором х1 , что и объяс-

няет разницу в V2 между нашим множителем и наихудшим 
возможным увеличением С= 4,101) и тем не менее обнаруживаем 
громадные изменения в решении. 

Отметим, что размер матрицы на число обусловленности пря
мого влияния не оказывает; если А=/ или даже А = / /1 О, то 
с= Лmax/Лm\n = 1. Для сравнения, определитель- очень плохой пока
затель плохой обусловленности, потому что зависит не только 
от масштабирования, но и от порядка п; если А= //10, то ее 
определитель равен 10-п. На самом же деле эта «почти вырож
денная матрица» так хорошо обусловлена, как это только воз
можно. 

Пример 2. Рассмотрим конечно-разностную матрицу 
2 -1 

-1 2 -1 
А= -1 2 

-1 

L -1 2 
порядка п. 

Приблизительно ее наибольшее собственное число "'п = 4, а 
наименьшее л.1 = 'Ii,2/n2 • Поэтому число обусловленности прибли
зительно равно с= n2/2, в данном случае имеется фактическая 
зависимость от п. Мы лучше аппроксимируем задачу-и"= f, 
увеличивая число неизвестных, но труднее становится вычислить 
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приближенное решение. Это делается не только дольше, но и 
наблюдается большее воздействие ошибок округления. С некото
рого момента увеличение п фактически приводит к ухудшению 
ответа. 

К счастью для инженеров, этот момент наступает тогда, когда 
точность уже достаточно хороша. Работая с обыкновенной точ
ностью, обычная вычислительная машина может делать ошибки 
округления порядка 10-0 • Если приближенное решение ищется 
для значения п = 100, т. е. с= 5000, то такая погрешность воз
растает самое большее до порядка 10-5 , т. е. точность получа
ется выше, чем при любом обычном измерении. Но при 10 ООО 
неизвестных или при рассмотрении конечно-разностной аппрок· 
симации уравнений более высокого порядка, таких, как d4u/dx4= 
= f (х), для которых число обусловленности растет как n4 , есть 
причины для беспокойства 1}. 

Наш анализ до сих пор применялся исключительно к сим
метрическим матрицам с положительными собственными значе
ниями. Мы легко могли бы отбросить предположение о положи
тельности и использовать абсолютные значения лi, числом обу
словленности тогда стала бы величина с= тах l лi 1 / min l лi 1, 
Но для того чтобы обойтись без условия симметричности, что 
нам бы хотелось сделать, нужны более существенные изменения. 
Легко видеть, что для матриц 

А=(~ ~00] и A-i = [1 -1001 
О 1 -

(5) 

все собственные значения равны единице, но совершенно непра
вильно, что относительное изменение х ограничено относитель

ным изменением Ь- число обусловленности не равно Лmaxfлmln = 1. 
Сравним решения 

х= [~1 · когда Ь= с00 1; , l 100] Ь' [ 100 ] х = 0 , когда = 0 . 

Изменение на 1 % в Ь вызывает изменения порядка сотен в х; 
множитель увеличения равен 1002 • Так как с представляет собой 
верхнюю границу этого увеличения, эта константа должна быть 
не менее 10 ООО. Плохим свойством таких матриц является то, 
что большие внедиагональные элементы в А означают существо
вание таких же больших элементов в А-1 -это противоречит 
нашим интуитивным ощущениям, что А - 1 должна была бы ста
новиться меньше, если А становится больше. 

1) Эмпирический закон, экспериментально проверенный, состоит в том, 
что при искл10чении Гаусса при наличии ошибок округления в решении может 
потеряться log с десятичных знаков. 
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Чтобы дать подходящее определение числа обусловленности, 
мы снова обратимся к уравнению (3). Из -него следует, что 'J..11 -

это наибольшее из возможных значений отношения 11 Ь 11 к 11 х 11; мы 
пытались сделать х маленьким, а Ь = Ах большим. (Экстремаль
ный случай имеет место на собственном векторе х11 , 1<0гда от1-ю
шение 11 Ах 11 к 11 х 11 точно равно 'лп). Единственное отличие в слу
чае, когда матрица А уже не симметрическая, состоит в том, 
что максимум 11 Ах llfllxll может находиться на векторе х, который 
уже не является ни одним из собственных векторов. Этот макси
мум все еще является прекрасной мерой «величины» матриuы А. 
Он называется нормой матрицы А и обозначается через 11 А 11· 

7В. Нормой матрицы А называется число, определяемое 
соотношением 

А JIAxll 
11 11= ~;tТxr. (6) 

Другими словами, 11 А 11 ограничивает «степень возрастания» 
при умножении на матрицу А: 

11 Ах 11 ~/1 А 1111 xll для всех векторов х, (7) 
причем равенство достигается по крайней 11tepe на oдt-toJ,t 
ненулевом векторе х. 

Матрицы А и А - 1 из ( 5) имеют нормы, лежащие между 100 и 
1 О 1. Через некоторое время мы сможем посчитать их точно, но 
сначала мы хотим установить связь между нормами и числами 

обусловленности. Так как Ь = Ах и бх = А - 1м, непосредственно 
из определения (7) мы получаем, что 

l!bll~IIA llllxll и llбxll~IIA- 1 IIIIMII· (8) 

Это очевидная замена (3), когда А-несимметрическая матрица. 
В симметрическом случае 11 А 11 есть не что иное, как 'J..11 , а 11 А - 1 11-
не что иное, 1<ак 1/л.1 • Поэтому очевидной заменой для л.11 /'J..1 
является произведение 11 А 1111 А- 1 11. 

7С. Числом обусловленности матрицы А называется вели
чина с= 11 А 1111 А - 1 )!, и относительная погрешность удовлетво
ряет неравенству 

'1,6:,i'' ~ с ':,~~i'' · (9) 

Если мы возмутим матрицу А, а не правую часть Ь, то 

llбx/1 IIMJI 
/lx+бxll ~СЩ · (10) 

Неравенство (9) верно для любых Ь и М, и оно является 
результатом двух неравенств (8). Замечательно то, что то же самое 
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число обусловленности появилось в (10), когда матрица сама 
возмущена. Если Ах=Ь и (А+бА)(х+бх)=Ь, то, вычитая одно 
из другого, получим 

Абх+бА (х+бх) = О, или бх= -А-1 (бА)(х+бх). 

Умножение на бА увеличивает норму вектора не больше чем 
в 11 бА 11 раз, но тогда умножение на А -i увеличивает ее не более 
чем в 11 А-~ 11 раз. Поэтому 

IJ<'>xll ~11 А- 1 1111 бА llllx +<'>xll, 
или 

Эти неравенства означают, что ошибка округления возникает 
из двух источников: первая - естественная чувствительность за

дачи, которая измеряется числом обусловленности с; и вторая -
фактические погрешности бЬ или бА, которые вносят вклад в ее 
решение. Приведенные рассуждения послужили Уилкинсону 
базисом для анализа погрешностей. Так как алгоритм исключе
ния фактически дает приближенные множители L' и И', то он 
вместо задачи с исходной матрицей А= LV решает уравнение с 
ошибочной матриuей А + бА = L' И'. Уилкинсон доказал, что час
тичный выбор ведущего элемента обеспечивает контроль над бА 
(см. его книгу «R.ounding Errors in Algebraic Processes»). Итак, 
полная ошибка из-за ошибок округления определяется числом 
обусловленности с. 

Упражнение 7.2.1. Пусть А является ортогональной матрицей Q. Пска
зать, что 11 Q 11= 1 и с (Q) = 1. Ортогональные матрицы (и матрицы вида aQ) 
прекрасно обусловлены. 

Упраж11ение 7 .2.2. Из какого «знаменитого» неравенства вытекает нера
венство ll(A+B)xll,e;;;;;IIAxlJ+IIBxll и почему из (6) следует, что IIA+BII..;; 
,e;;;;;IIAll+IIBII? 

Упражнение 7.2.3. Объяснить, почему IIABxll ..;;/1 А 1111 В 1111 xll, н вывести 
из (6), что 11 АВ //..;; 11 А 11 11 В /1. Показать, что отсюда также следует неравен
ство с (АВ) ,е;;;;; с (А) ·С (В). 

Упражнение 7.2.4. Для положительно определенной матрицы А=[-~-~ J 
вычислить 1/А- 1 1/=1/л.1 , 1/Аl/=л. 2 и с(А)=л. 2/л.1 • Подобрать правую часть Ь 
и возмущен11я бЬ, такие, чтобы погрешность решения была наихудшей, т. е. 
1/ бх 11 / :/ х 11 = с II бЬ 11 / 11 Ь 11· 

Упражнение 7 .2.5. Показать, что если л-произвольное собственное зна
чение матрицы А, Ах=л.х, то /Ч..;;/IAIJ. 
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ФОРМУЛА ДЛЯ НОРМЫ 

Норма матрицы А измеряет величину наибольшего изменения 
векторов (собственных или нет) при умножении их на эту мат
рицу: 11 А 11 = max ( 11 Ах 11/11 х 11). Норма единичной матрицы равна 1. 
Для того чтобы вычислить этот «увеличивающий множитель» в 
общем случае, возведем в квадрат обе части определяющего 
норму соотношения: 

А 2 /IAx/12 хТЛТАх 
11 11 = max 1xii2 = max хт х . ( 11) 

Полученные соотношения возвращают нас к симметричес1<0й мат
рице АТА и ее <~отношению Релея». 

7D. Норма матрицы А равна квадратному корню из наи
большего собственного значения матр~щы АТ А: 11 А 11 2 = 
=лmах(АТА). В случае когда А симметрическая, АТА=А2 и, 
следовательно, норма равна наибольшему по модулю собствен
ному значению матрицы А: 11 А 11= max I л; 1· В любом случае 
вектор, который увеличивается максимальным образом, явля
ется соответствующим собственным вектором матрицы АТА: 

хТ АТ Ах_ хТ(л.mах х) ~ I А II 
хТх - хТх "'max = 1 2

• 

Замечание 1. Норма и число обусловленности матрицы А в 
практических задачах фактически не вычисляются, а только 
оцениваются. У нас нет возможности fешать задачу на собствен
ные значения для вычисления Лmах (А А). 

Замечание 2. Число обусловленности объясняет, почему нор
мальные уравнения АТАх=Ать так трудно решать методом наи
меньших квадратов: число обусловленности с (Ат А) является 
квадратом с(А). Формируя АТА, можно превратить хорошую 
задачу в плохую, и гораздо лучше (исключая очень маленькие 
задачи) использовать сразу либо п.роцесс Грама-Шмидта, либо 
сингулярное разложение А= Q1IQ2 • 

Замечание 3. Элементы а1 диагональной матрицы ~ называ
ются сингулярными числами матрицы А, и по построению (см. 
стр. 171) их квадраты являются собственными значениями 
матрицы АТ А. Поэтому другой формулой для нормы будет 11 А 11 = 
= amax· В соотношении IIAxll=IIQ1~Q;fxll ортогональные матрицы 
Q1 и Q2 не изменяют длины векторов и, следовательно, наиболь
ший увеличивающий множитель равен наибольшему а. 

Замечание 4. Погрешности округления возникают не только 
при решении задачи Ах=Ь, но и задачи Ах=л.х. Поэтому возни-
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кает новый вопрос: что такое «число обусловленности для задач 
на собственные значения»? Очевидный ответ неверен - это не 
число обусловленности самой матрицы А. Чувствительность соб
ственных значений измеряется числом обусловленности диагонали
зующей матрицы S. Если µ-собственное значение матрицы А+Е, 
то расстояние от него до какого-нибудь собственного значения 
матрицы А равно 

1 µ-лl ~11 s III/S-1 /III Ell=c (S)/IEII- (12) 

В случае когда S-ортоrональная матрица Q, задача на собст
венные значения прекрасно обусловлена (с ( Q) = 1) и изменение 
µ-л собственных значений не больше, чем возмущение Е мат
рицы А. Эrо происходит тогда, когда собственные векторы А 
образуют ортонормированную систему-они являются столбцами 
матрицы S. Поэтому наилучшим является сл~чай, когда А 
симметрическая или, более общо, когда А·АТ=А ·А, т. е. когда 
А-нормальная матрица и диаrонализующая ее матрица S явля
ется ортогональной матрицей Q (см. разд. 5.6). Собственные числа 
нормальной матрицы прекрасно обусловлены. Нетрудно выяснить, 
как матрица S присутствует в формуле для возмущений для 
отдельного собственного значения: если xk является k-м столб
цом S, а Yk является k-й строкой s-1 , то 

µk-л.k=уkЕхk+члены порядка /IEl/2 • (13) 

В практике ykExk достаточно правильно оценивает изменение 
собственных значений, и в каждом хорошем алгоритме стремятся 
оставлять матрицу погрешностей Е столь малой, насколько это 
возможно, обычно требуя (как в QR-алrоритме, который будет 
описан в следующем разделе) ортогональности матрицы на каж· 
дом шаге итераций. 

УпраJt,нение 7.2.6. Найти точные нормы матриц (5). 

Упражнение 7.2.7. Для матрицы А из упр. 5.6.3 показать, сравнивая 
собственные значения матриц АТ А и ААТ, что 11 А 11 =11 АТ 11-

Упражнение 7.2.8. Для положительно определенной матрицы А разложе
ние Холецкого имеет вид А =LDLT = wтw, где W = JIDLT. Показать, непос
редственно используя 70, что число обусловленности матрицы W равно корню 
квадратному из числа обусловленности матрицы А. Отсюда следует, что 
алгоритм Гаусса для положительно определенных матриц не требует переста
новки строк. Обусловленность не ухудшается, так как с (А)= с (WT) с (W). 

Упражнение 7.2.9. Построив с помощью матриц порядка 2 контрпримеры 
к неравенствам Лmах (А+ В)~Лmах (А)+ Лmах (В), Лmах (АВ)~Лmах (А) Лmах (В), 
показать, что наибольшее собственное значение, вообще говоря,. не годится 
в качестве нормы. 
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Упражнен11е 7.2.10. Предположим, что под обозначением 11 xlJ понимается 

не t:Аклидова норма V(xf + ... + х~), а «максимальная норма», или «L00 -норма», 
11 х lloo = max I Xf 1 (пример: /1 (1, -2, 1) 11= 2). Вычислить соответствующую мат
р11чную норму 

IIAlloo=max l!Axl'oo= max IJAxlloo, 
x,;t,O IIXlloo xt=±I 

если А= [1 2]. 
3 -4 

§ 7.3. ВЫЧИСЛЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 

Невозможно указать наилучший способ нахождения собствен
ных значений матрицы. Однако существует несколько ужасных 
методов, которые никогда не следует применять, и несколько 

идей, которые следует использовать постоянно. Мы начнем обсуж· 
дение с одного очень грубого, но простого подхода, называемого 
степенным методом, свойства сходимости которого очень легко 
выявить. Затем мы изучим более сложный алгоритм, который 
начинается с приведения симметрической матрицы к трехдиаrо
нальной и за1<анчивается практически приведениеl\1 к диагональ
ному виду. Этот последний шаг реализуется при помощи про
цесса Грама-Шмидта, а весь метод известен как QR-алrоритм. 

Обычный степенной метод реализуется точно по принципу 
разностных уравнений. Выбирается начальный вектор u0 , а затем 
последовательно строятся векторы и1 = Аи0 , u2 = Аи1 и в общем 
случае ин 1 = Аиk. Каждый шаг представляет собой умножение 
вектора на матрицу, в результате чего через k шагов получаем 
иk= Aku0 , хотя матрица Ak нигде не используется. В самом 
деле, важно, чтобы умножение на А осуществлялось очень просто 
(если матрица большого порядка, ее лучше разредить), потому 
что сходимость к собственному вектору часто очень медленная. 
Если предположить, что А имеет полный набор собственных 
векторов х1 , ••• , хп, то вектор uk будет иметь обычное для раз
ностных уравнений ра,ложение 

(14) 

Предположим, что собственные значения пронумерованы в воз
растающем порядке и что наибольшее собственное значение 
единственно, т. е. нет другого собственного значения с таким 
же модулем и кратность лп равна 1, т. е. lл1 I~ .. -~l,..п-il < 
< \лп 1· Тогда если начальное приближение и0 содержит в каче
стве компоненты собственный вектор хп с коэффициентом сп:::/= О, 
то эта компонента постепенно становится доминирующей: 

(15) 
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Вектор и11 все более и более приближается к направлению хп, и 
.множителем, tарактеризующим сходимость, будет отношение 
r = 1л.11 _ 1 1 / 1 л.п j. Это напоминает сходимость к стационарному 
состоянию, которую мы изучали для марковских процессов, с 

тем отличием, что теперь наибольшее собственное значение л.п 
может не равнsrться единице. В самом деле, мы не знаем масшта
бирующего множителя л.~ в (15), но и некоторый масштабирую
щий множитель необходимо ввести, так 1<ак в противном случае 
uk может стать очень большим или очень маленьким, в зависи
мости от того, будет ли I л.п 1 > 1 или I л.п 1 < 1. Обычно мы можем 
просто делить каждый вектор uk на его первую компоненту ak 
перед тем, как сделать следующий шаг. С этим простым масш
табированием степенной метод выглядит следующим образом: 
uk+ 1 = Auk/ak и. он сходится к кратному вектора хп 1}. 

Пример о Калифорнии (см. выше) с собственным значением 

единица и собственным вектором [~:~~~] : 

А= [ 0·9 0·21 была матрицей перемещения населения; 
0.1 о.в. 

[ 1 J [0.9] l0.83] [0.7811 [0.747] 
Uo= 0 'Ui= 0.1_' U2 = 0.17 'Uз= 0.219_' U4 = 0.253' 

Основные недостатки метода ясно видны из этого примера. Если 
r близко к 1, то сходимость очень медленная. Во многих при
ложениях r > 0.9, и это означает, что необходимо более 20 ите
раций, чтобы изменить (л.2/л.1)k в 10 раз. (В нашем примере r = 
= 0.7, но сходимость тем не менее медленная). Конечно, если 
r = 1, что означает I лп-~ 1 = 1 л.п 1, то сходимости может вообще 
не быть. Есть много путей для того, чтобы обойти это препят
ствие, и мы опишем три из них: 

( 1) Блочный степенной метод работает с несколькими векто
рами одновременно вместо одного вектора uk. Если мы начнем 
с р ортонормированных векторов, умножим их все на А и затем 
применим к ним ортогонализацию Грама-Шмидта (это еди
ничный шаг метода}, то в результате отношением, характеризую
щим сходимость процесса, станет величина r' = 1 л.п-р 1 / lл.п 1. Более 
того, мы одновременно получим приближения к р различным 
собственным значениям и соответствующим им собственным век
торам. 

(2) Обратный степенной метод работает с А-], вместо А. Еди
ничный шаг процесса имеет вид vн 1 = A-1vk, и это означает, что 

1) Масштабирующие множители a.k будут также сходиться, приближаясь 
к величине Лп· 
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мы решаем линейную систему Аvн 1 =v11 (и сохраняем множители 
L и UI). В данном случае теория гарантирует сходимость к наи
меньшему собственному значению, если множитель r" = 1 л1 И л2 I, 
характеризующий сходимость, будет меньше 1. В приложениях 
часто требуется найти наименьшее собственное значение, и тогда 
автоматически выбирается обратный степенной метод. 

(3) Обратный степенной метод со сдвигом является наилуч
шим из всех. Предположим, что А заменена на A-aJ. Тогда 
все собственные значения л; сдвигаются на эту же величину а. и 
множитель, характеризующий сходимость для обратного метода, 
становится равным r'"=lt.1 -a.l/lл2 -a.1. Поэтому, если а. вы
брано так, что оно является хорошей аппроксимацией для л.1 , то 
1·"' будет очень маленьким и сходимость неизмеримо ускоряется. 
Каждый шаг метода состоит в решении системы (А-а.[) Wн 1 = wk, 
и этому разностному уравнению удовлетворяет 

Wk = С1Х1 + С2Х2 + , , , + СпХп 
(л1 -а)k (л2 -а)k (лп-а)k 

Если а близко к Л~, то знаменатель первого члена этого пред
ставления будет близок к нулю и, следовательно, потребуется 
только один или два шага, чтобы сделать первый член полностью 
доминирующим. В частности, если л.1 уже вычислено с помощью 
другого алгоритма (например, QR), то в качестве а. можно взять 
это вычисленное значение. Стандартная процедура состоит в раз
ложении А-а./ в произведение LV 1) и решении системы Ux1 = 
= ( 1, 1, ... , 1 )Т путем обратной подстановки. 

Если для л.1 еще не получено приближение при помощи неза
висимого алгоритма, то степенной метод со сдвигом должен сам 
производить выбор а. или (так как мы можем, если хотим, менять 
сдвиг на каждом шаге) он должен выбирать а.11 , входящее в соот
ношении (А-а.11/)wн1 =w11 • Простейшая возможность состоит 
в том, чтобы просто работать с масштабирующим множителем, 
который приводит w11 к приемлемым размерам. Существуют, 
однако, и другие, лучшие приемы. В симметрическом случае 
А= лт наилучшим выбором, по-видимому, является отношение 
Релея 

1) Эта процедура может показаться исключительно плохо обусловленной, 
так как матрица А-а/ близка к вырожденной настолько, насколько это 
можно было сделать вычитанием а/ из А. К счастью, погрешность главным 
образом сосредоточена в направлении собственного вектора матрицы А. Так 
как любой собственный вектор, умноженный на число, тоже является собствен
ным nектором, то это единственное направление, которое мы хотим вычислить. 
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Мы уже знаем, что это отношение достигает минимума на 
собственном векторе: производные R равны нулю, его график 
представляет собой дно параболы. Поэтому погрешность л-а.,, 
собственного значения приблизительно равна квадрату погреш
ности собственного вектора. Множитель сходимости r'" = 
= 1 л.1 -а" И л.2 -а.,, 1 изменяется на каждом шаге и в действи
тельности стремится к нулю. Окончательным результатом при 
выборе в качестве сдвига отношения Релея является кубическая 
сходимость 1 ) a.k к л.1 • 

Упражнение 7.3.1. Для матрицы А= [ 2 -IJ с собственными значени
-1 2 

ямп л1 = 1 и д.2= 3 проделать ?и итерации степенного метода иk+i = Auk с 

начальным приближением и0 = L~J. Каким будет предельный Rектор и .. ? 

Упражнение 7.3.2. Для этой же матрицы А и начального приближения 

и0= [1] сравнить результаты: 
(i) трех шагов обратного степенного метода 

(ii) одного шага и1 = (A-al)- 1 и0 обратного степенного метода со сдвигом, 

где a=uJAuofulи0• 
Теперь предельный вектор и" будет кратным другому собственному век

тору (1, 1) матрицы А. 

ТРЕХДИАГОНАЛЬНАЯ И ХЕССЕНБЕРГОВА ФОРМЫ МАТРИЦЫ 

Степенной метод рекомендуется только для сильно разрежен
ных матриц большого размера. Когда большинство элементов 
матрицы ненулевые, то применять степенной метод невыгодно. 
Поэтому возникает вопрос, существует ли простой прием полу
чения нулей в матрице? Ответ на него будет основной целью 
этого раздела. 

Заметим сначала, что после нахождения подобной матрицы 
U- 1AU с большим количеством нулей, чем в А, мы не предпо
лагаем возвращаться к степенному методу. Существуют более 
сложные разновидности и лучшей из них, по-видимому, будет 
QR-алгоритм. (Обратный степенной метод со сдвигом, однако, 

1) Линейная сходимость означает, что на каждом шаге погрешность умно
жается на фиксированный множитель r< 1. Квадратичная сходимость означает, 
что погрешность возводится в квадрат на каждом шаге, как в методе Ньютона 
Xk+i-Xk=- f (xk)lf' (xk) для решения уравнения f (х) =0. Кубическая схо
димость означает, что погрешность возводится в куб на каждом шаге, убывая, 
например, за два шага сначала от 10-i до 10- 3, а затем до 10- 1 • 
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применяется в самом конце для нахождения собственных векто
ров.) В любом случае первый шаг состоит в получении у мат
рицы как можно большего 1,оличества нулевых элементов и осу
ществления этого по возможности наиболее быстрым способОl\'1. 
Наше ограничение на скорость состоит только в том, что мы 
будем использовать лишь унитарные (или ортогональные) преоб
разования, которые сохраняют симметричность и длину. Иначе 
говоря, если А-симметрическая матрица, то симметрической 
будет и матрица U- 1AU и ни один ее элемент не стаиовится 
опасно большим. 

Есть по крайней мере две возможности преобразовать А в 
u-1AU: либо мы получаем один нуль на каждом шаге (как в 
исключении Гаусса), либо мы можем работать с целыми столб
цами. Для получения одного нуля достаточно использовать вра
щение плоскости, как это показано ниже в формуле (21). Мат
рица вращения имеет блок порядка 2, в котором стоят cos 0 и 
sin 0. Аналогично мы поступаем со всеми элементами, стоящими 
ниже диагонали, выбирая на каждом шаге уго.n вращения О так, 
чтобы получить нуль. Это основной принцип 1r1етода Якоби. 

К сожалению, мы не в состоянии диагонализовать А за ко
нечное число вращений, так как нули, полученные на более ран
них шагах, исчезнут на последующих. 

Для того чтобы сохранить эти полученные нули, мы должны 
ограничиться приведением матрицы к почти треугольной форме, 
сохраняя одну ненулевую диагональ ниже главной диагонали. Это 
так называемая форма Хессенберга. Если матрица симметриче
ская, то верхний треугольник является зеркальным отражением 
нижнего треугольника этой матрицы и, следовательно, матрица 
будет трехдиагональной. 

Обе эти формы получаются с помощью серии вращений в со
ответствующих плоскостях, но Хаусхолдер нашел новый способ 
решения той же задачи. Его идея дает «подготовительный шаг» 
для QR-алгоритма 1). 

Преобразование Хаусхолдера, или элементарное отражение, 
осуществляет матрица вида 

VVT 
H=l-2iivii2. 

Часто v нормируют и используют вектор единичной длины и=v/lJvJI. 
Тогда Н записывается в виде /-2uит. В обоих случаях Н
симметрическая и ортогональная матрица: 

НТН =(1-2иит)(/-2иит)= /-4иит +4иитиит = /, 

1) Можете, если хотите, пропустить этот подготовительный этап и прямо 
перейти к QR-алгоритму, изложенному на стр. 340. Только при вычислениях 
будет необходимо предварительное получение нулей. 
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и, следовательно, Н = нт = н-1 • В комплексном случае соответ
ствующая матрица /-2иин эрмитова и унитарна. Метод Хаус
холдера позволяет получать нули с помощью этих матрин и 

существенно опирается на следующее тождество. 

7Е. Предположим, что z-это вектор-столбец (1, О, ... , 0)1, 
O'=llxlJ и V=x+az. Тогда flx=-az=(-a, О, •.• , О)Т. 

До к а за тел ь с·т в о. 
Т 1 

н 2vv х ( + ) 2 (x+crz) х 
Х = Х---2 = Х - Х O'Z ------',,,----'---

11 v 11 (х +аz)т (x+az) 
=x-(x+az) (так как x1x=a2)=-az. (16) 

Это тождество может быть сразу же использовано. Мы начнем с 
первого столбца А и будем помнить, что в результате должны 
получить трехдиагональную форму или форму Хессенберга v- 1AU 
матрицы А. Поэтому сейча.с мы рассмотрим только п-1 элемен
тов ниже диагонали: 

(17) 

В данном случае матрица Хаусхолдера Н порядка только 
п-1, и поэтому она вкладывается в нижний правый угол мат
рицы И 1 полного порядка. Итак, 

и,-г0i O 0н 0 0l-и,•, и и,•ди,- ·~~=:: :'J· 
о «· * ·Х- * 

LO .J O * * * * 
Так как в левом верхнем углу стоит 1, матрица U1 оставляет 

элемент а11 неизменным и, что более важно, не трогает нулей, 
которые появляются в (17). Поэтому первый этап полностью 
завершен, т. е. матрица U11 А И 1 имеет требуемый первый столбец. 

Второй этап аналогичен первому: х состоит из последних 
п-2 элементов второго столбца, z-единичный вектор соответ
ствующей размерности и Н2 -матрица порядка п-2. Если мы 
ее вложим в U2 , то в результате получим 

Гl O O O 0 
О 1 О О О 

И2 = О О 
о о 

LO 0 
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Наконец, И 3 преобразовывает третий столбец, и мы получаем 
форму Хессенберга для матрицы порядка 5. В общем случае И 
является произведением всех матриц U1 U2 ••• Un_ 2 и количество 
операций, требующихся для ее вычисления, является величиной 
порядка n8 • 

Пример. 

А= [1 О 1], 
О 1 1 
1 1 О 

Вкладывая Н п U, получаем трехдиагональную матрицу 

[
1 о о] 

И= О О -1 , 
О -1 О 

[ 
1 -1 о] 

u-1AU= -1 О 1 . 
О 1 1 

Матрица U-JAU имеет удобный вид для нахождения собствен
ных значений; здесь можно применить QR-алгоритм, но мы поз
волим себе небольшое отступление, чтобы обратить внимание на 
другие применения преобразования Хаусхолдера. 

1. Разложение А =QR. Мы дадим краткое описание процесса 
Грама-Шмидта из гл. 3, излагая его более просто и более 
четко. Напомним, что через R обозначается верхняя треугольная 
матрица (мы уже не должны допускать существование ненулевой 
диагонали ниже главной, так как у нас теперь не будет множи
телей U или Н справа (как в преобразовании U-1AU), «портя
щих» уже полученные нули). Итак, на первом шаге построения 
Q мы имеем дело со всем первым столбцом матрицы А: 

rall] rl ] х- ::: • z- ! . v=x+llxllz, 

При этом первый столбец матрицы Н1А будет как раз таким, 
как нам надо: он равен -llxl!z, элементы, расположенные под 
главной диагональю, равны нулю и это первый столбец R. Вто
рой шаг осуществляет преобразование второго столбца матрицы 
Н1А от диагонального элемента и ниже. В результате получаем 
матрицу Н2Н1 А, у которой все элементы второго столбца ниже 
диагонального равны нулю. (Весь алгоритм очень похож на метод 
исключения Гаусса, и на самом деле это несколько более мед
ленный его вариант.) Результатом п-1 шага снова будет верх
няя треугольная матрица R, но матрица, осуществляющая шаги, 
не будет нижней треугольной L. Напротив, эта матрица ортого-
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нальна и имеет вид Q=H1H2 ••• Нп-~· Ее можно хранить как 
последовательность сомножителей и не вычислять в явном виде. 
Этим заканчивается описание пронесса Грама-Шмидта. 

II. Сингулярное разложение QIAQ2 =L. На стр. 170 это раз
ложение немедленно давало для любой задачи оптимальное реше-

ниех по методу наименьших квадратов. Напомним, что ~-диа
гональная матрица того же порядка, чго и А, и что ее элемен-. 
ты (сингулярные числа µ) являются собственными значениями 
матрицы АТА. Поскольку преобразования Хаусхолдера позво
ляют только подготовить матрицу для решения задачи на соб
ственные значения, но не решают эту задачу, мы не можем наде

яться, что их использование дает нам матрицу L. Вместо этого 
они позволяют построить двухдиагональную матрицу с нулями 
везде, кроме главной диагонали и одной диагонали выше нее. 
Конечно, этот процесс численно устойчив, так как матрицы Н 
ортогональны. 

Первый шаг процесса такой же, как и в описанном выше 
QR-разложении: в качестве х выбирается первый столбец А, и 
тогда все элементы первого столбца Н1 А, расположенные ниже 
диагонального элемента, равны нулю. Следующий шаг состоит в 
умножении Н1А справа на матрицу нш, I<оторая зануляет э.пе
ыенты первой строки: 

А - Н 1 А = [; : : :J _..,. Н1Анш = [~ : ~ ~]. (18) 
О-эс·** о*** 

Второе преобразование Хаусхолдера дает 

Н,Н,АН'" ~ п ~ : :J и Н,Н,АН"'Н"' ~ [~ ~ : ~]. 

В результате получаем ту двухдиагональную форму, о которой 
говорили. Итак, мы проиллюстрировали снова, как можно быстро 
получить нули на нужных местах при помощи преобразований 
Хаусхолдера. 

Упражнение 7.3.3. Показать, что для любых двух различных векторов 
х, у одинаковой длины 11 х 11 = 11 у II выбор v = х-у приводит к преобразованию 
Хаусхолдера, такому, что Нх=у и Ну=х. 

Упражнение 7.3.4. Для 

Х= rэ] 
L4 

и Z= [~] 

вычислить а= 1! х 11, v = х+ az и соответствующую матрицу Хаусхолдера Н. 
Проверить, что Нх= - az. 
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Упражнение 7.3.5, Используя 7.3.4, найти трехдиаrональную матрицу 
u- 1 AU пля м11трицы 

[1 3 4] 
А= 3 1 О . 

4 О О 

QR-АЛГОРИТМ 

Этот алгоритм почти мистически прост. Он начинается с мат
рицы А0 , которая разлагается по Граму-Шмидту в произведе
ние Q0 R0 , а затем меняются местами сомножители: А1 = R0Q0 • 

Эта матрица подобна начальной, Q0 1AД0 =Qo" 1 (Q0R 0)Q0 =A1 • 
Этот процесс продолжается, причем собственные значения не 
изменяются: 

и (19) 

Эта формула описывает QR-алгоритм без сдвигов, и при довольно 
общих предположениях он сходится: Ak сходятся к треугольной 
матрице, и, следовательно, их диагональные элементы стремятся 

к ее собственным значениям, которые в свою очередь являются 
сопственными значениями исходной матрипы А 0 1). 

Установ.1Jено, что рассмотренный алгоритм хорош, но не очень. 
Для того чтобы сделать его лучше, _надо ввести два усовершен
ствования: а) мы должны использовать сдвиги и (Ь) должны 
быть уверены, что QR-разложенне на каждом шаге производится 
очень быстро. 

(а) Алгоритм со сдвигом. Если число ak близко к собствен
ному значению, то шаг (19) немедленно заменяется на следующий: 

Ak-akl=QkRk и затем Aн 1 =Rдk+ak/. (20) 

Такой переход не меняет собственных значений, так как Ан1 
подобна Ak: 

Qk1AkQk = Qi/ (QkRk +akl) Qk = Ak+1· 

На практике оказывается, что элемент в позиции (п, п) матрицы 
Ak (в нижнем правом углу) является первым приближением для 
собственного значения. Поэтому этот элемент используется в ка
честве простейшего и наиболее популярного выбора величины 
сдвига ak. Обычно такой подход дает квадратичную сходимость, 
а в симметрическом случае-кубическую сходимость к наимень
шему собственному значению. После, вероятно, трех-четырех 

1) А 0 яРЛяется матрицей, с которой начинается QR-алrоритм. Если она 
уже сама получена при помощи преобразований Хаусхолдера, которые привели 
ее к трехдиаrональному виду, то А 0 связана с начальной матрицей А равен
ством U- 1AU=A0• 
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шагов алгоритма со сдвигом матрица Ak выглядит примерно так: 

А - * * * [
* * * 

k- ~ ~ : 

с в~ 1. 

Мы предполагаем, что вычисленное л~ -очень близкое прибли
жение к искомому числу л1 • Для того чтобы найти следующее 
собственное значение, QR-алгоритм продолжают с меньшей мат
рицей (порядка три на рисунке) в верхнем левом углу. Ее под
диагональные элементы уже несколько изменены на первых шагах 

QR-алгоритма, и следующих двух шагов дос'Таточно для нахож
дения л2 • Это дает систематичес1<ую процедуру для нахождения 
всех собственных значений. Теперь QR-алгоритм полностью 
описан и осталось определить только собственные векторы, что 

делается за один шаг обратного степенного метода, и пользо
ваться обращением в нуль соответствующих элементов матрицы 
в процедуре Хаусхолдера. 

(Ь) Цель предварительных преобразований Хаусхолдера, кото
рые придают А 0 трехдиагональный вид или форму Хессенберга
сделать I<аждый шаг QR-алгоритма очень быстрым. Обычно про
цесс Грама-Шмидта (т. е. QR-разложение) требует О (n3 ) дейст
вий, но для хессенберговой матрицы требуется О (n2), а для трех
диагональной О (п) действий. Без этого улучшения алгоритм будет 
невозможно медленным, и, если не обеспечивается, чтобы каждая 
новая матрица Ak снова имела трехдиагональный вид или форму 
Хессенберrа, указанное улучшение можно применить только на 
первом шаге и далее оно бесполезно. 

К счастью, этого не случается. Чтобы показать, что А 1 имеет 
ту же форму, что и А 0 , рассмотрим матрицу 

Q0 = A0 R;1 = [~ : : :J-, [~ ~ : :J . 
о о * * о о о * 

Вы можете легко проверить, что это умножение сохраняет Q0 

те три нуля, которые имеет А 0 , т. е. Q0 сама имеет форму Хес
сенберга. Отсюда следует, что матрица А1 , которая формируется 
посредством перестановки сомножителей, имеет вид 

A,-R,Q,-[~ ~ ~ ~ш ~ ~ ~], 
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т. е. эти три нуля снова появляются в произведении, и, следо

вательно, А1 имеет форму Хессенберга всякий раз, когда А0 имеет 
ату форму. Симметрический случай даже лучше, так как А1 = 
= Q01A0Q0 остается симметрической: 

Al =QJAJ (QiiJ)1 = Q;1 АД0 = А 1 • 

По только что изложенной причине построенная матрица А1 имеет 
форму Хессенберга, и поскольку она одновременно симметриче
ская, то она является трехдиагональной матрицей. То же самое 
отно::ится к каждой из последующих матриц А2 , А3 , •••• Итак, 
каждый шаг QR-алгоритма имеет дело с трехдиагональной мат
рицей. 

В заключение поясним процесс построения матриц Q0 и R0 

для начальной матрицы А0 (и Qk, и Rk для каждой Ak или на 
самом деле для Ak -akl). Здесь снова можно использовать пре
образования Хаусхолдера, но проще уничтожать каждый поддиа
гональный элемент простым «вращением плоскости». Первое из 
них имеет вид 

Р А -[~~~: -;:~: 'J [::: : : =] (21) 
21 о - 1 о * * * 

1 О О * * 

Элемент, стоящий в позиции (2, 1} этого произведения, равен 
а11 siп 0 + а21 cos 0, и мы выбираем угол 0 так, чтобы он делал 
эту комбинацию равной нулю. Затем Р82 выбираем таким же 
способом, чтобы элемент матрицы Р82Р21А 0 в позиции (3,2) был 
равен нулю. После п-1 элементарных вращений в 1<ачестве ко
нечного результата получаем верхнюю треугольную матрицу R0 : 

(22) 

Это все, что мы позволили себе сказать (более подробно этот 
метод изложен в книге Уилкинсона и Стюарта) об одном из наи
более замечательных алгоритмов вычислительной математики. 

[ 2 -IJ Упражнение 7.3.6. Показать, что для начальной матрицы А 0 = 
--1 2 

алгоритм без сдвига дает лишь более чем ск~:,омное улучшение. Здесь А1 = 

_ J_ [ 14 -ЗJ 
-5 -3 6' 

Упражнение 7.3.7. Сделать простой шаг QR-алrоритма для матрицы 

А= [cos0 sin0J 
sin0 О 
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со сдвигом а=а22, который в данном случае совпадает с QR-алгоритмом без 
сдвигов, поскольку а22= О. Показать, что внедиагональные элементы изменя
ются от sin 0 до -siпз 0 (пример кубической сходимости). 

Упражнение 7.3.8. Показать, что трехдиаrональная матрица А=[~ ~] 
остается неизменной на каждом шаге QR-алгоритма и потому является (ред
ким) контрпримером к сходимости. Это явление обходится путем использова
ния произвольного сдвига. 

Упражнение 7.3.9. Показать по индукции, что для QR-алrоритма без 
сдвигов произведение (Q 0Q1 ••• Qk) (Rk ••• R1R0) является в точности QR· 
разложением матрицы Ak+ 1 • Это совпадение снязывает QR-алrоритм со сте
пенным методом и объясняет его сходимость: если I л1 / > 1 л. 2 1 > ... > 1 Лп /, то 
эти собственные значения постепенно появляются в убывающем порядке на 
главной диагонали матрицы Ат~· 

§ 7.4. ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
СИСТЕМЫ Ах= Ь 

В отличие от задач на собственные значения, где у нас нет 
выбора, для решения системы Ах=Ь нам не столь уж необходим 
итерационный метод. Исключение Гаусса дает решение х за ко
нечное число шагов, и, пока это число приемлемо, мы можем 

применять этот метод. С другой стороны, когда n8/3 велико, мы 
можем получить приближение для х более быстрым способом. 
И нет смысла начинать процедуру исключения, а затем бросать. 
Наша цель-описать методы, которые начинаются с некоторого 
начального приближения х0 , а затем позволяют строить улучшен
ные приближения Хн 1 , используя предыдущее приближение xk, 
и остановить этот процесс когда угодно. 

Такие методы легко построить путем простого расщеr~ления 
матрицы А. Если А = S - Т, то система Ах= Ь эквивалентна 
системе Sx= Тх+Ь и, следовательно, мы можем попытаться ите
рировать, используя формулу 

(23) 

Конечно, нет гарантии, что любой такой метод хорош, и, для 
того чтобы он был успешным, расщепление должно удовлетворять 
двум различным требованиям: 

(i) Новый вектор хнi должен легко вычисляться. Поэтому S 
должна быть простой (и обратимой!) матрицей. Она может быть 
диагональной или треугольной матрицей. 

(ii) Последовательность xk должна сходиться к точному реше
нию х. Еали мы вычтем (23) из исходного уравнения Sx= Тх+Ь, 
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то в результате получим формулу, включающую в себя только 
ошибки ek=x-xk: 

Sен 1 = Tek. (24) 

Это сов"ем другое разностное уравнение. Для него итерационный 
пропесс начинается с начальной ошибки е0 , и после k шагов мы 
получаем новую ошибку ek = (S- 1T)ke0 • Вопрос сходимости здесь 
эквивалентен вопросу устойчивости: xk-.. х только тогда, когда 
ek--+ О. 

7F. Итерационный 1,1етод (23) сходится тогда и только тогда, 
когда каждое собственное значение л. матрицы s-1т удовлет
воряет неравенству I л. j < 1. Его скорость сходимооти зависит 
от максимального значения I л.1, которое известно как спеи
тральный радиус матрицы s- 1т: 

р (S- 1T) = max I л; j. 
i 

(25) 

Напомним, что обычно решение уравнения ek+i = S- 1Tek пред
ставимо в виде 

ek = с1Мх1 + ... + с"л.~х,.. 
Отсюда следует, что наибольшее из I л; 1 в конце концов станет 
доминирующим и будет определять скорость, с которой ek схо
дятся к нулю. 

Два требования, предъявляемые к итерационному процессу, 
до некоторой степени противоречивы. С одной стороны, мы могли 
бы достичь немедленной сходимости, выбирая следующее расщеп
ление: S = А и Т = О. При этом первый (и последний) шаг ите
рации был бы Ах1 =Ь. В этом случае матрица перехода s- 1т 
равна нулю, ее собственные значения и спектральный радиус 
равны нулю и, следовательно, скорость сходимости (обычно опре
деляемая как -log р) бесконечна. Но, разумеется, матрицу S = А 
не всегда легко обратить, что было основным побуждением для 
расщепления. С другой стороны, мы можем взять в качестве S 
диагональную часть матрицы А и итерации становятся хорошо 
известным методом Якоби: 

ан (X1)k+1 = (- а12Х2-а1зХз - · · • -ainXn)k +Ь1, 
(26) 

a,.,.(x,.)k+t = (- а"1Х1 -а"2Х2- ••• -a,.,,_1X,.- 1)k +Ь,.. 

Если диагональные элементы а;; все ненуле~ые и если А-раз
реженная матрица, так что большинство членов в правой части 
отсутствует, то переход от xk к хн 1 прост. Важным является 
вопрос о том, сходится ли итерационный метод, и если сходится, 
то как быстро. 



§ 7.4. Итерационные методы решения системы Ах=Ь 345 

Пример 1. 

l 2 -1] г2 ] 
А= -1 2 ' S=L 2 ' Т=[~ ~]' 

Если компоненты вектора х обозначить через v и w, то метод 
Якоби Sхн 1 =Txk+b имеет вид 

2vk+1=wk+Ь1, [ V 1 [о ;Jl [ V l [Ь1;2·1 
2wн1=vk+b2, или w н1 = ; О w. k + Ь2/2 .. 

Собственными значениями матрицы s- 1T, имеющей решающее 
значение, служат ± 1/2. Последнее означает, что ошибка убывает 
в два раза (приближение становится точнее на один двоичный 
знак) на каждом шаге. В этом примере, который слишком прост, 
чтобы быть типичным, сходимость быстрая. Если мы попытаемся 
взять матрицу А большего порядка, то немедленно возникают 
практические трудности при реализации метода Якоби (26). Тре
буется хранить в памяти все компоненты xk, пока не вычислено 
полностью приближение Хн~· Более естественная идея, которая 
требует только половину памяти по сравнению с методом Якоби, -
это начинать использовать каждую компоненту нового вектора Хн 1, 

как только она вычислена; вектор хн 1 постепенно, по одной 
компоненте, становится на место xk и поэтому xk исчезает, как 

только завершается построение ве1пора xk+ 1 • Сказанное означает, 
что первое уравнение остается таким же, как и раньше: 

а11 (х1)н1 = ( -а12Х2-а1зХз-.,, -а~пХп)k +Ь1, 

Следующее уравнение немедленно оперирует с этим новым 
значением х1 : 

а22 (Х2)н1 =- а21 (х1)н1 +{- а2sХя-''' -a2nXn)k + Ь2, 

а последнее уравнение будет использовать ис1<лючительно новые 
значения: 

апп (X,.)k+I = {- ап1Х1 -ап2Х2- • • • -апп-1Хп-1)k+1 +Ьп. 

Этот метод ноt:ит название метода Гаусса-Зейделя, даже не 
смотря на то, что он, по-видимому, не был известен Гауссу и не 
предлагался Зейделем. Это забавно, поскольку сам метод является 
неплохим. Заметим, что если все компоненты хн 1 перенести в ле
вую часть, то очевидно, что матрица S станет нижней треуголь
ной частью А, а в правой части остается матрица Т из представ
ления А = S -Т, которая является верхней строго треуголь
ной. 
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Пример 2. 

[ 2 -1] [ 2 о] 
А= -1 2 ' S= -1 2 ' [о 1] 

Т= О О ' s-•т-[: Н 
Один шаг метода Гаусса -Зейделя преобразует компоненты vk и 
wk по форму лам 

2vk+1 = wk +ь1, 

2wk+t = Vн1 +Ь2, 
или 

Собственныt значения матрицы S-1т снова имеют решающее зна
чение, и их, конечно, легко найти. Они равны О и 1/4. Ошибка 
делится на 4 каждый раз, так что один шаг метода Гаусса
Зейделя эквивалентен двум шагам метода Якоби 1). Так как оба 
метода требуют одного и того же количества операций (мы будем 
использовать новые значения вместо старых и практически сэко

номим память), то метод Гаусса-Зейделя лучше. 
Существует способ сделать метод Гаусса -Зейделя еще лучше. 

Еще во времена ручных вычислений было замечено (возможно, 
случайно), что сходимость становится быстрее, если способ вы
числения поправки хн 1-хk несколыю отличается от используе
мого в методе Гаусса -Зейделя. Точнее говоря, обычный метод 
сходится монотонно, т. е. приближения остаются с одной и той 
же стороны от решения х. Поэтому естественно попытаться ввести 
релаксационный множитель ro, чтобы подойти к решению ближе. 
При ro= 1 такой способ совпадает с методом Гаусса-Зейделя, а 
при w > 1 известен как метод последовательной верхней 
релаК,сации (SOR). Оптимальный выбор w зависит от задачи, 
но никогда не превосходит 2 и часто приблизительно равен 1.9. 

Чтобы описать этот метод более подробно, обозначим через 
D, L и U диагональную, нижнюю строго треугольную и верхнюю 
строго треугольную части А. (Это расщепление не имеет ничего 
общего с разложением Гаусса А= LDU и на самом деле имеет 
вид A=L+D+U.) В методе Якоби S=D в левой части (23) и 
Т = - L-U в правой части, тог да как в методе Гаусса -Зей
деля выбирается расщепление S = D + L и Т = - U. Сейчас, чтобы 
ускорить сходимость, мы рассмотрим итерационный метод 

(27) 

1) Это правило верно для очень большого класса матриц, даже несмотря 
на то, что можно сконструировать и другие примеры, в которых метод .Якоби 
сходится, а метод Гаусса-Зейделя нет (или наоборот). Симметрический с;1учай 
наиболее ясный: если йii > О при всех i, то метод Гаусса-Зейделя сходится 
тогда и только тогда, когда А положител1:но определена. 
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Заметим, что при о>= 1 мы не получаем ускорения, а возвраща
емся точно к методу Гаусса-Зейделя. Но независимо от ro мат
рица в левой части нижняя треугольная, а в правой части верхняя 
треугольная. Поэтому мы все еще можем покомпонентно заменять 
xk на хн 1 , по мере того как эти компоненты вычисляются. Один 
шаг метода Гаусса-Зейделя имеет вид 

а;; (х;)н 1 =а;; (x;)k +ro [(-a;iX1 - ••• -а;;- 1Х;- 1)н 1 + 
+(-а;;Х;- ... -а;пХп)k +Ь;]. 

Если старое приближение xk совпадает с истинным решением х, 
то новое приближение хн 1 также совпадет с х и, следовательно, 
выражение в скоб1<ах будет равно нулю. 

l 2 -1] 
Пример 3. Для той же матрицы А= _ 1 2 каждый шаг 

метода последовательной верхней релаксации имеет вид 

f 2 о] [2(1-ro) ro ] 
L-ro 2 Хн1= О 2(1-ro)_xk+rob. 

Если мы разделим на ro обе части уравнения, то получим две 
матрицы S и Т расщепления А= S-T и итерации снова запи
шутся как Sхн1 = Txk +ь. Таким образом, матрицей s-1т, соб
ственные значения которой определяют скорость сходимости метода, 
будет матрица 

=[ 2 o]-1f2(1-ro) 
Loo -ro 2 l О 

] r 1 -(1) _!_ (1) ·1 
2(7-ro) = ..!..ro(l-ro) 1-:+..!..ros. 

L2 4 ..J 

Оптимальным значением параметра ro является такое значение, 
при котором наибольшее собственное значение матрицы L00 (дру
гими словами, спектральный радиус) будет наименьшим из воз
можных. Основной проблемой метода последовательной верхней 
релаксации является выбор оптимального параметра ro. Начнем 
с замечания, что произведение собственных значений должно быть 
равно определителю. Рассмотрим два треугольных сомножителя, 
входящих в произведение, задающее L00 ; определитель первого из 
них равен 1/4 (после обращения S), а второго 4 (1 -ro) 2 • Поэтому 

л.1 11. 2 = det L00 = ( l -ro)2 • 

Это общее свойство: вклад первой матрицы (D +roL)- 1 в оп
ределитель равен det D-1 , так как все ненулевые элементы L ле
жат ниже главной диагонали, а вклад второй матрицы равен 
det (1-ro) D, поскольку ненулевые элементы U лежат только выше 
главной диагонали. Произведение этих определителей в случае 
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матриц порядка п равно det L00 =(1-ro)n. (Это объясняет, почему 
нельзя доходить до значения ro = 2: произведение собственных 
значений было бы настолько большим, что неравенство / л; 1 < 1 
не могло бы выполняты:я для всех собственных значений и метод 
не сходился бы.) Проведенные выкладки дают ключ 1< пониманию 
поведения собственных значений матрицы Lю, Прн w = 1 это собст
венные значения метода Гаусса-Зейделя, равные О и 1/4, а 
когда ro возрастает, то собственные значения приближаются друг 
к другу. П pu оптимальном ro оба собственных значения равны 
по модулю. Следовательно, в этот момент они оба rJолжны быть 
равны по модулю ro-1, чтобы их произведение было равно опре
делителю матр1щы L00 1 ). 

Оптимальное значение <о вычислить леr1<0, потому что сумма 
собственных значений всегда равна сумме диагональных элемен
тов матрицы (следу L00 ). Поэтому наилучший параметр ro00 r опре
деляется из уравнения 

Л1 + Л.! = ( (J)опт-1) + ( <Оопт- 1) = 2- 2wопт + + ОО~пт· (28) 

Квадратное уравнение дает (J)oпr = 4 (2- Vз) ~ 1.07. Поэтому мо
дули собственных значений приблизительно равны ro-1 = 0.07, 
что является значительным изменением по сравнению с методом 

Гаусса-Зейделя с его собственным значением Л= 1/4 при ro= 1. 
В этом примере правильный выбор параметра снова удвоил ско
рость сходимости, потому что (1/4)2 ~ 0.07. 

Обнаружение того, что это усовершенствование так легко сде
лать (почти как по волшебству), положило начало двадцатилет
нему периоду громадной активности в численном анализе. Первой 
задачей было развить и расширить теорию верхней релаксации. 
Диссертация Янга в 1950 году содержала ее решение- простую 
формулу для оптимального ro. Ключевым моментом его диссерта
ции было установление связи между собственными значениями ').. 
матрицы L00 11 собственными значениями µ исходной матрицы 
Якоби v-i(-L-U). Эта связь выражается формулой 

(Л. + ro -1 )2 = л.002µ2. (29) 

Она верна для, широкого класса конечно-разностных матриц, и 
если мы положим ro= 1 (метод Гаусса-Зейделя), то это дает 
л2=лµ2 , откудв Л.=0 и л.=µ2 . Это было подтверждено примерами 
1 и 2, в которых µ=± 1/2, а Л=О и л= 1/4. В самом деле, 
ситуация здесь полностью отражает соотношение между методами 

Якоби и Гаусса-Зейделя: собственные значения µ в~ех матриц 
класса Янга разбиты на «плюс-минус-пары», и тогда (29) пока-

1) Если w растет дальше, то собственные значения становятся комплексно
сопряженной парой: д.ля обоих справедливо I л 1 = 11>- l, т е их произведение 
по-прежнему равно (ro-1)2 и их модули растут при возрастании оо. 
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зывает, что соответствующие л. равны либо нулю, либо µ2 • Ско
роt:ть сходимости метода удваивается. 

Важная задача-еще больше улучшить метод. Мы хотим вы
брать w так, чтобы минимизировался модуль наибольшего собст
венного значения л. К счастью, эта проблема уже решена. Урав
нение Янга (29) есть не что иное, как характеристическое урав
нение для примера матрицы второго порядка L00 , и лучшим было 
то w, 1<оторое делает оба корня л. равными по модулю w - l. 
Точно тш< же, как в (28), где µ2 = 1/4, это приводит к уравнению 

(w- l) + (w- l) = 2-2w + µ2w2, или w = 2 (I - ~t="µi). 
µ 

Единственная разница состоит в том, что для больших матриц 
это будет повторяться для различных пар + µ,., и нам остается 
толыю сделать правильный выбор w. Наибольшая из этих пар 
собственных значений µ дает наибольшее собственное значение 
в методе Якоби µmax• и оно также дает наибольшее значение <1) 

и л. = w-1. Поэтому, так как наша цель-сделать Лmах I<ак можно 
меньше, эта экстремальная пара определяет наилучший выбор w00т: 

(t)nnr = 2(1-V21-µ~ax) И Лmах = (t)опт-1• (30) 
µmax 

Это формула Янга оптимального множителя для метода последо
вательной верхней релаксации. 

Для нашей конечно-разностной матрицы с элементами - l, 2, 
-1 вдоль трех основных диагоналей можно вычислить улучшение, 
которое вносит wопт· В примерах это были матрицы порядI<а два. 
Теперь предположим, что порядок равен п, т. е. соответствует 
шагу сетI<и h = l /(п + l ). Наибольшее собственное значение мат
рицы метода Якоби в соответствии с упр. 7.4.3 равно µmax = cos :п:h. 
Поэтому наибольшее собственное значение матрицы метода Гаус
са -Зейделя равно µ~ах = cos2 :п:h, а максимальное собственное 
значение для метода последовательной верхней релаксации нахо
дится подстановкой µmax в (30): 

л. = 2 (1-sin :rth) 
max cos2 :rth 

l _ (1-sin :rth)2 _ 1-sin :nh 
- cos2 :nh - 1 + sin :nh • 

Оценить эти величины можно только для конкретного примера. 
Предположим, что А имеет порядок 21, что совсем не много. 
Тогда h= 1/22, cos:n:h=0.99 и метод Якоби сходится медленно; 
cos2 :п:h=О.98 означает, что даже метод Гаусса-Зейделя требует 
проведения большого числа итераций. Но так как sin :п:h = 
= v 0.02 = 0.14, то множитель, определяющий сходимость опти
мального варианта метода верхней релаксации, равен 

Лmах = ~:~: =0. 75 при W00 r = l + Лmах = 1.75. 
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На каждом шаге ошибка уменьшается на 25%, и один шаг ме
тода верхней релаксации эквивалентен 30 шагам по 
методу Якоби: (0.99)30 = 0.75. 

Это очень удивительный результат для такой простой идеи. 
В действительности этот метод применяется не к одномерным за
дачам (обыкновенные дифференциальные уравнения), так как си
стема Ах= Ь с трехдиагональной матрицей легко решается. Верхняя 
релаксация наиболее важна для случая больших размерностей, 
что соответствует уравнениям с частными производными. Если мы 
заменим единичный интервал О~ х ~ 1 на единичный квадрат 
О~х, y~l. а уравнение -ихх=f на -uxx-uuu=f, то есте
ственным конечно-разностным аналогом для этого уравнения бу
дет «пятиточечная схема». Коэффициенты -1, 2, -1 по направ
лению х комбини!)уются с коэффициентами -1, 2, -1 по направ
лению у. В результате имеем главную диагональ с элементами 
+ 4 и четыре других диагонали с элементами -1. Но ширина 
ленты матрицы А не равна пяти, и не существует способа ну
мерации № узловых точек в квадрате так, чтобы каждая точка 
располагалась близко ко всем четырем своим соседним. Если упо
рядочение проводится строка за строкой, то каждая точка на 
протяжении целой строки должна ожидать свою верхнюю сосед
нюю точку. В результате «пятиточечная матрица» имеет ширину 

ленты N: 

А= 

Эта матрица привлекает большее внимание и изучается более 
детально, чем матрицы любых других линейных уравнений Ах= Ь. 
Я думаю, что сейчас возникла тенденция возвращения к прямым 
методам, базирующимся на идеях Голуба и Хоккнея, хотя ряд 
специальных матриц они не охватывают. (Это можно сравнить 
с так называемым «быстрым преобразованием Фурье».) 

Ранее появились итерационные методы переменных направле
ний, в которых расщепление осуществлялось путем разделения, 
на трехдиагональную матрицу в направлении х и такую же в на· 

правлении у. Еще раньше появился метод верхней релаксации, 
поскольку собственное значение матрицы метода Якоби µmax = 
= cos лh такое же, как и в одномерном случае, и таким же ока· 
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зывается оптимальный параметр rоопт· Во всех случаях трудности 
возникают при переходе от модельных задач к реальным, и каж

дый метод имеет свои особенности при решении уравнений более 
общих, чем -ихх-и11У =f, и для областей более общей геомет
рии, чем квадрат. 

Мы не можем закончить изложение без упоминания метода 
сопряженных градиентов, который, казалось, умер, но внезапно 
вновь ожил; скорее его можно отнести к прямым, чем к итера

ционным, но в отличие от исключения он может быть остановлен 
на одном из шагов. И нет нужды говорить, что могут появиться 
и победить другие, совершенно новые идеи. Но тем не менее нужно 
сказать, что именно изменение с 0.99 до О. 75 явилось революцией 
в решении системы Ах=Ь. 

Упражнение 7.4.1. Для матрицы 

А=[-! =i-!] 
с собственными значениями 2- )!2, 2, 2+ J/2 найти матрицу Якоби 
n-1 (-L-U) и ее собственные значения, матрицу Гаусса-Зейделя 
(D + L)-J(-U) и ее собственные значения и числа rо00т и Лmах длп метода 
последовательной верхней релаксации. Вычислять матрицу Lro нет необходи
мости. 

Упражнение 7 .4.2. Для матрицы 

А= r 
2 -1 l 

-1 . • J 
-1 

L -1 2 

порядка пописать матрицу Якоби J=D-J(-L-U). Показать, что вектор 
x1=(sinnh, siп2nh, ... ,siпnnh)-ee собственный вектор, соответствующий ее 
собственному значению л. 1 =cos 1th = cos n/(п+ 1). 

Упражнение 7 .4.3. Для той же матрицы А показать, что другие собствен
ные векторы имеют вид xk = (sin kлh, sin 2knh, ••. , siп nknh) и соответствуют 
собственным значениям Лk=cos knh, которые, как видно, составляют плюс
минус-пары (Лп=-А.1, л,,- 1 =-А.2, ••. ), причем Лmax=cosnh. 

Следующие упражнения используют теорему о кругах Герш
горина: каждое собственное значение матрицы А лежит в одном 
из кругов С1 , ••• , Сп, где круг С; имеет центром диагональный 

элемент au, а его радиус r;=~ la;1 \ равен сумме абсолютных 
f "F t 

значений оставшихся элементов строки. 
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До к а з ат е л ь ст в о. Уравнение Ах= 'лх в покомпонентной 

записи имеет вид ('л-аu)х1 =~а11х1 , откуда \'л-aul~ 
; =I= 1 

~ ~ _ \ а 11 \ \ ~: • ЕС'ли наибольшей по модулю компонентой х 
,.,..., 

является компонента х 1 , то (x1 \!lx1 1::;;;; 1 для всех f=:/=i и, сле
довательно, \ л - а;, 1:::;;; r 1, т. е. ~ лежит в i-м круге. 

Упражнение 7.4.4. Матрица 

А=[~ : i) 
называется матрицей с диагональным преобладание111, так как для каждого l 
1 аи 1 > r i· Показать. что нуль не лежит ни в одном из кругов Гершгорина и, 
следовательно, матрица А невырожденная. 

Упражнение 7.4.5. Выписать матрицу Якоби J для положительно опреде
ленной матрицы А из упр. 7.4.4 и найти для J три круга ГершrоJJина. Пока
зать, что все радиусы удо1:1летворяют нераt*'нству r; < \, и объяснить, почему 
метод Якоби будет сходиться. 

)lпражнение 7.4.6. ~·очное решение системы Ах=Ь отличается от решения 
системы LU х0 = Ь так как матрица А -LU ненулевая из-за ошибок окруr ле
ни я. Одна из возможностей повышения точноств приближt>нного решения со
стоит В ИСПОЛЬЗОВ!IНИИ везде двойноi1 точности Р.ЫЧИСЛЕ'НИЙ, но лучшим И более 
быстрым способом является итеративное уточненuР. В этом способ~ с д1•uйной 
точностью !iЫЧисляется только вектор r = Ь-Ах0• З11тем решается систем11 
LUy=r и вычисленное решение добавляется как коррекция к предыдущему 
приближенному решению. Задача за1<лючается в следующем: умножить вектор 
х1 =хо+ у на матрицу LU. выписать резул,,тат в виде итерационной процедуры 
Sx1 = Тх0 +Ь, указав матрицы S и Т соответствующего расщепления, и обь
ясю1ть, почему Т оказывается очень малой. Эта простая операция коррекции 
при1юднт нас к почти точному решению. 



Глава 8 

ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

И ТЕОРИЯ ИГР 

§ 8.1. ЛИНЕЙНЫЕ НЕРАВЕНСТВА 

Линейная алгебра, в отличие от анализа, связана с решением 
только уравнений и не имеет дела с неравенствами. Это всегда 
казалось очевидным, но в конце концов я понял, что линейное 
программирование представляет собой контрпример: оно связано 
с неравенствами, но безусловно является частью линейной алгебры. 
То же самое справедливо и в отношении теории игр, и есть три 
подхода к этим предметам: либо интуитивный-через геометрию, 
либо вычислительный -через симплекс-метод, либо алгебраиче
ский-через теорию двойственности. Для линейного программи
рования эти подходы развиваются в данном параграфе и в § 8.2 
и 8.3. Затем в § 8.4 рассматриваются задачи, имеющие целочис
ленное решение (например, задача о бракосочетании). В пара
графе 8.5 обсуждаются покер и другие матричные игры, а в конце 
объясняется теорема о минимаI<се и ее связь с теоремой двой
ственности из линейного программирования. 

Ключом к этой r лаве служит понимание геометрического 
смысла линейных неравенств. Неравенство лелит п-мерное про
странство на два полупространства, в одном из которых не

равенство выполняется, а в другом не выполняется. Типичным 
примером является неравенство х+ 2у ~ 4. Границей, разделяю
щей эти два полупространства, является прямая х + 2у = 4, на 
которой неравенство обращается в равенство. Над этой прямой 
расположено полупространство, где х + 2у ~ 4 (рис. 8.1 ); под ней 
находится противоr.юложное полупространство, в котором нера

венство неверно. В трехмерном случае рисунок будет почти таким 
же; граница превращается в плоскость, например х + 2у + z -= 4, 
а над ней расположено полупространство t + 2у + z ~ 4. В п-мер
ном случае мы также будем называть (п- 1 )-мерную границу 
«плоскостью». 

В дополнение к неравенствам этого типа в линейном програм
мировании существует еще одно основное ограничение: величины х 
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и у должны быть неотрицательными. Разумеется, это ограниче
ние само по себе дает пару линейных неравенств: х ~ О и у~ О. 
Поэтому у нас есть еще два полупространства с границами, ле-

Рис. 8.1. Уравнения н неравенства. 

жащими прямо на осях координат: неравенство х~ О допускает 
все точки, лежащие по правую сторону от прямой х = О, а у ;;г, О 
дает полупространство над прямой у= О. 

', 
' Z.x+3.r=O 

' ' ..... 

' ' .... 
' 

' ' ' ' ' ..... 

'~ ', 
', ~', ' ' ' ..... 

х+2у=4 

Рис. 8.2. Допустимое множество и фун1щия стоимости 2х+ Зу 

Важный шаг состоит в совместном рассмотрении всех трех 
неравенств х + 2у ~ 4, х ~ О, у~ О. Геометрически их сочетание 
дает выделенную область на рис. 8.2. Эту область можно рас
сматривать ка.к пересечение трех полупространств. Она уже не 
является полупространством. а представляет rобой типичный при
мер того, что в линейном программировании называется допу-
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стимым множеством. Другими словами, допустимое множе
ство образуется из решений набора линейных неравенств. 

Нетрудно заметить, что система вида Ах= Ь, состоящая из т 
уравнений с п неизвестными, на самом деле описывает пересече
ние т различных плоскостей - по одной на каждое из уравнений. 
(Когда т = п и плоскости являются независимыми, они пересе
каются в одной точке, являющейся решением х = А-1ь.) Анало
п1чным образом система т неравенств Ах~ Ь описывает пересе
чение т полупространств. Если, кроме того, потребовать, чтобы 
каждая компонента вектора х была неотрицательна (что записы
вается в виде векторного неравенства х~ О), то в результате 
возникает еще п полупространств. Чем больше ограничений мы 
накладываем, тем меньше будет допустимое множество. 

Может случиться, что допустимое множество окажется огра
ниченным или даже пустым. Если мы перейдем к примеру 
с полупространством х + 2у ~ 4, сохранив неравенства х ~ О, 
у;;;;: О, то в результате получим треугольник ОАВ. При соедине
нии вместе неравенств х + 2у ~ 4 и х + 2у ~ 4 допустимое мно
жество вырождается в прямую: два противоположных ограничения 

дают равенство х + 2у = 4. Если же мы добавим противоречащее 
ограничение, например t+2y ~-:-2, то допустимое множество 
будет пустым 1). 

Алгебра линейных неравенств (или допустимых множеств) 
я в.тrяется составной частью нашего предмета. В линейном про
граммировании, однако, имеется другая существенная составляю

щая: нас интересует не множество всех допустимых точек, а 
определенная точка, максимизирующая или минимизирующая не
которую «функцию стоимости». I( примеру х + 2у ~ 4, х ~ О, 
у~ О мы добавляем функцию стоимости (или целевую фующию) 
2х + Зу. Тогда настоящая задача линейного программирования 
состоит в отыскании точки х, у, лежащей в допустимом мно
жестве и минимизирующей стоимость. 

Геометрическая интерпретация задачи приведена на рис. 8.2. 
Семейство стоимостей 2х + Зу дает семейство параллельных пря
мых, и мы должны найти минимальную стоимость, т. е. первую 
прямую, которая пересекает допустимое множество. Очевидно, 
что это пересечение происходит в точке В, где х• = О и у•= 2; 
минимальная стоимость есть 2х• +Зу*= 6. Вектор (О, 2) называется 
допустимым, поскольку он лежит в допустимом множестве, и он 
оптимален, поскольку он минимизирует функцию стоимости, 
и минимальная стоимость 6 называется значением программы. 
Мы будем помечать оптимальные векторы звездочкой. 

1) Полупространстно х+2у..;;-2 не пересекается с первым квадраН1ом 
х~О. у~О. 
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Нетрудно видеть, что оптимальный вектор находится в углу 
допустимого множества. Это гарантируется геометрией, поскольку 
прямые, задающие функцию стоимости (или плоскости, когда мы 

перейдем к большему числу неизвестных), непрерывно движутся 

(а) Функция стоимостu .х+ 2._v; 
мuнимальное значение 4 

(Ь) Фующuн отоцмооти-х-2..v; 
минимальное значение - оо 

Рис. 8.3. Частные случаи: бесконечное число оптимальных векторов и ни од
ного оптимального вектора. 

вверх, пока не пересекут допустимое множество. Первый контакт 
должен произойти на его границе. Однако при другой функции 
стоимости пересечение может и не быть одной точкой: если стои
мость будет выражаться функцией х + 2у, то все ребро между 
В и А попадет в пересечение одновременно, и мы получим 
бесконечное множество оптимальных векторов на этом отрезке 
(рис. 8.За). Значение по-прежнему остается единственным (х* + 2у• 
равняется 4 для всех оптимальных векторов), и потому задача 
на минимум по-прежнему имеет определенное решение. С другой 
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стороны, задача на максимум вообще не будет иметь решения! 
При нашем допустимом множестве стоимость может подниматься 
сколь угодно высоко и максимальная стоимость бесконечна. Для 
рассмотрения этой возможности в рамках задач на минимум 
следует изменить стоимость на -х-2у. Тогда минимум рав
няется - оо, как на рис. 8.ЗЬ, и вновь решения нет. Каждая 
задача линейного программирования относится к одной из трех 
возможных категорий: либо ее допустимое множество является 
пустым, либо ее функция стоимости на допустимом множестве 
неограниченна, либо имеется -ец-инственное значение для линейной 
программы ( с одним ош;имальным вектором или с бесконечным 
множеством оптимальных векторов). Первые две ситуации должны 
быть весьма нетипичными для реальной экономической или инже
нерной задачи. 

Существует простой способ превращения ограничений-нера
венств в равенства, заключающийся во введении переменной 
невязии w=x+2y-4. Это и есть наше уравнение! Исходное 
ограничение х + 2у ;;;,: 4 превращается в w;;;,: О, что прекрасно 
согласуется с остальными ограничениями х ~ О, у;;;,: О. Именно 
с этого шага tiачинается симплекс-метод: введение переменных 

невязки для каждого из неравенств дает в результате только 

уравнения и простые ограничения на неотрицательность. 

ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ИСХОДНОЙ ЗАДАЧИ 
И ДВОЙСТВЕННОЙ К НЕЙ 

Пожалуй, хватит о необычных случаях. Мы хотим вернуться 
к нашему исходному примеру со стоимостью 2х + Зу и описать 
его словесно. Он является иллюстрацией «задачи о диете» в ли
нейном программировании с двумя источниками протеина-на
пример, бифштексом и арахисовым маслом. Каждый фунт арахи
сового масла дает единицу протеина, каждый фунт бифштекса 
дает две единицы, и диета должна содержать по меньшей мере 
четыре единицы. Поэтому диета, содержащая х фунтов арахисо
вого масла и у фунтов бифштекса, ограничивается неравенствами 
х + 2у ~ 4, х ~ О, у;;;;,: О. (Мы не можем иметь отрицательного 
количества бифштекса или арахисового масла). Это и есть допу
стимое множество, и задача состоит в минимизации стоимости. 

Если фунт арахисового масла стоит 2 доллара, а фунт бифштекса 
3 доллара, то стоимость всей диеты есть 2х+3у. К счастью, 
оптимальная диета состоит из бифштекса: х* = О и у•= 2. 

Каждая линейная программа, в том числе и эта, имеет двой
ственную. Если исходная задача состоит в минимизации, то двой
ственная к ней-в максимизации и решение одной прямо приво
дит к решению другой; фактически минимум в данной «основной 
задаче» должен быть равен максимуму в двойственной к ней. На 
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самом деле это центральный результат в теории линейного про
граммирования, и он будет разъяснен в § 8.3. Здесь же мы будем 
придерживаться задачи о диете и попытаемся дать интерпретацию 

двойственной к ней. 
Для покупателя, выбирающего между бифштексом и арахи

совым маслом из условия минимальной стоимости получаемого 
протеина, двойственной задачей является та, которая стоит перед 
продавцом, продающим синтетический протеин. Он намерен кон
курировать с бифштексом и арахисовым маслом, и мы немедленно 
встречаемся с двумя ингредиентами типичной задачи линейного 
программирования: он хочет максимизировать цену р, но эта 

цена подчиняется линейным ограничениям. Прежде всего синте
тический протеин не должен стоить больше, чем протеин в ара
хисовом масле (2 доллара за единицу) или протеин в бифштексе 
(3 доллара за две единицы). В то же время цена должна быть неот
рицательной, иначе продавец не будет продавать. Поскольку 
диетой требовались четыре единицы протеина, доход продавца 
будет равен 4р и двойственная задача в точности такова: Мак
симизировать 4р, если р ~ 2, 2р ~ 3 и р ~ О. Это пример, в ко
тором двойственную задачу решить легче, чем исходную; она 
имеет лишь одну неизвестную. Ясно, что фа.ктически действует 
лишь одно ограничение 2р ~ 3 и максимальная цена синтетиче
ского протеина равняется 1.50 доллара. Поэтому максимальный 
доход равен 4р = 6 долларов. Это была минимальная стоимость 
в исходной задаче, и покупатель платит одно и то же как за 
натуральный, так и за синтетический протеин. В этом состоит 
смысл теоремы двойственности. 

Упражнение 8. 1. 1. Изобразить допустимое множество с ограничениями 
х+2у:;;;;:6, 2х+у:;;;;:6, х:;;;;:О, у:;;;;:О. Какие точки находятся в трех «углах» 
этого множества? 

Упражнение 8. 1.2 (рекомендуемое). Чему равняется минимальное значение 
функции стоимости х+ у для предыдущРrо допустимого множества? Нарисо
вать прямую x+y=const, которая первой касается допустимого множества 
Как насчет функций стоимости Зх+ у и х-у? 

Упражнение 8. 1 .3. Показать, что допустимое множество, orpa ниченное 
неравенствами х:;;;;:О, у:;;;;:О, 2х+5у..;;;З, -Зх+8у,s;;;;;-5, является пустым. 

Упражнение 8.1.4. Показать, что следующая задача допустима, но не огра
ничена и не имеет поэто111у оптимального решения: максимизировать х+ у при 
к:;;;;:О, у:;;;;:О, -Зх+2уЕ;;;;-1, x-y,s;;;;;2. 

Упражнение 8.1.5. Добавить одно ограничите.11ьное неравенство к х:;;;;:О, 
у:;;;;: О так, чтобы допустимое множество содержало лишь одну точку. 

Упражнение 8. 1 .6. Какую форму имеет допустимое множество х:;;;;: О, у:;;;;: О, 
~г:;;.,о, x+u+z=1 и чему равен максимум выражения х+2у+Зz? 
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ТИПИЧНЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 

В следующем параграфе мы сконцентрируем внимание на ре
шении (и опустим формулировки) задач линейного программиро
вания. Поэтому пора описать некоторые практические ситуации, 
в которых может возникнуть следующая математическая задача: 

минимизировать или максимизировать линейную функцию стои
мости, подчиняющуюся линейным ограничениям. 

l. Выбор портфеля ценных бумаг. Предположим, что имеются 
три типа ценных бумаг: федеральные стоимостью А, дающие 
5% годовых, муниципальные стоимостью В, дающие 6% годовых. 
и акции урановой компании стоимостью С и дающие 9% годовых. 
Мы можем купить этих бумаг на суммы х, у и z соответственно 
с тем, чтобы общая сумма не превосходила 100 тысяч долларов. 
Задача состоит в максимизации процентного дохода при условиях, 
что 

i) в уран можно вложить не более 20 тысяч долларов; 
ii) средняя стоимость выбранных бумаг должна быть не меньше В. 

Задача: максимизировать величину 5х + 6у + 9z при условиях 
x+y+z::::;;;; 100 ООО, z::::;;;; 20 ООО, z ~х, х, у, z;;:,: О. 

2. Плакирование производства. Пусть корпорация «Дженерал 
Моторе» получает прибыль в размере 100 долларов на каждый 
«шевроле», 200 долларов на каждый «бьюик» и 400 долларов на 
каждый «кадиллак». Они проходят соответственно по 20, 17 и 
14 1\IИЛЬ на одном галлоне бензина, а Конгресс постановил, что 
в среднем производимый автомобиль должен проходить 18 миль 
на галлоне бензина. Завод может собрать «шевроле» за 1 минуту, 
«бьюик»-за 2 минуты, а «кадиллак»-за 3 минуты. Чему рав
няется максимальная прибыль за восьмичасовой рабочий день? 

Задача: максимизировать величину 1 ООх + 200у + 400z при 
условиях 

20х + 17у+ 14z;;:,: 18 (х + y+z), х + 2у + Зz ~ 480, х, у, z;;:,: О. 

Упра,киеиие 8.1.7. Решить задачу о портфеле ценных бумаг. 

Упражнеии.е 8.1.8. В допустимом множестве дл'I второго примера условие 
неотрпцательности х, у, z ;;а, О выделяет одну восьмую трехмерного простран
ства (положительный октант). Как он разрезается двумя плоскостями, соответ
ствующими ограничениям, и ка1<ую форму имеет допустимое множество? Каким 
образом его углы показывают, что при этих двух ограничениях в оптималь

ном решении будет только две марки автомашин? 

Упражнение 8.1.9. Зада<tа о перевозках. Пусть Техас, Калифорния и 
Аляска производят по миллиону баррелей нефти. Город Чикаго потребляет 
800 тысяч баррелей и расположен на расстоянии 1000, 2000 и 3000 миль от 
соответствующих месторождений. Оставшиеся 2200 тысяч баррелей транспор-
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тируются в Новую Англию на расстояние 1500, 3000 и 3700 миль соответственно. 
Если стоимость перевозки барреля составляет одну единицу на миmо, то какую 
линейную программу с пятью ограничениями-равенствами нужно решить, чтобы 
оптимизировать величины х, у, z для Чикаго и и, v, w для Новой Англии? 

§ 8.2. СИМПЛЕКС-МЕТОД 

Этот параграф посвящен линейному программированию с п не
известными и т ограничениями. В предыдущем параграфе мы 
имели п = 2 и т = 1; там были две неотрицательные переменные 
и одно ограничение х + 2у;:;;;;,: 4. Более общий случай нетрудно 
объяснить, но нелегко решить. 

Наилучшим способом для описания задачи является ее мат
ричная запись. п неизвестных образуют неотрицательный век1ор
столбец х = [ х1 х2 • • • хп]т. Чтобы быть «допустимым», этот вектор 
должен удовлетворять т ограничениям помимо х ~ О; мы запи
сываем эти ограничения в виде Ах~ Ь. Матрица А имеет размер 
т х п, и каждая из ее строк дает одно неравенство (точно так же, 
как в остальной части книги каждая строка системы Ах = Ь давала 
одно уравнение). Матрица А и вектор Ь заданы-для ограниче
ния х+2у~4 мы имели A=[l :2] и Ь=[4]. Функция стоимости 
тоже задана, и она также является линейной; она равняется 

с1х1 +с2х2 + ... +спхп, или сх 1). Задача состоит в отыскании до
пустимого вектора, минимизирующего стоимость; этот вектор и 

есть оптимальный. 

Задача на минимум: минимизировать сх при условиях 
х~О. Ах~Ь. 

Геометрическая интерпретация очевидна. Первое условие х ~ О 
ограничивает вектор «положительным квадрантом» в п-мерном 

пространстве-это есть область, общая для всех полупространств 
х1 ~ О. В двумерном случае это четверть плоскости, в трехмер
ном-восьмая часть пространства; в общем случае имеется один 
шанс из 2п для того, чтобы вектор был неотрицательным. Другие 
т ограничений дают т дополнительных полупространств, и до
пустимыми векторами являются те, которые удовлетворяют всем 

т+п условиям; они лежат в квадранте х~О и одновременно 
удовлетворяют Ах~ Ь. Другими словами, допустимое множество 
есть пересечение т + п полупространств; оно может быть огра
ниченным (с плоскими сторонами!), неограниченным или пустым. 

Функция стоимости сх вводит в задачу полное семейство 
параллельных плоскостей. Один из элементов этого семейства, 
а именно содержащий начало координат, является плоскостью 
сх = О; если вектор х удовлетворяет этому уравнению, то он имеет 

Ч с-вектор-строка. 
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«нулевую стоимость». Остальные плоскости сх = const дают все 
возможные стоимости. При изменении стоимости эти плоскости 
перемещаются в п-мерном пространстве и оптимальным вектором х* 

будет тот, при котором плоскость впервые коснется допустимого 
множества. Этот вектор х* является допустимым, и соответствую
щая стоимость сх"' является минимальной внутри допустимого 
множества; таким образом, х"' решает стандартную задачу на ми
нимум в линейном программировании. 

Наша цель в этом параграфе заключается в вычислении х*. 
В принципе мы можем сделать это путем отыскания всех углов 
допустимого множества и вычисления стоимостей в них; тогда 
угол с минимальной стоимостью будет оптимальным. Однако 
практическая реализация данного подхода невозможна, поскольку 

таких yr лов насчитываются миллионы и мы не можем произво

дить вычисления во всех них. Вместо этого мы обратимся к сим
плекс-методу, который без сомнения можно считать наиболее 
плодотворной идеей современной вычислительной математики. Он 
был разработан Данциrом как систематический способ для реше
ния задач линейного программирования и либо по счастливой 
случайности, либо благодаря выдающимся достои.нствам имел 
потрясающий успех. Этапы этого метода приведены на стр. 372, 
но сначала мы попытаемся разъяснить их насколько возможно. 

Мне кажется, что лучше всего сделать это геометрически. На 
первом шаге мы просто находим некоторый угол допустимого 
множества, что составляет первую фазу. Сердцем метода является 
его вторая фаза, заключающаяся в движении от угла к углу вдоль 
рРбер допустимого множества. В типичном случае нам придется 
выбирать для движения одно из п ребер; некоторые из них будут 
уводить от оптимального (но неизвестного) х"', другие будут по
степенно приближать нас к этому вектору. Данциr предложил 
двигаться вдоль того ребра, которое гарантирует убывание стои
мости. Это ребро приводит к новому углу с меньшей стоимостью, 
и уже нет возможности вернуться к чему-либо более дорогому. 
Постепенно мы достигнем особого уrла,для которого уже все направ
ления станут недопустимыми и стоимость минимизирована. Этот 
угол дает оптимальный вектор х*, и процесс останавливается. 

Реальная трудность состоит в переходе от этой идеи к ее 
алгебраической реализации. Сначала нужно интерпретировать 
слова угол и ребро в п-мерном пространстве. Угол является точкой 
пересечения п различных плоскостей, каждая из которых задается 
одним уравнением-в точности, как три плоскости (или передняя 

стена, боковая стена и пол) образуют трехмерный угол. Вспом
ним, что допустимое множество в линейном программировании 
определяется т неравенствами Ах~ Ь и п неравенствами х ~ О. 
Каждый из углов множества образуется путем замены п из п +т 
неравенств на равенства и отыскания точки пересечения этих 
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плоскостей. В частности, одна возможность состоит в выборе п 
уравнений х1 = О, ... , хп = О, что даст начало координат. I(ак 
и для всех остальных случаев, эта точка пересечения будет 
истинным углом только в том случае, когда она удовлетворяет 
также и т остальным ограничениям. В противном случае она 
даже не лежит внутри допустимого множества и является ложной. 
Пример в упр. 8.1.1 содержал п = 2 переменных и т = 2 огра
ничений; существует шесть возможных пересечений, только три 
из которых на самом деле являются углами допустимого множе

ства (см. рис. 8.4). Эти углы обозначены через Р, Q, R; они 

Х=О 

Рис. 8.4. Углы и ребра допустимого множества. 

дают векторы (О, 6), (2, 2), (6, О), один из которых должен быть 
оптимальным (кроме случая, когда минимальная стоимость рав
няется -оо). Остальные три угла, включая начало координат, 
являются ложными. 

В общем случае имеется (п +m)l/n!ml возможных пересечений, 
что равняется числу способов, которыми можно выбрать п из 
п + т плоскостей 1). Если допустимое множество является пустым, 
то ни одно из этих пересечений не будет настоящим углом до
пустимого множества. Отыскание настоящего yr ла или установ
ление пустоты допустимого множества является задачей первой 
фазы; в дальнейшем предполагается, что некоторый угол уже 
найден. 

Уберем одну из п пересекающихся плоскостей; в результате 
останется п-1 уравнений и, следовательно, одна степень сво
боды. Точки, удовлетворяющие этим п-1 уравнениям, образуют 
ребро, выходящее из yr ла. Геометрически это ребро является 

1) Величина этого числа и объясняет, почему вычисление стоимости для 
всех углов является совершенно нереальной задачей при больших п. 
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пересечением п- 1 плоскостей. Поскольку мы должны оставаться 
в допустимом 1"1ножестве, то мы не можем выбирать направление 
движения вдоль ребра: только одно направление остается до
пустимым. Но мы можем выбирать любое из п различных ребер, 
и этот выбор осуществляется фазой 2. 

Для описания этой фазы мы должны переписать систему Ах~ Ь 
в форме, совершенно аналогичной п простым ограничениям 
х1 ~ О, ... , Хп ~ О. Для этого служат переменные невязки w = 
= Ах-Ь. С их помощью т ограничений Ах~ Ь переходят 
в w1 ~ О, ... , wm ~ О с одной переменной невязки для каждой 
строки матрицы А. Тогда уравнение w= Ах-Ь, или Ax-w=b, 
в матричной форме записывается как 

[А-/] [:]=Ь. 

Допустимое множество определяется этими т уравнениями и 
п + т простыми неравенствами х ~ О, w ~ О. Другими словами, 
обычная задача привелась к каноническому виду с ограничениями 
в виде равенств. 

Для завершения этого перехода остается устранить различие 
между исходным вектором х и новым вектором w, поскольку они 
не различаются в симплекс-меходе и сохранять обозначения 

[А -/] и 

не имеет смысла. Поэтому мы изменим обозначения и будем обо
зкачать через А расширенную матрицу, а через х расширенный 
вектор. Тогда ограничения-равенства запишутся в виде Ах= Ь 
и п+т простых неравенств перейдут в х ~ О 1). Начальный век
тор стоимости с должен быть расширен путем добавления т ну
левых компонент; тогда стоимость сх при новой интерпретации 
обозначений ,с и с совпадает с исходной. Единственное отличие, 
вызванное введением переменных невязки, состоит в том, что 

матрица А будет иметь размер тх(п+т), а вектор х будет иметь 
п + т компонент. Мы сохраняем старые обозначения т и п в ка
честве напоминания о произведенной замене. 

Пример. В задаче, проиллюстрированной на рис. 8.4, с огра
ничениями х+2у~6, 2х+у~6 и функцией стоимости х+у 
новая система имеет вид 

A=[l 2 -1 О], 
2 1 О -1 

и C=[l 1 О О]. 

1) Разумеется, в экономических или физических задачах ограничения могут 
иметь вид равенств с самого начала. В этом случае переменные невязки не 
нужны и симплекс-метод будет сразу работать с системой Ах= Ь. 
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После этого перехода к ограничениям-равенствам можно при

менять симплекс-метод. Вспомним, что фазой 1 уже найден угол 
допустимого множества, т. е. точка пересечения п плоскостей: 
п исходных неравенств х;;;,, О и Ах;;;,, Ь (или w;;;,, О) преобразованы 
в уравнения. Другими словами, угол есть точка, в которой п 

компонент нового вектора к ( или исходного вектора l : ] ) равны 
нулю. В системе Ах= Ь мы будем считать эти п компонент ве1<
тора х свободными переменными, а остальные т компонент-ба
зисными переменными. Тогда, полагая п свободных переменных 
равными нулю, из т уравнений системы Ах=Ь находим т ба
зисных переменных. Это решение х называется базисным в соот
ветствии с тем, что оно полностью зависит от базисных перемен
ных. Если, кроме того, ненулевые компоненты вектора х 
неотрицательны, то соответствующий угол будет истинным, т. е. 
принадлежащим допустимому множеству. 

ВА. Углы допустимого множества являются базисн.ы.ми до
пусти.мы.ми решения.ми системы Ах=Ь: решение х является 
базисным, когда п из т + п его компонент равны -нулю, и оно 
допустимое, если х;;;,, О. Первая фаза симплекс-метода дает 
одно базисное допустимое решение, а вторая фаза служит для 
последовательного приближения к оптимальному решению. 

Пример. Угловая точка Р на рис. 8.4 дается пересечением 
прямых х= О и 2х+ у-6= О, так что две компоненты векторах 
равны нулю, а две другие положительны. Следовательно, он 
является базисным и допустимым: 

Ах-[~:-~ -~1 г~J-,=[:J=b. 
LO 

Остается принять главное решение: в какой угол следует 
теперь переходить? Мы нашли один угол, в котором т компонент 
вектора х являются положительными, а остальные-нулями, и 

хотим двигаться вдоль ребра допустимого множества в соседний 
yroJI. Тот факт, что эти два угла являются соседними, означает, 
что из т базисных переменных т-1 останутся базисными и 
лишь одна станет свободной (нулем). Одновременно одна из сво
бодных переменных станет базисной; ее значение из нуля станет 
положительным, а остальные т-1 основных переменных изме
нятся, оставаясь положительными. Задача состоит в том, чтобы 

решить, какую переменную следует исключить из базисных и 
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какую добавить. Если мы знаем, какие т переменных являются 
базисными в новом углу, их значения вычисляются путем решения 
системы т уравнений Ах= Ь, где оставшиеся компоненты век
тора х полагаются равными нулю. 

Поясним сказанное на примере: 
Минимизировать 7 Ха -х4 -3х0 при условиях 

х1 +Ха+ 6х4 + 2х5 = 8, 
Х2 +ха + Зх0 =9. 

Начинаем -с угла, где х1 = 8 и х2 = 9 ( они являются базисными 
переменными) и Ха= х4 = х5 = О. Ограничения удовлетворяются, 
но стоимость может не быть минимальной. Фактически именно 
функция стоимости определяет, какую свободную переменную 
нужно ввести в базис. Глупо делать положительной переменную 
Ха, поскольку коэффициент при ней равен + 7, а мы пытаемся 
уменьшить стоимость. Целесообразно выбирать переменную х4 
или х0 , и мы выберем х5 , поскольку коэффициент -3 при ней 
является более отрицательным. Если бы все коэффициенты были 
положительны, то исходное решение уже являлось бы оптималь
ным. 

Если переменная х0 включается в базис, то либо х1 , либо х~ 
1.:ледует исключить из него. Если х0 увеличивается в первом из 
уравнений, а х1 уменьшается, с тем чтобы сохранить равенство 
х1 + 2х0 = 8, то х1 окажется равной нулю при х5 = 4. К этому 
моменту, однако, величина х2 во втором уравнении уже станет 

отрицательной: Х5 = 4 влечет за собой равенство х2 = -3. Пра
вило состоит в том, чтобы увеличивать х5 до тех пор, пока одна 
нз базисных переменных не станет равной нулю, после чего она 
становится свободной. В нашем случае х2 равняется нулю при 
х. = 3 и из первого уравнения получаем, что х1 = 2. Стоимость 
при этом падает до -9. В общем случае мы вычисляем отноше
ния правых частей к коэффициентам при включаемой перемен
ной, 8/2 и 9/3, и наименьшее отношение показывает, какая из 
переменных станет свободной. 

Это правило учитывает лишь положительные отношения, по
скоJ1ьку если коэффициент при х5 будет равен -3 вместо +3, 
то увеличение х5 будет одновременно увеличивать х2 (при х0 = 10 
мы получим х2 = +39 во втором уравнении) и мы никогда не 
получим нулевого х2 • Если все коэффициенты при х0 являются отри
цательными, то мы имеем неограниченный случай: х. можно не
ограниченно увеличивать и при этом стоимость будет убывать 
до -оо, причем мы не покинем допустимое множество. Реб-ро 
является бесконечно длинным. 

В нашем случае шаг заканчивается в углу х1 = 2, х2 = Х3 = 
= х4 = О, х0 = 3. Однако следующий шаг будет простым только 
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в том случае, когда уравнения имеют подходящий вид- когда 
базисные переменные выделены, как это было в исходной ситуа
ции с х1 и х2 • Для этого мы осуществляем «выделение ведущего 
элемента», решая второе уравнение относительно х5 и подставляя 

результат в функцию стоимости и в первое уравнение: 3х5= 
= 9-х2-Х3 , так что новая задача имеет вид: 

минимизировать 7х3 -Х4 -(9-х2 -х8)=х2 +Вх8 -х4-9 при 
условиях 

Следующий шаг осуществляется просто. Единственный отрица
тельный коэффициент в функции стоимости означает, что должна 
включаться переменная х4 • Отношения 2/6 и 3/0 ознаЧ'ают, что 
исключаться должна переменная х1 • Новый угол задается соот
ношениями xi = х2 = х8 =О, х4 = 1 /3, х5 = 3, и новая стоимость 

равна -9 ~ . Она и является оптимальной. 
В задачах большей размерности исключаемая переменная 

впоследствии может вновь попасть в базис. Однако поскольку 
стоимость продолжает снижаться (исключая вырожденный слу
чай), ситуация, когда все т базисных переменных вернутся, не
возможна. Ни один угол не посещается дважды, и процесс дол
жен остановиться в оптимальном yr лу (или на - оо, если стои
мость является неограниченной). Что самое замечательное, так 
это быстрота, с которой обычно находится оптимальный угол. 

Замечание о вырожденности. Угол называется вырожденным, 
если в нем равны нулю не п компонент вектора х, а больше, 
т. е. через этот угол проходит больше чем п плоскостей и 
некоторые из базисных переменных обращаются в нуль. В симп
лекс-методе признаком этого служит появление нуля в правой 
части уравнений. В результате этого отношения, определяющие 
исключаемую переменную, будут содержать нули и базис может 
изменяться без выхода из данного угла; на самом деле мы 
могли бы до бесконечности кружиться на месте, выбирая базис. 

Такую ситуацию можно устранить либо путем соответствую
щей перестройки симплекс-метода, либо предполагая, что зацик
ливания не происходит. К счастью, последнее согласуется с вы
числительной практикой. 

Упражнение 8.2.1. Минимизировать х1+х2-х8 при условиях 

2х1 -4х2+х8+х4 =4, 
Зх1+Бх2+хs +х5=2. 
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Какая из переменных х1 , х2 , х3 должна быть включена в базис и какая из 
х4 , х5 должна его покинуть? Вычислить новую пару базисных переменных и 
найти стоимость в новом углу. 

Упражнение 8.2.2, Сделав первый шаг, подготовить и осуществить сле
дующий. 

ТАБЛИЦА 

Каждый шаг симплекс-метода состоит из принятия решений и 
операций над строками матрицы: нужно выбрать входящую и 
исключаемую переменные и осуществить это включение и исклю

чение. Один из способов организации этого состоит во включении 
данных в большую матрицу, называемую таблицей. Чтgбы 
объяснить все операции, мы сначала осуществим их в терминах 
матриц, присутствующих в формуле для стоимости (и для кри
терия остановки процесса, которому удовлетворяет лишь опти

мальный угол). Нам задана матрица А, правая часть Ь и вектор 
стоимости с, так что исходная таблица имеет вид 

Т=ГАiЬ• 

l;·-taJ · 
Эта матрица имеет размер (т + 1) х (т + п + 1 ). В таком ее виде 
базисные переменные легко спутать с другими и поэтому первый 
шаг заключается в том, чтобы оставить по одной базисной пере
менной в каждой строке, после чего станет легко принимать ре
шения. Предположим, что х1 , ••. , Хт являются базиснымй пере
менными (при необходимости можно произвести перенумерацию), 
а остальные п переменных являются свободными. Тогда первые т 
столбцов матрицы А образуют квадратную матрицу В (базисную 
матрицу для этого угла) и оставшиеся п столбцов дают мат
рицу F размера т х п. Аналогичным образом вектор стоимости с 
разбивается на [с8 ер], а вектор х-на [х8 хр]т. Основной мо
мент состоит в том, что в этом углу Хр= О и уравнение Ах= Ь 
превращается в Вхв=Ь, откуда находятся базисные перемен
ные Хв, Таким образом, стоимость равняется сх = с8хв, Для ра
боты с таблицей мы мысленно разбиваем ее на клетки: 

Т=ГВ iF lb l 
1----1-----l- . 
LcвicFiO .J 

Базисные переменные будут разделены, если мы сможем заменить 
матрицу В единичной матрицей. Это достигается при помощи 
преобразований строк, и в результате получаем 

Т' =rl __ , в-~р ! в-1Ь 1. 
Lcвi ер j О .J 
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Естественно, матрица, преобразующая В в I, есть в- 1 , хотя она 
нигде не присутствует явно. Поэтому все вычитания одной строки 
из другой в совокупности эквивалентны умножению на в- 1 • (Фак
тически мы I!роизводим шаг метода Гаусса -Жордана, аналогич
ный описанному на стр. 45; ведущие элементы устраняются путем 
деления на них, так что на диагонали остаются единицы, а над 

ними и под ними получаются нули.) Для завершения мы исполь
зуем эти единичные ведущие элементы, чтобы получить нули 
также и в нижней строке, где теперь расположен вектор Св, Для 
этого первая строка умножается на с1 и вычитается из послед

ней, затем вторая строка умножается на с2 и т. д., т. е. [8 
умножается на верхнюю часть матрицы и вычитается из нижней: 

Т"=Гf: в-tр , в- 1ь -i 

1----:-------------------------:--------------------· /. 
LO ! Ср-СвВ-1F!-с8В- 1Ь .J 

На этом построение таблицы заканчивается и остается лишь пра
вильно ее интерпретировать. Наша задача заключалась в мини
мизации сх при х;;;,,О, Ах=Ь. Уравнение Ах=Ь умножалось 
на в- 1 , давая в результате 

Хв + B-1Fxp= В- 1Ь, (1) 

и стоимость сх = СвХв +cFxF превращалась в 
СХ= (сF-свВ-] F) Хр+свВ- 1Ь. (2) 

Важно то, что таблица содержит все нужные величины. Справа 
расположены базисные переменные Хв = в- 1ь (свободные пере
менные суть Хр= О). Текущая стоимость равняется сх= свВ- 1Ь и 
находится внизу справа со знаком минус. И, что самое важное, 
мы можем определить, является ли данный угол оптимальным, 
взглянув на функцию стоимости, расположенную в середине 
нижней строки. Если какой-либо из ее элементов является отри
цательным, то стоимость может быть уменьшена. Если все коэф
фициенты положительны или равны ну.llю, то любое изменение 
может только увеличить стоимость и наилучший угол найден. 
Это и есть иритерий останова, или условие оптималь
ности: 

88. Если вектор r=cp-c8 B- 1F является неотрицательным, 
то уменьшить стоимость невозможно: угол уже является 

оптимальным и минимальная стоимость равняется с8В- 1Ь. 
Следовательно, условие r;;;,, О является критерием останова 
симплекс-метода. Если это условие не выполняется, то каж
дая отрицательная компонента вектора r соответствует 
ребру, вдоль которого стоимость может быть уменьшена и 
обычной стратегией является выбор наuбольщей по модулю 
отрицательной компоненты вектора r. 
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Если по этому правилу была выбрана i-я компонента вектора r, 
то исходный угол не является оптимальным и i-я компонента 
(скажем, а) вектора xF станет положительной. Остается вопрос, 
насколько большой становится эта компонента? Мы решили, 
какая компонента из свободной станет базисной, а теперь мы 
должны решить, какая из базисных компонент должна стать 
свободной. При увеличении а некоторые компоненты вектора х8 
могут начать уменьшаться, и мы попадаем в следующий угол, 
когда какая-либо компонента вектора х8 окажется равной нулю. 
Именно эта компонента (скажем, k-я) становится свободной 
переменной. В этой точке мы получим новый вектор х, который 
одновременно является допустимым и базисным: он является 
допустимым, так как по-прежнему х;;;,: О, и он базисный, по
скольку мы вновь имеем п нулевых компонент. При этом i-я 
компонента вектора xF, которая изменилась от нуля до а, за

меняет k-ю компоненту вектора х8 , которая обратилась в нуль. 
Остальные компоненты вектора х8 также изменятся, но оста
нутся положительными. 

8С. Пусть и есть i-й столбец матрицы F, который был вы
бран по ВВ, чтобы стать из свободного базисным. Тогда соот
ветствующая компонента в новом углу х равняется 

. (B-lb)J (B- lb)k 
ct=m1П(B-1u)1 (B-lu)k. (3) 

Минимум берется только по положительным компонентам 
вектора в-1и. Если положительные компоненты отсутст
вуют, то следующий угол расположен бесконечно далеко и 
стоимость можно уменьшать безгранично; минимальная стои
мость равняется -оо. В противном случае старый k-й 
столбец матрицы В заменяется новым столбцом и симплекс
метод начинает работать в новом углу. 

Столбцы в-1ь и в- 1u присутствуют в окончательной таблице 
(В- 1и является столбцом матрицы в- 1F и расположен над самым 
отрицательным элементом в нижней строке r), так что отношения 
сразу вычисляются. 

Пример. При функции стоимости вида х + у и ограничениях 
х+2у-и=6, 2x+y-v=6, которые мы рассматривали выше, 
первая таблица имеет вид 

[
1 2 
2 1 
1 1 

-~ -~ :] . 
о о о 
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Если мы начинаем с того же угла Р на рис. 8.4, в котором 
прямая х = О пересекается с 2х +у= 6 (что эквивалентно ра
венству v = О}, то базисными будут оставшиеся две переменные 
у и и. Для единообразия переставим местами первый и третий 
столбцы, после чего вектор и будет расположен до х: 

Т=Г-1 2!1 Oj6J. 

l--: --: 1 :--: J : 

Для процесса ~сключениuя умножим первую строку на -1, что 
даст единичныи ведущии элемент, и после этого при помощи 

второй строки получим нули во втором столбце: 

T"=rl О! 3 -2! 6]. о 1 ! 2 -11 6 

L
o ___ o i _1·------1-1-6 

. ' 
Первым делом посмотрим на r = [-1 1] в нижней строке. Он 
имеет отрицательную компоненту, так что текущий угол и = 
= у= 6 и текущая стоимость +6 не являются оптимальными. 
Отрицательная компонента находи.тся в третьем столбце, так что 
третья переменная х будет включаться в базис. Столбец над этой 

отрицательной компонентой есть в-iu = [:] , и его отношения 
с последним столбцом равны 6/3 и 6/2. Поскольку первое отно
шение меньше, первая неизвестная и (и первый столбец таб
лицы) будет исключаться из базиса. 

В новой таблице мы меняем местами первый и третий стол
бец, и выделение ведущих элементов по методу исключения в 
этой таблице дает 

[_:-:1:-=:.1_:J~ 
1 1 

01 ~ 
1 2 

О 1:--
1 3 
: 

2 
__ ,,.,_,. ______ ., ................. -............................... .. 

о о! 
L ! 

1 1 i 
-3 -:-4 

3 i .J 

Теперь r = [1/3 1/3] является положительным и критерий оста
нова проходит. У гол х =у= 2 и соответствующая стоимость +4 
будут оптимальными. 

Упражнение 8.2.З. Пусть исходная функция стоимости имеет вид зх+u, 
так что по1:ле перестановки с= (О, 1, 3, О) в yr лу Р. Показать, ч-то r ~ О и, 
следовательно, что этот угол является оптимальным. 
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Упражнение 8.2.4. Пусть исходная функция стоимости имеет вид х-у, 
так что после перестановки с=(О, -1, 1, О) в углу Р. Вычислить r и опре
делить, какой столбец и должен быть включен в базис. После этого вычис
лить в- 1u и показать (используя его знак), что другой угол никогда не 
будет достигну1. Мы поднимаемся вдоль оси у (см. рис. 8.4) и величина 
х-у убывает к - оо. 

Упражнение 8.2.5. В том же самом примере изменить стоимость на 
х+3у. Проверить, что симплекс-метод С!iудет переводить нас от Р к Q и к R 
и что угол R является оптимальным. 

Упражнение 8.2.6. Первая фаза состоит в отыскании базисного допусти
мого решения ,::;;;:~fМЫ Ах= Ь. После изменения знаков, чтобы сделать Ь ;;;а. О, 
рассмотреть дополнительную задачу минимизации w1 +w2+ .. . +wm при 
условиях х ;;;а. О, w;;;a. О, Ax+w= Ь. Если система Ах= Ь имеет неотрицатель
ное решение, то минимальная стоимость в этой задаче будет равняться нулю -
с w*=O. 

а) Показать, что для новой задачи угол х=О, w=b является одновре
менно базисным и допустимым. Поэтому для нее первая фаза уже выполнена и 
симплекс-метод может начинать работу по отысканию оптимальной пары 
х*, w*. Если w*=O, то х* есть требуемый угол исходной' задачи. 

Ь) для A=[I -1] и Ь=[3] выписать дополните.,:~ьную задачу, вектор ее 
первой фазы из предыдущего пункта (а) и оптимальный вектор. Найти угол 
допустимого множества х1 -х2= 3, х1 ;;;а. О, х2 ;;;а. О и нарисовать это множество. 

Упражнение 8.2.7. Если мы хотим максимизировать, а не минимизиро
вать стоимость (по-прежнему для Ах= Ь и х ;;;а. О), то каким будет критерий 
останова для r? По каким правилам должны выбираться столбцы матрицы F,. 
которые следует сделать базисными, и столбцы матрицы В, которые должны 
становиться свободными? 

Упражнение 8.2.8. Минимизировать 2х1 + х2 при условиях х1 + х2 ;;;а. 4, 
х1+3х2:;;;а.12, Х1-х2;;;а.О, х1;;;а.О, х2 :;;;а.О. 

ОРГАНИЗАЦИЯ ШАГ А СИМПЛЕКС-МЕТОДА 

Мы осуществили переход от геометрии симплекс-метода к его 
алгебре, т. е. от языка «углов» к языку «базисных допустимых 
решений». Теперь мы знаем, что основную роль играют вектор r 
и отношение а, и хотим вновь вернуться к их вычислению. Это 
является основой симплекс-метода и может быть организовано 
тремя способами: 

( 1) составлением таблицы; 
(2) вычислением в-1 всякий раз, когда k-й столбец матрицы В 

заменяется i-м столбцом и из F; 
(3) вычислением В= LV и пересчетом этих множителей 

вместо в-1 . 

Этот список представляет собой краткую историю симплекс
метода. В некотором смысле наиболее удивительным его этапом 
был первый-таблица, -который был доминирующим в течение 
многих лет. Для большинства из нас он привносил в линейное 
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программирование ощущение тайны главным образом потому, что 
он ухитрялся почти полностью обходиться без матричных обо
значений tпоскольку все матрицы выписывались целиком!). 
Однако с вычислительной точки зрения пора таблиц кончилась 
(кроме простых задач в учебниках). 

Дело в том, что, после того как вектор r вычислен и его 
максимальная по модулю отрицательная компонента показала, 

какой столбец будет включен в базис, ни один из оставшихся 
столбцов, расположеннв1х над r, не будет использоваться. Их 
вычисление является пустой тратой времени. В большой задаче 
сотни столбцов будут вычисляться снова и снова в ожидании 
своей очереди для включения в базис. Столь тщательное прове
дение всех исключений дает теоретическую строгость, но явля
ется неоправданным для практики. 

Пора заканчивать описание табличного метода. Значительно 
быстрее и значительно проще оказывается рассмотрение симплекс
метода и выяснение того, какие вычисления действительно 
являются необходимыми. На каждом шаге мы должны перестав
лять столбец матрицы F со столбцом матрицы В и решать 
(в соответствии с r и а), какие именно столбцы должны меняться 
местами. Эrот шаг состоит в выполнении следующего набора 
операций, начинающегося с данной базисной матрицы В и реше
ния Хв = В-1Ь: 

Таблица 8.1. Шаг симпл.е,ес-метода 

1) Вычисляем вектор-строку 'л=свВ-1 и вектор r=cp-'A.F. 
2) Если r ~ О, то процесс останавливается; текущее реше

ние является оптимальным. В противном случае если r i есть 
наибольшая по модулю отрицательная компонента, то i-й 
столбец матрицы F будет включаться в базис. Обозначим его 
через и. 

3) Вычисляем v = в-1u. 
4) Вычисляем отношения в- 1ь к в-1и для положительных 

компонент в-1u. Если положительные компоненты отсутст
вуют, то минимальная стоимость равна- оо; если же наи

меньшим является отношение k-x компонент, то будет заме
няться k-й столбец матрицы В. 

5) Переписываем В (или в- 1) и решение Хв=В-1Ь и пере
ходим к первому пункту таблицы. 

Эта методика иногда называется исправленным симплекс-мето
дом, чтобы отличать ее от действий с таблицей. На самом же 
деле она и представляет собой (в сжатом виде) симплекс-метод. 

Для завершения этого обсуждения остается решить, каким 
образом доJ1жны осуществляться первый, третий и пятый шаги, 
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на которых мы вычисляем 

Л=СвВ-1 , V=B- 1u и Хв=В-1Ь. (4) 

Чаще всего работают непосредственно с матрицей в- 1 , вычисляя 
ее в явном виде по базисным столбцам матрицы В, взятым в 
исходном углу. Тогда в последующих углах процесс вычисления 
будет простым. Мы помещаем новый вектор в- 1и в k-й столбец 
таблицы (исключаемый столбец) и затем переводим соответствую
щую матрицу в единичную матрицу путем исключений: 

Гl Гl 

Е= ·В-1и в · 1 =1. (5) 

L · 1 . 1 _) 

Естественно, преобразующая матрица есть в-~. После вычисле
ния матрицы в-1 для первого угла в симплекс-методе матрица 
в-1 для каждого последующего угла находится путем умноже
ния слева на в-11). 

Вместо фактического изменения матрицы в- 1 проще хранить 
в памяти лишь матрицы в-1 • Затем они последовательно приме
няются к заданным векторам Св, и и Ь, но не ко всем столбцам 
матрицы F. Это называется «обратной матрицей в виде произве
дения». Для устранения громоздких вычислений текущая матри
ца В периодически обращается заново; тогда информация, содер
жащаяся в матрицах в-1 , может быть стерта. 

Более новый подход заключается в использовании обычю:~IХ 
методов линейной алгебры, если рассматривать (4) как три урав
нения с одной и той же матрицей коэффициентов В: 

лВ=с8 , Вv=и, Вхв=Ь. (6) 

Тогда стандартное разложение В=LИ (или РВ=LИ, где до
пускаются перестановки строк для повышения устойчивости 
счета) сразу дает три решения. В книге Ленбергера (см. список 
литературы) объясняется, как можно избежать пересчета этих 
сомножителей. 

Остается ответить на один вопрос: сколько шагов симплекс
метода нам придется сделать? Заранее ответить на этот вопрос 
невозможно. Опыт показывает, что метод использует около т 

1) Эта матрица найдена в упр. 8.2.9, и она является столь же простой, 
как и Е. 
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различных углов, т. е. требует примерно m2n действий-вели
чина, сравнимая с объемом вычислений при использовании метода 
исключения для системы Ах= Ь, - чем и объясняется успех 
симплекс-метода. Но математические расчеты показывают, что 
длина пути не всегда может быть ограничена числом, кратным т, 
или фиксированной степенью числа т. Сейчас известно, что наи
худшие допустимые множества могут дать путь, состоящий более 
чем из стп12 ребер, где число с не зависит от т, но по какой-то 
причине, лежащей в геометрических свойствах. многомерных мно
гогранников, симплекс-метод оказывается «везучим». 

Упражнение 8.2.9. Проверить, что 

1 -V1/Vk Г1 Vj 
., 

в-1= l/vk если Е= Vk 

L -Vп/Vk l_j Vn l_j 

Упражнение 8.2.10. Показать, что матрица ВЕ совпадает с В, кроме k-ro 
столбца, который заменяется на Bv (что равняется искомому вектору и). 
Поэтому ВЕ действительно является базисной матрицей В для следующего 
шага, обратная к ней есть в- 1в- 1 и сомножитель в-1 правильно корректи
рует обратную матрицу. 

Упражнение 8.2.11. Можно ли найти в табл. 8.1 место, где требуется 
тп операций? 

§ 8.3. ТЕОРИЯ ДВОЙСТВЕННОСТИ 

Вторая глава начиналась с утверждения о том, что, хотя 
метод исключения и дает способ для решения системы Ах= Ь, 
возможен другой и более глубокий подход. То же самое спра
ведливо и для линейного программирования. Механика симп
лекс-метода позволяет решить линейную программу, но центром 
теории линейного программирования является идея двойственно
сти. Это красивая идея, и в то же время она очень важна для 
приложений. Объясним, как мы ее понимаем. 

Начнем со стандартной задачи: 

ИСХОДНАЯ ЗАДАЧА: 

Минимизировать сх при условиях х;;,, О и Ах~Ь. 

Но теперь вместо введения эквивалентной формулировки, со
держащей уравнения вместо неравенств, двойственность ставит 
совершенно иную задачу. В двойственной задаче мы начинаем 
с тех же са.мых А, Ь и с, но затем все делается наоборот. 
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В исходной задаче с было функцией стоимости и Ь был ограни
чением; в двойственной задаче эти векторы меняются местами. Бо
лее того, знак неравенства изменяется на противоположный и но
вые неизвестные составляют вектор-строку у, так что допустимое 

множество будет удовлетворять неравенству уА ~ с вместо 
Ах~ Ь. Наконец, вместо минимизации мы будем максимизиро
вать. Лишь требование неотрицательности остается иеизменным; 
неизвестный вектор у, содержащий т компонент, должен удов
летворять условию у~ О. Короче говоря, двойственной к задаче 
на минимум является следующая задача на максимум: 

ДВОЙСТВЕННАЯ ЗАДАЧА, 

Максимизировать уЬ при условиях у~ О и уА ~ с. 

Двойственная к этой задаче совпадает с исходной задачей на 
минимум 1 ). 

Естественно, я должен как-то проинтерпретировать все эти 
обращения. Они заключают в себе нечто вроде конкуренции 
между «минимизатором» и «максимизатором». Легче всего будет 
объяснить это, вернувшись к задаче о диете; я надеюсь, что вы 
проследите за ходом рассуждений еще раз. В задаче на мини
мум п неизвестных, соответствующих п различным продуктам 

питания, которые потребляются в (неотрицательных) количествах 
х1 , ••• , хп. При этом т ограничений соответствуют т требуемым 
витаминам вместо одного ограничения на количество протеина, 

которое делалось в исходной задаче о диете. Элемент а;1 пред
ставляет собой количество i-го витамина в j-м продукте, и i-я 
.строка системы Ах ~ Ь означает, что диета должна содержать 
этот витамин в количестве, не меньшем чем Ь;. Наконец, если с1 
есть стоимость j-го продукта, то c1xi + ... +спхп = сх является 
стоимостью всей диеты. Минимизация этой стоимости и состав
ляет цель исходной задачи. 

В двойственной задаче аптекарь реализует не еду, а витамины 
в таблетках. Цены на витамины не отрицательны, и их можно 
варьировать. Основное ограничение здесь состоит в том, что он 
не может запрашивать за витамины больше, чем стоит настоя
щая еда. Поскольку j-й продукт питания содержит витамины в 
количествах а;1, цена, назначаемая аптекарем за эквивалент 

в витаминах (и равная а11у1 + ... +атJУт), не может превосхо
дить цену с1 настоящего продукта. Это и дает ограничение 
уА ~ с. С учетом этого ограничения аптекарь может продавать 
каждый витамин в количестве Ь1 , получая доход в размере 
у1Ь1 + ... + УтЬт = уЬ, который он стремится максимизировать. 

1) Эти две задачи полностью симметричны. Мы начали с минимизации, 
но симплекс-метод в равной мере может быть применен к задаче максимиза
ции - и в любом случае решаются обе задачи. 
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Следует отметить, что допустимые множества в этих двух 
задачах совершенно различны. Первое является подмножеством 
пространства Rn, характеризуемым матрицей А и вектором огра
ничений Ь; второе является подмножеством пространства Rm, 
определяемым транспонированной 1< А матрицей и другим век
тором с. Тем не менее при включении функций стоимости обе 
задачи будут содержать одни и те же входные данные А, Ь и с. 
Вся теория линейного программирования базируется на соотно
шениях между ними, и мы приходим к фундаментальному ре
зультату: 

80. Теорема двойственности. Если исходная задача имеет 
решение, то двойственная к ней задача также разрешима, и 
наоборот. При атом значения решений совпадают: минимум 
величины сх равняется ма,есимуму величины уЬ. 
В противном случае, если оптимальных векторов не сущест
вует, либо оба допустимых множества являются пустыми, 
либо одно множество является пустым и другая задача имеет 
неограниченное решение ( максимум равен + оо или минимум 
равен -оо). 

Если оба допустимых множества являются непустыми, то реа
лизуется первый и наиболее важный случай: сх* = у•Ь. 

Теоретически этот факт устраняет конкуренцию между апте
карем и бакалейщиком, поскольку результат всегда «ничейный». 
Мы получим похожую «теорему о минимаксе» и аналогичное 
равновесие в теории игр. Эти теоремы не означают, что покупа
тель ничего не платит за оптимальную диету или что матричная 

игра дает равные шансы обоим игрокам. Они означают, что для 
покупателя нет смысла предпочитать витамины обычной еде, 
несмотря на то что аптекарь гарантирует наличие заменителя для 

любого продукта и даже продает по более низкой цене замени
тель такого дорогого продукта, как арахисовое масло. Мы хотим 
показать, что дорогие продукты не включаются в оптимальную 

диету, так что результат все-таки будет одним и тем же. 
Это положение может показаться безвыходным, но я надеюсь, 

что оно не смутит вас, ведь решающая информация содержится 
в оптимальных векторах. В исходной задаче х"' указывает стра
тегию для покупателя; в двойственной задаче вектор у* фикси
рует естественные цены (или «теневые цены»), которых должна 
придерживаться экономика. В той мере, в которой наша линей
ная модель отражает реальную экономику, эти векторы представ

ляют те решЕ:'ния, которые действительно следует принимать; их 
надо найти при помощи симплекс-метода, и теорема двойствен
ности всего лишь говорит нам об их наиболее важном свойстве. 
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Приступим к доказательству теоремы. В некотором смысле 
может показаться очевидным, что аптекарь в состоянии подни

мать цены до цен бакалейщика, но это не так. Точнее, верна 
лишь первая часть: поскольку каждый отдельный продукт может 
быть заменен своим витаминным эквивалентом без увеличения 
стоимости, все адекватные продуктовые диеты должны стоить не 

меньше, чем любая витаминная диета у аптекаря. Это односто
роннее неравенство-цена у аптекаря::::;;;; цена у бакалейщика.
но оно является основополагающим. Оно называется слабой 
двойственностью и легко доказывается для любой линейной 
программы и двойственной к ней: 

8Е. Если х и у являются допустимыми векторами в задачах 
11 на минимум и на максимум соответственно, то уЬ::::;;;; сх. 

До к а за тел ь ст в о. Поскольку указанные векторы являются 
допустимыми, они удовлетворяют неравенствам 

Ах~Ь и уА~с. 

Более того, поскольку допустимость подразумевает также и нера
венства х ~ О и у~ О, мы можем перейти к скалярным произ
ведениям, не нарушая при этом знаков неравенств: 

уАх ~ уЬ и у Ах~ сх. (7) 

Поскольку левые части неравенств совпадают, мы получаем сла
бую двойственность. уЬ::::;;;; сх. 

Одностороннее неравенство легко можно использовать. Во
первых, оно запрещает возможность того, что решения обеих 
задач являются неограниченными: если уЬ-произвольно боль
шое число, то не существует даже допустимого вектора х, по

скольку это противоречило бы неравенству уЬ ~ сх. Аналогичным 
образом, если исходная задача была неограниченной, т. е. стои
мость сх могла убывать до -оо, то двойственная задача не имеет 
допустимых векторов у. 

Второй и столь же важный момент заключается в том, что 
любые векторы, для которых достигается равенство уЬ = сх, 
должны быть оптимальными. В этом случае цена у бакалейщика 
совпадает с ценой у аптекаря, и мы узнаем цены оптимальной 
продуктовой и оптимальной витаминной диет по тому факту, что 
покупателю не из чего выбирать: 

8F. Если векторы х и у являются допустимыми и если сх = уЬ, 
то эти векторы должны быть оптимальными. 

До к аз ат ел ь ст в о. Согласно 8Е, не существует такого 
допустимого вектора у, что уЬ становится больше, чем сх. По-
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скольку вектор у достигает этого значения, он является опти

мальным. Аналогично никакой допустимый вектор х не может 
сделать величину сх меньшей, чем уЬ, и любой х, для которого 
этот минимум достигается, должен быть оптимальным. 

Сформулируем пример с двумя продуктами и двумя витами
нами. Заметим, что в двойс'Гвенной задаче появляется матрица Ат, 
поскольку неравенство уА :::;;;с для вектор-строк эквивалентно 
лтут :::;;;ст для столбцов. 

ИсходнАЯ ЗАДАЧА: 

Минимизировать х1 + 4х2 
при условиях х1 ~ О, х2 ~ О, 

2х1 +х2 ~ 6, 
5х1 +3х2 ~ 7. 

двойСТВЕННАЯ ЗАДАЧА: 

Максимизировать 6у1 + 7у2 
при условиях у1 ~ О, у2 ~ О, 

2yl +5у2::::;;; !, 
У1 +3u2::::;;;4. 

Выбор х1 = 3, х2 = О является допустимым и дает стоимость 
х1 + 4х2 = 3. В двойственной задаче числа у1 = 1/2 и у2 = О дают 
то же самое значение 6у1 + 7у2 = 3. Следовательно, эти векторы 
должны быть оптимальными. 

Все это кажется исключительно простым. Тем не менее имеет 
смысл взглянуть на проблему более внимательно и выяснить, 
что происходит в тот момент, когда неравенство уЬ ::::;;; сх пере
ходит в равенство. Это похоже на ситуацию в дифференциаль
ном исчислении, где каждому известно условие максимума или 

минимума функции, состоящее в равенстве нулю первых произ
водных, и тем не менее часто забывают, что это условие совершенно 
меняется при наличии ограничений. Наилучшим примером яв
ляется наклонная прямая; производная никогда не обращается 
в нуль, дифференциальное исчисление почти бесполезно и макси
мум определенно достигается на правом конце интервала. Это 
в точности соответствует ситуации, с которой мы сталкиваемся 
в линейном программировании. Хотя переменных здесь больше 
и обычный интервал заменяется допустимым множеством несколь
ких измерений, максимум всегда достигается в углу допустимого 
множества. Говоря на языке симплекс-метода, существует опти
мальный вектор х, являющийся базисным, т. е. он имеет лишь т 
ненулевых компонент. 

Реальная трудность линейного программирования состоит в том, 
чтобы определить, какой именно угол является оптимальным. 
Следует отметить, что в решении этой задачи дифференциальное 
исчисление может оказаться полезным и даже весьма полезным, 

поскольку метод «множителей Лагранжа» вновь возвращает нас 
к нулевым производным в точках максимума, а двойственные 
п~ременные у как раз и являются множителями Лагранжа в за
даче минимизации сх. Этот метод играет важную роль и в нели
нейном программироваQИИ, но мы не будем касаться этого вопроса, 
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поскольку он выходит за рамки обсуждаемых задач. В матема
тической форме условия на максимум и минимум с ограниче
ниями даются ниже в (8), а сейчас мы хотим сформулировать их 
в экономических терминах: диета х и цены на витамины у явля
ются оптимальными, если 

(i} бакалейщик не продает продукт, цена которого больше 
цены соответствующего витаминного эквивалента; 

(ii} аптекарь не берет денег за витамины, которые оказыва
ются в излишке в диете. 

В нашем примере х2 = О, поскольку второй продукт слишком 
дорог; его цена превосходит цену у аптекаря, так как у1 + Зу2 ::::;;;; 4 
превращается в строгое неравенство 1/2+0 < 4. Аналогичным 
образом у 1 = О, если i-й витамин находится в избытке; он нам 
не требуется. В примере нам было необходимо семь единиц вто
рого витамина, но диета фактически давала 5х1 + Зх2 = 15, откуда 
мы нашли, что у2 = О. Легко видеть, что двойственность стала 
полной; мы получаем оптимальную пару лишь тогда, когда оба
условия удовлетворяются. 

Эти условия легко понять, если мы обратимся к матричной 
записи. Мы сравниваем вектор Ах с вектором Ь (вспомним, что 
условие допустимости есть Ах~ Ь) и ищем те компоненты, для 
которых равенство нарушается. Это соответствует избьпку дан
ного витамина, так что его цена становится равной У;= О. Одно
временно мы сравниваем уА с с и хотим, чтобы все строгие нера
венс.тва (соответствующие дорогим продуктам) давали xi = О 
(исключение из диеты). Эти условия называются «условиями 
совместности невязок» в линейном программировании и «усло
виями Куна - Такера» в нелинейном программировании. 

8G. Теорема о равновесии. Пусть допустимые векторы 
х и у удовлетворяют следующим условиям совместности невязок: 

если (Ах); > Ь;, то у 1 = О, и если (уА)1 < с1 , то xi=O. (8) 

Тогда векторы х и у являются оптимальными. И наоборот, 
если векторы являются оптимальными, то они должны удов
летворять условиям (8). 

До к а за тел ь ст в о. Основными уравнениями являются 

уЬ = у (Ах)= (уА) х = сх. (9) 

Обычно мы можем быть уверены лишь в выполнении среднего 
из равенств. Для первого не вызывают сомнений неравенства 
у~О и Ах~Ь. откуда уЬ::::;;;;у(Ах). Более того, равенство может 
выполняться лишь в одном случае: как только возникает нера

венство Ь; < (Ах) 1 , множитель у1 при этой компоненте должен 
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обращаться в нуль. Тогда это неравенство не вносит вклад 
в скалярные произведения и равенство сохраняется. 

То же самое справедливо и для оставшегося равенства: усло
вие допустимости дает х;;, О и уА ~ с, откуда получаем неравен
ство у Ах~ сх. Равенство достигается лишь при выполнении вто
рого условия невязки: если цена оказывается недопустимой, 
(yA)j < с1 , то для исправления положения мы должны умножить 
это неравенство на х1 = О. В результате получаем в (9) равенство 
уЬ = сх, что гарантирует оптимальность х и у (и гарантируется 
их оптимальностью). 

Пожалуй, об одностороннем неравенстве уЬ ~ сх было сказано 
достаточно. Доказать его было легко, оно дало нам простой 
тест для проверки векторов на оптимальность (они превращают 
неравенство в равенство), и, наконец, мы получили из него набор 
необходимых 11 достаточных условий невязки. Единственное, что 
еще осталось сделать,- это показать, что равенство уЬ = сх дей
ствительно возможно. До тех пор пока оптимальные векторы не 
будут получены, а сделать это непросто, теорема двойственности 
не доказана. 

Чтобы получить оптимальные векторы, вернемся к симплекс
методу, предполагая, что оптимальный вектор х уже вычислен 
с его помощью. Наша цель состоит в том, чтобы одновременно 
найти оптимальный вектор у, показав тем самым, что метод оста
новился на нужном месте и для двойственной задачи, хотя реша
лась исходная. Для этого вернемся к началу процесса. Вводя 
переменные невязки w = Ах -Ь и переписывая условия допусти
мости в виде 

[:];;, О, (10) 

мы преобразовали т неравенств Ах;;, Ь в уравнения. Затем на 
каждом шаге метода мы выбирали т столбцов прямоугольной 
матрицы [ А -1] в качестве базисных и сдвигали их (по крайней 
ыере теоретически) влево. В результате этого получалась матрица 
[ В F] и соответствующий сдвиг в расширенном векторе стоимости 
f c О] превращал его в [св cF]. Условие остановки симплекс-ме
тода имело ВИД Г = СF-сВВ-Ч ?-,: 0. 

Мы знаем, что это условие в конце концов выполняется, 
поскольку число углов является конечным. В этот момент стои
мость равнялась 

[ в-1ь] сх=[св ер] 0 _ =свВ-1Ь-минимальная стоимость. (11) 

Если мы можем выбрать у= с вВ-1 в двойственной задаче, то, 
разумеется, будет выполняться равенство уЬ = сх; минимум и 
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максимум совпадают. Поэтому нужно показать, что у удовлет
воряет двойственным ограничениям уА ~ с и у~ О, т. е. 

у[А -/]~[с О]. (12) 

Когда в симплекс-методе мы преобразуем матрицу [ А -1], 
чтобы сделать базисные переменные первыми, это перегруппиро
вывает ограничения так, что они приобретают вид 

у{В FJ ~ [с8 ер], (13) 

При выборе у= с8В-1 первая половина ограничений превращается 
в равенство, а вторая-в c8 B- 1F~cp, что в точности совпадает 
с условием останова r ~ О, которое, как мы знаем, удовлетворяется. 
Поэтому вектор у является допустимым и теорема двойственности 
доказана. Выделив соответствующую матрицу В порядка т, кото
рая является невырожденной по предположению, симплекс-метод 
выработал одновременно векторы у* и х*. 

Упражнение 8.3.1. Найти двойственную к следующей задаче: минимизи
ровать х1 + х2 при условиях х1 :;;;,: О, х 2 :;;;,: О, 2х1 :;;;,: 4, х1 + Зх2 :;;;,: 11. Найти 
решение этой задачи и двойственной к ней и вычислить их общее значение. 

Упражнение 8.3.2. Что является двойственной к следующей задаче: макси
мизировать у2 при условиях у1 :;;;;:О, у 2 ?-0, у1+у2 ...;;;З? Решить эту задачу 11 
двойственную к ней. 

Упражнение 8.3.3. Пусть задана единичная матрича А (так что т = п) и 
неотрицательные векторы Ь и с. Объяснить, почему вектор х"' =Ь является 
оптимальным для задачи на минимум, найти оптимальный вектор у* для 
задачи на максимум и проверить, что значения совпадают. Что произойдет 
с векторами х* и у*, если некоторые компоненты ве1<тора Ь станут отрица
тельными? 

Упражнение 8.3.4. Построить одномерную задачу, для которой условия 
Ах?- Ь, х:;;;,: О являются недопустимыми и двой'ственная задача оказывается 
неограниченной. 

Упражнение 8.3.5. Для матрицы второго порядка А= [ 1 0] найти та-
О -1 

кие векторы Ь и с, чтобы оба допустимых множества Ах:;.. Ь, х:;;;,: О и уА...;;; с, 
у?- О были пустыми. 

Упражнение 8.3.6. Показать, что если все элементы в А, Ь и с являются 
положительными, то исходная и двойственная задачи автоматически являются 
допустимыми. 

Уцражнение 8.3.7. Показать, что векторы X=(l, 1, 1, О) и y=(l, 1, О, 1) 
являются допустимыми для обычных двойственных задач, если 

r
·o о 1 о] 

А= О I О О , 
1 1 1 1 

._1 О О 1 

Вычислив сх и 11Ь, объяснить, почему они являются оптимальными. 
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Упражнение 8.3.8. Проверить, что векторы из предыдущего упражнения 
удовлетворяют условиям совместности невязок (8), и найти одно неравенС'тво 
для невязок в исходной и двойственной задачах. 

Упражнение 8.3.9. Пусть А=[~ ~], Ь= [ _:J и с= [: J. Найти опти
мальные х и у и проверить выполнение условий совместности невязок (а также 
условия уЬ=сх) 

Упражнение 8.3.10. Если в исходной задаче ограничения-неравенства заме
нить равенствами, т. е. минu.Аtизировать сх при условиях Ах=Ь II х;;;;,,О, то 
требование у>- О в двойственной задаче снимается: .А~аксимизировать уЬ при 
у:А..;;; с. Показать, что одностороннее неравенство уЬ..;;; сх по-прежнему остается 
в силе. Почему условие у~ О является нt>обходимым в (7), а здесь становится 
излишним? 

ТЕНЕJ3ЫЕ ЦЕНЫ 

Как будет изменяться минимальная стоимость при изменении 
правой части Ь или вектора стоимости с? Этот вопрос относится 
к анализу устойчивости и позволяет нам выжать из симплекс
метода много дополнительной информации, содержащейся в нем. 
Эти вопросы, связанные с предельной стоимостыо, являются 
наиболее важными для экономиста или руководителя компании. 

Если допустить сильные изменения в векторах Ь и с, то 
оптимальное решение будет изменяться скачкообразно. При повы
шении цены на яйца они в определенный момент будут исклю
чены из диеты; говоря языком линейного программирования, 
переменная Xegg скач1<ообразно перейдет из базисной в свободную. 
Чтобы проследить за этим изменением, необходимо ввести так 
называемое параметрическое программирование. Но если изме
нения являются небольшими, как обычно и бывает, то опти
мальный угол будет оставаться оптимальным; базисные 
переменные останутся прежними. Другими словами, матрицы В 
и F не изменятся. Геометрически это означает, что мы слегка 
сдвигаем допустимое множество (изменяя вектор Ь) и наклоняем 
семейство плоскостей, чтобы учесть этот сдвиг (изменяя вектор с); 
если эти изменения невелики, то касание произойдет в том же 
самом углу (слегка сдвинутом). 

В конце работы симплекс-метода, когд.а набор базисных пере
менных уже известен, соответствующие т столбцов матрицы А 
будут образовывать матрицу В. В этом углу 

минимальная стоимость= свВ- 1Ь = у*Ь. 

Таким образом, сдвиг на ЛЬ изменяет минимальную стоимость 
на у*ЛЬ. Решение у"' двойственной задачи дает скорость измене
ния минимальной стоимости (т. е. производную) при изменении 
вектора Ь. Компоненты вектора у"' называются теневыми це
нами, и они играют определенную роль. Если потребность 
в витамине В1 возрастает на Л, а его цена у аптекаря равняется 
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у; и он полностью конкурентоспособен с бакалейщиком, то стои
мость диеты (аптекаря или бакалейщика) поднимается на у;л. 
Если у; равняется нулю, то витамин В1 является «бесплатным» 
и небольшие изменения в его потреблении не окажут никакого 
эффекта; диета уже содержит его более чем достаточно. 

Нас интересует другой вопрос. Пусть мы требуем, чтобы 
диета содержала по крайней мер~ небольшое количество яиц, 
т. е. условие неотрицательности Xegg ~ О заменяется на Xegg ~ б. 
Как это скажется на стоимости? 

Если яйца уже присутствовали в оптимальной диете, то ника
ких изменений не произойдет; новое требование уже удовлетво
рено и не вызывает дополнительных расходов. Но если они не 
содержались в диете, то включение количества б обойдется в не
которую сумму. Увеличение не будет равняться полной цене 
Ceggб, поскольку мы можем уменьшить количество остальных про
дуктов питания и сэкономить на этом. На самом деле увеличение 
стоимости зависит от уменьшенной стоимости яиц-их собствен
ной цены без- цены, которую мы платим за эквивалентное ко
личество более дешевых продуктов. Для ее вычисления вернемся 
к уравнению (2): любая новая диета имеет 

стоимость= (ср-СвВ-1F) xF+ СвВ-1Ь = rxF+cвB-1b. 

Если количество яиц является первой свободной переменной, то 
увеличение первой компоненты ве1<тора Хр на величину б увели
чит стоимость на ,1б. Поэтому уменьшенная стоимость равняется 
, 1 • Аналогичным образом вектор r дает уменьшенные стоимости 
для всех остальных продуктов, не являющихся базисными, т. е. 
изменение общей стоимости при движении нижней границы для 
вектора х (ограничений на неотрицательность) вверх. Мы знаем, 
что r ~ О, поскольку это условие было критерием останова. Из 
экономических соображений следует то же самое, Т'. е. что умень
шенная стоимость яиц не может быть отрицательной, поскольку 
в противном случае они уже были бы включены в оптимальную 
диету. 

Упражнение 8 .3.11. Если исходная задача имеет единственное оптималь
ное решение х* и вектор с слегка изменяется, то почему при этом х* по
прежнеmу будет оптимальным решением? 

Упражнение 8.3.12. Если стоимость с1 бифштекса равна 3 долларам, а 
стоимость арахисового масла с2 равна 2 долларам и они дают соответственно 
две и одну единицы протеина (а требуется четыре единицы), то чему равняется 
теневая цена протеина и уменьшенная стоимость арахисового масла? 

ТЕОРИЯ НЕРАВЕНСТВ 

Двойственность можно изучать различными способами. Метод, 
которым мы воспользовались-доказательство неравенства уЬ ~ сх 
и последующее использование симплекс-метода для штучения 
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равенства,- был удобен тем, что для него все уже было готово. 
Но доказательство получилось слишком длинным. Правда, оно 
также было и конструктивным, поскольку мы фактически нашли 
оптимальные векторы х• и у*. Теперь мы кратко опишем иной 
подход, в котором используется не техника симплекс-метода, 

а геометрические соображения. Я думаю, что основные идеи не 
станут менее ясными (а, быть может, станут яснее), если мы 
опустим некоторые детали. 

Наилучшей иллюстрацией этого подхода являе.тся основная 
теорема линейной алгебры. Вспомним, что зад~чей второй главы 
было решение системы Ах= Ь, или, другими словами, отыс1<ание 
вектора Ь в пространстве столбцов матриuы А. После метода 
исключения и после рассмотрения четырех основных подпрост

ранств вопрос о разрешимости системы был решен совершенно 
иным способом в упр. 2.5.11: 

11 
8Н. Либо уравнение Ах=Ь имеет решение, либо существует 
такой вектор у, что уА = О, уЬ =1= О. 

Это-альтернативная теорема, поскольку одновременно 
найти х и у невозможно: если Ах= Ь, то у Ах= уЬ =1= О, что противо
речит равенству у Ах= Ох= О. В терминах подпространств это 
означает, что либо Ь находится в пространстве столбцов матрицы А, 
либо он имеет ненулевую компоненту, лежащую в ортогональном 
подпространстве, которое является левым нуль-пространством 

матрицы А. Эта компонента и дает требуемый вектор у 1). 
Мы хотим найти подобную теорему для неравенств. Для этого 

целесообразно начать с той же системы Ах= Ь, но при дополни
тельном ограничении х ~ О, т. е. с ответа на вопрос, когда си
стема Ах= Ь имеет не просто решение, а неотрицательное реше
ние? Другими словами, нужно найти условия, при которых 
допустимое множество задачи с ограничениями-р:э.венствами яв

ляется непустым. 

Для ответа на этот вопрос придется обратиться к понятию 
достижимых векторов, т. е. векторов Ь, для которых система 
Ах=Ь разрешима. В главе 2 было показано, что при произ
вольном векторе х вектор Ах может быть любой комбинацией 
столбцов матрицы А; вектор Ь был достижимым, если он лежал 
в прос,;rранстве столбцов. Теперь мы допускаем лишь неотрица
тельные комбинации и достижимые векторы Ь уже не образуют 
подпространство. Вместо этого они образуют конусообразную 
область (рис. 8.5). Для матрицы размера т х п мы будем иметь п 
столбцов в т-мерном пространстве, и конус превращается в некое 

1) Легко видеть, что это доказательство не является констру1пивным. Мы 
знаем только, что такая компонента должна существовать либо вектор Ь дол
жен лежать в пространстве столбцов. 
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подобие пирамиды без основания. На рисунке изображены четыре 
столбца в двумерном пространстве, и матрица А будет иметь 
размер 2 х 4. Если вектор Ь лежит в этом конусе, то система 
Ах= Ь имеет неотрицательное решение; в противном случае такого 
решения не существует. 

Рис. 8.5. Конус, образованный неотрицательными комбинациями столбцов. 

Задача состоит в отыскании альтернативы: что произойдет. 
если вектор Ь будет лежать вне конуса? Эта ситуация изобра
жена на рис. 8.6 и ее геометрия очевидна. Существует «разде-

Р 

р 

Рис. 8.6. Вектор Ь расположен вне конуса и по другую сторону от разделя· 
ющей гиперплоскости Р. 
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ляющая гиперплоскость», проходящая через начало координат 

и такая, что вектор Ь лежит по одну сторону, а весь конус
по другую. (Приставка гипер означает, что число измерений 
может быть большим; плоскость же состоит, как обычно, из всех 
векторов, перпендикулярных фиксированному вектору у.) Ска
лярное произведение векторов у и Ь отрицательно, поскольку 
угол между ними больше 90°, а скалярное произведение век
тора у на любой столбец матрицы А положительно. В терминах 
матриц это означает, что уЬ < О и уА ~ О, что и является иско
мой альтернативой: 

81. Либо система Ах=Ь имеет неотрицательное решение, 
либо существует вектор у, такой, что уА ~ О, уЬ < О. 
Это теорема о разделяющей гиперплоскости. Она является 

фундаментальной для математической экономики, и доказатель
ство ее можно найти в прекрасной книге Гейла по теории линей
ных экономических моделей. 

Пример. Если А= I, то соответствующим конусом является 
положительный квадрант. Каждый вектор Ь из этого квадранта 
является неотрицательной линейной комбинацией вектор-столбцов: 

[2] -1] [о] если Ь = 3 , то Ь = 2 t о. + 3 1 _ . 

Для произвольного вектора Ь, лежащего вне этого квадранта, 
должна выполняться вторая возможность: 

если b=[_:J. то У=[О 1], так что уА;;;;,О, но уЬ=-3. 
Эта теорема непосредственно приводит к целой последователь

ности подобных вариантов (см. книгу Гейла). Мы почти готовы 
поверить, что как только мы встречаемся с двумя взаимоисклю

чающими предположениями, то или другое из них должно вы

полняться. Например, подпространство S и его ортогональное 
дополнение S.L не могут одновременно содержать положитель
ные векторы: их скалярное произведение будет положительным, 
в то время как ортогональные векторы дают нулевое скалярное 

произведение. С другой стороны, совсем не факт, что S либо S.L 
вообще должны содержать положительный вектор: если S есть 
ось х, а S.L-ocь у, то они содержат лишь «полуположительные>) 
векторы [1 О] и [О 1]. Интересно, что несколько более слабая 
альтернатива работает: либо S содержит положительный вектор х, 
либо S.L содержит полуположительный вектор у. Если S и S.L 
представляют собой перпендикулярные прямые на плоскости, то 
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легко видеть, что одна или другая должна проходить через пер

вый квадрант, но мне трудно представить, что будет в случае 
большего числа измерений. 

Для линейного программирования наиболее важной является 
альтернатива для ограничений в виде неравенств: 

8J. Либо система Ах~Ь имеет неотрицательное решение, 
либо существует такой вектор у, что уА ~ О, уЬ < О, у:,::;;; О. 

Это следует из 81, если мы введем переменные невязки 
w = Ах-Ь, чтобы преобразовать неравенство в равенство: 

[А -1][:]=Ь. 

Если не существует неотрицательного решения, то, согласно 81, 
существует такой вектор у, что 

у[А -/]~[О OJ, уЬ <0. 

Это и дает вторую возможность в 8J, откуда получается «некон
структивное доказательство» теоремы двойственности. Но мы 
обещали придерживаться геометрических рассмотрений, опуская 
алгебраические, и сдерживаем это обещание. 

Упражнение 8.3.13. Для матрицы А= [ 1 1] описать конус, образованный 
О 1 т 

ее столбцами. Д.11я вектора Ь, лежащего внутри этого конуса, скажем Ь = (3, 2) , 
найти единственный допустимый вектор х. Если Ь лежит вне конуса, скажем 

Ь=(О, l)т, то l<акой вектор у будет удовлетворять второй возможности? 

Упражнение 8.3.14. Если задано трехмерное пространство, то можно ли 
найти шесть векторов, неотрицательные комбинации которых образу10т конус, 
совпадающий со всем пространством? 

Упражнение 8.3.15. Используя 8Н показать, что (в силу справедливости 
альтернативы) задача 

не имеет решения. 

Упражнение 8.3.16. Используя 81 показать, что (в силу справедливости 
альтернативы) задача 

[1 3 -5] [ 2] 
1 -4 -7 Х= 3 

не имеет неотрицательного решения. 

Упражнение 8.3.17. Показать, что две возможности 8J не могут выпол
няться одновременно. 
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§ 8. 4. СЕТЕВЫЕ МОДЕЛИ 

Некоторые линейные программы имеют такую структуру, что 
их решение получается легко. Мы встречались уже с такой воз
можностью при решении линейных уравнений Ах= Ь в гл. 1, где для 
ленточных матриц, ненулевые элементы которых концентрируются 

вокруг главной диагонали, затраты на реализацию метода исклю
чений уменьшались до порядка п вместо n3 • В линейном же 
программировании мы будем выделять специальный класс задач, 
известных под названием сетевых. Здесь также матрица А будет 
содержать большое число нулей, а ненулевые ее элементы обычно 
равняются + 1 или -1. (Но диагональ ничем не выделяется, 
поскольку матрицы являются прямоугольными.) Для этих задач 
шаги метода исключения требуют лишь простых операций сло
жения и умножения, и здесь могут решаться значительно боль
шие задачи, чем обычно. Следует отметить, однако, что число 
шагов в методе по-прежнему может экспоненциально возрастать 

в наихудшем случае (см. статью в журнале Scientific American 
за январь 1978 г. 1)), но, как и в общем симплекс-методе, это 
очень редко становится реальной опасностью. 

Разумеется, высокая скорость решения интересует нас только 
тогда, когда сами задачи являются важными. Сетевые задачи 
имеют приложения ко всем отраслям индустриального и эконо

мического планирования, например к распределению потоков 

товаров, людей, газа, нефти или воды. В качестве примера можно 
взять задачу о перегрузке товаров: готовая проду1щия должна 

распределяться по складам, а оттуда попадать к потребителям, 
и все это должно осуществляться с минимальными расходами. 

Источники, склады и потребители представляют собой узлы сети, 
а пути между ними называются дугами. 

Одна модель такого сорта показана на рис. 8. 7, где на каж
дой дуге указана ее максимальная пропускная способность. Задача 
состоит в получении максимально возможного потока от источ

ника (узел 1) к стоку (узел 6). Направления потоков, указанные 
стрелками, не могут быть изменены; расходы на перевозку также 
не учитываются. Это частный случай сетевой задачи, называемый 
задачей о ма«симальном пото«е. 

Неизвестными величинами являются потоки xiJ из одного 
узла i в другой узел j. Мы пользуемся двухиндексным обозна
чением для удобства, несмотря на то что х является вектором. 
В рассмотрении участвуют только пары вида х12 , Х24 , ••• , Х58 , 
соответствующие дугам, изображенным на рисунке. Если верхние 

1) Н. R. Lewis, С. Н. Papadimitriou, The efficiency of algorithms, 302 
(1978), 96-109. 
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пределы (пропускные способности) этих дуг равняются uij• то 
ограничения на отдельные потоки имеют вид 

O~xij~ui1 1). 

Рис. 8.7. Система с ограниченной пропускной способностью. 

В дополнение к этому существует также ограничение на каждый 
промежуточный узел, состоящее в равенстве входящего и выхо
дящего потоков. Это справедливо также для источника и стока, 
если мы введем в рассмотрение фиктивную трубу с бесконечно 
большой пропускной способностью (на рисунке она обозначена 
пунктиром) и будем возвращать все назад от стока к источнику. 
Суммарный поток, поступающий в узел с номером j, равен~ х;1 
по всем i, а суммарный поток из j-го узла равен ~ х1" по всем k. 
Поэтому ограничение по равновесию имеет вид 

j = 1, 2, ... , 6. 

Матрица коэффициентов для этого уравнения имеет специальную 
структуру и называется матрицей инцидентности. Каждому 
из шести узлов соответствует строка, и каждой из девяти дуг 
соответствует столбец матрицы; числа + 1 и -1 полностью опи-

1) Верхняя и нижняя границы на каждую из компонент вектора х назы
ваются «ящичными» ограничениями, что вызвано формой допустимого 
множества; они очень просты и хорошо исследованы. 
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сывают связи между узлами и дугами: 

А=Г 1 -1 
-1 

-1 
-1 -1 

-1 -1 

L -1 -1 1 _J 

X1i Х1з Х24 Х2, Х34 Х35 Х46 х.о х61 

В задаче о максимальном пото1<е мы стремимся сделать величину 
х61 как можно большей, так что эта задача представляет собой 
обы,шую линейную программу (упр. 8.4.3) и можно пользоваться 
симплекс-методом. Но мы хотим воспользоваться укороченным ва
риантом. Читатель может определить максимальный поток, не при
бегая к помощи ЭВМ, так что мы сразу перейдем к рассмотрению 
условия, показывающего, что поток действительно является мш<
симальным и не может быть увеличен. Прежде всего, введем 
понятия разреза сети, означающего разделение всех узлов на 

две группы S и S' с источником в группе S и стоком в S'. 
Пропускной способностью разреза назовем сумму пропускных 
способностей по всем дугам, идущим из S в S'. 

Например, если S содержит первый и третий узлы, то про
пускная способность этого разреза равна 4 + 3 + 4 = 11. Поток, 
больший чем 11, невозможен, поскольку он не сможет пройти 
через разрез. 

8К. Теорема о маисимальном потоие и минимальном 
разрезе. Максимальный поток в сети равняется пропускной 
способности минимального разреза. 

До к аз ат ель ст в о. Неравенство в одну сторону очевидно: 
для произвольного потока и произвольного разреза поток не 

превосходит пропускной способности разреза. Никакой поток не 
в состоянии сделать больше, чем просто насытить все дуги, пере
секающие разрез, и их общая пропускная способность является 
верхней гранью для потока. Эта ситуация аналогична «слабой 
двойственности», т. е. простому неравенству уЬ ~ сх, которое 
выполняется для любых допустимых векторов х и у. Более трудная 
задача, как здесь, так и в теореме двойственности, состоит в до
казательстве достижимости равенства. 

Пусть некоторый поток является максимальным. Рассмотрим 
все дуги, которые не достиг ли предела пропускной способности, 
и пусть S содержит источник, а также все узлы, которых можно 



§ 8.4. Сетевые л1одели 391 

от него достичь по этим дугам. Остальные узлы образуют группу S'. 
Тогда сток будет находиться в S', поскольку в противном случае 
поток не был бы максимальным. Более того, каждая дуга, соеди
няющая S с S', является заполненной, в противном случае узел, 
в который она входит, принадлежал бы группе S, а не S'. Сле
довательно, поток действительно наполняет разрез и равенство 
достигается. 

Это дает нам возможность проверять, что заданный поток 
является максимальным; нужно лишь найти соответствующий 
разрез. В нашем примере максимальный поток равен 6, и соот
ветствующий разрез изображен на рис. 8.8. 

' ~0 
2 ~0 

' ~G) 0 
' 6 ~ ~ 0 
G) ' 

Рис 8.8. Максимальный поток и минимальный разр~з. 

Эта теорема дает также и алгоритм решения: для любого потока 
нужно вычислять неиспользованную пропускную способность 
каждой дуги, и если сток может быть достигнут по какому-то 
недозаполненному пути, то нужно увеличить поток по нему до 

максимально возможного и вычислить результат. {Заметим, что 
если происходит пересылка из узла А в узел В, то почти все 
может вернуться назад, не обращая при этом суммарный поток. 
Другими словами, в узел А можно попасть из В.) Постепенно 
должен быть достигнут максимальный поток, и в случае пело
чисJ1енных пропускных способностей целочисленным будет и поток, 
т. е. эта задача относится к целочисленному программированию. 

Упражнение 8.4.1. Если мы можем увеличить пропус1<ную способность 
одной из труб в сети, то какую именно нужно избрать. чтобы получить наи
большее увеличени~ ма1<симального потока? 

Упражнен11е ~.4.2. Найти максималhный пото1< и минимальный разрез для 
сети, ияображенной на стр 392 

Упражнение 8.4.3. В задачf u максимальном потоке, вводя переменные 
невязки w;j=Uij-Xif, максимизировать x,;i при условиях 
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Двойственная к этой задача содержИ1 шесть неизвестных у; и девять неиз
вестных z;;: 

минимизировать [у z] [ ~] = zи при [у z] [1 ~];;;;;, [О ... 1 О] 

Показать, что выбор Zij = 1 для дуг, пересекающих минимальный разрез, 
и z;J = О для остальных с Yi =0 для узлов из S и Yt= 1 для узлов из S' 
является одновременно допустимым II оптимальным 

ЗАДАЧА О ПРОСТОМ НАЗНАЧЕНИИ 

Предположим, что у нас имеется т людей и п работ. Каждый 
из людей может выполнять лишь определенные работы. Можно 
ли назначить всех на работу по специальности, не давая при 
этом одну и ту же работу разным людям? 

Нетрудно найти необходимые условия, при которых такое 
назначение будет возможно. Во-первых, каждый из людей должен 
иметь по крайней мере одну специальность. Во-вторых, каждая 
пара людей должна иметь две различные специальности. И каждая 
группа из трех (или k) людей должна быть в состоянии выпол
нять по меньшей мере три (или k) различные работы. В противном 
случае цель, очевидно, не может быть достигнута. Задача состоит 
в том, чтобы показать, что если каждая группа удовлетворяет 
перечисленным выше необходимым условиям, то распределение 
возможно. 

8L. Назначение возможно тогда и только тогда, когда каждая 
группа в состоянии выполнять достаточное число работ; если 
группа состоит из k людей, то вместе они должны быть в 
состоянии выполнять по меньшей мере k работ. 

На первый взr ляд это условие выr лядит чересчур слабым, 
nоскольку один очень квалифицировацный человек в со
стоянии помочь всей группе выполнить его. Но ведь это условие 
относится к каждой группе, включая и те, в которых этот человек 
не состоит. Если распределение работы невозможно, то всегда 
можно найти группу, для которой это условие не выполняется. 
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Доказательстnо начинается с конструирования сети, имеющей 
пропускную способность т между каждым человеком и работами, 
которые он может выполнять. Затем люди подключаются к источ
нику, а работы к стоку при помощи дуг с пропускной способ
ностью 1 (рис. 8.9). Если в результате суммарный поток будет 

Рис. 8.9. Сеть работ. 

равен m, то все дуги от источника будут заполнены и все будут 
иметь работу. 

Предположим, что максимальный поток оказался меньшим, 
чем т. Тогда должен существовать разрез с пропускной способ
ностыо, меньшей т, например, такой, что в группе S содержатся 
источник и узлы / 1 , ••• , /k, J 1 , •.• , J1. Ни один из этих k людей 
не в состоянии выполнять другие работы, поскольку в против
ном случае нашлась бы дуга с пропускной способностью т, 
пересекающая разрез. Следовательно, пропускная способность 
разреза равняется m-k (от источника к оставшимся людям) 
плюс l (от этих работ к стоку), что дает в сумме m-k+l; эта 
величина будет меньше т при l < k. Следовательно, мы нашли 
группу из k людей, которая может выполнять лишь l < k работ. 
Если назначение 011.азывается невозможным-поток оказался 
1\\еньше, чем т,- то это означает, что какая-то группа людей 
сдерживает его. 

Упражнение 8.4.4. Предположим, что каждый человек может выполнять 
по две работы и не существует трех л10дей с одной и той же специальность10. 
Доказать, что в этом сJ1учае назначение возможно. 

Упражнение 8.4.5. Предположим, что имеется бесконечно много людей и 
работ. Первый человек может выполнить любу10 работу, а для последу10щих 
(i + 1)-й человек имеет только i-10 специальность. Показать, что каждая группа 
нз k л10дей может выполнять по меньшей мере k работ, но распределить всех 
на работу невозможно. 
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Задача о простом назначении называется также задачей о 
бракосочетании. Каждая девушка выбирает только определен
ных юношей. Чтобы каждая девушка вышла замуж, каждая 
группа из k девушек (k = 1, 2, ... ) должна любить по меньшей 
мере k юношей-и этого достаточно. Я не знаю, что произойдет, 
если юноши также захотят выбирать. По крайней мере будет 
более реалистично, если девушки будут иметь шкалу предпочте
ний вместо простого «да» или «нет» и если у нанимаемых на 
работу людей также будут градации, когда i-й человек имеет 
коэффициент ai/ для j-й работы, причем ai/ = О в случае полного 
отсутствия соответствующей квалификации. Это приводит к за
даче об оптимальном назначении: максимизировать сумму коэф
фициентов пригодности при данных работах. Эта задача также 
является линейной программой: максимизировать ~~ а;1х;1 , 
когда на одной работе ~занят один человек и имеется по одной 
работе на человека. 

Другой известный пример дает задача о иоммивояжере. 
Начиная от своего дома, он должен посетить п-1 городов и 
вернуться домой. Если расстояние (или стоимость проезда) от 
одного города i до другого города j равняется ai/• то комми
вояжер должен минимизировать ~ ~ ai/x;1 при условиях, что 
он должен посетить каждый город по одному разу: 

~Xu=l, ~X1·=l, Xjj~o. 
i / J 

Такая постановка не вполне корректна, поскольку решение за
дачи может представлять собой отдельные группы и быть замк
нутым внутри них, так что, выехав из дома, коммивояжер никогда 

не попадает во все требуемые города. Поэтому необходимо ввести 
дополнительные ограничения, и их оказывается так много, что 

эта на первый взгляд простая задача становится на самом деле 
исключительно трудной. 

Соответствующая сетевая задача состоит в отыскании кратчай
шего пути от источника к стоку. На каждой дуге задается время 
перехода t;1 и рассматривает.ся двойственная задача: каждому 
узлу соответствует минимальное время у1 , и мы максимизируем у 

для стока при условиях 

y1-Yi~ti1 и у=О у источника. 

Эта задача может быть решена методами динамичесиого про
граммирования. Начиная от источника, мы находим минималь
ное время, требуемое для достижения соседнего узла, и посте
пенно движемся вперед; сделать это легко, если циклы в сети 

запрещены. Существенным принципом в динамическом програм
мировании является принцип рекурсивной оптимизации: опти
мальный путь от источника к стоку одновременно является 



§ 8.5. Теория игр и теорема о мш~имаксе 395 

оптимальным путем от источника к любому узлу на этом пути 
и от этого узла к стоку. Каково бы ни было текущее состояние, 
оставшиеся решения должны быть оптимальными. В результате 
задача разбивается на простые части. 

Отметим также задачу о перевозках, т. е. о сетевом потоке 
от производителей к рынкам без промежуточных точек. Произ
водство i дает продукцию в количестве si, а потребность на 
рынке j равняется d1; перевозка одной единицы продукции между 
ними стоит ci/· Следовательно, посылаемые количества xi/ должны 
удовлетворять неравенствам 

~ xi/ ~ si, ~ xi/;;;,: d1, xi/;;;,: О. 
1 i 

Для оптимальности перевозок мы будем минимизировать вели
чину ~~ с 11х;1 . 

Упражнение 8.4.6. Если числа в упр. 8.4.2 представляют собой время на 
перевозки, то как будет выглядеть кратчайший путь от источника к стоку? 
Найти минимальные значения времени Yi для всех других узлов (частный 
случай динамического программирования) и объяснить, почему на каждой дуге 
выполняется неравенство У1-у;..;;;. ti/. 

Упражнение 8.4.7. Решить задачу о перевозках, когда имеются два про
изводства с объемами s; = 6, три рынка с потребностями d1 = 4 и стоимости 
перевозок ai/ образуют матрицу 

A=[I З 6] 
2 4 8 • 

Упражнение 8.4.8. Какие условия на производство и потребление яв
ляются допустимыми условиями задачи о перевозках? 

§ 8.5. ТЕОРИЯ ИГР И ТЕОРЕМА О МИНИМАКСЕ 

Матричную игру лучше всего объяснить на примере. 
Пример 1. В игре участвуют двое и правила остаются неиз

менными: 

Игрок Х поднимает вверх одну или обе руки, и независимо 
от него то же самое делает и игрок У. Если их решения совпали, 
то У получает 10 долларов. Если они приняли разные решения, 
то выигрывает Х, причем он получает 10 долларов, если он 
поднял вверх одну руку, и 20 долларов, если обе. Суммарный 
выигрыш игрока Х легко можно записать в виде матрицы 

А=[-~~ -~~] 
одна обе 
рука руки 

у х у х 

одна рука у У 

обе руки у У 
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Если немного подумать, то примерная стратегия станет очевид
ной. Ясно, что игрок Х не будет играть одинаково все время, 
иначе У будет копировать его и выиграет все. Аналогично игрок У 
не может придерживаться одной стратегии, иначе Х будет посту
пать наоборот. Оба игрока должны использовать смешанную 
стратегию, и, более того, выбор в каждой партии должен быть 
абсолютно независимым от предыдущих партий. В противном 
случае, если другой игрок заметит некоторую систему, он полу
чит преимущество. Даже стратегия типа «придерживаться одного 
и того же выбора до тех пор, пока идет выигрыш, и менять 
стратегию после первого проигрыша» является, очевидно, беспо
лезной. После достаточного числа партий партнер будет знать 
точно, что вы будете делать. Таким образом, игроки оказываются 
в следующей ситуации: игрок Х решает, что он будет поднимать 
одну руку с частотой х1 (тогда он поднимает обе руки с часто
той х2 = 1-х1 , и в каждой партии это решение является случай
ным), а У выбирает свои вероятности у1 и у2 = 1-у1 • Как мы 
видели, ни одна из этих вероятностей не должна равняться О 
или 1; в противном случае соперник подстроится и начнет выиг
рывать. В то же время сомнительно, что все вероятности должны 
быть равны 1/2, поскольку игрок У будет проигрывать по 20 дол
ларов слишком часто. (Он будет терять 20 долларов в 1/4 всех 
партий, 10 долларов еще в 1/4 и выигрывать 10 долларов в по
ловине партий, т. е. в среднем на одной партии будет терять 
2,5 доллара.) Но чем сильнее игрок У будет тяготеть к страте
гии «двух рук», тем настойчивее игрок Х будет придерживаться 
стратегии «одной руки». 

Вся задача состоит в отыскании равновесия. Существует ли 
такая смешанная стратегия у1 и у2 , что, будучи надлежащим об
разом использованной игроком У, она лишит Х всяких преиму
ществ? Аналогичным образом может ли игрок Х выбрать такие 
вероятности -"i и х2 , что для У не будет смысла избирать свою 
стратегию? В такой точке равновесия, если она вообще сущест
вует, средний выигрыш игрока Х достигает седловой точки: он 
является максимальным для Х и минимальным для У. Отыскать 
такую точку-значит «решить» игру. 

Точку зрения игрока Х можно изложить следующим образом: 
он формирует новый столбец из соответствующих столбцов мат
рицы, взятых с весами х1 и 1-х1 • Пусть, например, он выбрал 
веса 3/5 и 2/5. Тогда столбец будет иметь вид 

~ [ - ~ ~] + ; [ _ ~~] = [ : J. 
При таком вы.боре игрок У будет терять 2 доллара 
независимо от своей стратегии. Плата по-прежнему рав
няется 10 и 20 долларам. Но если игрок У будет упорно подии-
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мать одну руку, то он будет выигрывать по 10 долларов в течение 
3/5 всего времени и проигрывать по 20 долларов в течение 2/5 
всего времени, что дает средний проигрыш в размере 2 долларов 
на партию. Если У будет поднимать обе руки или выберет сме
шанную стратегию в любой пропорции, он все равно будет терять 
по 2 доллара. 

Но это не означает, что для игрока У все стратегии являются 
оптимальными! Если он ленив и будет продолжать поднимать 
одну руку, то Х изменит стратегию и начнет выигрывать по 
20 долларов. Тогда У изменит стратегию, и то же самое сде
лает Х. В конце концов, если оба игрока являются достаточно 
опытными, то как У, так и Х придут к оптимальной смешанной 
стратегии. Это означает, что игрок У будет комбинировать строки 
матрицы с весами у1 и 1-у1 , пытаясь получить новую строку. 
которая была бы как можно меньшей: 

y1 [-lO 20]+(1-y1)[IO -10]=[10-20у1 -10+30у1]. 

В данном случае наилучшая стратегия состоит в том, чтобы сде
лать обе компоненты равными: 1 О-20у1 = -1 О+ 3Оу1 , откуда 
у1 = 2/5. При таком выборе обе компоненты равняются 2 и новая 
строка имеет вид [2 2]. Поэтому при такой стратегии игрок У 
не может терять больше, чем 2 доллара. Игрок У минимизи 
ровал свой максимальный проигрыш, и этот минимакс (2 доллара) 
совпадает с максимином, найденным независимо от него игроком Х. 
Цена игры и равняется этому минима1<су или максимину, т. е. 
2 долларам. 

Эта седловая точка замечательна тем, что в ней игрок Х 
пользуется своей второй стратегией лишь на протяжении 2/5 всего 
времени, хотя она дает ему возможность выигрывать 20 долларов. 
В то же время игрок У вынуЖден принять проигрышную стра
тегию-он должен был бы повторять действия игрока Х, но 
вместо этого он играет с противоположными вероятностями 2;5 
и 3/5. Можно проверить, что Х выигрывает 10 долларов с ча
стотой 3/5 · 3/5 = 9/25, 20 долларов с частотой 2/5 · 2/5 = 4/25 11 
проигрывает 10 долларов с оставшейся частотой 12/25. Как и 
следовало ожидать, это дает ему средний выигрыш в размере 
2 долларов. 

Укажем на одну ошибку, которую легко можно сделать. Опти
мальная комбинация строк не всегда дает строку с равнымп 
компонентами. Пусть, например, игрок Х может, кроме того, 
поднимать вверх три руки и выигрывать при этом 60 долларов, 
если У поднимает одну руку, и 80 долларов, если У поднимает 
две руки. Платежная матрица прп этом будет име,ь вид 

[ -10 20 60] 
А= _ 10 -10 80 ' 
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Игрок Х все время выбирает эту новую стратегию, т. е. веса 
при столбцах фиксированы и равны х1 = О, х2 = О, х8 = 1, и его 
минимальный выигрыш при этом составляет 60 долларов. Игрок У 
подбирает такую комбинацию строк, которая дает строку с ми
нимальными компонентами, т. е. выбирает первую строку и его 
ма~<симальные потери равны 60 долларам. Поэтому мы также 
получим равенство минимакса и максимина, но седловая точка 

при этом будет сдвинута в угол. 
Правило состоит в том, что при оптимальной комбинации 

строк для игрока У цена игры оказывается (как было для двух 
и для шестидесяти долларов) расположенной только в столбцах, 
которые фактически используются игроком Х. Аналогичным 
образом при оптимальной комбинации столбцов для игрока Х 
то же самое значение находится в тех строках, которые вклю

чаются в наилучшую стратегию игрока У,-другие строки дают 
более высокое значение и У избегает их. Это правило в точности 
соответствует условию совместности невязок в линейном програм
мировании. 

Упражнение 8.5.1. Как изменятся оптимальные стратегии, если ставка 
будет увеличена с 20 до 70 долларов, и чему равняется новая цена игры 
(средний выигрыш игрока Х)? 

Упражнение 8.5.2. Пусть платежная матрица имеет вид А=[~ :J . Объяс
нить, как игрок Х подсчитывает свой максимин и как У подсчитывает свой 
минимакс. Каковы оптимальные стратегии х* и у*? 

Упражнение 8.5.3. Пусть некоторый ЩJ является наибольшим элементом 
в строке и наименьшим в столбце. Объяснить, почему игрок Х всегда выби
рает столбец j, а игрок У всегда выбирает строку i (независимо от того, ка
ковы остальные элементы матрицы)? Показать, что в предыдущем упражнении 
матрица содержит такой элемент, и построить матрицу, не содержащую его. 

Упражнение 8.5.4. Найти наилучшую стратегию для игрока У, если 

А-[3 4 11 
- 2 О 3 ' 

путем комбинирования строк с весами у и 1-у и нарисовать все три компо
ненты. 

3,r+ 2 (1-.r) 

о 1 
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Игрок Х будет придерживаться наибольшей компоненты (жирная линия), а У 
должен минимизировать этот максимум. Чему равен у* и какова высота этого 
минимакса (пунктирная линия)? 

Упражнение 8.5.5. При той же самой матрице А найти наилучшую стра
тегию длн игрока Х и показать, что он использует "Iолько два столбца (пер
вый и третий) и соответствующие прямые пересекаются в точке минимакса. 

Упражнение 8.5.6. Найти обе оптимальные стратегии и цену игры, если 

[ 1 О -IJ А= -2 -1 2 . 

Упражнение 8.5.7. Пусть А=[; :J . I(акие веса х1 и 1-х1 дадут стол
бец вида [:] и какие веса у1 и 1-у1 для двух строк дадут новую строку 
(v v]? Показать, что и=v. 

ТЕОРЕМА О МИНИМАКСЕ 

Наиболее общая матричная игра выглядит в точности так же, 
как и наш простой пример, за исключением одного важного пункта: 
игрок Х имеет выбор из п возможностей, а У -из т. Поэтому 
матрица платежа А, остающаяся неизменной в каждой партии, 
может иметь т строк и п столбцов. Каждый ее элемент ai/ пред
ставляет собой выигрыш игрока Х при выборе им j-й стратегии, 
в то время как игрок У избрал i-ю стратегию. Отрицательный 
элемент просто означает отрицательную плату, т. е. выигрыш для У. 
Результат все равно остается игрой двух лиц, имеющей нулевую 
сумму: проигрыш одного игрока означает выигрыш другого. Но 
теперь существование равновесной седловой точки далеко не оче
видно. 

Как и в приведенном примере, игрок Х может выбрать любую 
смешанную стратегию х = (х1 , ••• , хп). Эта стратегия всегда яв
ляется вектором вероятности: величины х1 неотрицательны и их 

сумма равна 1. Эти компоненты дают частоты для п различных 
чистых стратегий, и в каждой партии игрок Х выбирает их при 
помощи некоторого рандомизатора-устройства, генерирующего 
i-ю стратегию с частотой х1 • Одновременно с этим игрок У дол
жен принять аналогичное решение: он выбирает вектор-строку 
у=(У1 , ... , Ут), удовлетворяющий условиям у1 ~0 и ~Y;=l, 
который дает частоты его собственной смешанной стратегии. 

Предсказать результат одной партии невозможно, поскольку 
он является случайным. В среднем, однако, комбинация j-й стра
тегии для игрока Х с i-й стратегией для У будет иметь вероят
ность xiyi, равную произведению двух отдельных вероятностей. 
Если она реализуется, то выигрыш будет равен aiJ· Следовательно, 
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ожидаемый от этой комбинации выигрыш для игрока Х равен 
ai/x1y1 и ожидаемый общий выигрыш партии равен ~~а;1х1у1 • 
Подчеркнем еще раз, что любой (в том числе и все) элемент а;1 
может быть отрицательным, правила одинаковы для обоих игроков 
и выигрыш зависит от элементов а11 • 

Ожидаемый выигрыш имеет очень простую матричную запись, 
поскольку двойная сумма ~ ~ ai/XJYi равна уАх в силу правила 
умножения матриц: 

уАх=[У1 • • · Ут]Ган аа • • • atnl Х1 '= й11Х1У1 + · · · +атпХпУт· 
. . х, . . . . 
ат, атп.J . 

Именно эту величину у Ах игрок Х пытается максимизировать, 
а игрок У -минимизировать. 

Пример 2. Пусть А есть единичная матрица порядка п, А=/. 
Тогда ожидаемый выигрыш равен xly=x1y1 + ... +хпУп и идею 
игры легко объяснить: игрок Х пытается сделать тот же выбор, 
что и У, поскольку в этом случае он получает аи= l доллар. 
В то же самое время игрок У пытается сделать другой выбор, 
чтобы не дать игроку Х выиграть и не платить: вне диагонали 
единичной матрицы стоят нули, и если Х выбирает i-й столбец, 
то У выбирает другую строку j. Если игрок Х выбирает одну 
из стратегий чаще, чем любую другую, то У чаще может уйти 
от поражения. Поэтому оптимальной стратегией будет х•= (l/n, 
l/n, ... , 1/п). Аналогично игрок У не может делать упор на 
какую-либо определенную стратегию, иначе Х получит преиму
щество, и поэтому его оптимальный выбор также состоит в выборе 
равных вероятностей, сумма которых равняется 1, у•= (1/п, 1/n, ... 
. . . , 1/п). Вероятность того, что оба игрока изберут i-ю стратегию, 
равна (l/n)2 , и сумма по всем таким комбинациям дает ожидаемый 
выигрыш для Х. Общая цена игры есть п х ( 1/n)S, или 1/n, что 
подтверждается вычислением: 

y*Ax*=[l/n ... 1/п]Гl 

1г·-
L l-1Ll/n.J 

( 1 )2 ( 1 )2 1 = п + ... + п =п· 
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Когда число п возрастает, игрок У получает больший шанс на 
«спасение». 

Заметим, что симметричность матрицы не гарантирует спра
ведливости игры для обоих игроков. На самом деле верно прямо 
противоположное: игра будет совершенно справедливой, когда 
матрица является кососимметрической, т. е. Ат =-А. При такой 
матрице оба игрока находятся в равных условиях, поскольку 
выбор игроком Х j-й стратегии при выборе i-й стратегии игро
ком У дает выигрыш в размере aiJ игроку Х, а выбор стратегии j 
игроком У и стратегии i игроком Х дает тот же выигрыш au 
игроку У (пос1<ольку а11 = - ai1). Оптимальные стратегии х• и у* 
должны совпадать, и ожидаемый выигрыш должен равняться 
у•Ах*=О. Цена игры при Ат=-А равняется нулю. 

Пример 3. 

[ О 1 l] 
А= -l О 1 . 

-1 -1 О 

Игра состоит в том, что оба игрока Х и У выбирают число 
между 1 и 3, и тот, кто выбрал меньшее, выигрывает 1 доллар. 
(Если игрок Х выбрал число 2 и У выбрал 3, то выигрыш равен 
а11 = 1 доллару. Если же они выбирают одно и то же число, то 
мы будем находиться на главной диагонали матрицы и ни один 
из игроков не выигрывает.) Очевидно, что ни один из игроков 
не выберет число 2 или 3, поскольку другой игрок может вы
брать меньшее. Следовательно, чистые стратегии х• =у•= ( 1, О, О) 
являются оптимальными-оба игрока каждый раз выбирают еди
ницу -и цена игры равна у• Ах*= а11 = О. 

Следует отметить, что матрица, оставляющая все решения 
неизменными, является не единичной матрицей, а матрицей Е, 
у которой каждый элемент е11 равен единице. Добавление крат
ного матрицы Е к платежной матрице, А-А +аЕ, просто озна
чает, что игрок Х будет выигрывать дополнительную сумму а 
в каждой партии. Цена игры увеличивается на а, но х• и у• 
остаются прежними. 

Теперь мы возвращаемся к общей теории, приняв для начала 
точку зрения иrро1<а Х. Пусть uн выбирает смешанную страте
гию x=(xi, .. . , хп). Тогда игрок У постепенно поймет эту стра
тегию и выберет свою стратегию таким образом, чтобы минимизи
ровать потери уАх. В результате игрок Х получит miny Ах. 

11 
Опытный игрок Х выберет такой вектор х• (быть может, не един-
ственный), который максимизирует этот минимум. Сделав этот 
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выбор, игрок Х может быть уверен в том, что его выигрыш 
окажется не меньше, чем 

minyAx•=maxminyAx. (14) 
у х у 

На большее он рассчитывать не может. 
Игрок У поступает противоположным образом. При любой 

из своих собственных стратегий у он должен ожидать, что игрок Х 
найдет вектор, максимизирующий уАх 1). Поэтому У должен 
выбрать смешанную стратегию у•, минимизирующую этот максимум 
и гарантирующую, что он потеряет не больше, чем 

maxy•Ax=minmaxyAx. (15) 
х у х 

Ничего лучшего игроку У не придумать. 
Надеюсь вы уже догадались, каков будет результат, если все 

это вообще верно. Мы хотим, чтобы величина (14) гарантирован
ного выигрыша игрока Х совпадала с величиной потерь (15) 
игрока У. Тогда смешанные стратегии х* и у* дадут равновесную 
седловую точку и игра будет решена: при любых стратегиях, 
не совпадающих с х• и у8, оба игрока будут лишь ухудшать свое 
положение. Существование этой седловой точки было доказано 
фон Нейманом и носит название теоремы о минимаксе: 

8N. Для произвольной матрицы А размера т х п минимакс по 
всем смешанным стратегиям совпадает с максимином: 

max min уАх= min max уАх. (16) 
х у у х 

Эта величина является ценой игры. Если максимум в левой 
части достигается в точке х•, а минимум в правой части -
в точке у*, то эти стратегии являются оптимальными и они 
дают седловую mollкy, покидать которую не имеет смысла: 

у* Ах~у• Ах•~у Ах• для всех х и у. (17) 

В седловой точке вектор х• во всяком случае «не хуже» лю
бого другого вектора х (поскольку у• Ах~ у• Ах•). Аналогично 
второй игрок будет лишь проигрывать больше, если он отойдет 
от стратегии у*. 

Так же как и в теории двойственности, мы можем начать 
с одностороннего неравенства max min ~ min max. Это просто 

1) Этот вектор может не совпадать с х•. Если игрок У выбирает нера
циональную стратегию, то Х может получить больше, чем ему гарантирует 
формула (14). В теории игр мы предполагаем, что оба игрока являются про
фессионалами. 



§ 8.5. Теория игр и теоре"1а о мипимаксе 403 

комбинация определений (14) для х* и (15) для у*: 

шах minyAx = шiп у Ах*~ у* Ах•~ шах у*Ах= min max уАх. (18) 
х у у х у х 

Это означает, что если игрок Х с гарантией выигрывает не меньше, 
чем а, а У с гарантией теряет не больше, чем р, то обязательно 
а~ р. Заслугой фон Неймана было то, что он доказал равен
ство а.=Р. Это и есть теорема о минимаксе. Она означает, что 
в (18) везде должны стоять равенства, а свойство седловой точки 
(17) выводится из этого в упр. 8.4.6. 

Самое замечательное здесь то, что при доказательстве исполь
зуется в точности такая же техника, как и в теории линейного 

программирования. Интуитивно это почти очевидно: игроки Х 
и У играют «двойственные» роли и оба выбирают стратегии из 
«допустимого множества» векторов вероятности xi;;:: О, ~ xi = 1, 
yi;;,,o, ~Yi= 1. Удивительно, что даже фон Нейман не сразу 
заметил, что обе теории совпадают. Он доказал теорему о мини
максе в 1928 году, линейное программирование появилось около 
1947 года, а первое доказательство теоремы двойственности было 
дано Гейлом, Куном и Такером в 1951 году - и оно опиралось 
на работы фон Неймана! Их доказательство было опубликовано 
в той же книге, в которой Данциг показал эквивалентность ли
нейных программ и матричных игр, так что на самом деле мы 
обращаем реальную историческую последовательность событий, 

выводя теорему о минимаксе из двойственности. 
В общих чертах теорему о минимаксе можно доказать следую

щим образом. Пусть b=(l, ... , l?-вектор-столбеu длины т 
и с= ( 1, ... , 1 )- вектор-строка длины п. Рассмотрим двойствен
ные _линейные программы 

(Р} минимизировать сх 
при условиях Ах;;:, Ь, 
х;;:: о 

(D) максимизировать уЬ 
при условиях уА~с, 
у;;,,О. 

Для применения двойственности мы должны быть уверены, 
что обе задачи являются допустимыми, так что при необхо
димости мы добавляем ко всем элементам матриuы А одно и то 
же большое число а.. Это не может изменить оптимальные стра
тегии в игре, поскольку каждая выплата увеличивается на а 

и то же самое происходит с величинами min max и max min. Для 
нзмененной матрицы, которую мы по-прежнему обозначаем через А, 
вектор у= О является допустимым вектором двойственной задачи 
и любой достаточно большой вектор х будет допустимым для 
исходной задачи. 

Теперь из теоремы двойственности для линейного программи
рования следует, что существуют ве1поры х* и у*, удовлетворяю

щие равенству сх* = у•Ь. Поскольку Ь и с состоят из единиц, 
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получаем ~ xi = ~ yi. Если эти суммы равняются 6, то деление 
на 6 делает эти суммы равными 1, и в результате смешанные 
стратегии х*/6 и у*/6 являются оптимальными~ теории игр. Для 
любых других смешанных стратегий х и у 

Ах•~ Ь влечет за собой у Ах•~ уЬ = 1 
и 

у•А ~с влечет за собой у* Ах~сх= 1. 

Отметим, что у* Ах~ 1 ~ у Ах*. Это означает, если мы разделим 
неравенство на 6, что игрок Х не может выиграть больше, чем 
1/6, против стратегии у*/6 и что игрок У не может проиграть 
меньше, чем 1/6, против стратегии х*/6. Следовательно, именно 
эти стратегии и нужно выбрать, так что min max= max min= 1/6. 

Это завершает теорию. Но мы не дали ответа на самый есте
rтвенный вопрос: какие игры в обычном смысле слова эквива
лентны нашим «матричным играм»? Например, подпадают ли под 
теорию фон Неймана шахматы, бридж, покер? 

На мой взгляд, игра в шахматы не подходит по двум при
чинам. Во-первых, стратегия белых фигур состоит не просто из 
движения вперед. Она должна включать решение вопроса о том, 
как ответить на первый ход черных фигур, а затем- как отве
тить на их второй ход и т. д. до конца игры. На каждом шаге 
количество возможностей таково, что игрок Х имеет миллиарды 
чистых стратегий и то же самое справедливо для его противника. 
Поэтому числа т и п являются недопустимо большими. Более 
того, случай здесь практически не играет роли. Если белые смогут 
найти выигрышную стратегию или если черные смогут найти стра
тегию защиты-что до сих пор не было сделано, -то игре в шах
маты придет конец. Разумеется, в нее будут продолжать играть, 
как в крестики-нолики, но интерес сильно поубавится. 

В отличие от шахмат, в бридже содержится некоторый элемент 
хитрости, заключающийся в некоторых специальных ухищрениях. 
Поэтому его можно рассматривать как матричную игру. К сожа
лению, числа т и п вновь оказываются фантастически большими, 
но, возможно, отдельный элемент игры и может быть проанали
зирован на оптимальную стратегию. 

С другой стороны, «Черный Джек» 1) не является матричной 
игрой (по крайней мере вариант, употребляемый в казино), по
скольку в заведении действуют определенные правила. Когда мой 
приятель Эд Торп нашел и опубликовал выигрышную стратегию 
(что привело к изменению правил игры в Лас-Вегасе), его метод 
был основан на прослеживании перемещения карт, уже открытых 
в процессе игры. Элемент случайности полностью отсутствовал, 
и поэтому никакой смешанной стратегии х* не существовало. 

1) Карточная иrра.-ПрuА1. перев. 
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Существует также так называемая дилемма за~елюченного, 
состоящая в следующем. Двое сообщников арестованы, и перед 
каждым из них стоит дилемма: если он сознается, то его осво

бодят, но при условии, что другой не сознается (и получит при 
этом 10 лет). Если сознаются оба, то они получат по 6 лет каж
дый. Но если ни один из них не сознается, то им можно дать 
лишь по 2 года, поскольку доказанное преступление не является 
тяжелым. Что делать в этой ситуации? Желание сознаться очень 
велико, но если они могут положиться друг на друга, то они 

выкарабкаются. Эта игра имеет ненулевую сумму: потерять могут 
оба. 

Отличным примером матричной игры является покер. Бле
фование является существенной частью хорошего покера, и для 
эффективности оно должно быть непредсказуемым Это означает, 
что решение блефовать должно приниматься совершенно случай
ным образом, если мы принимаем фундаментальное предположение 
теории игр о том, что противню< является опытным, иначе он 

обнаружит систему и будет выигрывать. Вероятности за и против 
блефования будут зависеть от известных карт и от размеров ста
вок-как от сделанных, так и от тех, которые предстоит сделать. 

Фактически число вариантов вновь оказывается таким, что оты
скание наилучшей возможной стратегии х* совершенно нереально. 
Тем не менее хороший игрок в покер должен играть очень близко 
к х*. Эта стратегия может быть вычислена точно, если мы пре
дельно упростим игру: 

Игрок Х получает при сдаче валета или короля с равными 
вероятностями, в то время как игрок У всегда получает даму. 
Посмотрев на свою карту, игрок Х может либо бросить ее и про
играть поставленный доллар, либо поставить еще два доллара. 
Если Х делает ставку, то У может либо бросить свою каgту 
и проиграть поставленный доллар, либо ответить двумя долларами 
и увидеть, открыв карты, блефовал игрок Х или нет. В итоге 
старшая карта выиграет 3 доллара, поставленные противником. 

Даже в этой простой игре возможные «чистые стратегии» не 
так уж легко найти, но сделать это будет полезно. Игрок У имеет 
только две возможности, так как он лишь отвечает на действия 
игр01<а Х: 

1) если Х ставит, то У бросает свою карту, 
2) если Х ставит, то У отвечает и идет на 3 доллара. 

Игрок Х может использовать четыре стратегии, некоторые из них 
разумные, а некоторые - нет: 

1) он ставит 2 доллара, имея на руках короля, и бросает 
карту, имея валета, 

2) он ставит в любом случае (блеф} ет), 
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3) он бросает карту в любом случае и проигрывает 1 доллар, 
4) он бросает карту, имея на руках короля, и ставит, имея 

валета. 

Составление платежной матрицы требует некоторого терпения: 

а11 = О, так как игрок Х теряет один доллар в половине слу
чаев на валете и выигрывает на короле (У бросает карту). 

а21 = 1, так как игрок Х теряет один доллар в половине слу
чаев и выигрывает 3 доллара также в половине случаев (поскольку 
У пытается обыграть его, даже если Х имеет короля). 

а11 = 1, так как игрок Х ставит, а У бросает карту (блеф уда
ется). 

а22 = О, так как игрок Х выигрывает 3 доллара на короле 
и проигрывает 3 доллара на валете (блеф срывается). 

При третьей стратегии всегда теряется доллар, четвертая также 
не приводит к успеху. В результате матрица А будет иметь вид 

[о 1 -1 о] 
А= 1 О -1 -2 . 

Оптимальной стратегией для игрока Х в этой игре будет бле
фование в половине случаев, х"' = (1/2, 1/2, О, О), а подчинившийся 
игрок У должен выбрать у•= (1/2, 1/2). Цена игры равна 50 uентам. 

Странно заканчивать книгу таким образом, обучая упрощен
ному варианту игры в покер, но я думаю, что и покер должен 

иметь свое место в линейной алгебре и ее приложениях. 

Упражнение 8.5.8. Найти х*, у* и цену игры v для матрицы 

Г1 О 01 

A=IO 2 01. 
LO О 3_1 

Упражнение 8.5.9. Вычислить min max (х1у1 + Х2У2). 
u;;;;,O х(;;,-О 

u,+u,=I х,+х.=1 
Упражнение 8.5.10. Объяснить каждое из неравенств в (18). Затем, после 

того как теорема о минимаксе превращает их в равенства, объяснить соотно
шения для седловой точки (17). 

Упражнение 8.5.11. Показать, что x*=(l/2, 1/2, О, О) и y*=(l/2, 1/2) 
являются оптимальными стратегиями при игре в покер. Для этого вычислить 
у Ах• и у* Ах и проверить выполнение условий для седловой точки (17). 

Упражнение 8.5.12. Было ли доказано, что в шахматах не может сущест
вовать стратегии, всегда приносящей выигрыш черным? Я думаIО, что это 
известно только для случая, когда игроки могут делать по два хода подряд. 

Если бы черные имели выигрышнуIО стратегию, то, поскольку белые м:>r ли 
бы двигать коня вперед и назад, мы пришли бы к тому, что выигрывают 
оба. 



Приложение А 

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ, 
МАТРИЦЫ И ЗАМЕНЫ БАЗИСОВ 

Пусть задана матрица А размера т х п и п-мерный вектор х. 
Вектор х лежит в пространстве Rn, а произведение Ах-в R"'. 
Отображение х в Ах задает преобразование пространства Rn в R"', 
и правила матричного умножения немедленно приводят к его 

наиболее важному свойству: для любых векторов х и у и ска
лярных величин Ь и с справедливо сс1отношение 

А (Ьх +су)= Ь (Ах) +с (Ау). (1) 

Преобразование, обладающее свойством ( 1 ), называется линейны"н, 
и, следовательно, любая матрица А задает линейное преобразо
вание. 

Целью этого дополнения является изучение других примеров 
линейных преобразований с тем, чтобы выработать общий взгляд 
на них. Эта цель лежит также в основе более абстрактного под
хода к предмету линейной алгебры, когда мы берем в качестве 
исходного свойство ( 1) и выводим следствия из него; мы же пред
почли начать изложение с матриц. Но теперь пора отойти от ис
следования линейных алгебраических систем Ах= Ь и их матриц 
и рассмотреть другие примеры линейных преобразований. 

Прежде всего мы не должны забывать о существовании вектор
ных пространств, отличных от Rn и сп. Для того чтобы некое 
множество было векторным пространством, требуется лишь под
ходящий способ образования комбинаций !!Ида Ьх + су и уверен
ность в том, что любая подобная комбинация лежит в этом про
странстве. 

Пример l. Пусть Р п есть пространство многочленов степени п, 
р = а0 + a1t + ... + antn. Эти многочлены являются «векторами», 
и сумма двух таких векторов, безусловно, принадлежит Р п· Мно
гочлены специального вида, р0 = 1, р1 = t, ... , Рп = tn, образуют 
базис в этом пространстве, и размерность его равна п + 1. 
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Пример 2. Если задано линейное дифференциальное уравнение 
поряАка п с постоянными коэффициентами 

(2) 

то его решения и (х) образуют векторное npocmpaнcmtJo Sn. Для 
любых двух решений и и v из закона суперпозиции следует, что 
Ьи +cv также является решt>нием. Другими словами, решения 
можно складывать и умножать на скалярные величины. Простей
шие решения являются чисто экспоненциальными, и= е~1 ; возможны 
также решения вида te~1, если л. является корнем кратности два 
характеристического уравнения, вида t2e~1, если л. является корнем 
кратности три, и т. д. В целом имеется п решений такого вида 
и они образуют базис пространства решений 1). 

Пример 3. Пусть Н есть гильбертово пространство, введенное 
на стр. 159. Оно состоит из всех векторов v=(v1 , v1 , v3 ••• ), 

имеющих бесконечное число компонент, но конечную длину: 

llvll2 =vf+v~+v;+ ... <оо. 

Разумеется, в этом случае конечный базис отсутствует (Н явля
ется бесконечномерным), поскольку для определения v требуется 
бесконечное количество «элементов информации». 

Используя эти примеры векторных пространств, нам будет 
легче проиллюстрировать идею линейного преобразования. Вспом
ним, что основным свойством является линейность; преобразова
ние А может отображать одно векторное пространство в любое 
другое (или в себя), но оно должно удовлетворять соотношению 
А (Ьх+су) =Ь (Ах) +с (Ау). 

Пример 4. Пусть А есть оператор дифференцирования на про
странстве многочленов степени п: А =d/dt. Тогда для любого 
многочлена р справедливо соотношение 

Ар= А (а0 +a1t + ... +апtп) =а1 + 2a2t + ... +na"tn-i, (3) 

Мы можем рассматривать А либо как линейное преобразование 
пространства Р" в пространство Рп-~ меньшей размерности, либо 
как преобразование из Р п в Р п· В первом случае это будет пре
образование на пространство Pn-i и каждый многочлен из Р n-i 
может быть получен путем дифференцирования некоторого мно
гочлена из Р п· Во втором случае это не так, поскольку в про
странстве Рп существуют многочле-ны (например, tn), которые не 
могут присутствовать в правой части (3); если найти «матрицу 
дифференцирования», то она не будет обрати.мой. 

1) Если коэффициенты с; зависят от t, то Sn по-прежнему будет п-мерным 
векторным пространством. Но отыскать его базис или даже от.цмьный ,лемент 
значительно труднее. 
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Пример 5. Пусть оператор А, действующий на элементы про
странства Р п-~, есть оператор интегрирования: 

t2 tn 
А (a0 +a1t+ ... +ап_ 1tп-1)=а0t+а1 2+ ... +ап-1 п· (4) 

Эrа формула определяет преобразование из Р п-~ в более широ
кое пространство Р п• и оно вновь является линейным: 

1 t t 

~ [bp(t)+cq(t)]dt=b ~ p(t)dt+c ~ q(t)dt. 
о о о 

Можно ли при помощи интегрирования получить все многочлены 

пространства Р п• т. е. является ли процедура интегрирования 

отображением «на»? Нет, хотя это отображение является взаимно 
однозначным, т. е. различные многочлены имеют различные ин

тегралы. 

Пример 6. Выше мы обозначили через Sn пространство всех 
решений дифференциального уравнения (2). Пусть х есть произ
вольный вектор из Rn и его компоненты являются начальными 
значениями решения и, т. е. при t = О имеем 

du dn- 1u 
и(О)-=Х1 , -ar(O)=X2 , • , ., dtn-l (О)=Хп. 

Задавая эти начальные значения, мы выбираем одно определен
ное решение дифференциального уравнения. Такое соответствие 
между вектором х из Rn и функцией и иэ Sn является линейным 
преобразованием между двумя пространствами: решение линей

ного уравнения линейно зависит от начальных значений. Это пре
образование является одновременно взаимно однозначным и пре
образованием «на»: различные начальные значения должны давать 
различные решения и любое решение может быть получено при 
надлежащем выборе начальных значений. Следовательно, матрина 
порядка п, описывающая это преобразование, будет обратима. 

Пример 7. Пусть А-оператор левого сдвига на гильбертовJм 
пространстве Н: 

Av=A(v1 , v2 , V3 , ••• )=(V2 , V3 , V4 , ••• ). 

Это отображение является линейным и «на»; при надлежащем 
выборе входного вектора на выходе может быть получен любой 

вектор. Поскольку мы можем выбирать любой элемент v1 , опера
тор не будет взаимно однозначным; v1 не присутствует на выходе. 
Он выбрасывается, и в результате оператор А имеет одномерное 
нуль-пространство: А (v1 , О, О, ... ) = (О, О, ... ). 

В этих примерах проверка свойства линейности тривиальна; 
если линейность имеется, то не заметить ее практически невоз-
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можно. Тем не менее данное свойство является наиболее полезным 
свойством преобразования 1), и оно естественным образом возвра
щает нас к матрицам. Фактически r лавная цель этого приложе
ния состоит в том, чтобы показать, что каждое линейное преоб
разование может быть представлено в виде матрицы. Эта мат
рица будет зависеть от базисов, выбираемых в векторных про
странствах, и строится по следующему правилу: 

Пусть в пространстве V задан базис v1 , ••• , vn, а в прост
ранстве W-базис w1 , ••• , wm. Тогда любое линейное преоб
разование А из V в W представляется матрицей [А] размера 
тх п. Ее элементы ai/ определяются путем применения пре
образования А к каждому из элементов v1 и представления 
результата в виде комбинации элементов w: 

т 

Av1 = ~ a.1w., 
i=I r r 

i= l, ... , п. (5) 

Другими словами, j-й столбец матрицы определяется тем, как 
изменяется базисный вектор v1 под действием преобразования А. 

Пример 8. Пусть А есть оператор интегрирования, а в каче
стве базиса выбраны многочлены 1, t, t2, ... : элементы v1 и w1 
равны tl-1 • Для вычисления матрицы [А] нужно посмотреть, как 
А действует на v1: 

/ 

Av1= S tl- 1 dt= t( =тWi+i· 
о 

Единственным ненулевым элементом в j-м столбце матрицы яв
ляется а11 , равный 1/j. Если пространство V имеет размерность 
п = 4, то W будет иметь размерность т = 5 и искомая матрица 
размера 5 х 4 есть 

о о о о 

о о о 

О 2 О О 
[А]= 

О О 3 О 

LO O O 4 _1 

Пусть мы хотим проинтегрировать функцию v(t)=2t+8t3 • Тогда 
мы записываем v в виде 

2t+Bt8 = Ov1 +2v2 +0v8 +Bv, 

•1) На втором месте стоит, пожалуй, обратимость. 
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и умножаем соответствующие коэффициенты на А: 

т. е. ~ 2t+Bt3 =Wa+2wъ=t2 +2t'. 

Пример 9. Пусть А есть оператор дифференцирования, пере
водящий Р п в пространство Р п-~ меньшей размерности. При том 
же выборе базиса действие А на v I имеет вид 

Av1=; tl- 1 =(j-l)tl-2=(i-l)w1_1• 

Поэтому j-й столбец матрицы [А] вновь содержит лишь один 
иену левой элемент, равный j - 1 и находящийся в строке с но
мером i = j -1. Для размерностей 5 и 4 матрица имеет вид 

[о 1 о о о] 
О О 2 О О 

[А]= О О О 3 О ' 

О О О О 4 

Замечание. Мы рассматриваем дифференцирование и интегри
рование как взаимно обратные операции. По крайней мере диф
ференцирование, следующее за интегрированием, приводит к ис
ходной функции, т. е. вторая матрица является левой обратной 
к первой. Произведение двух матриц, приведенных выше, есть 
единичная матрица 4-ro порядка. Но прямоугольная матрица 
не может иметь двухстороннюю сбратную и произведение в дру· 
rом порядке не является единичной матрицей: 

ro о о о ol 
О 1 О О О 

[A]integ [A]diff = О О 1 О О • 
о о о ] о 

LQ O O O I.J 

Нулевой элемент в левом верхнем углу соответствует тому, что 
для константы операция дифференцирования с последующ11111 ин
тегрированием дает нуль. 

Пример 10. Матрица, представляющая левый сдвнr в гильбер
товом пространстве, является бесконечно большой, но ничем дру-
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rим не примечательна: 

ro l о о V1 

=rп О О 1 о V2 

[А]= О О О 1 и [А] Vs 

о о о о V4 

L· L:.J 

Нам остается лишь проверить выполнение общего правила (5) 
при составлении матрицы и показать, чтоJА] содержит полную 
информацию о линейном преобразовании , представляемом ей. 
Другими словами, зная базисы в пространствах V и W и зная 
матрицу [А], мы должны получать результат воздействия преоб-

п 

разования А на произвольный вектор V= ~x1v1 пространства V. 
1 

Если вектор х состоит из коэффициентов разложения v по 
базису v11 ••• , vn, то вектор у= [А] х дает коэффициенты 
разложения Av по базису w1 , ••• , wm. Следовательно, резуль
тат воздействия преобразования А на любой элемент v восста
навливается путем умножения матриц: 

т 

Av= ~ YiWi=i_ai1x1wi. 
1 а= 1 1, 1 

(6) 

Доказательство основывается на линейности преобразования А: 
для произвольного v = ~ x1v1 имеем 

Av =А(± x1v1) = }~ x1Av1. 
1 1 

Подставляя выражение для Av1 из (5), получаем (6). Если задано 
действие преобразования А на каждый элемент базиса, то свой
ства линейности достаточно для определения действия А на любой 
другой вектор пространства. 

Укажем на еще одну связь между линейt~ыми преобразова
ниями и матрицами. Если А и В являются линейными преобра
зованиями из V в W и из W в Z соответственно, то их произ
ведение есть преобразование из V в Z; оно начинается с эле
мента v из V, который переходит в Av из W и затем в BAv = 
= В (Av) из Z. Последнее соотношение в точности совпадает с 
правилом (7) стр. 25, которое служило основой умножения мат
риц. Поэтому вполне естественно, что матричное умножение пра
вилыю отражает это произЕедение линсf.ных преобразований: 
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Если матрицы [А] и [ В] представляют линейные преобразо
вания А и В в базисах {v;} в V, {w;} в W и {z;} в Z, то про
изведение этих двух матриц представляет преобразование ВА: 

[ВА]=[В][А]. (7) 

Едва ли следует говорить о том, что ВА вновь является ли
нейным преобразованием, хотя оно и выглядит как квадратичное. 
Может показаться, что при А (х)=х и В(х)=х произведение ВА 
будет связано с х2, но на самом деле это, разумеется, не так и 
квадрат тождественного преобразования вновь является тождес1-
венным преобразованием: В (А (х)) равняется х. 

Упражнение А.1. Найти матрицу размера 3Х5, представляющую оператор 
двукратного дифференцирования d2/dt 2, переводящий пространство Р4 в Р2 
(многочлены четвертого порядка в многочлены второго порядка). 

Упражнение А.2. Для операт1а левого сдвига из примера 10 показать, 

что оператор правого сдвига [А] ,~вляется лишь односторонним обратным. 
Строки матрицы [А] являются ортонормированными, но столбцы таковыми 
не являются-ситуация невозможная для матриц размера пхп. 

Упражнение А.3. Пусть V = W есть пространства матриц размера 2Х 2 с 
базисом 

~]. 
о] 1 • 

Найти преобразование А, переводящее каждую матрицу в транспонированную 
к ней, и, пользуясь правилом (5), найти матрицу четвертого порядка [А]. 
Почему [А]11 =П 

Упражнение А.4. В конце второй главы рассматривалось преоб~азование, 

состоящее в умножении слева на фиксированную матрицу [~ ~ J каждого 
элемента указанного выше пространства V. Найти матрицу порядка 4, пред
ставляющую это преобразование на V. 

Упражнение А.5. Пусть дифференциальное уравнение (2) имеет вид 
dnu/ dtn = О. Найдя базис, описать пространство Sn всех его решений. 

Упражнение А.6. Пусть на плоскости ху преобразование А переводит 
каждый вектор в его зеркальное отражение относительно оси х, а преобразо
вание В переводит каждый вектор в вектор той же длины, но направленный 
в противоположную сторону от начала координат. Найти матрицы [А], [В] 11 

(ВА], пользуясь стандартными базисными векторами е1 и е2 , и описать, как 
изменится вектор после действия на него преобразования А и затем В. 



414 Приложение А 

ЗАМЕНА БАЗИСА 

Пусть V1 , ••• , vn и W11 ••• , wn являются базисами в одном 
и том же векторном пространстве, и пусть некоторый вектор 

записывается сначала в одном базисе, а затем в другом 

(8) 

Как связаны между собой эти наборы коэффициентов? 

Если два базиса связаны друг с другом соотношениями 
v1 = ~?=1s11w1, то коэффициенты х и у связаны иным образом, 
но с теми же коэффициентами s1i 

(9) 

Легче всего установить это, проверив, что новые коэффици
енты у1 удовлетворяют условию ~x1v1=Iyiw1, так что они дей
ствительно яв.1яются коэффициентами в разложении вектора v: 

n n n 

равняется ~ YiW,·= ~ ~ Si·X·W·. 
i=I i=I i=I J J 1 

Замена базиса также относится к теории матриц, хотя и не
сколько менее очевидным образом. (Часто это представляют как 
замену переменных, что с математической точки зрения приводит 
к тому же результату.) Пусть мы определили преобразование А 
векторного пространства в себя и выбрали базис w1 , ••• , wn, 
один и тот же для W и для V = W. Тогда уравнение (5) дает 
соотве~твующую матрицу [A]w (с элементами а 11) по правилу 
Aw1= ~aiJwi, и мы хотим узнать, как будет выглядеть матрица 
того же самого преобразования А при выборе другого базиса 
v1 , ••• , vn в исходном пространстве (т. е. в пространствах V и 
W). Займемся отысканием нового представления преобразова
ния А. Пусть S есть матрица, описывающая изменение базиса, 
т. е. v1 =}: siiwi. 

Новая матрица [ А ]v, представляющая рассматриваемое преоб
разование в базисе v, связана с исходной матрицей [A]w, по
строенной по базису w, соотношением 

(10) 

Другими словами, замена базиса порождает преобразование 
подобия матрицы, представляющей линейное преобразование. 
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Для произвольного вектора v= ~x1v1 вектор Sx дает его ко
эффициенты разложения по базису w, затем [ А ]wSx дает коэф
фициенты разложения Av по базису w и, наконец, S-1 [A]wSx 
дает коэффициенты разложения Av по исходному базису v. По
скольку это в точности совпадает со свойством, определяющим 

[ А ]v, обе части в ( 1 О) должны совпадать друг с другом. 

Пример 11. Пусть А есть преобразование, переводящее любой 
вектор (х, у) в его зеркальное отражение (у, х) относительно 

биссектрисы первого квадранта. Для стандартного базиса w1 = 
=(1, О) и W2 =(0, 1) соответствующая матрица легко вычисляется; 
поскольку преобразование А переводит w1 в w2 и w2 в w1 , это 

будет матрица перестановки 

[ о 1] 
[A]w= 1 О • 

Пусть мы поворачиваем плоскость, так что один из векторов 

нового базиса образует угол в 45° с осью х, v1 = (1, 1), а дру
гой перпендикулярен ему, v2 = (-1, 1 ). Тогда, записывая v1 в 
виде w1 +w2 и v2 в виде -w1 +w2 , получаем 

[1 -1] 
S= 1 1 . 

Для нового базиса преобразование А принимает особенно простой 
вид. Поскольку вектор v1 лежит на биссектрисе первого квад
ранта, он совпадает со своим зеркальным отражением, так что 

Av1 =V1 • Другой базисный вектор V2 =(-l, 1) переходит в про
тивоположный, Av2 = - v2 • Следовательно, 

[ А ]i, = [ ~ _ ~ J . 
Эта .матрица является диагональной, поскольку базис v1 , v2 обра
зован из собственных векторов преобразования А. Эти собствен
ные векторы являются столбцами «матрицы замены базиса» S, 
так что она приводит А и диагональному виду, «аи это 
бы.ло в гл. 5: 

Упражнение А.7. Если вектор v1 ортогонален к v2 и А представляет собой 
проекцию на направление v2, то как будет выглядеть матрица [AJv? Чему 

равны собственные значения этой (или любой другой) матрицы проектирования? 

Упражнение А.В. Найти матрицу, собственные векторы которой суть 
V1 = (1, 3) с собственным значением 4 и v2 = (2, О) с собственным значением О. 



Приложение В 

ЖОРДАНОВА ФОРМА МАТРИЦЫ 

Пусть задана квадратная матрица А, и мы ищем такую мат
рицу М, чтобы матрица м-1АМ была как можно ближе к диа
гональной. В простейшем случае матрица А обладает полным 
набор JM собственных векторов, которые и располагаются в столб
цах матрицы М, или, в старых обозначениях, матрицы S. Жор
данова форма в этом случае есть J = м-1АМ = Л, и она состоит 
целиком из одномерных блоков J 1 = 'А.1 , так что цель получения 
диагональной матрицы достигнута. В более общем и более слож
ном случае некоторые собственные векторы отсутствуют и полу
чить диагональную форму матрицы невозможно. Именно этот 
случай нас сейчас и интересует. 

Будем доказывать следующую теорему, которая уже была 
нами сформулирована в гл. 5: 

fiS. Если матрица имеет s линейно независимых собственных 
векторов, то она подобна матрице, имеющей специальную жор· 
данову фирму, 

с блоками 

11= 
[

'),,i 1 
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Примером такой жордановой матрицы может служить матрица 

8 1 о о о r[s 1] 1 г о 8 о о о 
J, 

J= о о о 1 о -l О 8 [~ ~] = J. 
о о о о о 

о о о о о [0]_1 L J, 

Собе<rвенному значению л. = 8 кратности 2 здесь соответствует 
единственный собственный вектор, направленный вдоль первой 
координатной оси е1 =(1, О, О, О, О)Т; поэтому число А.=8 при
сутствует лишь в одном блоке J1.. Трехкратному собственному 
значению л.= О отвечают два собственных вектора, е3 и е6 , соот
ветствующие жордановым клеткам J I и J 3 • 

Основной вопрос состоит в следующем: если А является про
извольной матрицей размера 5 х 5, то при каких усАовиях ее 
жорданова форма будет совпадать с J? Когда найдется матрица 
М, такая, что м-1АМ =J? Первое требование заключается в 
том, что каждая подобная матрица А должна иметь те же самые 
собственные значения 8, 8, О, О, О. Но этого недостаточно, ведь 
диагональная матрица с такими собственными значениями не по
добна J. В рассмотрении должны участвовать собственные век
торы матрицы. 

Для ответа на этот вопрос перепишем соотношение м-1АМ =J 
в более простом виде АМ = М J: 

Перемножая матрицы, 

Ах1 =8х1 
Ах3 =0х3 

Х1 Х2 ... Хь 

получаем 

и Ах2 =8х2 +х1 , 

и Ах4 = Ох4 + х3 ; 

"1Г8 1 
о 8 

_IL 

о 

о 

(1) 
(2) 

Теперь легко увидеть условия на матрицу А. Она должна иметь 
три истинных собственных вектора, как и матрица J. Собствен
ный вектор, отвечающий собственному значению л. = 8, будет 
находиться в первом столбце матрицы М точно так же, как это 
было бы для матрицы S: Ах1 = 8х1 • Другие два вектора, обозна
чаемые через х3 и х5 , размещаются в третьем и пятом столбцах 

матрицы М: Ах8 = Ах6 = О. Кроме того, должны существовать 
еще два специальных вектора х2 и х4 , которые называются 

«обобщенными собственными векторами». Говорят, что вектор х2 
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принадлежит цепочке векторов, начинающейся с х1 и описы
ваемой формулами (1). Фактически х2 является единственным, не 
считая х1 , вектором в цепочке 1 ) и соответствующий блок J 1 имеет 
второй порядок. Соотношения (2) описывают две различные це
почки, в одной из которых кроме х3 имеется еще вектор х4 , а 
другая состоит из одного вектора х&; блоки J 2 и J 3 имеют раз
меры 2 х 2 и 1 х 1 соответственно. 

Отыскание жордановой формы матрицы А сводится к отыс
канию этих цепочек векторов, каждая из которых возглавляется 
собственным вектором: для каждого i имеем 

либо Ах;=Л.;Х;, либо Ах;=Л.;t1 +х1 _ 1 • (3) 

Векторы Х; образуют столбцы матрицы М, и каждая отдельная 
цепочка дает один блок в матрице J. Мы должны показать, как 
строятся эти цепочки для произвольной матрицы А. Тогда если 
эти цепочки удовлетворяют соотношениям (1), (2), то матрица J 
будет жордановой формой для А. 

Я думаю, что наиболее ясным и простым является метод, 
предложенный Филипповым и описанный в т. 26 «Вестника Мо
сковского университета». Построение осуществляется по индук
ции. Очевидно, что матрица первого порядка совпадает со своей 
жордановой формой. Предполагая, что построение выполнено 
для матриц порядка, меньшего, чем 11 (это и является предпо
ложением индукции), осуществим это построение для матрицы 
порядка п. Мы хотим объединить общее объяснение для мат
рицы А с частным для рассматриваемой матрицы J и поэтому 
заранее предполагаем, что обе эти матрицы имеют одинаковые 
собственные значения. 

Метод Филиппова состоит из трех шагов. 

Шаг l. Поскольку одно из собственных значений есть А= О, 
матрица А вырожденна и пространство ее столбцов имеет раз
мерность r < п. Для этого пространства меньшей размерности 
предположение индукции гарантирует существование жордановой 
формы- в пространстве столбцов должны существовать r неза
висимых векторов w1, таких, что 

Aw1 =л.;w; или Aw;=л.;w;+w;- 1 • (4) 

В нашем примере с А = J ранг матрицы равен r = 3 и прост
ранство столбцов натянуто на векторы е1 , е2 , е3 ; они будут играть 
роль векторов W;, так что 

Jw1 =8w1 , Jw2 =8w2 +w1 , Jw8 =0W3 • (5) 

1) В отечественной литературе эти векторы называются присоединен
ными. -Прим. перев. 
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Шаг 2. Пусть нуль-пространство и пространство столбцов 
матрицы А имеют пересечение размерности р. Разумеется, каж
дый вектор из нуль-пространства является собственным векто
ром, соответствующим л. = О. Поэтому шаг I должен давать р 
цепочек, соответствующих этому собственному значению, и нас 
интересуют векторы W;, находящиеся в конце цепочек. Каждый 
из этих р векторов принадлежит пространству столбцов, так что 
они являются комбинациями вектор-столбцов матрицы А: 
W; = Ау; для некоторого Yi· 

В нашем примере с А= J нуль-пространство содержит век
торы е3 и е6 и его пересечение с пространством столбцов натя
нуто на вектор е3 ; следовательно, р = 1. В (5) имеется только 
одна цепочка, соответствующая л. = О, вектор е3 расположен на 
ее конце (или в начале) и е3 = 1 е4 • Значит, у= е4 • 

Шаг 3. Нуль-пространство имеет размерность n-r. Следо
вательно, помимо своего р-мерноrо пересечения с пространством 

столбцов оно должно содержать п -r - р дополнительных базис
ных векторов z;, лежащих вне этого пересечения. В нашем при
мере n-r-p=5-3-1=1 и нуль-вектор z=e6 является не
зависимым от пространства столбцов: именно этот вектор z и 
дает одномерный блок J 3 = (О). 

Объединяя эти шаги, мы и приходим к теореме Жордана: 

r векторов W;, р векторов У; и n-r-p векторов Z; образуют 
жордановы цепочки матрицы А и эти векторы являются ли
нейно независимыми. Они составляют столбцы матрицы М 
и J = м-1АМ есть искомая жорданова форма. 

Если мы хотим перенумеровать эти векторы в виде х1 , ••• , Хп 
и согласовать их с условиями (3), то каждый вектор У; должен 
располагаться сразу за порождающим его вектором w;; он будет 
завершать цепочку, соответствующую л.; = О. Векторы z распо
лагаются в конце, каждый в своей собственной цепочке, и вновь 
собственное значение равняется нулю, поскольку эти векторы 
принадлежат нуль-пространству. Блоки, соответствующие нену
левым собственным значениям, обработаны на первом шаге, блоки 
с нулевыми собственными значениями расширяются на одну 
строку и столбец на втором шаге, и третий шаг добавляет блоки 
J; = (О) первого порядка. 

Единственный, притом технический, вопрос заключается в 
провер1<е независимости всего набора векторов W;, У; и z1• Для 
этого предположим, что некоторая комбинация !lекторов обра
щается в нуль: 

~C;W; + ~d;Y; + ~g;Z; = 0. (6) 
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Умножая на А и учитывая соотношения (4) для векторов wi, 
получаем 

~ci [ ~~:~ ] + ~diAY1 = 0. 
л.iw1+w1-1 

(7) 

Векторы Ayi = wi располагаются в концах цепочек, соответствую
щих собственным значениям л; = О, так что они не могут при
сутствовать в первой сумме. Поскольку (7) является некоторой 
комбинацией векторов wi, которые по предположению индукции 
являются независимыми (они образуют жорданову форму в про
странстве столбцов), коэффициенты d1 должны обращаться в 
нуль. Возвращаясь к (6), получаем ~C;W; = - ~g;z1, где левая 
часть принадлежит пространству столбцов. Поскольку векторы z 
не лежат в этом пространстве, все коэффициенты g1 должны 
равняться нулю. В результате имеем ~ C;W; = О, так что неза
висимость векторов W; влечет за собой равенства с;= О. 

Если исходная матрица А была невырожденной, то эти три 
шага должны применяться к матрице А'= А -с/. (Постоянная с 
выбирается таким образом, чтобы матрица А' была вырожден
ной; она может равняться любому собственному значению мат
рицы А.) Алгоритм приводит матрицу А' к ее жордановой форме 
м-1А' М = J', обрв.зуя цепочки х1 из векторов W;, у1 и z1• Тогда 
в жордановой форме для матрицы А будут использованы те же 
самые цепочки и матрица М: 

м-1АМ =М-1А'М +М-1сМ =J' +с!= J. 

Этим завершается доказательство того, что каждая матрица А 
подобна некоторой жордановой матрице J. С точностью до пе
рестановки блоков она подобна лишь одной такой мат
рице J, т. е. жорданова форма матрицы А является единственной. 
Поэтому множество матриц распадается на подмножества со сле
дующим свойством: Все матрицы одного и того же twдмножества 
имеют одинаковую жорданову форму и все они свманы друг с 
другом преобразованиями подобия, но никакие две матрицы из 
разных подмножеств не являются подобными. Этой классифика
цией и завершается наша книга. 

Пример. 

[о 1 2] 
A=OOl. 

о о о 

Эта матрица имеет собственное значение л = О кратности три. 
Она взята нами со стр. 276 и имеет ранг г = 2 и лишь один 
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собственный вектор. Прос'Гранство столбцов содержит лишь одну 
цепочку w1 , w2 , которая совпадает с последними двумя столб-

цами матрицы А~ [i]-
0 

и 

или 

и 

Нуль-пространство лежит в пространстве столбцов, и оно натя
нуто на вектор w1 • Следовательно, на втором шаге мы получаем 
р = 1, так что вектор у находится из уравнения 

Ay-w, -ПJ и он равен у-ш. 
Тюшм образом, цепоч1{а w1 , w2 , у образует матрицу М: 

[
1 2 о] 

М= О 1 О 

О О 1 
и М - 1 А М = [~ ~ ~] = J. 

о о о 

Применение к решению уравнения du/dt = Аи. Как обычно, 
111ы упрощаем задачу путем разделения переменных. Это разде
ление будет полным при наличии полного набора собственных 
ве1поров и и= Sv; в настоящем же случае наилучшей заменой 
будет и= Mv. Это дает новое уравнение Mdv/dt = AMv, или 
dv/dt = Jv, которое является наипростейшим для данной матрицы. 
Его неизвестные связаны только внедиагональными единицами в 
каждой жордановой клетке. Для приведенной выше матрицы, 
подобной одному блоку, имеем 

~1 о 1 о] da/dt = ь, 
~= О О 1 v или dЬ/dt=c, 
dt ' 

~О О О dc/dt= О, 
или 

а= а0 + Ьоi +c0 t 2/2, 
Ь= Ь0 +с0 t, 
С= 

Система решается с последнего уравнения и на каждом шаге 
добавляется степень t. (Для блока порядка l в решении будут 
степени до t 1- 1.) Экспоненты от матрицы J для этого случая и 
предыдущего случая матрицы порядка 5 имеют вид 

[1 t t 2/2] Г ~st :~:t ~ ~ ~J-, 
eJt = О 1 t и ел= О О 1 t О , 

001 00 010 
L.0 0 0 0 1 
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Легко видеть, каким образом коэффициенты а, Ь и с участвуют 
в первой из экспонент. И для второго примера также легко 
увидеть все пять «частных решений» уравнения du/dt = Аи. Три 
из них являются чис1ыми экспонентами и1 =е81х1 , u3 =e0tx8 , 

u5 = eotx5 , полученными точно так же, как и раньше, из трех соб
ственных векторов матрицы А. Оставшиеся два решения содер
жат обобщенные собственные векторы 

u2 =e8t(tx1 +x2 ) и U 4 =eot(tx8 +x4 ). (8) 

Наиболее общее решение уравнения du/dt = Аи является комби
нацией с1иi+ ... +с0и5 , и комбинация, равняющаяся и0 при 
t = О, вновь имеет вид 

и0 =с1х1 + ... +с5Х5 , или U0 =Mc, или c=M-1u0 • 

Это означает лишь, что U = мел м-1ио И что матрицы S И Л В 
старой формуле seлts- 1 uo заменяются на М И J. 

Упражнение 8.1. Найти жорданову форму (в три шага) для матриц 

А=[: :J и В=[~ ~ ~]· 
о о о 

Упражнение 8.2. Показать, что частное решение и 2 в (8) удовлетворяет 
уравнению du/dt = Аи именно благодаря наличию цепочки Ах1 =8х1 , Ах2 = 
= 8х2 +х1 • 

Упражнение 8.3. Для приведенной выше матрицы В вычислить, исполь
зуя форму ме1tм- 1 , экспоненту eBt и сравнить ее с рядом I+Bt + 
+ ((Bt)2/21)+ •••• 
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РЕШЕНИЯ 

Глава 1 

1.2.1. и=3, tl= 1, w=O, с ведущими элементами 2, 1, -5. 
1.2.2. и= 1, U=2, w=3, Z=4. 
1.2.3. Коэффициент +1 сделает систему вырожденной. 
1.2.4. При исключении вычисляется множитель l=c/a, а затем d-lb. 
1.2.5. Стоимость 3 600 ООО операций на ЭВМ составляет I доллар, так что 

теоретически можно решить систему порядка п = 10 800 0001 /3 = 221; на прак
тике же нужно учитывать и накладные расходы. При увеличении затр11т 
в 1000 раз число п увеличится лишь в 10 раз. 

1.2.6. Второй член ьс+аd равен (a+b)(c+d)-ac-bd. 
1.2.7. U= 1, t1=3, W=2, 

1.3.1. Ах=[:~} 

1.32. A,-[J • /26]. 

1.3.3. Uкон=0.8Uнач+О.lt1нач А= [0.8 0.1] 
t1кон =0.2Uнач+О.9t1нач' 0.2 0.9 

(i) [::] =А [2~~J = [,::], 

(ii) [ 2~~] =А l::J, [::] = [ 2~], 

(iii) [и]= А [и], [ 0.2 -0.1] [и] =О, v= 2и. 
t1 t1 -0.2 0.1 t1 

1.3.4. Углы параллелограмма суть точки (2, !), (О, 3), (2, 4) и (О, О). 
1.3.5. Результатом первого и второго шаrов исключения •11.1ится матрица 

ЕА=[~ -~ -~]· 
О 3 2 
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1.3.6. Результатом первого, второго и третьего шагов исключения является 
матрица 

ЕА=[~ -~ -~]· 
О О -4 

1.3.7. ЕА = (О]; произведение состоит из ln элементов; на получение каж
дого из них затрачивается т умножений. 

1.3.8. ЕА=[ ~i} 
1.3.9. Матрица АВС является результатом первого и второго шагов 

исключения. 

1.3.10. [: :J [~ ~] = [~ ~] [: :J , от1<уда следует Ь=с=О, 

далее [~ :J [~ ~] = [~ ~] [~ ~1 · откуда a=d. 

1.3.11. А= [ О 1], В= [ 0 1J, С= [0 1], D=A, E=F= [ 1 -lJ. 
-1 О О О I О 1 -1 

1.3.12. Верно; неверно; верно; неверно. 
1.3.13. Весами являются элементы первой строки матрицы А. 

1.4.2. А=[:~] [~ ~] =LU; A=L, И=!. 

1.4.3. LИ=[ь ~ ~][~; ;], с=[ ;J. 
3 О 1 О О -1 -1 

l.4.4. [: :J = [с;а ~] [~ (аd-°ьс)/а] [~ bia] · 

,.,.,. L-г - ~ : :' • D-lг, ; '' и-[~ -:-~; J 
L О -3 1...1 3...1 

C=[_:J X=[_i} 
1.4.6. Отношение (150)3/3 к (150)2 равно 50. 

1.4.7. C=[-!J Х=[! J 
1.5.1. и=2, v=-3, w=4; переставить строки 2 и 3. 
1.5.2. Второе уравнение есть Ои+Оv=Ь2-3Ь1 , так что решение сущест

вует только при Ь2 =3Ь1 . 

1.5.3. Р=[~ ~], L=I, D=l~ ~], И=[~;} 
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[
1 о о] 

1.5.4. Р = О О 1 . 
О I О 

1.5.5. Обе системы являются вырожденными; первая не имеет решения, а 
вторая имеет решение и=v=w=7 (или любое другое число). 

1.5.6. с-1вА-1. 

[ cos е sin е] 1.5.7. A-l=A, в-1-транспонированная к В= . 0 0 . 
-sш cos 

1.5.9. Третья строка умножается на 8 и прибавляется к первой строке; 
в матрице в-~ вместо числа 8 будет стоять -8. 

1 [ d -Ь] 1 [ 3 
1.5.10. A-1=-d Ь , А-1=-4 2 

а - с -с а 1 

2 1) 4 2 . 
2 3 

[ 
9 -36 30) 

1.5.11. А- 1 = -36 192 -180 . 
30 -180 180 

1.5.12. Ведущие элементы равняются 0.001 и 1000; после перестанов1<И 
они становятся равными I и -1. 

1.5.13. Если ведущий элемент является большим, то он умножается на 
число, меньшее единицы, при исключении каждого из расположенных ниже 

элементов. Предельный случай, когда все множители равняются плюс или 
минус единице, - это 

r 
1 1 • 

- - 1 2 2 

А= -1 О 1 

-- -1 1 
L 2 .J 

r_: 1 

1.6.1. L= , D=I, U=LT, 

L -1 I.J 

1.6.2. Нижняя матрица второго порядка становится симметрической: 

[d-b 2/a е-Ьс/а]. 
е-Ьс/а f-c 2 /a 

1.6.3. А=[-~ =1-~ -1 J· 
-1 2 -1 

-1 1 

1.6,4. (и1, и 2, и3) =(:11;2/8, О, -n2/8) вместо истинных значений (1, О, -1}. 
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Глава 2 

2.1.1. Точки с целочисленными координатами; крест, образованный 
осями. 

2.1.2. Да, нет, нет, да, да, да. 
2.1.3. Если Ах=О, Ау=О, то А (cx+dy)=O. Если Ь -:j: О, то решения не 

содержат точку х = О и не могут образовывать подпространство. 

2.2.1. [~ ~] + [-~ ~] = [~ :J-не ступенчатая форма. 
2.2.2. x+u+z=1, x+u+z=O. 

2.2.3. LV=[6 ~ ~] [6 ~ ~ ~]· 
101 опоо 

Первые два столбца матрицы U имеют ведущие элементы, так что г =2. 
Две другие переменные, w и у, являются свободными, и общее решение записы
вается в виде 

-l2w-;;-yj'- [-~] [-~] Х- -W +У • 
w 1 О 

у О 1 

2.2.4. Вторая переменная является базисной (ведущий элемент не равен 
нулю), а переменные и, w и у являются свободными. Ранг равrн единице, и 

общее решение имеет вид х=(и, -4w, w, у)т. При b-:j:O система является 
совместной только в случае Ь2 -2Ь1 =0, и тогда 

-[ьl ~4w]- r~] 1-~l l~ 11~1] Х- -U О +w +У + • 
w lj о о 
у [. о •· 0 \ J L о 

2.2.5. Переменная /l является базисной, а v-свободной, г = 1, х =V [-тJ . 
в общем случае должно быть Ь1 = о, Ьз = 4Ь2, Ь4 = о. так что х = V [-т] + 

+ [g2J. 
2.2.6. Процесс исключения дает u+2v+2w= 1, w=2, так что переменная 

v является свободной: 

[а J-[-2v-3]- [-2] [-3] V - V -V 1 + 0 • 
w 2 О 2 

2.2.7. Из третьего уравнения имеем условие 0= Ь3 -2Ь1 -3Ь2 ; ранг равен 
двум. 

2.2.8. С=7, 
2,3,\. V1-V2+V3-V4=0, 
2.3.2. Строки являются независимыми. 
2.3.4. Если с1 (v1 +v2) + с2 (v1 +vз)+сз (v2+v3) =0, то 

+ (с1+с3) v2 +(c2 +c3) v3 =0. В силу независимости v отсюда 
(с1 +с2) v1 + 

получаем с1 + 
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+ с2 =0, с1 +с3 =0, с2 +с3 =0, так что все коэффициенты с palilHЫ нулю. 
Следовательно, w также являются независимыми. 

2.3.5. Прострамство столбцов порождено вектором [ ~] ; пространство 
строк также представляет собой прямую, но оно порождается вектором (!, 2). 

1.1.3.6. Столбцы 2 и З образуют базис в пространстве столбцоlil; последний 
rтолбец равен 7 (столбец 2)-(столбец 3). Строки 1 и 2 образуют базис в 
пространстве строк. 

2.3.7. Один из базисов имеет вид [~ ~] , [~ ~] , [~ ~] , [~ ~] . 

Ступенчатые матрицы порождают подпространство треугольных матриц. 

2.З.8. ~-[i] и ··-[Н "'" [:] и [:} 

2.3.9. Пусть 1'11 = (1, О, О, О), ••. , и4 = (О, О, О, 1) являются координатными 
векторами. Если прямая W порождена вектором (1, 2, 3, 4), то ни один из 
векторов и не принадлежит этой прямой. 

2.3.10. Нулевая размерность при x=y=z=O; единичная размерность 
при x=(l, О, 0)=-у, z=O; размерность два при x=(l, О, О), у=(О, 1, О), 
z=(-1, -1, О); поскольку векторы зависимы, они не могут обµазовать базис 
всего пространства. 

2.3.12. (i) Если бы эти векторы не образовывали базис, то мы могли бы 
добавить независимые векторы, увеличив тем самым заданную размерность k, 
что приводит к противоречию. (li) Если бы эти векторы не образовывали ба:шс, 
то мы могли бы убрать некоторые из них, уменьшив тем самым размерность k, 
ччо приводит к противоречию. 

2.3.13. Размерность равняется 6. 
2.3.14. Если векторы t11, v2, l'ls образуют ('iаз11с пространстна V, а векторы 

w1, w2, w3 образуют базис пространства W, то эти шесть ве1поров не могут 
быть независимыми и некоторая их линейная комбинация дает нуль: 

~Citli + ~d;w;=O, т. е. ~c;v;=- ~d;w;-вектор, принадлежащий оооим 
подпространствам. 

2.4.1. Неверно; размерности совпадают. 
2.4.2. Второй столбец является базисом пространства ffi (А), а первый 

столбец-базисом для ffi (Ат). Вектор (-2, l)т порождает левое нуль-простран
ство, а векторы (1, О, О, О)т, (О, -4, 1, О)т, (О, О, О, l)т образуют базис про
странства ~1 (А). 

2.4.3. Первый и второй столбцы образуют базис пространства ffi (А), а перrая 
и вторая строки-базис пространства ffi (Ат). Вектор (1, О, -1? порождает 
левое нуль-пространство, а векторы (-1, О, О, l)т, (2, -1, 1, О)т являются 
базисом пространства ~l (А). 

2.4.4. В пространстве столбцов все четвертые компоненты равняются нулю, 
а в пространстне строк равны нулю все первые компоненты. Нуль-пространство 

поµождсно ве1пором (1, О, О, О) т, а левое нуль-пространство-в~ктором 
(0, О, О, l)т. 

2.4.5. EcJIИ АВ =0, то матрица А переводит каждый из столбцов матрицы 
В в нуль; следовательно, то же самое она делает и с тобой комбинацией 
столбцов, и все эти 1<омбинац11и должны лежать в пространстве ~l (А). 

2.4.6. Если размерность не увеличивается при добав,,ении столбца Ь, то 
вектор Ь должен быть комбинацией столбцов матрицы А, так что система 
Ах=Ь будет разрешима. 
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2.4.7. d= Ьс/а; А= [:] [1 Ь/а]. 

Ш. А -[:Г -1], B-r:J [1 1 2], 

AB=u(t'TW) ZT=[2] (-2) (1 1 2)=r-4 -4 - 8] 
4 -8 -8 -16 . 

о ' о () о 
1.. 

2.4.10. Отображение у=е" является взаимно однозначным, но никогда не 
принимает нулевое значение; функция z = tg х принимает все значения, но 
более чем по одному разу. 

2.4.11. Если условие существоваиия решения для матрицы А выполняется, 
то г = т и т столбцов матри1~ы АТ должны быть незаРисимыми. Если для мат. 
рицы А выполняется условие единственности, то г =n и столбцы матрицы лт 
должны образовывать базис li!Cero пространства R". 

2.4. 12. Матрица А не имеет левой обратной; все правые обратные имеют 
вид 

т 2.5.1. // х/12 =21, [IY/12 = 18, х у=О. 
2.5.2. Векторы ( , О) н (1, ]) независимы, но не являются ортогональными; 

векторы (О, О) и (1, 1) ортогональны, но не являются независимыми. 
2.5.3. Если (х2/Х1) (У2/У1)= -1, ТО Х2У2=- Х1У1, или Х1У1 +х2и2=0. 
2.5.4. Если i-:;= j, то элемент с индексами i, j матрицы ВВ- 1 =1 равен 

нулю. 

2.5.5. vl v3 = О, v] v~ = О. 
2.5.6. Любоi! вектор, I<ратный решению (1, 1, -2) системы и+v+w=O, 

u-v=O, ортогонален I< двум заданным векторам. Ортонормированная система 

имее~: вид (1, 1, 1)/J/З. (1, -1, O)/J/2, (1, 1,-2)/J!в." 
2.5.7. w2=(0, О, О, 1); v3=(0, О, 5, -4). 
2.5.8. Любой вРктор из V П W должен быть ортогонален самому себе. 
2.5.9. Решая систему и+v+2w=0, и+2v+3w=0, получаем, что орто-

гональным дополнением является пространство, порожденное ве,пором 

(1, 1, -1). 
2.5.10. Система имеет вид x+y-z=O. 
2.5.11. Выбрать в качестве у компоненту ве1<тора Ь, лежащую в левом 

нуль-пространстве. 

2.5.12. Вектор (2, 2, -1) являt>тся базисом нуль-пространства; (3, 3, 3) = 
=(1, 1, 4)+(2, 2, -l)=xr+x11 

2.5. 13. Вектор х ортогонален к V + \\V тогда и только тогда, I<orдa он 
ортоrона;1ен к каждому вектору из V и I\V; он принадлежит пересечению 
пространств V .L и 1\1' l.. 

2.5.15. Падение напряжения равняется 5 между 2 и 3, между 3 и 1, меж
ду 4 и I и между 2 и 5. Между 3 и 4 нет падения напряжения, поскольку 
р3 =р4 =5. Между 1 и 2 скачок напряжения равен 10, так что р2 = 10. 

2.5.16. Ток от 1 к 3 равен 1=3; половина тока возвращается через 2, 
другая половина - через 4, а от 2 к 4 ток не течет. 
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2.6.1. Пересечение V n \17 равно пространству двухдиаrональwых матриц, 
имеющих нулевые элементы всюду, кроме главной диагонали и первой под
диаrонали; рас1мерность равна 7. V + \17 равно совокупности матриц с нулевыми 
элементами ниже первой поддиаrонали; размерность равна 13. Исходные раз
мерности равны dim V = 10 и dim W = 10. 

2.6.2. Если х=и+w и х=и'+w', то и+w=и'+w', или u-и'=w'-w. 
Последний вектор принадлежит как V, так и W и должен равняться нулю. 

2.6.3. Одна из возможностей: пространство W порождается векторами 
(1, О, О, О) и (О, О, I, О). Все четыре вектора образуют независимую систему. 

2.6.4. Векторы и1 , и2 и w1 образуют базис пространства V + W; пространство 
V П W является одномерным, и оно порождается векторами и1 -v2 (= w1 -w2). 

2.6.6. А=[~ ~], В=[~ ~], АВ= [~ ~]. 

2.6.7, Пусть А=[О О], В=[~], АВ=[О), v(AB)=l <v(A)=2. 

2.6.8. А= [l о] [о 1 4 о]= [1] [О 1 4 O]=LU. 
_2 1 О О О О 2 

2.6.9. A=P-lLU=[~ ~ ~ ~][~ ~ ~ ~][~ ~'J=l~][l 
О О 1 О 4 О I О О О 4 

0001 0001 00 О 

21 =LИ. 

2.6.10. А=[ ~ о ~] [~ ~ : ~]=[ ~] (1 3 3 2]+ 

-1 2 l О О О О -1 

+ [!Г о 3 ,1. 

2.6.11. Ранг равен единице; любая подматрица этого размера обратима. 

2.6.12. ранг (АВ),;;;; ранг (В),;;;; п < т, но матрица АВ имеет размер 
тхт. 

2.6.13. Если векторы и1 , ••• , ur образуют базис в пространстве столбцов 
матрицы А, а векторы w1 , ••• , w. образуют базис в пространстве столбцов 
матрицы В, то любой столбец матрицы А+ В является линейной комбинацией век
торов и и w; они порождают пространство столбцов матрицы А+ В, так что его 
ра,мерность не может превышать r+s. 

2.6.14. Пусть вектор у принадлежит пространству ffi (В) n \)1 (А), так что 
у= Вх для некоторого х и Ау= О. Тогда АВх = О, так что вектор х лежит в 
п1юстранстве m (АВ). Но оно совпадает с m (В), так что Вх=О. Следователь-
1ю, единственным ве1(тором из ffi (В) П \>t (А) является у=Вх=О. 

2.6.16. (i) Любая матрица В=[~~] дает АВ=О, так что нуль-прост-

ранство является двумерным. (ii) Если В=[: :J, то АВ= [ 2: 2:J, что 
является двумерным подпространством. 
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Глава 3 

3.1.1. (а) ат Ь=2 VxY o;;;;;{fal 1/Ь{/=х+у. (b)llx+u//2 .;;;;;(llxll+llu//)2 -

этo то же самое, что хтх+2х y-J--yтy...;xтx+2llxll l/Yll+YтY, что пред-
ставляет собой не(Jавенство Шварца хт у.;;;;; // х 11 // у 1/. 

3.1.2. Ор2 =(атыата)2 а':а; добавляя это к уравнению (5), получаем ьть, 
т. е. квадрат гипотенузы. 

Т 1 10 т т 3.1.3. р=(а Ь/а а) а=з (1, 1, 1); другая проекция есть (Ь а/Ь Ь) Ь. 

3.1.4. Оно является равенством в обоих случаях; угол равен О или л;, 
косинус равен I или -1, так что ошибка Ьр равняется нулю, поскольку вектор 
Ь совпадает со своей проекцией р. 

3.1.5. 0 есть угол, косинус которого равен 1 / Jfii. 
3.1.6. Для каждого i lajl 2 +IЬ11 2 -2la1IIЬ1I равняется (la1I-IЬ11)2 

и не может быть отрицательным. 

3.1.7. Транспонированная к матрице А- 1 равняется, как было показано, 
(АТ)-1, что совпадает с A-:i. при А=АТ. 

3.1.8. А=[~ ь]=АТ, В=[ь ~]=вт, АВ=[~ ~] ;е(АВ)Т. 
3.1.9. Пусть матрица А имеет больше строк, чем столбцов, например 

А= [ 6]. 
3.1.10. Лучи к вершинам образуются векторами v = ( - ~ , --} , --} ) 

и w= ( ~ , ~ , - ~), так что cos 0=vTwЛlvllll wJI=- ~, 

3.2.1. х=151. 

3.2.2. х=2. 
- - 1 -3.2.3. и=v=3 : х=3. 

3.2.4. Е2=(и-1)2 +(v-3)2+(и+v-4)2; dE2 /du=2 (и-1)+2 (и+v-4), 

dE2/dv=2 (v-3)+2 (и+v-4), и= 1, v=3; р=А l ~] =Ь, поскольку век
тор Ь сам лежит в пространстве столбцов. 

3.2.5. Р= 1 П-i-П· Pb=[i} (/-Р)Ь=[-;} х=[ь]· 
3.2.6. (а) (J-P)2=f-2P+P2=f-P; (1-P)T=J-PT=J-P. 

(Ь) (Р1+Р2) 2 =Р~+Р1Р2+Р2Р1+Р~=Р1+Р2; (Р1+Р2)Т =Pl + 
+Р[=Р1+Р2. 

3.2.7. (2Р-/)2 =4Р2-4Р+ 1 = 1. 
3.2.8. p2=uuTuuT=uиT=P, поскольку иТи=l; матрица uuT явля~тся 

симметрической. 

3.2.9. Р=[~ ~]; тогда Р [;]=[~]· 
3 12 

3.2.11. u=-10-st. 
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з.2.12.l г: -~ ~1 r~l=r ~1. 

1 1 1 LE .J -3 

1 2 4.J L-5.J 

3.3.1. Г\ =~1 [i] =[=:1· 
1 1 -1 

Ll 2.J О...1 

с=2С, d= J/IOD; У=- 2+ t является оптимальным и действите,1ьно прохо
дит через все четыре точки; Е2 = О и Ь = р, поскольку Ь принадлежит про
странству столбцов. 

3.3.2. Отдельными проекциями являются 2а1 и 2а2 ; р=2а1+2а2. 
3.3.3. Эта проекция равна -а3; сумма 2а1 + 2а2-а3= (О, 3, О) совпадает 

с вектором Ь; оператор проектирования на все пространство является тожде
ственным. 

3.3.4. (Q1Q2)T (Q1Q2)=QlQfQ1Q2=Qi/Q2=/, 
3.3.5. QT Q = (1-2ии Т) (/ -2ии Т) = / -411и т + 4ии т ии т = /, поскольку 

uти=l. 

3.3.6. Третий столбец есть ± ~· -2, l)/J/6. 
3.3.7. llv/l2 =(X1Q1+···+XпQп) (Х1Q1+ •.. +хпqп)= 

=xiq[q1+ ... +x~q~qn= х~+ ... +х~. 

3.3 .8. Матрица Q является ортurональной. 
3.3.9. Q1=a1, Q2=a2-a1, Qа=аз-а2, 

А=[~ ~ ~]=[~ ~ ьJ [ь 
111 100 О 

3.3 ••. [: ~]-п -п [~ :J. 
L5 5.J 

3.3.11. [i п-lг: О 
3 l/J/2 

: -1/J/2 

l :]=QR. 

матрицы А и Q имеют размер mxn, а матрица R-размер nxn. 

3.3.12. х=R-1Qть=[ i]. 
3.3.13. Пространства столбцов матриц Q и А совпадают, так что Р = 

= Q (QTQ)-1 QT =QQT. 

( vfc ) vJc т З.3.14. Vз= c--,,-v1 --т-v2, поскольку vav1 =0. 
V1 V1 Vz V2 
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3.3.15. jlvJ12= ~+-{-+ •.. =1, llex112=Se2Xdx=(e2-l)/2, Sгxe-"dx=l. 

3.3.16. Ь1= ~ у sin х /~ sin2 х; если y=cos х, то коэффициент Фурье Ь1 
равен нулю. 

6.3.17. а0 = 1, а1 =0, Ь1= 2/п. 

1 3.3.18. Функция х1 уже ортогональна четным функциям 1 и х2-3 ; 

1 

~ x:Jx dx=: , так что следующий многочлен Лежандра имеет вид х3-: х. 
-1 

3.3.19. Горизонтальная прямая у= 1/3. 
3.4.1. Если А= О, то пространство строк есть О, х = О и А+ = О. 

3.4.2. A=[:J [l 1 l]=LИ; A+=i[: ~J 
- 1 [ 1] х=А+ь=6 : . АХ-ш-Р 

3.4.3 . . 4+=АТ, поскольку решением системы Ах=Ь по методу наимень
ших квадратов явля~тся вектор х = А r Ь. 

- - ;~ 
3.4.4. U =U = 2 . 

- 17 
3.5.1. Из (59) имеем xw=(4bt+b 2)/(4+ 1)=5 . 
3.5.2. Ве1<тор с является W-перпендикулярным к Ь, если (с1, ciJ WTWb=O, 

илп 4с1 +с2=0; 11 Ь llw=II Wb 11= VБ. 
- 1:1 3.5.3. xw= 13 , обратное к изображенному на рис. 3.9, 

3.5.4. Любая ортогональная матрица. 

Глава 4 

4.2.1. det 2А = 2п det А; det (-А)= (-l)n det А; det А 2 = (det А)2• 
4.2.2. Правила (б) и (1) влекут за собой (2). 
4.2.3. det .4=20, det А=5. 
4.2.4. det АТ =det А, det (- А)=(-1)3 det А, следовательно, det А== 

а= - det А или det А = О. 
. 1 

4.2.5. (а) О; (Ь) 16; (с) 16; (d) 16 ; (е) 16. 

4.2.7. det QT det Q = 1, или (dt>t Q)2 = 1; единичный куб. 
4.3.1. Столбцы 2, 1, 4, 3; перrстановю:1 четная, так чrо I А 1 = 1. 
4.3.4. IA4j=-3, 1Аз1=2, IA2l=-l, IAпl=(-l)n(l-n). 

[
20 -10 -12] 

4.3.5. IA l=:lO, В= О 5 О , А- 1 =8/20. 
О U 4 
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[
1 -1 о] 

4.4.1. А- 1 = О 1 -1 . 
О О 1 

4.4.2. Х=3, у=-1, Z=-2. 

Решения 

4.4.3. J = r 2 cos <р (<р = О есть экватор!). 
4.4.4. Треугольник А' В'С' имеет такую же площадь, как и АВС, он просто 

сдвинут в начало координат. 

4.4.5. Каждая из трех строк увеличивается в три раза. 
6 О 

4.4.6. Ведущие элементы равны 2, 2 , 6 ; нет, матрица А вырожденная. 
4.4.7. Начиная с n=2, перестановки являются нечетной, нечетной, четной, 

четной, нечетной, нечетной и т. д. Задача для п+ 1 подобна задаче для п, за 
исключением того, что число п+ 1 необходимо будет передвинуть из одного 
конца в другой, для чего требуется п дополнительных перестановок. Поэтому 
четность сохраняется, когда п четное, и изменяется при нечетном п. 

4.4.8. Четное. 
4.4.9. Зависимы, поскольку составленный из них определитель равен нулю. 

Глава 5 

5.1.1. t.=2, л=3, след равен 5, определитель ранен 6. 

5.1.2. и=с1 [ _:J e2t+c2 [ _;J езt=6 [ _:J e2t_5 [ _;J езt. 
5.1.3. л = -5, л = -4; оба уменьшаются на 7 при неизменных собствен-

ных векторах. 

5.1.4. С1Х1+с2х2+СзХз=[ i]' или С1= ~' С2=0, С3=- ~. 

5.1.5. [i} [-i} [-П; Л=3, 1, 2; [i} [!} [~} 
5.1.7. Если Ах=лх, то (А-71) х=(л-7) х; если Ах=лх, то х=л.А-1х 

или А-1х=л-1х. 
5.1.8. Взять л = О. 
5.1.11. det (A-лl)=det (АТ -л/). 

5.1.12. Л1=5, t.2=-5, Х1=[~], X2=[_;J. 

5.1.13. л 1 =2, t.2=0, t.3 =-2. 
5.2.1. Столбцы матрицы S суть х1 , х 2 , х3 ; S-1AS=diag (О, 1, 3). 

5.2.2. А= [ =~ :~] . 
5.2.3. л = О, О, 3; третий столбец матрицы S является кратным вектору 

[ : ] , а другие столбцы ортогональны к нему. 
5.2.4. sт АТ (S-1)T =ЛТ, так что (S-l)T является матрицей собственных 

векторов для АТ. 

5.2.5. AB=SЛ1S- 1SЛ2S- 1 =SЛ1Л2S-l =SЛ2Л1S-1 =SЛ2S- 1SЛ1S- 1 = 

=ВА, В=[; ~]. 
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5.2.6, R=(вращение на45°)=-1 -[: -: ~ ]· 
У2 о о У2 

5,2.7. Матрица [-~ _:] имеет только один собственный вектор. 
531 -[3] 3-л.2 -3+л1 k ... и,- 1 ' С1=л1-л2' С2= Л1-Л2. F1i=c1л1+c2A.2; 

Fн1IFk-л.t, 

[Gk+2J [..!_ ..!_] [Gk+t] 1 5.3.2. G = 2 2 , ?..1= 1, ?..2=- -, 
н1 1 о G11 2 

[~:"] =sл•s-, [~;] = [: _:]['• (- ~ )' JП _ f ]Ш· 
Gk = ~ [ 1- ( - ~ У] - ~ , 

[
3000] 5.3.3. 3000 , 
3000 

[
18 ООО] [6000] 

1500 , 9000 , 
1000 500 

[::]. 
3000 

5.&4. А=[1 О ~1 Бостон 
~ ~ Лос-Анджелес, 

1 О Чикаго 2 _J 

3000 , [
3000] 

1500 , [
18 ООО] 

3000 

и.= 

3 
1 
з· 
1 

3 

1000 
[

6000] 
9000 , 

500 

5.3.5. В стационарном состоянии все являются мертвыми: d.,. = 1, s .. =01 

w .. =O. 

5.3.6. A=[t i i • •·=[i 
о ..!. J... ..!. 

L 4 2 L 4 

5.3.7. АТ A-1=[-ol 2 °з]; 
а12-4 

собственные вначения лежат на диагонали, и еба будут отрицательными при 

2 3 
а12 < 4 . 
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1 1 
5.3.8. Система неустойчива при I а 1 > 2 и устойчива при I а 1 < 2 . 
5.3.9. Увеличение матрицы А означает рост производственных расходов, 

что приводит к замедлению темпов развития. 

5.3.10. А2=[~ ~ ~]. А3 =0, (l-A)-l=f+A+A 2 =[~ : iJ. 
ООО 001 

б.4.1. eAt=Seлts- 1 =[: _:] [е- 1 e-at] [~ ~]= 
2-2 

1 [e-t+e-at e-1-e-at] 
"'"'2 e-t-e-st e-t+e-зt > О. 

5.4.2. Собстненные зна11ения равны А= 1, л=3; и={ [ : J et+ 

+ ~ [ _:] е31 -+ 00. 

5.4.3. л1 = О, л2 = -2, Х1 = [ : ] , х1 = [ _:] , и (t) = с1х1 + c2x2e-1t; 

и0 =[~] дает и=[:+:=::J-[:J при t-oo. 

5.4.4. Замена дает dv/dt=Av, v=eA1v0 =eл1s- 1 u0, т. е. и=SeA1s-1u0, 
как и ранеЕ'. 

5.4.5. efAesA = (Se'AS-l){Se5ЛS-1) = SefЛesAs-1 = Se<t+s)ЛS-l=ell+s>A. 

d dx1 dy1 (dx)T т (dy) 5.4.6. dt(X1Y1+···>=7Yt+X17t+···= dt и+х dt. 

5.1.7. Матрица А имеет мнимые собственные значения, так что система 
нейтрально устойчива. 

5.4.8. Собственные значения матрицы А равны л1 = л2 = -1, что дает убы
вание при t - оо; собственные значения матрицы АТ+ А равны л1 = 1, 
л2 =-5, так что при t=O может не быть немедленного убыв11ния решения. 

5.4.9. Система является неустойчивой. 

5.4.10. и=[_f] cos t+[-П si1it. 
5.4.11. и=~[:] cosJlбt+~ [_:Jcos2t. 

5.4.12. p2ePtx=-pFePtx+AePtx или (A-pf-p2/)x=O. 

[ 1 1] [siп t О ] [ ~ ~] l l ] 5•4·14• и= 1 -·1 О (sinJ/Зt)/J/3) ~ _ ~ О == 

=1_ [sin t+ (sin )Гзt)IУ!]. 
2 sin t-(sin V3t)/V3 
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5.5.1. Все числа лежат вне единичного круrа. 
5.5.2. Сумма вещественна; также лежит на единичной окружности; также 

леж,п на единичной окружности; лежит внутри или на границе круга ра
диvса два 

5.5.4. /IXll=6=11YII, хНу=-12. 

5.5.5. С=[-: -~] [: ~ ~] =[-~ : -i], 
О I i О 1 

поскольку 

(AHA)H=AHAHl-l=AHA. 

[1 i о] [1 i о] 5.5.6. l O 1 -+ 0 1 1 =И; Ах=О, если х является кратным век· 

тору [-{]; этот вектор ортогонален к столбцам матрицы АН (но не к столб
цам матрицы АТ, т. е. строкам матрицы А). 

5.5.7. А=[~ ~], Х= [:], xHAx=i. 

5.5.8. "'1=1, Л9 =-1, х1 = [ _~], х2 = [ ~], A=x1xt'-x2xl\ про
изведение xf x2 равно нулю, поскольку собственные векторы ортогональны 
(свойство 3). 

[11vз 11v2 11vв] [ ; о - ; ] 
5,5.9. И= 1/УЗ О -2/Vб , А=О+ _021 00 021 + 

11JГз -11 у2 11 Vв. 

+{-1 :1-1: 
5.5.10. Определитель равен произведению собственных значений. 
5.5.12. Единица не является собственным значением, поскольку она ве

щественна. 

5.5.13. К=[-~ ь], Х= [ i l · хНКх=О (оно должно быть мнимым 
в силу 1' и вещественным, поскольку К и х вещественны; следовател~.но, оно 
равняется нулю). 

5.5.14. K=(Z-ZH)/2=-KH; Z=A+K, 

[З+i 4+2i]=[ 3 2+l] [l i]· 
О 5 2-i 5 + i О 

5.5.15. (UV)H (UV)= vнuниv= vн,v = 1. 
5.5.16. Определитель равен произведению собственных значений, и модуль 

произведения л1 ••• Лп есть I л. 1 1 .•• 1 Лп 1 = 1; матрица первого порядка имеет 
ВИД U =[i]; 

[ ,i0 о 1 U = 0 ei,i, для произвольных углов е и ф, 
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5.5.17. Последний столбец равен (!, -2, 1)/Уб, умноженному 
число (вещественное или комплексное), по модулю равное единице. 

на любое 

5.5.18. Л=[0 .] , s=[ 1 1], eКt=seл1 s-i= 
21 -1 1 

1 [ 1+e2it -1+e2il]. - deКI [i 
=2 -l+e2it 1+e21t ' при t-0 сiГ= i :J =К. 

5.5.19. Диагональ матрицы А состоит из чисел + 1 или -1; имеется 
восемь возможностей. 

ii.6.1. C=(M')-lBM'=(M')-lM-lAMM' или C=(MM')-lA (ММ'). 
Единственная матрица, подобная 1, есть м- 1 I М = /. 

5.6.2. Элемент в позиции (3, 1) имеет вид g cos e+h sin 6 и равен нулю 
при tg0=-g/h. 

5.6.3. Положить М равной А. Тогда М-1 (АВ) М =ВА подобна матрице АВ. 
Если собственные значения совпадают, то будут совпадать также их суммы, 
т. е. след. Если АВ и ВА имеют одинаковый след, то матрица АВ-ВА имеет 
нулевой след и не может равняться 1. 

5.6.4. л.1 =-1 с собственным вектором (!, l)T /V2 единичной длины; он 
образует первый столбец матрицы И, а второй столбец (-1, l)т/ )12 делает И 
унитарной; тогда Т = u- 1 AU = [-~ -~J. Возможны и другие матрицы Т, 
имеющие элемент 7 вместо -7 и (или) с переставленными местами элемента· 
МИ 2 и -1. 

5.6.5. Т = [~ ±~] . 
5.6.6.р(Т)=[~: :][~ ~ :][~: :]=0,такчтоР(А)=О. 

00* 00* ООО 

[ 
11у2 11Jf6 11 уз] 

5.6.7. И= О -2/Уб 1/ у'з ; 

-1 /У2 1 /Уб 1/ уз 
первыедвастолбцамоrутиметьвид х1 =(1, -1, Q)T/y2, х2 =(1, 1, -2)T/V6 
(имеется много других возможностей); всегда 

5.6.8. (i) ттн= и-1лиинлн (U-l)H= 1; (ii) если матрица т является 
треугольной и унитарной, то ее диагональные элементы (собственные значения) 
по модулю должны равняться единице. Тогда, если столбцы должны быть 
единичными векторами, все внедиагональные элементы должны равняться нулю. 

[ 1 i] 5.6.9. А= l l . 

5.6.11. Если N=UAU-1, то NNH=(UAU-1) (UЛU-l)H=UЛЛHUH = 
= илнлин=(ИЛU-l)Н (UAU-l)=NHN. 

5.6.12. BM=MJ2 выполняется при m11 =m32, m21 =ms1=mзз=O. 
5.6.13. м- 1J8М=О, так что последние два неравенства очевидны; MJ1 = 

= J 2М означает равенство нулю первого стоJ1бца матрицы М, так что она не 
может быть обратимой. 
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5.6.14. J 1 равна клетке размера 4 Х 4; J 2 состоv.т из клеток размера 3 Х 3 
и lxl; J 3 -иэклетокразмера2Х2и2Х2;J4 -из клеток размера 2X2,lxl и 
1 Х 1; J 5 состоит из четырех одномерных клеток, равных О. Матрицы J 2 и J 3 

имеют по два собственных вектора. 

Глава 6 

6.1.1. ас-Ь2=2-4=- 2; f=IY2x+ V2y) 2-y2• 

6.1.2. Нет, нет, нет, да (неопределенная, положительно полуопределенная, 
неопределенная, положительно определенная). 

[ 4 5] 6.1.4. Матрицы вторых производных имеют вид _ 5 12 (минимум), 

[ - 2 0] (максимум). 
0-1 
6.2.1. Полrопределенная, полуопределенная, положительно определенная: 

хт Вх=(и+w) +v2• 

6.2.2. det А= 1 +2а.2~-~2 -2а.2 < О, если а.=-~ =-2/3. 
6.2.3. Если матрица А имеет положительные собств1::нные значения Лi, то 

собственные значения матрицы А 2 равны М, а собственные значения матрицы 
А - 1 равны 1 f'},i и они также положительны; воспользоваться условием I I. 

6.2.4. Если хТ Ах> О и хТ Вх > О, то хТ(А+В) х > О; условие I. 

6.2.5. А-[_; ~] [' ;] [: -i ]-r:;~~ ~:;~][! з] Х 
Х [l/V~ l/V~] , так что \V=VDLT= [V2 -l!V°2 ] или 

11v2 -11V2 о VЗIV2 

W = J!ЛQT = [ 1 ! J!2 1 / у2 ] . 
_vз1J/2 - n1v2 
1 [ 1 + Vз 1- Vз] т v- т т 

6.2.6. R = 2 1 _ Vз 1 + vз . R = Q < л) Q = R. 

R 2 = Q VAQT Q VAQT = QЛQT = А (поскольку QT Q = /). 
6.2.8. хНАх= хН (а.+ i~) х, и если вещественная часть левого произведе

ния положительна, то будет положительна и вещественная часть хНа.х; следо-

вательно, а.> О· С другой стороны, матрица А =[б Т] имеет положительные собст
венные значения, но матрица АН+ А не является положительно определенной. 

6.2.9. Матрица А является отрицательно определенной, ес:1-и хТ Ах < О 
для всех ненулевых векторов х; все 'Лi < О; знаки определителей матриц Ak 
чередуются (а не det Ak < 01); отрицательные ведущие элементы; А=- wтw. 

6.2.10. 'Л 1 =1, л. 2 =4, полуоси проходят через (±1, О) и (О, ±1/2). 

6.2.11. А= [ ! - У2] с собственными значениями 1 и· 4. 
-У2 2 

6.2.12. Одно нулевое собственное значение превращает эллипсоид в беско
нечный цилиндр 'Л1уi+'Л2у:= 1, параллельный третьей оси; два нулевых собст
венных значения дают две плоскости у1 =±1/V'Л1 ; три нулевых собственных 
значения приводят к равенству О= 1 (рисунка не существует). 
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6.3.l. W= yijLT = ~ [~ у~ 
о о 

хТАх=(у'°2и- У2v- Y2w)2+(~v- Y~w)2
; 

2 2 v2 v2 
поверхность представляет собой цилиндр (см. упр. 6.2.12). 

6.3.3. Матрица ст АС= [ 4 - 2] имеет, как и сам~ А, положительное 
-2 1 

и нулевое собственные значения; С (t)= [ 2~t ~] , 

6.3.4. Последний ведущий элемент матрицы А является отрицательным, 
но все ведущие элементы матрицы А+21 положительны. 

1 
6.3.5. l vз-1 а1= 2 , 

а2 = -1 /2; меньшая масса смещается до положения уз, а большая масса 
никогда не выходит за пределы своего начального смещения 1. 

6.3.6. Л1=54, Л2= 554. Х1= [ _~J, Х2= [ :J, 
6.3.7. А=[~ -~J, В=[~ ~] , 1 A-i.B l=-i.2-1, л= ± t. 

6.4.1. Р =xf-x1x2 + х:-х2х3 + xi-4xi-4x3; 

дР /дх1 = 2х1 -х2 -4, дР /дх2 =- х1 +2х2-х3, 
дР/дха=- х2+2х3 -4. 

6.4.2. дР1 /дх=х+у=0, дР 1/ду=х+2у-3=0, х=-3, у=3. Р 2 не 

имеет минимума (пусть у-+ со) и соответствует неопределенной матрице [~ ~]. 

6.4.3. Минимизация Q приводит к нормальным уравнениям АТ Ах=АТЬ. 
6.4.4. R (х) =а11, так что л 1 = miп R (х)...;;; а11 ; х = е1 дает R (х) =au;;;,, л1• 
6.4.5. Минимальное значение есть R (х) = 1 с х = (1, 1). 
6 4.6. Поскольку хТ Вх > О для всех ненулевых векторов х, число хТ(А+В) х 

будет больше, чем хТ Ах. 
хт Ах хТ Вх 

6.4.7. Если (А+В> Х=81х, ТО л1+µ1 ое;.;;-т-+-т-=81, 
х х х х 

6.4.8. Максимум равен 3/2. 
6.4.9. Поскольку л1 =А2 = 1, µ1 должно равняться единице; футбол (регби), 
6.4.10. Когда две строки и два столбца исключаются, Arnin Е;;; исходного л8 • 

6.4.11. µ2=3, 2 < 3 < 2+ Jt2. 
6.4.12. Предельное подпространство Sj натянуто на первые j собственных 

векторов. 

6.4.13. Максимум берется по подпространству Sj, ортогональному векто
рам z. 

6.4.14. Пuложить x=(l, О, ... , Q)T, тогда л1 ..;;R(х)=а11/Ь 11 • 
6.5.1. bj=h (площадь под V4 на рис. 6 6); система Ау=Ь принимает виА 

-Yj-1+2u1-Y1+1 - (x-/z)+(x-h)2+2x-2x2-(x+h)+ (x+h)2 

h 2h h. 
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1 1 1 
6.5.2. Р (у)-Р (Ь) = 2 у Ту-у' ь+2 ьт b= 2 lly-bll2; минимизируя Р (у) 

на пробных функциях, мы одновременно минимизируем Р (у)-Р (Ь), т. е. рас
е ГOЯl!iie до ь 

li 5.3. Л1 = 54/5 > л1 =n2• 
Ъ 5.4. Из принципа минимакса следует, что л 2 является минимальным 

значением для Лn,ох на всех двумерных подпространствах; Л2 увеличивает этот 
ми ним ум, rюскоJiьку соответствующие двумерные подпространства должны 

лежать внутри пространства пробных функций. 

Глава 7 

7 .2.1. EcJiи матрица Q является ортогональной, то II Q 11 = max II Qx 11 / 11 х 11 = 
= 1, так как Q сохраняет ДJiины: 11 Qx 11 =// х 11 для каждого х. Матрица Q - 1 

также является ортоrонал1,ной, и ее норма равна единице, так что с (Q) = 1. 
7.2.2. Неравенство треугольника для векторов дает 11 Ах+ Вх 11.;;;; 11 Ах /1 + + 11 Вх 11, и, когда мы разделим на /1 х II и максимизируем каждый член, то по.~у

'!им неравенство треугольника для матричных норм 

7.2.3 Па определению нормы матрицы А имеем 1/ АВх /1.;;;;/1 А 1111 Вх 11, откуда 
11 Вх 11.;;;; 11 В 1111 х //.Деляна 11 х // и максимизируя, приходим к неравенству 11 АВ //,;;;; 
~IIAII/IB/1· То же самое справедливо и для обратных матриц, I/B- 1 A- 1 /;,;;;;; 
,.;;;11в- 1 /I/IA- 1 11. Перемножая эти неравенства, получаем с(АВ),е;;;;с(А)с(В). 

7.2.4. /IA- 1 11=1, //Al/=3,c(A)=3; взять b=x2 =[_:J ,бЬ=х1 =[:1. 
7.2.5. По определению нормы имеем 11 А 11 = max 11 Ах 11/11 х 11; ес.~и выбрать 

в качестве х рассматриваемый собственный вектор, то /1 Ах 11 = / л 111 х 11 и от1ю
шение равно / л 1, 

АТ А [ 1 100 ] 2 о 5 2 1/2 7.2.6. = lOO lOOOl , л -10002"'+1=0, Лmах=50О!+( 001 -1) • 

Норма равняется квадратному корню из этой величины, и она совпадает с 11 А -111. 
7.2.7. Матрицы дт А и ААТ имеют одинаковые собственные значенич 

(даже в том предельном случае, когда матрица А является вырожденной), и 
равенство максимальных собственных зна'!ений дает 11 А 11 = 11 ATII, 

7.2.8. Поскольку A=wтw II A- 1 =W- 1 (WT)- 1 , имеем IIAll=IIWl/2 и 
11 А - 1 11 =11 (\fT J- 1 11 2 =11w- 1 112 . (Согласно предыдущему упражнению, транспо
нированная матрица имеет ту же самую норму.) Поэтому с (А)= (с (W)) 2 • 

ro.Ol 1] [ 1 О] [О.О! 1 J 7.2.9. Li O = 100 1 0 -IOb ; с(А) близко к 1,втовремя 

как с (L) и с (И) близки к 104 • 

7.2.10. Если x=[_:J, то Ax=[-;J и /IAxl/ 00 /llx// 00 =7; это предель
ный случай, так что /J А /100 =7. 

7.3.1. llo=[~J, U1=[-~], U2=[_:J, U3= [_::], Uoo= [_:], 

7.3.2. llo= [ 31, tt1=_!_ [ 10], u2 =_!_ [ 31J, 4 3 11 9 32 
J [94] Uз = 27 95 ; СО СДВИГОМ 

а=;~ и и 1 =:~ [~: ~:] [ :1 ~ [:;~] . 
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7.3.3. Нх=х-(х-у) 2 (х-у)Т х -х-(х-у)=у. Для доказательства 
(х-у)Т (х -у) 

равенства Ну=х следует либо поменять местами х и у, либо рассмотреть 
равенство Н(Нх)=Ну и воспользоваться тем, что ll2=l. 

7.3.4. U= 5, V = [ :J , Н = ; [ =1 -: ] " 
7.3.5. И=г: _ ;

4 
-

03:l=и-1, U-lAV=r-: -1 :~1
. 

О -- _ О 12 16 
L 5 5 _J L 25 25_1 

7.3.6. [ _~ -~] =QoRo= ~ 5 [ _~ ~] ~ 5 [~ -:J , А1 = RoQo = 

= ..!_ [ 14 -3] ' 
5 -3 6 

7_3_7_ [c~se sin8] =QR= [c~se -sin8] [l 
sш е о sш е cos е о 

- [cos е (l + sin11 8) - sin3 е] 
RQ - • з е . 2 е е • 

- SIП - SIП COS 

cos е si11 0] 
- sin28 

7 .3.8. Матрица А является ортогональной, так что Q = А, R = / и вновь 
RQ=A. 

7.3.9. Пусть (Q 0 ••• Qk-1)(Rk-1·· .R0) является QR··разложением матри
цы Ak, что во всяком случае справедливо, когда k= l. По построению Ak+i = 

А Т QT ТА Q Т =RkQk, т. е. Rт,= k+1Qk= k···Qo Q0 ••• т,Qk· Умножая справа на 
(Rk-т···R_p> и пользуясь сделанным предположением, получаем Rk···Ro= 
== Qk •• • Q0 Ak+1. Перенося матрицы Q в левую часть, приходим к требуемому 
результату для матрицы Ak+1. 

7.4.1. D-'(-L-U)-r: ~ ;J'· 
LO 2 О 

(D+L)-'(-U)-r: : ;l, 
LO В 4_1 

1 
µ=0, ± )12; 

собственные значения О, О, ~; ro00т=4-2V2 с Лmax=3-2V2 ~ 0.2. 

7.4.2. Матрица J имеет числа 1 /2 на диагонали, прилегающей к главной, 

и нули на всех остальных местах; Jx1 = ~ (sin 2м, sin 3nh+sin nh, ••• ) = 

= (cos nh) х1 • 
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7.4.3. Jxk= ~ (sin2knh,sin3kлh+sinkлh, ... )=(coskлh)xk. 
7.4.4. Окружность с центром в точке аи не может достигнуть нуля, если 

ее радиус r i меньше, чем \аи\; следовательнg, нуль не является собственным 
знач.ением и матрица с диагональным преобладанием не может быть вырож-
денной. 

7.4.5. J= -

го 1 l"l 
3 3 

о о 
1 

4 
2 2 

LБ Б 0 -1 
2 4 

радиусы равны Г1 =з, Г2=-;r, rз =s, центры окружностей 

в нуле, та~{ что все I Лi 1 < 1. 

Глава 8 1) 

находятся 

8.1.1. Углы находятся в точках (О, 6), (2, 2), (6, О); см. рис. 8.4. 
8.1.2. х+ у минимальна в точке (2, 2), и стоимость равна 4; 3х+ у мини

мальна в точке (О, 6), где стоимость равна 6; минимум для х-у равен - оо, 
когда х=О и у-+ оо. 

8.1.3. Ограничения дают 3(2х+5у)+2(-3х+8у).;;;9-10, т. е. 31у,;;;; 
.;:;;;-1, что противоречит условию у;;;;;, О. 

8.1.4. Взять х и у равными и достаточно большими. 
8.1.5. НеравенстRа х;;;;;,О, у;;;,О, х+у..;;;О допускают лишь точку (О, О). 
8.1.6. Допустимое множество является равносторонним треугольником в плос-

кости x+y+z= 1 с углами в точках (х, у, z)=(l, О, О), (О, 1, О), (О, О, 1); 
пос,1едний угол дает максимальное значение, равное 3. 

8.2.3. r=[I 1], так что угол является оптимальным. 
8.2.4. r = [3 -1], так что второй столбец матрицы F включается в базис; 

этот столбец есть и=[-~] , и вектор B- 1u = [ =!] является отрицатель
ным, так что ребро имеет бесконечную длину и минимальная стоимость равна - оо, 

8.2.5. В точке Р имеем r=[-5 3]; в точке Q имеем r=[S/3 -1/3); 
в точке R r ;;;;;, О. 

8.2.6. (а) Пара х=О, w= Ь неотрицательна, удовлетворяет уравнению 
Ax+w=b и является допустимой, так как х=О добавляет п нулевых компо
нент. (Ь) Дополнительная задача состоит в минимизации w1 при условиях 
х1 ;;;;;,О, х2 ;?,0, w1 ;?-:Q, x1-x2+w1 =3. Вектор первой фазы имеет вид х1 = 
= х2 =0, w1 =3; здесь оптимальным вектором является х; =3, х; =w; =0. 
Угол находится в точке х1 = 3, х2 = О, и допустимое множество представляет 
собой прямую, проходящую через эту точку и имеющую наклон 1. 

8.2. 7. Критерий останова принимает вид r..;;; О; если он не выполняется 
и i-я компонента является максимальной, то этот столбец матрицы F вклю'!а
ется в базис; правило 8С для вектора, исключаемого из базиса, не изменяется. 

8.3.1. Максимизировать 4у1 + l ly2 при условиях у1 ;;;;;, О, у2 ;;;;;, О, 2у1+у2 ..;;;1, 
• * • 1 • 1 

3у2.,;;;, 1; Х1 =2, Х2 =3, У1 =з, У2 = З, СТОИМОСТЬ =5, 

1) В связи с тем, что автором был прислан для перевода на русский язык 
дополненный вариант гл. 8, решения некоторых упражнений отсутствуют. 
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8.3.2 Минимизировать 3х1 при условиях х1 ;;;;i: О, х1 ~ 1; у; = О, у;= 3, 
х~ = 1, стоимость =3. 

8.3.3. В двойственной задаче мы мяксимизируем уть при условии ly>-cT; 
векторы у=с и х= Ь являются допустимыми и дают одно и то же значе
ние сЬ, так что, согласно 8F, они должны быть оптимальными. 

R3.4. А=[-1], b=[I], с=О являютси недопустимыми; в двойственной 
задаче мы максимизируем у при условиях у?- О и - ly,.;;;; О, и эта задача 
является неоrр<1ниченной. 

8.3.5. Ь= [~], с=(-1 О]. 
8.3.6. Если вектор х является очень большим, то Ах>- Ь и х;;;;. О; если 

у=О, то уА < с и у;?- О. Следовательно, обt' задачи являются допустимыми. 
8.3.7. Поскольку сх=3=уть, х и у являются оптимальными в силv 8F. 
8.3.8. Ах= (1 1 3 1 JT ?-, Ь = (1 1 1 1 J1 со строгим неравенством для 

третьей компоненты; следовательно, третья компонента должна быть нулем. 
Аналогично уА = [1 1 1 l J <;;с=[\ 1 1 3/ и строгое неравенство прнвод11т 
К Х4=0. 

К3.9. х* = [ ~] = у* с (у*) Ь = 1 =с х*; вторые компоненты Ах*.;;;;. Ь и 
у* А.;;;;; с удовлетворяют строгим неравенствам, давая нулЕ'вые вторые компо

ненты в у* и х*. 
8 3.10. Ах=Ь приводит к уАх=уЬ независимо 01 того, удовлетворя

ется ли неравенство у;;;,, О. уА <; с 11риводит, как и ныше, 1< у Ах,,;;;;; сх. но 
только в силу иеотрицательности х;;;;. О. Сравнивая, 11меt>м уЬ,,;;;;; 1 х. 

8.3.13. Столбцы образуют конус между положительной частью аси х и 
прямой х=у. В первом случае x=(I, 2)Т; u=(l, l)T удовлетворяет выбран
ной FIОЗМОЖНОСТИ. 

8.3.14. Столбцы матрицы 

[: 
о О О -1 

о О -1 ~]. 
О 1 о О -1 

8.3.15. По.11ожить у= [ _~] ; тогда АТ у=О, yl Ь ::р О. 

8.3.16. Положить и=[_:]; тогда АТу:;..О, уТЬ<О. 
8.3.17. АТу;;;;.О приводит к yfA;:;:;,,O, откуда у1Ах;;;;.О; с другой сто

роны, Ах;:;:;,, Ь приводит к уТ Ах<:, уТ Ь < О. 

Приложение А 

[о о 2 о о] 
A.l [А)= О О О 6 О • 

О О О О 12 
А .2. [А) [AJT =/,но элемент в позиции (1,1) матрицы [А]Т (А] равен нулю. 

Первая компонента вектора v аннулируется левым сдвигом подобно тому, как 
это происходит с константами при дифференцировании. 



Решения 445 

А.3. Транспониро!!ание оставляет v1 и v4 и меняет местами v2 и v8 : 

[А]=[Н ! :J. 
О О О 1 

[ AJ 2 = /, поскольку транспонированная к транспонированной совпадает с ис
ходной матрицей. 

А.4. [A[-[i ! ~ :1. 
1_ О 2 О О 

А.5. ЛIОбое решение является многочленом степени п-1, так что Sn = 
= Р n-l с базисом 1, t, .. , , tn-1. 

А.6. [А]=[~ -~l ,[B]=[-~ -~J ,[BAJ=[-~ ~] равнозеркальному 
отражениIО относительно оси у. 

А.7. [А)=[~ ~] ; все собственные значения матрицы проектирования 
равны О или 1. 

А.8. [А]-[: ~] [: ~] [: ~г-[: : ], 
Приложение В 

B.l.J=[~ 0] [о 1 о] 
0 ,J=OOO. 

о о о 

В.2. ~~2=8e8t (tx1 + Х2) + e8tx1, 
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