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ПРЕДИСЛОВИЕ

Многочисленные задачи механики, физики и техники при­
водят к рассмотрению линейных уравнений как неоднород­
ных в статических задачах, так и однородных в проблеме 
колебаний. Идея применения метода последовательных при­
ближений (итеративного метода') для решения этих уравнений 
возникла уже давно. Итеративный метод был использован 
еще Лиувиллем [1) в его исследованиях в области линейных 
дифференциальных уравнений. Тот же метод применял Ней­
ман [1] в теории потенциала.

Вычисление решений линейных уравнений последователь­
ными приближениями связано с рядом трудностей. Во-пер­
вых, процесс приближений может не сходиться к решению. 
Это обстоятельство сильно сужает круг задач, где этот 
метод может быть использован. Во-вторых, даже если про­
цесс приближений сходится к решению, часто оказывается, 
что сходимость настолько медленная, что для фактического 
вычисления решения с удовлетворительной точностью нужно 
проделать очень большое количество вычислений.

Ограниченная область применения и медленная сходимость 
процессов приближений рассеяли на время интерес к теории 
итеративных методов. Лишь в последнее время с появлением 
автоматических счетных машин итеративные методы вслед­
ствие простоты вычислительной схемы стали широко при­
меняться в практических расчетах. Это, естественно, возбу­
дило интерес к их теории.

В предлагаемой работе мы из большого числа различных 
итеративных методов, развитых за последние годы, излагаем 
лишь один класс методов, построенных на вариационном 
принципе и тесно связанных с классической проблемой мо­
ментов Чебышева —  Маркова. Эти методы выгодно отли­
чаются как широтой круга задач, где они могут быть
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использованы, так и быстротой сходимости последователь­
ных приближений.

Общая постановка задачи и использование аппарата 
функционального анализа позволили объединить все методы 
рассматриваемого класса в единый метод моментов.

Для облегчения чтения книги мы сочли необходимым 
изложить в нужных местах в краткой и по возможности 
доступной форме терминологию и основные результаты тео­
рии линейных операторов в гильбертовом пространстве. 
Однако для более глубокого понимания некоторых разделов 
книги необходимо знакомство со спектральной теорией само­
сопряженных операторов и теорией неограниченных опера­
торов. Эти вопросы прекрасно изложены в курсах Л. Лю- 
стерника и В. Соболева «Элементы функционального анализа» 
и Ф. Рисса и Б. Надя «Лекции по функциональному ана­
лизу», к которым мы и отсылаем читателя.

Материал этой книги неоднократно обсуждался с Л. А. Лю- 
стерником, сделавшим мне ряд ценных указаний, которые 
мною использованы при написании книги, за что я и при­
ношу ему свою глубокую признательность.



Г Л АВ А I

АППРОКСИМАЦИЯ ЛИНЕЙНЫХ ОГРАНИЧЕННЫХ 
ОПЕРАТОРОВ

§ 1. Абстрактное гильбертово пространство

Абстрактным гильбертовым пространством Н  называется
множество элементов х, у , z ......... обладающее следующими
свойствами:

1. Н является линейным пространством, то есть в Н  
определены действия сложения и умножения на действитель­
ные или комплексные числа, подчиняющиеся обычным пра­
вилам векторной алгебры. В частности, Н  содержит эле­
мент 0, равный 0 ■ /  при любом /  из Н.

2. В пространстве Н  с помощью понятия скалярного 
произведения введена метрика. Это означает, что любой паре 
элементов х, у  ставится- в соответствие действительное или 
комплексное число (х, у), называемое их скалярным произ­
ведением, причем выполняются следующие условия: (ах,у) =  
=  а (х ,у ) ,  каково бы ни было число а\ (х - \-у ,  z) =  
= [(* , z) +  {y, г)\ ( х ,у )  =  {у, х)\ (х, х ) > 0  при х ^ = 0  и 
(х, jc) =  0 при х  — 0.

Норма || jc|| элемента х  определяется равенством

II-к || = V ( x ,  х),
а расстояние между х  и у  полагается равным ||jc— у\\. 
Норма любого элемента, кроме нулевого, положительна.

Если (л:, з/) =  0, то и (у, х) =  0, и в этом случае эле­
менты называются ортогональными (л: _у).

Примером гильбертова пространства может служить обыч­
ное трехмерное векторное пространство, где элементами 
являются векторы, определяемые тремя составляющими в
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какой-либо системе координат. Сложение и умножение на 
число двух векторов х  и у  с составляющими дг2, дг3 и 
Ук Уз< Уз ^определяется по законам векторной алгебры. То 
есть, если

z — ах ~f- by, 
то

zx =  ахх -f- byi, z2 — ахг- f- by2, z3 =  ax3 -(- by3.

Скалярное произведение равно сумме произведений соста­
вляющих

(х, у) =  х ху х •+ х 2у 2 •+• х 3у 3,
и норма равна длине вектора

II *11 = V * i  +  *2 +  X3-
Нулевым элементом является вектор с составляющими, рав­
ными нулю.

Это пространство естественно обобщается на «-мерное 
(комплексное) векторное пространство Нп, где элементами 
являются векторы х, которые определяются последователь­
ностями (комплексных) чисел х х, х 2, . . . ,  х п, называемых 
составляющими этого вектора. Обычным образом опреде­
ляются операции сложения и умножения на число: если 
z  =  ax-\-by,  то zi =  axi -{-byi (/ =  1, 2, . . . ,  п).

Скалярное произведение определяется как число, равное 
следующей сумме:

П _
(X, у) =  2  *tVi,

i - l
и норма имеет вид

и*|| = I2.

Нулевым элементом является вектор, все составляющие КО' 
торого равны нулю.

Отметим, что иногда при определении скалярного произ 
ведения вводят весовые множители и полагают:

(х, y ) = ' Z ? ix iy i, ||* ||2 =  2 p i |* i l* .
i - l

Pi > 0 .
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Наряду с конечномерным рассматривают бесконечномер­
ное векторное пространство /2, элементами которого являются 
бесконечные последовательности комплексных чисел x v х 2, ...

ОО
такие, что I I2 °°- Числа x lt х г, . . .  можно рассма-

i = 1
тривать как составляющие бесконечномерного вектора х  
в некоторой системе координат. Сложение элементов, умно­
жение на число, скалярное произведение определяются так 
же, как и в конечномерном пространстве, причем ряд

ОО
(X, у) =  2  *04 

i = 1

всегда сходится, если х  и у  принадлежат 12, то есть, если
СО СО

сходятся ряды 2  I |2 и 2  1Л |2. Аналогичным образом
i = l г = 1

определяется и норма

Примером функционального гильбертова пространства 
может служить пространство L2, элементами которого 
являются функции (вообще говоря комплексные) x(t), задан­
ные на некотором отрезке [а, Ь\ и интегрируемые с квадра­
том, то есть для которых 

ъ
J  | х  (t) |2 dt <  -f- оо.
а

Интегрируемость (суммируемость), вообще говоря, следует 
понимать в смысле Лебега, однако в приложениях мы обычно 
имеем дело с обыкновенными римановыми интегралами.

Сложение и умножение на число в L2 производится по 
обычным правилам сложения и умножения функций. Скаляр­
ное произведение и норма определяются формулами

II* x(t)  12dt.
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Вернемся к абстрактному гильбертову пространству и 
выведем ряд свойств скалярного произведения и нормы.

Пусть х  и у; — любые элементы Н. Для любого действи­
тельного X имеем

0 < | |*  +  Х(л:, .У) .У II2 =  (* +  *•(*• у )у ,  a: +  X(x , у)у)  =
=  {х, х)-\-(х , 1{х, ,у).у) +  (Х(*> У)У, * ) - R 2((*> У)У. (х > У)У)- 

Из определения скалярного произведения следует:

(.х , Х(х, у)у) =  \ (х ,  у)(х ,  _у) =  X j (х, у) |2,

(X(лг, у)у, дг) =  Х(х, у )0Г у )  =  Щ х, _у)|2>
((.X, у )у ,  (х, у )у)  =  (х, У)(х, у) (у, у) =  I (х, у) |2 • \\у\\‘г,

где мы воспользовались вещественностью Х(Х — X). Теперь 
легко видеть, что многочлен второй степени относительно 
X вида

|| JC ||8 Ч- 2Х | (х, у) |* +  X* | (х, у)  М Ь I I 2 =  II *  +  * (х. У)У ||:2

не отрицателен и, следовательно, не может иметь различных 
вещественных корней, поэтому его дискриминант должен 
быть меньше или равен нулю:

|(*. у)14—  1 И 21ЬИ2'К*. .у)12< 0 .
Таким образом (даже в случае (х ,у )  =  0),

1(*>.у)12<1М12- IM I2
или

К*. jO K Ib l l  ■ Ibll- (i)
Это неравенство называется неравенством Буняковского— 
Шварца.

В обычном трехмерном векторном пространстве, где 
норма вектора равна его длине, а скалярное произведение 
равно произведению длин векторов на косинус угла между 
ними, неравенство Буняковского — Шварца выражает элемен­
тарный факт, что косинус угла по абсолютной величине не 
превосходит единицы.

Рассмотрим теперь квадрат нормы для суммы х- \-у :

И *+ .у112 =  (*-Ь .у> х+ у )=  1М12+  1М12+ ( * .  у) +  (у, х).



Принимая во внимание, что | (х, у) +  (у, х) | ^  2 1 (х, у) |, 
в силу неравенства (1) можно написать

11^+^112< | ) а: ||2+ | Ь | | 2- Ь 2 | |х | | | |у | |>
или

ll-K -f.ylK IM I-H I.yll- (2)
Это неравенство называется неравенством треугольника и 
в обычном векторном пространстве выражает тот факт, что 
длина стороны треугольника не превосходит суммы длин 
двух других сторон.

Применяя неравенство (2) к сумме л;— у  — ( х —  z)-{- 
+  (£— у), получим формулу

II*— У||<11* — -z|| + ||.z— _У||- (3)
Важнейшую роль в дальнейшей теории играет понятие

линейной зависимости. Элементы гъ z2......... zn гильбертова
пространства называются линейно-зависимыми, если можно 
найти такие числа аи а2, . . ., ап, не все равные нулю, так 
чтобы выполнялось равенство

" a l Z l  “f  a 2Z 2 +  • • • “ f  a n Z n  —  0 -

Указанные элементы называются линейно-независимыми, 
если последнее равенство осуществляется только при

а1 =  а2 =  . . .  =  аЛ —  0.
Для того чтобы элементы zu z2......... zn гильбертова про­
странства были линейно-независимыми, необходимо и доста­
точно, чтобы определитель Грама
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(z i> z i),  О д .  z 2), • • • > (^1» ^ n )

(z 2> z l), (z 2, Z2), ■ • *» (^2* ^ n )

(Zn , Z j ,  ( Zn , Z2),  . . • » n » ^ n )

был отличен от нуля. Можно показать, что определитель 
Г рама может иметь только вещественные неотрицательные 
значения.

Введем понятие предела. Пусть в гильбертовом простран­
стве Н  задана последовательность его элементов x lt х 2, . .  . 
. . . ,  х п, . . .  Говорят, что эта последовательность сходится



(сильно) или стремится к х, если х  принадлежит Н  и

||*„ —  *11 9- (4)п->сО
Элемент х  называется пределом последовательности {хп}. 
Мы будем записывать это обстоятельство, пользуясь обыч­
ной символикой
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х п ==> х  или \ im x n =  x.
п-> 00

Поясним это определение на примерах.
а) В векторном пространстве сходимость x nz^> х  озна­

чает, что
N

—  *fc)2->0, я-»- °о,
f c = l  ’

где х п к—  составляющие векторов х п, N  —  число измерений 
пространства. Отсюда следует, что х п^ - ^ - х к в обычном 
смысле.

б) В функциональном пространстве L2 сходимость x„==>jc 
означает, что

ь
f  \хп it) — х  (/)12 dt-+  0, п-+оо.
а

Такого рода сходимость называют сходимостью в среднем. 
Отметим, что из сходимости в среднем отнюдь не вытекает 
обычная сходимость функций, даже если х  (t) и x n (t) не­
прерывны.

Если хи==>д: и у п==>у, то (хп, у.п)-+ (х, у). Действи­
тельно, легко проверить, что

(х„, Уп) —  (х, У) =  (хп —  х, Уп— У) +
+ ( * .  Уп— .у)+  (*»— ■*. У)- 

Отсюда по неравенству Буняковского —  Шварца 

|(*п. Уп) — (*> -У )К

< | |* «  — *11 • \\Уп~ .У Ц +  1И1 - I K — A'll +  lb lM I*» — ■*11 -^0*
что и доказывает наше утверждение.



Сходимость х п к х  влечет за собой сходимость (х п, у) 
к (х, у) при любом у  и сходимость ||д:п|| К || X || .

Вернемся к общему понятию сходимости.
Пусть в гильбертовом пространстве Н  дана сходящаяся 

к элементу х  последовательность {лги}. По определению 
||л;„ —  jc || —>- 0. Пользуясь неравенством треугольника (3), 
получим

| |*«  — *nll =  IIC** — * )  —  (*»  — * ) | | <  II * «  —  *11 +  11 * » — * 11.
Правая часть стремится к нулю при неограниченном возра­
стании я и в ,  то есть

1>т  II*» — *™|| = 0 .  (5)гг->оо 
т ->  со

Таким образом, если х п ==?> х, то необходимо выполнено и 
равенство (5). Обратное утверждение, вообще говоря, не­
верно. То есть при выполнении условия (5) может оказаться, 
что предел последовательности {хп} не принадлежит рас­
сматриваемому гильбертову пространству.

Гильбертово пространство Н называется полным, 
если всякая последовательность его элементов, удовлет­
воряющая условию (5), имеет предел в Н.

Неполное гильбертово пространство можно сделать пол­
ным, добавив к нему некоторые новые элементы, подобно 
тому как множество рациональных чисел дополняется до всей 
числовой прямой введением иррациональных чисел.

Пусть последовательность {дги} удовлетворяет условию (5), 
но не имеет предела в Н. Припишем последовательности {jtnj 
в качестве предела новый элемент х, называемый предель­
ным. Если при этом предельные элементы х  и у  опреде­
ляются соответственно последовательностями {>;„) и {уп}, 
то примем, что х = у ,  если

Нш || х п у п || =  0.
П-> СО

Скалярное произведение предельных элементов определяется 
формулой

(х, у) =  Нш (хп, у п),«>оо
11*11= Иш ||jcJ .

«->■00
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Существование пределов этих числовых последовательностей 
легко установить.

Присоединение к Н  всех предельных элементов делает Н  
полным пространством. Эта операция называется замыканием.

Приведенные выше конечномерное векторное простран­
ство Нп, бесконечномерное векторное пространство /2 и 
функциональное пространство L2 являются полными гильбер­
товыми пространствами.

В дальнейшем, говоря о гильбертовом пространстве, мы 
будем предполагать его полным.

Введем некоторые понятия, связанные с рассмотрением 
множеств элементов из Я. Множество L элементов называется 
линеалом при соблюдении следующего условия: если эле­
менты х ъ х 2.........х т принадлежат L, то и любая их линей­
ная комбинация а1х 1 -f- а2х 2 -f- . . .  -f- атх т также принад­
лежит L. Если, кроме того, всякая сходящаяся последова­
тельность элементов линеала L имеет пределом элемент, 
также принадлежащий L, то есть L содержит в себе все свои 
предельные элементы, то такой линеал называется подпро­
странством.

В конечномерном пространстве Нп всякий линеал за­
мкнут и является подпространством. В обычном вещественном 
трехмерном векторном пространстве примерами подпространств 
будут: все пространство, плоскость, проходящая через начало 
координат, и прямая, проходящая через начало координат.

Если Jtj —  любой элемент Я, то множество элементов ахъ 
где а — произвольное комплексное число, представляет собою 
подпространство. Если x v . . . ,  х п — любые п линейно-неза- 
висимых элементов (п —  конечно), то множество элементов 
а1х1 +  а2л;2- |-  • • . + дп*в, где аи а2, . . ., ап— любые ком­
плексные числа, есть также подпространство. Все это при­
меры подпространств с конечным числом измерений. Могут 
быть подпространства с бесконечным числом измерений. 
Подпространство можно рассматривать как самостоятельное 
гильбертово пространство.

Докажем теперь теорему, имеющую основное значение 
для всего дальнейшего.

Т е о р е м а  I. Если L —  подпространство, то любой 
элемент х  из Н может быть представлен единственным 
образом в виде
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x = _ y 4 -z , ( 6)
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где у  принадлежит L (у £L) и z  —  ортогонален ко всем 
элементам подпространства L ( z ^ L ) .

Если x £ L ,  то указанное представление очевидно. Поло­
жим, что х  не принадлежит L. Пусть d —  точная нижняя 
граница множества положительных чисел [|дс— _у||2, когда 
у  пробегает все подпространство L. Существует такая после­
довательность элементов у п из L, что

II*— Уп\\2 =  (х — Уп, x — y n) =  dn -+d.
Пусть и — любой элемент L, тогда элементы y n~\~zu также 
принадлежат L и, принимая во внимание, что d есть точная ниж­
няя граница, мы можем написать: (л;—у п—ем, х —у п—e u ) ^ d .  
Раскрывая скалярное произведение, получим неравенство

(и, и) s2— е[(л:— у п, и)-\-(и, х — _yn)]- |- (d n — d )^ -0 .

Так как (и, х — у п) =  (.х— у п, и), то
(и, и)е2—  2R&(х— у п, u)s-\-(dn —  r f ) > 0 .

Трехчлен, стоящий слева, для любых вещественных е не­
отрицателен,' поэтому

| Re (дс — у п, « ) | < У  dn —  d • \\и\\.
Это неравенство можно усилить. Пусть ср —  аргумент 

комплексного числа (и, х — _уга), то есть (и, х — у п) =  
=  | (гг, л;— _yn) \eif. Заменяя в неравенстве элемент и элемен­
том ие~*У, также принадлежащим L, и принимая во внима­
ние, что \\ие~*ч\\ == IIиII, получим

(ие-*'р, х —  у п) =  е-^{и ,  х  у п) =  | (и, х — у п)|,

откуда ______
| (и, х — у п) К  V dn —  а • || и | | . (7)

Напомним, что в этом неравенстве х  — заданный элемент 
из Н, у п —  последовательность элементов из L такая, что 
||х —  Уп\\2- ^ а и и —  любой элемент L.

Оценим модуль скалярного произведения (и, у п— у т). 
Представляя разность у п— у т в виде у п— у т =  (уп — *) +  
_|_(x— у т) и пользуясь неравенством (7), получим

|(и, Л - Л » ) К К “ > * —  JPi.) 1 -НI (“ . * — ____
(V "dп — d - \ - ] f  dm d) • I H .
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Полагая в этом неравенстве и — у п— у т и сокращая обе 
части на ||у п— у т ||, придем к неравенству

Из7» ~\f dn —  d -f- dm —  d.
При беспредельном возрастании п и т  правая его часть 
стремится к нулю и, следовательно, в силу полноты под­
пространства L последовательность у п имеет предел в L 
Уп==>У, y £ L -

Переходя к пределу в неравенстве (7), получаем для 
любого элемента и, принадлежащего L, что

(z , и) —  0, z =  х  — у.

Остается доказать единственность полученного предста­
вления. Пусть имеются два представления

* =  У +  * =  У1 +  ги
где у  и у х принадлежат L, a z и z x —  ортогональны ко всем 
элементам L. Из равенства у — y l — z1 — z  умножением на 
У— У\ и 2 —  2i получим: ||у — ^ 1 1 = 0  и \\z —  ̂ 1 1 = 0 . 
Теорема доказана.

Элемент у,  входящий в формулу (6) и принадлежащий L, 
называется проекцией элемента х  в подпространство L.

§  2. Линейные ограниченные операторы

Оператором в Н  называют всякий определенный закон, 
согласно которому любому элементу х  из Н  сопоставляется 
определенный элемент у  из Н. Обозначается это следующим 
образом:

у  =  Ах.
Оператор А, переводящий элементы х  пространства Н  в эле­
менты Ах  того же пространства, называется линейным и огра­
ниченным, если он

а) аддитивен: А (хх - f - х 2) =  Ахх Ахг,
б) однороден: А (ах) — аАх,
в) ограничен: существует постоянная М >  0 такая, что

1 И * ||<  м  и* | | .

Наименьшее из чисел М называется нормой оператора А и 
обозначается ||И ||.
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Всякий линейный ограниченный оператор непрерывен 
в том смысле, что если последовательность элементов х п 
пространства Н  сходится к элементу х,  то и последова­
тельность Ахп сходится к Ах; в самом деле

||Ах —  А хп\\=^\\А(х —  дс„)||< ||Л || ||х  —

Для линейных ограниченных операторов очевидным обра­
зом определяются действия сложения и умножения:

(аА) х  =  аАх, (А +  В) х  =  Ах-\-  Вх, (АВ) х  =  А (Вх). 
Легко видеть, что при этом

I M I I  =  |«1 • ||Л||, ||Л +  Д | | < | | Л | |  +  ||В||,
1ИЯ|| < И Н | Я | | .

в частности, для степеней оператора А2 — АА, А3 — АА2 =  
— А2А, . . .  выполняются неравенства

И 21К 1И 112.........  ||ДП| | <  и г ,  . . .

Приведем примеры линейных ограниченных операторов.
В /г-мерном векторном пространстве Нп линейный опера­

тор представляет собою линейное преобразование с помощью 
некоторой матрицы

у  =  Ах 
или

У к  — aklx l +  а к г х 2 +  • • • “ Ь  0 -кпх п  (А  =  1, 2 ............п ) ,

где х к и у к —  составляющие векторов х н у .
Легко видеть, что такой оператор всегда ограничен. В этом 

пространстве неравенство Буняковского —  Шварца имеет вид
П

2  ХкУкft = 1

2 п

Следовательно,

(Ах, Ах) =  2
i=i к = 1 , кх к <

с - 1 1

п  [ п п

2 2  К .  * I2 2
i = i  i * и а =1

-  2 К * 1 2 2 К 1 2-i, k = l а = 1

5 3  у г! у

2 Зак. 3189. Ю. В. Воробьев
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Таким образом,

\\АхГ< . 2  K * N M I 2

i M i K i / i  I ai-k\2-* i, 4 = 1

В бесконечномерном векторном пространстве 12 линейные 
операторы определяются бесконечными матрицами. Однако 
уже не всякая бесконечная матрица определяет ограниченный 
оператор. Примером бесконечной матрицы, определяющей 
ограниченный оператор в 12, может служить матрица, для

СО
которой сходится двойной ряд 2  I аг,ъ |2 <  +  °°- Совер-
шенно аналогично тому, как это делалось для конечно­
мерного пространства, показывается, что

1 и и < т Л 1  к * 1 2-» i,&=i
В функциональном пространстве L2 интеграл 

ъ
Ax =  J  K(s, t )x ( t )d t

а
представляет собою линейный оператор. Этот оператор будет, 
например, ограничен, если существует интеграл

ь ь
I  f \ K ( s ,  t) \d sd t .
а а

Неравенство Буняковского —  Шварца (1) в L2 имеет вид 
ь 2 ь ь

f  X (t)y  Оt)dt <  /  \х  (/) I2 dt f  | у  (0 I2 dt.

Применяя это неравенство к выражению
Ь -|2

J K(s, t)x{t)d t  ,
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получим
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\А х  |2<  J I K(s, t) |2 dt • f  |JC (t) |2 dt.
a  a

Интегрируя это неравенство no s от а до Ь, будем иметь
ь ь

||А к ||2‘< / / |K (s, t)\*dsdt\\x\\*.
а  а

Таким образом,
Г  ь ь

у  I f IИII < 1 /  I I  IK(S, t)\*dsdt. 
а  а

Введем понятия сопряженного и обратного операторов. 
Пусть А —  некоторый линейный ограниченный оператор; 

рассмотрим скалярное произведение {Ах, у) для любых эле­
ментов х  и у  из гильбертова пространства Н. Сопряженный 
оператор Л* .вводится равенством

(Ах, у ) =  (х, А*у).

Можно показать, что это равенство полностью определяет 
оператор А*, причем (А*)* — А.

Оператор А* также ограничен и || А* || =  || А | | . Действительно,

\\А*х\\2 =  (А*х, А*х) =
=  (АА*х, д ;)<  ||ЛЛ*д;|| • ||д:||< || Л || || А*х || | |х | | , 

и сокращая на ||Л*д;||, получим
И **1К 1 |Л || 1Н |.

Отсюда | |Л * ||^ | |Л ||. В силу того, что (Л*)* =  Л, мы также 
можем доказать обратное неравенство: ||Л ||<Д |Л*||, следо­
вательно, || Л || =  || Л* | | .

Ограниченный оператор Л называют самосопряженным, 
если А — А*. Таким образом для самосопряженного опера­
тора характерным является равенство

(Ах, у) — (х, Ау).
Если положить в этом равенстве х — у  и принять во вни­
мание, что (Лд:, х) =  (х, Лд:), то мы увидим, что в случае

2*
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самосопряженного оператора (Ах, х ) вещественно для любого 
элемента х. Справедливо и обратное утверждение.

Важным в теории операторов является понятие обратного 
оператора. Говорят, что линейный оператор А имеет огра­
ниченный обратный оператор, если существует такой огра­
ниченный оператор В, что

АВ — В А — Е,

где Е — оператор тождественного преобразования, то есть 
Ех  =  х. Ограниченный обратный оператор может быть только 
один, так как, если АС — Е, то, применяя к обеим частям 
равенства оператор В и пользуясь тем, что ВЕ =  В, полу­
чим С — В. Обратный оператор обозначается обычно сим­
волом Л-1. Таким образом,

АА~1 =  А~1А =  Е.
Обратные операторы играют основную роль при решении 

неоднородных уравнений
А х = у ,

где у  —  заданный элемент и jc — искомый. Применяя к обеим 
частям равенства обратный оператор, получим

х  =  А~ху.

Таким образом, если существует ограниченный обратный 
оператор, то линейное неоднородное уравнение разрешимо 
при любой правой части из Н.

Наряду с неоднородными уравнениями в приложениях 
встречаются и однородные уравнения

Аи —  Хм,

где и — искомый элемент, X —  численный параметр. Число X— 
называется собственным значением оператора А, если 
однородное уравнение имеет решения, отличные от нулевого; 
эти решения называют собственными элементами опера­
тора А, соответствующими указанному собственному зна­
чению. Число линейно-независимых собственных элементов, 
соответствующих собственному значению, называется его 
кратностью. Кратность собственного значения может быть 
и бесконечной.
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Сходимость последовательности ограниченных линей­
ных операторов Ап к ограниченному оператору А может 
быть определена по-разному. Мы будем пользоваться двумя 
понятиями сходимости.

Последовательность ограниченных линейных операторов Ап 
сходится к ограниченному линейному оператору А, если для 
любого элемента х  из Н  последовательность Апх  сходится 
к Ах: Апх ^ > А х .  Подобную сходимость иногда называют 
сильной сходимостью.

Наряду с этим введем понятие равномерной сходимости.
Последовательность ограниченных линейных операторов Ап 

сходится к А равномерно, если ||Л — Ап || —> 0. Эту сходи-
п> оо

мость иногда называют сходимостью по норме. Из равно­
мерной сходимости следует и простая сходимость:

\\Апх  —  Л * ||< ||А » —  А\\ ||х ||->-0 

для любого X из Н.
В заключение настоящего параграфа остановимся на одном 

классе линейных операторов, который мы в дальнейшем 
будем широко использовать. Пусть L —  некоторое подпро­
странство. Согласно теореме I любой элемент х  из Н  может 
быть представлен единственным образом в виде x  — y - j - z ,  
y ^ L  и zJ_L .  Оператор, преобразующий элемент х  в его 
проекцию у,  называется оператором проектирования в под­
пространство L. Обозначают его символом Е&:

у  — Еьх.

Так как элементы у  и z  ортогональны, то

М 1 2 =  СУ +  г. .У +  * ) = Ы 1 2+ И 2.
отсюда

\\y\\a= \ \E Lx r < \ \ x r ,
причем равенство достигается, если x £ L ,  следовательно,
11^11 =  1-

Очевидно, что если х  принадлежит L, то Е^х — х. Сле­
довательно, для любого х  из Н ElElx — Elx  и
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Оператор проектирования самосопряжен. Действительно, 
пусть Ху и х 2—какие-либо два элемента из Н, a x 1= y 1- j- z 1 
и х 2 — у —  их разложения по теореме 1. Составим 
скалярное произведение (Elxv х2). В силу определения опе­
ратора El , Elx  ̂=  Уу и Еьх2 =  у 2. Пользуясь тем, что Zy 
и z2J_L, можно написать

(Elx v x2) =  (Elx u у 2-\~ z2) =  (уу, y 2) =  (yv Еьх2) =
(.Vi Н-  Z\, EjjX2) =  (Ху, Elx2),

откуда и следует, что El —  самосопряженный оператор.
До сих пор мы рассматривали ограниченные линейные 

операторы, определенные для всех элементов пространства Н. 
Можно оператор А рассматривать лишь на элементах неко­
торого подпространства L, сузив таким образом область его 
определения. При этом говорят, что подпространство L при­
водит оператор А, если для любого х  из L Ах  также при­
надлежит L.

Смысл этого определения состоит в следующем: если L 
приводит А, то так как L можно рассматривать как само­
стоятельное гильбертово пространство, оператор А можно 
рассматривать отдельно как оператор в L. Рассмотрение А 
на отдельных, приводящих его подпространствах облегчает 
изучение А.

§  3. Проблема моментов в пространстве Гильберта

Пусть в гильбертовом пространстве Н  заданы я -f- 1 
линейно-независимых элементов

%о> %i> • • • >
Введем «-мерное подпространство образованное из эле­
ментов, являющихся линейными комбинациями z0, z l t . . . ,  zn_v

Поставим следующую задачу: построить такой линейный 
оператор Ап, определенный в подпространстве Нп, что

Zy =  A nZQ,
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где Enzn— проекция элемента zn в подпространство Нп. 
Формулы (8) можно еще переписать в виде

zk =  A^Zq (ft =  0, 1, • • ■, п —  1)

Enzn —

Эту задачу будем в дальнейшем называть проблемой 
моментов в пространстве Гильберта.

Собственно говоря, сама постановка задачи содержит 
в себе и ее решение. Действительно, легко видеть, что фор­
мулами (8) оператор Ап полностью определен.

Пусть х £ Н п, по определению подпространства его можно 
представить в виде

х  — C0z0-\-C1z1-{- . . .  +  Cn_1zn_1,
где С0, Clt . . . ,  Cn_t —  некоторые постоянные. Тогда

АцХ — CqAuZq —|— C±AnZi | . . . "4— ^n—i^nzn~i
=  0>2i4~Ciz2~\~ + C „ _ i£ nzn £ / r n.

Перейдем к изучению свойств оператора Ап. Прежде 
всего определим его собственные значения.

Так как Enzn— элемент подпространства Нп, то най­
дутся такие числа а0, ах, . . . ,  а„_х, что

&о20 а1̂ 1 • • • " ®n— lzn—1 (9)

или, пользуясь формулами (8'),

Pn(Ari)z 0 =  ( ^ n + an - l^ ” 1- f  ••• Н-Яо^)гГО==0, (10)
где Е —  оператор тождественного преобразования.

Умножая равенство (9) скадярно на z0, zu . .  ., zn_1, 
получим систему линейных алгебраических уравнений для 
вычисления коэффициентов полинома Р„

(г0, 2о) “о + ^ о . г,) ах+ . . .  +  (л0, zn_t) a„_x fC^o. zn) =  0, | 
(zx, Z 0)  ^ “хЧ- • • • 2 n - l ) a n - l 4 “ ( 2 l> I
( 2 п - Ъ  z o) а 0 ~ \~  ( Z n - 1 ,  2 l ) “ l +  I

• • •  Ч -  ( Z n - l >  z n - l )  a / i - l  4 “  ( 2 П - 1 у 2 П)  0*  J

(П)
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Здесь мы воспользовались следующими соотношениями: так 
как Enzn—  проекция zn в Нп, то zn —  Enzn ортогональна 
к любому элементу из Нп, так что

(zn —  Enzn, zk) =  0 (As =  0, 1, я — 1),

и, следовательно,

(Enzn, zk) =  (zn, zk) (fe =  0, 1, n —  1).

Определитель системы уравнений (11) есть определитель 
Грама элементов zQ, zv . . . .  гп_г и в силу их линейной 
независимости отличен от нуля. Поэтому система (11) имеет 
единственное решение.

Пусть теперь X— собственное значение, а и —  собствен­
ный элемент оператора Ап,

Апи =  \и. (12)

Так как и принадлежит подпространству Нп, то его можно 
представить в виде

и =  о̂го ~ Ь М т Ч *  • • •  ~ Ь %n-lZn-l>

где £0, $х, . . . ,  %п_1— некоторые числа. Подставляя это выра­
жение в уравнение (12) и пользуясь формулами (8) и (9), 
получим

----a0 ^ « - lz 0 +  (So a l ^ n - l ) z  1 +  •••  + ( ^ » - 2  a n - £ n - l )  2 п - 1  =

=   ̂ftoz Q +  Zlz l “Ь  + ^ n - l 2 n - l ) -

Так как элементы zk линейно независимы, то в этом 
равенстве можно приравнивать коэффициенты, что и дает 
систему уравнений для определения X и %к.

— «oSn-i =  ^o.
£о al^n-l = : »̂1>
6i —  «А,- х =  «*. (13)

^ п - 2 a n - l^ n - l  =  ^ П -1 *  •

Для того чтобы система имела нетривиальное решение, 
определитель ее, равный Р И(Х), должен равняться нулю и, 
следовательно, собственные значения оператора Ап есть корни



§  3] п р о б л е м а  м о м е н т о в  В ПРОСТРАНСТВЕ ГИЛЬБЕРТА 2 5

уравнения

=  ^П-Ь ал-А п 1_Ь • • • Ч - а о= : 0- (14)

Отметим, что коэффициент $„_х заведомо отличен от нуля, 
так как в противном случае, как это следует из системы (13), 
вообще все равнялись бы нулю и мы получили бы три­
виальное решение. Так как собственный элемент определен 
с точностью до множителя, то можно положить $„_х =  1 и 
определить %к по рекуррентным формулам

^  =  X^+1-f-a^+1 ( /  =  0. 1......... п —  3),
£п-2 =  ^ +  а п-1 -

Отметим, что каждому собственному числу соответствует 
только один собственнный элемент.

Простая структура оператора Ап позволяет легко по­
строить и обратный оператор А ^ 1. Если / — элемент Нп,
то по определению обратного оператора х =  удовле­
творяет уравнению (уравнению первого рода)

Anx  =  f .  (16)

Так как / £ Я „ ,  то его* можно представить в виде

п —1 п -1

/ — 2  bkzk == bkAnzо =  Fn_j (Лп) Zq,
к —0 к —О

F n-1Q~) =  bn_l\ n- l + b n_2\ n~2+  . . .  + V

Умножая это равенство скалярно на z0, zu . . . ,  z„_l, мы 
придем к системе линейных уравнений, из которой можно 
определить коэффициенты полинома Fn_i(\),

(zo> zo)bQ-\-(z0, . . .  (z0, zn _ х) bn _ i (z0, / )  =  0

(zv zo)b0- h ( zi. z i)t>i~h ••• -H * i. zn-i)bn-i  —  (zu / )  =  °

(z n-l< Zo) bo~h(z n-l> Z1)  z n - l )  * » - l  (z n - 1> / )

Эти уравнения отличаются от уравнений системы (11) 
лишь свободными членами.
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Так как х  принадлежит Нп, то его можно также пред­
ставить через полином от оператора Ап

х  — Qn_ 1 (Ап) z0. ■
Подставляя в уравнение (16), получим

\AnQn-i{A^)—  Рп-1 (А»)] го =  О,
но в силу единственности определения полинома Рп (Ап) 
любой полином п-й степени от Ап, аннулирующий эле­
мент Zq, может отличаться от Рп (Ап) только на постоянный 
множитель, поэтому

A»Qn-i (А») —  Fn- 1 О4») =  С - Р п (Ап).
Приравнивая свободные члены, находим постоянную С

^  / 4 - 1 ( 0 )
Р*(0) •

Таким образом,

Qn-i Ш  =  An1 [Fn- 1 iAn) —  Рп ( А ) ] .

и искомое решение уравнения (16) имеет вид

JC =  Ап1 j> w_t (Ап) — Рп (Л„)] z0 (17)

или, раскрывая скобки,

дг =  Л„1^(>1 — j Л„-|- . . .

• • • +  [ К - i  —  ^  “" - 1) Ап Л"] z° ==

=  ( * 1  — ^ ■ a l ) 2 0 +  • • •  + ( А Я- 1  ~ ' a n - l ) Z n - 2 — ^

Формула (17) (или (170) определяет обратный оператор. 
Условие его существования—  Р п (0) =  а0 ф 0, то есть нуль 
не должен быть собственным значением оператора Ап.

Наряду с уравнениями вида (16) встречаются уравнения 
второго рода

х =  рАпх  О- / ,  (18)

где (J. —  некоторый параметр.
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Решение этого уравнения может быть получено совер­
шенно аналогично. Полагая x  =  Qn_1(An) z 0 и f = F n- i (A n)z 0, 
и подставляя в уравнение (18), получим

IQn-i (А„) P‘AnQn_1 (Ап) Fn _ 1 (An)] zo ==
откуда

(1 —  цХ) Qn-x (X) —  F n-1 (X) =  СР„ (X). (19)

Полагая Х =  —, находим постоянную С

’■(г)
Таким образом,

Q n - i ( A „ )  =  (£' —  р А „ )' -----------r f f

и решение уравнения (18) имеет вид

г „ - , И „ ) ----------7 у / р ’. ('4»)х  =  (Е —  р,Л„) -1

’•ш
«о- (20)

Это решение можно выразить и явно через исходные эле­
менты z0, z t......... 2n-i- Полагая

Qn-1 (X) =  an-iXra-1+ o n_2X” -2 +  • • • -f- ao —  2

Z7»-! (X) =  bn_2\ n-z +  . . . + * 0 = 2  h ' f ,k=0

(X) — Xй-f- a„_jX" 1 a0 — akXk
k=о

и подставляя в равенство (19), получим

" S  S  a/(Xft+1 =  "S  bkKk +  C 2  a*X*.
ft = 0 fc = 0 ft = 0 A = 0
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Но

If- Л = 1

- ( № _ !  + С) Х” ^ 0 .

Приравнивая нулю коэффициенты при степенях X и под­
ставляя выражение постоянной С, получим рекуррентные 
формулы для определения коэффициентов полинома Qn_i (X):

Коэффициент при X” будет равен нулю автоматически в силу 
выбора постоянной С.

Вычислив ак по рекуррентным формулам (21), можно 
выписать и искомое решение уравнения (18)

* =  Qn-1 Ип) *о =  ад>+ ол  +  . . .  +  (20')

чением оператора Ап.

§  4. Аппроксимация линейных ограниченных операторов

Покажем теперь, как с помощью итеративного процесса 
можно построить последовательность изученных нами опера­
торов Ап, сходящуюся к любому, наперед заданному огра­
ниченному оператору.

Пусть в гильбертовом пространстве Н  задан линейный 
ограниченный оператор А. Произвольно выбрав элемент zQ,

(21)



строим ряд его итераций оператором А

г0, z x =  Az0, Z2 — Azt — A2z0......... zn =  Azn_^ =  Anz0, . . .
Элементы z0, z x......... zn, . . .  пока будем считать линейно­
независимыми.

Решение проблемы моментов определяет последователь­
ность операторов Ап, каждый из которых определен в своем 
подпространстве Нп, образованном из элементов, являющихся 
линейными комбинациями z0, z u . . . ,  z n_l .

При увеличении п эти подпространства расширяются и 
Hn+i содержит в себе все элементы Нп.

Формулы (8') принимают вид

zh — Akz0 =  A„z0 (k =  0 , 1......... n —  1), I ^

Enzn — EnAnz0 =  A„z0, I
где EnAnz0 — проекция элемента Anz0 в подпространство Hn.

Если ввести Еп— оператор проектирования в подпростран­
ство Нп, то легко видеть, что

Ап =  ЕпАЕя. (23)

Действительно, возьмем любой элемент х  из Нп:
П — 1

X  =  2  ^ k z k -  
к —О

По определению проекционного оператора Епх =  х, поэтому
М- 1

АЕпх  =  2  akAzk. 
к = о

Используя формулы (22), получим 

АЕпх  = 2 ; акА к+1г0— 2
0 k —Q

Проектируя в подпространство Нп, будем иметь
м- 2  м- 1

ЕпАЕпх — '2 l akAk+1z 0-\-an_1EnAnz0=  2  =
о &=о

« - 1

=  1 2  a k A n z k  =  Л п Х .
к =О
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Формула (23) расширяет область определения оператора Ап 
на все пространство Н. Кроме того, из этой формулы вы­
текает очень важное следствие, что операторы Ап ограни­
чены в совокупности, и

11А.1К1ИЦ. (24)
Рассмотрим линеал Lz, состоящий из элементов вида 

x  =  Q(A) z0,
где Q(X) —  произвольный полином, и, пополнив его предель­
ными элементами, образуем подпространство Нг. Это под­
пространство приводит оператор А. Действительно, если 
x  =  Q(A)z0£ L z, той  Ах =  AQ(A)z0£ L z. Если желт —  пре­
дельный элемент, то существует такая последовательность 
x n =  Qn (A)Zo£Lz, что

II*—  *n l|-»0 .
тогда

\\Ах —  Л*П||< | |Л ||  И* — *и ||-* 0 ,
и так как Axn £ L z, то Ах, являясь пределом элементов из Lz, 
должен принадлежать подпространству Нг. Таким образом 
можно рассматривать А как оператор в Нг.

Основой всего метода моментов является следующая 
Т е о р е м а  II. Если А —  ограниченный линейный опе­

ратор и Ап —  последовательность решений проблемы мо­
ментов (22), тогда последовательность операторов Ап 
сильно сходится к А в подпространстве Hz.

Если х  =  Q(A) z0£ Lz, то в силу равенств (22) Ах — Апх  
при любом п, превосходящем степень полинома Q(X) более 
чем на две единицы. Если же х  предельный элемент и { — 
последовательность элементов линеала Lz, сходящаяся 
к нему, то

|| Лх Лпхг||-^|| Лдг Ллгто|| -|— || А хт Лпх т || -}—
~b II II 2 1| Л || || х  х т || Д— || Апх т Ахт | | .

Увеличением т первый член суммы, стоящей справа, можно 
сделать сколь угодно малым, а так как x m£ L z, то при 
достаточно большом п второй член просто равен нулю. 
Таким образом

|| Ах —  Ллл: [| —> 0, п-+оо.



Мы до сих пор предполагали, что элементы последова­
тельности \zk) линейно-независимы. Случай когда между 
ними встречаются линейно-зависимые сравнительно прост. 
Допустим для определенности, что zn линейно зависит от
Zq, zx......... и тем самым zn =  Enzn £ H n. Легко видеть,
что тогда подпространство Нп совпадает с Нг и приводит

М -1

оператор А, то есть, если х  — ^ а кгк ^ Н п, то и Ах =
к=0

п- 1
=  2  akzk+i €  Нп’ Следовательно, в этом случае можно рас-

/с—О
сматривать А как оператор в Нп, где он совпадает с Ап. 
Последнее непосредственно следует из равенств (22).

Возможность с помощью операторов Ап аппроксимиро­
вать любые ограниченные операторы позволяет использовать 
их для получения приближенных решений различных линей­
ных задач.

При исследовании этого вопроса мы ограничимся рас­
смотрением двух важнейших классов операторов: вполне 
непрерывных и самосопряженных.

Представление операторов Ап в виде (23) указывает, что 
метод моментов укладывается в общую схему метода Б. Га- 
леркина, как ее в настоящее время понимают.

Абстрактная схема метода Б. Галеркина для операторов, 
заданных в гильбертовом пространстве Н, состоит в следую­
щем: пусть в Н  имеется система линейно-независимых эле­
ментов {срл} такая, что любой элемент х  из Н  однозначным 
образом представим сходящимся рядом

СО

<=1

где ак — некоторые коэффициенты, зависящие от х. Вводятся 
операторы проектирования Рп, определяемые равенством
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П
Р п*  =  2  ( 25 )<=i

При решении различных задач методом Б. Галеркина вхо­
дящие в уравнения операторы, необязательно линейные, заме­
няют на приближенные. Если В —  оператор в гильбертовом



пространстве Н, то Вп — приближенный оператор, равен

Вп =  РпВРп. (26)

При такого рода замене оператора уравнения в функцио­
нальном пространстве переходят в системы алгебраических 
уравнений.

Как видно из сравнения формул (23) и (26), метод момен­
тов отличается лишь специальным выбором операторов проек­
тирования Еп.

Первые общие результаты о сходимости приближенных ре­
шений, получаемых по методу Галеркина, были получены 
М. Келдышем [1], работа которого основана на исследовании 
бесконечных определителей. В дальнейших работах Л. Канто­
ровича [3], С. Михлина [1], Н Польского [1] и М. Красно­
сельского [2] применялись методы функционального анализа; 
в этих последних работах, как правило, исследование сво­
дилось к изучению вполне непрерывных операторов как 
линейных, так и нелинейных. В работах Н. Польского и 
М. Красносельского даны общие оценки быстроты сходи­
мости приближенных решений, даваемые методом Галеркина.

Так как метод моментов укладывается в общую схему 
метода Галеркина, то некоторые из теорем относительно 
сильной сходимости приближенных решений к точным, дока­
зываемые в следующей главе, являются следствием общих 
теорем о сходимости метода Галеркина.

Успех применения метода Галеркина целиком определяется 
удачным выбором системы элементов ftp*}, по которым ве­
дется разложение. В методе моментов предлагается конкрет­
ный и достаточно общий выбор элементов ifk =  zk, тесно 
связанный с изучаемой задачей, что позволяет получить, как 
это будет видно из дальнейшего, быстро сходящиеся после­
довательности приближенных решений.

Этот выбор элементов, по которым ведется разложение, 
позволяет применить метод моментов в задачах, где возмож­
ность использования общей схемы метода Галеркина является 
сомнительной. В частности, это относится к задаче о коле­
баниях систем с конечным числом степеней свободы, иссле­
дуемых в гл. V.
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УРАВНЕНИЯ С ВПОЛНЕ НЕПРЕРЫВНЫМИ 
ОПЕРАТОРАМИ

§ 1. Проблема моментов для вполне непрерывных 
операторов

Оператор А называется вырожденным, если он может 
быть представлен в виде

П
А х  =  2  (х , фА) ср*,

к=1
где п —  конечное число, а ер* и фА— заданные элементы 
рассматриваемого гильбертова пространства. Оператор А 
называется вполне непрерывным, если, каково бы ни было 
положительное число е, он может быть представлен в виде

Ах  =  А, х  -(- А“,х ,

где А, —  вырожденный оператор, а ||А ," ||< е .
Вполне непрерывный оператор ограничен. Действительно,

П
пусть Atx  =  '2i (x, фА)срА, тогда

к = 1

I I Л * I I < 2  | ( * .  ф * ) | .  | | « р * | | Н - е | | д с | | <
к= 1

* II 9 * 1 1 •  ||jc| | .
Отсюда

1 И К 2 Ш 1 - 119*11к~1

3 Зак. 3189, Ю. В. Воробьев



Приведем примеры вполне непрерывных операторов.
В конечномерном пространстве Нп всякий линейный опе­

ратор является вырожденным и, следовательно, вполне непре­
рывным. Действительно, в конечномерном пространстве всякий 
оператор А задается линейным преобразованием

у  =  Ах
У1 — anx i Н~ о,У2х 2 +  • • • +  а1пх п 
v2 =  апх у а22х 2 а2пх п
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Уп =  +  ««2*2 +  • • • +  аппх п.
Легко видеть, что если положить tyk — (aki> акг......... аы )
«Pi =  (!. •••> 0)......... =  (0, 0 .................  1), то оператор А
представляется в виде вырожденного оператора

П
Ax =  2 j (х, <|»*) ср*.ft=i

В бесконечномерном пространстве 12 вполне непрерывный 
оператор задается бесконечной матрицей с коэффициентами, 
обладающими следующим свойством:

00

2  | ° { , к  |2<  +  °°- i, к=1
Аналогично в функциональном пространстве L2 интеграль­

ный оператор
ь

Ах  =  j  К  О, t) х  (t) dt
а

вполне непрерывен, если ядро интегрируемо с квадратом, 
то есть

ь ь
И  | К (s, t) |2 ds dt <  -f- oo.

a a
Доказательства вполне непрерывности приведенных опе­

раторов можно найти в указанной в предисловии литературе.
Мы приведем без доказательства одну теорему из теории 

вполне непрерывных операторов, которой будем пользоваться 
в дальнейшем.



ПРОБЛЕМА МОМЕНТОВ 3 5

Т е о р е м а  III. Д ля того чтобы оператор А был вполне 
непрерывным, необходимо и достаточно, чтобы из всякой 
бесконечной последовательности элементов, все нормы 
которых не превосходят некоторого числа, можно было 
выделить такую подпоследовательность х п, чтобы по­
следовательность Ахп сходилась к некоторому пределу. 

Вернемся теперь к проблеме моментов.
Если исходный оператор А вполне непрерывен, то тео­

рему II можно усилить, а именно имеет место следующая 
Т е о р е м а  IV. Если А —  вполне непрерывный оператор, 

то последовательность операторов Ап —  решений проб­
лемы моментов (2 2 ) гл. I, равномерно (по норме) схо­
дится к А в подпространстве Нг:

II-A —  -А„|| —►О, n -+oo .
Пусть Еп —  оператор проектирования, отображающий Нг 

на Нп. Отметим некоторые его свойства, которыми мы вос­
пользуемся:

Еп =  Е*п, | |E J  =  1, ||Е  — E J  =  1, £ „ -* £ •
Последнее свойство непосредственно вытекает из пол­

ноты последовательности Anz0 в Нг. Действительно, по оп­
ределению подпространства Нг для любого х £ Н г найдется

П- 1
такая последовательность элементов х п вида х п =  2  ckAkz0,

к —О
что || х  —  лс„|| —► 0 при п —»• оо. С другой стороны, по изве­
стному свойству проекции имеем:

IIX — Епх  I K  II *■— х п I K  О,
откуда в силу произвольности выбора х  и следует, что 

Еп -*-Е в Нг.
Доказательство теоремы будем вести от противного. 

Если бы теорема была неверна, то есть ||Л —  Лп|| не стре­
милась бы к нулю при п —ю о ,  то существовала бы такая по­
следовательность нормированных элементов f n ^ H z ( | |/п || =  1)> 
что при сколь угодно большом п

\\(A — An)fn\\>q,
где q — положительное число, не зависящее от п.

§ 1]

3'
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Так как оператор А вполне непрерывен, то по теореме III 
из последовательности {A fn} можно выбрать сходящуюся 
подпоследовательность {А/п }. Кроме того, по той же при­
чине из последовательности {А (Е — EH) f nj)  можно опять
выбрать сходящуюся подпоследовательность. Не ограничивая 
общности, можно считать, что {/„} как раз является подпо­
следовательностью, которая переводится указанными опера­
торами в сходящиеся последовательности, и пусть

g  =  lim A fn, 
h — !im A (E — £ „)/„ .

Исходя из равенства
A —  An =  A —  EnAEn =  (E — En) Л +  EnA (E —  En), 

получаем
II (E —  En) A fn || <  || (E —  En) (A fn —  g) H -  || (E —  En) g  || <

< 1И /» — а д к о ,
|| EnA ( E- En) fn || <  \\A ( E- E „) /„  ||.-► h,

HO

IIA | | 2 =  Hm (A (E —  En) /„ , h) — \im{fn, (E —  En) A*h) <
^  lim || (£  — £ n) A*h || —>- 0

и, следовательно,
| |0 4 - И и) /„ ||-+ 0 ,

что противоречит нашему допущению. Теорема доказана.

§ 2. Неоднородные уравнения, содержащие вполне 
непрерывные операторы

В этом параграфе мы покажем, как проблема моментов 
может быть использована для фактического вычисления ре­
шений линейных неоднородных уравнений, содержащих 
вполне непрерывные операторы.

Рассмотрим уравнение
x  =  p A x -\- f,  (1)

где х  —  искомый, а / — данный элемент некоторого гиль­
бертова пространства Н, А —  вполне непрерывный оператор 
в этом пространстве и р. —  численный параметр.
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Для уравнения (1), содержащего вполне непрерывный 
оператор, сохраняет силу так называемая альтернатива Фред­
гольма: либо неоднородное уравнение разрешимо, и притом 
единственным образом при любом свободном члене /  и тогда 
соответствующее однородное уравнение ( /  =  0 ) имеет только 
тривиальное решение х =  0 , либо неоднородное уравнение 
разрешимо не при любом свободном члене, и тогда соответ­
ствующее однородное уравнение имеет нетривиальные реше­
ния. Первая часть альтернативы имеет место если р —  пра­
вильное., вторая, если р —  характеристическое. При правиль­
ном значении р существует ограниченный обратный оператор 
(Е —  рЛ )-1.

При достаточно малых значениях параметра р уравнение 
( 1) всегда разрешимо, а именно имеет место следующая

Т е о р е м а  V (Банах). Если то уравнение
( 1) разрешимо при любой правой части.

Доказательство довольно просто. Рассмотрим ряд

/ + р л н - р м * / + . . .

и обозначим через х (п) сумму п первых членов ряда. Тогда 
в силу того, что | р | - || Л || < 1

Ц ^ Ы  —  х (т)  || _  || ^ п + 1 Д т + 1 у _ | _  . . . _ |_  р " 4 ”/ | |  <

< ( Ы то1И 1то+ | р 1ш+1 1МИ”‘+1+ - - - + | р  Iя - 1ИН") • 11/11 ->о

при п и т-+оо. Так как пространство Н  полное, то после­
довательность х имеет предел х  из Н. Легко видеть, 
что х  является решением уравнения (1). Действительно, 
рЛх — рЛ /-}-рМ 2/ —|- . . . — х — /, и

х  =  р Ах  -f- / .

Отметим, что эта теорема справедлива для любых ограни­
ченных операторов.

Чтобы решить уравнение (1) для любых правильных зна­
чений р, воспользуемся методом моментов. Полагая z0 =  f,  
строим ряд итераций

zo = / •  =  Af ........... z n =  Anf .  ■ ■ •



Уравнение (1) заменяем «приближенным» уравнением

х п  —  р Д а Ч - / .  ( 2 )

где оператор Л „—  решение проблемы моментов (22) гл. I.
Решение этого уравнения было получено нами в гл. I 

и, если воспользоваться тем, что f  — z0, имеет вид

*» =  < * о / + М / +  • • • - М п - И ”- 1/ ,
где коэффициенты ак вычисляются по рекуррентным форму­
лам
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=  1 --------щ -  ( й = 1 , 2 , я — 1).
Я”Ы

Числа ак—  коэффициенты полинома P n (X) =  Xn -]-a,l_1).n- 1-|- 
. . .  - |- а 0 определяются из системы ( 1 1 ) гл. 1 . Конечно, 
с изменением п меняются как ак, так и ак.

Относительно приближенного решения х п имеет место 
следующая

Т е о р е м а  VI. Если решение уравнения (\) существует 
при любом /  из Н, то есть р — правильное значение 
сравнения, и А — вполне непрерывный оператор, то при 
достаточно большом п уравнение (2 ) разрешимо и после­
довательность х п сходится (сильно) к решению уравне­
ния ( 1).

Для доказательства воспользуемся методом, предложен­
ным Шмидтом. Уравнение (2) запишем в виде

х п р Ллгп —(- р (Л Ап) х п / .

По условиям теоремы существует ограниченный оператор 
(Е —  рЛ)-1; применив его к обеим частям равенства, полу­
чим

х п  —  Р ( £ — рЛ) - 1  (Л„ — Л) х п =  ( Е  —  рЛ)-1 / =  х . (3)

По теореме Банаха решение этого уравнения существует, 
если

| | р ( £  —  р Л ) - Ч Л „ - Л ) | | <  1, (4 )
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НО

| |р (£  —  цЛ )-1 (Л„—  Л ) | |< |р | | | ( Е  — рЛ)-1|| \\Л —  Ап \\.
Последний множитель справа стремится к нулю вслед­

ствие равномерной сходимости последовательности операто­
ров Ап к А, поэтому при достаточно большом п условие 
(4) всегда будет выполнено. Существование приближенного 
решения х п таким образом доказано. Чтобы установить 
справедливость второй части теоремы, воспользуемся сле­
дующим выражением для обратного оператора:

(Е —  р Л„)~ 1 =  (Е —  р (Е— р Л )-1 (Л „— А ) ) - 1 (Е —  у. А)'~ К 
Разлагая в степенной ряд, получим

ОО

4)-1(Лп- Л ) ) - 1 =  ( ( £ - р Л ) - *  (Лп - Л ) ) * .
к =О

Этот ряд сходится вследствие того, что при достаточно 
большом п

1̂ ( £ — М ) -ч л п— Л)||<1
Последовательность операторов (Е — рЛ„ ) - 1  ограничена
в совокупности- для достаточно больших п, так как

| | ( £ - р Л п) - 1 | |<

< | | ( £ - М ) - Ч 1  S I ^ I * Н — К-4 ) - 1 II*  II>4— II*  =
к =О

= ________ ||(£ —рЛ)- 1 ||________
=  1 - |р | | | ( £ - р Л ) - 1|| 11Л - Л Я|| 

и || Л —  Лп||—>-0.
Покажем теперь, что последовательность операторов 

(Е— рЛ, , ) - 1  равномерно сходится к (Е — рЛ) - 1  в подпро­
странстве Нг. Воспользуемся равенством
( £ —  рЛ „)-‘ —  (Е —  рЛ)-1 =

=  [(£ —  Р (Е— рЛ )-Ч  А ,— А )) - 1 — Е] (Е —  р Л )- ‘ =
ОО

=  2  Р* [(£ •— Р 1 (А ,—  Л)]* (Е —  рЛ) - 1,
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откуда

||(£  — цЛп) - 1 - ( £ — М ) - 1 | |<

< | |( Е  — M ) - l  2 > 1 *  ||(Я —  м ) - 1Н*1К —  Л||* =
к = 1
| | * | | | ( £ - М Г 1 | | 8

м - а л
А- 0 .

так как ||Л —  Л „||-+ 0  при п-> со в Нг. Очевидно, что /  
принадлежит Hz, поэтому последовательность .*:„=(£—(хЛ,,)-1/  
сходится (сильно) к х  — (Е— р.Л)-1/ .  Теорема доказана.

Из формулы (20) гл. I можно получить и оценку достиг­
нутой точности. В нашем случае /='П_1 (Х) =  1 и

х п — (Е Р“ИП) 1

4 i)
Р п  ( А п ) /• (5)

С другой стороны, x n =  Qn_x(An) f — полином п — 1-й сте­
пени от Ап. По самому построению оператора Ап Akf  =  A^f 
(/г =  0 ,1 ,  . . . ,  n — l). Поэтому x n =  Qn_1(An) f = Q n_1(A )f

1 Рп (А):(£  — М ) - 1 / ,

x - x n =  (E— v.A)-i Pni^ .

M w  '
Таким образом, для погрешности имеет место следующая 
оценка:

и * — * , К 11(Е — м ) - ‘ и 1 ■ <б)
’•Ш1 '

Отметим, что при решении уравнения (1) методом момен­
тов совсем не обязательно брать /  в качестве исходного 
элемента, полагая z0 =  f. Можно в качестве z0 брать любой 
элемент, подчиненный лишь условию, что /  принадлежит 
подпространству Нг.
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Заменяя уравнение (1) «приближенным» уравнением 
х п =  \>-Апхп —(- f n,

где /„  —  проекция /  в Нп, можно по формулам гл. I найти 
приближенное решение х п.

Может случиться, что фактическое вычисление прибли­
женных решений х п при больших значениях п окажется 
затруднительным. Это связано главным образом с тем, что 
при определении коэффициентов полинома Pn Q-) приходится 
решать систему линейных уравнений (11) гл. I. С увеличе­
нием п растет и число этих уравнений, кроме того, опре­
делитель этой системы, в особенности если мы имеем дело 
с вполне непрерывным оператором, довольно быстро убы­
вает, что приводит к прогрессивной потере точности вычи­
слений. Поэтому может оказаться более рациональным 
использовать метод моментов не для фактического вычисле­
ния приближенного решения, а для ускорения сходимости 
итеративного процесса.

В классическом процессе Лиувилля—Неймана последова­
тельные приближения строятся по формуле

%п +1 ==:: рАХп —|— f , Xq f ,
ИЛИ

* » = / + М / +  . . .
Последовательные приближения сходятся к решению лишь 
в круге

I**' <  м г
при этом сходимость процесса будет медленной, если | р |
близок к - Д г .МИ

С помощью метода моментов этот процесс можно пре­
образовать так, что новый процесс будет сходиться при 
любом правильном значении р, причем скорость сходимости 
будет находиться под нашим контролем.

По ряду итераций
Zq =  f ,  =  Af, . • •, zn =  A f

при фиксированном n строим оператор An.
Уравнение (1) запишем в виде

^  — рЛл* Ч —Р(А»— A ) x = f .
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Если п достаточно велико, то существует оператор (Е—цЛ„)-1, 
применяя который к обеим частям равенства, получим

л = Ф ( Е — рАпу \ А ^  А п) х  +  (Е —  рАп)~1/ .  (10
Это уравнение будем решать, используя процесс Лиувилля—
Неймана. Полагая х ^ = ( Е —  р.Л4_1/> последовательные 
приближения будем находить по формуле

*№+1) =  Р (Е — рАп) - 1 (А —  Ап) х №> +  (Е — pAnT lf .  (7)
Для фактического вычисления лЛл+1) по х нужно ре­

шить уравнение
*(*+1) _  рАпх&+1) =  (х {А — Ап) x W  - f- / .  (8 )

Применяя к обеим частям равенства оператор проектирова­
ния в подпространство Нп и пользуясь тем, что Enf  =  f  и 
EnAn =  ElAEn =  An =  EnAEzn =  AaEn *), будем иметь

Епх«+  и —  1ьАлЕпх<* + Ъ =  ц (ЕпА —  Ап) *<*> +  / .  (9)
Решение этого уравнения, которое мы обозначим через 
x (k+i) =  Епх&+1), можно найти по формулам (2 0 ), (2 0 '), (2 1 )
гл. I. Вычитая почленно (9) из (8 ), получим

х  (*+1) — х %+О — (X (А —  ЕпА) х  (*),
откуда

x (k+i) =  4 f +i> 4 — рь (^4— EnA )xW . (Ю)

Допустим, что имеет вид
п+к-1

*<*>= 2  Л .J=0
и вычислим (Л — Л„)х(Л)-

n + f t - l

(Л — Лй);с<*> =  (Л —  EnAEn) x w =  2  d f'z j+ t —
i =о

n —2 n + k - l

- 2 4 % i —  2  ^ к)ЕпА Е ^  =j =0 J=n-1
п+к-1

=  2  d f ( z j+l —  EnAEnZj).
j = n - l

*) Напомним, что по определению проекционного оператора 
~  £п'
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Пусть теперь E nZj —  2  где вычисляются из си-
8  =  0

стемы уравнений
(Zp, Zo) l \ P  - f -  (Zp, Zi)  - j -  . . . - \ - ( Z p ,  Zn - i )  =  (Zp, Zj)  

(p =  0 , 1 , . .  . , n —  1).
Тогда

П -1

AE„z. V  /O').n*,j ---  l8 **+1,
8 = 0

П - 2

8 = 0 

П -1

П - 1

EnAEnZj =  2  # 4 + i  +  In-iEnZn =  2  Is-iZs —  ln-i 2  aaz, 
Л 8=1

П- 1

iS <
8 = 0

2  Oi - 1 — 4/~ 1«.ч) ^  ( /- i =  o). ( i i )

Таким образом,
n + lc-x /  n —X

(A —  An) =  2  dT  U -+ 1— 2  (4 - 1  —  4f- i=0 za ) =
j = n - 1 \  s=0 '
n + k - l

. 2  d<f \ z j+ X  —  E n z j + 1) +J = И — 1
П + &-1

+  2i  = n -l

n -l T
2 ( # +1)- / & н - # - а ) J.8 = 0 J

Применяя к обеим частям равенства оператор ЕП) полу­
чим

п+к-Х
№

П- 1

2 ( t f + u - e . + e . « j ^
, s —0

и+7с-1
2  W +1, - / & + # > a )

(£пЛ — Ля) * » ) =  2  4
J = n —1 
п - 1

=  2 * 3
3=о L j - n —x

и, вычитая из предыдущего,
п+к-Х

( А - Е пА )х Ы =  2  d f ( z j+1- E rizj+1) =
j= n —1
n + f c - l  /  n - l  \  n + k

= .  2  « Л  * ,+1-  2  2
j = n - 1 a=0
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где

Л<*+,) =  — 2  # +1)d$fc) (s =  0 , 1 ......... П —
j = n - 1

/г(„*+1) =  rfs- 1  (s =  n......... n - f  k).

Остается еще решить уравнение

Ч*+1) —  РАпх п +1) ~  f1, (ЕпА —  Ап) х  {к) +  /•
Полагая

4 * « > = ^ + / 2 4 * + , W .
8 =  0

находим коэффициенты цО'+'О по формулам (2 1 ) гл. 1:

"+5Ц1

» =  >  4 Ч ( ^ +1) +  4.Л-1«о)— ^ 7 Т ^ а«- 
, 4 4  - -Рп ТГ

flo*+1) ‘
j  — П — 1 

я+fc-l
„ '* « > =  V  4*1(й<+,,- й" . + 4 л- а ) +

J = n- 1

+  K - V >_ 1 \ 8
( 5 = 1 ,  2 , , . /

где
П- 1

/ е т ( * )  =  2
8 =  0

р4 )
я+2  х
j = n - 1 J

Таким образом, из (10) окончательно имеем
п+к

с{к+1) =  ^  d f +1)za,
8 = 0

где

,№+i). r f +1) +  diu,+ K
(0) Jft+i)

*Р+1> =  цй?+,>

1),

( 12)

—  1),

(5 =  0 , 1 ......... П—  1),

(5 =  п, . . . .  Я-(-£).
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Особенно простой вид имеет первое приближение. По­
лагая k — О и пользуясь тем, что

0 j  ф s
1 j  =  s

получим

Л(в * =  — 1 =  а.л<№-1 (s =  о, 1 ,

,(«)__--- ' /(Л.*в ■ U  <  «).

1 ).

А« .Пп • . м
■ «п-1*

Кроме того, так как
/(«) _  е - 1* +  =  -  а, +  а8

то F „ ! i (X)s O и, следовательно, лг(0), поэтому

в=0
где

^ п = Ы п - 1-
Перейдем к_ исследованию сходимости процесса. С этой 

целью вернемся к основной формуле

(0) # )

*№+!) =  р, (А —  Ап) *<*> +  ( £  —  р . л „ ) - 7 .  ( 7 )

Запишем для краткости формулу (7) в виде
*<*+!) =  Я *» )- |-х (о ), (7')

где х«» =  (£ — |*Л„)_1/ ,_ В  =  | »(£— — />„). Так 
как операторы ( £ — [хА„ ) - 1  ограничены в совокупности для 
достаточно больших п и ||А —  Ап||->■(), то по любому 
сколь угодно малому числу q >  0  найдется такое п, что

| | Я Ц < Ы -  1 1 ( £ - рА Г 1|| • \\А —  Ая \\< д .

Выбрав таким образом п, зафиксируем его.
Из формулы (7') следует, что

/ > = 2 в ^ (о).
 ̂= 0
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Если обозначить через х „ искомое решение уравнения (1'), 
то из теоремы Банаха получим

СО

}=о
Вычитая почленно, будем иметь

СО

вк+х 2  в У 0)
3 = о

откуда
II*.— М -  (13)

Таким образом, процесс сходится не медленнее геометри­
ческой прогрессии со знаменателем q, который увеличением п 
может быть сделан сколь угодно малым.

Так как элементы х (/с) имеют вид полинома от А:

* ft) =  0 »+fc-1(^ ) / ,
то попутно нами доказана следующая

Л е м м а .  Если х ^—  решение уравнения

* =  ц Л * + / .  ( 1)
а р —  правильное значение, а А —  вполне непрерывный 
оператор, то по сколь угодно малому числу q >  0  най­
дется такой полином Gm_1 (X) и такое число С, не зави­
сящее от т, что имеет место оценка

II*. — О »-! 04)/ | |  <  С?»
Действительно, полагая Gm_l (A )f =  х^т~п\  из неравен­

ства (13) получим

I I * , — 0 ^  ( Л ) / I I = | | * , — * (» - » ) | | < ?» -» + 1 -  | | * J  =  C?«,

где С — ||-£*||<71~п не зависит от т.
С помощью этой леммы можно доказать теорему, даю­

щую представление о скорости сходимости приближенных 
решений, даваемых методом моментов.

Т е о р е м а  VII. Если р. —  правильное значение урав­
нения

х  =  \ьА х-\-/ (1)

< \ \ В | й +1
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и А —  вполне непрерывный оператор, то последователь­
ность х т решений уравнений

Хт • P^m*m | /
сходится к х ,  —  решению уравнения ( 1), быстрее геометри­
ческой прогрессии с любым сколь угодно малым знамена­
телем q >  0 .

Для доказательства обозначим черезу т полином Gm_1 (Л)/ ,  
фигурирующий в лемме: y m =  Gm_l (A)f. Тогда

Ут Р-̂ ?пУт == Ету т~‘ ^^тА^тУт == ^т (Ут РДУта)»
где мы воспользовались принадлежностью у т к простран­
ству Нт.

Далее,

х т — V-Amx m =  /= ■ » , —  РАх* =  £ « ( * ,— р A x J . 
Вычитая одно из другого, получим 

Хт Ут Р^ет (.Хт Ут) == 7?т [*« Ут Р^ (X* Ут)]• 
откуда

Хт Ут== 0- РАт) Ет [** Ут Р^ (** Ут)]’
И

— ^ m l l < | | ( £ - P ^ * ) " , |l l |£ — P^ll Ут\\<
< |; ( Е — рЛт г 1 | | | |Я — рЛ ||с«г . 

Воспользовавшись неравенством треугольника, будем иметь

I! x t  * m ll  <  || Xt  _ У ? и | | I I Ут Хт \\
<С[1+Ц(£— рЛт Г 1| | | |£  — р Л ||] ^ .

Так как операторы (Е —  [хЛга) _1 ограничены в совокуп­
ности для достаточно больших т, то найдется такая по­
стоянная D, не зависящая от т, что

С ( 1 + | | ( £ — P a r ' l l  - ||£  — а Л | | ) < Д
откуда

I K  —  X m\ \ ^CD-  0 » ,
где q —  произвольное сколь угодно малое положительно? 
число. Теорема доказана,
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§ 3. Однородные уравнения. 
Определение характеристических чисел

Перейдем к решению однородных уравнений с вполне 
непрерывными операторами. Имеет место следующая

Т е о р е м а  VIII. Если оператор А вполне непрерывен 
и (а —  его характеристическое число, так что уравнение

и —  рАи —  0 (14)
имеет в пространстве Hz нетривиальное решение, то 
такое решение (с точностью до множителя) единственно, 
то есть каждому характеристическому числу соответ­
ствует лишь один собственный элемент из Hz. При воз­
растании п одно из решений уравнения

«» — =  0 (15)
стремится к решению уравнения (14) быстрее геометри­
ческой прогрессии с любым сколь угодно малым знамена­
телем q >  0 .

Перепишем уравнение (14) в виде
„ и — |аЛи =  и — [а(Л—  Ап)и  — [аЛ„и =  0.

По теореме Банаха все значения р,, лежащие в круге

IMC ЦА — Ап \\ •

(150

(16)

для оператора Е— р (Л—Л„) являются правильными или, иными 
словами, существует обратный оператор (Е —  р.(Л—  Л„))-1 . 
Выполнение условия (16) всегда можно обеспечить, так как 
при возрастании п ||Л —  Л „||-»•().

Уравнение (15) можно преобразовать к виду

и — рЛи =  (Е— [а (Л—Л„)) [Я—[а (Е— [а (Л—Л„ ) ) - 1  ЛJ  и =  0.

Отсюда, применяя к обеим частям равенства оператор 
(Е — (а (Л —  Ля) ) -1, получим

«  =  |а ( £ — [а (Л —  Ап) Г 1Апи. (17)
Так как Апи £ Н п, то Ляи можно представить в виде

« - 1

*=о
Ч,



где Ък—  некоторые коэффициенты. Введя обозначения

!•*=:(£ —  |»(Л —  An) ) - ' z k, (18)

из уравнения (17) получим выражение для собственного эле­
мента и:

« = 2 * * 5 * .  (19)
й = 0

Элементы линейно-независимы. Действительно, если 
допустить обратное, то есть что существуют числа Ск, не 
все равные нулю и

71 — 1
2 с к5 * = о ,
fc = 0

то

2  С&  =  (Е— V(A —  Ап) Г 1 S  Ckzk =  0.
к =0 ft =О

Отсюда следует равенство нулю последней суммы, что не­
возможно в силу линейной независимости элементов zk.

Из уравнений для определения

£/с р (А Л„) %к =

в силу формул (2 2 ) гл. I следует, что

%k =  zk (k =  0 , 1 ......... re — 2 ).

Таким образом,
П- 2

=  2  Ьк%к+14 “/( = 0

§  3 ] ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ 4 9

(Е— р(А —  Ап) Г 1Апи =

=  2 W i  +  (Д  —  [х (Л —  Л „ ) ) - ‘ Л ^ .  (2 0 )
к—О

Так как Лл^ _ !  принадлежит Нп, то найдутся такие числа 
“ 8 (р)> что

п —1

Лп$я—1 2  (l1) ^8
8 = 0

4 Зак. 3189. Ю. В. Воробьев



к—1
(Е—  jx04 —  Ап) ) - хАп%п_х =  —  S  «,(!*) 5,. (2 1 )

а=0

Подставляя выражения (19), (20) и (21) в уравнение (17), 
будем иметь

и- 1

2  1^А---9^А_1 -Т РаА (р) ^n-ll £а — 0 . Ь_х =  0 ,
А = 0

откуда, вследствие линейной независимости !|й, следует ра­
венство нулю коэффициентов

h  —  ^ * - 1  +  № (р . ) * я - 1  =  0  (& =  0 , 1 , . . . .  п — 1). (2 2 )
Приравнивая нулю определитель этой системы линейных 
однородных уравнений, получим уравнение для определения 
характеристических чисел р:

=  ^  +  ••• + ^  +  «о(10 =  0. (23)

Найдя характеристическое число р, собственный элемент 
можно получить по формуле (19), где коэффициенты Ьк 
вычисляются по рекуррентным формулам

h  =  (tA)l (ft — 0 , 1 , . . . ,  п—2 ), bn_x=  1 . ( 2 2 0

Так как коэффициенту Ьк находятся единственным образом, 
то каждому характеристическому числу соответствует лишь 
один собственный элемент, определенный, естественно, 
с точностью до скалярного множителя.

Перейдем к доказательству второй части теоремы. Урав­
нение

ит — =  °
для достаточно больших т (т >  я) совершенно аналогично 
тому, как это делалось выше, может быть преобразовано 
к виду

“т =  р{Е —  р{Ат —  Ап))~хАпи. (17-0

Введя =  (Е— р,(А,в—  Ап))~1гк, будем искать ат в виде

«m= 2 V s ! ч \  № ] =  ZU (k —  0 , 1 , « - 2 ).
Jf=9

5 0  УРАВНЕНИЯ С ВПОЛНЕ НЕПРЕРЫВНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ [ГЛ. II

И
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Повторяя вычисления, проделанные при определении харак­
теристических чисел и собственных элементов оператора Л, 
придем к системе уравнений, аналогичной (2 2 )

—  +  ц4 т) (,х) Ь(п- \ —  0  (& =  0 , 1 .........п - 1), (2 2 ")

где ое<™)(|х) определяются равенством

а = 0

Так как £„_i и |$!1\ есть решения уравнений 

П̂- 1  l1, (.A Ап) £/i_l Zn — Х>

— ? (Ат— а п) е(* \  — 2 П—1

и последовательность операторов Ат равномерно сходится 
к А, то согласно лемме (§ 2). найдется такой полином
Q8(A —  An)z n_v  что

II ̂ п- 1  Qa Ап) Zn_y || Cqa,

где q —  любое положительное число. Но <38 (Л—  Ап)2п-\ — 
=  Q a + n - i  ( A )  z 0, так что при m  =  n - \ - s

l|£»-i Q »n-i(^)2 o l K ^ TO П— С $т.
Пусть у(™\ =  Qm_ x (Л) z0, тогда

Уп% ~  Iх Ап) у ^  =  Еп [yW  -  (х (Л -  Ля)Уя»0] 
и
$<ГЛ —  р(Ат —  An) C \  =  zn_, =  En [$„_! — [X (Л —  Л„)SM_1). 

Вычитая почленно, получим

-  у д  - 1* ( я .  -  - у  <$«. -  у - у =

=  £» - У Д  - (-4— 4») ■ (*„-,■~/А)\, 
I « Д -  УД I ■< I (£ • -  f (■4. ■-.AJ) ■-1' I:к

Х |Е -|> (л -я .) |.|6 ._ 1- У Д | .

§ 31

4*
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Таким образом, найдется постоянная С2, что 

Используя неравенство треугольника, получим

$<ГЛ !•

Из определения функций as (р) и aj*) (р) следует, что для 
них имеет место такого же рода оценка

к м - « Г , м 1< С ‘> ч " .

где постоянные С(8* не зависят от т.
Если теперь обозначить через Дот(р) левую часть характе­

ристического уравнения для оператора Ат:

д , v__ 1 . “Й ^ )  , , (то) / \ _л“т (р) — |хп Н~ —f~ • • • ao (р) — о,
то из оценки для as (p) следует, что

|Д(Р) — Дт ( р ) |< С '9™.
Пусть теперь р^— характеристическое число (корень ура­

внения Д(р) =  0  кратности р), удовлетворяющее условию (16). 
Тогда при достаточно малом г =  |р  —  р0 |

I д (р) I > c V .
/ с ' \ 1/р гЛ тДалее, при r =  \ у  q) имеем

|Д(^) — Д т о ( р ) | < С ' У < | Д ( р ) | ,

поэтому по теореме Руше Дт  (р) =  Д (р )-|-Д т  (р) —  Д(р)
имеет в круге |р  —  р0 |< ^ г  ровно р корней р<Р......... р<Р>,
удовлетворяющих неравенствам

К -  P t o I C ^ ™  ( k = \ ...............р ) ,
где

откуда вследствие произвольности выбора q получаем, что 
характеристические числа «приближенного» уравнения (15)
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сходятся к характеристическим числам уравнения (14) (если 
таковые существуют) быстрее геометрической прогрессии 
с любым сколь угодно малым положительным знаменателем. 
Из оценки для характеристических чисел и формул (22), (22') 
и (2 2 ") следует, что такого же рода сходимость имеет место 
и для собственных элементов. Теорема доказана.

Вычисление характеристических чисел и собственных 
элементов ип может быть произведено методом, изложенным 
в § 3 гл. I. Нужно лишь помнить, что характеристические 
числа связаны с собственными значениями оператора Ап 
соотношением

1
Рп — i •Ап

Как уже отмечалось выше, фактическое вычисление коэф­
фициентов полиномов Pn Q-), а следовательно, и определение 
характеристических чисел операторов Ап при больших зна­
чениях п может оказаться затруднительным и связанным 
с большими потерями точности вычислений. В таких случаях 
может оказаться полезном метод Шмидта, использованный 
нами при доказательстве теоремы VII. С его помощью можно, 
не увеличивая п, вычислить несколько наименьших по модулю 
характеристических чисел и соответствующих им собствен­
ных элементов.

Будем считать п фиксированным и покажем, как можно 
построить степенные ряды для вычисления аА(р) коэффи­
циентов уравнений (22) и (23), из которых определяются 
характеристические числа и собственные элементы.

Коэффициенты ag(p.) определялись нами с помощью 
равенства

я - 1

—1 (t*1) ^8>
8 =  0 

где
СО

£»_! =  ( £ —  Н-04 — ^ п) ) _1 г:ге_ 1 =  2  (А —  Ап)}zn_v
}=о

Выведем рекуррентные формулы для вычисления коэффи­
циентов написанного степенного ряда. Пусть

n+j- 1
(А —  АпУ г п_ i =  21 

8 = 0
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тогда
n + j-1

(А —  АпУ+1гп_1 —  2  d\
8 =  0

6 ^s+l"
П+ j - l  П+ j - l  ' n  + j - 1

- 2  d[3)Anzs — 2  di3)zs+1—  2  d[j)Anzs.
8=0 8=W—1 8=n—l

Из формулы (11) имеем
W-l
2  ( 4 ! i — №-14 ) 4 ,k= 0

так что
n+j

(л — 4 .) '+V i  =  2  <tf+1,* . =
8 =  0

n+j'-i
=  2

8 = 71 — 1
Таким образом,

(j)~
8

tt- 1  

2 **Ar = 0 L« = n —1

'n+ j- 1
2

=  £ # - 1  (S =  «, + Д  j
и+ j-i > (24)

<tf+, ,= -  2  (»= o . 1 .........» - D [
fc = n - 1 1

CD CD П + j ' - l

5n_i =  2 ^ 0 4 — A»);V - i = 2  ^  2  < # 4 -j = 0 j=0 S = 0
Вычислим теперь

Anln- i  =  2  Г*3= о

n+j- 1

2
8 = 0

со Г n + i—1 ti —1 1
=  2  2  d ^ 2 ( ^ - 4 eli«*)s* ^

j = 0 L » = 0 ft = 0
ik суммирования,

2  *»{ i  ^  Г £ > « ? ’ft=o lj=o L »=o J

или, изменяя порядок суммирования
'n + j- i

n -l
2  ak (|A) Zfc,

ft = 0



откуда получаем ряды для afc(p.)

§  3] ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ 5 5

со Гп+У-1
2  W W - i - W - !«*)

з = о L в=о

Эти ряды абсолютно сходятся в круге

и <  \\а - а п \\-

(25)

Вычислим первые два члена ряда

п- 1 .(0) Л(8) ,(«) \
*8 \J-k-l *n-lafc) Р

8=0 8=0

%к =  z k  ( & — 0 .  1 ...............П 2 ) ,

Ч  «  =  -  S 8 ? 1 a W S  . •

Sn- i  —  Z n - i - H 1'(■'‘l —  A » ) z n-i~h  ■ ■ — z n - 1 4 “ P 2  z a- \-  . . .
8 = 0

Так как .zn_1=  2  < № г я , to 
-  8 =  0

d[0) =  0  (s — 0, 1 ......... n —  2 ), d {?L i= l.

Если воспользоваться тем, что

10 J + ‘l'8 —  “ i  ч  —  i j j ___s  (.J n ) i

то по рекуррентным формулам (24) имеем

d{?  =  — rfJJLi =  «8 (S =  0 , 1 ..........n —  1).

Таким образом,
П

5n-t == zn - l~ h  P1 2  aazs ~l- • • • ~ zn-l~\- Ĉ ) zQ~h ' ' '
11=0
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Перейдем к вычислению а/с(р):

в = 0

=  — & -1)ч )  =  Ч  (* =  0, 1......... и — 1),

2  (/к- 1 —  4i-1^k )= d k-1 — “Ь d n \— ч _i+ an_taft) =
a=0

=r 4  — 1 ^П—\Ч  — 1 I &n — l 4  ~ 0 .

Следовательно, коэффициент при первой степени р в ряде 
(25) равен нулю, и с точностью до членов порядка р2

Ч  (рО == Ч,
а характеристические числа находятся из уравнения

Д»(р) =  я „ (1 ) =  о.

Очевидно, что они совпадают с характеристическими числами 
оператора Ап.

Вычислив Ьк 9 0  формулам (22'). найдем собственные 
элементы

и =  2  ^к^к —  2  bkzk-\- Ьп_ ^ Р п (Л)г0. (26)
к=О к=О

§  4. Пример вычисления характеристических чисел

При решении одной из задач теплопроводности встре-
чается уравнение

— У' (х) — Iу  (х) (27)

при краевых условиях
> ( 0 ) =  0 , у ( 1) + / ( 1) =  о. (28)

Уравнение (27) с помощью функции Грина легко приводится 
к интегральному уравнению

y  =  К (х, 5)^(5)d?,
о

(2 9 )
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где

К (х, 5) =  '
~ (2  —  § х  

у  ( 2  —  х)Ъ

Оператор Ау =  I /С(л:, £)у (?) вполне непрерывен в функ­

циональном пространстве Lz, если за промежуток интегриро 
вания брать [0 , 1 ].

Возьмем в качестве z0 функцию

Последовательность функций zk можно получить либо последо­
вательным интегрированием

при краевых условиях 2 A+1 (0 ) =  О, •ZA+1 0 ) +  2 A+1 ( 1) =  0 *
Последний способ несколько проще и не требует знания 
функции Грина.

Производя интегрирование, получаем 

z0 (х ) =  sin ъх,

( * ) = ^ r + i sln **•

0

z0 (jc) =  slrx 7ТЛГ.

zk+ iW  =  /  K(x, E)**(5)d5,
о

либо решая уравнения

(■*) =  zk (x)
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Далее вычисляем скалярные произведения

Теперь из системы (11) (гл. I, § 3) можно найти коэффи­
циенты характеристического уравнения для трех приближений
п =  1 , 2 , 3:
п =  1 0,5сс0 +  0,1013212 =  0;

0,5000000^ +  0,1013212^-1- 10~22,384240 =  О, )

Я =  2  0,1013212^о+  10_22,384240а1+  10“ 35,761453=0; J

ге =  3 0,5000000ао+ 0 ,1013212а1 +

+  10~ 2 • 2,384240а2+  10“ 3 • 5,761453 =  0, 

0,1013212а0 +  10- 2  • 2,3842400! +
+  10- 3  • 5,761453а2+  10" 3 • 1,398529 =  О, 

10- 2  • 2,384240а0+  Ю_3  • 5,761453^ +

(z0, z0) =  f  zl (x) dx  =  0,5,
0

1

(z0, z^  =  j  (x)dx  —  0,1013212,
о

(z0, z j  =  (zv z j  =  10- 2 - 2,384240, 
(z0, z3) =  (zlt z2) — Ю- 3  • 5,761453, 
(Zi, za) — (z2, z2) —  10- 3  * 1,398529, 
(z2, z3) — 10- 4  • 3,397373.

+  10“ 3 - 1,398529а2+  10- 4  • 3,397373 =  0,
куда

в ! =  Ю - 2  ■ 1,35979, 
a2 =  —  0,296814.



Характеристическое уравнение (14) (гл. I, § 3) для опре­
деления собственных значений операторов Ап принимает вид:
п —  1 Рх (Х) =  Х +  а0 =  Х —  0,2026424 =  0;
п =  2  Р2. (X)" X —|— а0 =

^ Х 2 — 0.280922Х +  10“ 3 • 9,2419 =  0; 
п =  3 Р3 (X) =  X3 —|— з2Х“ V- а01“

=  X3 —  0,296814Х2 —f— 10~ 2 • 1,35979Х—  10- 4  • 1,249 =  0.

Корни этих уравнений дают приближенные значения соб­
ственных чисел оператора А:

п =  1 Х1 =  0,2026424; 
п — 2 Xt =  0,242871,

Х2=  10- 2  • 3,8053; 
я =  3 Xt =  0,242963,

Х2=  10~2 - 4,145,

Х3=  10~ 2 • 1,2.

Полагая X =  , находим характеристические числа исход­
ной задачи. Для сравнения в таблице приведены значения 
первого характеристического числа, вычисленного по методу 
Ритца (С. Михлин [1]) и «точные» значения первых трех 
собственных чисел, найденные методом Ньютона из уравнения

§ 4] ПРИМЕР ВЫЧИСЛЕНИЯ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 59

V Р +  tg V V- = 0-
Метод моментов Метод Ритца «Точные» значения

п — 1

1-* II 4* \о С
О fix =  4,93

л =  2 fix =  4,1174 
ix2 =  26,27

(д-х =  4,59

п =  3 Их =  4,11585 
(i2 =  24,20
Из =  80

|*i =  4,40 1*х =  4,11585 
(*2 =  24,14 
ц 8 =  63,61



Г ЛАВА III

МЕТОД МОМЕНТОВ ДЛЯ САМОСОПРЯЖЕННЫХ 
ОПЕРАТОРОВ

§  1. Самосопряженные операторы

Ограниченный оператор называется самосопряженным, 
если он совпадает со своим сопряженным, то есть А — А* и

(Ах, у) =  (х, Ау)
для любых х  и у  из Н. Границами самосопряженного опера­
тора называются соответственно наибольшее из чисел т и 
наименьшее из чисел М, для которых выполняются не­
равенства г

т (х, х ) <  (Ах, x ) <  М (х, х) (1)
для любого х  из Н.

Если т >  0, то оператор А называют положительно 
определенным.

Рассмотрим теперь самосопряженный оператор А в конечно­
мерном пространстве. В я-мерном пространстве можно ввести 
систему ортогональных координат, ортами которых являются 
элементы (векторы) у и у 2, . .  ., у п, обладающие следующим 
свойством:

[ 1 . l =  k,
( У и У к )  —  |  0 ( 1 ф кш

Обратимся к задаче о собственных значениях и рассмот­
рим уравнение

Аи =  Хи. (2)
Все собственные значения X вещественны, так как

X (Аи' и)(и, и)
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и скалярное произведение (Аи, и) — (и, Аи) =  (Аи, и) веще­
ственно.

Представляя теперь собственный элемент и в виде суммы 
проекций на оси координат

и —  ахУх~\~ а2У г Л ~  • ■ • ~\~апУп  (3 )

и умножая уравнение (2 ) на координатные орты, приходим 
к системе линейных однородных уравнений:

« 1  (ДУ 1 > Л )  +  « 2  (ДУ2> Ух)  +  • • • +  ап (АУп< Ух)  =  Хаи

a i  (ДУ 1 > У г ) ~ \ ~ а г (ДУ2> У г )  +  • • • +  а п  (ДУп> У г ) =  ^а 2> ^

ai (А У о Уп )  +  а2 (ДУг* Уп )  +  • ■ • "Ь ап (ДУя* Уп) —  ^ап- .

Приравнивание к нулю определителя этой системы линей­
ных однородных уравнений приводит к вековому уравнению 
для определения собственных значений:

(ДУ1> Ух)  —  ^ (Ду2. Ух)  ■ • (ДУ». У д

(ДУ и У 2) (ДУ 2 ..У 2 ) — * • • (ДУя- У д =  0  (5 )

(ДУг. Уп) (ДУг. Уп )  • • { А у п, у п)  —  \

Допустим для простоты, что уравнение (5) имеет п раз­
личных (вещественных) корней —  Xt, Х2......... Хп. Каждому
собственному значению Xft соответствует один, определенный 
с точностью до произвольного множителя собственный эле­
мент ик, который можно найти из системы (4) и формулы (3). 
Выбором произвольного множителя можно распорядиться так, 
чтобы ик были нормированы: ||ий| = 1 .

Собственные элементы uv и2, . . . .  ип, соответствующие 
различным собственным значениям Xlt . . . .  Х„ взаимно орто­
гональны. Действительно,

Аик-- XfcM;£)

Ащ =  Х ^ .

Умножая первое уравнение на uit а второе на ик и вычитая 
одно из другого, получим

(Аик, щ) —  (ик, Аи{) =  (Х7( — Х;) (ик< и{),
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откуда и следует, что при Хл = ^ 4

(“ft> Mj) — 0 .
Таким образом, систему собственных элементов можно 

принять за орты новой системы координат в пространстве и 
любой элемент л; из Н можно представить в виде суммы 
проекций

х =  (х, их) их 4- (х, иг) и2 +  . . .  - f  (х, ип) ап.
Введем понятие спектральной функции оператора. Рас­

положим собственные значения оператора А в порядке их 
возрастания

Хх 4  ^2 Хп,
и определим £х—  спектральную функцию оператора А, как 
семейство операторов проектирования, определяемых фор­
мулами:
gxx =  0  X <  h
$ ХХ  =  (х, их) Ux Xj X <  Х2
gxx =  (х, иj) их 4  ( 4  аг) и2 ^2 4  X <  Xs

&у.х =  (х, их) их-{-г. . . -\~(х, ип_х) ип_х
$>\Х —  (х, их) их 4  • • • 4  ип) ип —  X

для любого элемента х из Н.
Вещественная функция ($хх, х) имеет вид

( | хх, х) =  0 (X <  Xj),
(£хх, х) =  | (х, их) |2 (Xt <  X <  Х2),

п- 1

($ ХХ, х )  —  2  I (х > “ ft) I2 0 -n - l  < 4  <  ^п)>к -1
(gxx , х) =  || х I2 (X >  хп).

Таким образом, на участках изменения X, где нет собствен­
ных значений оператора А, (§хх, х) постоянна, а при пере­
ходе через собственные значения \ к (§хх, х) скачком увеличи­
вается на величину | (х, ик) |2.

Если обозначить через Дл&х величину скачка оператора 
проектирования,

Д*§хх  =  (х, щ) ик,
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то формулу
А х  === Xj (X , Ux) U-i —1“  Х2 (X , U2) ^2 • . • - Xw (.X, Ми) (6)

можно записать в виде

Ах  — (б7)
к  =  1

Аналогичная формула имеет место и для произвольного 
ограниченного самосопряженного оператора

м
А х =  j  \d $ xx,

ГП

где под §>х —  спектральной функцией оператора А, понимается 
такое семейство операторов проектирования, зависящее от 
вещественного параметра X, что:

1) $х не убывает при возрастании X, то есть, если р. >  X, 
то подпространство, в которое проектирует оператор Sy, 
содержит в себе подпространство, в которое проектирует 
оператор Sx!

2) — 0, =  Е,
3) $х непрерывен справа, то есть

lim &х —
Х->-Х'+0

Совокупность точек роста спектральной функции $х или> 
иными словами, совокупность точек роста монотонных веще­
ственных функций (&хх, л:) для любых х  из Н называют 
спектром оператора. Значения X, где меняется скачком, 
являются собственными значениями оператора А. Точки, 
в которых $х возрастает непрерывным образом, принадлежат 
непрерывному спектру. Как мы видели выше, спектр само­
сопряженного оператора в конечномерном пространстве состоит 
лишь из конечного числа собственных значений.

Вернемся к формуле (6 ) и применим к обеим частям 
равенства оператор А:

А2х  —  X? (х, Uj) их -(- X* (х, и2) и2 -f- . . .  - f  Х̂  (л:, ип) ип.
Для любой степени оператора имеем

Атх  =  X™ (х, их) «x-j-X^* (л:, и2) и2-\- . . .  -|-Х™ (х, ип) ип.



Эту формулу можно обобщить на произвольные функции 
от оператора, полагая

f  (А) X =  f  (Xj) (X, Mj) И у (Xg) (ЛГ, Mg) ^2 I • • • I /(^п) (•*•> ^п) ип

или
п

/  (А) х  =  2  /О *) д/А *-
fc=l

Имеет место очевидная формула
П

f1 (И) • / 2  (И) х  =  2  / 1  (̂ ft) ■ / 2  0 -л) д/с^х .̂А- 1

Отметим одно важное свойство функций от операторов. 
В определении оператора f (A)  участвуют лишь значения 
функции /(X) в точках ХЛ и ср (A) =  f(A),  если ср(ХЛ) =  /(ХЛ) 
( Л = 1 , 2 ......... м).

Аналогичным образом определяются и непрерывные функ­
ции произвольных ограниченных самосопряженных операторов

м
'  f ( A ) =  f  (7)

Ш

причем существенными являются лишь значения функции 
в точках спектра оператора, где d $ ^ 0. Имеет место фор­
мула

м
f 1( A ) . f 2( A ) =  /Л (Х ) ./« (Х )Л х . (8 )

т
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Норма оператора /(А ) оценивается следующим образом. 
Если |/ ( Х ) |< С ,  то

м
С - \ х \

II т 
И

(9 )

||/(Л)д:||< J  С d&xX 
II Ш

| |/0 4 ) ||< С .

Приведем примеры функций от операторов.
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Обратный оператор А 1 определяется как интеграл
м

- - А
( 10)

По формуле (8) имеем
м

А А х  — А Ах  — J* у  d&kx  — &мХ &тх  — х  •

Если на отрезке [— о, о] нет точек спектра оператора, то, 

так как функция у  ограничена вне этого промежутка: 

у  оператор Л-1 ограничен, и из неравенства (9) имеем
11е" 1 Г<

Имеет место и обратное утверждение: если оператор Л-1 
ограничен, то существует такой отрезок [— о, о], внутри 
которого нет точек спектра оператора Л.

В качестве второго примера рассмотрим задачу Коши для 
уравнения

Ахdt —  АХ,

где х  (0 элемент Н, А —  ограниченный самосопряженный опе­
ратор. Пусть при t =  0 x =  a:0i тогда решение уравнения за­
пишется в виде

М
х  (t) =  eAtx 0 ~  J  ext d$xx Q,

т
Спектр самосопряженного вполне непрерывного оператора 

состоит только из собственных значений, причем если их 
пронумеровать в порядке убывания модулей, то |ХП | -»•().

п> оо
Всякий элемент вида Ах  может быть разложен по ортонор- 
мированной системе собственных элементов ик:

СО

Ах =  2  h  (х > ид ui-i=i

5 Зак. 3189. Ю. В. Воробьев



Если нуль не является собственным значением, то аналогич­
ное разложение имеет место для любого х  из Н:
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х = 2  с*. и%) ui•
г=  1

Собственные элементы щ реализуют экстремум выражения

(Ах, х) ? _  (Auit ий
|| д: IP > причём Л.г •

§ 2. Проблема моментов в пространстве Гильберта 
для самосопряженных операторов

Самосопряженность исходного оператора А сильно упро­
щает решение проблемы моментов, что позволяет построить 
ряд удобных алгоритмов решения соответствующих линей­
ных задач.

Решением линейных задач с симметричными конечными 
матрицами занимались К. Ланчос [1], [2], Л. Люстерник [2], 
М. Хестенс и Е. Стиффел [1]. Правда, они исходили из 
классической скалярной проблемы моментов Чебышева — 
Маркова для квадратичного функционала (Ах, х), но в слу­
чае самосопряженного оператора скалярная проблема момен­
тов вполне эквивалентна операторной, так как задание опе­
ратора А вполне эквивалентно заданию соответствующего 
ему квадратичного функционала (Ах, х).

В дальнейшем методы, предложенные К. Ланчосом и 
Л. Люстерником, были обобщены на вполне непрерывные 
самосопряженные операторы В. Карушем [1] и И. Стеси- 
ным [1].

Различный подход к задаче, использование различных 
методов решения проблемы моментов привели к построению 
различных по форме, но очень близких по существу методов 
решения линейных задач.

Проблема моментов в пространстве Гильберта позволяет 
рассмотреть все эти методы с более общей точки зрения и 
расширить область их применения на весьма широкий класс 
самосопряженных операторов.

Пусть в гильбертовом пространстве Н  задан линейный 
самосопряженный Ограниченный оператор А.
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Исходя из произвольно выбранного элемента z0, строим 
ряд итераций

Zq, 1̂ == А^о..........— А^п — 1 ~~ А Z0, ' • •

Решение проблемы моментов:

zk — Akz0 =  AnZ0 (k —  0, 1......... n —  1), |

Enzn =  EnAnz0 =  A™z0 . J

дает последовательность операторов An, каждый из которых 
определен в своем подпространстве Нп, образованном из 
элементов, являющихся линейными комбинациями z0, zv . . .
. . . ,  zn_1. Через Еп по-прежнему обозначен оператор проекти­
рования в подпространство Нп. Так как по формуле (23) 
гл. I Ап — ЕпАЕп, то оператор Ап также самосопряжен. Для 
определения его спектра воспользуемся методом последова­
тельной ортогонализации, предложенным К. Ланчосом [1]. 
Положим

Ро — zo
и возьмем далее элемент

p1 =  Az0 —  a0z0.

Легко определить коэффициент а0 так, чтобы элемент рх 
был ортогонален к рй\

(Pi, Ро) =  (АРо, Ро) — ао (Ро, Ро) =  °.
откуда

Положим далее

(АРа, Ро) 
0 (Ро, Ро)

Рг =  Ару —  а^у  — Ь0р0.

Условия ортогональности р2 к ру и р2 дают

(Рг, Po) =  (APi, Ро) —  ьо(Ро, Ро) =  °.
(Рг, Pi) =  (APi, Pi) —  o-y(Py, Ру) =  О,

И
_  (Ару, Ру) . _  (Ару, р0) __ (Ру, Ар0) _  (рь Pt)

1 (Рь Pi) ’ 0 (Ро, Ро) (Ро, Ро) (Рй, Ро) *

5*



Легко видеть, что вообще

Рк+1 =  (А — ан)Рк — Ьъ-1Ръ-и ( 12)
где

_  {Аръ Рк) ь __ (Рк, Apk-i) _  (Рк, Рк)
к (Рк,Рк) ’ (Рк-ьРк-г) (Рк-ьРк-\)'

Элементы рк ортогональны между собой: (рк, pt) ~  0 при 1фк 
и являются полиномами от оператора А

Pk =  Pk(A) z 0. (13)

Полиномы Рк (к) имеют старший коэффициент при Xй равным 
единице и связаны между собою рекуррентными соотноше­
ниями, аналогичными соотношениям (12)

Рк+10~) =  (*— ак) Рк (X) — bk_ J \ ^  (X), 
b-i —  о, я 0= 1 .

Обратимся теперь к проблеме моментов. В силу фор­
мул (12), по самому определению оператора Ап

Pk =  Pk(A)z0 =  Pk (An) z 0£ H n (k —  0, 1......... п — 1).

Таким образом, элементы р0< рх......... образуют орто­
гональную систему в подпространстве Нп. Перейдем к вычи­
слению Pn (An) z 0.

По определению полином Р И(Х) есть полином и-й степени 
со старшим коэффициентом при Хп, равным единице, поэтому, 
используя формулы (11), получим

Рп (Л„) Zо =  ЕпРп (Л) z0 — Епрп.
С другой стороны, рп ортогонален ко всем элементам р0, 
pt......... Рп-и которые образуют в подпространстве Нп пол­
ную ортогональную систему, поэтому

РпРп — (Рп, Ро) ||р0 II +  (Рп> Pi) I I | |  4 "  ••

Pn (An) z o =  0. (13')

Сравнивая это уравнение с равенством (10) гл. I, мы видим, 
что введенные нами полиномы Р П(Х) совпадают с тто.лино-
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мами Р И(Х), полученными в гл. I, и, следовательно, корни 
уравнения

РпО) =  о
есть собственные значения оператора Ап.

Соответствующие собственные элементы могут быть вы­
числены по формулам (13) и (13') гл. I, однако их можно 
выразить непосредственно через р0, ......... Pn-i- Пусть

Аик — \ и к,

где Хк —  корень полинома Р„(Х). Будем искать ик в виде
П- 1

« а =  S  (« f t .  P i )  P j -3-0

Так как оператор Ап самосопряжен, то его собственные 
элементы образуют полную ортонормированную систему в Нп. 
Разлагая pj по собственным элементам, получим

71 — 1
Pj =  Pj (Ап) z0 =  2  Pj (h)  (20. «*) «ft.

k = 0
откуда

(«ъ Pj) =  Pj (h) (z0, «*).

Теперь мы можем выписать собственный элемент ик в виде
71—1

* k= c '2 iP j(b * )p j
}=О
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и выбрать постоянную С из условия нормировки:

«* =
71-1

Pj (Кк) Pj • (14)

Таким образом, знание системы полиномов P ft(X) позволяет 
легко вычислить весь спектр оператора Ап.

Ввиду важности вопроса укажем другой метод вычисле­
ния полиномов Р„(Х), основанный на теории непрерывных 
дробей. Разложим исходный элемент z0 по собствен­
ным элементам оператора Ап (это возможно, так. как
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принадлежит всем Нп)
П~ 1

z0 — 2  акик Л =О
и рассмотрим функцию

ср(Х) =
^П-1

где Х0, Xj.........Xft-1 —  собственные значения оператора
Разлагая ее в ряд по обратным степеням X, получим

+ £1_I _£а
Х2_Г X3+  т Н -  ••• + ^  + ■2

8 =  0
x8+1' (15)

Оставляя в стороне вопросы сходимости, вычислим фор­
мально коэффициенты ряда:

2 2 ОО
ак _  в у  /Х*\®

X — X ^4  \ X /
8 =  0

и
п — 1 о

4  -
со

-  V1/<1г<1✓ь

8 = 0

п-1 

к—О

1
xs+1 ’

следовательно,

cs =  2  •&=о
С другой стороны,

п - 1

^8 == -̂ п̂ О == 2  Q'kl'kUkj к—О

п -1

(*«, zo)— 2  ак^к — 8̂ (S — 0, 1, П— 1).
к=О

Вообще, для любых i n k  вследствие самосопряженности 
оператора Ап

Ci -\-к == AnZo) .
Проблема моментов дает и способ вычисления коэффи­

циентов св до сгп_х включительно, а именно: по самому
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определению оператора Ап (11)
Ci+k — (Zh *к) ( г +  * < 2 / г —  1).

Перейдем к вычислению полинома Р„(Х). Так как Xft—  его 
корни и коэффициент при Хп равен единице, то

71-1

+ )  =  ] £ ;
/с=О ' Х/с Рп (X) X I  Х2 I

где Qn_t (X) —  некоторый полином п — 1-й степени. Умножая 
обе части равенства на Р И(Х), получим

Q»-iQ) =  PnQ) ( т + § + - - - ) -

Пусть Рп (X) =  2  а(”)= 1 .  Производя умножение
«=о

п  оо

8=0  i= o
оо

=  ^  =  (cj ao") +  • • • +  0+ п -1 « /Г -1  +  СЯ- и) —  Qn-X 0 0
^ ' = - п

и приравнивая нулю коэффициенты при отрицательных сте­
пенях X, будем иметь

+  Cj+1a.^ +  . . .  +  fy+n-i°4”2i +  С/+п =  О, /‘^ -0 . (16)
Среди этих уравнений лишь п, соответствующие j  — 0, 1, . . .  
. . . ,  п — 1, линейно-независимы, остальные являются их 
линейными комбинациями. Система (16) совпадает с получен­
ной нами ранее системой (11) гл. I.

Выведем рекуррентные формулы для вычисления коэф­
фициентов полиномов Я„(Х). В равенстве

QkQ-) =  Pk+iO') ^ —h ^ - +  ■ • • +  <  +  ■ • •)

заменим Я*+1(Х) по рекуррентной формуле (12')

+  §  +  ... + ^ Ч - £ Й г  +  . . . ) -  

- Ъ - Л - м ( £ + & + . . .  + V + + + - - - ) -
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К |
Полагая Рк (X) =  2  аУ ^  и приравнивая коэффициент при 
к нулю, в силу уравнений (16) получим

••• + c2ft-ia i-iH -c2ft —

----Ь к - \ ( с к - \ $  Х̂ - \ - С к  +  2^ 1  +  - • • - \ - C 2 k ~ z < X k - 2 > - \ - C 2 h - 2 ) = Q -

Приравнивание к нулю коэффициента при -ртру дает

Ск+ 1«0?£) +  Ск+ 2af* +  • • • +  C'Zk̂ k- 1 +  С2& +1---

---0ft(cfcaÔ - |_cS+la1^4-  ••• Ч~ Сгк-1^ к - \ “f" с2к)

— ^ft-i(cftao'-1) +  Cft+ iai*_1)-l- . . .  + c2ft-2a^-21)+ c2*-i)—О-
Введя обозначения

hk =  ска{к) +  ск+ +  ••• +  с2к,

hk+Ч, =  Скл- l«0ft) +  cft + 2<*1й) +  ■ • • +  c2*afc-l +  с2й+1,

будем иметь

а* — й*+у,
hk

Ьк- 1
_А*_
Aft-i’

f t fe-y ,  __ hk+4t 
k~l hk hk

hk-y, 
hk-1

. (17)

Рекуррентная формула (12') дает
k+1 к к к- 1
У\ aik+V  =  S a < fc)X8+1 —  —  Ък- i S a (/ _1)X8.
e = 0  а = 0  a = 0  e - 0

Приравнивание коэффициентов при одинаковых степенях X 
приводит к рекуррентным соотношениям между коэффи­
циентами

=  а Г * ’ = 0 ,  I
al*+0 =  « m , —  о,а<*> —  S t-ia i* -»  (s =  0, 1, 1 J

Эти формулы выражают коэффициенты полиномов Р А(Х) 
через скалярные произведения с* =  (zf_A, zA).

Изложенный метод вычисления коэффициентов полиномов 
ЯА.(Х) по сути дела эквивалентен обращению ряда (15)



в непрерывную дробь. Подобное обращение не единственно 
и ряд (15) можно представлять в виде непрерывных дробей 
различного типа. В связи с этим можно получить разные 
алгоритмы вычисления полиномов Рк (Х), однако все они при­
водят к рекуррентным соотношениям (12') и, следовательно, яв­
ляются видоизменениями приведенного нами алгоритма.

Эквивалентность операторной и скалярной проблемы 
моментов в случае самосопряженного оператора позволяет 
применить классические методы решения проблемы моментов, 
разработанные П. Чебышевым [1], А. Марковым [1], 
Т. Стилтьесом [1], и с помощью аппарата непрерывных дро­
бей исследовать сходимость процессов, даваемых методом 
моментов при решении линейных задач. Именно такой путь 
исследования метода моментов был предложен Л. Люстер- 
ником [2] и использовался И. Стесиным [1] при решении 
задач с вполне непрерывными самосопряженными операторами.

Система полиномов Рп (к) обладает одним очень важным 
свойством ортогональности, из которого можно сделать ряд 
заключений о распределении их корней —  собственных зна­
чений операторов А„.

Пусть §>х— спектральная функция оператора А,
м

А =  J  Xd&x,
т

т и М —  соответственно нижняя и верхняя границы спектра 
оператора. Тогда

м
Рк =  р к (А) zo =  f  Pk (X) d h  zo> 

m
и в силу ортогональности элементов рк 

ш
(Pi, Рк) =  /  Pt (X) Рк (X) d (§Kz0, z0) {I ф k). (19)

m
Таким образом, полиномы Рп (Х) ортогональны в проме­

жутке [т, М] относительно неубывающей функции ( ^ о .  z0) 
в смысле (19). Отсюда следует, что*):
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*) См., например, М. Ц1 о о т [1], Я. Г е р о н и м у с [1].



1) полиномы Р„(Х) образуют ряд Штурма, все их корни—■ 
собственные значения операторов Ап вещественны, различны 
и перемежаются друг с другом;

2) все корни лежат в промежутке [т , М], где т и М — 
границы спектра оператора А\

3) на участке изменения X, где (&xzQ, ^о) постоянна, может 
быть не более одного корня полинома Рп (к) при любом п.

§  3. Определение спектра самосопряженных операторов

В предыдущем параграфе мы привели методы вычисления 
собственных значений операторов Ап и их собственных эле­
ментов. Для вполне непрерывных операторов ранее было 
показано, что с возрастанием п собственные значения и соб­
ственные элементы операторов Ап стремятся к собственным 
значениям и собственным элементам исходного оператора. 
В общем случае самосопряженного ограниченного оператора 
имеет место следующая

Т е о р е м а  IX. Если А —  ограниченный самосопряжен­
ный оператор и Ап — последовательность решений про­
блемы моментов (11), то последовательность спек­
тральных функций операторов Ап (сильно) сходится 
к $х—  спектральной функции оператора А:

—> 8х> я —► оо,

в подпространстве Нг и при всех X, не принадлежащих 
к точечному спектру оператора А.

Доказательство теоремы основывается на (сильной) схо­
димости операторов Ап. Прежде всего из сильной сходимо­
сти операторов непосредственно следует сильная сходимость 
полиномов от операторов и каков бы ни был полином Р(р)

Р(Ап)-+Р(А).

С помощью теоремы Вейерштрасса об аппроксимации 
непрерывных функций многочленами этот вывод можно рас­
пространить на любые, непрерывные на отрезке | р | ^ | |Л | | ,  
функции и (р).

Возьмем, в частности, и (р) — ех(р )(р— X), где ех( р ) =  1 
при р ^ Х  и е^(р)=гО при р >  X, При этом и (Ап) =  §хп)Лп,
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и(Л) =  $хЛ и в силу непрерывности функции и(р.)

Sxп̂ Ап —> &\А.

Отсюда в силу неравенств

11 $МАх  —  6} Ах  [ | ■< 11 8<"> (А —  Ап) х  11 +  11 &”>АпХ —  М *  11 ^  

<  || (А — А „) х || +  11 й п)Апх —  $хАх  (| -> О
вытекает, что

А —> $\А в Нг.

Если X не является собственным значением оператора А, 
то Л-1 существует, также самосопряжен и

в£п)х =  $ [ п)А Л_1х -> 6 х А А ~ 1х  -  -  &хх ,

для любого л:, принадлежащего области определения опера­
тора Л” 1. Так как последняя плотна в Hz и проекционные 
операторы gxn* ограничены в совокупности, то

Метод приближенного построения спектральной функции 
самосопряженного оператора путем решения проблемы момен­
тов тесно связан с вариационной задачей. Пусть оператор Л 
имеет точечный спектр. Будем искать приближенно собствен­
ные элементы в виде

u{n) =  Qn- i (A ) z 0£ H n,

где Q„_,(X) —  полином п — 1-й степени. Коэффициенты поли­
нома Qn_i(X) и соответствующее собственное значение будем 
определять из вариационной задачи

X(n) =  exst (Ли'Ч и<">)
11«(Я,Н* '

Покажем, что решениями этой вариационной задачи 
являются собственные значения и собственные элементы опе­
ратора Ап— решения проблемы моментов.

Так как u W £ H n и £>(") =  ц(»>, то

(Ли<*>, «<»>) =  (Аи(”), £„«(»>) =  (EnAEnuW, и<”>) =  (Л„и(">, «(п))-



7 6  МЕТОД МОМЕНТОВ ДЛЯ САМОСОПРЯЖЕНЫ. ОПЕРАТОРОВ [ГЛ. Ill

Таким образом, в Нп

Х(и) =  exst (AiAn\  BW) ,(Апи(п\  иЩ
||ц(»)||2 - e X S t  ||„(»)||2

откуда и следует, что Х(п) и а̂ п\  реализующие экстремум, 
есть собственное значение и собственный элемент опера­
тора Ап.

Экстремальные свойства решения проблемы моментов по­
зволяют исследовать и скорость сходимости процесса. Пусть 
А — вполне непрерывный оператор и Х0, Xt, . . .  — его соб­
ственные значения, расположенные в порядке убывания мо­
дулей

К 1 > 1 4 >  ••• Ж 1 >  ••• -> 0 .
Рассмотрим подпространство Rm, состоящее из элементов Hz, 
ортогональных к первым т собственным элементам и0, ult . .  . 
•••» ит-1- Тогда, если Хт >  О,

(Ах, х) . ^  п
II -̂ Н 2 — ^т*

или, если \ т <  О,

Для определенности рассмотрим случай Хт >  0. 
Разложим исходный элемент г0 по собственным элемен­

там оператора А
СО

*0 =  ак =  (z0, «/.)■к — 0
Пусть

оо

% п  Q n —l ( ^ )  Q n —i  О 'к )  ^к^к>к=0
где Qra_i(X) — полином п — 1-й степени, тогда х п £ Н п. Если 
же, кроме того, Qn_1(k0) =  Qn_1(k1) =  . . . =  <?„_! (Xm_ i)= 0 , 
то x n£ R m. Обозначим через \ п т соответствующее собствен­
ное значение оператора Ап — корень ортогонального много­
члена Я„(Х). Из экстремального свойства решения проблемы 
моментов в силу положительности \ т имеем:

■п, т>
(Ахп, х п)

I I I I 2 '



Положим

Q n - 1М ~ O' W  Xj).. .(X xm_j)(X XOT+1) . . .(X x„_j),
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тогда

®mQn — 1 Q'm) ttyn I
k =  n

|л:»1|2 — amQ»-l (Xm)4~ a k Q n - l ( ^ k ) >
k = n

2 2 2 2 \(ЛДГИ) 1 (^m) ”1“ 2 j  '̂kfl'kQn—1 O'a)»S=m

и неравенство принимает вид
со

1 + 4 2
, 2 Q
^как

-1(Хй)

, >
m й = п <?*-i ( U

^-»У1 .

<?n-l(X*)
(20)

тк=п ®п-1 ( О

Покажем) что с возрастанием п cW—1 (h)
Qn-l^m) ^ ° ‘ ДбЙ' 

ствительно, так как k ^ - n  и, следовательно, |Xfc| < | X „ | ,  то

I Q n - l Q ' k )  I (  I Х0 [ - Ь 1 х »  I )  (  I Х1 1 +  I Хл  I )  • • •

• • • (  1 1 | +  | Xn  | )  (  I Xm + l  1 +  I Хл  I )  • • • (  I Хп - 1  И -  I Х»  I )>

I Qjj-l (Xm) | X  [ \)  | —  | Хлг | ) ( | I —  I I ) • ■ •
■ • • (  | Х» г - 1 1 | I )  (  I Х т  | I Х т + 1  I )  • • • (  I Х т  I I Xn - 1 | )

И

I Qn-1 (Xfc) I. ^  I Хр | -)- I X» 1 | Xm_11 +  | Xn |
I Qn-i (X»t) I I Xq | I Xm | | Xm_i | | Хот |

w  I Хм+il +  I Xral I Xw- i  1 +  I Xn I
I XTO | — | XOT_i | I Xm | — | Xn-j |

Так как .] Hl J—” j о При я -a m  и фиксированном т, 
I Хт | — I А-п-1 I

Т0 I X ' - ' ™ ! 0  при П —А ОО,I Vn-1 \кт) I
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Отбрасывая в неравенстве (20) члены второго порядка 
малости, получим приближенно

О;. !П
1

а,

оо 2 / .  \

Ж ( Л а1 (х* > ° ) -  (21)” п-1(/mjт к=п

Отметим, что в случае О из вариационной задачи
следует неравенство

1 /  {-АХп, •*»)
лп. т ^  II „ II «

Повторяя вычисления, получим
оо 2 / .  ч

К , ш < К — 2 (О»— h ) 4  (К* <  О). (22)
Л *«Я-1 (/■/»)Чс = п

Сопоставляя (21) и (22), в общем случае произвольного 
знака \ т будем иметь оценку

т к=i
\  \ I ^   ̂ | \
Л ш  Кп, т  | ^  д 2  I »

<

I I +  I Ot 1

) I ^«-1 (**) 2 ^
----/Г Гv « -1 (/mj

"Н

+  1 1 ^ - 0 +  1 ^ г а  1

а 2 1 К —  I X  I1 \ 0 1 т  1 J

f Г1 * » - 1  1 +  1 1

I J  "  ‘ L 1 1 O i - l 1
• 2  е*. (23)

к = п

Отметим, что если оператор А положителен и все Хк >  О, 
то оценку (23) можно упростить:

^  5"
>2Л0

>2Лт-1
,vm '"га, m l^ f  г Л т, \2 ‘ ' 1 Л j  \ 2  X

ат ( /о  "■т) ( / т - 1  m i

X
гаг+1 X2Лга-1

( •̂т Ora+l)2 (Ora -̂ra-l)2 2 4 .  (230
Ic=n

Из приведенных оценок видно, что собственные значения 
операторов Ап —  корни полиномов Р„(Х), сходятся к соб­



ственным значениям исходного оператора А быстрее любой 
геометрической прогрессии. Аналогичное заключение можно 
сделать и о собственных элементах. Кроме того, из нера­
венств (23) и (23') следует, что точнее всех определяются 
наибольшие по модулю собственные значения.

В некоторых задачах представляет интерес вычисление 
собственных значений, лежащих в заданном интервале спектра 
оператора А.

Пусть весь спектр лежит в промежутке [т, М\ и нам 
нужно определить собственные значения и соответствующие 
им собственные элементы, лежащие в некотором проме­
жутке [а, Ь\ внутри [т, М\. Непосредственное применение 
метода моментов может оказаться не эффективным, так как, 
прежде всего, будут определяться не интересующие нас 
наибольшие по модулю собственные значения и для вычис­
ления собственных значений, лежащих в [а, Ь], придется 
брать большие п. Но оператор А можно преобразовать так, 
что с наибольшей точностью будут определяться как раз 
собственные значения, лежащие в [а, b].

Возьмем полином S (X), достигающий своего наибольшего 
значения в [о, Ь\ и возможно менее отклоняющийся от нуля 
в [b, М ] и [т, а\. В качестве 5(Х) можно, например, взять 
полином, наименее уклоняющийся от нуля в промежутках

[т, а] и [b, М\ и нормированный так, что S ( ° ~2 ~  * •
Образуем оператор B — S {А). Собственные элементы опера­
торов В к А совпадают

§  3] ОПРЕДЕЛЕНИЕ СПЕКТРА САМОСОПРЯЖЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ 7 9

Auk — XfcMA, Вик —

а собственные значения связаны соотношением

— 5(ХЙ).

Отсюда видно, что наибольшие по модулю собственные зна­
чения оператора В как раз соответствуют Хй, лежащим 
в [а, Ь\. Определив {Ад. методом моментов, мы можем вычис­
лить и собственные значения оператора А в [а, b] из урав­
нения

=  ^  ( а < Х < £ )
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§  4. Решение линейных неоднородных уравнений 
с самосопряженными ограниченными операторами

В настоящем параграфе мы с помощью решения проблемы 
моментов построим последовательность операторов, сходя­
щуюся к обратному оператору Л-1, ограничиваясь рассмо­
трением наиболее важного в приложениях случая, когда 
обратный оператор ограничен, или, точнее говоря, предпо­
лагая, что существует такой промежуток [ — а, а], внутри 
которого нет точек спектра оператора А.

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение первого рода
Ах =  /,  (24)

где А —  самосопряженный ограниченный оператор и / £ Н г. 
Возьмем непрерывную в промежутке |Х |^ | |Л | |  функцию ср (X),

равную у  вне [ — о, о]. Так как весь спектр оператора
лежит вне [ — о, о], то ср(Л) — Л-1. Как уже нами отме­
чалось, сходимость операторов непосредственно распростра­
няется на непрерывные функции от них. Поэтому по тео­
реме И ср(Л„)-* Л-1 в подпространстве Нг, и последователь­
ность элементов х п — ср (Лга) /  сильно сходится к решению 
уравнения (24)

м
x n = f< e ( X ) d t  1П)/ .  (25)

т

Элементы последовательности х п —  приближенные реше­
ния уравнения (24), можно вычислять непосредственно по 
формуле (25), так как спектральные функции легко
определяются. Если обозначить через Х*и) и м*"' собственные, 
значения и собственные элементы оператора Ап, то

£[и) =  2 (  . « Ш 10.к
где суммирование распространяется на те значения k, для 
которых \ к <  X. Формула (25) дает

* „ =  2  ?№ ■>)(/. 4 Ч)«™ .к=0



Однако вычисление х п можно обычно производить и не 
прибегая к определению спектра оператора Лп.

Рассмотрим сперва случай положительно-определенного 
оператора А, весь спектр которого заключен в промежутке 
[т, М] (т >  0). По отмеченным в § 2 свойствам ортогональных 
многочленов, все собственные значения операторов Ап будут 
положительны и лежать в промежутке \т, М ], где ср(Х)== у ,  
поэтому

м м
•*» =  /  <Р 00 d§in)/ =  /  IrfS  1П)/.

т  т

Так как Л„ есть оператор в //„-подпространстве эле­
ментов, являющихся линейными комбинациями z0, zu . . . ,  z„_lt 
то проектор Их”* проектирует любой элемент Нг на неко­
торую часть Нп. Поэтому, если обозначить через /„  проек­
цию /  в Нп, f n =  E J ,  то §>{n)f =  t{n)f n, и

м

- Хп — f  T d^ l)fn =  AZlfn-
т

Таким образом, х п удовлетворяет уравнению

4 . * »  = / я .  ( 2 6 )

решение которого по формуле (17) гл. 1 имеет вид

=  л ; 1 [>n_i (Лл) -  Рп (Л„)] z0,

где Рп_! (Лл) z0 =  /„ . Напомним, что х п является полиномом 
п — 1-й степени от Лл:

%п == Qn-i (4 ) ZQ> 
где

Qn-l (>0 =  у  [Fn-l M  Pn (>.)] .

Поэтому по самому построению оператора Л„, в силу фор­
мул (11),

Qn-l M„) Z0 =  Qn-i (Л) Zq

§  4] РЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ НЕОДНОРОДНЫХ УРАВНЕНИЙ 81
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И

х п =  А~1[р п ^ (А )  —  ^ \ ^ - Р п (А)]г0. (27)

Для последовательного вычисления приближенных реше­
ний х п в случае положительно определенного оператора А 
можно построить удобный алгоритм. Так как все собственные 
значения операторов Ап —  корни полиномов Рп (к), в этом 
случае положительны, то Рп (0 )ф 0  при любом п, и реше­
ние (27) всегда существует. Полагая

из рекуррентных соотношений (12') получим

Рп+1 (X) =  0— а„) Рп (X) — Ьп_уРп_х (к), (120
# » + 1  (X) =  / ” ((1  (X -  ап) Rn (к) —  ъп _х (0)

Р п + 1  ( 0 )  

При Х =  0 будем иметь

1 ■а„ Р п (  0 )
Р п  +  1 ( 0 )

Л»+1<0)

. Р n-i(O)
“ - 1 P n + l i 0 )  •

Rn-i(k).

Вводя обозначение hn — -----^Гп +1
формулы (12') записать в виде

можно рекуррентные

Pn+i(k) — ( i •+■ bn~i Р п - 1 ( 0 )  
Р  П +  1 ( 0 ) hnk )R n ( k ) ~

откуда

R n + i  ( k ) - R n (k) 
— h„k

Пусть

и 7>n_1(0) п 
п ~ х P n + l W )  п ~ Л

п  / \ \  | и b n - i Р п - 1  ( 0 ) R n ( k )  —  / ? n - i ( X )
+  h n P n + !(0) = w  •

R n + i  (X) R n  (k)  ___
• hnk =  On(k),

K - i P n - i  ( 0 )  * * n - i P \ - i
Ln - 1 ■

v w ° > ^ ( 0 )
: ^n-ll
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тогда
R n+1 (X) -  R n (X) —  АяХО»-1 (X), |  

0 » (Х )= = /? я (Х )-)-/п_ 1Оя_ 1(Х), J

где R0 =  G0 =  1.
Легко видеть, что Оп (к) есть полином п-й степени, так 

как разность /?П+1(Х)— Д„(Х) не имеет свободного члена и 
нацело делится на X.

Наряду с полиномами Rn {X) и Ои (Х) введем соответ­
ствующие им элементы гильбертова пространства

z:z:z (^) 0̂> ё п — °п {A)Zq, 
связанные соотношениями

ГП +1 =  ГП ^П^ёп’ |  (28/)
ё п  = =  Гп  Н ~  l n - l £ n - l >  J

где r0 =  g0 =  z0.
Элементы гп, очевидно, ортогональны между собой, так 

как они отличаются лишь на скалярные множители от орто­
гональных элементов рп.

Умножим первое из равенств (28') скалярно на £■*(&<«)

^ п ^ ^ ё Т о  ё п )  (Д г  Гп  +  1, g f r ) ,

НО

ё к  —  г к ~ \ - 1 к - 1 ё к - 1
И

К Ш п ,  ёк) =  (Гп —  Гп+1. =

== Ik—1 (?п> Гп+и ёк-i) == • • • == к̂ -1 ‘ 1к—2 ■ • •

. . .  /q (/"п /-и+1, go) — к̂ -i ' ^k—Z • • • 0̂ ' (rn Дн-1. ''о) ==

Так как кп Ф 0, то (Л^п, £-й) =  0 (k <  «). Вследствие само­
сопряженности оператора Л (Л^„, g*) =  (gn, Agk), поэтому

( А ё п >  ё к )  —  в  ( л ф Ь ) .

Это свойство последовательности элементов gn называется 
А ортогональностью. Диалогичным свойством обладают и

6*
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полиномы G„(X)

ы
f  Gn (X) Gk (X) и  ($хг0, г0) — 0 (п Ф к).

т

Теперь мы можем непосредственно вычислить коэффи­
циенты hn и j. Умножая первое из равенств (28') на г„, 
получим

О == (?П> Ol) hn (Agn, ОЛ>
откуда

К I'nll2
(Л^п. Ы  '

Умножение второго из равенств (28г) на Agn_x дает

но

откуда 

In- 1 —

(г.п1 --- , (гп, rn_j гп) , (/■„, гп),«п—1 '*п—1

(rn, Agn-t) __ \гп р
(gn-1» Agn-i) hn- i(g n~i, -djgVj-i) II ̂ n—i II2

Обратимся теперь к решению уравнения (26). Из (27) 
имеем:

х п =  И-1 [/=■„_! (Л) —  Fn_x (0) Rn (Л)] z0 —

=  Л_1[/п — ^n-1(0)/-„],

где Z7n_i (Л) =  £ п/  — /п*
Так как элементы г0, гу......... гп_± образуют ортогональ­

ный базис в Нп, то
71 — 1

/* =  £»./ =  S  (/. rk)
к=0 Ь

и-1

Л=0

fk 

n-1
(/- ол

2 *
Л = 0 1



Используя первое из равенств (28'), получим
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*»+1 =  Л-1 [Fn (А) —  Fn (0) Rn+1 (И)] z0 =

— А [ / я + 1 Fn (0) гп+х\ —

=  А~1 [/п +  ( /[ |^ | |2И — (^п-1 (°) +  (fn—  К Аё П)\ =

=  Л -1 [/„ -  Fn_, (0) гп +  К  (/=■„_! (0) 4 - Agn)] =

:=  Ч-  hnFп (0) gn.

Таким образом, последовательные приближения х п к ре­
шению уравнения A x — f  могут быть получены путем сле­
дующего алгоритма:

%П +1 4  hflFn (0) ёп

ё п  ~~~ г п ~ >Г  h i - х ё п - и h Iг п —\I
n- l ~~{Agn-b gn-iY

rn —  r п- 1 h n - i A e n - i ,  I n - 1 — ■

/7и (0 )= - /7„_1(0) +  (̂ )
(29)

Г0 =  ё  0 =  ^0. F о (0) ^

п  П

(/. *о)

Сформулируем результаты в виде теоремы.
Т е о р е м а  X. Пусть А —  ограниченный самосопря­

женный определенно положительный (отрицательный) 
оператор, определенный в гильбертовом пространстве И, 
и z0 —  любой элемент Н. Последовательность элемен­
тов х п, получаемых по формулам (27) или, что то же 
самое, (29), существует и сходится (сильно) к х  — реше­
нию уравнения (24), если правая часть принадлежит 
подпространству Нг.

В частном случае, если принять 20 — / ,  формулы (27) 
и (29) упрощаются:

Г07Л-1 Рп(А)



8 6  МЕТОД МОМЕНТОВ ДЛЯ САМОСОПРЯЖЕНН. ОПЕРАТОРОВ [ГЛ. III

и алгоритм, описываемый формулами (29), принимает вид

g n

II Г» II'2 (290

f 0 — So — /> /  — Гп.
Алгоритм, описываемый формулами (29), носит название 

«метода сопряженных градиентов» и был предложен 
М. Хестенсом и Е. Стиффелом [1] для решения систем ли­
нейных алгебраических уравнений с положительно опреде­
ленной матрицей.

Преимущество более общих формул (27) и (29) перед 
(270 и (290 состоит в том, что если нами найдено прибли­
женное решение при одной правой части / ,  то решение при 
другой правой части может быть непосредственно вычислено 
по формулам (27) или (29), причем не нужно будет заново 
вычислять полиномов Рп (А), gn и гп.

Полученное приближенное решение тесно связано с ва­
риационной задачей. Как известно, решение уравнения A x — f  
реализует минимум квадратичного функционала

Покажем, что если искать приближенное решение в Нп, 
то х п, определяемое формулами (27) и (29), реализует в Нп 
минимум функционала (30).

Если х £ Н п, то Епх — х  и (/, *) =  (/, Enx) — ( fn, х). 
Кроме того, (А х , х) =  (АЕпх , Епх)—(ЕпАЕпх, х) =  (Апх, х). 
Таким образом, в Нп

и, следовательно, х п —  решение уравнения Anx n =  f n реали­
зует минимум функционала 1(х) в Нп. Отсюда, между про­
чим, следует очень тесная связь этого метода с «многоша­
говым» процессом наискорейшего спуска Л. Канторовича [3].

Выражение приближенного решения в форме (27) и (29) 
позволяет дать оценку достигнутой точности.

1(х) =  (Ах, х) —  2 ( /, х). (30)

I(x) =  (Anx, x) —  2 ( fn, х)
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Пусть лг„ —  искомое решение и т)„ —  погрешность при­
ближенного решения х п.

У п == х п == А /  х п =  Л ( /  /и) - Н

Ч- Л "1 Pp - J )  Рп (л) г° =  л_1 ( / — /п) +  (0) г-
Так как норма обратного оператора не превосходит то

I h „ l l< 7 ^ [ | | / - / « I I 4 - | /W 0 ) H I '- J ] -  (3D
В случае, когда z0 — f,  оценка упрощается

Ы К 1 ^ 1 . (310

Вместо оценки (31) можно получить более простую 
оценку, дающую представление о скорости сходимости про­
цесса. Как это следует из вариационной задачи, величина

(Мп. ~Чп) — ( р п (0) /> А
Р»(А) А 
Р»{0) V (32)

достигает наименьшего значения, если Рп (к) —  ортогональ­
ный полином, то есть если мы в формулу (32) вместо поли­
нома Рп (А) 

Р»Ф)
подставим любой другой полином от А п-й сте

пени, нормированный так, что его свободный член равен 
единице, то величина (А-цп, т)п) может только увеличиться. 
Поэтому

(А-Пп, T]n) < ( T n (A)f, A~lTn {A)f),
где Тп (к) —  полином Чебышева, наименее отклоняющийся 
от нуля в промежутке [m, М] и нормированный так, что 
Г„(0)— 1. Полученное неравенство можно упростить

( ^ „ ,  ^ ) < А | | 7 п ( Л ) / | |2 < 4 - | | / 1 1 2.

где Ln— максимум модуля Тп (X) в промежутке [т , М\. 
Таким образом, получаем

I h J C ^ - 11/11 •

Отметим, что оценка (31) более точная, чем (33).

( 3 3 )



Перейдем к рассмотрению не положительно определен­
ных операторов. Начнем с рассмотрения самосопряженных 
операторов, спектр которых обладает следующим свойством: 
по одну сторону от нуля он состоит из конечного числа 
собственных значений, пусть это будут Xj <  Х2 <  • ■ • 
••• <  Xfc< — п0 Другую сторону от нуля (X >  0) мы 
никаких дополнительных предположений делать не будем.

Из сходимости спектральных функций $£") к ^  и из ва­
риационной постановки задачи следует, что при возраста­
нии п наименьшие k корней полиномов Р„(Х), убывая, 
стремятся к собственным значениям Xt, Х2..........

Так как на участке [— о, о] нет точек спектра опера­
тора А, то ($xzo< zo) в этом промежутке постоянна. По 
свойству 3) ортогональных многочленов в нем может быть 
не более одного корня полинома Р„(Х), который при возра­
стании п будет стремиться к Хй <  — о и, следовательно, 
при некотором п выйдет из этого промежутка. Поэтому 
для таких п х п — приближенное решение уравнения (24), 
определяемое формулой (25), будет иметь вид

м м

*» =  /<?  (>-)di{n)f  =  /  | d$tl)f  =  Anlf n.
Ш 7П

Легко видеть, что х п в этом случае также удовлетворяет 
уравнению Anx n — f n и может быть вычислен по форму­
лам (27) и (27').

Таким образом нами получена следующая
Т е о р е м а  XI. Пусть А — самосопряженный линей­

ный ограниченный оператор, определенный в гильберто­
вом пространстве Н и имеющий ограниченный обратный 
оператор. Если спектр оператора А по одну сторону 
от нуля состоит из конечного числа собственных зна­
чений, а по другую сторону ограничен, то, начиная с не­
которого п, х п, определяемые формулами (27) и (27'), 
существуют и с возрастанием п последовательность х п 
сильно сходится к решению уравнения (24), если правая 
часть принадлежит подпространству Нг.

При фактическом вычислении приближенных решений 
в случае самосопряженного оператора неудобно пользоваться 
формулами (27) и (27'), так как, кроме элементов ортого­
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нальной последовательности рк, дополнительно приходится 
вычислять и zk — Akz0. Алгоритм же, определяемый форму­
лами (29) и (29'), может отказать, если оператор не поло­
жительно определен, так как для некоторых п приближен­
ного решения х п может и не существовать (Рп (0) =  0), что 
приведет к обращению в бесконечность некоторых из коэф­
фициентов hn.

Приведем формулы, позволяющие непосредственно выра­
зить приближенное решение х п через ортогональные эле­
менты р0, ри . . .

Так как х п принадлежит Нп, то его можно представить 
в виде

71-1
Хп —— 2  $кРк • 

к = 0

Подставляя в уравнение
fn

и пользуясь тем, что

АпРк —  Рк+1 акРк ■+• Ь к -\Р к -и  

А пРо —  Pi ~\~ аоРо>

АпРп-1== an-iPn-i ~Н ^n-iPn-i<
получим

тг-1 П - 1 ( /  р  )

2  $к(Рк + 1~\- акРкЛ - Ьк- lP k - l )  — fn —  2  Up мц Рк-

Приравнивание коэффициентов дает систему уравнений 
для определения коэффициентов $к

+  а$к  +  hfo+i —  |г  ’ P - i==P»= : 0. (34)

Эта система легко решается следующим приемом. Полагая 
pw_i = = i, вычисляем последовательно (3̂ ) по формулам

Е .  ( * = ” - ' ......... °>-

При этом мы, наверное, получим (З^ не равным нулю. От­
брасывая теперь правые части в уравнениях (34) и полагая

§  4 ]  РЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ НЕОДНОРОДНЫХ УРАВНЕНИИ 8 9



9 0  МЕТОД МОМЕНТОВ ДЛЯ САМОСОПРЯЖЕНЫ. ОПЕРАТОРОВ [ГЛ. III

Р£)_1 =  1, вычисляем последовательно (3 0)

ft+r
pw ф  0, если приближенное решение х п существует, что 
всегда будет иметь место при достаточно больших га согласно 
теореме X. Разность

дает решение системы (34).
Если выбрать z0 =  p0 =  f ,  то вычисления сильно упро­

щаются. Система (34) принимает вид

+  0 (£__1,  2..........га— 1),
Р-1 +  ЯоРо Н-  ^  — 1 >

Р - ь = Р »  =  0 .

Полагая (3 (^ — 1, вычисляем (3<°) по формулам

(34')

-1 ■««РГ- W + i -

Легко видеть, что решение системы (340 имеет вид

Р* =  Р10)
1

1 _  р(Ч (k =  0, 1......... га— 1).

В случае общих ограниченных самосопряженных опера­
торов, имеющих бесконечное множество точек спектра по 
обе стороны от нуля, некоторые корни ортогональных много­
членов— собственные значения операторов Ап, могут быть 
равны нулю или сколь угодно близки к нему при всех га. 
Обратные операторы А могут и не существовать в 
однако, если обратный оператор Л-1 ограничен, то по-преж­
нему последовательность х п — ср(А„)/„ сильно сходится 
к решению уравнения Ax — f.  Представим /„  в виде суммы 
f n = f n -\-gn, где / п —  элемент подпространства Ип, обра­
зованного собственными элементами оператора Ап, соответ­
ствующими собственным значениям, лежащим вне проме­
жутка [— о, о], и gn —  элемент подпространства собственных 
элементов Ап, соответствующих собственным значениям, ле­
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жащим в [— о, о]. Легко видеть, что

'р(Л„)£п=>0-
Действительно,

I 9 (Л») ёп f <  max I tp (X) | • ||(§in)—§ 'n)) gn |

Так как $a-— $_a =  0 вследствие того, что А не имеет 
точек спектра внутри [— о, о], то в силу сходимости

Таким образом, мы получили, что последовательность
элементов x n — <f (А„) /„  =  А„ 1f n также сильно сходится 
к решению уравнения (24). Отметим, что в подпростран­
стве Нп обратный оператор Л ^1 всегда существует и его

1норма не превосходит —.
Покажем, как можно вычислить х п. Пусть £<”1 —  соб­

ственное значение оператора Л„, лежащее в промежутке 
[— о, о]. Представим х п в виде

Так как /„  —  элемент подпространства Нп, то его можно 
представить в виде полинома

/п — Fn-x (An) zо•
Выберем постоянную С из условия

P n - i ( 0 ) + C ^ ±  =  0.

При выполнении этого условия в выражении для х п 
справа стоит полином п — 1-й степени от Л„ и в силу фор­
мул (11) мы можем Ап заменить оператором А.

Для приближенного решения получаем окончательное 
выражение в виде

-1 ё(и)/’«-1(0) я» (Л)
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Этой формулой следует пользоваться, если один из кор­
ней полиномов Р„(Х) попадает в промежуток [-—а, а]. (По­
пасть может не более одного.) Если же все корни лежат 
вне [— о, о], то приближенное решение вычисляется по фор­
мулам, описанным выше.

Уравнения второго рода

х  =  A x - \ - f  (35)

могут быть решены теми же методами.
Если А самосопряжен и ограничен, а оператор Е — А 

положительно определен, что, например, всегда будет иметь 
место, если | |Л ||<  1, то решение может быть найдено про­
цессом, вполне аналогичным алгоритму (29):

Х П +  Х ==  Х П ~ I-  Р »  (  О  h n § n ’ - ( 3 6 )

ё п  = =  г п ~ \ ~  1 п - х ё п - х >

г п  ---- /’п -1  ^ п — 1 ( ё п —Х ^ ё п  —1)>

г0 =  ёо =  2о, /?о(1) =  ^ .

или, если принять z0 — f,

( g n - 1 ----A g f  - 1> £ » - Ы

In- 1 ik« II 
k n - ii

x n + l x n ~ \ ~  Ь п ё п ’ (360

ё п  —  r » ~ b  l n - х ё п
h Ikn-ill2

(g»-l — ^ n - l .S 'n - l ) ’

r n  — r n - 1 К - Л ё п -l Аёп-1)> l n - X ~  [\rn-i\\2 ’

гО==ёо = = f t  r n = = f  x n~{~ A x n.

Если же оператор E —  А не положительно определен, 
но удовлетворяет условиям теоремы XI, то приближенное 
решение уравнения (35) получается в виде

П —1

Jr = 0
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где p* определяются из системы уравнений

— Pfc-1 +  О — ак) Pi —  bk%+l =  l i^ jp  > Р-1==Рп =  0. ,(37)

решение которой может быть найдено изложенным выше 
способом.

Исследуем скорость сходимости процесса в предположе­
нии, что А —  самосопряжен и вполне непрерывен. Для про­
стоты ограничимся рассмотрением наиболее важного слу­
чая z0 =  / .

Приближенное решение имеет вид

*„ =  ( £ - Л ) - [ £ — £ $ - ] / .

Справа стоит полином от А п — 1-й степени со старшим

коэффициентом, равным р 1 .■. В силу проблемы моментов
U)

имеем
Axn —  Anx n =  p ^ { A nf — Annf). (38)

Так как, по определению оператора А„, Л”/  есть проек­
ция Anf  в Я„, то, каков бы ни был полином <3„_х(Х), 
справедливо неравенство

Ц л ” / -— Л”/ | | < | | л 7 — <2„_1( Л ) / | | .  (39)

Выберем Q„_x (X) так, что

X” —  Q n - i Q 0 —  (X — Хо)(Х —  Xt) . . . (X X„_j),
где Хо, . . . ,  Х„_х —  собственные значения оператора Л, рас­
положенные в порядке убывания модулей:

I Хо | >  | Хх 1 >  . . .  >  | Х„ | > .....................
Напомним, что в подпространстве Нг спектр оператора Л 

прост и все собственные значения различны.
Если разложить /  по собственным элементам опера­

тора Л:
СО

/  =  2  (/. ик)ч>к—О
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то неравенство (39) принимает вид

IM 7 — л«/||2<  2  [>™— Q«-i (>*)]2(/. ukf=к =о
00

=  2  ( h — К)2 ■ ■ ■ ( h — K - t )2(/. «*)2<к-п
со

К  ( I К | +  I К I )2 • • ■ ( I I + 1К  I )2 2  (/> uk)z- (40)к=п
Обозначим теперь через %  погрешность приближенного ре­

шения х п, тогда x= ixn -f- т]„. Подстановка в уравнение (35) 
дает

•'1» —  М п  — Ахп — х п - f  / .
Так как х п =  Апх п / ,  то, пользуясь равенством (38), 
получим

f]n Ач\п =  Ахп Апх п =  р  ̂^̂  ̂ (л  /  ^4»/)'

Из неравенства (40) получаем следующую оценку погреш­
ности приближенного решения:

IIх  х п  II —  II II 11 ( Е  А )  11 ' ( | | ~ Ь  I I )  • • •

( | ^n-t | +  I I ) J-р^ • 1 /  2 ( / .  «*)2 =  
“  к = п

H i ( g ~ A ) - n  [|>;!_+>Р|'- • • ■ ' ' V
(41)

где Хоп)......... ^n-i —  собственные значения оператора Ап.
При возрастании п X(fcn) -> \ к и | Х„ | -»• О, поэтому х п стре­
мится к х  быстрее любой геометрической прогрессии.

Несмотря на довольно быструю сходимость процесса 
приближений к решению, может оказаться, что если соб­
ственные значения исходного оператора медленно убывают, 
рациональнее использовать метод моментов в комбинации 
с простым итеративным процессом.



Г Л А В А  IV

УСКОРЕНИЕ СХОДИМОСТИ ЛИНЕЙНЫХ 
ИТЕРАТИВНЫХ ПРОЦЕССОВ

§ 1. Линейные итеративные процессы

Классический процесс Лиувилля — Неймана вычисления 
решения линейного неоднородного уравнения

х  =  A x - \ - f  (1)

строится следующим образом. Задаваясь произвольным эле­
ментом х 0, находят последовательные приближения по 
формуле

ХП +1 == Ах п~\~ /•
Последовательность х п согласно теореме V (Банаха) сходится 
к решению уравнения (1), если ||А|| <  1. Недостатками 
этого метода являются: во-первых, ограниченность круга 
задач, в которых он может быть использован, так как 
условие сходимости налагает весьма жесткое условие ЦАЦ <  1; 
во-вторых, даже в тех дадачах, где этот процесс сходится, 
часто оказывается, что из-за медленной сходимости для 
фактического вычисления решения с удовлетворительной 
точностью приходится делать очень большое число прибли­
жений. В связи с этим в последние годы разработаны раз­
личные методы ускорения сходимости итеративных процессов, 
позволяющие как расширить круг задач, решаемых итера­
тивными методами, так и сократить количество вычислений.

Методы ускорения сходимости итеративных процессов 
можно разбить на два типа. К первому типу относятся 
методы, в которых исходное уравнение (1) заменяется ему 
эквивалентным

x  =  P ( A ) x  +  Q(A)f ,



где Р  (X) и Q (X)—полиномы, причем Q (X) =  * ~  , Р  (1) =  1.

Полином Я(Х) подбирается так, чтобы норма оператора Р{А) 
была возможно меньше. В случае самосопряженного опе­
ратора норму Р(А)  можно оценить с помощью соотношения

м
Р  (Л) х  — f  P (l)d$xx.

т
Если |Р(Х)| в промежутке [т, М] не превосходит q, то

\\Р(Л)\\<Ч.

Поэтому в работах М. Гавурина [1] и Г. Шортли [1] 
предлагается использовать полиномы Чебышева, наименее 
уклоняющиеся от нуля в промежутке [m, М], содержащем 
весь спектр оператора.

Ко второму типу относятся методы, в которых ^пред­
лагается, не меняя исходного уравнения, использовать ряд 
вычисленных последовательных приближений для непосред­
ственного нахождения решения. Идея подобных методов 
была предложена Л. Люстерником [1].

При применении этих методов исходят из следующих 
соображений: решается уравнение (1) методом последова­
тельных приближений
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х к+х — Axk-\-f.

Оператор А будем считать для простоты самосопряженным 
и вполне непрерывным. Погрешность ft-ro приближения 

=  лгф —  х к выражается формулой

% =  Л*1)0,

поэтому, если разложить i)0 по собственным элементам 
оператора А:

ОО

■ ч о = 2 0«“«»И = 0
то

со

у* =  2  х*ав“«-а-0
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При возрастании числа итераций члены, соответствующие 
малым по модулю собственным значениям, будут быстро 
убывать и при достаточно большом k

2  х2ав«. |Г < | К  |* . ] /  2 * 2 »  0.
11®=" II г а=п 8

и
п — 1

"Чк ~  2  ^Ha 8 U8 ’
8 =  0

где Xq, \ ......... Хп_г— наибольшие по модулю собственные
числа.

Аналогичный факт имеет место и для последовательности 
поправок гк ~  х к+1— х к. А именно:

Ч =  АЧ0,
и при достаточно больших k

где мы считаем

Ч ~
я-1 к

Х8 (е0, us) u8i
8 =  0

h
2  X® (®0- Us) Ms II a=n ■ i * ] /  i* e=n

(eo> «8)2~ ° -

Пусть теперь уравнение я-й степени

0 ( Х ) ~  2 a*xft (ao= 1 )
ft = l

имеет своими корнями п наибольших по модулю собствен­
ных значений Xq, Х1( . . . ,  Х„_1( тогда

п п- 1
^2 ч ч  2  ̂  (К) (®о* ^s) === ^к =1 8=0

и из системы линейных уравнений

2  акЧ =  ок = 1
тем или другим способом определяются коэффициенты ак.

7 Зак. 3189. Ю. В. Воробьев
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Теперь может быть легко найдено искомое решение. 
Действительно,

П
2  вд /£ 
= 1

п- 1
S G (^fi) О,

или

Отсюда

п
2 4 i x * —  x k) 0.

2  алй = 1
0(1) •

Этот способ ускорения сходимости итеративного про­
цесса иногда называют методом экстраполяции.

§  2. Метод моментов и ускорение сходимости 
линейных итеративных процессов

Вернемся к уравнению

x  =  A x - \ - f ,  (1)

и будем решать его обычным итеративным процессом, 
строя последовательные приближения по формуле

хй+1 — Ахк / .
Исходное приближение х0 можно выбрать произвольно.

В процессе приближений удобно вычислять не сами 
приближения, а поправки к ним. Положим

x lc+l — х к~\~Ч-
Написав формулы двух последовательных приближений 

х !с — Ахк_1-\~ f ,  х к+1 — Axk- \ - f  

и вычтя одну из другой, получим

Ч — Аек- 1-

Таким образом, при использовании итеративного про­
цесса мы фактически вычисляем ряд итераций элемента е0
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оператором А. Допустим, что нами сделано 1-\-п прибли­
жений. Тогда х 1+п определяется по формуле

x i + n  =  -^ оН -  ео +  ■ • • Ч -  е г—1 Н -  Ч ~ \ ~  • • • +  Ч + п -

При применении этого метода встает следующий вопрос: 
нельзя ли получить гораздо более точное решение, если не 
просто прибавлять последовательно поправки, а перед сло­
жением умножать их на надлежащим образом выбранные 
коэффициенты и искать приближенное решение в виде

=  х0 +  е0-|-  . . . ~Ь Ч-\-\~ я0г;!+  • • • +  ап-\Ч+п-\* (2)

Покажем, как, пользуясь методом моментов, можно 
фактически вычислить коэффициенты aj.

Обозначим через т)г погрешность Z-го приближения:

х *— х 1~\~'Чи

где — искомое решение уравнения (2). Подстановка 
в уравнение дает

x t +  Ахг + А ^ - Ь - f  =  х 1+1+Ат\ь (3)
7i i — ч-

Уравнение для погрешности решаем приближенно мето­
дом моментов, заменяя оператор А аппроксимирующим опе­
ратором Ап таким, что

г1+к~ АпЧ+к-1 (& — О, 1, . . . ,  П---1),

^пЧ+п == А-пЧ+п-и
где Еп —  оператор проектирования в подпространство Нп, 
составленное из элементов, являющихся линейными комби­
нациями элементов elt ег+1, . . . ,  8j+n_j. Решая уравнение

1)1я)= Л ^ п)+ е {, ' (4)

найдем приближенное решение уравнения (1):

х (п) =  Xl - f  7)(”).

Легко видеть, что х ^  как раз имеет вид (2).

7*
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Приведем вычисления для п —  1 и п —  2. 
1) п =  1

ilj4 =  (£  — А а0Е 
1 +  “о

4
1 +  “о

Коэффициент а0 определяется из системы (11) гл. I.

„ _ (ч> Ч+i)

^ )  =  -

(ч, ч) ’ 
(ч. ч)

'Xl~Jr (Ч> ч+i) —(ч> ч) Zv

/с  .  \ -1 Гр  4̂® —j~ tii Л ~1“ ctn£l
Ч-  =  (Б -И ) [Е------ Г+1. + », J ‘ l =

! Г + “ р г 0 [л  +  <1 +  «.)£ ] S1'

2) ft:
п!2>

Коэффициенты а0 и ах находятся из уравнений

(Ч. Ч) ao -f  (Ч. Ч+i) «1 +  (Ч. Ч+г) =
(Ч+1> Ч)ао+(Ч+1> Ч+i) *1 +  (Ч+1. Ч+г) — 0-

х ^  —  Xi-\- . — ч +  гт.1 т—  Ч+i-г 1 1 14-<ч4-ао 4 1 14 -4  4 -“о +
При больших значениях п применение этого способа 

вычисления 7|(") может оказаться не эффективным из-за 
большой потери точности при вычислении коэффициентов ctk. 
Поэтому нужно прибегать к полной или частичной ортогона- 
лизации последовательности поправок ек. Возьмем в исход­
ном пространстве Н  какое-либо подпространство R m, такое, 
что число его измерений п и при этом проекции
Ч> Ч+i’ • • ■ > Ч+п- 1  в Rm были бы линейно-независимы. 
В частности, можно положить Rm =  Н. В подпространстве Rm 
произведем ортогонализацию проекций ег, . . ., ц +п- и полагая

_ „(1)_ (P-mAgo, Pmgo)
*’ 0 “  (Рmgo> Рmgo) ’

£1 =  Л£о Col)So, г1”-')  —  (РтА8п-1> Pmgk)
...........................   ̂ (Рт£к> Рmgk)

к = О
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где Рт — оператор проектирования в R m. В качестве Rm 
обычно бывает удобно брать подпространство, определяемое 
т координатными элементами, что сильно сокращает вы­
числения скалярных произведений.

Полагая
т](п ) =  b 0g 0 ~ \ -  • .  • - f -  b n ^ 1g n ^.l

и подставляя в уравнение (4), получаем систему линейных 
уравнений для определения коэффициентов Ьк
П— 1  п —1

2  Ьк ( ё к ,  g a)  =  2  b k  ( М к ,  g s )  +  feo>  g a) ( s  =  1 ..............n — \ ) .
к  — 0 к = 0 .

Неравенство (41) гл. III позволяет оценить и скорость 
сходимости процесса в случае, когда А самосопряжен и 
вполне непрерывен

Так как
Ч =  Лге0, (ег, ик) =  \ \  (г0, ик), 

ТО

■ х \ п ) \ < Е —  А У 1 I I Ч~ I У I 
l i - x ^ l

1 Хп-1 1 + 1 У I
! i - е м

К 1 г (5)

Таким образом, при фиксированном п этот процесс схо­
дится не медленнее геометрической прогрессии со знамена­
телем J Х„ [, в то время как простой итеративный процесс 
оценивается, как известно, через геометрическую прогрессию 
со знаменателем |Х0|. Напомним, что в силу вполне непре­
рывности оператора с увеличением п |Х „ |-* 0 .

Отметим, что при |Х0[ >  1 простой итеративный процесс 
расходится, в то время как при достаточно большом п про­
цесс, описанный выше, будет сходиться к решению уравне­
ния (1).
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Другой способ применения метода моментов для ускоре­
ния сходимости итеративных процессов был нами рассмотрен 
в главе о вполне непрерывных операторах, где при рассмот­
рении метода Лиувилля— Неймана был указан способ пре­
образования уравнения (1) к виду, позволяющему для нахо­
ждения решения применить итеративный метод.

Если теперь метод моментов применять при тех же пред­
положениях, что и метод экстраполяции, то в неравенстве (5) 
справа в качестве множителя стоит как раз та величина, 
которую мы считали исчезающе малой, поэтому

Таким образом, в рассматриваемом случае порядок по­
грешности приближенных решений, даваемый обоими мето­
дами, примерно одинаков, но метод моментов имеет ряд 
существенных преимуществ:

1) При использовании метода экстраполяции мы не умеем 
оценивать допускаемую при этом погрешность, так как спектр 
оператора нам неизвестен. Это обстоятельство может при­
вести к тому, что если попытка ускорения сходимости будет 
предпринята преждевременно, то мы фактически не улучшим, 
а испортим приближенное решение. Этого не может слу­
читься при использовании метода моментов, сходимость кото­
рого установлена нами при весьма общих предположениях. 
Кроме того, мы всегда можем эффективно оценить достигну­
тую точность.

2) Метод моментов может с успехом применяться для 
ускорения сходимости итеративного процесса и в случае, 
когда обычный метод либо вообще не применим, либо не 
эффективен. Это, наверное, будет иметь место для некоторых 
несамосопряженных операторов, или если собственные значе­
ния плотно прилегают друг к другу и выделение нескольких 
наибольших из них не имеет смысла. Для метода моментов 
это обстоятельство не имеет существенного значения, так 
как он может быть использован даже в предельном случае, 
когда оператор имеет непрерывный спектр.

Отметим, что последнее свойство особенно важно для 
решения уравнений в конечных разностях, у которых при 
мелкой сетке собственные значения плотно прилегают друг 
к другу, и в пределе при устремлении шага сетки к нулю 
спектр переходит в непрерывный.
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§ 3. Решение уравнений в конечных разностях

Рассмотрим первую краевую задачу для линейного урав­
нения эллиптического типа с постоянными коэффициентами 

д2и , , д2и . ди . ,ди , . . .
а dx2 + b d f + c te'+~d d j~ ~ S u = f ( x .  У), (6)

где а, ft, с, d и g  — постоянные, а >  0, ft >  0, g ^ . 0 .  На 
контуре области заданы значения функции и(х, у)

и  |г  =  т С ^ -

Численные методы решения уравнения (6) приводят к си­
стеме линейных уравнений. Используя квадратную сетку и 
заменяя в уравнении (6) производные конечно-разностными 
отношениями, получим

(а +  2" с) и<+1,*+ (а — ~2 с) +  y  dj uit к+1 -j-

+  (ft — 4  d) u i, *-i —  (2й +  2b +  h2S) %  к =  Л2/,'. ft, (7)

где ui>k и / < д. — значения функций и (х ,у )  и f ( x , y )  в узлах 
сетки, h  — шаг сетки. Допустим для простоты, что гранич­
ные узлы сетки совпадают с границей области Г. Определи­
тель системы уравнений (7) отличен от нуля и, следова­
тельно, эти уравнения всегда разрешимы. Таким образом, 
задача, казалось бы, решена до конца. Для получения зна­
чений функции и (х, у)  в узлах сетки достаточно воспользо­
ваться теоремой Крамера о решении систем линейных алге­
браических уравнений с помощью определителей. Однако, 
для того чтобы получить значения неизвестной функции и(х, у) 
с достаточной точностью, нужно использовать сетку с доста­
точно мелким шагом, число узлов которой может достигать 
нескольких сотен. Решение систем такого порядка «точными» 
алгебраическими методами — задача невыполнимая. Поэтому 
вопрос Ьб эффективном решении уравнений в конечных раз­
ностях приобретает принципиальное значение.

Для решения уравнений в конечных разностях в настоящее 
время применяются исключительно методы последовательных 
приближений, но все они страдают одним существенным не­
достатком. С уменьшением шага сетки, что вызывается 
желанием уменьшить погрешность замены дифференциальных
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уравнений уравнениями в конечных разностях, не только 
растет число узлов, в которых нужно определять значения 
потенциала, но и резко падает скорость сходимости после­
довательных приближений, и, вообще говоря, при стремлении 
шага сетки к нулю все процессы последовательных прибли­
жений перестают сходиться. Это обстоятельство вызвано тем 
фактом, что при стремлении шага сетки к нулю также стре­

мится к нулю и определи­
тель системы уравнений 
в конечных разностях.

Анализ конечно-разност­
ных операторов, прове­
денный в работе Л. Лю- 
стерника [3], показывает, 
что более быструю сходи­
мость итеративных процес­
сов дают более точные 
конечно-разностные уравне­
ния. Использование таких 
уравнений позволяет удо­
влетворить уравнению с зна­
чительной точностью в сет­
ках с достаточно крупным 

шагом. К сожалению, дело осложняется тем, что для того, 
чтобы удовлетворить граничным условиям, часто приходится 
вблизи границ пользоваться тонкой сеткой с мягким шагом, 
так как никакое уточнение конечно-разностных формул не 
может учесть всех особенностей как распределения неиз­
вестной функции вдоль границы, так и самой границы.

Начнем с решения уравнений (7) и допустим, что гра­
ничные узлы сетки совпадают с границей области, где заданы 
значения функции и(х ,у) .  Исходим из приближенного реше­
ния а<°>, которое можно выбрать произвольно. Пусть и* — 
искомое решение, тогда, если

и* —  м<°) -|- 7),
то погрешность т) удовлетворяет уравнению

( в  +  ~2 с )  7l»+i> ------- 2 С)  ~ Ь  11*> fc+i “ Ь

+  ( b  —  Т  d )  7!i’ ~ ( 2 а  +  2 b  +  h 2 S )  l i .  к  =  —  Я г ,  ъ  (8)

U+2

i-1,M i,M н м

i-2,k И, к i,k i*U к i*2,

Нк-1 i,k-t . Н И

i,k-2

Черт. 1.
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где

Яг,к =  —  АаЛ ,  к +  ( а  4~ ~2 с)  M< + 1. ft +  —  у  с )  и< -ь  ft 4 ~

— ~2 ui,k~i—(2а-(- 2£-f-/z2g-)

и 7)i>fe =  0 в граничных узлах сетки.
Для решения уравнений (8) исключим половину неизвест­

ных. Выбирая узлы в шахматном порядке (черт. 1) и исклю­
чая из уравнений (8) ~ц{ > к + и  т\1 + и ъ  Ъ - и к ,  получим

~4ii к ~ Тл X
(2а +  2Ь +  Л ^ )2 -  2 (а2 +  62) +  у  (с2 +  d2)

Х { ( « + 2 С) ft 4~ ( а -----2 е) ^ - 2> * ~1~

7!i, ft+2~l- ( ^ --- "2 Чг.й-гЧ-

-)- 2  (а -f- -j- с) (б ft+i "Ь

+  2 (а  —  ~2 г) (b - ( - у  7li-i> &+i4~

~Ь 2 -j- "2 cj  ( b —  y  Дг+г» ft--i +

4 -  2 (я — 4 с) (й — т  rf) Ъ ~i> ft-i +

^  Y С) î+1 ’ ft +  (fl Y  С) ft +

Н_ (^ +  у  ---- 2~ ^ i ’f t - l “b

-b(2e +  2* +  A^)ft,*}. (9)
Эти уравнения связывают неизвестные в узлах, отмеченных 
на черт. 1 черными кружками.

В узлах, прилегающих к границе области, уравнения не­
сколько меняются. Если например, узел i — 1, k лежит на 
границе (черт. 2), и, следовательно, Tji_1, ft==0, то, исключая
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из уравнений (8) 7|{>й+1, т\1+1<ъ получим

11*,,с Р  X

X  |  ( а  +  у  С)  711 + 2,й +  4 ~  -2 7l i , /с+2 +

+  Y  &-2 H— 2 —i—2" c) (* 4—5“ <̂ ) ^i + l, Л+1 4—

+  2 {a -f- -g cj ^  — 2" ''li+i, ft+i +

+  (a — Y C) T  rf) 7li-1, ft+1_b

+  (a — "2 c) — “2 rf) ”*)i —l,

+  (fl +  2"c) tfi + i, ft +  {b +  ~2 4i, ft+i ■+■

+  ^  —  у  rf) Яг, ft-i +  (2o -f- 2b-\-h?g) qit k | .  (9')

Если же на границе лежат два соседних узла, например и 
г— 1, к и I, /г-f- 1 (черт. 3), * =  т]г>,с+1 =  0, то уравне­
ние принимает вид

З̂г. к д2 X
(2 a +  2b +  h*g)* — a* — b,* +  jr (c* +  d?)

Х | ( а + у с) ^г+з, c) ^{.й-гЧ-

+  2 +  y  cj (b— у  d j iii+1, ft_i +

+  (a +  2"c) — у  d}  ^li+i, ft+i4~

+  ( fl у  c) Y  *-i “I-  (a “b у  c) k 4~

~b [b —  ~2 d} Яг, f t - ! +  (2a +  2b-\- h2g) qi>Jc j . (9")

Исключение неизвестных преследует две цели. Во-первых, 
итеративные процессы при решении уравнений (9) сходятся
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значительно быстрее, чем для уравнений (8). Во-вторых, 
уменьшение неизвестных вдвое сокращает работу при вычис­
лении скалярных произведений, необходимых при использо­
вании метода моментов.

i,k*2

i,K  i*2 ,k

» е •

г, к 2

i*t,k*f

г ,к  i*2 , к• •

г*/, к -1
• • •

г,к-2• •

Черт. 2. Черт 3.

Уравнения (9) удобно решать методом моментов, комби­
нируя его -с итеративным процессом Зейделя, в котором 
последовательные поправки вычисляются по формулам

е(.3+Ч ___________________ I _̂______  у/
(2а +  2b +  А®*)® -  2 (а® +  W) +  ~  (с* +  d®) '

X  { ( а +  ~  с)' е(Д 2, и +  (а — \  c f  e&V* +-

+  [Ь+  у  d j  $ 1 %  +  (b — |  ^)2 е(Л - 2  +

“Ь 2 (а +  с) (b y  d̂ j ef+1%+1 -f- 

-j- 2 — у  cj (ft -)- у  d) x -f-

+  2 (« -f- ~ 2 c) (& — 2" 1 ~b

+  2 (a ~  7  c) (* — 4  ■
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(2а +  2Ь +  h?gy* — 2 (я* +  №) +  ~  (с* +  <р)

х  { ( « - - § - с) 4°-U * Hr (* +  4  d) ei%+2 +

+  2 —1—2" —!—2" е*+1, *+1

+  2 —  - | - с )  ^  +  Y  4 - 1 ,  fc + 1 + Н 2 "с )9<-и,  & +

+  (fl---+  Н~ТГ ^ j +  Zt+lH-

+  ^  — 2- <̂ Ч%, fc-t Н~ (2# +  2b-\- h2g)qii к |  .

Вычисление поправок s(B) эквивалентно вычислению после­
довательных итераций е(°) некоторым линейным операто­
ром А

е(«) =  Ле(в_1>.

Поэтому приближенное решение уравнений (9) можно найти 
методом моментов:

,, =  80)+ в(Ц  +  . . .  + е(»-1) +  (£ —  А)~1[е  —
( 10)

где коэффициенты полинома /эп (^) =  ^я +  ав_4" ' + • • •  +  <*() 
определяются из системы линейных уравнений

(е« , s№)a0+  . . . + (eW , e«+«-i)a„_! -+- (s(0, 8<*+»>) =  0, '

(e(*+»*D, s№)a0+  • . . +(eP+»-D, e<z+«-1>)an_1 +
—|- (s0+w— 0  ̂ g(Z+w)̂  =  0j

под скалярным произведением понимается величина

( е № ,  e « + i ) )  =  2 e g ) f t . 8 e ^
г, к

и суммирование распространяется на все внутренние узлы 
сетки, отмеченные кружками (черт. 1).



(.№, е<«)
(в®, e(*+4)_(eW, *W)

’Л1).

Так, например, при п =  1 

■y^eW -f- . . . -fsO -O  - f  

а при п =  2

т] =  в»ч +  . . .  +  в(»-ц + .  1 + С г - е(г) 4 -  о - 11 +  а1 "Г а0 1 +  «1 •
(eW, еО))а0-(- (е<Д е0+1)) ах-f-(eW, з(г+2)) =  0

(eO+i) еЮ) а0-)— (sO+О, е(г+1)) - |-  (sO+O, е0+2)) — 0.

При больших п нужно произвести ортогонализацию поправок 
B(i+k) хак> как это излага-
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;(!+!)

лось выше.
Вообще говоря, мы по- 

лучим лишь приближенное ы- 
решение, которое в случае 2д_дд 
необходимости можно опять 
уточнить зейделевским про- 40.45 
цессом.

После того как вычи- 47.56 
U-i, к z

0 0 0 0 0

слено решение 
=  и -f- гц к в отмеченных 
кружками узлах сетки, зна­
чения Ui,k в остальных 
узлах непосредственно вы­
числяются из уравнений (7).

50.00

50.00 47.56 40.4529.3915.45 
Черт. 4.

В качестве примера рассмотрим плоскую задачу Дирихле 
для квадрата (черт. 4).

Уравнения в конечных разностях имеют вид

к+1 ~ I-  Mi+1, к —1“ ui, ft-1 “Н Mi-1 , к 4йг, к 

’ li + l, к +■ —1, * +  Ъ , к + 1 ~Ь 'Чi, к- 1 —  4тnt к —  —  qit к,

Яг, к =  u t \  + l +  4 -1 , к +  4  + 1, к +  « Г й -1  4и$% ,

Щ ,к ~  ft + l +  ’li-l, f t + l  +  7li- l,/c -lH -7(i+l,ft-l) ~\~

(7)

(8)

4 ~  J 2  ( 71<> * 4  2 +  Чг, ft - 2  H “  1]< + 2, ft H “  ~4i-2,  ft) H ~  д" к Ч ~

H-  T2~(Яь ft + l4~9i, ft-l ~\~Яг+1, ft ft)> (9)
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V i ,  к  - 13 [2 ( Щ  +  1, ft + l4 ~  H i  +  1, f t - l )4~  ^ i - l ,  ft-1-l ~Ь V i - 1 ,  k - 1  ~b

-f" V i ,  k  +  2 +  V i + 2 ,  к  “h  V i ,  f t -2] H~

+  -jg (4^t, ft +  q i ,  ft+i - \ ~ q i + \ ,  k  +  q i , k  —1) > (90

V i ,  k  —  J 4 t 2 ^  + l , f t - l +  7li+l,ft + l +  7H - l , * - lH _

+  Tfji+2, ft +  Vi, ft—2I * H~ 4i + U ft +  qi, ft-l)- (9ff)

Исходное приближение m<°> имеет вид

15,45
0,00

12,88
0,00

10,30
0,00
7,72

0,00
5,15

0,00
2,58 0,00

29,39 24,54 19,69 14,85 10,00 5,15 0,00
40,45 34,05 27,65 21,25 14,85 7,72 0,00
47,56 40,92 34,29 ’ 27,65 19,69 10,30 0,00
50,00 45,46 40,92 34,05 24,54 12,88 0,00

50,00 47,56 40,45 29,39 15,45

Продолжение

f i ,k

— 123
— 215
— 264
— 232 

0

— 91
— 142
— 132
— 2 
— 232

— 58
— 74 

0
— 132
— 264

— 30 
0

— 74
— 142
— 215

— 2
— 30
— 58
— 91
— 123



Последовательные поправки вычисляем, пользуясь
симметрией решения относительно диагонали:

е(0) е Ш  £ (2)

— 69 —42 — 34 —21
— 18 — 11

— 107 —94 —45 —52
— 23 —28

— 67
— 127 — 36

— 100 —48 —25

(£(о)> е(0)) =  5 2  939, (в,,, ех) =  26 240, (s0, е2) =  13 869, 

+ ,  в1) =  13 119, (в!, е2) =  6946.

Решая уравнения

52 939сс0 +  26 240ах +  13 869 =  0,

‘ 26 240а0+ 13 119ax +  6946 =  0,

находим ах =  — 0,635, а0 =  + 0,053.
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Таким образом, приближенное значение погрешности имеет 
вид (/ =  0, п =  2)

71 = ...L+fi__е(о)
1 +  а1 +  “о .

—- —+ ---- е(0 =  0,874s(°) +  2,39e<D
1 +  “i +  “о

У
— 143 — 87

—202 —206 
— 271

—201

Складывая с и(°) и вычисляя решение в остальных узлах 
сетки по формуле

иг,Ъ —  \  (и%, ft + 1 +  Mi-1, ft +  ui, ft-1 +  “*+l, ft)'
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получаем значения aik, приведенные на черт. 5. Это реше­
ние обладает несколько большей точностью, чем решение,

15.45 

29.39

40.45 

47.56 

50.00

0 О 0 О 0

П.71 8.87 6.48 4.28 £14

22.52 17.28 12.79 8.54 4.28

31.7024.9418.8612.79 6.48

38.91 31.9224.94 17.28 8.87

44.4638.91 31.7022.52 11.71

5000 47.56 40.45 29.3915.45

Черт. 5.

приведенное в справочнике Д. Ю. Панова по численному 
решению дифференциальных уравнений, полученное с по­
мощью 40 итераций.



Г ЛАВА V

РЕШЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ЗАДАЧ 
МЕТОДОМ МОМЕНТОВ

§ 1. Уравнения с положительно определенными 
операторами

Возможность аппроксимировать методом моментов линей­
ные операторы позволяет значительно расширить область 
применения итеративных методов. В частности, мы покажем, 
что метод моментов может быть с успехом использован для 
решения различных нестационарных задач. Начнем с решения 
задачи Коши для уравнения первого порядка относительно 
времени

дх
dt =  — Ах, ( 1)

где х  — элемент гильбертова пространства Н, А — линейный 
симметричный определенно положительный оператор, задан­
ный на всюду плотном в Н  множестве.

Оператор А, вообще говоря, неограниченный. К уравне­
нию (1) нужно добавить начальные условия при t =  Q

х  (0) =  х 0£ Н .
Так как А — определенно положительный оператор, то 

он имеет ограниченный обратный, который мы будем пред­
полагать заданным во всем Н.

Перепишем уравнение (1) в виде

А ~1-Ж  +  Х:= 0' о о

Полагая z0 — x0, z1 — A~lz0, . . . ,  zn =  A~1zn_1, . . . ,  строим 
последовательность операторов Ап —  решений проблемы

8  Зак. 3189. Ю. В. Воробьев
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моментов, и уравнение (Н) заменяем близким к нему уравне­
нием

+  =  ° (2)

с начальными условиями х п (0) =  х0.
Если ввести спектральную функцию $х обратного опера­

тора Л-1, то искомое решение может быть записано в виде
М

X — f  е х d i xx о,
О

где М —  верхняя граница спектра Л-1, Л4 =  || Л~11|.
_t_

Так как функция е х непрерывна при Х ^-0  при всех t^>0  
и из сильной сходимости операторов следует сильная схо­
димость непрерывных функций от них, то последователь­
ность х п решений уравнений (2) сходится (сильно) к х

сходимость по времени, конечно, не равномерная.
Покажем, как можно вычислить приближенное решение х п. 

Полагая

=  . . .  -h-rin-i W V l

подставляя в уравнение (2) и используя формулы (8) гл. I, 
получим

~t~ z i ~Ь ■ • ■

*„-, +  % !  E ,z ,  =  0.

Выражая Enz n по формуле (9) гл. 1

E n Z n  = =  a 0z 0 а 1^1 • ■ • & n - i Z n ~ l>

будем иметь
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Так как элементы z0, zu . . . ,  zn_l предполагаются нами 
линейно независимыми (в противном случае, как уже неодно­
кратно отмечалось, процесс приближений оборвался бы ранее 
и мы бы получили точное решение), то, приравнивая нулю 
коэффициенты, получим систему скалярных уравнений, экви­
валентную уравнению (2):

drto
dt

Ъ  ао

- "41 —  «1

df[n- 1
dt

df\n-
dt

■ О,

* =  0,

d^n—i I 
dt Îre-l a»-l d ^ n - l  _a

dt ~

(3)

с начальными условиями при t — 0

71 о (°)=  !. Ъ  (0) =  ?I2 (0) =  • • • = -% -i(0 )  =  0.

Уравнения (3) интегрируются с помощью преобразования Лап- 
00

ласа. Полагая J  т]ke~l t dt, получим 
о

0̂ аО^»-1= 0,
^ o + S i  — ai^n~i =  0,

— 2 —|~ ^п-1 У-п —i^n - l  :==
откуда

где T,„(v)= ;vM- |-a „ _ 1v,l- 1- |-  . . .  - j-a0 —-я-й ортогональный 
многочлен, все корни которого вещественны и лежат в про­
межутке [О, М].
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Решение уравнений (3) дается контурными интегралами

%(0 —  2 ni j
u — ioo 

a+ioo

7»oW = 2 S T  /

n - j - K )
x * p , (4 )

eu dX a > o ) .

аФ‘и

a — ico ХРц H )
dX,

которые можно вычислять по теореме о вычетах.
Аналогичным образом решается и неоднородная задача

=  —  +  (4)

где g(zH, f( t)  — скалярная функция, х(0) =  0.
Так как искомое решение 

ш г t
X ■■ /  / / « > ' d$xg

является неррерывной функцией от обратного оператора, то 
последовательность х п — решений уравнений 

дхпА
л " dt х п =  А g - f ( t ) . (5)

где Ап —  оператор, дающий решение проблемы моментов при
z0 =  g , z 1 =  A 1g .........zn — A 1zn_l, . . . ,  с возрастанием п
сходится (сильно)к х.

Приближенное решение х п ищем в виде

x n — 'l]0^)z0~\~rtl(i)z l~Sr  zn-l-
Подстановка в уравнение (5) дает систему скалярных 

уравнений
d^n—i

d-По 
dt н -%

71о_а° dt
di\n- i

dt

= 0 ,

--fit),

di]n-2
dt Ъ - i  l di\n-l

dt 0,
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решение которой методом преобразования Лапласа записы­
вается в следующей форме:

0 + 1 СО

V i  J

ico  /  1 \

д а " ( - 4 )
eu oft U >  1),

т)о
a + io o

J _  Г a0g 
• хя ( __ 1\а — гоо л* w I  ̂ I

(А,

где
СО

Я(Х) =  J  f ( t ) e ~u  eft. 
о

Перейдем к рассмотрению колебательных процессов, опи­
сываемых дифференциальными уравнениями второго порядка 
относительно времени

^  =  - А х ,  (6)

где А — по-прежнему положительно определенный симме­
тричный оператор. Зададимся начальными условиями при t =  0:

* (0) =  х0, дх (0) 
dt о-

С помощью спектральной функции обратного оператора 
решение уравнения (6) записывается в виде

м __  М ^  —
— J c o s j /  у  t й^хх0-\- J  У  "X sin у  y d g xA:0) (7)

где М — верхняя граница спектра А \  М —  | |л  Ч1- Напи­
санное решение является, вообще говоря, обобщенным реше­
нием, так как х 0 и х 0 могут и не принадлежать области 
определения оператора А.

Решение (7) представлено в виде суммы двух решений, 
покажем, что каждое из них может быть определено методом
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моментов. Для определенности рассмотрим первое решение

хЮ
м ,—

=  / С05| Л  у t  d $ x X 0.

Полагая z0 =  x 0, z t =  A xz0.........  zn =  А ~ \ _ и . . . и
решая проблему моментов, находим оператор' Ап. Уравне­
ние (6) заменяем близким к нему уравнением

д г х (1) и  лп
дР ■х(1)ЛП » (8)

решение которого имеет вид
ш

А1). ■ J  COS ] / ' у  t  d i [ n)X 0 .

Покажем, что при возрастании п последовательность *6) 
сходится (сильно) к искомому решению д:*1).

Так как существует оператор А, обратный оператору Л-1 , 
то нуль не является собственным значением оператора Л-1 , 
и в нуле спектральная функция &х непрерывна. Поэтому по 
е >  О найдется такое число 8 >  0, что

J  cos j / ~ у  t d&xxо 
о

II S 8X0 || < (

Если 3 не принадлежит к точечному спектру оператора Л 1, 
что всегда можно предполагать, так как собственные значе­
ния образуют лишь счетное множество, то &{п)х 0х ^  £-8д;0, и 
при достаточно большом п

х0 ?8Хо
откуда следует, что

s .—
J  cos у  y f r f g ^ k  
о

< 1 к яЧ ! к

! | ®гЯ)Х0 f  jXqI| -|- || I'jXq || ̂ е
Т '



Далее имеем
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Д 1)
■лйЧ к

М ---- N __
J  cos у  у /  dBxx0 — J  cos у  
о о

II м __  М J__ _
<  J c o s j /  Y tci^ o — f  cos lj/ у*й £[п)х0

/ l > —  8 ,—
J cos у  d i xx0 J  cos У  у  t d$ in)x0

<

Так как c o s |/~ у /  непрерывен по X в промежутке [3, Ж] 

(Ж >  0), то при достаточно большом п
N  ___  ЛГ

/  C°S V  у t d£xx0 — /  cos /  Y td &й п)х 0 <  2

\x ( i ) -4 4 1  о ,
что и требовалось доказать.

Для второго решения в (7) доказательство несколько

проще, так как функция У  Xsin j / ^ у /  непрерывна при Х ^  0.

Покажем, как вычисляются приближенные решения 4 *  
. (2)■п ■
Решение уравнения (8), как обычно, ищем в виде

Ч- - Ь ••• + 7in-i2:»-i-

и 4 2)

X(!) .

Подстановка в уравнение (8) приводит к системе скалярных 
уравнений

dSn- 1Ъ — а-о- df- :0,

df-
. Y) __ а d-t\n - 1  ---- Q
^  d t  2 ~ U’ (9)
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с начальными условиями при t =  0

^о — 1 ’ Ъ =  =
* 1 о  _ _  di\t  _  ___ 1 _ _  п
d t  d t  • • • —  d t ~

Интегрирование этих уравнений производится совершенно 
аналогично приведенному выше интегрированию уравнений (3). 

Вычисление второго решения производится точно таким же
образом. Полагая z0 =  x 0, z l =  A~1z0, . . . .  zn =  A~1zn_1.........
мы придем к системе вида (9) с другими значениями коэф­
фициентов а0, а2, . . ., a„_t и начальными условиями при t — 0:

Ъ — • • • = Ъ - 1  =  0,
di\o _  , d -ц 1 _  _  d u n - i  _ _  „
d t  d t  ‘ '  d t

Перейдем к рассмотрению неоднородной задачи

* * = _ А *  +  £ . / ( 0 ,  (10)

где g(zH,  а /(г!) — скалярная функция. Начальные условия 
будем предполагать однородными. Решение уравнения (10) 
с помощью спектральной функции обратного оператора 
выражается интегралом

ш t
/  1f \ J /0 0  si- t — t sin ——yx dtdS'xg

и является непрерывной функцией оператора А \  Поэтому,
если положить z0=  g, z1 =  A~1z0, . . . ,  z n =  A~1zn_u . . .  
и решить проблему моментов, то последовательность х п 
решений уравнений

АП
д2х п
dfi х„ A~lg - f ( t ) ( И ) .

сходится (сильно) к искомому решению л:. Элементы после­
довательности х п определяются обычным образом.

Полагая

х п — (0 zo Ч-  ''ll W zi " h 7))!-! (0 z n-\



121

и подставляя в уравнение (11), получим

§ 1] УРАВНЕНИЯ С ПОЛОЖИТ. ОПРЕДЕЛ. ОПЕРАТОРАМИ

Решение этих уравнений, найденное методом преобразо­
вания Лапласа, имеет вид

Интегралы могут быть вычислены по теореме о вычетах.
Отметим, что при вычислении приближенного решения х п 

иногда бывает удобнее представить его в виде

где g Q, . . . ,  gn-i  — подходящим образом подобранные эле­
менты Нп. Например за gk можно взять элементы рк—  по­
лученные путем ортогонализации последовательности zk. 
Уравнения для определения коэффициентов i\k (t) можно легко 
получить соответственно из уравнений (2), (5), (8), (11).

В теории колебаний консервативных систем часто при­
ходится иметь дело с уравнениями более общего вида, чем 
рассмотренные нами уравнения (6) и (10).

Пусть отклонение системы от положения равновесия опре­
деляется элементом х  гильбертова пространства Я. При 
допущениях, делаемых в теории малых колебаний, кинети­
ческая и потенциальная энергия представляют собою квад­
ратичные функционалы

ext dX ( у >  1),

or-j-ioo

х п  =  ’lotOfi'o “t-  "'ll (* ) g l  +  • • • +  7ln - 1 ( 0 ? n - I t

T =  (Mx, x), V  =  (Ax, x).



Операторы М и А симметричные. В силу положительности 
кинетической энергии оператор М всегда определенно по­
ложителен. Если положение равновесия колебательной системы 
устойчиво в смысле Лагранжа, то оператор А также опре­
деленно положителен.

Уравнение малых колебаний имеет вид

M ^  +  Ax =  Q. (12)

Покажем, что это уравнение может быть приведено 
к уравнению (6). Так как оператор М определенно положи­
телен, то уравнение (12) может быть записано в виде

^ - \ - М ~ 1Ах =  0.

Однако оператор М~ХА становится несимметричным. Пока­
жем, что если изменить определение скалярного произведе­
ния, то оператор А' =  М ~гА будет симметричным.

Введем новое пространство Н', образованное из эле­
ментов Н, но в котором скалярное произведение опреде­
лено следующим образом:

[х, у] =  (х , Му).

Круглыми скобками обозначено скалярное произведение 
в исходном пространстве Н, а квадратными в новом Н '. 
Симметричность оператора А' следует из равенств

[А'х, у] =  (Ах, у) =  (х, Ау) — [лс, М~гАу] =  [х, А'у].
Таким образом, методом моментов могут быть решены 

многие нестационарные краевые задачи, в частности приво­
дящиеся к уравнениям с переменными коэффициентами — 
функциями от координат, где метод разделения переменных 
часто не может быть использован.

§ 2. Колебания систем с конечным числом степеней
свободы

Теория малых колебаний систем с конечным числом сте­
пеней свободы, движение которых описывается обыкно­
венными дифференциальными уравнениями с постоянными 
коэффициентами, в настоящее время довольно хорошо раз­
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работана и широко используется при решении различных 
физических и технических задач. Особенно широкое приме­
нение она нашла в теории электрических цепей, следящих 
систем и систем автоматического регулирования.

Исследование каждой колебательной системы, если апри­
ори неясно, что она должна работать в автоколебательном 
режиме, обычно и начинается с рассмотрения линейной 
задачи. Уже в самом начале исследователь встречается 
с рядом трудностей. Прежде всего для теоретического ана­
лиза реальная система заменяется идеальной схемой, движе­
ние которой в дальнейшем и изучается. При этом чем ближе 
идеальная схема отражает процессы, происходящие в реаль­
ной системе, тем, как правило, выше порядок системы диф­
ференциальных уравнений, описывающих ее движение. Таким 
образом, желание возможно точнее описать движение системы, 
оставаясь в рамках малых колебаний, приводит к матема­
тической задаче исследования и решения системы линейных 
дифференциальных уравнений высокого порядка.

В такого рода задачах классические методы, построен­
ные на алгебраической основе, становятся уже не эффек­
тивными и нужно привлекать приближенные методы.

Мы рассмотрим две тесно связанные друг с другом задачи. 
Первая из них —  это интегрирование системы обыкновенных 
линейных дифференциальных уравнений высокого порядка 
с постоянными коэффициентами, когда алгебраические 
методы уже не эффективны. Вторая, —  это задача о сниже­
нии порядка системы дифференциальных уравнений. Точнее 
говоря, приближенная замена данной системы, близкой к ней, 
но более низкого порядка. Причем под близкой понимается 
система, у которой при одинаковых возмущениях решения 
близки к решениям исходной.

На первый взгляд вторая задача не имеет смысла. 
Система N-ro порядка имеет N  собственных колебаний, 
каждое из которых можно возбудить при надлежащем 
выборе внешнего воздействия на систему. При снижении 
порядка системы собственные колебания не только иска­
жаются, но и уменьшается их число, и некоторые из них, 
таким образом, выпадают из рассмотрения. Следовательно, 
можно ожидать, что если подобрать внешние возмущения 
так, что возбудятся отброшенные собственные колебания, 
то процесс в «близкой» системе будет сильно отличаться
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от процесса в исходной. Однако в реальных системах внеш­
ние возмущения далеко не произвольны. Обычно возмуще­
ниям подвергается один или несколько элементов системы, 
остальные закрыты и движутся лишь вследствие связи их 
с соседними элементами. В этих условиях некоторые из 
собственных колебаний системы могут либо вообще не воз­
буждаться, либо возбуждаться очень мало и заметного влия­
ния на процесс колебаний не оказывать. В такой постановке 
задача о снижении порядка системы дифференциальных 
уравнений уже имеет смысл и очень актуальна, так как 
часто порядок системы уравнений определяется не сутью 
физической задачи, а той степенью идеализации, которую 
мы приняли.

Пусть отклонение системы от положения равновесия 
определяется вектором х N -мерного пространства Н. Систему 
уравнений, описывающих движение системы, будем предпо­
лагать приведенной к нормальной форме

где А — линейный оператор (матрица) в векторном простран­
стве Н, g -  f( l)  —  вынуждающая сила, причем вектор g  — ее 
«амплитуда», a f( t)  —  скалярная функция. Начальные усло­
вия будем предполагать нулевыми. Впоследствии мы остано­
вимся и на задаче Коши.

Для решения уравнения (13) применим метод моментов. 
Полагая z0 =  g, строим ряд итераций

Векторы zk будем пока предполагать линейно-независимыми. .
Решением проблемы моментов является такой оператор Ап, 

определенный в подпространстве Нп, образованном из векто­
ров, являющихся линейными комбинациями z0, zu . . . , z n- 1, 
что

где Еп—  оператор проектирования в Нп. Так как Enzn 
принадлежит Нп, то найдутся такие числа а ,̂ . . ., ап, что

i % - = A x + g ' m , (13)

z0 =  Р„ Zi =  Az0, . . ., zn =  Anz0 =  Az,

(14)

—  A n Z Q —  ^1^1 • ' • " —  l ^ n  — 11 ( 1 5 )
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или

Яп (/4„)г0 =  (̂ 4п +  «п-И "  1+  • ■ • +  аИи +  ао £ ) (16)
откуда следует, что корни полинома ЯП(Х) есть собственные 
числа оператора Ап. Умножая равенство (15) скалярно на
z0......... z n- u получим систему линейных алгебраических
уравнений для вычисления коэффициентов ак:

(г0, z0) а 0 (^o ,  Zi) <*i -f- . . .  -I- (го .  г п—1) ап—i i.zQ>z n) —  0. | 
(z l> г0) а0 (zlt Z]) aL -f- . . . -j- {Z\, г п- \ ) ап-1~\~(г Ь z n) =  0, 1

( z n - i >  ^ o ) “ о +  ( z n - i > z i ) ai + -  +  ( г п - 1> z n - i )  a n - i 4 ~  i z n - 1. z n ) =  0 .

(17)
Как ранее было показано, при возрастании п Ап - » А, 

поэтому приближенное решение уравнения (13) будем нахо­
дить из уравнения

Ц * -  =  Апх п+ е -П 0 .  (18)

Так как х п принадлежит Нп, то его можно представить 
в виде

х п —  ^ ( О  z o~\~  ^1 ( 0  z i  Ч ~  • • •  Ч ~  'Пи—1 ( 0  2 п - ъ  ( 1 9 )

где 7)0(t), •%(/)......... т],,-!(О — скалярные функции. Подста­
вляя в уравнение (18) и пользуясь формулой (15), получим

Ч ~  ' V l n - l )  2 о Ч “ ( ~ ^ Г  ^ о Ч -  Ч ~  • ■ •

• • ■ Ч -  (  1_-----Ч » - 2 Ч " « я - 1  ’ I n - i )  z n - i  —  z o ‘ / ( 0 -

Приравнивая коэффициенты, приходим к системе скалярных 
уравнений, эквивалентной векторному уравнению (18),

■ ^ j r  Ч -  “ o ^ n - i  = / ( 0 >

"Ж" 7l° 4 - ai7in-i =  °- . (20)

df\n-1 
dt Ч -  “ n - i 1) » - !  —  6

с начальными условиями т)0(0) =  (0) — . . . = т ) )1_1 (0) =  0.
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Эти уравнения могут быть решены, например, следующим 
способом: прежде всего вычисляются корни характеристи­
ческого уравнения

Р п  O ' )  —  Ч ~  • • •  4 _ а о =  0 ’>

далее из уравнения

ffn-i 4~ -h  ••• Ч_ я о71п~ 1 ■ ■-fit) (21)

находится т)„_1(̂ ) при начальных условиях i^-iCO) —
=  'Цп—1 (0) —- . . .  =  т))гпГ11) (0) =  0, после чего остальные 
неизвестные определяются из системы (20) с помощью квад­
ратур.

Перейдем к исследованию вопроса, в какой мере x n (t) 
можно считать приближенным решением исходной системы 
дифференциальных уравнений (13).

Если среди векторов z0, zx, . . ., zn встречаются линейно­
зависимые, скажем, zn— линейно зависит от z0, . . . , z n- v 
то Enzn =  zn и, как указывалось выше, операторы А и Ап 
совпадают. В этом случае приближенное решение x n(t) сов­
падает с точным. Это всегда будет иметь место при n'^-N ,  
так как количество линейно-независимых векторов не может 
превосходить N  — числа измерений пространства.
^^Е?сли брать п небольшие, такие, что еще Enzn ф z n, то 

x n (t) не будет совпадать с точным решением. Обозначим 
через у п погрешность приближенного решения

х  - : х п~\~Уп-

Подстановка в уравнение (13) дает 

dt ' * ! +  •••
dr\о „ , drio dr\n - 1 „ i dy.n 

гп- Пdt ' dt ~I ' ' " '  dt ~n~L 1 dt

=  ^ l  +  7il22+- + A n - lEnZn+'4ri-\(Zn--EnZn) +
-\~Ayn +  g - f i t \

откуда для погрешности получаем уравнение

dyn
dt =  Ауп4 -  % - i  it) iza — Enzn).
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Кроме того, так как

ТО

л ( 0 )  =  ^ -  =

(0) =  0 , 

=  0.d 1Уп  ( 0 )
dtn

Из уравнения для погрешности и начальных условий 
следует, что погрешность пропорциональна \\гп —  Епгп \\, и 
если последняя мала, то и погрешность можно считать малой. 
Кроме того, x n (t) близко к х  (t) при небольших значениях t, 
с возрастанием времени, вообще говоря, погрешность при­
ближенного решения может нарастать.

Укажем два наиболее важных случая, в которых вели­
чина |\гп —  Enzn || оказывается малой при и <  Л/, и систему 
дифференциальных уравнений (13) можно приближенно за­
менить системой (18) более низкого порядка.

Допустим для простоты, что оператор А имеет простую 
структуру, тогда вектор g  — «амплитуда» внешней силы, 
разлагается по собственным векторам

N
g =  2  ак*к- 

А=1

Если внешняя сила такова, что некоторые из собствен­
ных колебаний возбуждаются слабо, то есть некоторые из 
коэффициентов ак малы или равны нулю:

N
2  I ак I <  s>к = п И

то легко показать, что величина ||zn —  Enzn  ̂ будет также 
малой.

Действительно,
N N N

Zq =  g  — CLkUky Z± Â̂ Â A» • ■ • > %n Â̂ Â A*
k = 1 / c = l  A =1

Образуем разность

%П - Qn (^) 0̂>
где

<?»(*) =  (* — M  . . .  (X — XJ.
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По свойству проекции
со

II E n Zn || || Zn Zn || =  || 2  Q n 0-к) &kMjc II ■к = п+1
Если обозначить через М — max | Qn (кк) |, а собственные 

элементы предполагать нормированными, то для разности 
|| zn —  Enzn || получаем следующую оценку:

II** —  ^ Л | | < ш -

Разберем второй случай. Предполагая, что некоторые 
из собственных чисел малы по модулю:

| ^к | <С 8 (k — m-\-  1......... N),

образуем разность

где
^п   (^) 0̂>

0»(Х) =  (Х —  —  \ п)1п- т.
По свойству проекции

II z n ^n^rall^ II z n и̂1| =
N
2  ^к Ш(^к— Ю- • •О'к— ^т)акик > 

т+1 II
откуда

N

l | ^ - ^ » l l < S n_?n( |^ l  + 8 )  . - . ( 1 ^ 1  +  8) S  К | -т+1

Таким образом, ||г„ —  Enzn\\ будет мала при п >  т, если
N

внешнее возмущение таково, что сумма 2  I ак I невелика.
т+1

Во многих колебательных системах мы имеем обратную 
картину: с возрастанием номера собственные значения быстро 
растут по модулю и норма оператора велика, хотя он и 
ограничен. В таких системах процесс приближений сходится 
значительно быстрее, если итерировать не сам оператор А, 
входящий в уравнение колебаний (13), а ему обратный. 

Переписав уравнение (13) в виде
,-xdx  

dt ' х  +  А xg- f ( t ) , (130



строим ряд итераций, полагая z0 =  A~1g, z1 =  A~1z0, . . .
. . . .  zn =  A~1 zn_x. Векторы z0, zx.......... zn определяются
последовательно из уравнений

Az0 =  g, zx =  z0, . . Azn =  zn_1.
Решение проблемы моментов дает оператор Ап. 
Уравнение (13') заменяем «близким» к нему уравнением 

(18')
An*jjr =  x n + A - 1g.f<t) .  (18')
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Его решение будем искать в виде

х п —  l̂o ( 0  z 0 Ч~ • • • Ч~ Tln-l  ( 0  Zn - V

Подстановка в уравнение и использование формул (14) и (15) 
дает

■(rio +  ao ^ J ^ ) 2o +  (
I Idv{n-*_

• ' • dt Уп-Г

dt\r,
dt
d-r\1 ) г ‘

n-1  \ 
dt )

+

z0f(t).

Приравнивая коэффициенты, получаем систему скалярных 
уравнений для определения

т, ~ d-qn-t _
710 a° dt f i t) ,

^ 0 „ „ drtn-i
dt 7)1 dt и. . (2 0 ')

dfln-? 
dt in~

„ d^n-i 
1 dt 0

начальными условиями % (0 ) =  ^i (0 ) = Tin- 1 (°) — 0 .
Можно показать, что и в этом случае погрешность при-

ближенного решения пропорциональна ||zn — Enz n\\, которая 
уже при небольших п может оказаться малой, так как 
собственные значения оператора Л - 1  быстро убывают по 
модулю.

В заключение заметим, что задача на собственные коле­
бания с заданными начальными условиями

~  — Ах,  при t =  0  х  (0 ) =  jc0,

9 Зак. 3189. Ю. В. Воробьев



легко приводится к неоднородной задаче подстановкой

X =  W -f- х 0,

1 3 0  РЕШЕНИЕ НЕСГЛЦИОНАРН. ЗАДАЧ МЕТОДОМ МОМЕНТОВ [ГЛ. V

где w находится из неоднородного уравнения 

=  Aw —  Ах0, w(0) — 0, 

которое имеет вид (13).
Отметим, что существует тесная связь между методом 

моментов и методом определения спектра матриц, предложен­
ным академиком А. Н. Крыловым [1], [2], который и при­
шел к нему, исходя из системы дифференциальных уравне­
ний с постоянными коэффициентами.

Общая схема рассуждений при выводе этого метода со­
стоит в следующем. В Af-мерном пространстве берется 
произвольный вектор х  и составляется ряд его итераций 
матрицей А:

х, А х .......... Акх.
Тогда в силу конечномерности пространства найдется такое п, 
что Апх  будет линейной комбинацией векторов Akx ( k  <п) ,  
то есть

Апх-\-а.п_1Ап~'-х-\г  . . . - f a 0x =  0 (22)
или

ср (А)х == 0;

это и дает уравнение для собственных значений 

Xn- j- a n_1Xn- 1- |-  . • • a0 — 0.

Коэффициенты ак находятся из системы уравнений, полу­
чаемой проектированием векторного уравнения (2 2 ) на оси 
координат. Подпространство Нп, образованное векторами х, 
Ах, . . . ,  Ап~1х,  приводит А и единственный полином п-й 
степени со старшим коэффициентом, равным единице, обра­
щающийся в нуль в Нп, есть ЯП(Х) (16). Операторы А и Ап 
в Нп совпадают, и <р„(Х) — Р„(Х).

Отсюда следует, что метод моментов, который, как выше 
отмечалось, для конечных симметричных матриц совпадает 
с «методом минимальной итерации» К. Ланчоса, отличается 
в этом случае от метода А. Н. Крылова лишь вычислитель­
ной схемой.



Таким образом, изложенный нами способ решения уравне­
ний малых колебаний является по сути дела развитием метода 
А. Н. Крылова в двух направлениях. Во-первых, конкрети­
зируется выбор исходного элемента при определении спектра, 
а именно показывается, что рационально брать либо вектор­
ную «амплитуду» внешних сил, если решается задача на 
вынужденные колебания, либо начальные условия в задаче 
Коши. Подобный выбор гарантирует нам получение решения. 
Во-вторых, инвариантность метода моментов относительно 
выбранной системы координат позволяет использовать его 
для построения приближенного решения, когда число степе­
ней свободы велико и точное решение уравнений затрудни­
тельно.

§  3] РАСПРОСТРАНЕНИЕ ТЕПЛА В НЕОДНОРОДНОМ СТЕРЖНЕ 131

§ 3. Распространение тепла в неоднородном стержне

Рассмотрим распространение тепла в стержне (пластинке) 
с заданной теплоемкостью с, плотностью р и коэффициентом 
теплопроводности k. Температура в таком стержне удовле­
творяет уравнению

д<? 
dt

А
ср ’

< * <  1.

Разберем случай, когда a(jc) =  —̂ —5 , начальная темпера-

тура у(х,  0 ) =  - j ( l — х 2) и на концах стержня с р (— 1 , () =

=  <р(+1,0 =  0.
В нашем случае

А? =  —  < Р( - 1 . 0  =  ? ( + 1 , 0  =  0

и оператор А положительно определен. Последовательность 
функций z0, zv z2, • • . вычисляется по формуле

%к (X) == A Zlc—1> == "g" 0
или

zl (•») =  — ( ! +  х2) zk_t (х), zk (— 1) =  zk ( +  1) =  0 .

9*
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Производя интегрирование, получим

г0 (*) =  j  О —  *2)> 

zx 15* 2- м в)

Теперь нужно определить скалярное произведение. Можно 
было бы ввести пространство L2, где

+1
(Zi, zk) =  f  Zi (x) • zk (x) dx,

однако в этом примере, так как начальное распределение 
температуры дважды дифференцируемо и удовлетворяет 
краевым условиям, удобно воспользоваться следующим опре­
делением:

+ i
[Zi, **] =  (А>*<. Zfc) =  — f  Zi (X) zk (X) dx.

Теперь по формулам § 1 мы можем выписать решение 
в первом приближении:

п =  1 t) —  ^ ( t )  z0(x),

rfTio _
dt 0,

[*1. z0]

To (0) =  1.

: — 0,4571

и во втором приближении:

n —  2 cp2 (x, t) =  rl0 (t) Zq (x ) т)! (О г х (jc),
^o — ao ^ 7  =  °-

ЁЗо._1_т __a-Т7Г -Г Til a: : 0 ,dt 1 -|1
To (0) =  1. Ti(0) =  °.

« 0 = 1 0 "*  • 2,1781, —  0,50674.
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Интегрируя полученные уравнения, находим /) и
ср2 (х, /):
п =  1 tpj (х, t) =  z0(x )e -2’m t ,
п —  2 ср2 (х> /) — [2 ,4 2 8 ^(х) — 0 ,1151z0(x)] с -2-1'7* —

— [2,428^ (х) — 1,1151 z0 (х)] е .

Приведем таблицу распределения температуры в стержне при 
/ =  0 , 2  в первом и во втором приближении:

X 9i Ъ

0 0,3229 0,3292
0,2 0,3099 0,3151
0,4 0,2712 0,2725
0,6 0,2066 0,2025
0,8 0,1162 0,1087
1,0 0 0

§ 4. Переходный процесс в системе автоматического 
регулирования

Рассмотрим систему автоматического регулирования ско­
рости с пятью ступенями усиления.

Для принципиальной схемы регулирования с пятью по­
следовательно включенными сервомоторами однократного 
усиления (на черт, б показан простейший вариант такой, 
схемы) уравнения движения имеют вид

dx0 __ 
dt

d x \_ 1
И Г  J \

d x i_ 1
И Г  ~ 7 \

dxt _ 1
И Г ~ Т 3

x i И  f  (0< 

(х2 — X,), 

(х3 — ха), 

(х4 —  х 3),

dx4_ 1,
И
dXr;   1
И Г ~ ~ 7 \

(*б~- Х4),

(*о -
(23)

где х0-— безразмерная угловая скорость машины, хх, х2, х3, 
х4, х 5— безразмерные координаты поршней соответствующих

Г10 Зак. 3189. Ю. В. Воробьев
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сервомоторов, f ( t )  —  внешний момент, приложенный к валу 
машины.

Мы рассмотрим переходный процесс из одного стацио­
нарного состояния в другое. Для этого нужно положить 
f ( t )  =  1 и при  ̂=  0  х0 =  x t — х г — х 3 =  х± =  х ь =  0 .

Введем шестимерное пространство векторов с составляю­
щими х0, х и . . . .  х5. Правая часть уравнений (23) опреде­
ляет линейное преобразование (оператор) в этом простран­
стве, и уравнения (23) можно записать в виде

^ ^ A x  +  g. (23')

Для решения уравнения (23') применим метод моментов. 
Систему базисных векторов z0, z x . . .  находим, итерируя



Aza — g, AZi =  z0, Azj =  zj _1, . . .

В координатах эти уравнения имеют вид

—  4 я  = 4 0' - ‘ \  ± ( х \ » - х [ л ) = х Г ' \1 3

^ ( x f - x ? )  =  x ' t ' \  ^ ( 4 Я - * 1 Я ) = 4 ' " ),

'  ( 4 > i _ 4 » )  =  * « - > ,  > ( 4 » - 4 я ) = 4 ' - ‘ >,
• 2 7 5

где Хо \  х {J)......... — составляющие вектора 2^; вектор z_,
следует считать равным g\ Решая эту систему, получаем 
рекуррентные формулы, выражающие составляющие вектора^ 
через составляющие вектора Zj_x.

v( ; ) _  j ; - i )

У( Л _  т 4-Л2 — *\Х\ —р л !  t 

JJ) _  т vU-i) I „О)Л4 --- 3̂*̂ 3 x 3 »
*.0)__-r „0 -4  I j.W)Л5 --- / 4Л4 ""T **4 »

Задаваясь численными значениями времен сервомоторов- 
7j =  0,4, Т2= Т 3 — 0,2, Г4 ==Гб =  0,1 и помня, что z_x— g
имеет составляющие xo-1) =  l, x i-1) =  X2~^ =  . . . =  Х5_1) =  0 , 
находим составляющие базисных векторов zk по рекур­
рентным формулам:

z0 =  (— 1 , — 1 , — 1 , — 1 , — 1 , — 1),
^  =  (0, 1, 0,6, 0,4, 0,2, 0,1), 
г2 =  (0,63, 0, 0,4, 0,52, 0,6, 0,62),

• дв =  (— 0,324, — 0,630, — 0,630, — 0,550, — 0,446, — 0,386),

§ 4] ПЕРЕХОДНЫЙ ПРОЦЕСС В СИСТЕМЕ АВТОМАТИЧ. РЕГУЛИР. 135

обратный оператор:

10*
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Скалярные произведения определяем обычным образом, как 
сумму произведений составляющих:
<z0, 20) =  6, О0, + ) = — 2,3,

(* !+ )  =  1.57,
(z0, z2) =  — 2,77, (z0, z3) =  2,966,
(Zj, z2) =  0,630, (zt , z3) =  — 1,3558, 
(z2, z2) =  1,5777, (z2, z3) =  — 1,24904.

Запишем теперь уравнения для определения параметров:

п =  1 ' 6а0 — 2,3 — 0;
п —  2 6а0— 2,3а: —  2,77 =  0,

— 2 ,300+  1,5701! + 0 ,6 3 0  =  0; 
п — Ъ 6 0 0  —  2,301 —  2,7702 +  2,966 =  О,

— 2, За0+  1,57^ +  0,63002— 1,3558 =  0, 
— 2,7 700 +  0,63 0 0 ! +  1,571702—  1,24904 =  0,

откуда
я =  1 Oq =  0,3833;
л =  2 Оо =  0,7022, 

ot =  0,6274;
п —  3 а0 =  0,1718, 

ctj =  0,8042, 
а2 =  0,7751.

Приближенные решения уравнений (23) имеют вид

п =  1 х =  ‘
п — 2 Jt: =  y|0z0 +  Ti1z1;
п — 2> х== Tj0Z0 +  %£! +  ti2z2.

(24)

где функции т+П  находятся из уравнений 

п =  1 т)о — 0 , 3 8 3 3 ^ =  1;

+о_ 
Л  '

■ П о -0 ,7022§ L = 1 .  J 

-т)! — 0,6274^1 =  0;
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п =  ъ — ц, — 0 , 1 7 1 8 ^ = 1 ,  '

т ! 1 - ' 1 . - 0 , 8 0 4 2 ^  =  0,

7 7 5 1 ^  =  0.

Интегрирование этих уравнений при нулевых начальных 
условиях дает:

га = 1  т)0 =  e- 2,mt — 1 ;

п =  2 т|0= : е_0’4469г (cos 1,107/ —  0,4037 sin 1,107/) — 1,
7)! =  —  е-°’и ш  1,286 sin 1,107/; 

п =  Ъ ij0=  1,11 le-3.eo8f_
_ 2 е-о,з8ш  (0,0551 cos 1,158/ — 0,1642 sin 1,158/) — 1, 

Yjj =  0,8598e~3'908i —
—  2e-°-386B< (0,4299 cos 1,158/ -f- 0,6420 sin 1,158/),

t\z=i  l,654e_3,908i —
—  2e-°-3865«(0,8274 cos 1,158/ — 0,0038 sin 1,158/).

Теперь по формулам (24) мы можем выписать прибли­
женное решение. Проектируя на ось х 0, получаем следующее 
выражение для угловой скорости машины:

п =  1 *о (0 =  —  т)о (0; 
п =  2 JC0(/) =  —  1)о (/);
п =  Ъ x 0(t) =  —  -rjo (/) +  0,63т)2 (/).

Подставляя выражения функций т)0(/), (/), 1)2 (/), найдем
окончательно:

п —  1 х0( / ) =  1 — е - г-009<;
п =  2 je0 (/) =  1 —  е-°«4469г (cos 1,107/ -  0,4037 sin 1,107/);
п — Ъ *„(/) =  1 — 0,069е-3-9Ш —

—  е-о,з8в5< (0,931 cos 1,158/ —  0,3332 sin 1,158/).

11 Зак. 3189. Ю. В. Воробьев



На черт. 7 для сравнения приведены графики трех при­
ближений, соответствующих п =  1, 2, 3, и график точного 
решения, вычисленного численным интегрированием, причем 
оказалось, что третье приближение отличается от точного

1 3 8  РЕШЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРН. ЗАДАЧ МЕТОДОМ МОМЕН-ТОВ [ГЛ. V

в четвертом знаке, поэтому их графики слились. Для прак­
тических целей достаточно уже второго приближения.

§ б. Колебания самолета с автопилотом типа Сперри

Рассмотрим переходной процесс в системе самолет — 
автопилот, описываемый линейным дифференциальным урав­
нением шестого порядка*)

d6x 16.4 $ + Ю 7 , 4 $  +  3 6 4 , 2 $ 1 И 6 . 5 $  +

+  771,2 dx
~dt +  292,1* =  0 (25)

с заданными начальными значениями искомой функции * (/) 
и ее производных при t =  0:

*(0) =  0, * ' (0) =  20, *" (0) =  х'" (0) =  х 1У (0) =  x v (0) =  0.

*) См. Ио ффе  Г. Ш. [1], В. В. С о л о д о в н и к о в  [1].
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Полагая
х0 =  х, х г =  х", x4 =  x IV,
х 4 =  х '— 20, х 3 =  х'", х 6 — xv ,

преобразуем дифференциальное уравнение (25) в систему

*о = -*ч +  20> 
х[ =  х 2,

X'

X, =  X.,

*5-
х '  =  — 16,4л;5 ’ о

(250

107,4х —  364,2х, 1 1 4 6 , 2 х 2 —

771,2хх —  292,1 х0 — 1542,4.

При * =  0: х0 =  х 1 =  х2 =  х 3 =  х4 =  хб =  0.
Так же как и в предыдущем примере, введем шестимер­

ное пространство векторов с составляющими х0, х и . . . ,  xG. 
Правая часть уравнений (250 определяет линейный оператор 
в этом пространстве, и систему (250 можно записать в виде

^  =  A x + g ,  (25")

где g  имеет составляющие:

go =  20, g x =  0, g2 — 0, g3 =  0, £ 4 =  0, g 6 —  1542,4,
х (0) =  0.

Систему базисных векторов z0, zu . . .  будем находить, 
итерируя обратный оператор

Az0 =  g, Azy =  z0......... AZj =  Zj_u . . .
В координатах эти векторные уравнения имеют вид

хШ =  хО'-0, x ^  =  xW-‘), хО) =  хО"-1),
Х(Л =  хО-»>, х(Л =  х^-1),

— 16,4x01)—  107,4x0)— 364,2х№ — 1146,2x0') —
—  771,2x0) — 292,1 хО> =  хО~ О,

11*



где jeW), — составляющие вектора Zj. Решая
эту систему, получаем рекуррентные формулы, выражающие 
составляющие вектора Zj через составляющие вектора Zj_v
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Х(Л =  —  2,64020д:+1)— 3,92400x^-0—  1 ,2 4 6 8 4 ^ -0  — 

—  0,3 6 7 6 8 ^ -!)  —  0,056145х(?~» — 0,0034235л£’- 1>, 

х<Л =  х (/-1\  х[Л =  х[1-'\ х[Л =  х(/~'К 

XU)=^XU-О, д<Л =  jcW-D.4 о * б  4

Полагая z_ l =  g, находим по этим рекуррентным формулам 
составляющие базисных векторов z0, z u z2:

zo= \ 0 ,  20, 0, 0, 0, 0),
*! =  (— 78,4800, 0, + 2 0 ,  0, 0, 0),
2г2 =  ( +  182,266, — 78,4800, 0, + 2 0 ,  0, 0).

Скалярные произведения определяются как сумма произведе­
ний составляющих

(20, Zo) =  +  400, (z0, *0 =  0, (z0, z2) =  — 1569,6,

(zlt z j  =  6559,1, (zu z2) =  —  14304,2.

Уравнения для определения параметров ак имеют вид 

п =  1 ао =  0;
и =  2 400а0— 1569,6 =  0, а0 =  3,9240,

6559,1а!—  14304,2 =  0, ^  =  2,1808.

Приближенные решения уравнений (250 записываются 
в виде

п =  1 
п =  2

х  —  tq0z0; 
х — Ъ^о +  ^ и

( 2 6 )
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где функции т\к (() находятся из уравнений 

п =  1 —  7)0 =  1;

п =  2 — 7 ) 0 - 3 , 9 2 4 0 ^ = 1 , 1

, - 2 , 1 8 0 8 ^  =  0. 1

Интегрирование этих уравнений при нулевых начальных 
условиях дает

п =  1 -»1о(0 =  — 1;
п =  2 7)0( )̂ =  e - 0,2™i cosO>4215^—  1 —

— 0,6594е-0,2779г sin 0,4215^, 

^  (/) =  _  0,6047е-°'2778< sin 0,4215t.

Теперь по формулам (26) можно выписать приближенные

x(t).

-решения. Проектируя на ось х0 и пользуясь тем, что х0 =  x(t), 
получим

и = 1  л (/) =  0;

п =  2 x(t) — —[78,487^(0;
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или, подставляя выражение •%(#), найдем окончательно

п —  1 х  (#) э= 0;

п — 2 х  (#) =  47,46е-°-2™4 • sin 0,4215#.

Для сравнения приведем точное решение дифференциального 
уравнения (25):

х (#) — 0,164е-'М5<» cos (3,35# +  0,732)—
— 1,232e~0,648i cos (3,72# —  1,342) -f-

+  59,60е-°-” «  cos (0,428# +  1,57).

На черт. 8 приведены графики второго приближения и точ­
ного решения, откуда видно, что уже второе приближение 
дает для практических целей вполне удовлетворительную 
точность.



ГЛАВ А VI

ОБОБЩЕНИЯ МЕТОДА МОМЕНТОВ

§  1. Неограниченные операторы

Если исходный оператор не ограничен, то попытка про­
вести схему метода моментов сразу же наталкивается на ряд 
существенных трудностей принципиального характера.

Ввиду того, что подобные попытки предпринимались без 
достаточных на то оснований (К. Ланчос), мы считаем не­
обходимым остановиться на этом вопросе.

Пусть А — неограниченный симметричный линейный опе­
ратор, определен на линеале La — плотном в гильбертовом 
пространстве Й. Прежде всего для постановки проблемы 
моментов нам нужно иметь такой элемент гй, на котором 
определены все степени оператора А. Вообще говоря, подоб­
ного элемента может и не существовать. Допустим все же, 
что он существует, это, например, будет иметь место, если А 
имеет простой спектр. Решая проблему моментов, мы можем 
построить последовательность операторов Ап, таких, что

zk =  Akz0 =  Aknz0 (k =  0, 1, . . . .  п —  1), )

Enzn === AuZq. 1

Рассмотрим линеал Lz элементов вида

х  =  Qm (А) Zq,

где Qm —  произвольный полином, значок т указывает его 
степень. Очевидно, по самому определению z0 все элементы Lz 
принадлежат области определения оператора A: Lzc La - На 
линеале Lz последовательность операторов Ап сходится
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(сильно) к А, так как при п ^ т - 1-1

Ах — Апх.
Таким образом, предельный оператор А'  =  Нш Ап совпа-

п ->  СО

дает с Л на линеале L„. Если теперь оператор А'  —  замыка­
ние оператора А'  —  самосопряжен, так же как и исходный 
оператор Л, то по теореме Ф. Реллиха последовательность 
спектральных функций операторов Ап сходится (сильно) 
к спектральной функции оператора Л в любой точке, не при­
надлежащей точечному спектру оператора Л. В этом случае 
говорят, что проблема моментов определена, в противном 
случае мы не можем утверждать, что спектры операторов Л„ 
стремятся к какому-либо пределу.

Таким образом, использование метода моментов при реше­
нии задач с неограниченными операторами связано со значи­
тельными трудностями и вряд ли рационально, даже если 
исходный оператор и самосопряжен. Во-первых, обычно 
бывает довольно трудно построить элемент z0, на котором 
определены все степени оператора; во-вторых, даже после 
того, как элемент z0 построен, еще нет уверенности в том, 
что решение можно довести до конца, так как проблема 
моментов может оказаться неопределенной.

Для ограниченных операторов этих трудностей не суще­
ствует. Операторы всюду определены и мы ничем не связаны 
при выборе исходного элемента z0, который обычно, есте­
ственно, выбирается исходя из конкретной задачи. Кроме 
того, для ограниченных операторов проблема моментов всегда 
определена и, следовательно, можно быть уверенным, что 
решение задачи можно будет довести до конца.

В связи с этим встает вопрос, нельзя ли свести задачи 
с неограниченными операторами к линейным задачам, содер­
жащим лишь ограниченные операторы? В некоторых случаях 
это удается сделать.

Пусть линейный (неограниченный) оператор А задан на 
линеале La , плотном в гильбертовом пространстве Н. Рас­
смотрим уравнение

A x = f
и предположим, что оператор А имеет вид

А =  А0— К,

( 1 )
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где А0— положительно определенный самосопряженный опе­
ратор, заданный в LA. Ограничения на оператор К  будут 
наложены ниже.

На линеале LA введем новое скалярное произведение, 
полагая:

[х, у] =  (А0х, у).
Так как А0— положительно определен, то существует такая 
постоянная у >  0, что для всякого x £  LA справедливо 
неравенство

[х, х \  =  (Айх, х ) ^  f \ \ x \ \ 2 >  0 ,  х ф О .

Введя новое скалярное произведение, мы превратили 
линеал LA в гильбертово пространство, вообще говоря, 
неполное. Пополнив его предельными элементами, получим 
новое пространство Н0. Линеал LA всюду плотен в Н0 и все 
элементы Н0 принадлежат также исходному пространству Н. 

Если теперь допустить, что оператор К таков, что
Т =  Aq1K  вполне непрерывен в Н0 или, точнее говоря, 
может быть расширен до вполне непрерывного, то урав­
нение (1)

А0х  —  Кх =  f  (1)

можно заменить ему эквивалентным

x — T x  =  Ao1f,  (2)

для решения которого уже можно применить метод моментов.
В качестве z0 можно взять Л ^1/ ,  определяя его из урав­

нения
AQzQ =  f.

§  И

Далее zx =  Tz0 — Aq1Kz0, откуда

AqZx == Kzq.
Таким образом, элементы последовательности zk определяются 
как решения уравнений

A0Zic =  Kzk_1.

При вычислении коэффициентов полинома Рп (X) нужно, конеч­
но, скалярные произведения брать в новом пространстве Я0,
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где
lz i 1 zk\ == zk) t=  (Kz i-1> zk)-

После чего решение, если оно единственное, можно найти 
методами, изложенными в гл. II.

Этот способ решения уравнений практически может быть 
использован лишь в случаях, когда оператор А0 имеет доста­
точно простой вид и хорошо изучен.

§ 2. Обобщенный метод моментов

Метод моментов позволяет определить спектр оператора 
в подпространстве Нг— замыкании линеала Lz, состоящего 
из элементов вида

* =  Qm (А) zo<
где Qm(A) —  произвольный полином. Вообще говоря, под­
пространство Нг не охватывает всей области определения 
оператора и зависит от выбора исходного элемента zQ. Так, 
например, как нами указывалось, оператор А имеет в Hz 
всегда простой спектр и каждому собственному значению 
соответствует лишь один собственный элемент. Если исход­
ный оператор А задан во всем гильбертовом пространстве Н 
и имеет кратные собственные значения, то есть некоторым 
собственным значениям соответствует не один собственный 
элемент, а целое подпространство собственных элементов, 
то, сужая область определения оператора до Нг, мы теряем 
кратность собственных значений и из всего подпространства 
собственных элементов находим лишь один. Кроме того, при 
рассмотрении оператора А лишь в подпространстве Иг мы 
можем утерять не только собственные элементы, соответ­
ствующие кратным собственным значениям, но даже некото­
рые из собственных значений. В связи с этим представляет 
интерес обобщить метод моментов так, чтобы иметь воз­
можность исследовать операторы в более широких подпро­
странствах. Это может оказаться полезным и при решении 
некоторых практических задач.

Рассмотрим обобщенную проблему моментов.
Пусть в гильбертовом пространстве Н  задан ограничен­

ный линейный оператор А. Исходим из т произвольно
выбранных, линейно-независимых элементов Zo\ z(o \  . . . ,Zon\
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. . . .  =  .

4 т ) , z ^  =  Az(0m), z™ =  A z T ]-uum nm
(3)

Обобщенная проблема моментов ставится следующим 
образом: построить такой оператор Ащ, щ, „ , определен­
ный в подпространстве НП1,щ, ...,п , образованном из эле­
ментов, являющихся линейными комбинациями элементов

J i )  М )  _ ( i )  ,ZQ > > • • • » 1»

_('») ,(»>) Jrn)Zq , Z i  ..............Z n - \

и такой, что

(4)

4 °  = : Л Пп Иа, . . .' «то*0 ( к - =  0 , 1 ,  . . . ,  «1—  1),

Е п л , п2, 2(1) —  а н ‘ щ ,  • • • J 1)•«то20 ’

Л ш) = А к п3, • • •, ” m Z °
( к

»
=  0, 1, . .■ ■ , n m - 1)>

=■ ,<m> — АП'п Zan)......«я. “то — 4 .  ... ......я 20 -

(5)

где Envni, — оператор проектирования в подпространство 
Нп„ птш

Решением проблемы моментов (5) является оператор, 
определяемый формулой

•^п„ п„ • • •, Пт — £»„ я а, • • • I птАЕщ, щ, пт- (6)

Если оператор Л самосопряжен, то ......П)в также
самосопряжен. Последовательность операторов ЛП1........
ограничена в совокупности
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Образуем подпространство Нг(i) г(2) являющееся
замыканием линеала г(2) ,..., г(«) > образованного из эле­
ментов вида

x  =  Qi  (-4) Z o ' - | -  Qa ( ^ )  zo2) • • • 4 ~  Qm ( ^ )  2o \

где Qj(A) — произвольные полиномы.
Совершенно аналогично тому, как мы это делали выше, 

показывается, что подпространство ^ z(i), г(2),..., г(™) приводит
оператор А и последовательность A„lt ..., „т при безгра­
ничном возрастании всех индексов сходится (сильно) к А 
в подпространстве Hg(i) g(2> г(т).

Если А самосопряжен, то отсюда следует и сходимость 
(сильная) спектральных функций

...........” т  -*■  §Х  ( « 1 , « 2 ..................пт - >  о о ) .

Если же оператор Л вполне непрерывен, то сходимость
равномерная и собственные значения оператора Ащ, ........и
сходятся к собственным значениям А.

Покажем, как вычисляется спектр оператора Anii>h, „т.
Предположим, что элементы (3), составляющие базис под­
пространства Нпищ........ . линейно независимы. Так как
Ещ,п„.:,птг М £ Н п„щ, . “ ям С / = 1 ,  2, . . . .  от), то найдутся

такие числа

«й’. «!?...... «§>,«!?........................................ ......................... У
( 7 = 1 .  2......... от),

ЧТО

р Ji) _  №а»-(о Ji)  „<2М2>_

„w . / 2>' ‘A f f t i - l j 1 '
( m ) ( m )  ( m ) A m )—  a<y ^0 —  aij -

( 7 = 1 . 2 ,  . . . .  от). (7)

Умножая скалярно равенства (7) на базисные элементы (3), 
получаем систему линейных алгебраических уравнений для
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вычисления коэффициентов а:

<4“, 4 ч) 4 ? - н 4 ‘>, 4 V ,?  +  • • ■ Л  « '.% +  
+  (4°, 4 * ’) ag’+ r f ’, 4 W)«S’+  ■ ■ • + < 4 ’_„ Л  «£>_,И

+ (4 "> , 4 *,)4 ’ | - и 4 “\  4 V , ? +  ■ • ■ 
4 * ’> < ’- ц + ( 4  Л  =  о

0 =  !, 2......... т; k =  1, 2 ...........т) s =  О, 1........... —  1), (8)

где мы воспользовались равенством

(Еп„ Щ, и„44$, zik)) —  (ziil z(k)).

Уравнения (8) состоят из т систем линейных алгебраи­
ческих уравнений, отличающихся лишь свободными членами, 
каждая из которых имеет порядок Пу-\-п2-\- . . . -f- пт. Опре­
делитель этих систем есть определитель Г рама базисных 
элементов (3) и, в силу предположения о их линейной 
независимости, отличен от нуля.

Пусть ).— собственное значение, а и —  собственный эле­
мент оператора ~А„1: щ......„т. Так как ......, пю, то
его можно представить в виде

т
« =  2  ( # )4 Л+ б (гЛ*<1Л+  • • • +  № - Ж л о.

j =i J 3
Подставляя в уравнение

Anlt па, . ътЧ == ̂

и пользуясь формулами (5), (7), получим 
т  ш

2  (йЛ4Л+йЛ4Л+ ...+ бй -^ ?-о -2  etf-i«W +j  = X J з  j  = i з

+  аЩ4‘> +  ••• + « “ ,- y ^ 1+ « S ? 4 !>+ « ! !j 4 I ,+

+ « („ % г£ >- . +  ... +
т

• • • +«ir)-u4m)-1= x2  ( W +  йя4л+ . • .+4Л-14Я о.т J “ щ i = i  3 3
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Приравнивание коэффициентов дает систему уравнений для 
определения X и

V  J k) — lf<k) 
J=1 -7
m

40 4n ---  4̂1 >
j=i * ( * = 1 , 2 ......... m). (9)

c( ft )
?nft-2

(*>
"ft"1

Собственные значения оператора Дп,, я„ .... n есть корни 
определителя системы (9). Из нее же находятся и коэффи­
циенты

До сих пор мы предполагали, что все элементы последо­
вательностей (3) линейно-независимы между собой. Если это 
не так, и в последовательностях (3) встречаются линейно­
зависимые элементы, способ образования подпространства 
Нг( 1) г(2) 4т) следует несколько изменить. Допустим для
определенности, что при вычислении итераций элементы
г*1), . . . ,  ,, . . . ,  2(”9, . . . ,  2 (т) оказались линейно-не-0 «1-1 О пт 1
зависимы, а г(р  линейно зависит от них. В наших обозначе­
ниях это записывается следующим образом:

щ. Ш п. , z№.

В этом случае дальнейшего вычисления итераций опера­
тором А элемента z(■?> производить не следует и подпро-

nj
странство H z(x) г(2) г<Ш) образуется как замыкание линеала 
* z(i),e(2) , г(т), состоящего из элементов вида

* =  Qi (А) 4 ‘) +  . .  . +  Qj (А) 2</> +  (А) 4»>,

где степень полинома Qj(A) не выше, чем tij— 1. Под­
пространство Нг( 1) г(2) г(т) и в этом случае приводит опе­
ратор А.
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Если же окажется, что при некоторых пи п2, . . ., пт 
все элементы ......... гУ  линейно выражаются через преды-п1 пт
дущие и принадлежат подпространству Н П1, щ......„ , то оно
приводит А и Я г(1)_ 2(2)......г(т) =  Нп„щ, ...,пт- Операторы А и
Аг„ па, .... пт в этом подпространстве совпадают.

Обобщенный метод моментов может оказаться полезным 
не только для вычисления спектра операторов в более широ­
ких подпространствах, но и при решении некоторых линейных 
задач.

Мы не будем приводить все возможные применения обоб­
щенного метода моментов и для иллюстрации метода ограни­
чимся лишь одним примером.

Рассмотрим уравнение

^ = = - A x - \ - g J 1(t)-\-g'Sf 2(t)-{- . . .  (10)

где g v . . . ,  g'm_1 — заданные элементы гильбертова про­
странства Н ; А —  симметричный определенно положительный 
оператор, вообще говоря, неограниченный; х £ Н — искомое
решение; fx(t), f 2{t)......... f m_x (t)— скалярные функции.

Для того чтобы полностью определить решение, нужно 
задаться начальными условиями:

при t — 0 x  =  x Q.
Так как А — определенно положительный оператор, то 

он имеет ограниченный обратный, который мы будем счи­
тать заданным во всем N.

Перепишем уравнение (10) в виде

А  1 - ^ - \ - х = А  . . .  A  g ' m - i  • / т - 1  ( 0 -  ( Ю О

Это уравнение можно было бы решать и методом моментов, 
представив искомое решение в виде

х  =  x 0{t)-{-xl {t)-\- . . .  x m_t (t),

где x k (t) определяется из уравнений

^ ‘ ^  +  ^0(0 =  °. хо(0) =  х0,

А ’ 1 +  х ,  (0  =  A - lgk ■ Д  (t), х к (0) =  0.
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Способы решения этих уравнений методом моментов были 
разобраны в гл. V,

Если ввести обозначения
zW =  X . z№ =  а , О О’ О »1> z(m) —. гг ^0 1>

то легко видеть, что x k (t) принадлежат подпространству Hz(k), 
образованному замыканием линеала, состоящего из элемен­
тов вида

Вообще говоря, подпространства # г(й) налегают друг на 
друга и некоторые из них могут просто совпадать. Поэтому, 
естественно, сразу искать решение в подпространстве 
Л 2( 1) г(иг), которое содержит в себе все элементы всех
подпространств Н^к)- Для этого придется применить обоб­
щенный метод моментов.

Прежде всего вычисляем последовательности базисных 
элементов (3), причем роль А в этих формулах у нас будет 
играть обратный оператор Л-1

Zo] =  х 0, (О Zq , ,(1).-п1 ■ . д -М 1) ,

J™)_ „ ~(™)_Zb — & т—11 Z\ — ^  Zq i =  Л -1 Лт)

Элементы z№~> последовательно определяются из уравнений

^ ) = 4 » = Х о . . . . .

Azm = z^ )==gm_v . . . .  Azw  =  zw _ v

Уравнение (10') заменяем близким к нему уравнением 
дх„

щ........ dt ■ X h

=  4 2)Д ( 0 +  (п )

Легко показать, что последовательность х П1<щ......п при воз­
растании индексов сходится к искомому решению х, если 
положить Хщ, щ......пт (0) == х0.
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Так как оператор А 1 самосопряжен, то можно восполь­
зоваться его представлением через спектральную функцию

м
A~l =  J  kdgx, М >  0.

о
Искомое решение, как можно убедиться непосредственной 
проверкой, выражается следующим образом:

м -1 Ы г  t

X ■ f  е х d$xxo Ч~ f  f  fj(%)
j = 1 о

ft

Оператор A 1 положителен, а функции e x, f  x ^ f t
о

непрерывны при положительных значениях X, поэтому из 
сильной сходимости последовательности операторов Anit..,,n
к оператору А следует, что последовательность х П1.........
сильно сходится к х  при неограниченном возрастании индексов. 

Покажем, как можно вычислять приближенные решения.
Так как x„t..... принадлежит подпространству H„s..............„ ,
то он представим в виде

Ш
Хп...... =  S  ( z ' t W  (t) +  (/) +  . . .  + 2 № _ 1Т]0>_1 (О),

= 1 1 3
где т$)(?) — скалярные функции времени.

Подставляя это выражение в уравнение (11), в силу фор­
мул (5) получим

т

. . .  =
1=2
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Используя формулы (7) и приравнивая коэффициенты, при­
ходим к системе обыкновенных дифференциальных уравнений 
для определения функций ■»/*)(/):

з=1

( s = 1 . 2 .........т),

dt
■nM —  % (̂ri) V - i  un - i :

drlnLi
I t

где f 0(t) следует считать равным нулю. Для того чтобы 
*п„ .... пт удовлетворяло поставленным начальным условиям 
необходимо, чтобы

(°) =  1 #  (0) — . . .  =  TjP)., (0) =
=  . . .  =  т)б”)(0) =  . . .  = ц  _ (0) =  0.

и т
Эги начальные условия обеспечивают единственность решения.



ГЛАВА VII
РЕШЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ

§  1. Интегральные уравнения
Рассмотрим вещественное интегральное уравнение 

ь
*(S) =  P J /C (s , t )X ( t ) d t f ( s )  (1)

a

и введем гильбертово пространство L2, элементы которого 
есть функции л:(5), интегрируемые с квадратом в промежутке 
[а, Ь]. Скалярное произведение и норма определяются в L2 
следующим образом:

ь г~ъ
(х, у)  =  J  a (t) у  (t) dt, II л: II =  т /  J  x 2(t)dt.

о  г  а
Е сли ввести оператор А

ъ
Ах — J  K(s, t )x ( t )d t ,

а

то уравнение (1) записывается в виде
x  — \i.Ax-\-f. (2)

Оператор А будет вполне непрерывен, если двойной ин­
теграл от квадрата ядра ограничен 

ъ ь
/ /  Кг (s, t) ds dt <  +  со 

a  a
b b

№ < / J K2(*> t)dsdt.
a  a
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В классической теории интегральных уравнений обычно 
излагается метод Лиувилля — Неймана. Решение уравнения (1) 
ищется в виде ряда по степеням параметра р

X (S)  =  z0 (S)  +  pZj (s) +  ( $ ) + • ■ •  +  vnZn ( $ ) + • • • .
где

ь
z0 (s) =  f(s),  zx (s) — Az0 — f  K(s, t ) f ( t )dt ,  . . .

a b
. . . .  zn (s) =  Azn- t  =  J K(s, t ) z n- i ( t )d t ..........

a

и показывается, что ряд сходится к x(s) в среднем, если-

Ы ! < -Г - 5 ----- 5----------- • (3)
/ /  К2( s, t) ds dt

а  а
В методе моментов мы ищем приближенное решение в не­

сколько более общем виде:
хп (s) —  а0 (р) z0 (s) +  fl! (р) Zi (s) - f  . . .  +  CLfi—i (p) z n - 1  (s),

(4)
где коэффициенты ak определяются из следующих формул:

а0=  1

flj — ра0

dn- 1 =  P«n-2-----
.........  Я

(*„. *o) «„+(*<>. г,) «,+ ••■ + (г„. *п- l) + гп)=0' \
(*.. +(г» г„) = 0, I (5)

(г п —1 Л ) ^ + ( * п - 1 ,  *.)« 1 +--- + (*я -1 .  * n - l )  « « - !  + ( * „ -  1 , *„)=«, J
Ь

P,i O') =  *•” +  а„-Л п- 1 а0, (Zi, zk) =  f  Zi (t) Z*. (0 dt.
а
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Последовательность x n (s) сходится в среднем к искомому 
решению

ь
j  [X (s) — х п (s)]2 ds -> О
а

не только при условии (3), но и при любом правильном 
значении jx, когда уравнение (1) разрешимо при произволь­
ном выборе f (s)  из L2.

Вычисление приближенных решений x n (s) сильно упро­
щается, если ядро симметрично, в этом случае обычно можно 
воспользоваться алгоритмом (36') гл. III:

xn+i (s) =  х п О) hngn (s),

gn 00 =  Гп (S)  • +  In^gn-t  (s), 

Гп (s) =  rn- l (s) — hn g n - l ( s )  —  v- f  K ( S ,  t ) g n - l ( 0 d t . (6)

L а
Ь

f  r2 (s)ds
а

Пп Ь ь

/
ь

gn(s) — p f  к  (s. t ) gn U ) dt
a

gn  («) ds

b

J rl t l (s)ds

J  r2n (s)ds
a

rQ (.S) =  g0(s) =  f(s),
b

rn (S) =  f(s) —  x n (s) +  [X J  к (s, t) x n (/) dt.
a

|Если имеет место условие (3), то оператор Е — А положи­
тельно определен, x n(s) существуют при всех п и сходятся

12 З а к . 3189. IO. В. В оробьев



в среднем к решению уравнения (1). Если же условие (3) 
не выполняется, то в исключительных случаях при некото­
ром п hn может обратиться в бесконечность, тогда нужно 
пользоваться способом, изложенным в гл. III.

Как было показано, jcn (s) стремится к решению быстрее 
любой геометрической прогрессии.

Решение интегральных уравнений методом моментов свя­
зано с вычислением большого количества квадратур. Поэтому 
иногда может оказаться полезным брать в качестве исход­
ного элемента z0 не функцию f(s)  —  свободный член ура­
внения, а какую-либо другую функцию, для которой квад­
ратуры легко вычисляются, и такую, что /(s )  можно с лю­
бой точностью аппроксимировать функциями вида

tp (s) — a0z0 -f- alz l +  • ■ ■ +  anzn

тогда решение уравнения можно получить по формулам 
гл. II и III.

Отметим, что часто бывает рационально применять метод 
моментов не в чистом виде, а комбинируя его с итератив­
ным процессом.

§  2. Краевые задачи для обыкновенных 
дифференциальных уравнений

Рассмотрим теперь линейное дифференциальное уравне­
ние второго порядка

Ах  =  .1  (р (/) х '  (0) +  ~ ( q  it) * ( /))  +  /■ it) х  it) =  fit),  (7) 

*(0) =  х(1) =  0, p it) >  0, 0 < г < 1
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и положим 

где
Ах  =  А0х  -(- Кх,

А °  x = 4 i i p ^ x ' W  > K x  =  4 i ^  W  х  ^ +  r  (0 x  i t )  ■

Оператор A0 отрицательно определен на линеале функций, 
непрерывных на отрезке [0,1] вместе со своими производ­
ными до второго порядка включительно и равных нулю на
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концах промежутка:
1 1

— (А0х, х ) =  — j  {рх') х dt — j  p{t) х ' г (t) dt >
О 0

1 1
> m i n  p(t) . J  x ' \ t )  dt >  min£  (/) J  x* {t) dt =  ||*||*.

о 0

Введем новое пространство H0, в котором скалярное 
произведение определяется следующим образом:

1
[X, у] =  — (А0х, у) =  —  j  (рх' )у  dt =

О
' 1

=  f  p( t)x ' ( t )y ' ( t )dt .
О

Покажем теперь, что оператор Ац1 К вполне непрерывен в Н0. 
Если ввести функцию Грина, то

1
v =  Ao lu — j  G(s, t )u  (t) dt, 

о
поэтому

l
у  — Aq 1Kx  — j  G (s, t) (qx) - f  rx:j dt. 

о

Так как G имеет непрерывные первые производные, то

у  (S) =  у  Ё Я £ ± )  [JL {qx) +  гх |,„
о

или, заменяя x(t)  по формуле
t

x ( t ) — j  х'  (t)dt 
о

12*
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и производя интегрирование по частям, получим
1

у '  (s) =  J  N  (s, t) х '  (t) dt, (8)
о

где
t

N {s> t) =  (q' (6) +  г (£)) d\.
о

Так как функция N  (s, t) непрерывна, то выражение (8) 
определяет вполне непрерывное преобразование, откуда и 
следует, что оператор А ~1 К вполне непрерывен.

Таким образом, уравнение (7), если оно имеет единствен­
ное решение, может быть решено методом моментов. 

Исходная функция z0(t) находится из уравнения

4i  (р V) z° (0) =  / ( 0 .  МО) =  «о (1) =  О,
откуда

1 е

* 5 / Я 1 ) / /(т))^  tГ 1 г . 0  Р(,0 г л
Zo(n= J  m i  f w w * -  у ~  J  pay0 0  /  gg 0

J  p ( t )0
Остальные члены последовательности zk определяются из 
уравнений

A0zk =  Kzk. u

j t (Р (t ) zk (0) =  j t (q (t) zk_x (/)) +  /■ (0 (f),

при этом

l î* 2%) z=z ” c) =:=
1

= — f  [m(gZi-i)JrrZ i-i] ZkdL0
Дальнейшее вычисление решения идет по обычной схеме. 

Заменяя уравнение (8) ему эквивалентным

X (t) -j- Тх (t) =  Ло /  (0 =  2*0 (0. (9)
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где Т — А0 1К, и пользуясь тем, что

Tzk_u
можно найти решение методом, изложенным в гл. II.

Отметим лишь, что приближенные решения будут схо­
диться в Н0 в среднем, то есть

1 1
f  ^ 1 р (0 (У  — х'п) \ ( х ' - ~  x'n)d t  = J  p( t) (x '  —  x'nf  dt ->■ 0. 
6 о
Откуда, в силу положительности p(t), следует равномерная 
сходимость приближенных решений x a(t) к решению урав­
нения (7).

Перейдем к проблеме собственных значений.
Так как дифференциальные операторы не ограничены, то 

непосредственно применять метод моментов для определения 
их спектра, вообще говоря, нельзя, однако, если оператор 
самосопряжен

-I- со

Л =  J  l d t x,
— оо

то при вычислении его спектра можно применить метод мо 
ментов к ограниченному оператору

Ь оо

f ( A ) =  f
— оо

где f(k) —  ограничена иа множестве точек спектра. Найдя 
собственные значения оператора / (Л) (соответствующее 
уравнение имеет вид: f (A) и — \хи), мы легко вычислим и 
собственные значения исходного оператора А из уравнения

/0 0  =  ^.
причем собственные элементы у А и / (Л) совпадают. 

Рассмотрим для примера задачу Штурма — Лиувилля:

£
dt

и '(а )— ««(«) =  0, и! (р) -ф- рм (Ь) —  0,
( 1 0 )



где p(t), r(t) — строго положительные, непрерывные функции 
от < в промежутке a ^ t  ^ Ь .

Оператор

Л'и =  7JT) [ ~  Ш [р <*> ж\ +  Ч “ W]
не ограничен, и его спектр состоит из вещественных соб­
ственных значений, причем отрицательных конечное число. 
Пусть I — вещественно и не совпадает с собственным зна­

чением уравнения (10), Тогда оператор В =  ^  ограничен,

самосопряжен и даже вполне непрерывен. Для определения 
его спектра можно применить метод моментов.

Покажем, как вычисляются элементы последовательности 
zk. В качестве z0(t) можно взять любую квадратично-интег- 
рируемую функцию. Далее, по определению,

*1 (t) =  Bz0(t)
ИЛИ

(А —  1Е)

Таким образом, z1(t) следует находить из неоднородного 
уравнения

—  Jt[p  (О +  Я (t) Zх (0 —  1г (0 z, (0 =  г (/) z0 it) ,

z[(a) —  az1(a)-=0, z[ (b) -)- $zx (b) —  0.

Аналогично определяются и остальные члены последователь­
ности:

{А — IE) zk (t) — zk_l (t). (ПО

В качестве скалярного произведения удобно взять выражение
ъ

(ги zk) =  f  г (t) Zi (t) zk (t) dt.
a

Дальнейшее вычисление спектра оператора В произво­
дится по обычной схеме. Пусть

Ви — jam,
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тогда «(/) есть решение уравнения (10), собственные значения 
находятся по формуле

Как ранее отмечалось, метод моментов с наибольшей точ­
ностью позволяет определить наибольшие по модулю соб­
ственные значения оператора. Так как р, =  г 1 то наиболь-
шие по модулю собственные значения оператора В соответ­
ствуют близким к /. Таким образом, меняя I, мы можем 
вычислять собственные значения и собственные функции 
в интересующей нас области спектра дифференциального 
уравнения (10).

Таким способом можно вычислять и собственные значения 
несамосопряженных дифференциальных уравнений, достаточно 
лишь, чтобы обратный оператор А ~ 1 был вполне непрерывен.

Предложенный способ вычисления собственных значений 
связан с решением дифференциальных уравнений (11) и (1Г). 
Поэтому иногда может оказаться более рациональным опре­
делять оператор В иначе.

Введем фиктивное уравнение в частных производных

д_
d t

— q(t)v  (/, 6) =  г (t) d v  ( t , 5) 
di ’

d v

Tt — av =  0, d v

d t
- f  P« =  0,

t — a, t =  b,
v  (t ,0) =  z0 (t)

( 12)

и допустим, что каким-либо из численных методов нами 
найдено решение при $ — Л, £ — 2h, . . . .  £ =  яЛ, . . .  

Перепишем уравнение (12) в операторной форме
civ

—  A v  =  W  $== ° >  V  =  Z Q ( t ) .

Интегрирование этого уравнения дает
+ со

* » (/,£ )=  J  e-rtdgxz0 =  e - Aiz0,
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так, что
v ( t ,  0) =  z0(t),

+ оо
v { t ,  h )  =  J  e ~ Xh d t \ Z 0 ,

-(- OO

v(t,  n h )=  J* e~nhx dZxZ0,
— OO

(13)

Введем теперь оператор В по формуле В =  e~hA. Так как А 
имеет конечное число отрицательных собственных значений, 
то В ограничен.

Из формул (13) следует
v(t,  0) =  zo(t),
v(t, h) =  z 1 (t) =  Bz0(t),

v (t, nh) =  zn (t) =  B nz0 (t).
Таким образом, решая фиктивное уравнение (12), мы вычис­
лили ряд степеней ограниченного оператора В.

Решая теперь обычным способом проблему моментов, 
можно найти как собственные значения, так и собственные 
функции оператора В. Пусть

Ви —  р.и,
тогда и — есть решение уравнения (10) при собственном 
значении X, равном

Х =  - 1 |п ,х.

Несколько другой способ введения фиктивного уравнения 
был предложен В. Милном [1]:

dv (t, 6) 
dt

dv 
dt

■r(t) d”-v (t, 5) 
d& '

dv n
■;d i ~ av =  °-

t  =  a ,

v { t ,  0 ) =  20 ( 0 ,

t — b, 
dv(t, 0) _  

dt ~~

0,

0.

( 1 4 )



§ 2] ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Интегрирование уравнения (14) дает

1 6 5

v( t ,%)= f cos 
—  00

v(t,  0) =  z0(t),
-I- 00

v (t, h) — J  cos h Y l  d i x z0,
— CO

4 - OO

v  (t , nh) =  J  cos nh У  \  di^Zg.
— OO

Введем теперь ограниченный оператор В по формуле

Н- оо

В — J  cos V к
—  СО

(15)

Степени этого оператора легко вычисляются, если вос­
пользоваться формулами

cos 1 \ *  — 1
cos k l A - f

+  ( j )c o s  (к—  2))/"Х • • . Ч- l  * - i  Jco sV x

при к нечетном и

cos;^ М 1 Г cos к ]/ X

f  ( J ) c o s ( A  —  2)У Х +  ^ - 2 ) c o s 2 ^ X k L i .
2 2



при k четном. Действительно,

zi (t) — Bz0 — v (t , h),

+ 00 +00 
z2(t) =  B2z0 =  j  cos2yOTtfgx2:o =  y  f  d$xz0->f-

— CO — CO

+ oo

+  T  /  co s 2 l /T  d$xz0^ ~ z 0( t ) ^ r^v ( t ,2 h ) ,
— oo
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z k(t) ~  B kZ0-

->k- 1 v(t,  * A ) + ( J ) v ( / , ( A  — 2 ) A ) + . . .

(k — нечетное),• • . —f- [ _1 J v (t, h)

_ 1_
2  ̂- 1 '(t, k h ) + ( \  )v{ t ,  (k—2) A ) + . . .

• • • + 1 k~ 2 J v V, Щ?j v(t,
k \

Zp (i) , 
2 / 2*+  ( к четное)-

Далее спектр оператора В находится по обычной схеме 
метода моментов.

Вычислив р — собственные значения оператора В, легко 
найти и собственные значения исходного уравнения (10):

Х =  [arc cos р[2.

Собственные функции оператора В дают u{t) — решения 
уравнения (10).

Для вычисления решения уравнения (14) Милном реко­
мендуется использовать метод конечных разностей.
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§ 3. Уравнения в частных производных 
с переменными коэффициентами

Рассмотрим первую краевую задачу для уравнения эллип­
тического типа с переменными коэффициентами

Аи =  а(х:, v ) ^  +  b{x, у ) ^ - + с ( х ,  _У )^-Ь

- \-d (х, у ) ^ — g(x,  y )u  — f ( x .  у), (16)

где а, Ъ, с, d, g, f  непрерывны в конечной области D, а и b 
положительны, g — неотрицательны.

На контуре области D положим для простоты и |г =  0. 
Оператор А определен на линеале La — фунций, имеющих 
в D непрерывные производные до второго порядка включи­
тельно и равных нулю на контуре. На этом линеале введем 
скалярное произведение

(и, v) =  J  j" и ■ vda.
i)

На этом же'линеале определен оператор
. д * и  , д ”и  .А0и — а0 ^  b0 ̂  +  g0u,

где а0, b0, g0 —  постоянные, причем а0 >  0, 60> 0 ,  gQ̂ >0. 
Оператор А0 положительно определен.

Вводя новое скалярное произведение [и, v\ —  (AQu, v) и 
замыкая линеал La , получим гильбертово пространство Н0. 

Применяя к обеим частям уравнения (16) оператор Aq 1

AolAu =  Aolf,  (17)

приходим к уравнению с оператором Л<7гА, ограниченным 
в пространстве Н0.

Для решения уравнения (17) можно, вообще говоря, при­
менить метод моментов. Сходимость процесса, даваемого 
методом моментов, легко устанавливается, если, например, 
А отрицательно определен или если а и b —  положительные 
постоянные. В первом случае оператор A ^ XA самосопряжен 
и отрицательно определен в Н0, во втором случае он
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представим в виде суммы тождественного и вполне непре­
рывного оператора в Н0.

При решении уравнения (17) методом моментов нужно 
строить последовательность функций

z0 =  А Г1/ ,  *i =  Aq 'Azq, . . .

определяемых из уравнений
д "г0 , дГг0 . ,
дх- ()у ’- 4~ So^o f>

d4z t  , дГг х , 
д х 2 dy2 4 ~  *>*i

=  а &2ь I и д-гп
д х 2

, д г 0 
д х ^ ~ d ~dy gZ°’

Таким образом, этот метод можно использовать лишь для 
таких областей D, для которых решение уравнения с по­
стоянными коэффициентами

h dd^_-\-gQ,l =  h (.x ’ У)< и | г =  0

может быть эффективно найдено при любой функции h(x,  у). 
В общем случае приходится переходить к уравнениям в ко­
нечных разностях.

Используя квадратную сетку и заменяя в уравнении (16) 
производные конечно-разностными отношениями, получим

Ч~ {bit к ~Ь 2" di, к} u i ,  *+l 4 “ к ~2 d i ,  &) ui, к- 1

—  (2ait к +  2bif к +  h2gi, к) %  к =  h2fi, к• (18)

Введя положительно определенный оператор А0

A0u =  (2a0 +  2b0 +  h2g0)ui)k —

—  ao(ui + \,k~\~ ui-i,k) —  ^o(Mi, k+i +  ui-i,k)<
an>  0, b0 >  0, g0> 0 ,
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можно привести уравнение (18) к'виду, удобному для про­
ведения итеративного процесса;

Ли ■—- А^и —|— (д —|— До)  ̂== *2 f *

Применяя к обеим частям равенства оператор Л о \ получим

u = T u  —  hiA ^ 1f, (19)

Т — До (Д~ЬДо).
Для решения уравнения (19) применим итеративный процесс. 
Прежде всего решением уравнений

(2*0 +- 2*о +  *2До) -  а0 (f>  ь * +  е$°> и ft) -

находим е<°) =  ■— h2A ^ x f.
Далее полагаем

ц(1) =  7е«» — /гМ0-1/ ,  «(1) =  £(0) +  £(1), £(1) =  7е<°),

и{п+1)= ти№ — h2A o lf,  и<в +1) — и(») +  £(">, s<«> =  Tet”- 1),

где е<п) находится из уравнений:

Д > >  =  ( Д  +  Д о ) е(» - ! )  =  Л и ( ” ) —  /г2/ ,

(2а0 +  260 +  *2До) в<”> - а0 ( в ^  к +  eJ'Oj,к) —

- Ч г(й  + х +  ^ % - 1 ) = Ъ %  (2°)
где

f i %  = -----[ 2  ( * i , f t  — * о ) - 1- 2  ( * j ,  ft —  * о ) Н ~  * 2 (Д г , ft — Д о )! е ) ”й '1) +

+  (ЯЦ,ft~" flo +
h
~2 И + “Л  +  ( ^ , ft

h \
a0 2 ft ji ® r a +

+  (*i,, h--- *0 4“
h
~2 ft *0 2̂  ft\e(n —1) _  j i ,k-l

=  (ai,,ft-h
h

-)
й<»>» + l, * +  («;, ft —

A
Y Ci,ft) Mi'-l.ft +

+  (*i, ft +
h , 
2 ft) МЙ  + 1 (*i, ft

A
Y di, ^  at i -1 —

ft +  2*j,ft - f  *2̂ ,ft]  * 5



Последовательность может, вообще говоря, и не сходиться 
к искомому решению уравнений (18), поэтому для получения 
решения нужно пользоваться методом моментов. За скаляр­
ное произведение, которое- используется в методе моментов, 
нужно брать, так же как и для дифференциальных операторов,

[е(„)) е(М)] =  (Л0е<»>, в<*»>) =  2  4 1  [(2а0 +  2b0 +  h*g0) е<.'й —
i , k  ’

-  «о  д а ,  * + -  bo д а + 1 +  e 5 - i ) J  =  2  4 1  • / д а  ■

Отметим, что при вычислении е ^ . в прилегающих к границе
узлах можно использовать стандартные уравнения (20). 
Отличие этих узлов состоит лишь в том, что f i<k имеют
другой вид, так как оператор А вычисляется по интерполя­
ционным формулам с неравными промежутками.

Постоянные а0, b0, g0 выбирают так, чтобы процесс 
приближений возможно быстрее сходился и вместе с тем 
уравнения (20) были бы достаточно просты.

Проще всего, конечно, взять a0 =  b0, g0 =  0. Уравнения 
(20) переходят в обычные уравнения плоской задачи теории 
потенциала, что позволяет при их решении широко исполь­
зовать электроинтеграторы.

При численных расчетах за а0, Ь0 и g0 рационально 
брать числа, близкие к средним значениям функции a, b, g  
в области D. Отметим, что иногда, если коэффициенты а, 
b, g  сильно меняются, можно, разбив D на подобласти, брать 
а0, К  До различными в каждой подобласти. При этом, ко­
нечно, приходится изменять и определение скалярного про­
изведения.

Таким образом, решение уравнений в конечных разностях 
с переменными коэффициентами приводится к последователь­
ному решению уравнений с постоянными коэффициентами. 
Способы решения таких уравнений были рассмотрены нами 
в гл. IV § 3.

Продемонстрируем этот метод на примере задачи Дирихле 
с осевой симметрией:
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л <Т<р
г д г ^ д г * ^
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(2 1 )

Уравнения в конечных разностях имеют вид

( 1 +  4 k ) У * . * + 1 +  <P'i+1. +  ( 1 ~ ш )  +
+  <Р*-1,л — 4?i,fc:= 0  (.Ьф 0),

4<Рi, I Ч~ 'Pi + l.oH-  T i- 1, 0 0=  0 (k — 0),
r = k h .

Так как уравнение Лапласа при г =  0 переходит в

• - 8 + . Й - .
з —

то, положив а0— 1, в качестве оператора А0 можно
взять

— 3
л 0ср —  5сPf' к —  cpi+ ] |  к —  к —  -g- (cpi, fc + 1 +  ? i ,  ft-1 ) •

Уравнения (20), из которых вычисляются последовательные 
поправки, принимают вид

Ц %  — eft?!,* -  eftJi, ft - 1  ( t i n  +  t U )  =  /*.*• (2°')

где (&>0)

Л П =  ( i - -  т )  -  (t  ■+ 2t ) «  +  eftl =

~  0 + i )  ^ + 1+ fft-i, ft+ ( l —  i )  tf)i”l - i +

+  <рЙ 1 . * - а2Л . * - Ш *
t  Г °  -  s& “0 =  4<Pftl +  <pft!b о'+

+ ? S - i , o - 6 (f S ;o - ,i2/i,u' 
Последовательные приближения вычисляются итеративным 
процессом

cpln). =  ср° —|— б0—)- еО)-]— ■ • • —j- еОг)>

или методом моментов, где скалярное произведение опреде­
ляется следующим образом:

[в<">, e("»)] =  2 / f t ^ 1)- e ^ .

§ 3] ----------------------------------------------------
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После того как найдено решение уравнений в конечных 
разностях (21), его можно уточнить, используя более точные 
уравнения. В задаче с осевой симметрией имеют место сле­
дующие соотношения между разностями значений функции 
в узлах сетки и оператором Лапласа:

Лер =  (l +  2й") сР«'.й-нЧ- tpi+i,fc-+ (l —-2k) ?<.*-! +
л  —  4ср<,й =  /г2 Д ер-)-О  (й 4) ( й > 0 ) ,

Лер =  4ер^,! —(— ер̂ +1<0- ) -  ер<_1>0—  6<р*,0 =  А2 Дер 0 ( й 4) (й  =  0 );

icf> =  (зГ̂ ~ 3F Ш2-!- Т92)р) ‘Р-*.*+1 “I з-(Ti+i.ftH- +
• /2 I 1 7 \ ,

+  U 3k 12/г2 192*3 у Ti, fc-i -И
(б- 384*з)  (Ti + l, fc+i +  ? i-i, fc + i) +

("6 T 2* 384*з)  C T i+ i .  f t - i  —h  f t - i>  —

-  (t  ■“  6f ) * =  h 2 ‘̂  +  Й  м ? + 10 (/г6) (* >  0)>
/- 1 , 20 . 2 . , . ,
Д? — 9" ?», 2 +  ~9- ?t, i Н“ "з (?i+i, i +  Ti-i, l) I

+  •3 (9»+i,o4“ Ti-I.o) — -§■ ‘Pi, 0 =  + 7 2  ДДф +  О (^6)
(Л =  0).

Таким образом, Дер можно представить в виде 

Дер =  Лер -f- Вер, 

где В имеет порядок й4.
Обозначим через ер* и ер** решения уравнений в конечных 

разностях Лер* =  0 и Дер** =  0.
Функция т) =  ер” — ер* удовлетворяет уравнению

Тц = — Дер* (22)
или

Лт] -)- Вт] =  — Дер*.
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Так как т\ имеет порядок малости /г2, то Ац —  О (А4), 
а вт) =  0(/г6), функция L's* имеет порядок малости /г4. Так
как при замене уравнения Лапласа уравнением L<.р =  0 пре- 
небрегается членами порядка /г6, то у нас нет оснований удер­
живать их и в уравнении (22). Поэтому поправку можно 
вычислять из уравнения

— Lcp* (23)
или

О  2 f t ) 71i> 'c + 1 ^ _  71,41 2 k j  "'ii, l i —1, к —

— 4%, к ~ f i ,  к (k>0),  
4rii, к - f  Ъ+1, к ч -  TQi-1, к — 6 ^  0 =  f it 0 (к =  0),

(23')

ГДе /г,7С=  — Lq>*.
Способ решения этих уравнений описан выше.
Таким образом, краевые задачи для уравнений в конеч­

ных разностях с переменными коэффициентами можно решать 
двумя способами:

1) Исходные уравнения в конечных разностях исполь­
зуются лишь для вычисления невязок, а фактически проме­
рами на электроинтеграторе решаются уравнения плоской 
задачи для уравнения Пуассона. Для обеспечения сходимости 
процесса приближений и получения решения при минималь­
ном числе итераций нужно использовать метод моментов;

2) Уравнения с переменными коэффициентами с возможной 
точностью заменяются уравнениями с постоянными коэф­
фициентами так, как это делали в задаче с осевой симмет­
рией. Уравнения с переменными коэффициентами опять исполь­
зуются лишь для вычисления невязок. Уравнения с постоян­
ными коэффициентами после исключения половины неизвестных 
решаются итеративным процессом с использованием метода 
моментов для ускорения его сходимости.

§ 4. Изгиб балки переменного сечения

Рассмотрим поперечный изгиб балки с заданным модулем 
упругости Е ■ J(£), находящейся под действием продольной 
сжимающей силы Р  и удельной поперечной нагрузки р(%). 
Координата \ отсчитывается вдоль балки (черт. 9). Изгиба-

13 Зак. 3189. Ю. В. Воробьев
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ющий момент удовлетворяет дифференциальному уравнению

ЛИ
dP

Р
EJ (£) —  Р&-

Рассмотрим случай, когда модуль упругости дается вы­
ражением

Е70Е • 7(5) =

+(4 Г
Ej

а сжимающая сила Р — ~ ^ \  поперечную нагрузку р (5) 

будем считать постоянной. Если ввести безразмерные

т

Черт. 9.

переменные х  =  ~- 11 у  —  то дифференциальное уравне- 

нйе запишется в виде

— — ( 1 + * 2) . V = + 1 -  (24)

Штрихами обозначено дифференцирование по д:. Краевыми 
условиями при шарнирном закреплении (М =  0 в шарнирах) 
будут

У ( — 1 ) = ^ ( + 1 )  =  0. (25)

В этом примере введенные в § 2 операторы имеют вид

А у =  — у" — { \+ х * ) у ,

АоУ = — У". Ку =  {\- \-х*)у.
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Последовательность функций zk (x) находится из уравнений 

—  z"u (х) =  (1 -)- х 2) zk_x (х),

~~ zo (■*) ~   ̂’ ziA 1) =  ( —(— i ) =  о .
Решая эти уравнения, получим

z0(x) =  ^ { \ — x 2),

Z1 (*) =  — (14 — 15*2 + * 6 ) .

Далее вычисляем скалярные произведения
-и

Î o* *ol (ДАн zô  f  zo zo (х ) —
~i

-i-i
=  f  j ( l  — x 2) d x =  0,666667, 

-1
-1-1 +1

I^i» Z 0 \ —  J  z t (x ) z0 (x ) dx  =  J"  (1 -j- я*2) (я ) dx =
- i  - l+ i

=  y  /  ( 1— x *) ( l — jc2)rfx =  0 ,304762,
- l

-и
[ Z V Z 1\ =  [ Z ^  z 0] =  —  J  ^  (* )  2 0 ( я )  tf *  =

-1+ 1

- l  
+ i

=  156 /  C1 — лг4)(14— 15дг* H -jc«) rfjc =  0,139913,
- l

+ 1 -Ы
[■*a, 2i l ==—' /  <  (■*) ^  (*) d* =  J  (1 + x 2) z \ ( x )d x = ;

-1 -1 
+ 1

=  3 g o /  0  + * 2)(14 —  15A;2 +  Jc6)2d jf= 1 0 -2 • 6,42613.

§ 4] ИЗГИБ БАЛКИ ПЕРЕМЕННОГО СЕЧЕНИЯ

13*
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Записав теперь исходное уравнение (24) в виде

У = Т у  +  *о
находим его приближенное решение по формуле (4). При­
ведем вычисления для п — 1 и п =  2.

При п =  1 (х) — a0z0 (х),

а0=  1 °о «о 1 Pi (к) =  к - f  Оо, где
P i  (1 ) 1 +  ао 1 +  “о ’

коэффициент а0 находится из уравнения
[z0, z0] a0 +  [^i, z0] =  0,666667ао-|- 0,304762 =  0. 

Производя вычисления, получим:
а0 =  — 0,457143, 
а0=  1,84211,

(х) =0,92106 (1 — х 2).
Во втором приближении, при я =  2

где

ао — 1

У г (х) =  a0z0 (х) +  atzt (х),

, ао_____________ 1 4- a tа0
р2( 1)

а, =  ап

1 +  ai +  ao l +  ai +  ao’
“I _______ 1

П 0 Р о (1 ) ~  1 + а1 + а0 '
Коэффициенты а0 и ах находятся из уравнений

[20> 2о\ ао Н- [zv z0] «i - f  [z2> z01 =  0, 1
\Zl< Z0\ CCq —(— [Z±, Cil Otj —(— [^2, Zi\ 0, j

0,666667a0 +  0 ,304762^- f  0 ,)39913=^0, \ 
0,304762a0 +  0,139913a!4-0,0642613 =  0. j

Решая эту систему, будем иметь
a0=  10~2 • 2,1781, 
oi1 =  — 0,50674, 
a0 =  0,95771,
Oi =  1,9416,

у г (x) =  0,477885 (1 —  x 2) +  0,032360 (14 — 1 5jc2 -|- x G).
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Для сравнения приведем таблицу приближенных решений 
и решения, найденного с высокой степенью точности чис­
ленным интегрированием:

X *<■*) У«Лх) У(х)

0 0,92106 0,93189 0,93209
0,2 0,88422 0,89332 0,89345
0,4 0,77369 0,77774 0,77772
0,6 0,58948 0,58617 0,58616
0,8 0,33158 0,32325 0,32325
1 0 0 0

§ 5. Расчет поля электростатической электронной линзы

Приведем расчет электрического поля электронной линзы, 
состоящей из двух ограниченных проводящих круговых ци­
линдров (черт. 10).

Электрический потенциал в пространстве между электро­
дами, если воспользоваться цилиндрической системой коор­
динат, удовлетворяет уравнению Лапласа 
• л «Г? . 1 д<р . (Г<р „



1 7 8  ИНТЕГРАЛЬНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ [ГЛ. VII

На наружном цилиндре ср =  0 и на внутреннем <р=1.  
Исходное приближение <р* решения уравнений в конечных 
разностях (21) было замерено на электроинтеграторе (черт. 11) 
(нижние цифры).

Г
*12
15

-14
33

63
54

*2
83

*.22 
122

*40
173

-84
228

*2!
256

-14
271

-10
281

-43
297

*7 -18 -20 -9 *22 *202 -340 *53 *21 -2 -41
31 67 1)1 ПО 254 374 525 576 595 607 625
-4 -18 -33 -51 -150 -564
46 98 162 248 375 584
-5 -39 -11 *1 *266 -450 *105 *34 *17 *8
58 123 200 300 435 /5/8 839 924 962 981 992
+7 -2 -3 *3 *5 *70 -132 -5 *3 -9 *2
66 139 225 331 463 618 776 875 932 965 985
*4 -1 -2 -8 *13 -I -65 -19 *15 *32 *1
71 149 239 347 474 615 750 849 913 953 980
-12 *.г -26 -14 -36 *П -21 *22 *1 -13 *12
73 152 244 352 478 613 742 840 907 950 978

Черт. И.

Прежде всего, используя более точные формулы, выпи­
шем невязки fi,u —  — Z-cp*:

а

\  <р*{ и- ( 2 1
1 1 1 7  )\3  1 3ft 12ft2 1 192ft4/

U * )  - ( 2 1 1 7 '
\ з 3ft 1 2ft2 192ft4

1 _L 
12ft 1 384ft4) (?;+| ,ft+1 +  ?*■-l.ft+i)

1
12ft 384ft4,) «

j *
+ 1, ft — 1 1 <f>i —1, ft-

?», ft-И —

)  t f . f t - l -

t i ,  0 =
13 »

Т Ъ . 0
1 20 «

~ТЬ,1 —  ('Pi+i.i 4 -  ? ;_ ы ) .9 'f’i.z '

— ■ j K + i , o + <Pl-1,o)(ft =  0). 

Невязки fi'U приведены также на черт. 11 (верхние цифры).
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Для вычисления ^ — погрешности приближенного решения 
ср* решаем последовательными приближениями уравнения (23). 
Первое приближение т)(°) вычисляем из уравнений (20').

Ч ° \
. т,(0)Н+1 ,к . „(о) __д  ( ф)  т,(о) \ _  тЩ-1,А 2 ( >i,k + l ' 4 ,k - l)— U.k-

Для решения этих уравнений исключим половину неизвест­
ных. Уравнения, связывающие неизвестные в узлах, отмечен­
ных точками на черт. 11, имеют вид 

а) Во внутренних узлах

+  4 № , » +  < ! , ,  „) +  9 М % 4, +  < > ,-,)!  +  Я- f >»/,., +

+ 2 (Л 11, к+ Л -1. к) + 3 (Л, к+1 + U, к - О]■
б) В узлах, прилегающих к торцам цилиндров,

( i f f ,

+ < > , - , ) ]  + ж [ 10Л .. + V ,

Аналогичные формулы имеют место и в узлах, где

:0.7,(0)
>1 + 1, К

■ 7 ,(0 ) ---  7 ,(0 )
4-1-1, fc-Ц  Н + 1 , к - 1

в) В узлах, прилегающих к боковым поверхностям ци­
линдров, где 7](°)

4 - 1 ,  к и
: --- Ич*-м,л+1 —

«  -  ж  I 1 :2 ( ч Я »- ,  +  ,  -, ) +  4 № . » + , ) +
+  9Ч?«_г1+ -^-[20/Л,  + 4 ( / (+| , + / , _ ,  , ) +  6 /,

г) В узлах, прилегающих к углам, где т ] ^  к — т, )̂ ( __
7,(0)Ц-l.fc + l ----  7,(0) L-— 7,(0)Н,к\ 1 ('i + l.S + 1 ' : о,

1 г, к ж 112« , . » - .  +  4’1Й!, 6 +  9 « _ !] +  4 т  [ 2 0 / , . ,+
+  4/,* +  1, к &f i , k - l ] .
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В написанных формулах выпишем свободные члены 
(черт. 12 — нижние цифры). Приняв их за исходное прибли-

-1 -3 -3
-1 -3 -4
-1 -5 -6
-1
*3 ■

-3
-4

-з
*1

-5
-7

-11 
*,9

9 -5 9 -8 9
-2
-з

-5
-8

-5
-7

-15
-6

-6
-8

-з • -9 9 -13
-4 -4 -12 -7 -6
-2 -5 -15 -9 -68• -7 9 -12 9
-3 -7 -7 -18 -9
3 -13 -8 -г -11

-з • -9 9 -!2
-4 -5 -II -9 -20

-6
-6

-29
-10
-и

*109
-3
-з

-7
О

-7
-8

-9
-2

-9
-и

-3 • -9 9 -14
-3 -10 -13
-2 -8 -7
• 9 9

С

0 0 0
0 0 0
0 0 *1

-2 0 -г 0 *1
Ч -1

0
-199 -1

-1
-249

0 0 -1 *3 -1
-1 -35 -1 -59 -1
-1 • -2 • -1
*1
-229
-/-I
- 1
-2
-IS
-I
-1-1
- 1
-21

-/
-I
-г-4

-48
-1
-1
-г
-2

-39

-/
-65
-/
-2-3
-4
-56
-1
- 1
-2-3
-61

-4
-5
-7
-ж
-5

-6
-9
-11
-25_
*10
-9
-12
-П
-гц
*4

Черт. 12.

-1 0 0
-1 0 0
-4 -г -1
-1 0 -з 0 0

-42 0 -1 0 -13
9 -1 9 0 9

-8 -3
-1 -г9 9
-3 -1
-5 -1
-4 0

-7 -11 -4 *1 -1
-10 *5 -5 *5 -1
-13 9 -5 9 *1
-6
-74

-6
-9

-5
*4

-3
-з

*2
*1

9 -13 9 -2 9
-7 -П -4 *2 -1
-10 -6 -6 *8 -1
-14 9 -7 9 -1
-33 -7 *4
-149 *39 ч

-/
-2
-2-5

-1
-2
-3
-5
65

-2
-119

-/
-г
-г
-2

-69

-1
-1
-г
-з

-80

О
00

\4
-51

-1
-1
0
0

-64

-1
-1
-1
-г
-ч

оо
о

-3
-4$

О
оо

*3
-135•
о
оо-1

-102

Черт. 13.

0
0
0

-3
Ч
о
о

+1
*2■ч

о 
о 

*1 
*1-ч

о 
о 

*1 
*2 
-28 •

0
О
о

*3 
-37

0
0
О
0

-5

О
о

*I 
-3 
*1 •
о
о
о

-1

о
о
о
о

-14

о
о
о*2

-39
оо
о

-3 
*2

жение, вычисляем последовательные поправки итеративным 
методом Зейделя по строкам, начиная с левого верхнего угла.



На черт. 12 приведены четыре итерации, которые мы 
обозначим соответственно через е(°), е(Ч, е(2>, е(3>. Для
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6

5

4

3

г

1

О

0
-5

*3
-19

*6
Г21

40
-26

*8 
-22

*7 
-21

*5
-52

-4
-11

-10
-6

-2
-8

-9
-14

*1 -9 0 *3 *21 *57 -76 -7 *1 -5 -9 ■-14 -36 -50 Г58 -60 -47 -95 -12 -1 -5 -13
-/ 0 -И -19 -54 -111
-23 -50 -70 -90 -124 -172
-з -9 -з 0 *13 *39 -59 *13 *11 *8 *2-26 -56 -70 -79 -80 -66 -149 -29 -7 -1 *1
<■/ *1 *3 *1 *2 *10 -12 -3 0 -5 -3-23 -48 -66 -74 -76 -74 -132 -62 -25 -я -1
*4 -3 »4 0 *8 -1 -12 -7 *6 *8 0-23 -45 -65 -76 -79 -87 -115 -71 -31 -7 -2
*1 -1 -2 *1 *4 *1 -16 -4 *7 *7 -4
-25 -45 -68 -79 , -87 -87 -103 -66 -35 -14 -1

Черт. 14.
f

-1 0 -1 *5 -2 *2 *4 -2 -з -з 0
-5 -19 -20 -25 -20 -21 -57 -15 -10 -10 -17
*4 *4 *1 *1 *9 *17 -18 -8 *1 -5 -3
-15 -40 -54 -62 -63 -49 -113 -18 -4 -7 -16
*3 -6 -4 -8 -18 -25
-26 -54 -79 -т -147 -202
*1 -5 *1 -з + 4 0 -7 *2 *1 *3 0
-30 -62 -78 -88 -90 -74 -168 -32 S *1 *2
*3 0 -з *1 -4 *4 0 0 -1 -5 0
-26 -52 -70 -80 -82 -82 -143 -70 -26 -8 -1
*2 -! -4 0 0 -2 0 -1 *2 -6 0
-25 -49 -68 -80 -83 -96 -131 -81 -32 -3 -1
*7 *1 -4 *1 *5 -2 -з -1 *2 *5 *3
-28 -49 -71 -83 -92 -96 -119 -76 -36 -11 -1

Черт. 15.
ускорения сходимости итеративного процесса применим 
метод моментов, приняв за скалярное произведение суммы
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произведение значений функций в узлах:

(е(‘>, в*1») =  2391, (еО, е<г>)=1851, (efi)> е<3) )= 1 4 2 1 ,

(s<2), ef2>) =  1473, (s(2), е(3>) =  1137,
2391 а0 —J— 1891а, +  1421 = 0 ,  а0 =  +  0,124,

18 51 а0 —(— 1421а1+ 1137 =  0, а, =  — 0,927,

т|(о) Яй s(°) +  0,3 6е(0 +  5г<2>.

Полученное приближенное решение (черт. 13 — нижние ци­
фры) опять уточняется зейделевским процессом.

В 

5 

4 

3 

2 

1 

О

Таким образом .для вычисления -1)1°) (черт. 14) понадоби­
лось 8 итераций 'и один шаг по методу моментов при п =  2. 
Повторив процесс, находим следующее приближение для т; 
(черт. 15). Окончательное решение ср** приведено на черт. 16.

145 30 520 806 1201 1710 2223 2545 2699 2800 2953

296 63/ 1056 1638 2479 3692 5/33 5740 5946 6062 6233

т 925 1540 2373 3598 5632

550 1/67 1921 2910 4260 6104 8220 9208 9615 9812 9922

635 1338 2179 3230 4547 6098 7612 8680 9294 9641 9849

685 1441 2321 3390 4657 6054 7369 8409 9098 9526 9799

703 1471 2368 3437 4689 6034 7301 8324 9034 9490 9780

Черт. 16.
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