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чами.
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ПРЕДИСЛОВИЕ К РУССКОМУ ИЗДАНИЮ

Книга посвящена теории, принципам построения и проектирова
нию систем автоматического управления. Теория и синтез систем 
автоматического управления излагаются в различных аспектах. 
Первые главы книги посвящены вопросам динамики систем управле
ния во временной области. Здесь дается анализ влияния параметров 
систем, а также сигналов по производным и интегралам на качество 
регулирования.

В книге подробно рассмотрены вопросы динамики систем управ
ления в комплексной области. После введения передаточных функций 
систем и их элементов излагаются правила перехода к частотным 
характеристикам. Обстоятельно изложены методы синтеза систем 
на основе метода логарифмических частотных характеристик.

Значительное место в книге уделяется корневым методам синтеза 
систем, причем возможности метода иллюстрируются на примерах.

При решении задач синтеза и проектирования систем управления 
большое значение приобретают методы моделирования, изложению 
которых посвящена отдельная глава.

В книге изложены также принципы построения самонастраиваю
щихся систем управления.

Все разделы сопровождаются большим количеством задач и при
меров, которые позволяют лучше усвоить основные теоретические 
положения.

Эта книга, написанная на основе курса лекций, читаемых авторами 
в высших учебных заведениях США, использовалась в качестве учеб
ного пособия.

Издаваемая на русском языке книга отличается от оригинала тем, 
что в нее не включены главы, в которых излагаются хорошо освещен
ные в отечественной литературе общие понятия и определения, струк
турные и принципиальные схемы, методы решения дифференциаль
ных уравнений, а также принципы проектирования дискретных 
вычислителей.

В целом книга окажется полезной для инженерно-технических 
работников, занимающихся вопросами проектирования и использо
вания систем автоматического управления, а также для студентов 
вузов.

В. Боднер
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ГЛАВА 1

ДИНАМИКА СИСТЕМ 
МЕТОД ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Динамика систем управления с обратной связью анализируется 
в настоящей книге разными методами, каждый из которых занимает 
определенное место и имеет свое назначение в определении общей 
сложной картины изучаемых процессов. В каждом случае необхо
димо начинать с составления дифференциального уравнения, описы
вающего систему. Первый метод изучения динамики системы состоит 
в непосредственном решении дифференциального уравнения, что 
и является основным предметом рассмотрения настоящей главы. 
Первоначально рекомендуется решить дифференциальное уравнение 
системы второго порядка, так как динамическая реакция систем 
более высокого порядка может быть определена в основном через 
простую пару комплексных сопряженных корней.

Максимум информации о динамической характеристике системы 
обычно дает полное решение дифференциального уравнения. Поэтому 
проектировщик системы управления стремится, где это удобно, 
найти первоначально решение в общем виде. Однако это не легко 
применить к системам высшего порядка и, даже более того, в дейст
вительности невозможно осуществить порядок расчета, который бы 
позволял целесообразно изменять непосредственно реакцию в пере
ходном режиме. В подобных случаях ищут другие, более простые 
и прямые методы, если даже их применение означает ухудшение точ
ности получаемого решения.

Возникновение переходных процессов в системах связано с нали
чием элементов, задерживающих и накапливающих энергию, и с воз
действием внешних возмущений на систему. Эти возмущения могут 
возникать на входе или выходе или одновременно на обоих концах. 
Часто переходные процессы связаны с колебаниями, которые могут 
даже поддерживаться в зависимости от величины параметров. Одна 
из задач настоящей главы состоит в том, чтобы выяснить роль, кото
рую играют параметры системы второго порядка в определении харак
тера динамической реакции. Для большей наглядности рассмотрим 
реакцию сервомеханизма, на вход которого действует единичная 
и кусочно-линейная возмущающие функции. Решение выразим 
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в безразмерной форме, так как его можно легко интерпретировать 
и вообще применить к системам второго порядка с обратной связью. 
Общеприменимость результатов и определение переходного процесса 
через два характерных параметра (например, относительный коэф
фициент демпфирования и собственную частоту системы) являются 
важнейшими приемами анализа, о чем будет сказано в следующих 
главах. В настоящей же главе описываются два очень важных спо
соба компенсации в переходном процессе систем управления с обрат
ной связью при одновременном удовлетворении требований к харак
теристике установившегося режима. Эти способы применимы к систе
мам более высокого порядка.

1. 1. АНАЛИЗ СИСТЕМ ВТОРОГО ПОРЯДКА. ВХОДНАЯ ЕДИНИЧНАЯ 
ФУНКЦИЯ ПОЛОЖЕНИЯ

Анализируемая система представляет сервомеханизм, схема кото
рого изображена на фиг. 1.1. Он состоит из двух элементов, накопляю
щих энергию в виде инерции и упругости вала, 1 вследствие чего 
сервомеханизм приобретает характер системы второго порядка.

. Нагруз
ка

Фиг. 1. 1. Схема сервомеханизма с редуктором на валу двига
теля к нагрузке и к потенциометру обратной связи.

Заметим, что угловое перемещение двигателя 0^ уменьшается 
у нагрузки и потенциометра обратной связи из-за редукторной пере
дачи.

На фиг. 1. 2 дана блок-схема2 системы, где передаточные отно
шения обозначены следующим образом: NM — число зубьев шестерни

1 Жесткость связана с упругостью при кручении соединенных роторов серво
усилителя-серводвигателя, что влияет на систему так, как будто бы входное звено 
соединено упругим валом с инерционнной нагрузкой.

2 В настоящей главе на блок-схемах приводятся только коэффициенты усиления
звеньев системы. В дальнейшем дается более полное описание с указанием переда
точных функций. ■ .
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на валу двигателя; TVL — число зубьев шестерни на ведомом валу; 
Nj — число зубьев шестерни потенциометра обратной связи. Как 
известно, наклон кривой зависимости момент — скорость двигателя 
эквивалентен коэффициенту вязкого трения. Обозначим эту вели
чину F, причем ее размерность равна кгм1рад1сек. Кроме того, 
предположим, что сама нагрузка характеризуется другим коэффи
циентом Fl вязкого трения с той же размерностью. Чтобы иметь 
возможность определить динамику системы, необходимо предвари
тельно установить, каким образом вязкое трение нагрузки действует 
на вал двигателя через зубчатую передачу между ними. Естественно, 
если передаточное отношение равно единице, то общий коэффициент 
вязкого трения был бы простой суммой двух величин. В связи с этим

Входной поте»'

Фиг. 1. 2. Блок-схема сервомеханизма, показанного на фиг. 1.1.

возникает задача: определить, как инерция нагрузки JL влияет 
на вал двигателя. Ответы на оба вопроса нетрудно найти путем сле
дующих рассуждений. Применив обозначения, показанные нафиг. 1.1, 
можно написать уравнение, связывающее момент двигателя с момен
том сопротивления 

dt2 (1.1)

где Md — момент, создаваемый двигателем;
J м — момент инерции двигателя;
FM — коэффициент вязкого трения двигателя;
Мг—суммарный момент, создаваемый нагрузкой и отнесенный 

к валу двигателя;
0Л1 — угловое перемещение двигателя.

Уравнение (1.1) справедливо в любой момент времени, включая 
динамическое состояние, так как оно учитывает компоненты момента, 
связанные с инерцией двигателя и вязким трением. Практически 
у любого сервомеханизма отношения NM/NL и NM/Nf маньше еди
ницы. Для удобства допустим, что = NM!NL и п2 = NM!Nf\ тогда 
получим

(1.2)
9
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Следовательно, ТИ2 представляет момент, приложенный на сто
роне нагрузки, и он должен быть равен сумме противоположных 
моментов, что приводит к уравнению

m2 = jl^- + fl-£ + ml, (1.3)

где ML — внешний приложенный момент нагрузки или может даже 
представлять момент кулонова трения нагрузки в случае приме
нения индикаторного сервомеханизма. Хотя перед ML стоит поло
жительный знак, однако следует подразумевать, что сама величина 
ML может быть положительной или отрицательной, в зависимости 
от ее направления: одинакового или встречного направления с вели
чиной Md. Чтобы ввести в уравнение (1. 3) угол 0^ поворота ротора 
двигателя, необходимо учесть, что или 0 =/г10УИ.
Отсюда

M2 = ti1JL-^- + n1FL^ + ML. (1.4)

Подстановка уравнений (1. 2) и (1. 4) в уравнение (1. 1) приводит 
к выражению

— + + (1.5)

которое означает, что параметры инерционной нагрузки и вязкого 
трения увеличиваются на валу двигателя в п2 раз сравнительно с пер
воначальными значениями. Ввиду того, что величина пх мала для 
большинства сервомеханизмов, отсюда следует, что превалирующими 
факторами являются параметры самого сервомеханизма.

Уравнение (1. 5) можно выразить через момент двигателя, отне
сенный к ведомому валу, для чего следует каждый член разделить 
на величину пх. Если затем величину 0^ заменить.на ее эквивалент, 
т. е. на 0/пх, то уравнение (1. 5) приобретает вид

* = + + + <'-6>

Последнее выражение показывает, что параметры двигателя JM 
и Гм могут быть отнесены к нагрузочной стороне путем деления пер
воначальных значений на п2. Вышеизложенные результаты сведены 
в следующую таблицу:

Таблица 1. 1

Величина
Эквивалентная величина, 

отнесенная к валу 
двигателя

Эквивалентная величина, 
отнесенная к валу нагрузки

Момент инерции J М + n1JL
■h.t , , 
—5- + JL 
nl

Коэффициент вязкого 
трения F М +

Fm 1 r 
+ * L
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В большинстве случаев приходится иметь дело с величинами, 
отнесенными к валу двигателя. Причина преимущественного исполь
зования этих величин состоит в том, что устойчивость системы свя
зана с замкнутой цепью и обратная связь берется с вала двигателя 
(см. фиг. 1.2).

Блок-схему на фиг. 1. 2 можно дать в упрощенном виде, как пока
зано на фиг. 1. 3. Подобное изменение всегда возможно при условии, 
что преобразователи входного сигнала и сигнала обратной связи 
создают одинаковые величины. В рассматриваемом случае действую-

Потенииокетрическии 
преобразователь

Фиг. 1. 3. Видоизмененная блок-схема, показанная на фиг. 2. 1.

щий входной сигнал, подаваемый в первую усилительную ступень, 
представляет собой напряжение

е = КР(0!-02), (1.7)

где Кр — постоянная преобразователя, выраженная в вольтах 
на радиан;

0Х и 02 — угловые перемещения в радианах.
Если определить рассогласование в радианах в виде

Е S 01 — 0 2> (1*8)

то ясно, что е = так что Кр можно принять за дополнительный 
коэффициент усиления, связанный с прямой цепью передачи, как 
изображено на фиг. 1,3.

Для определения реакции на внешние возмущения необходимо 
составить корректное дифференциальное уравнение. Тогда решение 
этого дифференциального уравнения даст описание динамики системы. 
Для системы фиг. 1. 3 дифференциальное уравнение движения 
находится приравниванием момента двигателя сумме противопо
ложно действующих моментов. Момент, создаваемый двигателем, 
определяется из условия, что ошибка возникает при изменении поло
жения входного звена, причем эта ошибка, в свою очередь, выра
жается в виде входной величины серводвигателя,, и, следовательно,



создаваемого момента. Отсюда следует, что дифференциальное урав
нение, выражающее моменты системы, будет

^PKAKM = + (1.9)

где J — эквивалентный момент инерции, отнесенный к валу дви
гателя и равный Jм = L\

F — эквивалентный коэффициент вязкого трения, отнесенный 
к валу двигателя и равный FM + n2{F^

M'L — возмущающая нагрузка, отнесенная к валу двигателя 
и равная

Км — постоянная момента двигателя в кгм!в\ 
КА — коэффициент усиления усилителя в в!в\ 
Кр — постоянная преобразователя в в!рад\

8 = 0! — 0 2 — ошибка в радианах;
0Ж — выходное угловое перемещение двигателя в радианах; 

/?! = Л/я : 7Vl;

:

Уравнение, которое описывает сигнал рассогласования, выра
женный в радианах, будет

е = 0Х — /г20ЛР (1. 10)

Подстановка 0М из последнего уравнения в уравнение (1. 9) 
позволяет получить неоднородное дифференциальное уравнение 
системы, которое содержит величину ошибки и внешнее приложенное 
возмущение, т. е.

J + F i -Ь = J + Fd̂  + n2ML. (1.11a)

Для упрощения введем
К = (1. 12)

что представляет коэффициент усиления разомкнутой цепи. Эта вели
чина представляет очень важный параметр как для установившегося 
состояния, так и для переходного режима. Однако необходимо всегда 
отличать этот коэффициент усиления от коэффициента усиления 
передачи, который определяется в виде произведения коэффициентов 
усиления, начиная с выходного суммирующего звена до места, где 
появляется регулируемая переменная. Заметим, что после надле
жащего построения блок-схемы усиление разомкнутой цепи нетрудно 
найти размыканием цепи в первичной точке обратной связи и, обра
зуя произведение коэффициентов усиления каждого звена, располо
женного в цепи от выходной точки суммирующего устройства 
и до разомкнутой точки. Для системы на фиг. 1, 3 разница между 
12



коэффициентом усиления разомкнутой цепи и коэффициентом усиле
ния прямой передачи равняется коэффициенту усиления обратной 
связи.

Перепишем уравнение (1. 11а), введя коэффициент /<,

-J^ + Fw + K& = J^ + F^r + n2M'L- О-116)

Полное решение последнего уравнения можно найти, применив 
преобразование Лапласа. Конечно, обычный метод решения диффе
ренциального уравнения может быть также легко применен; для 
наглядного сравнения обоих методов они будут применены в следую
щем разделе для нахождения реакции системы второго порядка, 
подверженной единичной входной функции скорости. До применения 
преобразования Лапласа к уравнению (1.116) необходимо задать

а:

Вре

Фиг. 1. 4. Ступенчатая входная команда положения.

начальные условия при t = 0 + . В нижеследующей таблице приве
дены начальные условия, которые соответствуют ступенчатой вход
ной величине 0О у звена управления, когда на систему при t <0 
не действует возмущение (см. фиг. 1,4). При этом можно написать 
начальные условия с учетом того, что положение и скорость выход
ного звена не могут изменяться скачком вследствие влияния инерции. 
Однако обычный метод преобразования Лапласа может быть всегда 
применен, когда возможно в сомнительных случаях проверить 
начальные условия.

Допустим, что неизвестное решение е (/) во временной области 
представлено функцией Е (s) в комплексной области, так что 5? е (/) = 
= Е (s). Тогда дифференциальное уравнение после преобразования 
Лапласа приобретает вид

J [з2 Е (з) - se(0+) - -J- (0+)1 + F [sE (з) - е (0+)] + КЕ (з) = 

= j[s2R(s)-S^+)-^+)] +

+ F[s7?(s) -еио+ч + ^лед. (1.13)

Предположим, что ML является заданной ступенчатой возмущаю
щей функцией нагрузки с амплитудой ТИо, тогда введение начальных 
условий и

Т?(3) = А; <(3) = ^
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приводят к следующему выражению после перегруппировки членов:

Следовательно, решение для погрешности, найденное в комплекс
ной области, будет

J

Напомним, что решение применимо к тому случаю, когда 
к входным и выходным звеньям подаются одновременно возмущения 
и общее решение представляет наложение друг на друга влияния 
каждого возмущения. Более подробное изучение уравнения (1. 14) 
вскрывает некоторые интересные факты, касающиеся общего решения. 
Прежде всего применение теоремы конечных значений показывает, 
что ступенчатая входная функция положения, т. е. Л40 — 0, озна
чает отсутствие ошибки по положению в установившемся состоянии, 
в то время как ступенчатое возмущение нагрузочного момента посто
янной величины сопряжено с рассогласованием между положением 
входного вала и положением вала обратной связи на величину \ рав
ную п2М'о/К. Следует подчеркнуть, что такой же вывод получается 
при рассмотрении физических процессов, что очевидно из уравнения 
(1. 14) вследствие наличия полюса при s = 0.

Кроме того, заметим, что знаменатель обоих членов этого уравне
ния содержит квадратные выражения. Это квадратное выражение 
точно равняется характеристическому уравнению системы, которое 
непосредственно следует из уравнения (1. 11), когда внешние возму
щения обращаются в нуль. Следовательно, режимы колебаний без 
источника имеют одинаковый характер, независимо от того, связаны 
ли они с возмущением, происходящим на входе или выходе.

Для определения решения уравнения (1. 14) во временной обла
сти, соответствующего решению в комплексной области, необходимо 
найти корни характеристического уравнения. Ввиду того что при 
анализе систем управления наиболее часто встречаются подобные 
квадратные выражения, особое внимание следует обратить на этот

1 Интересно отметить, что чем больше величина Д’, тем система более жесткая. 
Этот вывод становится более очевидным, если переписать выражение для устано- 
вившейся ошибки в виде 

п2 1

К КРКлКм

что часто называют податливостью системы. Отметим, что эта форма создает удоб
ный способ измерения усиления прямой цепи. Систему требуется только подвер
гнуть постоянному воздействию ML и затем измерить соответствующую величину &s$. 
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случай с целью обобщения результатов, выраженных через надлежа
щие параметры, которые легко можно определить. Начнем с характе
ристического уравнения в виде уравнения (1. 14). Таким образом

Корнями являются

В зависимости от значения подкоренной величины реакция 
может быть одной из следующих:

3) критическое демпфирование, когда
Желательно, чтобы сервомеханизм был быстродействующим. 

Ввиду того что передемпфированная система по своему характер}7 
является медленно действующей, этот случай исключается из даль
нейшего рассмотрения сервосистемы. Однако, имея в виду другие 
области применения системы с обратной связью, этот случай может 
иметь очень большое значение, особенно тогда, когда требуется низ
кое усиление и высокая инерция, например, в системах регулирова
ния температуры. Критическое демпфирование встречается тогда, 
когда коэффициент затухания (в данном случае F) связан с усилением 
и инерцией следующим соотношением:

Fc = 2/KJ. (1- 15)

Ввиду того, что наиболее часто имеют дело с недодемпфированными 
системами, сосредоточим свое внимание на этом случае, для которого 
корни характеристического уравнения можно написать в виде

Введем следующее определение относительного коэффициента 
демпфирования

общее демпфирование _ F
критическое демпфирование 2 KJ ’ (1-17)

F

чтобы придать этим корням форму, которая имеет большую нагляд
ность. Кроме того, частоту собственных колебаний системы опреде
лим следующим образом:

(1-18)
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Отсюда
= Ifk = УKJ - го

2./  2J 2J Ь “

и

Следовательно, уравнение (1. 16) можно переписать 

Sj, 2 = — £со„ ± /со„]Л — £2.
Если подставить 

(1.19)

(1.20)

(1-21)

колебаний, 
уравнения 
имеют раз-3

то уравнение (1. 19) упрощается
31, 2 = — £®п ± /Ч

Величина cod представляет частоту демпфированных 
причем 0<£< 1. Одно из отличительных свойств 
(1. 21) состоит в том, что действительная и мнимая части 
мерности, обратные времени, т. е. представляют частоты. Это обстоя
тельство позволяет применить термин «комплексная частота».

Физическая интерпретация этого понятия состоит в том, что дейст
вительная часть комплексной частоты представляет коэффициент 
демпфирования, связанный с затухающими переходными явлениями, 
а мнимая часть относится к действительной частоте демпфированных 
колебаний.

Уравнение (1. 14) можно написать в виде
Ч 

и2-р _ (s + 2g(on) 0О ._____________________
s2 + 2gwrts -г со2 s (s2 + 2gwrts + )

Для нахождения решения, соответствующего выражению (1.22), 
необходимо разложить правую часть на простейшие дроби. Однако 
для упрощения алгебраических преобразований предположим, что 
возмущающая нагрузка отсутствует, т. е. Мо = 0. Следовательно,

Г /с\ — 0Q __ I
\/ /с ___  е ) I а ___  C-'i с _  С- * с --  i

(1-22)

где и s2 определяются уравнением (1. 21). Определим 
р _ ($ 4~ О01 _ 4~ j(^d л
Л1 ~~ s — s2 |s=st ~ /2<drf °‘

(1.23)

(1.24)

Ввиду того что К*  должна быть комплексной величиной, сопря
женной с величиной то

Ki = (1.25)~/2o)d
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Подстановка выражений (1. 24) и (1. 25) в уравнение (1.23) дает

E(s) = Ч~ __®2— I
S — Si

On — /«d 6p
— j 2 CD d S — S 2

(1.26)

Эта форма изображения пригодна для применения обратного 
преобразования Лапласа. Следовательно, временное решение будет 

р __ Iм” + i^d q _i_ ^n — i^d_ Q =
8W- j2cod e + -j2ud e

— 0oe~£w,l/ s’n Т" cos Юа0 ’ (1-27)

Последнее уравнение может быть дополнительно упрощено,
а именно

б(0 = « Sltl W + Ч>).
И 1 — £

(1.28)

где <р = arc tg
/ 1< J _ \
(-—оно справедливо при 0 < С < 1

и Mo = 0.
Решение при отсутствии демпфирования. Одно частное значение 

уравнения (1. 28) соответствует условию, когда £ = 0. Тогда угол 
ср = 90° и, следовательно,

е (0 = So sin + 90°) = 0о cos о)п/. (1. 29)

Решение для постоянного сигнала рассогласования представляет 
поэтому незатухающие колебания; этого вообще следовало ожидать, 
так как система имеет два элемента, которые могут накоплять энер
гию и нет демпфирования (см. фиг. 1.5). Частота колебаний равняется 
o)d = o)n = "j/"-у- , которая соответствует собственной частоте 

системы, так как она зависит от двух элементов, накопляющих энер
гию, т. е. К (коэффициент жесткости) и J (момент инерции).

Критически демпфированная реакция. Другое частное значение 
уравнения (1. 28) соответствует условию, когда £ = 1 и = 0, 
что означает отсутствие колебаний. Наиболее удобной для примене
ния в данном случае формой функьии в(/) является уравнение (1.27). 
Следовательно,

e(Z) = eoe sin adt

Заметим, что после введения условий £ — 1 и = 0 это выраже
ние становится неопределимым. Применим правило Лопиталя для 

9
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устранения неопределенности, после чего получим выражение для 
реакции системы

е (/) = 0ое (1 + (1. 30)

Интересно отметить, что решение (1.30) соответствует равенству 
корней характеристического уравнения при критическом демпфиро
вании, или, что все равно, наличию двойного полюса в решении пре
образованного по Лапласу уравнения.

Решение для выходного перемещения. Если необходимо найти реше
ние уравнения (1.9), то следует так выбрать сигнал рассогласования 
(выраженный в радианах), чтобы он был зависимой переменной.

Это приводит к уравнению (1.11 б), решение которого было только 
что найдено. Конечно, можно было также легко изменить уравнение 
(1. 9) таким образом, чтобы зависимой переменной была величина 0, 
т. е. угловое выходное перемещение ведомого вала (нагрузки). Метод 
решения оставался бы одинаковым и привел бы к одинаковому харак
теристическому уравнению, так как реакция системы без источников 
энергии зависит только от ее параметров и не зависит от каких-либо 
внешних возмущений. При наличии решения относительно е легко 
найти решение для выходного перемещения, определив предвари
тельно угол поворота вала двигателя из уравнения (1. 10); таким 
образом,

и тогда узнаем, что угловое перемещение двигателя отличается от 
углового перемещения нагрузки на передаточное отношение = 

N м Полная временная реакция по выходному углу 0 на еди

ничную входную функцию, 0О, выраженную в радианах, будет



или
е~^п(е = sin ((£>dt -I- ф)

к.

(1.31)

где ср определяется по уравнению (1. 28). Если передаточное отно
шение от вала двигателя к ведомому валу (нагрузке) равно передаточ
ному отношению от вала двигателя к звену обратной связи, тогда 
выходной угол 0 в установившемся состоянии равняется углу 
команды 0Х.

Универсальные кривые. Желательно и полезно графически изо
бразить реакцию системы второго порядка при особых значениях 
коэффициента демпфирования, независимо от величины ^входной еди
ничной возмущающей функции или от параметров системы. Рассмот-
рим, например, решение для выход
ного углового перемещения при кри
тическом демпфировании, т.

0 = [1 - (1 +®„0].
“2

е.

(1-32)

Фиг. 1.6. Кривая при критическом 
демпфировании.

Для получения графика этого 
уравнения, независимо от прило
женной входной величины, построим 
отношение 0 Непосред

ственно видно, что величина 0 представляет выходное пере

мещение, отнесенное к валу преобразователя обратной связи. 
Это позволяет легко сравнить с выходным перемещением. В этом слу
чае одна кривая представляет критически демпфированный случай 
при всех значениях входной величины 0О. На фиг. 1.6 построена 
кривая, но она неприменима для разных систем второго порядка, 
несмотря на то, что эта система может быть критически демпфиро
вана. Для иллюстрации предположим, что одна система имеет час
тоту собственных колебаний cort = 1 рад/сек, а вторая система имеет 
частоту 2 рад/сек вследствие других значений коэффициента усиления 
и момента инерции. Далее примем, что в обеих системах коэффициент 
демпфирования равен 1. Из уравнения (1. 32) следует, что по истече

нии одной секунды 0 = 1 —е"1 (1 + 1) = 0,264 для пер

вой системы; для второй же системы это значение равняется 0,5. 
Если кривую реакции построить так, как показано на фиг. 1. 6, 
то каждый раз, когда рассматриваемая система имеет другую частоту 
собственных колебаний, необходимо построить другое семейство 
кривых. Однако при дальнейшем рассмотрении можно обнаружить, 
когда системы имеют одинаковое отношение выходной величины 
к входной, что они будут иметь также одинаковые значения 
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Отсюда следует, что при замене значения абсциссы t (фиг. 6) на без
размерное время, например соп/, простой график можно построить 
для изображения реакции любой линейной системы второго порядка 
при заданном коэффициенте демпфирования. По очевидным сообра
жениям подобные кривые называются универсальными кривыми; 
они изображены на фиг. 1. 7 при разных значениях относительного 
коэффициента демпфирования.

Критерии, определяющие реакцию переходного режима. Динамика 
любой линейной системы второго порядка полностью описывается

Фиг. 1. 7. Универсальные кривые переходного процесса в системе второго 
порядка при единичной входной возмущающей функции.

двумя параметрами £ и соп. Для определения — какая величина уча
ствует в реакции переходного режима, начнем с установления 
момента времени, когда наблюдается максимальное перерегулирова
ние. Дифференцирование уравнения (1.31) по времени приводит 
после упрощения к выражению

d 0 е r^ni sin со/. (1.33)

Теперь ясно, что первое перерегулирование наступает тогда, когда 
a>dt - л

или
со/ = л/]/1 — С2. (1-34)
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Подстановка этого результата в уравнение (1. 33) дает выражение 
для максимального мгновенного значения выходной величины. Следо
вательно,

Относительный коэффициент демпфирования

Фиг. 1. 8. Кривая зависимости максимума перерегулирования (в процен
тах) от относительного коэффициента демпфирования для линейной системы 

второго порядка.

Кроме того, из уравнения (1. 35) следует, что максимальное пере 
регулирование в процентах равняется

= lOOe-^/Ki-Ч2 «/о. (1.36)

На фиг. 1. 8 показана кривая зависимости максимального пере
регулирования в функции относительного коэффициента демпфиро
вания £. На основании этой кривой следует, что заданному значению 
относительного коэффициента демпфирования соответствует вполне 
определенное максимальное перерегулирование данной системы. 
Следовательно, если параметры системы выбраны такими, что отно
сительный коэффициент демпфирования равняется 0,4, то отсюда 
следует, что максимальное перерегулирование будет равно 25%. 
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Поэтому относительный коэффициент демпфирования можно рассмат
ривать как критерий, который определяет максимальное перерегу
лирование системы.

Информация, которую можно непосредственно получать, зная 
собственную частоту и реакцию в переходном режиме, находится 
из безразмерной выходной реакции на единичную входную функцию 
при данном относительном коэффициенте демпфирования. Подоб
ный график показан на фиг. 1.9, причем одновременно нанесены 
линии, определяющие ширину зоны произвольных допусков ±2%. 
Эту систему следует рассматривать в установившемся состоянии 
тогда, когда колебания не выходят за пределы допустимой зоны.

Фиг. 1. 9. Определение времени регулирования при а± 2% 
допустимой зоне.

Время, необходимое для достижения этого режима, называется време
нем регулирования. В качестве практического примера времени 
реакции любых систем необходимо построить допустимую зону, 
более или менее узкую или широкую, в зависимости от частных усло
вий применения. Например на фиг. 1, 9 изображена допустимая 
зона при времени регулирования, равном ts = Важнейший 
факт, определяемый на основании этой фигуры, состоит в том, что 
время регулирования обратно пропорционально частоте собственных 
колебаний системы. Если кривая реакции, показанная на фиг. 1. 9, 
применима к двум различным системам с одинаковым относительным 
коэффициентом демпфирования, то отсюда ясно, что одна из них 
с большей собственной частотой будет иметь меньшее время регули
рования при реакции на входные команды или возмущения нагрузки. 
Следовательно, значение собственной частоты системы можно интер
претировать как критерий, который определяет величину времени 
регулирования.

Значения относительных коэффициентов демпфирования в систе-’ 
мах управления с обратной связью часто находятся в пределах

0,3 <; < о,8,
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Верхнее ограничение обусловлено тем, что при £ > 0,8 замед
ляется реакция системы в начальный момент времени и вследствие 
этого система становится вялой. Иными словами, время разгона 
системы велико. Время разгона обычно определяется в виде отрезка 
времени, необходимого для протекания процесса от 10 до 90% конеч
ного значения. С другой стороны, нижний предел имеет целью уста-

новить время регулирования в це
лесообразном диапазоне. Как вид
но на фиг. 1.7, при наличии отно
сительного коэффициента демпфи
рования значительно ниже 0,3 ко
лебания за пределами допустимой 
зоны сохраняются в течение дли
тельного

о 
х: сх

«*) Сз 
сх on

12

6

Полоса 
допусков

периода времени.

4

2

о
i > lit it I 1 I >

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 4
Относительный коэффициент демпфирования

Фиг. 1. 10 а. Кривые времени регулирования в зави
симости от коэффициента демпфирования для несколь

ких зон допусков.

Влияние коэффициентов усиления на время регулирования. Из ура
внения (1. 31) следует, что затухание переходных явлений с постоян
ной времени, равной = 2-^-, очевидно не зависит от коэффи

циента усиления К системы.
Время регулирования можно тогда приравнять трех-пятикрат- 

ному значению постоянной времени.
Однако ЕЫражение для времени регулирования получается более 

наглядным, если его определить через диапазон допусков. Подобное 
описание приводит к выводу, что на время регулирования влияет 
До некоторой степени коэффициент усиления разомкнутой цепи. 
Измерение времени регулирования, выраженное через а ± 5% диа-
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пазона допусков, полностью подтверждает этот вывод после нанесе
ния на кривые фиг. 1. 7 для каждого заданного значения относитель
ного коэффициента демпфирования. Эти результаты воспроизведены 
на фиг. 1/ 10а. Коэффициенты инерции и демпфирования предпола
гаются постоянными, а величина £ изменяется в результате изменения 
коэффициента усиления. Следовательно, при увеличении коэффи
циента усиления выше значения, при котором £ = 1, время регули
рования сперва уменьшается, достигает оптимального значения около

Фиг. 1. 106. Кривые относительного коэффициента демпфирования системы вто
рого порядка в зависимости от затухания за период или полупериод:

1 — затухание за период Р3/Р1 =* УРз/Р\\ 2 — затухание за полупериод P2/Pt.

0,7, а затем увеличивается при низких значениях £. Прерывность этой 
кривой обусловлена тем, что конечное вхождение в допустимую зону 
может произойти в течение одного периода колебаний.

Затухание за период. При экспериментальных исследованиях 
и при моделировании часто необходимо определить величину коэф
фициента затухания системы второго порядка или того или иного 
ее звена. Для этой цели можно подвергнуть систему воздействию еди
ничной входной функции и проверить наличие или отсутствие макси
мального перерегулирования выходной величины, как это показано 
на фиг. 8. Другой способ состоит в подаче импульса на вход системы 
и в сравнении отношения амплитуды второго положительного пика 
к амплитуде первого пика. Затухание линейной системы второго 
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порядка определимо, если оно происходит в течение первого периода, 
начинающегося с момента возникновения первого пика. Конечно, 
степень затухания в течение периода зависит от коэффициента демп
фирования. На фиг. 1. 106 построены кривые по значениям, примени
мым к затуханию, измеренному за половину периода или за полный 
период.

1. 2. АНАЛИЗ СИСТЕМ ВТОРОГО ПОРЯДКА. ВХОДНАЯ ЕДИНИЧНАЯ 
ФУНКЦИЯ СКОРОСТИ

Применение пары потенциометров, соединенных по мостовой 
схеме, для определения ошибки системы, которая следит за коман
дами скорости, не является практичным по сравнению с использо
ванием пары сельсинов. Это связано с тем обстоятельством, что сель
сины могут непрерывно вращаться (в противоположность однообо
ротным и десятиоборотным потенциометрам) и практически лишены

недостатков, связанных с разрешающей способностью и с пробле
мами щеточных контактов. На фиг. 1.11 показана усовершенство
ванная система. Перед тем, как начать анализ подобной системы, 
изучим сперва рабочие характеристики сельсина для полного пони
мания работы этой системы.

Конструктивные особенности сельсина. Датчик сигналов управ
ления состоит из неподвижной части, называемой статором, и вращаю
щейся части, называемой ротором. Внутренняя поверхность статор
ного железа имеет пазы для размещения распределенной трехфаз
ной обмотки, для чего обычно применяются концентрические катушки. 
Ротор имеет цилиндрическую конструкцию с вырезами для разме
щения многовитковой роторной обмотки, как показано на фиг. 1.12, а. 
В обмотку ротора подается переменное напряжение через контактные 
Крльца, через обмотку начинает течь ток возбуждения и возникает

25



переменное магнитное поле. Согласно определению электрическое 
нулевое положение соответствует максимальной связи с фазой 2 ста
торной обмотки. На фиг. 1. 12, б показано положение, когда ось 
ротора смещена из этого электрического нулевого положения на угол 0. 
Если ротор закреплен в этом положении в пространстве и через 
обмотку ротора протекает ток, то в каждой фазе статора наводится 
напряжение, как и во вторичной трансформаторной обмотке. При пред-

Фиг. 1. 12. Конструктивные особенности сельсина-датчика и его схема.

положении, что магнитный поток распределен синусоидально в воз
душном зазоре, следует, что э. д. с. во второй фазе сельсина про
порциональна cos 9. Отсюда

Ert2 = Emcos 9, (1. 37)

где Ет — среднеквадратичное напряжение, наведенное во второй 
фазе и соответствующее условиям максимальной связи. При смещении 
третьей фазы на 120° относительно второй фазы по направлению, 
противоположному предполагаемому перемещению ротора, средне
квадратичное напряжение, наведенное в этом положении, будет рав
няться

Еп3 = cos (9 + 120). (1.38)

Аналогично для фазы sx

Еп1 = Ет cos (9 — 120). (1. 39)

Косинусные функции в основном учитывают изменения коэффи
циента связи между роторной обмоткой и соответствующей статорной 
фазовой обмоткой. Наведенные напряжения сдвинуты по фазе на оди
наковый угол, так как они создаются тем же магнитным по
током.

Детали конструкции сельсина-трансформатора несколько отли
чаются от сельсиноц-датчиков, предназначенных для передачи сигнала 
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управления. Основная разница состоит в том, что воздушный зазор 
одинаков вследствие цилиндрической конструкции ротора, как пока
зано на фиг. 1. 13. Эта конструктивная особенность позволяет свести 
до минимума магнитное рассеяние по сравнению с конструкцией, 
показанной на фиг. 1. 12. Далее, роторная обмотка обычно равно
мерно распределена по окружности ротора в противоположность 
концентрированной обмотке, применяемой в сельсине-датчике. 
Еще одно различие состоит в определении электрического нулевого 
положения. У сельсин-трансформатора оно определяется как положе
ние ротора, которое имеет связь с фазой 2 статорного нуля. Это поло
жение показано на фиг. 1. 12, б. Статорная обмотка является также 
уравновешенной трехфазной обмоткой, однако она отличается от сель-

Фиг. 1. 13. Конструктивные особенности сельсина-транс
форматора и его схема с ротором в электрическом нуле.

сина-датчика в том отношении, что обладает более высоким сопротив
лением на фазу. Эта последняя особенность позволяет питать некото
рые сельсины-трансформаторы от простого датчика.

Работа системы. После электрического соединения зажимов ста
тора, как показано на фиг. 1. 14, и возбуждения ротора сельсина- 
датчика переменным напряжением, пара сельсинов может быть 
использована в качестве устройства для определения рассогласова
ния между положением вала ротора сельсина-датчика и положением 
вала ротора сельсина-трансформатора, которое выражается в виде 
напряжения ошибки, появляющегося на зажимах ротора сельсина- 
трансформатора. Предположим, например, что ротор сельсина-дат
чика сигналов смещен на угол 30°; тогда согласно уравнениям 
(1.37)—(1.39) среднеквадратичные значения фазовой наведенной 
э. д. с. будут такими, как показано на фиг. 1. 14. Ось переменного 
магнитного поля совпадает с осью ротора. Ввиду того что статор 
сельсина-датчика соединен со статором сельсина-трансформатора, 
первый питает током намагничивания статор сельсина-трансформа
тора, в котором в свою очередь возникает пульсирующее поле в его 
воздушном зазоре. Величина фазовых токов в статоре сельсина-транс
форматора должна быть такой, чтобы результирующий магнитный 
Поток в воздушном зазоре наводил напряжения в каждой фазе,
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которые должны быть равны и противоположны по направлению нап
ряжениям в статоре сельсина-датчика. Это представляет условие рав
новесия при данном значении 0 сельсина-датчика. Результирующий 
магнитный поток в сельсине-трансформаторе увеличивается до положе
ния, которое соответствует совпадению с осью ротора сельсина-дат
чика. Если ротор сельсина-трансформатора закреплен по предполо
жению в своем электрическом нулевом положении, то отсюда ясно, 
что наведенное напряжение в роторной обмотке будет определяться 
выражением

е = Е sin 9, (1. 40)

где Е — максимальное среднеквадратичное значение напряжения, 
наведенного в роторной обмотке сельсина- трансформатора при макси-

Фиг. 1. 14. Принципиальная схема соединения сельсина-дат
чика и сельсина-трансформатора, предназначенная для работы 

в качестве измерения угла рассогласования.

мальной связи с магнитным полем. Величина этого роторного напря
жения является, следовательно, показателем рассогласования между 
положениями роторов сельсина-датчика и сельсина-трансформатора. 
Если теперь ротор сельсина-трансформатора повернуть вручную 
против часовой стрелки на угол 30°, как показано на фиг. 1. 13, 
то э. д. с. роторной обмотки будет равна нулю и тем самым свидетель
ствовать о точном совпадении между перемещениями сельсина-дат
чика и сельсина-трансформатора. Конечно, если применить эти 
устройства в системе управления с обратной связью, как показано 
на фиг. 1. 11, то на выходе сельсина-трансформатора появится сигнал 
рассогласования для системы, причем этот сигнал рассогласования 
будет сведен до нуля под действием входных сигналов положения, 
поступающих через обратную связь.

Обратим внимание на работу этой системы, когда на вход посту
пает сигнал скорости; это означает, что ротор сельсина-датчика вра
щается с постоянной скоростью. В конечном состоянии желательно, 
чтобы выход вращался также с постоянной скоростью в соответствии 
с сигналами команды. Чтобы понять, как система, изображенная 
на фиг. 1.11, осуществляет это, рассмотрим, что происходит непо
средственно после появления на входе единичной функции скорости, 
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Предположим, что первоначально ротор находится в своем электри
ческом нулевом положении. Напомним, что соединение двух сельси
нов представляет детектор ошибки, чувствительный к положению, 
как это становится очевидно из уравнения (1.40). Следовательно, 
сигнал рассогласования будет генерироваться до тех пор, пока суще
ствует рассогласование положения двух валов (независимо от того, 
как это возникло), т. е. роторное напряжение будет генерироваться 
до тех пор, пока ротор сельсина находится в фиксированном смещен
ном положении или его положение будет линейно увеличиваться 
со временем (входная функция скорости), или параболически увели
чиваться со временем (входная функция ускорения). Следует под
черкнуть, что входной величиной для ротора сельсина-датчика 

является скорее угловое перемещение 9 = cozr, чем , как это 
видно на фиг. 1.11.

Предположим теперь, что угловое положение, измеряемое вели
чиной 9 х, увеличивается со временем, вследствие чего ротор смещается 
из электрического нуля и на входных зажимах усилителя появляется 
сигнал рассогласования. Непосредственно после появления сигнала 
на входе, ротор сельсина-трансформатор.а остается неподвижным 
вследствие инерционных сил, связанных с выходным валом. По исте
чении некоторого времени сигнал рассогласования возрастает 
и система сервоусилитель-серводвигатель будет развивать достаточ
ный момент, чтобы ускорить вращение нагрузки до скорости входной 
команды. При достижении этого положения скорость вала сельсина- 
трансформатора будет соответствовать скорости сигналов команды 
на валу сельсина-датчика. Однако между двумя роторами будет суще
ствовать сдвиг по фазе; это условие абсолютно необходимо для воз
никновения сигнала рассогласования, чтобы генерировать доста
точный момент для преодоления вязкого трения, следовательно, для 
поддержания постоянной выходной скорости. Конечно, величина 
сигнала рассогласования зависит от коэффициента усиления прямой 
цепи. Чем больше этот коэффициент усиления, тем слабее сигнал 
рассогласования и, следовательно, меньше динамическая погреш
ность системы.

Работу этой системы можно лучше понять, напомнив, что ротор 
сельсина-датчика вращается со скоростью команды; ось магнитного 
поля также вращается с этой скоростью. Кроме того, соответствующие 
намагничивающие токи, создающие магнитный поток в статоре сель
сина-трансформатора, будут такими чтобы результирующий магнит
ный поток, который является пульсирующим, одновременно вра
щался с такой же скоростью, как и входная скорость.

Когда ротор сельсина-датчика перемещается из электрического 
нулевого положения под действием входной величины, магнитный 
поток в сельсине-трансформаторе также перемещается из его электри
ческого нулевого положения и тем самым наводит напряжение 
в роторной обмотке. Если входное угловое перемещение быстро возра
стает вследствие большой скорости команды,то сигнал рассогласования 
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становится соответственно большим, а это в свою очередь 
означает возможность образования момента для большого ускорения 
с целью установления регулируемой выходной скорости. Когда же 
ротор сельсина-трансформатора вращается с одинаковой ско
ростью, как и ротор сельсина-датчика, то не будет относительного 
перемещения между магнитным полем сельсина-трансформатора 
и его роторной обмотки. Однако при этих обстоятельствах ось ротор
ной обмотки не будет находиться под прямым углом к оси магнитного 
поля, чтобы обеспечить достаточную связь между ними и, таким 
образом, сигнал рассогласования, необходимый для генерирования 
выходной величины, будет сохраняться вследствие трансформации 
напряжения в сельсине-трансформаторе. Интересно заметить, что 
при наличии подобной схемы выходная скорость точно соответствует

Фиг. 1. 15. Блок-схема с указанием коэффициентов усиления звеньев.

величине команды, т. е. система работает без ошибки скорости, 
но возможна ошибка положения. Например, если передаточные отно
шения обратной связи и редуктора нагрузки равны единице, то выход
ная скорость будет одинакова с входной скоростью в конечном состоя
нии. В другом же случае сигнал рассогласования будет изменяться 
синусоидально с частотой, пропорциональной разнице скоростей; 
это означает, что такая система не будет работать надежно, так как 
сигнал рассогласования изменяет свой знак, и, следовательно, вра
щение выходного звена также реверсируется. Способность системы 
работать без ошибки регулируемой скорости следует приписать при
менению позиционно чувствительного детектора ошибки.

Если сельсины заменить устройствами, чувствительными к скоро
сти, например, на пару электрических тахометров, то система будет 
работать с ошибкой скорости для создания момента, необходимого 
для преодоления вязкого трения.

Математический анализ. Блок-схема системы показана 
на фиг. 1. 15. Для упрощения предполагается, что момент нагрузки 
ML равен нулю, так что дифференциальное уравнение, описывающее 
систему, будет

= + (1.41)

где Ks — постоянная сельсина, выраженная в в!рад\ другие 
постоянные имеют одинаковые значения, как было сказано выше.
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Кривая входной функции показана на фиг. 1. 16. На фиг. 1. 16, а 
показано изменение входного перемещения, выраженного в радианах; 
на этой фигуре изображена кусочно-линейная входная функция 
положения с наклоном coz рад.!сек,. Ввиду того что детектор ошибки 
является позиционно-чувствительным, такая входная функция имеет 
существенное значение. Слева на фиг. 1. 16 дана единичная входная 
функция скорости, которая показывает только то, что наклон кривой 
зависимости положения от времени равняется нулю при t = 0”, 
в то время как при t = 0+ этот наклон изменяется до конечного зна
чения, например coz и сохраняет это значение в дальнейшем. Сигнал 
рассогласования, выраженный в радианах, равен

е = 0 (1. 42)

d9, 
dt

Фиг. 1. 16. Входная функция для системы, показанной нафиг. И.

Время 

б)

О

Теперь благодаря значительному упрощению динамика системы 
может быть определена сперва путем решения относительно сигнала 
рассогласования, а затем применением уравнения (1. 42) для получе
ния решения для выходной величины. Подстановка уравнения (1. 42) 
в уравнение (1. 41) приводит к выражению

7 -$- + f + n2KsKAKMe = + (1. 43)

Введение

и K = n2KsKAKM (1.44)

позволяет написать последнее уравнение в следующем виде:

■z-S-+f#+'<B=/T+fm<- <L45>
Для нахождения решения этого уравнения можно применить 

обычный способ.
Решенйе ess находится путем приравнивания нулю производных 

по времени в уравнении (1. 45). Следовательно,

ess = рад. (1.46)
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Здесь e* s выражено в радианах. Напомним, что ‘эта величина 
представляет погрешность положения вследствие воздействия вход
ной функции скорости. У системы с неизменными параметрами 
большей входной скорости соответствует больший сигнал рассогла
сования, необходимый для генерирования выходной скорости. 
Из равенства (1.46), кроме того, следует, что момент, создаваемый 
двигателем в установившемся состоянии, должен быть достаточен 
для преодоления влияния вязкого трения. Отсюда

Но со, — п2а)м «=*  coz, где со, — скорость вала обратной связи.
Так как

то отсюда следует, что

&ss = ъКзКаКм = ~К

Для обобщения результатов, выраженных через £ и соп, величину 
F можно заменить на

F _ tfc _ 2?К7й _ 2£ ,, 47Ч_ К ~ К ~ Шп • <1,47'

Тогда уравнение (1. 46) приобретает вид

(1.48)

Приравнивая внешнее возмущение нулю в уравнении (1.45), 
получим характеристическое уравнение

s2 + ("г) s + “7“ = °’

которое совпадает с уравнением для системы на фиг. 1.1. Этот резуль
тат не является неожиданным, потому что в обоих случаях детекторы 
ошибок являются позиционно чувствительными устройствами. Корни 
этого уравнения имеют тот же вид, как и раньше, а именно

$1,2=~ ± /Ч-

Отсюда решение может быть записано в виде
ес = е^03'^ (k cos со^ + k' sin adt), (1. 49)

где kf и k" представляют произвольные постоянные, определяемые 
по начальным условиям.

* ess имеет одинаковую форму, как и задающая функция, т. е. постоянна
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Общее решение уравнения (1. 45) равняется сумме выражений 
(1. 48) и (1. 49). Следовательно

е = 2^-^- + е_Ео)"< (k' cos <adt + k sintod/). (1.50)

Возможные варианты начальных условий при t = 0+ представ
лены в таблице. На фиг. 1. 1G показано, что 0г = 0 и = cot- при 

t = о+, так как влияние инерции 0Л4 и равны нулю. Соответ
ствующие значения е были определены из уравнения (1. 42)

0i 8 0m

0 0 0

d 
dt (OZ (OZ 0

Подстановка первого начального условия в выражение для общего 
решения дает

/г'^-2^. (1.51)

Чтобы применить второе начальное условие, необходимо предва
рительно дифференцировать уравнение (1. 50), что приводит к выра
жению

= — k\an cos adte — k’a>de +

+ k cos a>dt — k" (£ш„) sin .

Введение начальных условий "дает

= 0-52)

Если значения k' и k" ввести в уравнение (1.50), то получим

е - ®<- + е ^п‘ [- co,costodZ + -g- (1 - 2£2) sin (iv] .

После перегруппировки имеем

е ~S~= 2Ф - е~£ v (cos + пЛфФsin °v)1 • (
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Объединяя члены с синусами и косинусами, можно получить более 
простую форму

sin (■„„<+„)]. (1.54)

где

= arc tg
2£ К1 - £2

2£2 —- 1

Эти выражения для сигнала рассогласования справедливы при
О < £ < 1,0 и ML — 0. На фиг. 1.17 построены кривые этого реше
ния при некоторых значениях коэффициента затухания. Эти графики

Фиг. 1. 17. Кривые, характеризующие уравнение (1. 54), для не
скольких значений относительного коэффициента демпфирования.

показывают, что с уменьшением £ ошибка запаздывания в установив
шемся состоянии также уменьшается. Отсюда следует, что умень
шение относительного коэффициента демпфирования влечет за собой 
увеличение коэффициента усиления, а последнее в свою очередь озна
чает уменьшение величины ess, как это подтверждает уравнение 
(1. 46). Здесь предполагалось, что величины F и J остаются постоян
ными.

Решение для выходного перемещения. Угол поворота ротора двига
теля определяется из уравнения (1. 42) и равен 0^ = (01— е).
Угол поворота вала нагрузки связан с углом поворота вала двигателя 
соотношением 0 = п$м, где представляет передаточное отношение 
редуктора, соединяющего вал двигателя с валом нагрузки.

Поэтому угол выходного перемещения равен

0=^(01_е).

Если в последнее уравнение ввести 0] = и подставить е из 
уравнения (1.54), то получим требуемый результат

2£

(1.55)

0-^ = 
«1

. (1.56)
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Графическое построение этого решения дано на фиг. 1. 18. Заме
тим, что после окончания переходного процесса наклон кривой выход
ного перемещения равен наклону кривой входного перемещения; это

Фиг. 1. 18. Характеристика реакции системы второго 
порядка на единичную входную функцию скорости:

1 — 91 = со/; 2 — по уравнению (1. 56) при nt = п2; 3 — ошибка 
запаздывания установившегося состояния.

означает, что две скорости равны между собой, но между двумя 
валами имеет место запаздывание при установлении положения, т. е. 
ошибка запаздывания по положению.

1. 3. ТРЕБОВАНИЯ К ХАРАКТЕРИСТИКАМ СИСТЕМ

При проектировании систем второго порядка, которые приме
няются для регулирования скорости, часто ограничивается допусти
мая ошибка запаздывания по положению в установившемся режиме, 
а также максимальное перерегулирование в переходном режиме. 
Обычно невозможно удовлетворить обоим требованиям при заданных 
параметрах. Реакция системы в установившемся режиме описывается 
уравнением (1. 46)

Р
1 • 57)

а реакция системы в переходном режиме содержит относительный 
коэффициент демпфирования согласно уравнению (1. 17)

2 J/" KJ
(1.58)

Как правило, члены, связанные с вязким трением и инерцией, 
делаются возможно малыми, так что в системе остается одна регули
руемая переменная величина, а именно коэффициент усиления К 



разомкнутой цепи. Из равенства (1. 57) следует, что значение коэффи
циента усиления /(, необходимого для удовлетворения требования 
о допустимой ошибке запаздывания по положению, может быть легко 
определено при заданных значениях F и coz. Однако трудности возни
кают в связи с тем, что применение этого коэффициента усиления 
в уравнении (1. 58) может быть связано с такими значениями £, кото
рые делают невозможным сохранение максимального перерегулиро
вания в допустимых пределах. Отсюда вытекает необходимость изме
нения основной конструкции самой системы второго порядка.

Такая задача возникает не только в случае входной функции 
скорости, хотя эта функция определенно имеет большое значение, 
но, кроме того, она возникает для таких систем второго порядка, 
которые следят за сигналами команды положения при наличии 
внешних возмущений нагрузки. При этих условиях рассогласова
ние между выходной величиной и командой определяется

Ж
eSs = —(1-59)

где Мо — величина внешней нагрузки. Если эта величина 
не выходит за определенные пределы, то необходимо обеспечить 
достаточно брльшое усиление, что в свою очередь выражается в низ
ком относительном коэффициенте демпфирования с последующим 
ухудшением характеристики переходного режима. Такая же задача 
возникает в случае, когда нет внешних возмущений, но требуется 
очень высокая точность. В этих условиях приобретают большое 
и вредное влияние недостатки звеньев системы, например, такие 
недостатки, как кулоново трение и трение скольжения в потенцио
метрах и сельсинах, влияние зоны нечувствительности и зазоров 
в серводвигателе. Подобные влияния могут быть значительно умень
шены применением высокого коэффициента усиления.

Очевидно, что необходимость высокого коэффициента усиления 
для точных систем регулирования с обратной связью является неиз
бежной и что одинаково неизбежна необходимость сохранения удов
летворительных динамических свойств.

Отсюда ясно, что существует необходимость в надлежащих ком
пенсационных схемах, которые могут предотвратить ухудшение харак
теристики переходного режима, несмотря на применение высокого 
коэффициента усиления. Хотя имеется несколько методов подобной 
компенсации, но только два из них являются действительно практи
чески пригодными и поэтому широко применяются. Первый метод 
состоит в применении демпфирования, пропорционального скорости 
рассогласования регулируемой величины, по второму методу приме
няют демпфирование,пропорциональное скорости выходной величины. 
Рассмотрение схем, рекомендующих эти методы, входит в задачу 
последующих разделов настоящей главы.

36



1. 4. СИСТЕМА ВТОРОГО ПОРЯДКА С ДЕМПФИРОВАНИЕМ, 
ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫМ СКОРОСТИ РАССОГЛАСОВАНИЯ. 

ВХОДНАЯ ФУНКЦИЯ СКОРОСТИ

Система в состоянии демпфировать пропорционально скорости 
рассогласования, когда образование выходной величины зависит 
от скорости изменения сигнала рассогласования. Применение демп
фирования, пропорционального скорости рассогласования в системе, 
схема которой изображена на фиг. 1. 19, осуществляется просто 
путем включения усилителя, который создает выходной сигнал, 
содержащий член, пропорциональный производной входной вели
чины, и сигнал, пропорциональный самой входной величине. Тогда

Фиг. 1. 19. Блок-схема системы второго порядка с демпфированием, 
пропорциональным скорости рассогласования.

момент, создаваемый серводвигателем, будет зависеть не только 
от величины позиционной ошибки, но также от скорости ее изменения 
во времени. Подобная система регулирования называется пропор
циональным регулятором с регулированием по производной. Когда 
демпфирования пропорционального скорости рассогласования 
нет, то система будет называться просто пропорциональным регуля
тором. На фиг. 1. 19 показана блок-схема системы с демпфированием, 
пропорциональным скорости рассогласования. Выходные звенья 
усилителя (пропорциональный и по производной) показаны в виде 
Двух параллельных цепей, которые суммируют сигнал до подачи его 
в серводвигатель. Величина А — коэффициент усиления скорости 
рассогласования — обычно выражается в в/в/сек или проще в сек. 
Одной из задач последующего анализа является оценка величины А 
при заданных коэффициентах демпфирования.

Работа системы с блок-схемой фиг. 1. 19 одинакова с работой 
системы на фиг. 1. 11 за исключением того, что коэффициент демпфи
рования теперь зависит от совместного влияния эквивалента вяз
кого трения двигателя и рассогласования скорости. До нахождения 
аналитического решения рассмотрим физический процесс в системе;

37



Дифференциальное уравнение движения системы в данном случае 
будет

*KSKAKM + KSKMA = J-^+F^. (1. 60)

Левая часть уравнения представляет момент, создаваемый двига
телем, и отличается от соответствующего члена уравнения (1.41) 
только множителем в виде производной. Сигнал рассогласования е, 
выраженный в радианах, может быть определен из уравнения (1. 42). 
Вводя 0Л1 из этого уравнения в уравнение (1. 60), получим

7 ■& + + n^sAKM) + n2KsKAKMe = J^- + F^-. (1.61)

Коэффициент усиления разомкнутой цепи пропорциональной 
системы был определен в разделе 1. 2,

К = n2KsKAKM- (1.62)

Для системы фиг. 1. 19 он имеет то же значение. Определим сле
дующую дополнительную величину для упрощения последующих 
математических выкладок.

Коэффициент усиления разомнутой цепи по скорости рас
согласования

(1.63)

Проверка размерностей этого равенства показывает, что Qe 
представляет действительный член вязкого трения, амплитуду кото
рого можно независимо регулировать путем изменения вели
чины Л.

Размерный характер величины Qe можно легко проверить при 
рассмотрении уравнения (1. 61), из которого следует, что эта величина 
объединена с членом вязкого трения F. Эти выражения для К и Qe 
могут быть легко получены на основании блок-схемы на фиг. 1. 19. 
Для этого необходимо только разомкнуть цепь в точке присоединения 
обратной связи, а затем образовать произведение коэффициентов уси
ления каждого блока, начиная с выходного звена суммирующего 
устройства, вплоть до зажимов, где цепь была разомкнута. Следова
тельно, для получения коэффициента К необходимо разомкнуть цепь 
в точке X на фиг. 1. 19 и затем перемножить коэффициенты усиления 
блоков, расположенных в пропорциональном канале, который вклю
чает сельсин Ks, усилитель КА, серводвигатель Км и элементы 
обратной связи п2. Для нахождения Qe необходимо рассмотреть 
канал сигнала скорости рассогласования, который содержит сельсин 
Ks, дифференциатор Л,- серводвигатель и элементы обратной 
связи /tj.
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После подстановки уравнений (1. 62) и (1. 63) в уравнение (1. 61), 
а также = со, дифференциальное уравнение системы при постоян
ной входной скорости приобретает вид

+ + + + (1-64)

Применив опять обычный метод нахождения решения дифферен
циального уравнения, получаем, что значение сигнала рассогласова
ния, необходимого при установившемся состоянии, равняется, как 
и раньше, ess = coz (радиан). Характеристическое уравнение 
однако изменяется, а именно

s2 + s + 4- = 0. (1-65)

так что корни этого уравнения, определяющие характер переходного 
режима, будут равны

Они получены для случая, когда демпфирование меньше кри
тического. Из последнего уравнения следует, что критическое вязкое 
демпфирование равно

(F + Qe)c = 2/K7. (1.67)

Сравнение уравнений (1. 67) и (1. 15) показывает, что независимо 
от характера демпфирования системы (только вязкого демпфирования 
или одновременного вязкого демпфирования и демпфирования, про
порционального скорости рассогласования) критическое значение 
коэффициента демпфирования будет определяться величиной 2]/ 
это означает, что коэффициент демпфирования сохраняет свою зави
симость от пропорционального усиления разомкнутой цепи и инерции 
системы.

Как следует из уравнения (1. 17), относительный коэффициент 
демпфирования системы второго порядка всегда выражается через 
отношение значений суммарного демпфирования к критическому 
значению. В этом случае относительный коэффициент демпфирования 
приобретает значение

FA-Ог
2/W ‘

(1.68)

При рассмотрении характеристического уравнения становится 
очевидно,- что выражение для собственной частоты остается неизмен
ным, т. е.
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Уравнение (1. 66) приобретает следующую форму, если его выра
зить через относительный коэффициент демпфирования и собственную 
частоту

Si, 2 = — ± i^d-

Как видно, это то же уравнение, что и уравнение (1. 21). Конечно 
имеется разница, которая связана с относительным коэффициентом 
демпфирования. Полное выражение для сигнала рассогласования 
будет

е = сох- + е ^ni (k cos ®dt + k" sin co^). (1.69)

Для введения установившейся ошибки, выраженной через вели
чины £ и соп, можно поступать так же, как это было сделано выше. 
Однако, чтобы иметь возможность быстро сравнить реакции в данном 
случае с реакцией системы без демпфирования пропорционального 
скорости рассогласования, введем новую величину

_ F
Q ~ F + Qe ' (1-70)

Эта величина позволяет произвести сравнение ;характеристик 
систем, которые имеют либо только вязкое демпфирование, либо 
одновременно вязкое демпфирование и демпфирование, пропорцио
нальное скорости рассогласования. Часто величина F представляет 
допустимое минимальное вязкое трение, которое определяется глав
ным образом выбранным серводвигателем, с целью удовлетворить 
требования к выходной величине. Поступим как и раньше для опре
деления ошибки установившегося состояния через величины £ и cort. 
Следовательно,

F + (?e _ UF + <?e)c _ £2/7(7 _ 2£ „ 7n
Л “ К ~ К юя ’

Тогда подстановка выражения для F + Qe из уравнения (1. 70) 
приводит к

(1-72)

Теперь можно выразить решение для величины е в установившемся 
состоянии не только через £ и соа, но также через сравнительное отно
шение Q. После этого уравнение (1. 69) приобретает вид

8 ~ 2q£-^--|-е (k' cos wdt + k' sin wdt). (1-73)

Здесь начальные условия одинаковы с теми, которые были приме
нены в уравнениях (1. 51) и (1. 52). Введем эти начальные условия 
40



в уравнение (1. 73) и произведем те же операции, тогда получим сле
дующие значения для постоянных:

fc' = -Q2£-^ (1.74)

И
(1.75)

Введение значений k' и k" в уравнение (1. 73) и перегруппировка 
членов дает требуемый результат, а именно

Фиг. 1. 20. Реакция системы второго порядка на входную 
функцию скорости:

1 — система без демпфирования; 2—система с демпфированием, про
порциональным скорости рассогласования.

Этот результат справедлив при 0 < £ < 1,0 и ML = 0. Конечно, 
при р = 1 уравнение (1. 76) сводится к уравнению (1. 53).

Основное преимущество демпфирования, пропорционального 
скорости рассогласования, выражающееся в улучшении характери
стики системы, может быть выявлено после тщательного изучения 
последнего математического выражения. С целью облегчения этого 
изучения уравнение (1. 76) графически изображено на фиг. 1. 20 
при неизменном значении £ и Двух разных значениях р. Кривая 2 
на этой фигуре соответствует положению, когда степень демпфирова
ния, пропорционального скорости рассогласования Qg, добавленного 
к системе, равно первоначальному вязкому трению F. Уровень уста
новившегося состояния по этой кривой равняется только половине 
значения кривой /, соответствующей правой части уравнения (1. 76), 
которая показывает, что установившаяся позиционная ошибка при 
заданной входной скорости была уменьшена без уменьшения £. 
Это объясняется тем, что для сохранения одинакового значения £ 
при наличии демпфирования, пропорционального скорости рассогла
сования, необходимо увеличить коэффициент усиления разомкнутой 
Цепи [см. уравнение (1. 68)]. В виду того, что установившаяся ошибка
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ess = отсюда следует, что значение ew должно уменьшаться
при увеличении коэффициента К. Для случая, изображенного на 
фиг. 1. 20, с целью сохранить то же значение = 0,4 при Qe = F 
требуется повысить в 4 раза усиление разомкнутой цепи; этот вывод 
непосредственно следует из уравнения (1. 68). Хотя установившиеся 
значения на фиг. 1. 21 отличаются на множитель необходимо 
напомнить, что значение ординаты этой кривой теперь больше, так 
как собственная частота увеличилась из-за повышения коэффициента 
усиления разомкнутой цепи. Отсюда можно вывести правило о демп
фировании, пропорциональном скорости рассогласования; это демп
фирование допускает применение более высокого коэффициента уси
ления без вредного влияния на коэффициент демпфирования и этим 
путем возможно удовлетворить заданные требования об относитель
ном коэффициенте демпфирования и установившейся ошибке. Этот 
способ дает дополнительное преимущество, состоящее в увеличении 
собственной частоты системы, что в свою очередь означает снижение 
времени регулирования. Выводы суммированы в табл. 1. 2.

Сравнение системы с вязким демпфированием и системы с вязким 
демпфированием и демпфированием, пропорциональным скорости рассогласования

Таблица 12

Первый случай 1 Второй случай 2 Примечания 1

F
ess ®/

F
ess

При заданном со/ вычисляется зна
чение /(', требуемое для удовлетворения 
условий установившегося режима

F
2 У KJ

_  F +
~ 2}ГкП

При £ = £' определяют требуемое 
значение Qs

V j

юп > следовательно, более быст
рая реакция, т. е. меньше время регу
лирования

' F 4- Qq
= 2J

Это равняется относительному коэф
фициенту демпфирования и он больше 
для второго случая, что свидетельствует 
о более быстрой реакции

1 Первоначальное вязкое трение равняется F. К — коэффициент усиления 
разомкнутой цепи; деформирования, пропорционального скорости рассогласования, 

нет.
2 Первоначальное вязкое трение равняется F; увеличенный коэффициент усиле

ния разомкнутой цепи равняется /С': демпфирование, пропорциональное скорости рас
согласования, равняется

’ Сравнение сделано на основе одинаковых значений относительного коэффи
циента демпфирования в обоих случаях.
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Вязкое демпфирование эффективно воздействует на колебания 
входного сигнала, так как оно представляет приложенную к системе 
задерживающую силу, пропорциональную скорости изменения регу
лируемой переменной величины. В тех случаях, когда требуется 
неизменная выходная скорость, вязкое демпфирование становится 
очень важным фактором, определяющим установившуюся ошибку. 
Отметим одну отличительную особенность демпфирования, пропор
ционального скорости рассогласования. При этом демпфировании нет 
необходимости усиливать сигнал рассогласования для создания требуе- 
мойвыходной скорости. Эта особенность объясняется тем, что демпфи
рование, пропорциональное скорости рассогласования, основано на 
изменениях сигнала рассогласования при переходном.процессе, т. е. 

е в тот период, когда требуется усиленное демп-
'6, т фирование. Как только эти колебания исче-
КО к зают, прекращается демпфирование, создавае-

\ мое этим источником. Следовательно, здесь
\ отсутствует вредное влияние на характерис-
\ тику установившегося состояния. Для физи-
\ ческой интерпретации влияния демпфирова-

Фиг. 1. 21. Безразмерная кривая реакции на сигнал 
рассогласования.

ния, пропорционального скорости рассогласования, рассмотрим дина
мику системы,изображенной на фиг. 1. 19, когда она подвергается 
входной единичной функции положения (последняя выбрана вместо 
единичной функции скорости вследствие большей простоты).

Предположим, что коэффициент усиления разомкнутой цепи 
очень большой; тогда при наложении единичной входной функции 
посредством пропорционального канала будет создаваться очень 
большой момент, который приведет в действие выходное звено 
с целью быстрого достижения требуемого значения. Но как только 
выходная величина достигнет своего нового значения, это повлияет 

d вна скорость изменения выходного сигнала , которая первона
чально имеет отрицательное значение, как показывает наклон кривой 
на фиг. 1. 21. Ввиду того, что результирующий момент выражен через

zKsKaKm + KsKmA >

отсюда следует, что перемещение выходного звена связано с умень
шением большого пропорционального компонента под действием ско
рости рассогласования. Благодаря этому сильное перерегулирование 
или даже неустойчивость предотвращаются, несмотря на высокие 
коэффициенты усиления.
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Когда единичная входная функция прилагается к системе с демп
фированием, пропорциональным скорости рассогласования, если 
система первоначально находится в покое, тогда при t = 0+ перво-

Q&начальная скорость имеет значение ~~, как это можно определить 
из уравнения (1. 61). Следовательно, реакция на единичную функцию 
системы с демпфированием, пропорциональным скорости рассогласо
вания, отличается от аналогичной реакции, показанной на фиг. 1. 7. 
Это объясняется отчасти введением дополнительного члена, а именно 

который становится частью решения переходного процесса. Очевидно, 
когда Qs становится очень малой величиной, реакция на единичную 
функцию приближается к реакции первоначальной системы.

Выбор коэффициента скорости рассогласования и коэффициента 
усиления усилителя. Определение коэффициента скорости рассогла
сования, необходимого для создания заданной характеристики пере
ходного режима и минимальной установившейся ошибки произво
дится на основе уравнения (1.63) после того как основные контуры 
системы были выбраны. После выбора надлежащего серводвигателя 
и элементов обратной связи, а также выбора сельсинов, как устройств 
генерирования сигнала рассогласования, остается только определить 
коэффициент скорости рассогласования. Первоначально вычисляется 
необходимое усиление разомкнутой цепи на основании заданных 
минимально допустимых значений ess. После этого ограничение зна
чений £ и использование уравнения (1.68) позволяют вычислить 
величину Qc, откуда затем находится Л. Нетрудно обнаружить, что 
требуемое усиление КА аналогично определяется из уравнения (1. 62).

Пример /. Система на фиг. 1.11 имеет следующие коэффициенты 
усиления и другие параметры;

Ks — постоянная сельсина, равная 57,3 в!рад\
Км— постоянная момента двигателя, равная 1,82 х 10“4 х 

X П[ кгм/в\
FM — эквивалентный коэффициент вязкости трения двигателя, 

равный 1,5 х Ю'4 х П\ кгм/рад/сек\
Fl— коэффициент вязкого трения нагрузки, равный нулю;
JM — момент инерции двигателя, равный 4,0 х 10“6 X П2 кг-см2\
JL— момент инерции нагрузки, равный 8,64х 10“4 X П2 кг-см2;

— передаточное отношение от вала двигателя к валу нагрузки

— равно -JJ;

Ка — коэффициент усиления усилителя, равный 10 в/в\
ML — момент нагрузки, равный нулю.

*См. конец главы 1.
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а) При разомкнутой цепи находим значение сигнала рассогласо
вания, необходимого для образования скорости двигателя \000об/мин. 
Результат выражаем в вольтах и радианах.

б) Вычисляем полное решение для сигнала рассогласования, выра
женного в радианах, когда цепь замкнута и подвергается единичному 
входному сигналу, равному 0,2 рад.

в) Определяем полное решение для выходного перемещения, 
соответствующего условиям пункта «б».

г) К замкнутой системе подается сигнал входной скорости 
0,1 рад!сек и находится решение по времени для сигнала рассогла
сования и выходной величины.

д) Усилитель изменяется таким образом, чтобы он включал член 
скорости рассогласования в дополнение к пропорциональному члену. 
Предполагая отсутствие изменений пропорционального усиления, 
вычисляем коэффициент скорости рассогласования, необходимый для 
увеличения относительного коэффициента демпфирования до 0,7.

е) Определяем полное решение для выходного перемещения, 
соответствующего условиям пункта «д» при входной скорости 
0,1 рад! сек.

ж) Вычисляем мощность, поглощаемую демпфером вязкого тре
ния, расположенного на валу двигателя, с целью создать относитель
ный коэффициент демпфирования 0,7 вместо демпфирования, пропор
ционального скорости рассогласования. Предполагаем, что входная 
скорость равна 10 рад/сек.

Решения находятся следующим образом.
а) После достижения установившейся скорости при разомкнутой 

цепи двигатель должен создавать достаточный момент для преодо
ления момента вязкого трения. Следовательно,

еКдКм = F мСОдр

где сом — —™— = 104,6 рад/сек.

Отсюда

е = 1,5 х 10~4х 104,6
10x1,82x10-*

= 8,63 в.

Значение этого сигнала рассогласования, выраженное в ради
анах, равняется

е = 'й== 0,151 рад-

б) Ввиду того, что нагрузочный момент равняется нулю, тре
буемое решение выражается уравнением (1. 28).

Поэтому нахождение решения требует только определения зна
чений параметров £ и соп. Усиление разомкнутой цепи равняется

= п2К,КАКм = -^ 57,3х 10 х 1,82 х 10-4=86,9х IO"4 X /71 кгм/рад.
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Необходимо также определить эквивалентный момент инерции, 
отнесенный к валу двигателя, т. е.

Jем = J м l = 4 х 10 6 -|—1------ = 10’5 х П2 кг • см2.

Собственная частота системы
1/ 86,9 х 10-4

в)п= у —= У ----- --------- = 29,5 рад. сек.

Относительный коэффициент демпфирования
Г = F = 1>5 х 10~4 - *’5 х 10~4 - п 254.
& “ 2 VKT ~ 2 /86,9 X Ю-4 X 16^ “ 5,88 X Ю"4 “ ’

а также со^ = 29,4 /1 — 0,2552 — 28,4 рад/сек.
Введение этих величин в уравнение (1. 28) дает решение

е (/) = 0,207е_7’6/ sin (28,4/ + 75,2°).

в) Из уравнения (1. 31) непосредственно вытекает последнее 
выражение, следовательно

с (/) = 0,2 [1 — 1,04е”7’6/ sin (28,4/ + 75,2°)].

г) ' Решение для сигнала рассогласования следует из уравне
ния (1. 54). Подстановка приводит к следующему расчету

е (/) = 0,00174 [1 — 2,03е“7’6/ sin (28,4/ + 75,2°)] (рад.)

Уравнение (1. 56) позволяет найти решение для выходной вели
чины. Отсюда имеем

с(/) = 0,1/ — 0,00174 [1 — 2,03е“7’6/sin (28,4/+ 150,5°)] (рад).

д) Из уравнения (1. 68) имеем

Qg = £ (2V1TJ) — = (5,88 X 10“4) — 1,5 X 10’4 -

- 2,62 X 10’4.

Тогда применение уравнения (1. 63) дает

А = -------2,62 х -'°'---------= 0,302 в/в/сек.
пг^м _Lx57i3x it82X 10-*

Значения переводных коэффициентов Пи П2, Па см. в конце главы.
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е) Решение во времени будет
с (/) = г (/) — е (/),

где е (/) определяется уравнением (1. 76). Более развернутое реше
ние имеет вид

с (/) — — q — со,- [ 1 — е~^ап( (cos adt -f-
(ОЛ

Из результатов пункта «д» следует
л ___ Г ___ 1.0 X IV * ___ п
6 “ ^ + Qe - (1,5 ± 2,62) X Ю-5 _ U’ ’ 

Отсюда

Q — со; — 0,364X 0,1 = 0,00174 рад.(Dn zy 4

Как предполагалось, на эту величину не влияет демпфирование, 
пропорциональное скорости рассогласования. Заметим, что при вве
дении надлежащих значений для Q и £ левая часть последнего равен
ства сводится к (F/K/) coz. Далее

£со„ = 0,7 X 29,4 = 20,6

cod = 29,4 1 — 0,49 = 21 рад/сек

и 2ег;2 -1
2е£ К^ЯТ2

— 0,644
0,364

Подстановка этих значений в выражение для с (/) дает

с (t) = 0,1/ — 0,00174 [1 — 2,03е-20-6 sin (21/ + 150,5°)] (рад).

ж) Внешний вязкий демпфер должен обеспечивать коэффициент 
вязкого демпфирования, равный 2,62 X Ю~лхП*кгм/рад/сек.

Таким образом, поглощаемая мощность равна

Р = рам = 2,62 х 10’4 (12 х 10)2 = 3,78 X 773‘ = 5,13 вт.

Интересно отметить, что применение демпфирования, пропорцио
нального скорости рассогласования, устраняет необходимость учиты
вать подобные потери, потому что они покрываются за счет демпфи- 
peHaiMa*  В° ВРеМЯ пеРех°ДН0Г0 процесса, а не установившегося

* См. конец главы.
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1. 5. РАССМОТРЕНИЕ ПОВЕДЕНИЯ СИСТЕМЫ С ПРИМЕНЕНИЕМ 
ДЕМПФИРОВАНИЯ, ПРОПОРЦИОНАЛЬНОГО СИГНАЛУ 

ОБРАТНОЙ СВЯЗИ

В системе осуществлено демпфирование посредством введения 
сигнала обратной связи; в этом случае генерирование выходной 
величины определенным образом зависит от скорости изменения 
регулируемой переменной величины. Для этого демпфирования 
часто требуется введение вспомогательной цепи, что делает систему 
многоконтурной. В системах управления с обратной связью для 
демпфирования может быть использована тахометрическая обратная 
связь, для чего тахометр соединяется с валом серводвигателя через

Сер 8 о
Усилитель дбигатель

Фиг. 1. 22. Блок-схема с демпфированием посредством тахометрической 
обратной связи.

соответствующий редуктор или без него. Для пояснения общих 
результатов и показа метода анализа рассмотрим систему, предста
вляющую сервомеханизм второго порядка с применением тахометри
ческой обратной связи. Хотя большинство выведенных результатов 
применимо только к данной системе, но ясно, что порядок расчета 
и выводы могут быть использованы вообще для систем управления 
с обратной связью.

На фиг. 1.11 дана блок-схема рассматриваемого сервомеханизма. 
Эта система видоизменена тем, что предполагается привод тахо
метра от вала серводвигателя через редуктор с передаточным отно
шением nt, его выходная величина подведена к потенциометру и таким 
образом суммирующим звеном является сервоусилитель, где проис
ходит сопоставление с пропорциональным сигналом. Можно выбрать 
тахометр постоянного или переменного тока, в зависимости от кон
струкции остальной части системы. Наиболее часто применяется 
двухфазный тахометр, у которого обмотка питается переменным 
током, а выходное напряжение прямо пропорционально скорости 
вращения ротора. Блок-схема такой измененной системы с тахо
метрической обратной связью показана на фиг. 1. 22. Наличие вспо
могательной цепи ничего не изменяет в основной работе системы. 
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Порядок работы остается тот же, как и у системы фиг. 1. 11; это 
означает, что она ведет себя в основном, как позиционная система.

Таким образом, чтобы следить за сигналом скорости, система 
должна иметь ошибку запаздывания положения в установившемся 
состоянии. Поэтому целесообразно предположить, что демпфирова
ние посредством тахометрической обратной связи окажет, в первую 
очередь, эффективное влияние на характер переходного процесса. 
Это обстоятельство следует помнить при последующем математи
ческом анализе.

Дифференциальное уравнение системы, изображенной на 
фиг. 1. 22, составляется обычным образом. Однако по причинам, 
которые будут очевидны позднее, сигнал, поступающий от тахомет
рического генератора, должен быть введен с обратным знаком 
по сравнению с первоначальным знаком пропорционального члена. 
Учитывая это, дифференциальное уравнение рассматриваемой 
системы при отнесении к выходному валу двигателя будет

(1- 77)

где J и F представляют эквивалентные момент инерции и коэффи
циент вязкого трения, отнесенные также к валу двигателя. Кроме 
того, когда выходное перемещение вала двигателя изменяется со вре
менем, то напряжение тахометра vt будет определяться

(1- 78)

где р — положение потенциометра;
nt — передаточное отношение звена связи между валом тахо

метра и валом двигателя;
Kt — постоянная напряжения тахометра в в!рад/сек.
Подстановка этого выражения в уравнение (1. 77) дает

Левая часть этого уравнения представляет момент, создаваемый 
двигателем, и совершенно ясно, что он содержит один компонент, 
пропорциональный сигналу рассогласования, и второй компонент 
с отрицательным знаком, пропорциональный первой производной 
выходного перемещения. Сигнал рассогласования может быть опре
делен из уравнения (1.42) и его введение в последнее выражение 
приводит к следующим результатам

dt*  О7 "Ь —

( I. 80)
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Здесь опять можно заметить, что коэффициент усиления разомк
нутой цепи, который является коэффициентом при е, одинаков с преж
ним значением [см. уравнения (1.62) и (1.44)1. Для упрощения 
уравнения (1.80) введем обозначение Qt рпК^КдКм — коэффи
циент усиления сигнала тахометрической обратной связи разомк
нутой цепи (1. 81).

Как подчеркивалось раньше, этот результат был уже получен 
путем образования произведения коэффициентов усиления для 
рассматриваемой цепи с тахометрической обратной связью. Проверка 
размерностей величины показывает, что она аналогична вели
чине F и соответственно представляет средство регулирования демп
фирования системы. Перепишем уравнение (1. 80), введя эту новую 
величину

J§ + (F + Q/)^- + 7(e = J-$- + (f + QM. (1. 82)

Отсюда характеристическое уравнение системы

s2 + Z + Q<.s + ^. = o. (1. 83)

Сравнение последнего выражения с уравнением (1. 65) показы
вает, что наличие регулирования по производной выходной вели
чины влияет на реакцию переходного режима точно таким же обра
зом, как влияет демпфирование, пропорциональное скорости рассог
ласования. Отсюда следует, что включение вспомогательной цепи 
не изменяет порядка системы, а только влияет на величину коэффи
циента эффективного демпфирования. Коэффициент демпфирования 
системы на фиг. 1. 22 аналогичен с коэффициентом, определяемым 
из уравнения (1. 68), т. е.

F + Qt_,
2 V KJ ’ (1. 84)

Конечно, выражение для собственной частоты сохраняется преж
ним, а именно со„ = ]/ K/J.

Как видно, в математическом описании переходного процесса 
нет различия влияний, оказываемых демпфированием, пропорцио
нальным скорости рассогласования, и демпфированием, пропорцио
нальным производной выходной величины. Однако это не соответ
ствует действительности, учитывая величину сигнала рассогласо
вания, необходимого для создания требуемой регулируемой ско
рости. Приравнивание производной по времени в уравнении (1. 82) 
нулю показывает, что значение сигнала рассогласования при уста? 
новившемся состоянии равняется

F + Qt
К

(1. 85)
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Сравнение с результатом, полученным в случае демпфирования, 
пропорционального скорости рассогласования, делает очевидным, 
что сигнал рассогласования должен быть больше при данных зна
чениях коэффициента усиления разомкнутой цепи и регулируемой 
скорости. Подобное положение полностью оправдано, при условии, 
когда демпфирование, пропорциональное скорости рассогласо
вания, производится за счет переходного процесса, а демпфирование, 
пропорциональное производной выходной величины, происходит 
в результате генерирования установившейся скорости. Чтобы 
иллюстрировать это, предположим, что коэффициенты усиления 
системы на фиг. 1. 22 выбраны такими, что сигнал рассогласования 
должен быть равен 0,01 рад для регулирования скорости coz рад/сек 
при устранении тахометрической обратной связи. Этот сигнал рас
согласования, выраженный в вольтах, должен иметь значение 
0,573 в. Если предположить, что тахометрическая обратная связь 
включена и установившееся состояние достигается соответственно 
входному сигналу со, рад/сек, то, учитывая непрерывное вращение 
тахогенератора, становится ясно, что к суммирующей точке усили
теля будет подведено напряжение—vt. Предположим далее, что его 
значение равняется—1,0 в.

Отсюда следует, что при достижении требуемого значения регу
лируемой выходной скорости сигнал рассогласования должен воз
расти на достаточную величину, чтобы воздействие напряжения 
—1,0 в, поданное тахогенератором в установившемся состоянии, 
было нейтрализовано. Аналогично, сигнал рассогласования должен 
достичь нового значения +1,573 в и это может произойти только 
вследствие увеличения рассогласования между положениями вход
ного и выходного валов. Полные решения для сигнала рассогласо
вания и для выходного перемещения при единичной входной функ
ции скорости, пренебрежимо малом моменте нагрузки и 0 < £ < 1, 
будут равны:

и

е
О)/

2&
e~^nf

2?
sin (<odt + <pd) (1. 86)

arc tg 2g /1 -
2£2_1

Нетрудно видеть, что эти результаты равноценны выражениям 
(1. 54) и (1. 56). Разница состоит в значениях параметров системы. 
В случае демпфирования, пропорционального скорости рассогласо
вания, включение в систему тахометрической обратной связи позво
ляет применять значительно большее усиление разомкнутой цепи 
с одновременным уменьшением времени регулирования. В табл. 1.2 
Дано сравнение двух различных случаев. Обычно значения К' и Qz, 
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необходимые для получения заданных значений ess и £, являются 
настолько большими, что это приводит к значительному улучшению 
динамики системы в переходном режиме. В первую очередь, это

Фиг. 1. 23. Кривая реакции сигнала рассогласования на команду скорости.
1 — кривая системы с вязким демпфированием; 2 — кривая системы с вязким демпфирова
нием и с демпфированием посредством тахометрической обратной связи. Коэффициенты 
демпфирования и погрешности установившегося состояния одинаковы в обеих системах.

обусловлено высоким коэффициентом демпфирования. На фиг. 1. 23 
изображены для сравнения две типичные кривые реакции системы.

Сравнение системы с вязким демпфированием и системы с вязким 
демпфированием и с тахометрической обратной связью

Таблица 1. 3

Случай 1* Случай 2** Примечания

F
6ss —

F

8. = (0/ 
ss К'

«z _ Р + Qt

Из этих двух выражений опреде
ляются значения К' и Qt, необходи
мые для обеспечения заданных зна
чений ess и £

2 Г KJ 2 /ТсТ

следовательно, более быстрое ре
гулирование

у р Коэффициент демпфирования в 
случае 2 значительно выше, что 
опять свидетельствует о более быстрой 
реакции

* Первоначальное вязкое трение равняется F; усиление разомкнутой цепи рав
няется К; демпфирования, пропорционального выхотной скорости, нет.

** Первоначальное вязкое трение F; увеличенное усиление разомкнутой цепи К'; 
демпфирование, п опорциональное выходной ско ости

*** Ст авнение сделано на основе одинаковых сигналов рассогласования и коэффи
циентов демпфирования при одинаковом значении
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Воздействие тахометрической обратной связи на процесс регу
лирования переходного режима можно наиболее легко показать, 
подав на вход системы фиг. 1. 22 единичную входную функцию 
положения. Вновь предположим, что коэффициент усиления 
настолько велик, что тотчас же после приложения единичной входной 
функции развивается большой пропорциональный момент, который 
в свою очередь быстро воздействует на выходное звено и приводит 
его в новое установившееся состояние. Однако процесс протекает 
таким образом, что одновременно создается большая скорость изме
нений выходной величины. А это означает, что тахогенератор гене
рирует соответствующий сигнал, противодействующий пропорцио
нальному сигналу, и тем самым устраняет тенденцию к возникно
вению колебаний. Из этого рассмотрения становится также ясно, 
почему знак выходного напряжения тахометра должен быть пра
вильным. Совершенно понятно, что будут наблюдаться значительное 
перерегулирование и возможно неустойчивость, когда выходное 
напряжение тахометра будет способствовать, а не противодейство
вать пропорциональному сигналу. Неправильная полярность сиг
нала тахометра отражается на изменении знака величины Qt в урав
нении (1. 84), откуда становится очевидно, что характеристика 
переходного режима скорее ухудшается, а не улучшается.

Выбор коэффициента усиления сигнала выходной скорости. Опре
деление коэффициента усиления сигнала выходной скорости (коэф
фициента усиления тахометрической обратной связи для системы 
фиг. 1. 22), который необходим для создания заданной характери
стики переходного режима и минимальной установившейся ошибки, 
вытекает из уравнения (1. 81) после того, как были определены 
основные конструктивные элементы системы. После выбора соот
ветствующего сервоусилителя и серводвигателя, параметры КА и Км 
становятся в общем известны. Коэффициент демпфирования, 
пропорционального выходной скорости, может быть вычислен, как 
излагалось выше, на основании изучения заданного процесса. Следо
вательно, значение коэффициента усиления сигнала выходной ско
рости должно быть равно

Р"Л“ТЖ7- (■• 88)

Величина р определяет положение ползунка потенциометра; 
ее значение лежит между нулем и единицей. На основании данных 
уравнения (1. 88) можно произвести выбор соответствующего тахо
генератора и передаточного отношения связующего звена.

Сравнение методов демпфирования, пропорционального скорости 
рассогласования, и демпфирования, пропорционального выходной ско
рости. На основании чего конструктор может сделать выбор того 
или иного метода демпфирования? Действительно, необходимо учи
тывать много факторов, к которым принадлежат, например, кон
структивные особенности системы, свойства тех или иных звеньев, 
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наличие частотных помех и степень их вредности, влияние нели
нейности на характеристику (насыщение) и, кроме того, практический 
опыт самого конструктора. Конечно, внимание здесь было ограни
чено только немногими важными факторами.

Демпфирование, пропорциональное скорости рассогласования, 
производится обычно в точке, где генерируется сигнал рассогласо
вания или в звене, непосредственно следующем за ним. Уровень 
энергии сигнала является низким и необходимо создать значительное 
усиление. Поэтому, чтобы не ухудшить отношение сигнала к поме
хам, особое значение приобретает применение высококачественных 
звеньев для генерирования сигналов скорости рассогласования х. 
Этот вывод не относится в одинаковой степени к выходной величине, 
потому что ее энергия значительно выше. Обычно это выражается 
в экономии общего’ объема требуемого оборудования.

Выше подчеркивалось, что демпфирование, пропорциональное 
скорости рассогласования, может быть применено одновременно для 
получения определенного коэффициента демпфирования и заданного 
минимального значения ошибки положения в установившемся состоя
нии, обусловленной входным сигналом скорости. Ввиду того что 
коэффициент демпфирования, пропорционального выходной ско
рости, входит в выражение для ошибки установившегося состояния, 
должна существовать разница между двумя видами демпфирования 
и она состоит в требуемой степени усиления разомкнутой цепи. 
Необходимо, чтобы это усиление было больше, когда применяется 
демпфирование, пропорциональное выходной скорости, что в свою 
очередь означает более высокую частоту собственных колебаний 
системы. Высокая собственная частота может означать преимущество 
или недостаток для линейных систем, в зависимости от тех или иных 
превалирующих условий. Одно существенное преимущество состоит 
в малом времени регулирования. Но, с другой стороны, при наличии 
достаточных помех высокая собственная частота может оказаться 
очень вредной в тот момент, когда демпфирование, пропорциональное 
скорости рассогласования, должно преобладать, как средство опре
деления заданной характеристики системы.

Выше рассматривалась система, способная развивать любую 
скорость, определяемую регулятором, независимо от примененного 
способа демпфирования. Это вполне справедливо для линейной 
системы. Однако мы не должны никогда упускать из виду тот факт, 
что все практические системы имеют пределы линейности. Следова
тельно, в тех случаях, когда применяется регулирование с введением 
сигнала рассогласования и сигнала тахометрической обратной связи,

1 Для получения производной от сигнала рассогласования с малыми динами
ческими погрешностями необходим корректирующий контур с очень малым коэффи
циентом усиления. Следовательно, демпфирование системы путем дифференцирова
ния сигнала рассогласования приводит к ослаблению и без того слабого сигнала. 
Для поднятия уровня сигнала применяются дополнительные каскады усиления, 
что усложняет систему. Демпфирование системы путем введения сигналов тахомет
рической обратной связи не требует дополнительных каскадов усиления. (Прим, ред.). 
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очень важно проверить, что насыщение системы не исключает воз
можность создания скорости, требуемой для удовлетворения задан
ных значений.

Пример 2. Основная система, рассмотренная в первом примере, 
была изменена включением тахометрической обратной связи, как 
это показано на фиг. 1. 22.

а) Вычисляем значение коэффициента усиления разомкнутой цепи 
и демпфирование, пропорциональное выходной скорости, требуемых 
для получения того же относительного коэффициента демпфирования 
0,1 и сигнала рассогласования, равного 0,00174 рад, как это было 
найдено в пункте «г» первого примера при входной скорости 
0,1 рад/сек.

б) Вычисляем частоту собственных колебаний системы.
в) Находим решение для выходного перемещения в предполо

жении, что система линейна. Эти решения находятся следующим 
образом:

а) Введение выражения для F + из уравнения (1. 85) в урав
нение (1. 84) приводит к простому уравнению, где неизвестной вели
чиной является только коэффициент усиления разомкнутой цепи, т.е.:

УК =21X1^ ■ 2 Хо°'7о1^410'5- 0,1 —0,254; отсюда К = 0,0645.

Далее, коэффициент демпфирования, пропорционального выход
ной скорости, определяется из уравнения (1. 85):

F + = —-45:0Х0,°0174 = 11,2 х 10-4;

отсюда Qt = 11,2 X 10’4 — 1,5 X 10"4 = 9,7 X 10“4.
Вязкое демпфирование, как видно, является теперь только 

небольшой частью общего демпфирования системы. Заметим, кроме 
того, что это значение гораздо больше, чем требовалось для полу
чения одинаковых заданных значений при применении демпфиро
вания, пропорционального скорости рассогласования.

б) Новое значение собственной частоты равняется

(оп= j/=80,2 рад/сек.

Это значение исключительно большое и в 80,2/29,4 = 2,73 раза 
больше значения, соответствующего случаю применения демпфи
рования, пропорционального скорости рассогласования. Подобное 
чрезмерно высокое значение собственной частоты не только усили
вает компоненты помех в сигнале, но является также практически 
неосуществимым вследствие насыщения и тем самым ограничения 
скорости, что почти всегда имеет место у серводвигателя.
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в) Для нахождения решения относительно выходного перемеще
ния требуется только вычислить новые значения коэффициента 
демпфирования £соп и частоты затухающих колебаний, т. е.

£со/г = 0,7 X 80,2 = 56,1 сек"1;

<£id = 80,2]/1 — 0,72 — 57,1 рад!сек,\
отсюда с (/) = 0,1/—0,00174 [1—2,03e"56’IZ sin (57,1/+150,5°) ](рад.\

1. 6. СИСТЕМА ВТОРОГО ПОРЯДКА С ИНТЕГРАЛЬНОЙ 
КОМПЕНСАЦИЕЙ ОШИБКИ. ВХОДНАЯ ФУНКЦИЯ СКОРОСТИ

Когда генерирование выходного сигнала определенным образом 
зависит от интеграла сигнала рассогласования, то считают, что 
система содержит интегральную компенсацию. Этот вид компенсации 
создается путем включения интегрирующего устройства в прямую 
цепь передачи системы, показанной на фиг. 1.11. Блок-схема видо-

Фиг. 1. 24. Схема системы второго порядка с интегральным управлением.

измененной системы изображена на фиг. 1. 24. Ввиду того что 
сигнал, поступающий на выходное устройство, в данном случае 
серводвигатель, состоит из двух компонентов, а именно один компо
нент пропорционален сигналу рассогласования, а другой — про
порционален интегралу от сигнала рассогласования, отсюда следует, 
что серводвигатель будет развивать выходной момент, пропорцио
нальный каждому из этих компонентов. Таким образом, дифферен
циальное уравнение, описывающее динамику системы, можно напи
сать в следующем виде

^SKAKM + KsBKM\edt = J^ + F^-. (1. 89)
«/

Введение е из уравнения (1. 42) и замена dQldt на <oz дает 
JW‘ + F ^ + n2KsKAKMz + niK5KMB^dt = J^ + F^. (1. 90) 
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Коэффициент усиления разомкнутой цепи имеет'такую же величину, 
как и у предыдущей системы. Это, совершенно естественно, так 
как в обоих случаях пропорциональная цепь состоит из тех же 
звеньев. Кроме того, из уравнения (1. 90) следует, что член с инте
гралом не объединен с членом вязкого трения, как это было в слу
чае, когда вводились сигналы скорости рассогласования и выходной 
скорости. Более того, член с интегралом стоит отдельно в диффе
ренциальном уравнении, что свидетельствует о таком влиянии его 
на характеристику системы, которое отличается принципиально 
от ранее описанных методов компенсации.

Допустим, что коэффициент усиления связан с интегральным 
членом Г. Тогда к системе на фиг. 1. 24 применимо

Г = п^ВКм. (1. 91)
Для других систем, конечно, применяется иное сочетание коэф

фициентов усиления, произведение которых обозначается Г, но поря
док определения этого значения остается тот же. Так >как величина В 
имеет размерность гас"1, то величина Г имеет размерность 
момент!рад!сек. Перепишем уравнение (1. 90) с введением приня
тых обозначений

J ? ~dF + Ае + Г J zdt ~ J (1 • 92)

Дифференцирование этого уравнения дает
jCS + F ^ + ^ + r^Jd̂  + F^. (1. 93)

Форма последнего уравнения позволяет заключить, что интеграль
ная компенсация ошибки изменила порядок системы со второго 
до третьего. Поэтому применение интегральной компенсации озна
чает, что в системе содержится третий независимый элемент с накоп
лением энергии. Воздействие интегрального члена отличается от воз
действия, оказываемого на систему членами, пропорциональными 
скорости рассогласования или сигналу скоростной обратной связи. 
Влияние сигнала скоростной обратной связи ограничивается изме
нением коэффициента при члене первой производной и по этой при
чине оно не связано с появлением дополнительного независимого 
элемента накопления энергии.

Из уравнения (1. 93) следует, что характеристическое уравнение 
системы становится теперь кубическим, а именно

s3 + -^-s2 + 4-s + 4' = 0- (!• 94)

Нахождение решения этого уравнения более трудно и требует 
больших затрат труда, чем решение уравнения для системы второго 
порядка. Один тот факт, что система имеет дополнительный незави
симый элемент накопления энергии, является достаточной причиной 
предполагать, что получение удовлетворительного переходного про
цесса будет более затруднительным. Кроме того, если решение ищется
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во временной областй, то возникают значительные трудности в непо
средственном определении характеристик переходного процесса. 
Эта задача будет более подробно рассмотрена в следующем разделе. 
Для получения того же результата могут быть применены более 
простые и прямые способы решения и поэтому рассмотрение этой 
задачи отнесено в следующую главу.

Так как очевидно, что интегральная компенсация ошибки не дает 
преимущества качества регулирования системы в переходном режиме, 
то спрашивается, имеется ли вообще какое-либо преимущество? 
Ответ на этот вопрос вытекает из второй части решения уравне
ния (1. 93), т. е. из рассмотрения стационарного решения. При
равнивание нулю производной во времени показывает, что

ess = 0, (1.95)

т. е. значение сигнала рассогласования, необходимого для созда
ния регулируемой выходной скорости, теперь сведено к нулю. 
Это в действительности имеет очень большой смысл. Практически 
это представляет характеристику системы с интегральной компенса
цией ошибки, которая позволяет либо значительно сократить, либо 
устранить ошибки установившегося состояния.

Этим способом можно получить систему, удовлетворяющую очень 
строгим требованиям по точности.

На первый взгляд вывод из уравнения (1.95) кажется непонят
ным, так как можно сказать, что система на фиг. 1. 24 способна 
создавать конечную выходную скорость без входного сигнала. 
Это объясняется тем, что условия были слишком упрощены. Возвра
щаясь к уравнению (1. 89), можно определить, что момент, созда
ваемый двигателем, состоит из компонента, пропорционального 
ошибке, и второго компонента, который зависит от ошибки и вре
мени. При установившемся состоянии первая часть этого уравнения 
является постоянной; это означает, что для создания выходной ско
рости требуется неизменный момент, равный

dt *

Следовательно, с возрастанием времени интегральный компонент 
непрерывно увеличивает момент, но, так как требуется только 
определенное значение момента, сигнал рассогласования непрерывно 
уменьшается. В действительности, когда коэффициент усиления 
интегрального члена становится достаточно большим, тогда сигнал 
рассогласования сводится к нулю в течение сравнительно малого 
промежутка времени.

1. 7. ТРУДНОСТИ РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Когда расчет системы управления с обратной связью приводит 
к характеристическому уравнению, порядок которого выше 2, то 
метод анализа на основании дифференциальных уравнений сопряжен 
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по некоторым причинам с рядом недостатков. Как подчеркивалось 
в предыдущем разделе, одна из причин состоит в необходимости 
решения алгебраических уравнений более высокого порядка, чем 
второго; нахождение этого решения требует много времени и труда. 
Однако наиболее важная причина, особенно с точки зрения кон
структора, лежит в том факте, что теперь становится бэлее трудно оп
ределять связь параметров системы с требуемыми характеристиками 
переходного процесса, как это можно было делать в случае систем 
второго порядка. Конструктор вынужден в подобных случаях при
бегать к методам последовательного приближения, прежде чем он

Фиг. 1. 25. Система управления третьего порядка с обратной связью.

сможет получить необходимые соотношения. Если даже конструктор 
достигает результата, часто этот результат не является опти
мальным.

Для лучшего пояснения этого вопроса рассмотрим систему 
на фиг. 1.25. Серводвигателем служит в этом случаеz машина 
постоянного тока с независимым возбуждением и неизменным током 
якоря. Рассмотрим постоянную времени, связанную с индуктивным 
сопротивлением управляющей обмотки серводвигателя. Примем, кроме 
того, для простоты, что передаточное отношение от вала двигателя 
к валу нагрузки и от вала двигателя к потенциометру обратной 
связи одинаково и равно единице. Тогда динамику замкнутой 
системы будут описывать три следующих уравнения:

е = 0Х — 0; (1. 96)

KpKAz = iR + L~ (1. 97)

И

Kfi = J d2Q
dl2

d0 
dt * (1. 98)
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Уравнение (1.97) определяет выходное напряжение усилителя, 
как сумму падения напряжений в регулируемой обмотке серводви
гателя. Здесь означает: R — активное сопротивление в омах и L — 
индуктивность обмотки возбуждения в генри; i — ток в амперах, 
протекающий через эту цепь. Левая часть уравнения (1. 98) опре
деляет момент двигателя, выраженный через где имеет размер
ность момента на единицу тока возбуждения. Правая часть этого 
уравнения содержит сумму противодействующих моментов, где 
J и F, конечно, представляют суммарные величины, отнесенные 
к валу двигателя. Предполагается, что момент нагрузки равен 
нулю. Уравнения (1. 97) и (1. 98) можно переписать в другом виде

KpKaz = R (i + тЛ-Т (1. 99)

где постоянная времени обмотки возбуждения 

и

где механическая постоянная

K,i = F(

(1. 99) в урав-

(1. 100)

т 6/20 4di2 1
d0 \ 
dt ) ’ (1. 101)

времени двигателя
_ J

p • (1- 102)

£ из уравненияПосле введения выражения для 
нение (1. 96) получаем

91 = 0 + е = 0 + -~-а i + • (1. 103)

Значение тока i из уравнения (1. 101) можно ввести в последнее 
уравнение; тогда перегруппировка членов даст

01 = 0 + ~dt^ + 'W + ’dFJ ‘ 104)

Допустим теперь
if КрКлКмК= RF (1. 105)

После подстановки в уравнение (1. 104) получаем в результате 
дифференциальное уравнение системы

+ + т + <'■ 106>
из которого следует, что характеристическое уравнение будет

Vzs3 + (т/п + т/) s2 + s + = С1- 107)
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Изучение последнего уравнения позволяет сделать два важных 
вывода. Во-первых, оно показывает, что постоянная времени обмотки 
возбуждения увеличилась, когда система стала третьего порядка. 
Во-вторых, после проверки коэффициентов уравнения (1. 107) ста
новится очевидно, что постоянные времени хт и х? появляются 
не один раз и в различных сочетаниях. Следовательно, коэффициент 
при s3 для рассматриваемой системы равняется произведению двух 
постоянных времени; коэффициент при s2 содержит те же величины 
в виде суммы. Если конструктору необходимо изучить влияние пара
метров хт, xf и К на динамику системы, то очевидно он не может 
это осуществить на основании прямого решения уравнения (1. 107). 
Из этого, конечно, не следует, что подобные методы не могут быть 
разработаны. Они могут быть разработаны и были выведены для 
систем третьего порядка, но окончательные уравнения являются 
значительно более сложными, чем для систем второго порядка. 
Однако еще более важно отметить, что с повышением порядка 

■ системы сложность подобных результатов возрастает еще в большей 
степени, вследствие чего сводится на нет полезность подобных мето
дов проектирования. Пример системы третьего порядка был описан 
только для того, чтобы подчеркнуть характер трудностей. Поэтому 
в заключение можно сказать, что нелегко, применяя метод диффе
ренциальных уравнений, определить непосредственное влияние изме
нения параметров системы, например, постоянной времени xf, 
на максимальное перерегулирование, время разгона, время регу
лирования и др. Кроме того, при введении нового значения того 
или иного параметра необходимо произвести большую расчетную 
работу; отсюда становится очевидной необходимость в более прямых 
методах решения. Частотный метод анализа динамики системы 
удовлетворяет этому требованию.

Частотный метод позволяет изучать динамику системы во вре
менной области таким образом, что влияние любого параметра на 
динамику системы делается совершенно очевидным. Эта особенность 
объясняется двумя факторами. Первый состоит в том, что динамика 
звеньев системы в переходном режиме,как и всей системы в целом, 
может быть описана при помощи передаточных функций. Второй 
фактор состоит в том, что информация о переходной реакции замк
нутой цепи системы может быть получена простым и прямым спо
собом путем изучения передаточной функции разомкнутой системы. 
Преимущество этого последнего метода связано с тем, что каждый 
параметр системы исследуется отдельно, т. е. создается возможность 
изучения изменений того или иного параметра и его влияния на общую 
характеристику.

К сожалению, эта простота анализа и расчета не была получена 
без ущерба, в первую очередь, за счет точности. Характеристика 
часто определяется через соответствующие предельные значения, 
которые применимы в большей степени к частотной области и менее 
применимы к точному решению во временной области.
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ЗАДАЧИ

1. 1. В результате экспериментальных исследований были опре
делены параметры для системы, показанной на фиг. 1. 26, а именно:

Км — постоянная момента двигателя, равная 10~4 X /71*  кгм!а\ 
Кп — постоянная противоэлектродвижущей силы, равная 

0,2 в1в(51сек\
КА— коэффициент усиления усилителя, равный 0,15 в/в\
JM — момент инерции якоря двигателя, равный 1,0 х 10_6 X 

X /7*  кг-см2\
JL — момент инерции нагрузки, равный 225 X 10~6ХГТ2 кг-см2;
Fl — коэффициент вязкого трения нагрузки, равный 5,68 X 10_4Х 

X 77*  кгм/рад/сек\
пг — отношение числа зубьев шестерни на валу двигателя 

к числу зубьев шестерни на валу нагрузки, равное 1/15;
Rd — сопротивление якоря двигателя, равное 0,2 ом.

Нагрузка

Фиг. 1. 26. Схема системы с известными параметрами.

Написать дифференциальное уравнение системы, связывающее 0М 
с выходным напряжением и решить его относительно 0Ж и при 
единичном ступенчатом напряжении, приложенном к входному 
звену.

1. 2. Измерениями на сервомеханизме была определена погреш
ность реакции 

е
Од/

1,66е-8* sin (6/ + 37°),

когда входное звено было подвергнуто внезапному перемещению 0О.
а) Определить собственную частоту, коэффициент демпфирования 

и круговую частоту затухающих колебаний системы.
б) Инерция выходного звена известна и равна 0,01 X П'^кгм/сек2, 

а коэффициент вязкого трения равен 0,16 X 77*  кгм/рад/сек\ опре
делить коэффициент усиления цепи /(.

в) Насколько возможно повысить коэффициент усиления цепи, 
чтобы относительный коэффициент демпфирования не был меньше 
чем 0,4?

* Значения переводных коэффициентов 77х, П/73 см. в конце настоящей 
главы.
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1. 3. Предполагается, что тахометры исходной цепи и обратной 
связи одинаковы у системы, показанной на фиг. 1. 27.

а) Построить блок-схему системы с указанием каждого звена.
б) Составить дифференциальное уравнение системы и решить его

относительно ошибки скорости когда исходный двигатель,
начиная с неподвижного состояния, приобретает внезапно постоян
ную уГЛОВуЮ СКОРОСТЬ ц),.

-о о-
Усили' 
те ль

-о о

Обмотка возбуждения 
\ генератора

F,J

-1Нагруз 
| ка

Тахометр посто
янного тока -—

Источник 
входного 
сигнала

Одмотка 
|i|J возбуждения 

1 * двигателя

Фиг. 1. 27. Схема системы с тахометрической обратной связью.

в) Объяснить, может ли любое регулирование усиления усили
теля вызвать незатухающие колебания системы?

4 1. 4. Система, показанная на фиг. 1. 28, имеет следующие пара
метры:

Rf — активное сопротивление обмотки возбуждения генератора 
в ом\

Lf — индуктивность обмотки возбуждения генератора в гн\
Kq — коэффициент усиления генератора в в/a тока возбуждения;

Фиг. 1. 28. Схема системы управления без обратной связи.

Кп — коэффициент скорости двигателя в е/рад/сек\
Ro — активное сопротивление обмотки якоря генератора в ом\ 
RM — активное сопротивление якорной обмотки двигателя в ом\

— постоянная момента двигателя в кгм.!а тока якоря;
JL—момент инерции нагрузки;
Рl — коэффициент вязкого трения нагрузки;

— передаточное отношение от двигателя к нагрузке.
Инерцией двигателя, индуктивными сопротивлениями якорных 

обмоток двигателя и генератора пренебрегаем.
а) Составить дифференциальное уравнение движения системы 

при ступенчатом входном напряжении eit используя буквенные обо
значения на фиг. 1. 28.
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б) Написать характеристическое уравнение.
в) Указать, какие необходимо осуществить изменения, чтобы 

устройство фиг. 1. 28 составляло часть системы регулирования ско
рости с обратной связью, работающей без ошибки скорости.

1. 5. Блок-схема сервомеханизма показана на фиг. 1. 29. Эта 
система имеет следующие параметры: Ks = 60 в/рад-, КА = 20 в/в; 
Км = 30 х 10~е х/71*  кгм/в-, J = 10 X 10~6 X П2 кг-см2-, F = 
«= 161 X 10~е X П*  кгм/рад/сек.

а) Определить относительный коэффициент демпфирования.
б) Вычислить рассогласование между положениями валов вход

ного звена и обратной связи в установившемся режиме при входной 
скорости 2 рад/сек.

Фиг. 1. 29. Блок-схема сервомеханизма.

в) Параметры системы были пересмотрены таким образом, что 
сигнал рассогласования в установившемся режиме не превышал 1°, 
когда команда изменения скорости равнялась 2 рад/сек. Относитель
ный коэффициент демпфирования сохраняется тот же, как и в случае 
пункта «а». Для осуществления этого усилитель был пересчитан, 

чтобы создавать выходной сигнал, определяемый КА = А —, 
причем А = 1,5. Определить, удовлетворяет ли заданное значение £ 
в предположении, что заданное значение сигнала рассогласования 
в установившемся режиме удовлетворяет.

г) Вычислить требуемое значение коэффициента усиления разом
кнутой цепи, когда тахометрическая обратная связь была применена 
вместо демпфирования,пропорционального скорости рассогласования, 
с целью осуществить заданное значение пункта «в». .

1. 6. Выбранная конструкция системы управления с обратной 
связью на 400 гц для самолета состоит из сельсинного детектора 
ошибки, усилителя, серводвигателя на 400 гц и нагрузки. Система 
имеет следующие параметры:

Ks — постоянная сельсина, равная 25 в/рад\ п2 — n-i — 1/30;
Км — константа момента двигателя, равная 40 X 10~6 ХП^кгм/в', 
FM — коэффициент вязкого трения двигателя, равный 9 X 10~6Х 

Х/7’ кгм/рад/сек-,

* См. конец главы.
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Fl—коэффициент вязкого трения нагрузки, равный 45 X 
X 10“4 X П\ кгм/рад/сек\

JM — момент инерции двигателя, пренебрежимо малый;
J, — момент инерции нагрузки, равный 9 X 10 X Л2 кг-аи2; 

КА = 3 в/в.
а) Вычислить установившееся значение ошибки скорости для 

описанной системы, а также сигнал рассогласования в установив
шемся режиме (в радианах) при входной скорости 1 рад/сек.

б) Вычислить относительный коэффициент демпфирования при 
условиях, изложенных в пункте «а». Какую специфическую инфор
мацию дает эта величина относительно динамики системы?

А‘С

в) Вычислить степень демпфирования, пропорционального ско
рости рассогласования для осуществления условия, когда жела
тельно уменьшить величину сигнала рассогласования в уста
новившемся состоянии до 0,035 рад, при сохранении неизменного 
значения rQ.

г) Повторить расчет пункта «в» при условии применения демпфи
рования, пропорционального сигналу скоростной обратной связи 
вместо демпфирования, пропорционального скорости рассогласо
вания.

д) Определить время регулирования для двух случаев пунктов 
«в» и «е» в предположении, что время регулирования точно соот
ветствует четырехкратному значению постоянной времени системы.

е) Если частоты помех, превышающие 3 гц, должны быть ослаб
лены даже за счет увеличения времени регулирования, то какая 
из видоизмененных систем пунктов «в» и «г» сможет осуществить 
это? Дать объяснение.

1.7. На фиг. 1. 30 показан пропорциональный сервомеханизм, 
у которого сельсины и передаточные звенья обладают пренебрежимо 
малой инерцией и трением.

Цепь обратной связи разомкнута в результате удаления свя
зующего звена у вала сельсина. Тогда вал нагрузки заторможен

* См. конец главы.
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и между двумя валами сельсина вводится перемещение 1,0 рад 
(предполагается, что сельсины линейные). Затем вал нагрузки вне
запно освобождается и наблюдается его вращение. Он достигает 
постоянной скорости 20 рад, причем 63,2% этого значения дости
гается через 0,1 сек (это время измерено с момента освобождения 
вала). После этого цепь замыкается возвращением на свое место 
связующего звена сельсина и положение сервомеханизма доводится 
до нуля. Затем входной вал подвергается ступенчатому перемеще
нию 61. Вычислить время, необходимое для того, чтобы выходная 
величина 0 могла достигнуть 2% своего нового значения в устано
вившемся состоянии (замечание — в этой задаче не следует приме
нять четырехкратное значение постоянной времени).

1. 8. Сервомеханизм имеет блок-схему, показанную на фиг. 1. 31. 
В ней применены оба вида демпфирования — пропорционального

Фиг. 1. 31. Блок-схема сервомеханизма с тахометрической обратной связью 
и демпфированием, пропорциональным скорости рассогласования.

скорости рассогласования и посредством тахометрической обратной 
связи. В качестве детектора ошибки использовано сельсинное 
устройство. Система имеет следующие параметры:

J — эквивалентный момент инерции на валу двигателя, рав
ный 11 X 10~6 X П* 2 кг-см2;

FM — коэффициент вязкого трения двигателя, равный 10 X 10“6Х 
X П[ кгм/рад!сек\

Fl — 0 (т. е. коэффициент вязкого трения нагрузки сведен к нулю); 
А = 1,2 в1в1сек\ КА = 20;

Км = 30 X 10 6 X /71 кгм.!в\ Ks=l в/град (постоянная сельсина); 
= 0,191 в1рад1сек\ п2 = 1/20 (передаточное отношение обрат

ной связи);
Gt — передаточное отношение тахометра;
Пх = 1/30 (передаточное отношение нагрузки).
а) Определить характеристическое уравнение этой системы.
б) Найти значение nt при условии, что относительный коэффи

циент демпфирования равен 0,7 и в предположении, что система 
обладает приведенными выше заданными значениями параметров.

* См. конец главы.
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в) Вычислить сигнал рассогласования в установившемся режиме, 
когда входная скорость равна 10 рад/сек, в предположении, что усло
вия соответствуют пункту «б».

г) Вычислить новое значение параметров, которые могут быть 
рекомендованы в случае, когда ошибка запаздывания положения 
установившегося состояния не должна быть больше 6,5 при входной 
скорости 10 рад/сек и в предположении, что сохраняется £ = 0,7, 
Определить, какие изменения необходимо осуществить.

1.9. а) Пояснить какое преимущество может быть получено, 
если динамическую реакцию системы второго порядка выразить 
в безразмерной форме.

б) Собственная частота системы второго порядка не должна 
выходить за предельные значения, определяемые временем регули
рования сервомеханизма. Дать объяснение.

Фиг. 1. 32. Блок-схема сервомеханизма с инерционной 
нагрузкой.

1. 10. а) Объяснить, почему система регулирования с обратной 
связью отличается следующими двумя конструктивными особен
ностями: отрицательной обратной связью и чувствительностью 
к знаку.

б) Сервомеханизм описывается следующим дифференциальным 
уравнением:

IbUe,

где 8 = 0! — О,40м; 0М—положение выходного вала двигателя.
Найти значение относительного коэффициента демпфирования. 

Какую информацию о характеристике переходного процесса дает 
эта величина?

1. 11. Найти решение для сигнала рассогласования системы 
фиг. 1. 31, когда она подвергается ступенчатой возмущающей функ
ции нагрузки с величиной Л40. Предполагается, что система первона
чально находилась в покое при нулевом моменте нагрузки, причем 
£= 1.

1. 12. Схема сервомеханизма дана на фиг. 1. 32. Двигатель при
водит в движение инерционную нагрузку через редуктор а. Следую
щие сведения известны о системе: момент инерции нагрузки 
0,05 X П^кг'СМ2', момент инерции двигателя 2 X 10~5 X П<> кгсм2\

* См. конец главы.
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Вязкое трение нагрузки пренебрежимо мало; напряжение ошибки 
czi (0! — 0), где аг = 20 в/рад\ усиление усилителя а2 = 20 в/в\ 
передаточное отношение п = 1/100.

Кривая зависимости между скоростью и моментом дана 
на фиг. 1. 33 (предполагается, что точки пересечения с осями пропор
циональны приложенному напряжению). Определить дифференциаль-

ное уравнение системы.
1. 13. Сервомеханизм состоит из дви

гателя, который создает момент, пропор
циональный ошибке, из 
ного звена, обладающей инерцией и вязким 
демпфированием, и из позиционно чув
ствительных устройств измерения ошибки. 
Схема системы показана на фиг. 1. 34. 
Момент двигателя равен М — К&. Реак
ция системы на единичную входную функ
цию дана на фиг. 1. 35. Только интервал 
времени т точно известен. Когда на входе 
системы создается постоянная скорость 
1 рад/сек, то ошибка запаздывания поло
жения равна 1/8,333л рад. Если входной 

вал заторможен, так что он не может вращаться, а к выходному 
валу приложен момент, то ошибка установившегося состояния 
равна 1/л2 радиана на единицу (/7*)  приложенного момента. Опреде

Фиг. 1. 33. Кривая зависи
мости моментов от скорости 
при напряжении на двига

теле 100 в.

нагрузки выход-

лить на основании этих данных:
а) собственную частоту неза

тухающих колебаний (возможны 
два значения);

Фиг. 1. 34. Схема сервомеханизма 
с двигателем, создающим момент, 

пропорциональный ошибке.

Фиг. 1. 35. Кривая реакции серво
механизма на единичную входную 

функцию.

б) относительный коэффициент демпфирования £ (возможны два 
значения);

в) коэффициент вязкого демпфирования F (возможно только 
одно решение); определить размерности;

г) момент инерции J (возможны два значения); определить раз
мерности.

1. 14. Сервомеханизм состоит из звеньев, как показано 
на фиг. 1. 36. Двухфазный серводвигатель развивает момент в соот
ветствии с уравнением

Md= - + Ве0,
G8



где D — константа, равная 10 5 X П\ кгм!рад/сек\
В — константа, равная 1,5 X 10“4 X /7*  кгм/в\
е0 — напряжение, приложенное к регулируемой обмотке воз

буждения двигателя.
Выходное напряжение усилителя определяется выражением

Значения К и А не заданы. Другие параметры системы равны:
JL — момент инерции нагрузки, равный 2,5 X 10“6 X кгсм2;
Fl — коэффициент вязкого трения нагрузки, равный 0,01 х 

X П\ кгм/рад/сек;
п = 1/40 (передаточное отношение);

Кр = 100 в/рад (постоянная потенциометрического преобразо
вателя).

Фиг. 1. 36. Схема сервомеханизма с двухфазным серводвигателем.

а) Определить дифференциальное уравнение системы относительно 
вала двигателя. Коэффициенты уравнений следует выразить через 
заданные буквенные обозначения.

б) Используя численные значения параметров системы, вычис
лить коэффициент усиления К и коэффициент А демпфирования, 
пропорционального скорости рассогласования, при условии, что си
стема будет иметь ошибку запаздывания положения в установившемся 
режиме, равную 0,01 рад, при входной скорости 0! = (oz7, где ю/ = 
= 6 рад!сек и, кроме того, сервомеханизм должен быть критически 
демпфирован.

1.15. У сервомеханизма, схема которого показана на фиг. 1. 37, 
общий коэффициент демпфирования Fъ измеренный на валу двигателя, 
равен 50 х 10 х ГЦ кгм/рад/сек. Относительный коэффициентдемпфи- 
рования £ равен 0,25. Момент инерции J, измеренный на валу дви
гателя, равен 1 X 10“6х/72 кгсм2. Вал мотора соединен с нагрузкой 

* См. конец главы.
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через редуктор с передаточным отношением 100 : 1. Регулиро
вание двигателя производится по напряжению ошибки через уси
литель. Двигатель создает момент Md = 0,02 х П[ кгм, когда 
напряжение на его зажимах составляет 100 в. Момент двигателя 
пропорционален приложенному напряжению; сельсин-трансформатор 
создает напряжение 1 в/град напряжения ошибки.

а) Определить коэффициент усиления усилителя.
б) Вычислить собственную частоту ц)д и частоту затухающих 

колебаний системы.

Сельсин ■ датчик

Фиг. 1. 37. Схема серводвигателя.

в) Вычислить величину сигнала рассогласования, выраженного 
в радианах, когда входное звено вращается с постоянной скоростью 
о)г- = 20 об/мин.

г) Вычислить установившуюся ошибку при входном ступенчатом 
перемещении в 1 рад.

1. 16. Построить годограф s15 2, определяемый уравнением (1. 19) 
в комплексной плоскости, когда величина С изменяется от нуля 
до бесконечности. Предположим, что величина £ была изменена, 
когда значение F изменялось от нуля до бесконечности; ц)п принята 
постоянной.

1. 17. Определить полную реакцию позиционного сервомеханизма 
при 0г (0 = 0 и при возмущающей функции нагрузки Ml = t и (/).

1. 18. На фиг. 1.38 показана схема позиционного сервомеханизма 
со следующими параметрами: для усилителя ip = для двига
теля М = K2ipf для генератора. ~; Для потенциометра 
ei == (01 — 0); предполагается, что двигатель нагружен моментом
инерции J плюс постоянной нагрузкой ML.

а) Написать дифференциальное уравнение системы.
б) Определить значение 0 на единицу приложенного внешнего 

момента MLf когда величина 0Г сохраняется неизменной.
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Фиг. 1. 38. Схема позиционного сервомеханизма.

1. 19. Блок-схема сервомеханизма показана на фиг. 1. 39, причем 
коэффициенты усиления имеют следующие значения: Ks = 60 в/рад\ 
КА = 20 в/в; Км = 30 X 10“6 X ni кгм/в; J = 10 X 10_6 X 
X П*2  кг-см2-, F = 161 х 10~6 X П\ кгм/рад/сек.-, К, = 0,25 в/рад/сек-, 
nt = 1,0; = 1/30;
= 1/20.

а) Вычислить устано
вившуюся скорость на
грузки при входном пере
мещении 1°, когда цепь об
ратной связи разомкнута.

б) Определить относи
тельный коэффициент дем
пфирования системы.

в) Определить степень 
общего демпфирования, 
пропорционального ско
рости рассогласования, 
необходимого для получе
ния относительного коэффициента демпфирования 0,7 при условии, 
что установившаяся ошибка, определяемая сельсинами, не будет 
превышать 2° при входной скорости. 2 рад/сек.

г) Вычислить собственную частоту системы.
1. 20. Система на фиг. 1. 38 дополнена демпфированием с помощью 

тахометрической обратной связи, причем параметры равны приве
денным выше значениям.

а) Найти значение коэффициента усиления разомкнутой цепи, 
необходимого для получения относительного коэффициента демпфи

Фиг. 1. 39. Структурная Схема сервомеханизма.

рования 0,7 при условии, что установившаяся ошибка, определяемая 
сельсинами, не будет превышать 2° при входной скорости 2 рад/сек..

б) Вычислить общее демпфирование посредством тахометриче
ской обратной связи, требуемое для осуществления заданных условий.

в) Сравнить характеристики систем с применением демпфирова
ния, пропорционального скорости рассогласования, как это было 
определено в задаче 1. 19, и системы с тахометрической обратной 
связью; в каком случае время регулирования будет меньше? Дать 
пояснение.

* См. конец главы.
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1. 21. Схема сервомеханизма с сельсинным детектором ошибки 
показана на фиг. 1. 40. Для этой системы известны следующие 
данные: постоянная сельсина 1 в/град\ коэффициент усиления 
20 в/в\ постоянная момента двигателя 30 х 10_6 х кгм/в\ эффек
тивный момент инерции на валу двигателя 11 х 10_6 X /72кг-сл2 
эффективный коэффициент вязкого трения на валу двигателя 45 х 
X 10"6 X 771*.

Постоянная тахометра 0,2 elpadlcex,.
Передаточное отношение от вала двигателя к нагрузке 1 : 30.
Передаточное отношение от вала двигателя к тахометру 1:1.
Передаточное отношение от вала двигателя к сельсину 1 : 60.
а) Найти частоту колебаний выходного вала двигателя при еди

ничной входной возмущающей функции, в предположении, что тахо
метр отсоединен.

Фиг. 1. 40. Блок-схема системы с тахометрической обратной 
связью.

б) Определить значение относительного коэффициента демпфи
рования, когда тахометр включен в систему.

в) Установить изменения, которые могут быть рекомендованы 
с целью получить относительный коэффициент демпфирования 0,5 
для системы пункта «б». Вычислить новое значение этой величины 
и определить преимущество этого метода по сравнению с любыми 
другими методами определения требуемого относительного коэф
фициента демпфирования.

г) В случае, когда тахометр отключен, усилитель заменен на 
другой, обладающий характеристикой выходного напряжения, опре
деляемый выражением

е0 = Aet + В j etdt,

необходимо написать дифференциальное уравнение системы при 
условии, что выходное звено сервомеханизма вращается со ско
ростью о)0 рад!сек\ комментировать установившуюся ошибку.

1. 22. Система, показанная на фиг. 1. 41, использована для 
регулирования скорости большой нагрузки. Система характери-

* См. конец главы.
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зуется следующими параметрами: для усилителя КА = 10 а/в\ для 
генератора KG =~- Ю0 e/а тока возбуждения; для мотора Км = 
= 0,5 X ГЦ кгм/в. Кривая зависимости между скоростью и моментом 
показана на фиг. 1. 42. Оба тахометра постоянного тока как исход
ный, так и обратной связи, одинаковы и имеют постоянную 
0,01 в/об/мин.

Фиг. 1. 41. Схема системы управления скоростью при боль
шой нагрузке.

Фиг. 1.<42. Характеристика электродви
гателя. Зависимость числа оборотов от мо

мента.

а) Определить скорость, с которой исходный двигатель должен 
вращаться, чтобы выходная скорость регулируемого двигателя 
равнялась 600 об/мин при отсутствии нагрузки.

б) Определить изменение выходной скорости, когда нагру
зочный момент внезапно повышается с 0 до 12 X /7*  кгм.

в) Система работает с ра
зомкнутой цепью (т. е. тахоме
трическая обратная связь ра
зомкнута) и следует вычислить 
увеличение напряжения исход
ного тахометра, необходимого 
для сохранения скорости 
600 об/мин после повышения 
нагрузки.

1. 23. Предположим, что 
детекторная часть системы, 
показанная на фиг. 1. 41, была 
изменена таким образом, что 
теперь регулируемый выходной 
момент пропорционален ошибке перемещения, а не ошибке скорости.

а) Написать дифференциальное уравнение движения, описываю
щее динамику системы.

б) Вычислить частоту (в рад/сек), при которой выходная вели
чина будет колебаться около нового своего значения после внезап
ного изменения. Значение J равняется 5,0хГЦ кгм/сек2.

* Коэффициенты для перевода в метрическую систему измерений имеют сле
дующие значения: /71= 0,1382 кгм; П2 = 1,3569-Ю4 кг-см2; П3= 1,3558 вт.
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ГЛАВА 2

ЧАСТОТНЫЙ АНАЛИЗ
Частотный метод изучения систем управления с обратной связью 

является одним из наиболее старых и наиболее полезных научных 
инструментов, доступных для инженера. Его можно применить, как 
правило, для изучения поведения систем при чисто синусоидальных 
входных функциях. Всегда предполагается, что синусоидальная 
входная функция.действует в течение длительного времени, так что 
реакция при отсутствии источника энергии затухает и может быть 
достигнуто так называемое синусоидальное установившееся состоя
ние. Если входная функция линейной системы имеет синусоидаль
ный характер, то реакция всех звеньев системы должна быть также 
синусоидальной с одинаковой частотой, отличаясь только по ампли
туде и фазе от первоначальных синусоидальных колебаний. Частот
ный метод состоит в изучении амплитудно-частотных и фазо-частот
ных характеристик звеньев или всей системы. Перед тем, как перейти 
к описанию самого метода, кратко укажем, почему этот метод имеет 
такое практическое значение. Для этого имеется несколько основных 
причин.

Прежде всего, существует определенная связь между частотной 
характеристикой системы в установившемся состоянии и всеми дру
гими видами ее поведения. Эта связь играет большую роль в нашем 
рассмотрении, но, к сожалению, ее не просто выразить математи
чески. Однако некоторые хорошо известные примеры, которые 
полезны в качественном отношении, могут быть приведены. Между 
первоначальной реакцией системы на внезапную входную величину 
(например, на ступенчатую входную функцию) и наибольшей часто
той синусоидальных колебаний, на которую реагирует система 
с любой значительной амплитудой, существует связь. Кроме того, 
связь существует между наиболее низкой частотой, на которую реа
гирует система, и длительным или установившемся состоянием. 
В действительности, эти соображения вытекают из теорем начальных 
и конечных значений преобразования Лапласа. Другой аналогичный 
пример состоит в связи между резонансным пиком в частотной обла
сти и частотой затухающих колебаний системы без источника энер
гии. При малых значениях демпфирования резонансная частота 
и частота затухающих колебаний очень близки друг к другу. Об этом 
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можно сказать еще более подробно, но в настоящий момент доста
точно подчеркнуть, что связь между временной и частотной обла
стями образует основу большинства расчетных способов и критериев 
расчета. Наиболее общий способ состоит в интерпретировании 
требуемого поведения системы во временной области через частот
ные характеристики. Расчет обычно начинается в частотной области, 
затем частотная характеристика проверяется и обратно преобра
зуется во временную область. Следовательно, имеется постоянная 
взаимная связь характеристик в двух областях и проектировщик 
имеет возможность работать по обоим методам.

Другое важное преимущество частотного метода состоит в том, 
что он позволяет удобно производить непосредственные измерения. 
Генераторы синусоидальных колебаний и другие типы измеритель
ных приборов и методов применяются в лабораториях и при практи
ческих испытаниях. Таким образом, теоретические результаты 
и характеристики как для отдельных звеньев, так и систем в целом 
могут быть вычислены и измерены. Математические основы частот
ного анализа хорошо известны для большинства инженеров. В настоя
щей главе в первую очередь освещаются математические методы 
частотного анализа, которые могут быть полезны как для анализа, 
так и для синтеза систем управления.

2. 1. ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ. СВЯЗЬ С ВРЕМЕННОЙ 
ОБЛАСТЬЮ

В литературе достаточно подробно рассматривается реакция 
линейной системы на экспоненциальную вынуждающую функцию. 
Кратко повторим результаты подобных исследований, обращая осо-
бое внимание на 
баний.

Если начать с 
щего вида:

источники установившихся синусоидальных коле- 

линейного дифференциального уравнения следую-

, л d2r dt 1 , А dmrdt
~г -I г (2. 1)

то решение для вынуждающей функции типа г (/) = ReSgt (где R, 
как правило, комплексная постоянная и sg = -|- /cog) определяется
с (/) = Cegt, где

с , , __ Л0 ~г ^l5g ~г ^25g + • • • + Amsg __ A (Sg) <2 n\
R ( Bo + Btsg + B2s2g + ••• +Bnsng B(sg)‘ '

Уравнение (2. 2) представляет передаточную функцию системы 
при комплексной частоте s = sg. Как видно, это совпадает с резуль
татом, получаемым при лапласовом преобразовании уравнения (2. 1)
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при нулевых начальных условиях, образуя отношение С (s)/R (s) 
и допуская, что s = sg. Для практических систем можно также 
предположить, что п > т.

Когда возмущающая функция имеет синусоидальный характер, 
тогда г (/) можно обычно написать в виде действительной или мнимой 
части экспоненциального выражения источника

Sg = /CDg,

где (Dg — круговая частота колебаний источника энергии.
Приравнивание мнимой или действительной части характеристики 

системы к экспоненциальной возмущающей функции можно осуще
ствить в конце решения задачи.

Итак, передаточная функция при синусоидальных установив
шихся колебаниях по уравнению (2. 2) становится

g

Ар -F ^41 s -|- A2s2 4~ • • • Amstn 
Во + Bis + ^2s2 + • • ^nSn

(2. 3)
s=^g

Уравнение (2. 3) можно также разложить на множители, т. е.

y(/4) = i(»)
s='“g

К' (S + + + ’ ■ ■

sN ( S т^) ’ ’ ’ + ^2) • • •

где К' — постоянная величина; полиномы в числителе и знаменателе 
разложены на линейные и квадратичные множители. Таким образом, 

корни уравнения A (s) = 0 равны: s =----- —, ..., —tb®nb —
________

+ j^nbV 1 — £2, где < 1; эти корни являются нулями передаточ
ной функции.

Корни уравнения В (s) = 0 дают значения s, которые приводят 
Ск (s) ->оо и связаны с полюсами передаточной функции. Они

встречаются при s = 0 (с кратностью N), s =----- —............ s =
= —^2®,12 ± /®п2 К 1 — & где £ < 1.
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Если sg = /cog подставить в уравнение (2. 4), то в результате 
получим комплексное число, которое графически изображено 
на фиг. 2. 1. Член /(og + изображен вектором AG. Член второй 
степени изображен произведением двух векторов, т. е.

(s2 + 2^nbs + <o2fc) \s=ju>s =

Фиг. 2. 1. Графическое определение частотной "характеристики 
в плоскости s.

На основании изложенного выше уравнение (2. 4) можно написать 
в виде

С _ К' (AG) (fg) (ЁС)
R (tiG)N (BG)(DG)(CG)

Ввиду того, что является комплексным числом, его можно 

также выразить в векторной форме, т. е.

4 (/Ч) = Т (/Ч) = Т Ч) (“g) = Т (®g) /Ф (0>g). (2.6)
А ----------

Из уравнений (2. 5) и (2. 6) получаем

И

С

R
= Т (<ле) =

/С | ДО 11 fG 11 EG
HG I*  | EG 11 DG 11 CG |

(2.7a)

ф (®g) — (0 a + 0 j, + 9 j (90Л? +0i + 02 + 0з)• (2. 76)
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Если частоту источника колебаний считать теперь переменной 
величиной, то функцию Т можно определить графически, рас
сматривая влияние перемещения точки G вдоль мнимой оси на послед
ние два уравнения. При этих условиях нет необходимости определять

R

Фиг. 2. 2. Частотные характери
стики контура RL\

а — контур б — амплитуда и фазо
вый угол в зависимости от и\ в— ампли- 

Ео 
тудно-фазовая характеристика -тгО’м) 

Ei 
как функция параметра и.

частоту источника колебаний как 
и ее можно просто обозначить /со, при
чем отсутствие индекса будет озна
чать, что частота может иметь любое 
значение вдоль мнимой оси. Рассмо
трим два простых примера для пояс
нения и иллюстрации связи между 
частотной характеристикой и харак
теристикой во временной области.

Система первого порядка. Рассмо
трим контур RL на фиг. 2. 2, а, гдее£ 
представляет входное напряжение и 
е0 — выходное напряжение. Уравне
ния, определяющие входную 
ходную величины, будут 

e.^Ri + L^-,

е0 = Ri-

и вы-

(2.8а) 

(2. 86) 
Рассмотрим теперь реакцию этого 

контура, когда et является 
соидальной функцией 

i — Et sin at = ЕJtn (e,at).

Тогда уравнения (2. 8a) и 
при этих условиях принимают вид:

(2. 10а) 
(2. 106) 
числа, 

и фазу

сину-

(2.9)

(2. 86)

где т = -£- ;

» = (/?+ /®Ь) /;
Ео = /?/,

где Ео и I — комплексные 
представляющие амплитуду 
выходного напряжения и соответ
ственно ток цепи, причем за исход
ный вектор взят Ez. Разделив уравне
ние (2. 106) на уравнение (2. 10а) 
получаем передаточную функцию, т. е.

r+W^-H—- (2-И)
— + /<0

т, конечно, представляет постоянную времени контура, 
которая непосредственно входит в выражение переходного процесса 
в контуре.
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Если допустить, что со0 = —, то уравнение (2. 11) можно пере
писать

Это уравнение определяет отношение выходного напряжения 
к входному, выраженное через параметры контура и частоту коле
баний источника напряжений. Важно отметить, что параметры кон
тура содержатся в члене со0, который имеет размерность рад/сек 
и равен обратному значению постоянной времени контура. На осно
вании уравнения (2. 12) можно написать выходное напряжение 
в функции времени, а не в функции комплексного переменного, т. е.

е0 (/) =---- Ei .. -- sin (со/ — arc tg V (2- 13)

Если частоту источника напряжения варьировать, то комплекс- 
£

ную величину (j&) можно изобразить графически. Прежде чем £ i
ограничивать результаты особым значением частоты со0» их можно 
обобщить, допустив, что — — и, где величина и является теперь (00
безразмерной, нормализованной частотной переменной (или безраз
мерным отношением частот).. Отсюда уравнение (2. 12) переписы
вается следующим образом:

На фиг. 2. 2, б изображены амплитудно-частотные и фазо-частот
ные характеристики. На фиг. 2. 2, в дана в комплексной плоскости

метра и. Причину точной формы этих кривых можно объяснить, 
как это рассматривалось выше; сейчас достаточно только подчеркнуть, 
что они характеризуют передаточную функцию, когда частота источ
ника синусоидального напряжения изменяется. Критическая точка 
встречается при и = 1, т. е. тогда, когда частота источника напряже
ния равна со0. Если со меньше чем со0 (и < 1), то отношение £0 : £f 
больше, чем 0,707 и амплитуды £0 и Et приближаются друг к другу. 
Отношение | £0 : Et | быстро снижается до нуля при частотах выше со0. 
Следовательно, рассматриваемый контур ведет себя как фильтр нижних 
частот. Критическая частота или частота среза встречается при 
и = 1 или со = со0. При со = со0, |£0| = 0,707 |£J мощность на за- 

Eq 1 / Е2, \
жимах сопротивления R определяется — = —I —I, .которая 
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точно равняется половине максимальной мощности, создаваемой 
на сопротивлении (что имеет место при постоянном токе, когда 
со — 0). Следовательно, частота со0 называется также частотой поло
винной мощности.

Тот факт, что частота среза непосредственно связана с постоянной 
времени контура, можно иллюстрировать при рассмотрении харак
теристики выходного напряжения в переходном процессе. На осно
вании уравнений (2. 8, а и б) можно написать дифференциальное 
уравнение, связывающее величины е0 и ez, т. е.

е0 + ф • = ei или е0 + т (2. 15)

Характеристическое уравнение представляет 1 ф- st = 0, так что 
характеристика контура без источника напряжения определяется 

е0 = ke~t/x,

по начальным условиям. Таким образом, можно показать, что посто
янную времени переходной характеристики определяют из выра-

где k -— произвольная постоянная, которую следует определить

жен и я
_ L _ i
_ Я — «0 •

Другая важная связь между временной и частотной областями 
может быть установлена при рассмотрении характеристики контура, 
когда входное напряжение может быть выражено любой входной 
функцией, поддающейся преобразованию Лапласа и приложенной 
при t = 0 при нулевых начальных условиях. Допустим (/) = 
= (s). Применив преобразование Лапласа к уравнению (2. 15),
получаем следующий простой результат для отношения выходного 
напряжения к входному

__ 1 _ 1
1 + ST I j__

(00

(2. 16)

Уравнение (2. 16) сходно с уравнением (2. 11), только величина /со 
£ 

заменена на s. Отсюда видно, что передаточная функция -ф- (/со) 

одинакова с отношением -^-(s), КОГДД переменная s заменена на /со. 
Приравнивание знаменателя уравнения (2. 16) нулю приводит 
к характеристическому уравнению контура.

Передаточная функция уравнения (2. 16) имеет один полюс, 
расположенный при

s^ ------
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Следовательно, частотная характеристика, соответствующая урав
нениям (2. 11) или (2. 12), может быть определена, используя диа
грамму в комплексной плоскости на фиг. 2. 3, на основании соот
ношения

1
47</“)=|=Т/^- (2'17)

С увеличением частоты точка G перемещается до мнимои оси; 
благодаря этому графику на фиг. 2. 2, б можно легко сочетать
с фиг. 2. 3.

Если принять (t) за единичный 
импульс ei (t) = S (/), то можно сде
лать другой важный вывод. Ввиду 
того что

Е. (S) = ^e.t = £6 (0 = 1,

то отсюда следует, что E0(s) опре
деляется следующим образом:

Е 0 = Г+7г'
Фиг. 2. 3. Графическое изображе
ние частотной характеристики кон

тура RL в плоскости s.

Обратное преобразование этого уравнения дает импульсную 
характеристику контура. Отсюда,

е0 (/) = (S) = г-1 = к-1 -т1— = ^е~‘/х ■ (2-18)
— + S

При изучении уравнения (2. 18) можно обнаружить, что оно 
идентично с точностью до постоянного множителя, с характеристикой 
контура без источника напряжения, описываемого уравнением 
(2. 25). Следовательно, импульсная характеристика и переходная 
характеристика без источника напряжения одинаковы по своему 
характеру.

Система второго порядка. Рассмотрим теперь частотную харак
теристику системы второго порядка, описанной в предыдущей главе. 
Для простоты предположим, что п2 = 1 и ML = 0. Из уравнений 
(1.9) и (1. 10) можно получить дифференциальное уравнение, свя
зывающее выходное и входное напряжения. Следовательно, можно
написать

+ 77^EL + /Cc(z)==/<r(z) (2. 19)

или

+ 2£<о,t + со*  с (0 - ®2„г (/), (2. 20)
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где частота собственных недемпфированных колебаний равна

относительный коэффициент демпфирования
F

‘Yr1
Реакция этой системы на входные синусоидальные колебания 

находится теперь в следующем порядке. Первоначальное уравне-

Фиг. 2. 4. Графическое изображе
ние частотной характеристики 
системы в плоскости s при £ < 1 и

0)2

Т = -Г- ------------- 2S + 2g(DnS + s=/co

ние (2. 20) подвергнем лапласовому 
преобразованию в предположении 
нулевых начальных условий, т. е.

(S2 + 2&nS + 0)2) с (s) = со2Я(з) 

или

C(S)
я Is) <о2„ + s2 + 2^<ons

После замены s на /со выражение при
обретает вид

т (/со) = =
R

1

• (2.21)

со2 — со2 + /2gtona>

1_Ш2+/2? Ш
(2. 22)

Вышеприведенный результат может быть связан с картиной рас
пределения нулей и полюсов уравнения (2. 21), как показано 
на фиг. 2. 4. Уравнение (2. 21) имеет пару комплексных сопряженных 
полюсов при £ < 1. Когда £ > 1, тогда эти полюса лежат вдоль отри
цательной действительной оси; при i, = 1 они совпадают в точке 
s = —сол. В любом случае можно написать на основании фиг. 2. 4

Примем и — со/соп, тогда новая безразмерная частота будет равна 
отношению действительной круговой частоты источника напряжения 
к недемпфированной собственной частоте системы, отсюда получаем 
следующий результат

Т (/«) = 1+/2^_ц2 = IТ (jи) | е'<*  w. (2. 23)
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Амплитудно-частотная и фазо-частотная характеристики будут 
определяться выражениями

\T(Ju)\ = _________ 1_________.
/(1 — и2)2 + 4£2«2 ’

(2. 24)

Ф (/«) = — arc tg . (2.25)

Для полноты следует рассмотреть значения уравнений (2. 24) 
и (2. 25), выраженных через реакцию системы на входную синусои
дальную функцию

г (0 = R sin (со/ 4-0),

где R — амплитуда;
0 — произвольный угол сдвига фаз.

Реакция системы на эту входную величину в установившемся состоя
нии определяется

сw = ? (1-Л + ч-.- sin + 0~агсtE ■ (2-26)

причем и = со/соЛ, как определялось раньше. Важно отметить, что 
вышеописанное применение комплексных чисел и их связь с частот
ной характеристикой совершенно понятны.

На фиг. 2. 5 амплитуда Т (Ju) построена в зависимости от отно
шения частот и при разных значениях отношения коэффициентов 
демпфирования согласно уравнению (2. 24). Из этих кривых стано
вится очевидно, что характеристика имеет резонансный пик при зна
чениях £< ]/2/2.^ 0,707. Когда коэффициент демпфирования 
приближается к нулю, то значение резонансного пика приближается 
к бесконечности, а частота, при которой это происходит, прибли
жается к частоте собственных недемпфированных колебаний системы, 
т. е. и = 1. Уравнение для резонансного пика может быть определено 
посредством дифференцирования выражения (2. 24) по и и прирав
нивания производной нулю. Отсюда

“резонанс = /1 — 2£2 ПрИ £ < 0,5/2.

Величину резонансного пика можно определить 
уравнения (2. 27) в уравнение (2. 24), что приводит

(2. 27)

подстановкой
к

1 (2. 28)

Оба предыдущих выражения имеют физический смысл только 
т°гда, когда £ < 1/]/2, так как наклон кривой по уравнению (2. 24) 
всегда отрицателен и резонансного пика нет, если относительные 
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коэффициенты демпфирования больше приведенного значения. 
Сплошная кривая на фиг. 2. 6 представляет величину резонансного 
пика, построенную при разных значениях £; сплошная кривая 
на фиг. 2. 7 определяет частоту, при которой имеет место резонанс, 
причем параметром также служит

Фиг. 2. 5. Характеристики системы второго порядка,
а — амплитудно-частотные характеристики системы второго порядка при нормализованной 
частоте и;

7 t;u\ = =___ 1 . ... •
R(ju) K(l—u2)2 + 4£2u2 ’

б — кривые реакции системы второго порядка на единичную входную функцию.

Связь между амплитудно-частотной характеристикой и кривой 
переходного процесса может быть найдена при рассмотрении резуль
татов главы 1. Реакция на единичную входную функцию построена 
на фиг. 2. 5 при разных значениях относительных коэффициентов 
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демпфирования. При £ < 0,707 имеет место перерегулирование, 
причем система возвращается к установившемуся состоянию с зату
хающими колебаниями. Пунктирная кривая на фиг. 2. 6 определяет 
зависимость между резонансным пиком амплитудно-частотной харак
теристики и пиковым значением перерегулирования переходного 
процесса при разных относительных коэффициентах демпфиро
вания.

в
Частота демпфированных колебаний системы была выведена 

главе 1 и определяется по соотношению = соп]/1 — £1 2- Если
эту частоту выразить через норма
лизованную частотную переменную 
(через безразмерное отношение 
частот) и = то получаем

Фиг. 2. 6. Зависимость между 
резонансным пиком амплитудно- 
частотной характеристики и пе
ререгулированием кривой пере
ходного процесса системы вто

рого порядка:
1 — величина резонансного пика
в зависимости от относительного 
демпфирования; 2 —максимум пере
регулирования системы при реак
ции на единичную входную функ
цию при разных значениях относи
тельного коэффициента демпфиро

вания.

Фиг. 2. 7. Зависимость между 
резонансной частотой и часто
той демпфированных колебаний 
реакции системы второго порядка 
на единичную входную функ

цию:
1 — резонансная частота в зависи
мости от относительного коэффи
циента демпфирования; 2 — частота 
демпфированных колебаний систе
мы при реакции на единичную вход
ную функцию в зависимости от от
носительного коэффициента демпфи

рования.

и = У1 — £2. Пунктирная кривая на фиг. 2. 7 определяет частоту 
демпфированных колебаний в зависимости от отношения коэффи
циентов демпфирования. Кривые на фиг. 2. 6 и 2. 7 графически 
изображают зависимость между характеристиками в частотной 
и временной областях. На фиг. 2. 6 видно, что резонансный 
пик и пиковое значение перерегулирования приближаются друг 
к АРУгу в ограниченном диапазоне отношений коэффициентов демп
фирования £. Из фиг. 2. 7 следует, что резонансная частота демпфи
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рованных колебаний св'язаны друг с другом при любом данном зна
чении Следовательно, между этими двумя областями может быть 
установлена определенная связь. Конечно, изложенные результаты 
применимы специально к линейной системе второго порядка. Для 
систем высшего порядка существуют аналогичные зависимости, 
но они являются более сложными. В этом отношении система вто
рого порядка является особенно полезной для вывода общего правила, 
но необходимо быть осторожным и не переносить эти результаты 
на системы высшего порядка.

В связи с этим рассмотрим неизвестную систему, реакцию которой 
на единичную функцию удалось измерить и определить, как показано 
на фиг. 2. 8. В качестве первого приближения к этой реакции на сту-

Фиг. 2. 8. Характеристика реакции системы, определяемая 
по эквивалентной схеме системы второго порядка: 1 — реак
ция системы второго порядка на единичную входную функ
цию; 2 — реакция действительной системы на единичную 

входную функцию.

пенчатую функцию можно принять реакцию системы второго порядка 
при данном относительном коэффициенте демпфирования и недемпфи
рованной резонансной частоте соп. Очевидно, что передаточная функ
ция системы и ее динамика определяются в той степени, насколько 
сохраняется справедливость этого приближения, парой комплексных 
сопряженных полюсов в комплексной плоскости, соответствующих 
полюсам эквивалентной системы второго порядка. Хотя этот тип 
приближения кажется несколько наивным, он имеет полное значение 
для расчета систем вследствие простоты связи между временной 
и частотной областями, которая превалирует в системах второго 
порядка.

Точная математическая зависимость между временной и частот
ной областями выражается преобразованием Лапласа или интегра
лом Фурье, причем последний идентичен с лапласовым преобразова
нием, при условии, что s = /со (лучше, чем при условии s = о + /со) 
в предположении f (/) = 0 для t < О,
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2. 2. ГРАФИЧЕСКИЕ ИЗОБРАЖЕНИЯ ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК

Рассмотрим общую передаточную функцию Т (/со) между входной 
величиной 7? = R /б и реакцией С (/со). Т (/со) определяется 
из дифференциального уравнения, связывающего выходную и вход
ную величины, т. е.

Т (/со) = Т (со) е'<₽ (<й) = Т (со)/ Д ср (со) = Т (со) cos ср (со) +

jT (со) sin ср (со). (2. 29)

Фиг. 2. 9 иллюстрирует связь между величинами во временной 
и частотной областях. Ввиду того, что Т (j® является функцией

r(l)=Re(Relut) Дифференциала c(t)=Re[c(ju)eJU‘]

= Rcos(ut + e)
ное 

уравнение = RT(cj) cos [cut+ 9+ <P((J)]

б)

Фиг. 2. 9. Обозначение частотных характеристик на схемах:
— временная область б — частотная область

R=Reje=R[9_* T(ju)=T((j)eJflu) C(ju}=RT(jcJ') 
= Г(ш)/<Р(и) = И7(ш)/в+Ф(и)

комплексного переменного со, ее можно графически изобразить 
несколькими способами, из которых наиболее распространенные 
и полезные будут рассмотрены ниже с целью подчеркнуть преиму
щества и недостатки каждого способа.

Векторная диаграмма и полярная кривая. При любой данной 
частоте функция Т (/со) может быть изображена в виде вектора 1 
определенной величины и направления, как показано на фиг. 2. 10. 
Проекции вектора Т (/со) на действительную и мнимую оси являются 
действительной и мнимой составляющими функции. Когда частота 
синусоидальной входной функции изменяется (ее амплитуда 7? 
и произвольный фазовый угол 0 остаются постоянными), или когда 
тот или иной параметр системы изменяется, тогда функция Т (ja) 
изменяется по величине и фазе. Конец вектора, изображающего 
функцию Т (jo), оставляет след в виде кривой на комплексной пло
скости; каждая точка этой кривой определяет положение вектора 
при любом частном значении переменного параметра. Обычно пере
менным параметром является входная частота со; результирующая 
кривая известна как полярная кривая передаточной функции (или

1 Автор применяет термин «фазор» вместо обычного термина «вектор», моти
вируя это тем, что здесь речь идет главным образом о комплексных числах, а не о век
торах в физическом смысле. {Прим. пер.).
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Фиг. 2. 10. Графическое изображение ампли
тудно-фазовой характеристики в полярных коор

динатах.

обладает преиму- 
выражения дан- 
всем частотном 

на одной диа

амплитудно-фазовая характеристика). Как правило, постоянные 
приращения частоты не отделяются между собой равными интерва
лами вдоль полярной кривой; интервалы приращения зависят от изме

нения вектора функции 
в частотном интервале. 
Неоднородность изменения 
частоты вдоль полярной 
кривой представляет один 
из недостатков этого ме
тода графического изобра
жения. Однако полярная 
кривая < 
ществом 
ных во 
спектре 
грамме.

Когда 
динены 
или параллельно, то выход 
одной системы становится 
входом другой; в предпо
ложении, что влияние 

выход первой системы 
не изменяется в результате присоединения второй системы), общая 
передаточная функция составной 

две системы сое
последовательно

нагрузки пренебрежимо мало (т. е.

ным произведением двух 
отдельных передаточных 
функций. На векторной диа
грамме это будет означать, 
что векторы отдельных пере
даточных функций при ка- ’ 
ждой частоте должны быть 
умножены по алгебраическим 
правилам умножения ком
плексных переменных для 
получения вектора общей 
передаточной функции. Это 
показано на фиг. 2. И, 
на которой можно видеть, 
что подобное соединение 
систем не является особенно 
удобным для изображения 
на векторной диаграмме. 
Но, с другой стороны, на по
лярной диаграмме можно 
легко определить функцию 1 

системы определяется комплекс-

Фиг. 2. 11. Общая амплитудно-фазовая харак
теристика двух последовательно соединенных 

систем (без влияния нагрузки):
1 — амплитудно-фазовая характеристика первой 
системы; 2 — амплитудно-фазовая характеристика 
второй системы; 3 — точка на амплитуднофазо
вой кривой двух последовательно соединенных 

систем при равенстве со = (Оь

4- Т (/со). Как видно на фиг. 2. 12, 
функция 1 + Т (/со) представляет просто векторную сумму единич
ного вектора (4-1) и вектора Т (/со). Результирующая величина оди- 
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какова с вектором, проведенным из точки (—1,0) к первоначальной 
полярной кривой для Т (/со). Иными словами, полярная кривая для 
1 т (ja)) идентична с полярной кривой для Т (/со), когда начало 
координат смещено в точку (—1,0).

Амплитуд но-част о тные и фазо-частотные характеристики. 
Передаточную функцию можно также изобразить двумя графиками; 
один из них определяет амплитудно-частотную характеристику, 
другой — фазо-частотную характеристику. Другая возможность 
состоит в построении семейства кривых, определяющих действитель
ную и мнимую части зависимости Т (jw). Последний графический

Фиг. 2. 12. Определение функции 1 + Т (/со) на полярной 
диаграмме:

— амплитудно-фазовая характеристика.

метод не часто применяется для изображения передаточной функции, 
хотя иногда он используется для построения импедансных функций. 
Амплитудно-частотные и фазо-частотные характеристики очень 
удобны, в особенности при определении характеристик зависимости 
между выходной и входной величинами электрических звеньев, 
например, сервоусилителей. Интересно отметить, что амплитудно- 
частотные и фазо-частотные характеристики (как и характеристики 
действительной и мнимой частей функции) не являются независимыми. 
Они связаны между собой более сложной интегральной формулой, 
так что одна из них может быть определена на основании другой 
характеристики х.

Когда диапазон частот достаточно большой, тогда функции 
Т (со) и ср (со) часто строятся в зависимости от логарифма со, т. е. 
частота наносится в логарифмическом, а не в линейном масштабе. 
Полезность амплитудно-частотной характеристики связана с тем, 
что она выявляет свойства пропускания нижних или верхних частот.

1 Эта зависимость не была выведена здесь, но ее можно найти в других источ
никах, например, в книге Боде: «Теория цепей и расчет усилителей с обратной 
связью»,
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Когда две системы соединены последовательно с пренебрежимо 
малым влиянием нагрузки одной системы на другую, тогда пере
даточная функция объединенной системы находится умножением 
отдельных амплитудно-частотных характеристик и сложением фазо
частотных характеристик на каждой частоте в отдельности.

Логарифмические амплитудно-частотные и фазо-частотные 
характеристики. Один из наиболее полезных методов графического 
изображения передаточной функции состоит в построении логарифми
ческих амплитудно-частотных характеристик. Для этой цели исполь
зуется полулогарифмическая диаграмма, причем частоты наносятся 
в логарифмическом масштабе. Логарифм функции Т (/со) может быть 
взят с основанием 10 или как натуральный логарифм. Рассмотрим 
первоначально натуральный логарифм функции, т. е.

In Т (/со) - In [| Т (/со) I е'ф <ш)] = In | Т ЫО | + /Ф («)• (2. 30)

Действительная часть логарифмической функции In Т (/со) пред
ставляет натуральный логарифм амплитуды и она измеряется в еди
ницах, называемых непер. Мнимая часть является фазо-частотной 
характеристикой.

Наиболее широко применяются амплитудно-частотные характе
ристики, построенные по логарифмическим значениям с основа
нием 10. Обычный порядок состоит в нанесении значений 20 lg | Т (/со)] 
и зависимости фазового угла от логарифма частоты, т. е. частота нано
сится в логарифмических значениях. Основная размерность для 
величины 20 lg | Т (/со) | называется децибел или сокращенно дб.

Логарифмические амплитудно-частотные характеристики обла
дают двумя преимуществами, которые станут более очевидны при 
последующем рассмотрении. Во-первых, когда две системы соеди
нены последовательно с пренебрежимо малым нагрузочным влиянием 
друг на друга, тогда их отдельные логарифмические амплитудно- 
частотные и фазо-частотные кривые могут быть суммированы для 
получения общей характеристики. Это вполне справедливо, так как 
умножение амплитуд эквивалентно сложению логарифмов их величин. 
Во-вторых, логарифмические амплитудно-частотные кривые легко 
построить, применяя метод приближения при помощи ряда прямо
линейных отрезков. Другое преимущество логарифмических ампли
тудно-частотных кривых состоит в применении логарифмических 
значений частоты. Благодаря уменьшению масштаба одинаково 
подчеркиваются все части частотной характеристики. Это способ
ствует связи между временной и частотной областями и существенно 
облегчает расчет необходимых корректирующих контуров.

Логарифмические амплитудно-фазовые характеристики. Другой 
метод, применяемый в теории регулирования, состоит в построении 
логарифмических амплитудно-фазовых кривых. При этом способе 
значения 20 lg | Т (/со)] наносятся в зависимости от фазового 
угла ср (со) в прямоугольных координатах, причем переменным пара- 
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метром служит частота, как и в случае амплитудно-фазовой харак
теристики. Подобный способ является очень удобным и часто исполь
зуется в расчете.

2. 3. ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ОСНОВНЫХ ОПЕРАЦИОННЫХ 
ФУНКЦИЙ

До рассмотрения частотных характеристик любого данного звена 
или системы управления рассмотрим предварительно частотные 
характеристики, связанные с некоторыми основными операционными 
функциями. Задача состоит в том, чтобы показать связь между опе
рацией и соответствующей частотной передаточной функцией и, кроме 
того, получить основные формы, из которых можно создать более 
сложные типы систем. Для каждой из них даются амплитудно
фазовая и амплитудно-частотная характеристики (в линейном 
масштабе), логарифмические амплитудно-частотные и фазо-частот
ные характеристики и графическое распределение полюсов и нулей. 
Зависимость фазового угла от частоты не рассматривается вследствие 
ее сходства с полулогарифмической фазо-частотной характеристикой. 
Как правило, характеристики строятся в зависимости от отношения 
частот и = сот = , так что кривые могут быть применены для
любой шкалы частот, т — постоянная, имеющая размерность вре- 

1мени, (&ь = —----- круговая частота, известная как частота точки
сопряжения. В дальнейшем при применении этой частоты станет 
очевидной полезность подобной нормализации понятия.

Чистое дифференцирование. Выходная и входная величины будут 
связаны в этом случае путем операции дифференцирования, т. е.

= (2.31)

или
С (s) - rsT? (s), (2. 32)

где т является постоянной, имеющей размерность времени, когда 
с (/) и г (/) имеют одинаковую размерность. Передаточная функция 
имеет один нуль в начале координат, как показано на фиг. 2. 13, а. 

Частотная характеристика определяется

Т — ]<£>х = сот /90°; Т = ju = и /90*,  (2. 33)

где и = (от = -----безразмерное отношение частот.
Амплитудно-фазовая характеристика по уравнению (2. 33) пред

ставляет прямую линию вдоль мнимой оси, как показано на 
фиг. 2. 13, а. Амплитудно-частотная характеристика также прямая 
линия, как показано на фиг. 2. 13, б. Логарифм модуля уравне
ния (2. 33) дается __

дб = 20 lg | Т\ = 20 lg и. (2. 34)
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Если значения в децибелах нанести в зависимости от логарифма 
отношения частот, то в результате получаем прямую линию, которая 
проходит через точку 0 дб при и = 1 (т. е. когда со = .

Наклон этой линии соответствует 20 Зб/единичное значение lg и. 
Единичное приращение lg и соответствует приращению отношения и 
частот или круговой частоты со в 10 раз, так как lg 10 = 1. Следо
вательно, этот наклон может быть определен как 20 дб!декада,

20lg\f\

^(ja)

90° —

1т(Т)

Плоскость s
0°l____ ____________________________а

lg и 
в)

г)

фиг. 2. 13. Графики частотных характеристик при чистом дифференци
ровании; зависимость Т = (ju), где и = (от:

а — амплитудно-фазовая характеристика; б — амплитудно-частотная характери
стика; в—логарифмические амплитудно-частотная и фазо-частотная характеристики; 

г — положение нуля при Т (s) = st; 1 — наклон 20 дб/декада == б дб/октава.

где декада соответствует множителю 10 в выражении для частоты. 
Часто наклон также определяется через дб/октава, где октава соот
ветствует удвоению частоты. В этом случае число в децибелах уве
личивается на 20 lg 2 = 6,02 дб каждый раз, когда частота удваи
вается, так что наклон характеристики определяется как 6 дб/октаьа. 
Эти значения наклона характеристик и коэффициенты умножения 
неоднократно появляются в передаточных функциях. На фиг. 2. 13, в 
построены логарифмические амплитудно-частотные и фазо-частотные 
характеристики. Согласно уравнению (2. 33) угол сдвига фаз очевидно 
равняется 90° и не зависит от частоты. Опережение фазы на 90°, 
связанное с этой передаточной функцией в частотной области, сви
детельствует о чистом дифференцировании во временной области; 
таким образом одну характеристику можно вывести из другой,
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П ропорциональное регулирование с одновременным регулирова
нием по производной. В этом случае выходная и входная величины 
связаны между собой выражением

с(0 = г(0 + т4г- (2-35)

ИЛИ

С (s) = (1 + TS) R (s), (2. 36)

где т — постоянная величина, имеющая размерность времени, когда 
с (t) и г (/) имеют одинаковую размерность. Передаточная функция

Фиг. 2. 14. Частотные характеристики системы Т — 1 + ju, где и = сот:
а — амплитудно-фазовая характеристика; б — амплитудно-частотная характеристика; в — 
логарифмические амплитудно-частотная и фазо-частотная характеристики; г — положение 

нуля, при Т (s) = 1 + st; 1 — наклон = 20 дб/декада = 6 дб/октава.

Q / 1 \
(s) = 1 + rs = т (——F s) имеет один нуль, расположенный 

в точке s =-----как показано на фиг. 2. 14. Передаточная функ
ция при синусоидальных входных колебаниях определяется

Т = 1 + /сот =- 1 + ju = У1 + (сот)2 /arc tgcor =

= У1 + и2 /аге tg и, (2. 37)

где и = сот = . Амплитудно-фазовая характеристика представ
ляет собой прямую линию, параллельную мнимой оси, как показано 
на фиг. 2. 14, г. Амплитудно-частотная характеристика дана на 
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фиг. 2. 14, б. Логарифмическая амплитудно-частотная характери
стика определяется

дб = 20 lg | Т | = 10 lg (I + ua). (2. 38)

Кривую по уравнению (2. 38) нетрудно построить, рассмотрев 
ее поведение при предельных значениях частоты. Когда и « 1 
(т. е. когда со < со^) выражение (2. 38) становится равным 10 lg 1 = 0. 
Когда и > 1 (т. е. когда со > соь), тогда выражение (2. 38) становится 
равным 10 lg (сот)2 = 20 lg и. Очевидно последнее выражение пред
ставляет прямолинейную характеристику, идентичную случаю 
чистого дифференцирования и проходящую через точку 0 дб, когда 
и = 1 (т. е. со = со^) и имеющую наклон 20 дб/декада или 6 дб/октава. 
Эти асимптоты показаны пунктирными линиями на фиг. 2. 14, в. 
Частота, при которой высокочастотная асимптота пересекается 
с низкочастотной (т. е. когда и = 1 или со = -^- = (0^, известна 

под названием частоты точки сопряжения. Когда и = 1, тогда урав
нение (2.38) равно в действительности 101g 2 = 3,01 дб. Отсюда 
можно видеть, что логарифмическая амплитудно-частотная харак
теристика при частоте точки сопряжения лежит на 3 дб выше пересе
чения асимптот. Для построения логарифмической амплитудно- 
частотной характеристики обычно достаточно знать эти две асимп
тоты и значение частоты точки сопряжения. На фиг. 2. 15 дана попра
вочная кривая в децибелах, применяемая к асимптотам для опреде
ления действительной кривой при разных значениях отношения 
частот. Необходимо также отметить, что амплитуда характеристики 
равна У2 при частоте точки сопряжения. Фазо-частотная характе
ристика согласно уравнению (2.37) лежит между arctgO = O° 
и limarctgi/ =90°, как показано на фиг. 2. 14, в. Тот факт, что 

«->00

фазовый угол представляет опережение между 0 и 90°, свидетель
ствует о пропорциональном регулировании с одновременным регу
лированием по производной. С увеличением частоты и с приближе
нием фазового угла к 90° дифференциальный член становится преоб
ладающим.

Чистое интегрирование. В этом случае входная и выходная 
величины связаны выражениями

c{t) = /r\r(t)dt (2.39)

или
c(s) = 4F’ ■ (2-4°)

где т представляет постоянную величину, имеющую размерность 
времени, когда с (/) и г (/) имеют одинаковую размерность. Как видно, 
передаточная функцйя (s) = имеет полюс в начале координат, 
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как показано на фиг. 2. 16, г. Частотная характеристика определяется 
выражением

Т = -Х— = -\-/— 90° = 4- = — /— 90°, (2.41)
/0)^ (ОТ ------------------ JU и —------------ ’ ' 7

(Огде и = сот =---- .
Амплитудно-фазовая характеристика по уравнению (2. 41) оче

видно изображается прямой линией вдоль отрицательной мнимой оси, 

а) б)

в)

Фиг. 2. 16. Графики частотных характеристик при чистом интегрирова
нии. Зависимость Т = \/jut vjiz и = сот:

а — фазо-частотная характеристика; б — амплитудно-частотная характеристика; 
в — логарифмическая амплитудно-фазовая характеристика; г — положение полю

сов при Т (s) = yts; 1 — наклон = —20 дб/декада = —6 дб/октава.

как показано на фиг. 2. 16, а. Амплитудно-частотная кривая имеет 
гиперболический характер (фиг. 2. 16, б). Логарифмическая ампли
тудно-частотная характеристика определяется

дб = 20 lg | Т\ = 20 lg-У = - 20 lg и. (2.42)

Эта характеристика также прямолинейна, подобно случаю чистого 
дифференцирования, но наклон ее отрицательный, т. е. —20 дб/декада 
или —6 дб/октава. Эти кривые даны на фиг. 2. 16, в. Запаздывание 
по фазе на 90° свидетельствует о чистом интегрировании.

Пропорциональное плюс интегральное регулирование. Выходная 
и входная величины связаны в этом случае уравнением

с (t) = г (/) + 4- j г (/) dt (2. 43)
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или
C(S)-(1 +-^)«w, (2. 44)

Где т— постоянная величина, имеющая размерность времени, когда 
с (f) и г (/) имеют одинаковую размерность.

Как видно, передаточная функция

Фиг. 2. 17. Графики частотных характеристик Т = 1 + Vjw, где и= сот:
а — амплитудно-фазовая характеристика; б — амплитудно-частотная характеристика; в — 
логарифмическая амплитудно-фазовая характеристика; г — положение нуля и полюсов 

при Т (s) = 1 4- l/Ts — (1 4-^s)/Ts; 1 — наклон = —20 дб/декада = —6 дб/октава.

имеет ноль в точке s =-------и полюс в точке s = 0, что показано
на фиг. 2. 17, г. Частотная характеристика определяется выражением

Т (ja) = 1 + -Д— = 1/1 + (— )2 /— arc tg ——
7 1 /(ОТ Г \ (ОТ/ /____________ b (ОТ

=1+к = V1 + (4-)2 /- агс1§4-’ <2- 45>
где и = (от = — .

(Ofc

Амплитудно-фазовая характеристика представляет прямую линию,
параллельную мнимой оси (фиг. 2. 17, а). Амплитудно-частотная
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характеристика дана на фиг. 2. 17, б. Логарифмическая ампли
тудно-частотная характеристика определяется выражением

дб = 20 lg ]/1 + (4-)2 = 10 lg [1 + (4)!] _

= 10 lg (1 + и2) — 10 lg и2. (2. 46)

Уравнение (2. 46) нетрудно графически построить путем рас
смотрения его поведения при крайних значениях частоты. Когда 
и > 1, тогда выражение (2. 46) становится равным 0 дб. Когда и «1, 
тогда уравнение (2.46) становится равным 101g( —) =—20 lg и. 

Это означает прямую линию с наклоном —20 дб/декада или —6 дб/ок
тава, которая пересекает асимптоту 0 дб в точке и = 1 или со = -L = 

= со6. При и = 1 выражение (2. 46) равняется 10 lg 2 = 3,01 дб, 
так что действительная кривая находится на 3 дб выше пересечения 
асимптот при частоте точки сопряжения и = 1.

Поправочная кривая на фиг. 2. 15 может быть также использована 
для определения действительной характеристики с учетом этих асимп
тот. В конкретном случае поправка в децибелах должна быть просум
мирована со значением асимптоты. Фазовый угол по уравнению 
(2. 45) изменяется от —90°, когда со = 0, до 0°, когда со = оо. Эти 
характеристики изображены на фиг. 2. 17, в. То обстоятельство, что 
сдвиг фазы представляет запаздывание между 90 и 0° свидетельствует 
о пропорциональном и интегральном регулировании с преоблада
нием интегрального члена при более низких частотах.

2. 4. ПОВТОРНОЕ ПРИМЕНЕНИЕ ОСНОВНЫХ ОПЕРАЦИОННЫХ ФОРМ

В предыдущем разделе передаточные функции часто имели сле
дующие общие формы:

т = (Ju)±n = (и)±п/±90° п; (2. 47)

Т = (1 +p)±n =[1 +(u)2]±'!/2/±«arctgu; (2. 48)

Т = ( 1 -
\ ■ = [1 + (4-)2]±л/2 /+п агс 4- > (2. 49)

где и = сот и п может быть любым положительным числом.
Уравнение (2. 47) представляет последовательные дифференциро

вания или интегрирования в зависимости от знака (положительного 
или отрицательного) показателя степени. Амплитудно-фазовая кри
вая согласно уравнению (2.47) проходит вдоль оси ±/ или ±1, 
в зависимости от частного значения числа п и знака показателя 
степени, как показано на фиг. 5. 18, а. Логарифмическая амплитудно- 
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частотная характеристика согласно уравнению (2. 47) определяется 
из равенства 201g и±п = ±20п lg и. Как видно, эта прямая^линия, 
проходящая через точку 0 дб при и = I, с наклоном ±20 дб/декада 
или ±6 дб/октава. Эти характеристики изображены на фиг. 2. 18. 
Частотные характеристики по уравнению (2. 48) зависят от поло

T-(ju)tn 
пх 2,6,10

1т(Т)
7 = (}и)~п, п*3,7,11
Т = (ju)n, п*  1,5,9

Увеличение 
и

и = 0 1-1
I ----------
\ Увеличение Увеличение f

I и и~1 
I Увеличение 

У и
-1

Tx(ju)in 
п = 9,8,12

^х(]и)’п, п*1,5,9 
т *(ju)n, п » 3,7,11

Фиг. 2. 18. Частотные характеристики 
при Т = (ju)±n, где и = сот:

а — амплитудно-фазовая характеристика; 
б — амплитудно-частотная характеристика; 
в — логарифмическая амплитудно-частот
ная характеристика и фазо-частотная 
характеристика; 1 — наклон = 4"20м 
дб/декада + 6п дб/октава\ 2 — наклон = 

= —20м дб/декада = — 6п дб/октава.

их1 “

1 = 1

жительного или отрицательного знака у показателя степени. Теперь 
амплитудно-фазовая кривая не является прямой линией и поэтому 
ее более трудно построить. Если число п имеет положительное зна
чение, то амплитудно-фазовая кривая для Т приближается к беско
нечности, когда отношение частот становится большим. Если же 
число п имеет отрицательное значение, то амплитудно-фазовая кри
вая приближается к нулю с увеличением отношения частот.
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В частном случае, когда и — 1, амплитудно-фазовая кривая1 
превращается в полуокружность, но в других случаях получаются 
более сложные кривые, как можно видеть на фиг. 2. 18, а. Однако 
логарифмические амплитудно-частотные кривые продолжают оста
ваться простыми, так как асимптоты могут быть легко найдены. 
Следовательно,

20 lg (1 + w2)*"/ 2 = ± 10п lg (1 + и2). (2. 50)

Когда и < 1, тогда выражение (2. 50) превращается в линию 
0 дб. Когда и > 1, тогда выражение (2. 50) становится равным 
±20лг lg и. Оно представляет прямую линию в логарифмических 
координатах с наклоном ±20 дб/декада или ±6 дб/октава, причем 
она проходит через 0 дб, когда и = 1. При и = 1 уравнение (2. 50) 
будет

±10/2 lg 2 = ±3,01/2 дб.

Таким образом, действительная точка лежит выше или ниже 
точки сопряжения на 3/2 дб, в зависимости от знака показателя 
первоначальной степени. На фиг. 2. 19 построены характеристики 
согласно уравнению (2. 48).

1 Можно показать, что амплитудно-фазовая кривая любой функции вида

Т (/со) =
(а ± jub)
(с ± jud)

представляет полуокружность, причем а, Ь, с и d — действительные постоянные. 
Рассмотрим следующие выражения

т ат — Т = — — а + '<f>b -I- /0> — ье> •
' с с ± jud c(c-\-j(tid) ’

b 
dT(ja>)-T =

a 4- j(db __ — (ad — be) 
c ± j&d ~ d(c-\-j(vd)

Теперь | 0 | = | .4 [T (/a>)-7]_^ [T (/0) - T]
T (/oo) -J
T (/0) — 7’

„ I — (ad — be) . c (/■ + jud) I = 9Q0
I d(c-{-jtod) j(n(ad — bc) |

Итак, внутренний угол 0 в точке Р равняется 90° при всех значениях круговой 
частоты (о. Отсюда следует согласно равенству вписанных углов полуокружности, 
что геометрическое место точек Р представляет полуокружность (см. фиг. 2. 18, г).
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в)

Фиг. 2. 19. Частотные характеристики при Т = (1 + ]'и)±п, где и = сот: 

а — амплитудно-фазовая характеристика (I + р/)^п; б— амплитудно-частотная харак
теристика; в— логариф\ ическяе амплитудно-частотные и фазо-частотные характеристики; 
1 — наклон = 20 п дб/декада — 6п дб/октава; 2 — наклон = —20л дб/декада = —6п 

дб/октава.
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Положительная экспонента Отрицательная экспонента
о)

117|

S)

дб к

9(J“)

в)
Фиг. 2.20. Частотные характеристики при Т = (1 -4-1//«)±"=(1—/1’и)±п, где и=<от: 

а — амплитудно-фазовая характеристика (1+/,'и)±п; б— амплитудно-частотная харак- 
теристика; в — логарифмические амплитудно-частотная и фазо-частотная характери

стики; 1 — наклон = — 20п дб/декада = —6п дб/октава; 2 — наклон = 20/: 
дб/декада = 6п дб/октава.
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Частотные характеристики по уравнению (2. 49) идентичны 
с частотными характеристиками уравнения (2. 48), за исключением 
того, что отношение частот заменено на отрицательное значение 
обратного отношения частот —-М . Эти характеристики построены

Фиг. 2. 21. Зависимость арктангенса угла от аргумента:
1 — приближенная прямая линия.

на фиг. 2. 20. Для облегчения точного построения этих характеристик 
можно, составить таблицу со значениями 20 lg N в зависимости 

от числа N и построить кривые arc tg х и arctg в зависимости 
от х, как это сделано на фиг. 2. 21.

2. 5. ЧАСТОТНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА КОЛЕБАТЕЛЬНОГО ЗВЕНА

Частотная характеристика колебательного звена является одной 
из наиболее распространенных, причем входная и выходная величины 
связаны между собой следующим уравнением, которое идентично 
дифференциальным уравнениям системы второго порядка [см. урав
нение (2. 20)] при т = —,

т2^> + 2Ст^Р-+с(/) = г(/) (2.51)

ИЛИ

(t2s2 + 2&s + 1) С (s) = я (s), (2. 52)

где т и £— действительные числа с ограничением1, что £<1.

1 Если £ > 1, то квадратное выражение может быть разложено на два линей
ных множителя, содержащих действительные корни.
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На фиг. 2. 4 показано распределение нулей и полюсов для этой 
передаточной функции. Частотная характеристика определяется

Т (/®) = [т2 (/®)2 + 2£т/(о + I]-1 =

= [(/сот)2 -I- 2£ci>T/ + 1J"1. (2. 53)

Если и = от =----- , то

Т (ju) = [(ju)2 + j^u + l]-i = [(1 - и2) + j2& I'1. (2. 54)

1 1
(/«? -I- j^u + 1 ~ 1 — u2 + j2£u ’

где и = сот.

На фиг. 2. 22 построены амплитудно-фазовые и логарифмические 
амплитудно-частотные и фазо-частотные характеристики. Логарифми
ческая амплитудно-частотная характеристика определяется

дб = 20 lg [(1 — и2)2 + 4£2u2]“I/2. (2.. 55)

Если и С 1, то кривая приближается к линии 0 дб. Если и > 1, 
то кривая приближается к линии 20 lg (w4)_1/2= —40 lg и, которая 
имеет наклон —40 дб/дгкада или —12 дб/октава. Эти асимптоты 
не зависят от значения £. Однако относительный коэффициент демп
фирования определяет величину резонансного пика вблизи значения 
и = 1; при малых значениях £ эти поправки становятся большими 
и ими нельзя пренебречь.
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2. 6. ХАРАКТЕРИСТИКА С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ ПО ФАЗЕ

Один из наиболее важных видов передаточных функций пред
ставляет характеристика с запаздыванием по фазе, когда входная 
и выходная величины связаны между собой следующим дифферен
циальным уравнением:

c(t) + ат Ар. = r(i) + (2- 56)

или
(1 + ars) С (s) = (1 + TS) я (s), (2. 57)

где т постоянная времени, если с (/) и г (t) имеют одинаковую раз
мерность, а а определяется как безразмерная константа больше 
единицы. Передаточная функция выражается

J_ + s
С , ч __ 1 + rs __ 1 т '
R ” 1 + ars a 1

и, как видно, имеет нуль в точке s = —— и полюс в точке s = .
На фиг. 2. 23, в показано расположение нулей и полюсов. Частотная 
характеристика согласно уравнению (2. 57) определяется

1 4- /сот _  1 4- ju
1 + /асот 1 + jau ’

(2. 58)

где и = сот =----- .
Амплитудно-фазовая характеристика по уравнению (2. 58) может 

быть определена наиболее просто путем сведения к полярной форме

7 (/«) = /агс fg “ — агс tg «« =
у 1 4- a2u2 ------------------------------------

К i + и2 
К 1 + а2«а

/агс tg и — аи

1 -f- сш2 (2. 59)

Амплитудно-фазовая характеристика построена на фиг. 2. 23, а, 
как видно, она представляет полуокружность с центром в точке 

, 0^. Максимальный угол сдвига фаз запаздывания, который 

может быть создан этой передаточной функцией, обозначается <ргпах 
и имеет место в точке и = . На основании геометрических соот

ношений на фиг. 2. 23, а можно доказать, что

Фтах = arc sin £=Т • (2. 60)
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и определяетсяАмплитуда Т при и = 4= обозначается I Т L
У а ,фтах

(2.61)

Фиг. 2. 23. Характеристики запаздывания по фазе Т = 1 4- /сот __ 1 -J- ju
1 + /а сот ~ 1 4- jau

, , . амплитудно-частотная и
фазо-частотная характеристики; в — положение нуля и полюса для

f (S) = _1±11_ = 1 . + s
’ 1 4 (its а 1/ат 4 s

а — амплитудно-фазовая характеристика; б — логарифмические

Кривые зависимости максимального угла и максимальной ампли
туды от параметра а даны на фиг. 2. 24. Эти кривые имеют значение 
для последующих рассуждений. Из приведенных выше уравнений 
становится очевидно,.что с увеличением параметра а для усиления 
запаздывания функция |Т|(/и) уменьшается таким образом, что 
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запаздывание по фазе достигается за счет большего затухания, вво
димого в передаточную функцию.

Логарифмическая амплитудно-частотная характеристика по урав
нению (2. 59) определяется выражением

дб = 20 lg (1 + г/2)1/2— 20 lg (1 + a2w2)1/2 =
= 10 lg (1 + и2) — 10 lg (1 + a2^2). (2. 62)

Уравнение (2. 62) имеет два члена. Первый член, соответствующий 
числителю уравнения (2. 59), характеризует пропорциональное регу-

Фиг. 2. 24. Характеристики запаздывания по фазе для функ
ции, изображенной на фиг. 2. 23, при разных значениях а, 

где ат> а2> а3> 1:
а — амплитудно-фазовая характеристика; б — логарифмические ампли

тудно-частотная и фазо-частотная характеристики.

лирование с одновременным регулированием по производной, когда 
логарифмическая амплитудно-частотная кривая имеет точку сопря
жения при частоте и = 1 (со = Второй член, представляющий 

знаменатель уравнения (2. 58), имеет вид члена (1 -|- jau)"1 (см. 
фиг. 2. 23, б), причем точка сопряжения соответствует частоте 
w = —= Эти два члена построены графически на
фиг. 2. 23, б; их сумма представляет логарифмическую амплитудно- 
частотную характеристику согласно уравнению (2. 59). Отметим зави
симость между частотами точек сопряжения и расположением нулей 
и полюсов функции на фиг. 2. 23, в. Если a > 1, то частоты обеих 
точек сопряжения достаточно отличаются друг от друга, так что дей
ствительная кривая удалена на 3 дб от пересечения асимптот в точках 
сопряжения.

Аналогично фазовая характеристика определяется

<Р (ju) = arc tg и — arc tg аи = аге tg = —аге tg . (2.63)
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На фиг. 2. 23, б графически построена сумма фазовых характе
ристик, связанных с каждым из этих членов. На фиг. 2. 25 даны 
амплитудно-фазовые и логарифмические амплитудно-частотные 
и фазо-частотные кривые при разных значениях параметра а.

Фиг. 2. 25. Кривые максимального угла сдвига фаз 
ф-лах и | Т | фтах в зависимости от а для передаточных 
функций опережающих и запаздывающих корректиру
ющих контуров. Знак (+) применяется при опереже
нии по фазе. Знак (—) при запаздывании по фазе.

Фиг. 2. 28 позволяет точно определить фазо-частотную кривую и она 
будет использована в дальнейшем. На фиг. 2. 29 изображены ампли
тудно-фазовые характеристики для двух передаточных функций 
с запаздыванием и опережением по фазе.

2. 7. ХАРАКТЕРИСТИКА С ОПЕРЕЖЕНИЕМ ПО ФАЗЕ

Наряду с передаточной функцией с запаздыванием по фазе 
применяется функция с опережением по фазе; в этом случае входная 
и выходная величины связаны между собой дифференциальным урав
нением

ас(/) + ат = г (/) + ат (2. 64)

или
а (1 + ts) С (s) = (1 + ars) Я (s), (2. 65)
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где г — постоянная времени, когда с (t) и г (/) имеют одинаковую 
размерность, а параметр а вновь представляет безразмерную кон
станту больше единицы. Передаточная функция дается выражением

+ 90'

* 45’

о9

-45е

- 90'

, &тах 

Lg а

. S) ..
Фиг. 2. 26. Характеристика опережения по фазе для

_ 1 1 + /юат _ 1 1 + jau

а 1 -j- /ют а 1 -j- ju ’
где и = ют:
а — амплитудно-фазовая характеристика; б — логарифмические амплитудно-частотная 
и фазо-частотная характеристики; в — положение нуля и полюса для Т (s) = 
= (1 + ат s)/[ а (1 + ts)].

Как видно, она имеет полюс в точке s = и ноль в точке 
s = -i- . На фиг. 2. 26, в показано расположение нулей и полюсов.
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Частотная характеристика согласно уравнению (2. 65) опреде
ляется

1 1 4- /соат __ 1 14- jau
а 1 4~ а 1 + j‘и ’ (2. 66)

где и = ют.
Амплитудно-фазовая кривая по уравнению (2. 66) построена 

на фиг. 2. 26, а\ она имеет вид полуокружности с центром, располо
женным в точке , О) - Геометрические соотношения в этом слу

чае одинаковы с геометрическими соотношениями для характеристик 
с запаздыванием по фазе, так что те же уравнения для максималь
ного угла сдвига фаз и максимальной амплитуды могут быть при
менены, как и в предыдущем разделе. Логарифмическая амплитудно- 
частотная характеристика по уравнению (2. 66) определяется

дб = —20 lg а + 20 lg /1 + а2и2 — 20 lg /1 + и2 =

= — 20 lg а + 10 lg (1 + а2и2) — 10 lg (1 + и2), (2. 67)

Эта характеристика построена для каждого члена аналогичным 
образом, как и в случае характеристики с запаздыванием по фазе; 
она показана на фиг. 2. 26, б. Фазо-частотная характеристика дана 
выражением

ср (/u) = arc tg au — arc tg и =

= arctgr^ = arctsW^ (2-68)

Эта характеристика аналогична характеристике с запаздыванием 
по фазе, кроме положительного значения угла сдвига фаз. Для точ
ного определения фазового угла можно использовать фиг. 2. 28; 
на фиг. 2. 29 представлена диаграмма Николя, из которой можно опре
делить требуемые значения фазовых углов, передаточная функция 
при разных значениях параметра а может быть оценена по фиг. 2. 27.

Изучение логарифмических амплитудно-частотных кривых 
на фиг. 2. 27, б позволяет судить о том, что их трудно построить, 
так как точное расположение оси 0 дб зависит от заданного значения 
параметра а. По этой причине, а также вследствие практического 
способа применения характеристик с опережением по фазе, эти 
кривые обычно перечерчиваются, как это видно на фиг. 2. 27, в. 
На этой диаграмме характеристика построена в зависимости от 
lg au, значения которого наносятся по оси абсцисс. Здесь величина 

(au) представляет безразмерную частоту причем соответ

ствует нижней частоте точки сопряжения опережающего контура, 
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а именно Для построения асимптот логарифмической амплитудно- 
частотной характеристики желательно переписать уравнение (2. 67) 
в следующем виде:

дб = — 20 lga + 10 lg (1 + a2u2) — 10 lg ( 1 + j • (2- 69)

Когда (aw) принято за переменную величину, тогда второй член 
будет иметь частоту точки сопряжения при (ай) = 1, а последний

“зЬ в)

Фиг. 2. 27. Характеристика опережения по фазе функции, изображен
ной на фиг. 2. 24, при разных значениях а, где аг> а2> а3> 1:

а — амплитудно-фазовая характеристика; б— логарифмические амплитудно-частот
ная и фазо-частотная характеристики; в — логарифмические зависимости ампли

туды от lg au, lg со.

член — соответственно частоту точки сопряжения при (aw) = а. 
Эти асимптоты построены на фиг. 2. 27, в при разных значениях 
параметра а. Нижняя частота точки сопряжения встречается при 
aw = 1, что является неизменной точкой при любых значениях 
параметра а. Верхняя частота точки сопряжения имеет место при 
(aw) = a2, a3 - • • где ab a2, a3 — частные значения параметра a,
Для которых были построены характеристики с опережением по фазе.

8 Дель Торо 1083 ИЗ
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Точка ординаты 0 дб на фиг. 2. 27, в расположена таким образом, 
что она является одинаковой для всех кривых. Это означает, что 
к выражению (2. 69) был добавлен перед построением кривых посто
янный член, равный 20 lg а.

Фиг. 2. 29. Диаграмма Николя. Логарифмическая амплитудно-фазовая характе
ристика (в децибелах) для опережающего и запаздывающего контуров с парамет

ром и:
1 — увеличение (и), опережающий контур; 2 — увеличение (и), запаздывающий контур.
П 1и м е ч а н и е. («опереж) X («запаэ5) = 1/а.

2. 8. ОБОБЩЕННАЯ ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ

Как правило, передаточная функция системы или звена опреде
ляется отношением двух полиномов, рассмотренных в разделе 2. 1, 
т. е.

T(s) =
^0 4~ + A2s2 4“ * ‘ * 4~

Bq 4" Bls 4“ ^2s2 4" * * ’ +
(2. 70)

Числитель и знаменатель могут быть разложены на множители, 
причем каждый множитель будет соответствовать действительному 
корню или паре комплексных сопряженных корней. Множители, 
соответствующие любой комплексной сопряженной паре, могут быть 
умножены для образования квадратного члена. Следовательно, 
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передаточная функция вместо выражения (2. 70) может быть напи
сана в другом виде, где для общности добавлены кратные значения 
нулей и полюсов

т (<Л — + SXa^P + ^bK>nbS + ' /9 7П
(SJ-S"(H-ST1)«(S2+2^„2s+^2)... ’

причем Т (s) имеет ноль Р-го порядка при s = —, пару ком

плексных сопряженных нулей при s = — Сью,1б ± ®пЬ К1 — (Л 
полюс Q-ro порядка при s = —пару комплексных сопряженных Г] ______
ПОЛЮСОВ при S = —^2<О/;2 ± (Оп2 V1 — Ц и полюс ЛЛго порядка 
при s — 0. Относительный коэффициент демпфирования £ всегда 
меньше единицы. Частотную характеристику получаем, как и раньше, 
путем приравнивания s = / о. Изучение уравнения (2. 71) позволяет 
обнаружить, что каждый множитель соответствует одной из основных 
передаточных функций, описанных в предыдущем разделе. Следо
вательно, обобщенная передаточная функция может быть выражена 
путем объединения этих основных функций. Для этой цели особенно 
полезно использовать логарифмическую амплитудно-частотную харак
теристику. Итак, если |Т(/о))| по уравнению (2.71) выражена 
в децибелах, то

20 lg | Т (/со)| = 20 lg (1 + ®2т2)Р/2 - 20 lg (1 + (о’г2)^2 + 

+ 20 + 4£>2®2&]1/2 -
— 20 lg [(®22- (о2)2 + 4^2(о2(о22]'/2 _

— 20 lg соv 4- • • • =

= ЮР lg (1 + <Л2) - 10Q lg (1 + (А2) +

+ 10 ig [(°4—®2)2 + 4^®2®2ь]—

— 10 lg [(®^2 — (°2)2 + 4£2<о2(о22] —

— 20А lg <о• (2.72)

Аналогично фаза функции Т (/со) определяется

<р (/со) = Р arctg (>>ха — Q arc tg 04 +

+ arc tg ■ 2^nb$b-2 - arc tg _ 90° TV + • • • (2.73)

Уравнения (2. 72) и (2. 73) могут быть графически построены 
путем объединения логарифмических амплитудно-частотных и фазо
частотных характеристик для каждого члена. Порядок построения 
можно пояснить на некоторых простых примерах.
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Пример 2. 1. Рассмотрим передаточную функцию, определяемую 
выражением

гр /„\   (1 + STg) (1 + STfr)
' (1 + STj) (1 ST2)

(2. 74)

где Tj > ха > xb > т2. По этим значениям можно построить асим
птотические, логарифмические и амплитудно-частотные и фазо-частот
ные характеристики. Для синусоидального входа эта функция при
обретает вид

7p / x _  (1 + /Ц>Та) (1 4~ /cotfr)
'' — (1 +/WT1)(1 +/(0T2) (2. 75)

Логарифмическая амплитудно-частотная характеристика дается 
выражением

20 lg | Т (/со) | = 20 lg (1 + <о2т2)'/2 - 20 lg (1 + со2т2) +

+ 20 lg (1 + со2т2)'/2 — 20 lg (1 + со2г2)'/2. (2. 76)

Фазо-частотная характеристика определяется
ф (/ш) = arc tg шха — arc tg wTj + arc tg ®хь — arc tg ayt2. (2. 77)

Каждый член соответствует линейному множителю с частотами 
1. 1 1 1 точек сопряжении при , о>х = —- , , а>2 = ;Та Tj т2

наклон ±6 дб/октава зависит от множителя соответственно в числи
теле или знаменателе. Таким образом, передаточную функцию 
по уравнению (2. 75) можно графически изобразить как показано 
на фиг. 2. 30. Когда первоначальная передаточная функция содержит 
квадратные множители, то этот порядок сохраняется, но нужно напом
нить, что действительная логарифмическая амплитудно-частотная 
характеристика расположена выше или ниже асимптот.

Это приобретает особое значение, когда частоты точек сопряжения 
близки друг другу.

Пример 2. 2. Рассмотрим передаточную функцию вида, определяе
мого уравнением (2. 78), где a, b, с, d, е и f представляют положитель
ные действительные числа

т /<л _ __________ Л (s -J- а)_________
V ' (s + b)(cs + d)(s2 + es + f) * (2. 78)

По значениям этой функции можно построить асимптотические 
логарифмические амплитудно-частотные и фазо-частотные характе
ристики. Предположим, что квадратный множитель имеет пару 
комплексных сопряженных корней. Тогда уравнение (2. 78) можно 
-написать следующим образом:

79)
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При синусоидальном входе эта функция приобретает вид

Фиг. 2. 30. Логарифмические амплитудно-частотная и фазо
частотная характеристики для 
у- / • й (1 +/ат0) (1 + /сот»)

) (I +/«т,) (I +/Шта) ’

где тх > хи > хь > хг.

Логарифмическая амплитудно-частотная характеристика опре
деляется
20 lg Т (со) ~ 20 lg-— + 201g(l +201g(l +-^-)~I/2 +

+ 201g(l +^p'/2+201g[(l-^)2 + -^]"'/2. (2.81)

Первый член имеет постоянное (в. смысле независимости от ча
стоты) значение. Следующие три члена представляют линейные 
множители с частотами точек сопряжения при ш — а, ш = Ь; ш = 
= -^- и имеют наклоны ±6 дб/октава, в зависимости от соответствую

щего множителя в числителе или знаменателе. Квадратный множи- 
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Фиг. 2. 31. Асимптотические частотные характеристики 

т (/ш) = х___________________I+/W'__________________ =

=_______________ Л (/со + а)___________ .
(/со + b) (Jac + d) [(/со)2 + /сое + /] '

а —асимптотическая логарифмическая амплитудно-частотная характеристика 
каждого члена; б — конечная асимптотическая логарифмическая амплитудно- 

частотная характеристика; в — фазо-частотная характеристика. 
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тель соответствует виду уравнения (2. 53) или (2. 54). Сравнение 
с уравнением (2. 55) показывает, что и2 = -у- , так что и = оус =

= со • Следовательно, для этого квадратного множителя резо

нансная частота незатухающих колебаний равняется =]/f.
На основании уравнения (2. 55) 

ный коэффициент демпфирования
можно заметить, что относитель- 
определяется равенством

4^2 =

Подстановка значения и = со

(о2£2

дает

4£2(о2 _  (о2е2

так что относительный коэффициент демпфирования будет опреде
ляться

При построении логарифмической амплитудно-частотной харак
теристики колебательного звена можно использовать кривые на 
фиг. 2. 22 при соответствующем значении £. Резонансный пик имеет 
место при и = 1, что в данном примере соответствует недемпфиро
ванной резонансной частоте и = (оп = f. На фиг. 2. 31 построены 
кривые для различных членов логарифмической амплитудно-частот
ной характеристики. Фазо-частотная характеристика определяется 
суммированием характеристик каждого члена; этот результат пока
зан на фиг. 2. 31, в.

ЗАДАЧИ

2. 1. Построить логарифмические амплитудно-частотные и фазо
частотные кривые для следующих передаточных функций. Определить 
частоты точек сопряжения. Построить картины распределения нулей 
и полюсов для функции Т (s):

т = 10(1 +/U) . 
' (/и)2 ’ г) т =

т - 1 тт\ Т =" 3 -|- 2ju ’ А)

т = (1 4- /«)2 е) Т =

2. 2. Построить амплитудно-фазовую кривую для каждой пере
даточной функции предыдущей задачи.
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2. 3. Если опережение по фазе и запаздывание по фазе имеет

Фиг. 2. 32. Асимптотические логарифмические амплитудно-частотные 
характеристики.

дб

'4I
+ б дб! октава

,а=/,0

- 6 дб/октава

|т,1-«,пда

Фиг. 2. 33. Асимптотические логарифмиче
ские амплитудно-частотные характеристики.

Lgu

~ 12 дб/октава

|Гг1

О

которых логарифмы амплитуд имеют одинаковые значения, связаны 
между собой формулой

^запаздывания} X опережения} — •

2. 4. Асимптотические кривые логарифмической амплитудно- 
частотной характеристики для разных передаточных функций по
строены на фиг. 2. 32. Для 
каждого случая требуется 
построить соответствующую 
фазо-частотную характери
стику и амплитудно-фазовую 
характеристику. Определить 
передаточные функции для 
каждого случая.

2. 5. Написать три пере
даточных функции, для кото
рых на фиг. 2. 33 построены 
асимптотические логарифми
ческие амплитудно-частотные 
характеристики. Определить 
ную характеристику, фазо-частотную и амплитудно-фазовую характе
ристики для следующей объединенной передаточной функции

(/со) = (1 + .

логарифмическую амплитудно-частот-
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Замечание. Первоначально следует написать выражения для 
каждой передаточной функции, а затем алгебраически объединить 
для построения требуемого результата.

2. 6. Построить логарифмические амплитудно-частотные и фазо
частотные характеристики и написать следующие передаточные 
функции:

а) при чистом дифференцировании;
б) при пропорциональном регулировании плюс регулировании 

по производной;
в) при чистом интегрировании;
г) при пропорциональном плюс интегральном регулировании.
2. 7. Показать, что критические точки и значения, показанные 

на фиг. 2. 30, правильны.



ГЛАВА 3

ПЕРЕДАТОЧНЫЕ ФУНКЦИИ ЗВЕНЬЕВ СИСТЕМ 
УПРАВЛЕНИЯ

В настоящей главе рассматриваются передаточные функции 
звеньев различного рода и простых систем с целью показать, как 
можно физически осуществить основные математические зависимости, 
изложенные в предыдущей главе. Задача определения передаточной 
функции состоит в получении выражения, которое описывает дина
мику звена таким образом, чтобы влияние его работы могло быть 
включено в общий анализ динамики всей системы. Как правило, 
каждое звено включается в схему основной системы управления. 
Следовательно, его передаточная функция. становится частью пере
даточной функции одного из основных блоков подобной схемы. 
Особое внимание будет сосредоточено на некоторых типичных зве
ньях, которые содержатся в блоке элементов управления, в объекте 
регулирования и в блоке элементов обратной связи. Использование 
перечисленных звеньев не обязательно ограничивается указанными 
блоками и они могут быть включены в другие части системы управ
ления с обратной связью.

Ряд других причин повлияли на выбор рассматриваемых звеньев. 
Во-первых, были выбраны типичные звенья, применяемые на прак
тике, и, следовательно, они представляют основу в обычно приме
няемых системах управления; во-вторых, вывод передаточной функ
ции является показательным для основных методов составления 
передаточной функции; в-третьих, выведенные передаточные функции 
могут быть использованы позднее при рассмотрении других систем 
управления, которые встречаются на практике. Конечно, необхо
димость заставляет ограничивать глубину и объем рассмотрения 
передаточной функции звеньев системы управления. Подобные 
сведения о технически доступных звеньях систем управления можно 
найти в литературных источниках.

3. 1. ЭЛЕМЕНТЫ УПРАВЛЕНИЯ. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ

Часть системы управления с обратной связью, состоящая из эле
ментов регулирования, часто должна реагировать на сигнал рас
согласования с целью стабилизировать систему или отрегулировать 
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ее соответственно заданным значениям. Для этого можно произвести 
во временной области дифференцирование или интегрирование или 
обе эти операции вместе. Если рассматривать процессы в частотной 
области, то для этого будет необходимо изменить форму частотной 
характеристики. Практически оба эти метода представляют только 
различные аспекты одной и той же проблемы, причем исходной точкой 
в обоих случаях служит передаточная функция.

Интегрирующие контуры. Запаздывание по фазе. В качестве 
первого примера рассмотрим задачу осуществления операции интег
рирования при помощи электрического контура. Использование 
подобного контура удобно, принимая во внимание размеры, доступ
ность конструкции и

р
г—о—----- WW/' --ф-о—г

простоту ее работы. Одна из очевидных воз
можностей состоит в применении простого 
контура из сопротивления и емкости, пока
занного на фиг. 3. 1. Грубо говоря, работа 
этого контура, как интегратора, основана 
на том, что напряжение на зажимах конден
сатора пропорционально интегралу тока, 
протекающего через этот конденсатор. Для 
определения действительного поведения 
контура необходимо знать передаточную 

функцию между входным и выходным напряжениями. Дифферен
циальные уравнения, описывающие поведение контура, будут

= Ri + J idt; (3. la)

„с

I—6----------- ■ & о—
Фиг. 3. 1. Интегрирую
щий контур или контур 
с запаздыванием по -фазе.

(3. 16)

Применив преобразование Лапласа к приведенным выше уравне
ниям и предположив, что е0 (0 + ) = 0, придем к следующему резуль
тату

(3.2)

Одно свойство контура на фиг. 3. 1 можно определить при рас
смотрении высокочастотной характеристики этого контура. Если s = 
= jcd ввести в уравнение (3. 2), то

(0-> 00 I и I
= lim’

(1)-> 00

1
1 + juRC

= 0. (3.3)

Физически это можно интерпретировать таким образом: когда 
импеданс конденсатора приближается к сопротивлению коротко
замкнутого контура, тогда частота повышается настолько, что на 
выходе возможно нулевое напряжение. Следовательно, этот контур 
работает как фильтр нижних частот и, если его постоянная времени 
была выбрана большой для улучшения • интегрирующих свойств, 
то частота среза будет очень низкой. При включении подобного

- 124



контура в прямую цепь передачи системы он будет сильно понижать 
высокочастотную характеристику. На практике поэтому необходимо 
изменить контур на фиг. 3. 1 таким образом, чтобы затухание при 
высоких частотах было ограничено. Это можно легко осуществить 
включением дополнительного сопротивления, как показано на 
фиг. 3. 2. Емкость конденсатора при высоких частотах приближается 
к значению короткозамкнутого контура, как и в предыдущем случае, 
но теперь передаточная функция приобретает вид 

Um | (/«)

(0-> оо I

Rt
^1 + ^2 (3-4)

Точную частотную характеристику в установившемся режиме 
для контура фиг. 32 можно найти, использовав импеданс для
конденсатора и применив теорему распреде
ления напряжения из теории цепей для
случая последовательного соединения импе
данса.

Отсюда

я,

Фиг. 3. 2. Контур запаз
дывания с фиксированным 
затуханием на высокой 

частоте.

(3-5)

После подстановки s = /со и перегруппировки членов получаем 
частотную характеристику

Ер (__ 1 _  1 4~ /сот
i 1 + /соС2 (/?i + /?2) 1 + / со ат ’ (3.6)

где т = Т?2С2;
_ + Rz _  1 . Ri
~ r2 ~ R2 •

(3.7)

(3-8)

Следует заметить, что когда Т?2 -> 0, тогда т -> 0 и ат -> 
Контур и соответствующая передаточная функция приближаются 
поэтому к контуру и функции на фиг. 3. 1.

Форма уравнения (3. 6) одинакова с уравнением (2. 58) для 
случая запаздывания по фазе. Эта передаточная функция графически 
изображена на фиг. 2. 19, 2. 23. Значения а и т определяются при 
нормальном порядке расчета по характеристикам на фиг. 2. 25 и 2.28, 
которыми должна обладать система по заданию. Затем отдельные 
значения для сопротивлений Т?2 и емкости С2 выбираются таким 
образом, чтобы получить правильные значения а и т. Ввиду того 
что здесь имеются три элементаТ?2, С2 и только два уравнения (3.7) 
и (3. 8), связывающие эти величины с требуемыми значениями а иг, 
то возможно несколько решений, удовлетворяющих отдельным зна
чениям элементов. Практически конструктор может произвольно 
выбирать какое-либо значение для одного элемента, а значения
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для других элементов могут быть определены в зависимости от выбран
ного значения и величин а иг, использовав уравнения (3. 7) и (3. 8).

Например, если выбрано сопротивление Л2, то С2 определяется 

из и сопротивление вычисляется по Т?2 (а— 1).
л2

Выбор сопротивления Т?2 зависит от таких факторов, как прием
лемые значения для того или иного элемента и импеданса, при кото
ром желательна работа контура (что в свою очередь зависит от той 
части системы, в которую включен этот контур).

Дифференцирующие контуры. Опережение по фазе. На фиг. 3. 3 
показан электрический дифференцирующий контур. Его работа прин
ципиально основана на том, что ток, протекающий через конденсатор,

Фиг. 3. 3. Дифференцирую
щий контур или контур 

с опережением по фазе.

Фиг. 3. 4. Опережающий 
контур с фиксированным 
затуханием в установившемся 

режиме.

пропорционален производной
Передаточная функция между 
определяется выражением

от напряжения на 
выходным и входным

конденсаторе, 
напряжениями

Ер _ RCs
Et ~ 1 + RCs '

RC встречаетПрименение этого простого дифференциатора 
серьезное ограничение, потому что через контур должен передаваться 
нулевой сигнал при постоянном входном сигнале. В общем, этот 
контур ведет себя как фильтр верхних частот. Это означает, что 
включение подобного контура в прямую цепь системы управления 
приведет к нулевой реакции при установившемся режиме. Конечно, 
это непрактично во многих случаях и необходимо изменить контур 
согласно фиг. 3. 4 с целью получить возможность передачи сигнала 
на нулевой частоте. При построении входного сигнала отношение

о 
выходного напряжения к входной будет определяться + R)'

Точная передаточная функция для контура на фиг. 3. 4 имеет 
вид

E1 + --
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или
/м 11+ а™

Ei ~ а 1 + ts ’ (3. 10)

где
(3.11)

и
г _ ЯА р

Я1 + Я2 v (3. 12)

Когда оо (разомкнутая цепь), тогда схема на фиг. 3.4
сводится к контуру фиг. 3.3 и а->со, так как t->7?2Ci-

1—

Ц--------- xi-L
Фиг. 3. 5. Контур запаз
дывания и опережения.

входе уравнениеПри синусоидальном 
(3. 10) приобретает вид

7---ft (/») - 4-

Нетрудно определить,

1,+ /мат . (3. 13)
1 + /(ОТ ' 7

заданным значениям

Нетрудно определить, что этот резуль
тат идентичен с уравнением (2. 66) для 
случая опережения по фазе. Передаточная 
функция графически изображена на фиг. 
2. 26 и 2. 27. При обычном порядке расчета 
величины а и т вновь определяются по 
для системы; отдельные значения для 7?1} Т?2 и Ci выбираются в соот
ветствии с правильными значениями для а и г. Как и в случае контура 
с запаздыванием, возможно выбрать одно из значений для элементов 
и определить значения для двух других через выбранное значение 
и величины а и г. Тот или иной выбор значения для элемента вновь 
зависит от практических значений и величины импеданса, при кото
ром желательна работа контура. Шунтирующее сопротивление 
следует выбрать значительно меньше нормального сопротивления 
утечки конденсатора.

Контур с запаздыванием и опережением по фазе. Во многих 
случаях желательно включить в систему контур с запаздыванием 
и опережением, комбинируя влияния двух предыдущих рассмотрен
ных контуров. На фиг. 3. 5 показан подобный контур. Передаточная 
функция между выходным и входным напряжениями определяется

1
р ^2 + р

(S) =--------- j-------------------
^2+ ‘ +__!-------

^T + C1S

После некоторых алгебраических преобразований последнее урав
нение будет иметь вид

т1 (<л __ Eq (<л ______ (1 STfl) (1 4~ ______
Ei XqXIjS2, + (Та + Tfj + Tab) s + 1 *

(3. 14)

(3. 15)
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где ха = (3. 16а)
= Т?2С2‘, (3. 166)

таЬ = RAC2. ’ (3. 16в)
Прежде чем эту передаточную функцию можно будет изобразить 

графически, необходимо исследовать член второй степени в зна
менателе, чтобы установить возможность разложения его на два 
множителя с действительными корнями или на два комплексных 
сопряженных множителя. Корни этого квадратного полинома опре
деляются следующим выражением:

п _ ~(Ха + Xb + Xab) ± V (Ха + ХЪ + TaZ,)2 — 4таТ£ _

_ “ (Тл + xb + Xab) 212 У(ха ~ xb)2 + 2 (тл хb) Xab + xab /Q !

----------------------------------------- 9-т~т7------------------------------------------ * V5’ 1

Изучение радикала в уравнении (3. 17) показывает, что его 
значение является действительным при всех положительных дей
ствительных значениях ха, хь и xabi так что квадратное выражение 
можно всегда разложить на два линейных действительных члена. 
Следовательно, уравнение (3. 15) можно переписать в виде

т / ч _ (1 +$Tg)(l +sTfr) 
U О + stJ (1 + sr2) ’ (3. 18)

где
и

^1^2 ^аХЬ (3. 19а)

Т1 “F Т2 — Тл + + ХаЬ- (3. 196)

Последние два уравнения служат для определения и т2 через 
величины ха, xbi xab; они представляют постоянную времени для 
данного контура. При изучении уравнения (3. 19а) можно обнару
жить, что

Хд
Т1

Т2,

Хь
(3. 20)

Предположим теперь, 
число а> 1, а именно

что ?! > ха, так что мы можем определить

?! = ата.

Из уравнения (3. 20) следует
хь = ат2.

Таким образом, уравнение (3. 18) будет

Т(з) =
(1 SXg) (1 SXb)

(1+5ат0)[1 + Цч-)]
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При синусоидальном входе уравнение (3. 20в) принимает вид

7' (/со)
р+/ (—)\ (Оа / J- (О \ 'со \ 1

------ I -----к асо*  /J
\> « J _

(3-21)

1 1где (оа = — и (О(> = — .
Форма этого выражения одинакова с уравнением (3. 75). Поэтому 

логарифмическая амплитудно-частотная характеристика будет оди-

Фиг. 3. 6. Графики зависимости логарифмических ампли
тудно-частотных и фазо-частотных характеристик контура 

запаздывания и опережения:
(1 + /сотд) (1 + М
(1 + j(OTj)(l +/(от2) ’

где TjTo = тать и Tj = arG, а > 1.

наковой с характеристикой, изображенной на фиг. 2. 30, с допол
нительным ограничением согласно уравнению (3. 20). Это ограниче
ние означает, что асимптотическая характеристика возвращается 
к 0 дб при со = —. Это физически подтверждается при проверке 
передаточной функции, когда со ->оо. При высоких частотах конден
саторы становятся короткозамкнутыми элементами и выходное 
напряжение равняется входному напряжению, что соответствует 
0 дб. На фиг. 3. 6 построены логарифмические амплитудно-частотные 
и фазо-частотные характеристики для контура с запаздыванием 
и опережением по фазе.
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Из фазо-частотной характеристики можно вывести дополнитель
ную полезную зависимость. Если частоту нулевого сдвига фаз обо
значить ю0, то получим следующую формулу:

“"-vW- (3'22)

Проверку этого выражения оставляем для практических упраж
нений читателя.

Необходимо отметить, что здесь имеется четыре параметра кон
тура, но только три постоянных времени. Следовательно, возможно 
произвольно определить один из параметров контура, остальные 
найти через произвольно выбранный элемент и требуемые значения 
постоянных времени.

3. 2. ЭЛЕМЕНТЫ УПРАВЛЕНИЯ. УСИЛИТЕЛЬ

Во всех замкнутых системах необходимо усилить сигнал рас
согласования, который очень мал, что неизбежно из-за обратной 
связи. Это усиление может быть осуществлено многими способами. 
Часто неотъемлемой частью усилителя являются контуры, рас
смотренные в предыдущем разделе. Во многих случаях усилитель 
так тесно связан с объектом регулирования, что они не могут быть 
разделены при образовании передаточной функции. Для иллю
страции этого рассмотрим несколько более подробно различные типы 
усилителей, чтобы показать характер их передаточной функции.

Электронные и магнитные усилители. Электронно-вакуумные 
лампы и магнитные усилители очень часто используются для полу
чения требуемого усиления. Как правило, постоянная времени, 
связанная с такими усилительными контурами, очень мала по срав
нению с основной постоянной времени всей системы. По этой причине 
передаточную функцию усилительного контура можно часто выра
зить как постоянный коэффициент усиления К. Конечно, из этого 
правила делается немало исключений. Инженер всегда должен 
учитывать это обстоятельство и проверять, что постоянная времени 
действительно пренебрежимо мала, прежде чем принять передаточ
ную функцию за постоянный коэффициент усиления. Это особенно 
относится к магнитным усилителям.

Передаточная функция насыщенного магнитного усилителя реак
торного типа становится аналогичной передаточной функции линей
ного контура RL. В случае магнитного усилителя реакторно-выпря
мительного типа наблюдается задержка времени на один период 
напряжения питания. При дальнейшем рассмотрении мы будем 
исходить из предположения, что передаточная функция для любого 
усилителя может быть заменена постоянным коэффициентом усиления. 
Если это не соответствует для того или иного частного случая, то 
необходимо найти и применить надлежащую передаточную функцию.

Амплидин нашел широкое применение в тех сервомеханизмах, 
где требуется высокий выходной сигнал мощностью от 0,5 до 50 кет 
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и выше. Часто амплидин служит каскадом усиления мощности для 
привода двигателя постоянного тока. Управляющая обмотка воз
буждения (например, с несколькими секциями) обычно соединена 
с выходным каскадом электронного усилителя. Во время второй 
мировой войны это устройство широко применялось в системах 
управления пулеметными турелями военных машин. В настоящее 
время оно часто применяется для решения трудных промышленных 
и военных вопросов.

Амплидин в принципе представляет генератор постоянного тока. 
Он вращается с постоянной скоростью от соответствующего двига
теля, который служит источником мощности для агрегата. Величина 
выходного напряжения регулируется током возбуждения, проте
кающим через управляющую обмотку. Обычно обмотка якоря 
двигателя постоянного тока присоединена к выходным зажимам 
амплидина и поэтому важно учесть влияние этой нагрузки на образо
вание передаточной функции амплидина. Это влияние нагрузки 
необходимо надлежащим образом учесть при определении инерции 
и вязкого трения двигателя, а также присоединенной механической 
нагрузки.

Принцип действия амплидина является достаточно простым. 
Небольшой ток, протекающий через управляющую обмотку, создает 
магнитный поток с направлением, показанным на фиг. 3. 7. Ввиду 
того что якорная обмотка вращается с полной скоростью, в ней 
наводится напряжение eq, которое появляется на щетках q — q. 
При коротком замыкании этих щеток и низком значении сопротив
ления якорной обмотки через якорь может протекать очень большой 
ток. Например, если eq равно 1 в и сопротивление якорной обмотки 
составляет 0,01 ом, то через якорную обмотку будет течь ток в 100 а. 
Вследствие реакции якоря, связанной с такими высокими значениями 
тока, будет создан очень большой магнитный поток Ф^, направленный 
перпендикулярно к первоначальному магнитному потоку Ф^. Если 
разместить второй комплект щеток d — d, нормально к поперечному 
магнитному потоку Ф^, то можно получить источник высокого 
напряжения, которое можно подать в двигатель постоянного тока; 
тогда последний в свою очередь • создаст необходимый выходной 
момент для механической нагрузки. На практике обычно щетки q — q 
накоротко закорачиваются через последовательную обмотку воз
буждения. Это позволяет создавать требуемую величину поперечного 
магнитного поля при небольшом токе якоря по поперечной оси. 
Другое видоизменение состоит во включении компенсационной 
обмотки в цепь возбуждения продольного магнитного поля. Ее наз
начение состоит в том, чтобы предотвратить образование магнит
ного поля из-за реакции якоря, вызываемого выходным током id 
вследствие уменьшения первоначального магнитного поля Ф^. 
Компенсационная обмотка рассчитывается на 100%-ную компен
сацию. Это условие абсолютно необходимо для получения неболь
ших значений продольного магнитного поля Ф^ при нормальной 
работе.
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Передаточную функцию амплидина как отдельного агрегата, 
т. е. без присоединенной нагрузки, можно найти, рассматривая 
наведенное напряжение ed по продольной оси, как выходную вели
чину и приложенное напряжение vc управляющей обмотки, как 
входную величину. Приведенный ниже вывод основан на предполо
жении, что между продольным магнитным потоком и поперечным 
магнитным потоком существует нулевая связь и что насыщение 
магнитной цепи пренебрежимо мало. Дифференциальное уравнение 
для обмотки возбуждения обычно имеет вид

Vq-- icRc "4~
dlc 
dt ’

(3.23)

где Rc — сопротивление управляющей обмотки в ом\ .
Lc — индуктивность управляющей обмотки в гн\
vc— приложенное напряжение управляющей обмотки в в\ 
ic — ток управляющей обмотки в а.

После преобразования последнее уравнение будет

/ с) =______!______ (3. 24)

где постоянная времени (в сек) управляющей обмотки возбуждения

(3.25)

Кроме того, (3. 26)

где Kq — коэффициент, включающий в себя коэффициент якорной 
обмотки амплидина и учитывающий скорость ее вращения. Наиболее 
удобная форма уравнения (3. 26) получается, когда продольное маг
нитное поле пропорционально току ic, так что можно написать

eq = K.ic (3. 27)

где — коэффициент пропорциональности, представляющий напря
жение в в, наведенное по поперечной оси, на единицу тока возбуж
дения в а.

Далее, применив закон Кирхгофа к напряжению по поперечной 
оси, будем иметь

= + <3-28>
где Rq — общее сопротивление цепи по поперечной оси, в олт,

Lq — общее индуктивное сопротивление цепи по поперечной 
оси, в гн;

iq — ток в а, протекающий через цепь по поперечной оси.
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Преобразование последнего уравнения и объединение его с урав
нением (3. 27) дают

Rq (‘1 + ST?)
(3. 29)

где

(3. 30)

Наконец, когда выходная цепь амплидина разомкнута, то 
ное напряжение пропорционально току iq. Отсюда

Фиг. 3. 7. Схема амплидинного генератора:
/ — электропривод; 2 — компенсационная обмотка; 3 — последова
тельная обмотка возбуждения в поперечной оси магнитного поля;
4 — управляющая обмотка возбуждения; 5 — электродвигатель посто
янного тока; 6 — обмотка возбуждения электродвигателя; 7 — на

грузка.

выход-

(3. 31)

где К2 — постоянная генератора, которая выражается через напря
жение в ву наведенное в цепи продольной оси, на ток в а по поперечной 
оси. Уравнение (3. 31) упрощается, если применить к нему преоб
разование Лапласа

(S) = ^2- (3- 32)

Умножение уравнений (3. 24), (3. 29) и (3. 32) приводит к пере
даточной функции для случая без нагрузки. Следовательно,

_________ 1________
RcRq (1 + ST?) (1 + St^)

(3.33)

Применимость этого выражения ограничена случаями, когда 
выходной нагрузочный ток амплидина id пренебрежимо мал. Это 
Определенно не относится к случаю, изображенному на фиг. 3. 7.
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Передаточную функцию для этой схемы необходимо определять, 
рассматривая двигатель постоянного тока как часть цепи продольной 
оси амплидина и этим путем учесть влияние нагрузки. Тогда резуль
тирующая передаточная функция даст правильное описание дина
мики схемы, сочетающей амплидин и двигатель: Для ее вывода следует 
сделать дополнительное предположение, что выходной контур пол
ностью компенсирован и тем самым обеспечено, что ток нагрузки id 
не влияет на магнитное поле Ф^.

Для полного анализа необходимо иметь еще два уравнения. 
Первое из них получается в результате применения закона Кирхгофа 
к продольной цепи, т. е.

ed=Kjq = idRd-\-Kn^. (3.34)

Индуктивное сопротивление якорной обмотки амплидина по 
продольной оси очень мало участвует в уравнении (3. 34). После 
преобразования уравнение (3. 34) становится

Kzl'ts) = Id(s)Rd + K,AseM). (3.35)

В этих уравнениях Rd представляет общее сопротивление по про
дольной оси, которое в нашем случае включает сопротивления якоря 
амплидина и компенсационной обмотки, а также якорной обмотки 
двигателя постоянного тока. Последний член в правой части урав
нения (3. 34) означает электродвижущую силу, создаваемую вращаю
щимся якорем двигателя, причем величина имеет размерность 
в/рад/сек. Второе уравнение можно получить, если написать урав
нение момента, приложенного к валу двигателя, т. е.

(3-36>

где Кт — постоянная момента двигателя {момент/a по продольной 
оси);

J — общий момент инерции, отнесенный к валу двигателя 
{момент/рад!сек);

F — общий коэффициент вязкого трения, отнесенный к валу 
двигателя, в Z7* x кгм/рад/сек.

Переписав уравнение в преобразованной форме, получим

* См. конец гл. 1,

О'» /„Ч _ %т 1
ld F s(l + srm) ’

(3. 37)

где $

/
(3. 38)
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Из формы уравнения (3. 37) вытекает, что выходной величиной 
объединенной схемы амплидина и двигателя принято перемещение 
вала двигателя. Если ввести s0M из уравнения (3. 37) в уравне
ние (3. 35), то это приведет к

(1 + stm)

RdV + srm) + -^rL
(3. 39)

Следовательно,
^2 (1 Ч~ STm)

где

______ /(2______ _ О
4l+2w)

, KrKn ' 
FRd

(3.40)

(3-41)

Передаточная функция для объединенной системы 
и двигателя будет вытекать из зависимости

амплидина

(3. 42)

Сюда могут быть непосредственно введены уравнения (3. 24), 
(3. 29), (3. 40) и (3. 37), так как*все  влияния нагрузки были учтены. 
Поэтому

вм /с\ __ KiK2 ____ Кт ___________________ 1___________________ /о лох
Vc W RcRq ’ FRd + KTKM ‘ s(l+sTc) (1 + st.) (1 + s<) ‘ k f

Сравнение последнего выражения с уравнением (3. 33) показы
вает, каким образом наличие двигателя видоизменяет передаточную 
функцию. Это изменение сводится к появлению интегрирующего 
и инерционного звена с постоянной времени хт.

Заметим, что в случае пренебрежимо малого влияния нагрузки дви
гателя постоянная времени будет большой и будет несколько отличаться 
коэффициент усиления. Значения постоянных времени амплидина хс 
и т. изменяются с изменением размеров устройства. Хотя при любых 
данных размерах машины хс и xq имеют одинаковый порядок вели
чины, эти значения колеблются от 0,05 сек для полукиловаттного 
агрегата до 0,4 сек для агрегата 50 кет. Конечно, значение хт зависит 
от размеров двигателя и характера присоединенной нагрузки, 
вследствие чего оно может легко приобрести порядок нескольких 
секунд. Применение подобного агрегата в системе управления при
водит к стабилизации характеристики благодаря четырем задержкам 
во времени, связанным с общей передаточной функцией,
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3. 3. ЭЛЕМЕНТЫ УПРАВЛЕНИЯ. СЕРВОДВИГАТЕЛИ

Во многих системах конечный элемент управления содержит 
силовое звено для преобразования электрического сигнала рассогла
сования (после его создания и усиления) в механическое выходное 
перемещение. Для этой цели используются многие звенья, включая 
электрические соленоиды, гидравлические приводы и электродви
гатели. Наиболее широко используется последний вид привода 
и по этой причине рассмотрим, в первую очередь, передаточную функ
цию для двигателей постоянного и переменного тока.

Двигатель постоянного тока может служить хорошим примером 
электромеханического устройства и поэтому постараемся исследовать 
его передаточную функцию при разных условиях. Двигатель постоян
ного тока применяется как серводвигатель во многих случаях, хотя 

серводвигатели переменного тока не имеют 
недостатков, связанных с коллектором и 
щетками двигателя постоянного тока, 
с дрейфом усилителя и другими связан
ными с этим проблемами.

Однако двигатель постоянного тока 
обладает преимуществом, связанным 
с отношением выходной мощности к раз
мерам двигателя. Принципы работы дви
гателя постоянного тока применимы в ряде 
случаев, например, многие специальные 
устройства, как-то: акселерометр (см. раз
дел 3. 5) и другие виды электромеханиче
ских приводов, основаны на этих прин
ципах.

Двигатель постоянного тока, как серводвигатель. Первона
чально рассмотрим двигатель постоянного тока с независимым 
возбуждением при входном напряжении, приложенном к обмотке 
якоря, как показано на фиг. 3. 8. Двигатель создает момент, опре
деляемый выражением 

Фиг. 3. 8. Схема электро
двигателя постоянного тока 
с неизменным магнитным 
полем с инерционной нагруз
кой и демпфером вязкого 

трения.

ML — Кт1а =
У-Кп&м

Ra Ч~ LaS
(3-44)

где ML—нагрузочный момент, развиваемый двигателем;
Кт — постоянная момента двигателя в кгм/а;
Ra — сопротивление якорной обмотки в ом;
La — индуктивность якорной обмотки в гн;
Кп — постоянная противоэлектродвижущей силы двигателя 

в в/рад/сек;

— угловая скорость в рад/сек;

V — напряжение, приложенное к обмотке якоря, в
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Если двигатель имеет момент инерции ротора 1М и вращает 
инерциальную нагрузку IL и демпфер вязкого трения FLi то его 
уравнение движения будет

= 30^ + (3.45)
Ад Las

Объединяя члены и обозначая общий момент инерции J = JM + 
+ J, при та = -^-.получим

Ка
= + Js(1 + ras) + FL(l+ V)] 0Л1. (3.46а)

Следовательно,

KTV — 1КпКт + J$ (Ra + Las) + (Ra 4" (3- 466)

Уравнение (3. 466) имеет особое значение, когда La = 0 и Ra = О, 
что соответствует двигателю без потерь. Передаточная функция 
приобретает вид

■^“4'тЬ (3.47)

Таким образом, угловое положение становится пропорциональным 
интегралу приложенного напряжения. Подобный двигатель работает 
как идеальный интегратор, когда его внутреннее сопротивление 
мало. Очень важно заметить, что нет необходимости доводить до нуля 
внешнее вязкое трение FL, чтобы получить идеальное интегриро
вание. Уменьшение сопротивления Ra до нуля физически означает, 
что противоэлектродвижущая сила двигателя становится равной 
приложенному напряжению. Ввиду того что противоэлектродви
жущая сила пропорциональна угловой скорости двигателя, то отсюда 
следует, что его угловое положение пропорционально интегралу 
напряжения V. Это свойство двигателя позволяет использовать его 
для операции интегрирования.

Уравнение (3. 46а) может быть выражено в более сокращенной 
форме после обозначения общего коэффициента вязкого демпфиро
вания F = Fl+ -5-— и постоянной двигателя =

Дд Ка
Следовательно,

= [F + JS (1 + Tas) + (3,48)

Если теперь определить та = та, то уравнение (3. 48)
Можно переписать следующим образом:

KMV =■ [Js (1 + t?s) + F (1 + м)]0«-
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Решение относительно -у- дает передаточную функцию двига
теля, когда угловая скорость принята за выходную величину 

Ом ___________________________ ___________ % _____ , (3. 49)
V s (1 +ras)+ 1 +r’sj TTas2+(r + O s+1 ’

Если индуктивным сопротивлением якорной обмотки можно пре
небречь и допустить, что La = 0 и, таким образом, та = т*  = О, 
то передаточная функция будет

т? И = -ттг- <3- 50>
или

= <3'51>
Передаточные функции (3. 51) и (3. 50) при замене s = /со могут 

быть выражены в следующем виде:

-К<'“>“7^+ТГ (3'S2a)

или

“7S7TT- <3'52б>
Передаточная функция, которая применима к любому данному 

состоянию, зависит от того, какая величина принята за выходную, 
т. е. угловое положение или угловая скорость двигателя.

Уравнение (3. 526) идентично одной из основных форм характе
ристик, описанных в разделе 2. 4, которые графически изображены 
на фиг. 2. 19.

Уравнение (3. 52а) имеет форму, которая раньше не была рас
смотрена. Амплитудно-фазовая характеристика, соответствующая 
системе (3. 52а), изображена на фиг. 3. 9. Свойства этой характери
стики можно проверить путем преобразования уравнения (3. 52а). 
Следовательно,

0Д4 / • \ К _ Кх • /С /о
V “ /(D (/(ОТ + 1) _ 1 + (О2Т2 (О (1 + (О2Т2) ’ \ /

Когда со приближается к бесконечности, тогда действительная 
и мнимая части уравнения (3. 53) приближаются к нулю, но можно 
видеть, что мнимая часть более быстро приближается к нулю, чем 
действительная часть, потому что в знаменателе мнимой части имеется 
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Re[Tlju)]

Фиг. 3. 9. Амплитудно-фазо- 
вая характеристика 

Т (/со) == К/[/со (1 + /сот].

U »oo

множитель со. Таким образом, при приближении со к бесконечности 
амплитудно-фазовая характеристика приближается к началу коор
динат вдоль отрицательной действительной оси. Когда со прибли
жается к нулю, то уравнение (3. 53) при
ближается к значению Кт — /оо, как 
показано на амплитудно-фазовой харак
теристике фиг. 3.9. При промежуточных 
значениях со характеристика находится 
в квадранте между —90 и —180°.

Логарифмическая амплитудно-частот
ная характеристика по уравнению (3. 52а) 
определяется

201g 1-^-1 = 20 lg/C —

— 20 lg со - 20 lg (1 + со2?2)1/*.  (3. 54)

Два первых члена представляют прямую линию с наклоном 
—6 дб/октава, которая проходит через 0 дб при со = К. Третий член 
представляет ломаную линию с наклоном —6 дб/октава после частоты

Фиг. 3. 10. Логарифмические амплитудно-частотная 
и фазо-частотная характеристики:

Т (/СО) = К/[/со (1 + /сот].
1 — первый и второй члены; 2 — третий член.

точки сопряжения со = 
1— — и с нулевым на

клоном — раньше этой 
точки. Графически эти 
члены уравнения по
строены на фиг. 3. 10 и 
суммарно они дают 
общую передаточную 
функцию.

Фазо-частотная ха
рактеристика по урав
нению (3. 52а) опреде
ляется
ср (/со) = —90°—arctg сот.

(3. 55)
Эта характеристика 

также показана на 
фиг. 3. 10.

В некоторых слу
чаях, например, при
регулировании скорости 

двигатель постоянного тока может быть также использован, как 
устройство с регулируемым возбуждением и постоянным током 
якоря (см. схему на фиг. 3. 11), при условии, что его магнитная цепь 
работает в ненасыщенном состоянии, т. е. равные изменения тока 
возбуждения создают равные изменения магнитного потока.
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В предположении линейной характеристики насыщения момент Tdt 
создаваемый двигателем, будет определяться

Td — KTfIf, (3. 56)

где KTf — постоянная момента, определяющая развиваемый двига
телем момент, отнесенный к току возбуждения при неизменном 
токе якоря.

Если двигатель приводит в движение такую же нагрузку, как 
и раньше, то его уравнение движения будет иметь вид

Фиг. 3. 11. Схема электро
двигателя постоянного тока 
с регулируемым возбужде
нием: I — неизменный ток;

1 — обмотка возбуждения;
2 — якорь. .

= + (3.57)

где Fl — означает вязкое трение на
грузки.

Передаточная функция, связывающая 
выходное угловое положение с током 
возбуждения, определяется

( \ Krf
If ' > s(Js + Fl) (3. 58)

Уравнение (3. 58) аналогично уравне
нию (3. 51), за исключением того, что
в этих уравнениях различны постоянные 

коэффициенты: Теперь ток возбуждения связан с приложенным 
напряжением обмотки возбуждения следующим уравнением:

VfW 
Rf + Lfs (3. 59)

где Rf и Lf соответственно представляют активное и индуктивное 
сопротивления обмотки возбуждения. Подстановка уравнения (3. 59) 
в уравнение (3. 58) дает общую передаточную функцию, связываю
щую напряжение возбуждения с угловым положением. Следова
тельно,

6м / х ___ Krf_________
Vf s (J s + FL) (Lts + Rf)

Kti

ЧШ’ЧЪь-Г <3;60)

По этому уравнению можно определить влияние параметров 
обмотки возбуждения на общую передаточную функцию. Если посто- 
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явной времени обмотки возбуждения можно пренебречь, то 
уравнение (3. 60) сводится к виду

KTf

(3.61)

Частотные характеристики могут быть получены из уравне
ний (3. 60) и (3. 61), причем результаты могут быть графически изо
бражены на основании ранее изложенных правил.

Двухфазный серводвигатель. Сервомеханизмы индикаторного 
типа требуют применения выходных устройств, которые могут обе
спечить выходную мощность от полуватта до 100 вт. Для этой цели 
наиболее часто используется двухфазный серводвигатель. Серво
двигатель этого рода не часто используется там, где требуется боль
шая выходная мощность, потому что этому двигателю присущ низкий 
коэффициент полезного действия.

Двухфазный серводвигатель состоит из статора и ротора. Статор 
сделан из стальных листов и снабжен пазами для размещения двух
фазной распределенной обмотки. Обмотки каждой фазы распределены 
таким образом, что их оси перпендикулярны друг другу. При этом 
условии двигатель в состоянии развивать больший полезный момент, 
чем в случае, когда это условие не удовлетворено. Конструкция 
ротора может быть выбрана одной из трех типов, а именно: беличья 
клетка, массивный ротор или ротор с фазной обмоткой. Наиболее 
часто применяют короткозамкнутый ротор (с беличьей клеткой). 
Однако в сервомеханизмах для быстродействующих точных приборов, 
где требуется сравнительно небольшая выходная мощность, обычно 
применяется ротор с фазной обмоткой. Основная причина применения 
этого двигателя лежит в очень малой инерции ротора, которая может 
быть достигнута благодаря такой конструкции.

При нормальной работе одна из двух фазных обмоток неподвижна, 
причем нормальное напряжение неизменно приложено в любой 
момент времени. По этой причине такую обмотку называют исходной 
(сравнительной) обмоткой. Питание для второй фазы может быть 
взято от предыдущей ступени цепи управления, которая часто 
является выходной ступенью сервоусилителя. Эту обмотку называют 
обмоткой управления. Конечно, для создания достаточного момента 
необходимо не только перпендикулярное расположение осей фазных 
обмоток, по фазовые напряжения должны быть сдвинуты по фазе 
на 90°. Обычно последнее условие удовлетворяется одним из двух 
способов, а именно: либо в цепь исходной обмотки включают после
довательно конденсатор, как показано на фиг. 3. 12, либо сдвиг по 
фазе па 90° создается сервоусилителем посредством соответствую
щего контура сдвига фаз.

Кривая зависимости момента от скорости для^бычного двухфаз
ного двигателя показана на фиг. 3. 13 (кривая /). Подобная харак
теристика двигателя вообще не пригодна для системы управления 
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вследствие того, что ее наклон не является отрицательным во всем 
диапазоне скоростей. Следует напомнить, что существуют падающие 
характеристики, которые создают необходимое демпфирование во мно
гих сервомеханизмах. Положительный наклон кривой означает

1 — характеристика обычного дпухфаз- 
ного двигателя; 2 — характеристика 

серводвигателя.

2-й -4- vref^

Фиг. 3. 12. Схема двухфазного 
электродвигателя с беличьей 

клеткой:
1 — управляющая обмотка; 2— ко
роткозамкнутый ротор; 3 — выход
ной вал; 4 — обмотка возбуждения.

отрицательный коэффициент демпфирования и, следовательно, может 
легко привести к неустойчивому состоянию. Чтобы серводвигатель 
имел характеристику с отрицательным наклоном во всем диапазоне 

Фиг. 3. 14. Действительные кривые зависимости момента 
от числа оборотов. Напряжение 115 в, 400 гц. При испы
тании напряжение возбуждения составляло 115 о. Напря

жение обмотки возбуждения — переменное.

скоростей, обмотку ротора необходимо сделать высокоомной. Тогда 
кривая зависимости момента от скорости будет иметь другой вид, 
аналогичный кривой 2 на фиг. 3. 13.

На фиг. 3. 14 показаны действительные кривые зависимости 
момента от числа^боротов типичного серводвигателя при разных 
значениях напряжения управляющей обмотки со сдвигом фаз 90° 
относительно фиксированного исходного напряжения.
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Передаточную функцию серводвигателя нетрудно найти, когда 
имеется подобная внешняя характеристика. Ввиду того, что переда
точная функция связывает выходную величину с входной, необходимо, 
в первую очередь, определить эти величины. Нет сомнения, что вход
ной величиной является в данном случае напряжение управляющей 
обмотки, но возникает вопрос, что является выходной величиной 
двигателя: его скорость или его перемещение? Из схемы на фиг. 3. 12 
совершенно очевидно, что применение регулируемого напряжения 
само собой означает появление выходной скорости. Однако она не 
обязательно является фактором регулирования. Большее значение 
имеет функция, которую выполняет выходная величина двигателя 
в самой системе управления. Когда выходной величиной системы 
должна быть скорость, тогда требуется образовать передаточную 
функцию, связывающую выходную скорость с напряжением управ
ляющей обмотки. В ином случае, когда выход двигателя используется 
для привода позиционно чувствительного преобразовательного эле
мента с обратной связью, тогда становится ясно, что соответствующей 
выходной величиной двигателя будет его перемещение. Так как 
передаточную функцию для выходной скорости нетрудно вывести 
из передаточной функции двигателя, выходом которого служит пере
мещение, сосредоточим свое внимание на последнем случае.

В первую очередь, рассмотрим общую форму передаточной функ
ции серводвигателя. Внешняя характеристика двигателя (кривые 
зависимости момента от числа оборотов) показана на фиг. 3. 14.

Для упрощения задачи предположим, что они являются линей
ными. Изучение этих кривых позволяет установить, что увеличение 
момента двигателя может наступить в результате повышения напря
жения управляющей обмотки или снижения числа оборотов при неиз
менном напряжении. Математически мы можем это выразить следую
щим образом:

Момент двигателя = KMvc — FM , (3. 62)

где — постоянная момента двигателя в единицах момента/напря- 
жение;

FM — эквивалентный коэффициент вязкого трения, в единицах 
момента/радиан/сек;

0М— угловое перемещение двигателя в рад;
vc — напряжение переменного тока, приложенное к управляю

щей обмотке в в.
Приравнивание этого момента к сумме моментов нагрузки дает

КдЛ - FM = J + Pl • (3. 63)

где Jм = Jм + инерция нагрузки, отнесенная к валу двигателя; 
Fl — коэффициент вязкого трения, отнесенный к нагрузке.

Уравнение (3. 63) не учитывает наличие постоянного момента 
нагрузки MLi потому что он не влияет на общность результата.
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Перегруппировка членов и применение преобразования Лапласа 
к уравнению (3. 63) дают

I<MVC (s) = (Js2 + Fs)QM (s), (3. 64)

где F = FM + Fl. (3. 65)

Отсюда, искомая передаточная функция будет
М /п\ Кт

Ус К,~ Ь(1 + *т т) • (3. 66)

где
д- — 2<м ( 1 \ . 

х"‘ F \в. сек. ) ’ (3.67)

т,г> = 4- (сек). (3. 68)

Постоянная времени двигателя хт очень часто играет существен
ную роль в определении динамических свойств системы управления, 
частью которой является этот двигатель. Это приписывается тому 
факту, что значение постоянной времени выражается через инерцию 
физических элементов, например, размеров ротора серводвигателя 
и влияния инерции нагрузки. Хотя влияние этих элементов может 
быть значительно уменьшено (например, применением фазного ротора, 
когда требуется небольшая выходная мощность), однако их нельзя 
свести к пренебрежимо малому значению, в первую очередь, потому, 
что величина J увеличивается одновременно с ростом требуемого 
уровня выходной мощности. Следовательно, инерция двигателя 
во многих случаях является решающим фактором, который опреде
ляет, в какой степени система будет в состоянии следовать за изме
нениями сигнала команды, происходящими во времени.

Влияние постоянной времени управляющей обмотки. Уравне
ние (3. 66) является приближенным, потому что оно не учитывает 
запаздывания во времени вследствие индуктивного сопротивления 
управляющей обмотки. Более точное описание свойств серводвига
теля можно получить, если принять, что напряжение управляющей 
обмотки действительно создает ток возбуждения if, который в свою 
очередь создает магнитный поток, позволяющий двигателю развивать 
момент. Поэтому параметром внешней характеристики двигателя 
следует выбрать ток возбуждения, а не напряжение управляющей 
обмотки, как это сделано на фиг. 3. 15. Анализ на этой основе позво
ляет написать передаточную функцию, которая будет связывать 
перемещение двигателя, отнесенное к единице напряжения управ
ляющей обмотки, а именно

/ \__ ____________Кт___________
Vc ' “ S(1 + STm)(l + ST/) ’ (3.69)

где xni — постоянная времени управляющей обмотки. Сравнение 
последнего выражения с уравнением (3. 66) показывает, что разница 
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состоит в постоянной времени обмотки возбуждения, как это перво
начально и предполагалось. Строго говоря, передаточная функция 
серводвигателя поэтому и содержит знаменатель с третьей степенью s. 
Но так как величина очень мала, примерно порядка 0,001 до 
0,005 сек, то передаточная функция содержит в практическом смысле 
величину s только во второй степени.

Зависимость изменения момента серводвигателя от напряжения 
управляющей обмотки. Параметр определяется как изменение 
момента на единицу изменения напряжения управляющей обмотки 
при постоянной скорости и неизменном исходном напряжении, т. е.

км = AT I
Д^с \ постоянная скорость

(3. 70)

Аналогично коэффициент скорости 
двигателя FM определяется как изме
нение момента на единицу изменения 
скорости при постоянном напряжении 
управляющей обмотки. Исходное напря
жение, конечно, поддерживается на но
минальном значении. Следовательно,

Фиг. 3. 15. Характеристики сер
водвигателя при разных значе

ниях тока возбуждения:
ДТ I

I ^c=const (3.71)—

if — ток возбуждения управляю- 
Изучение кривых на фиг. 3. 14 щей обмотки при нулевой скорости, 

позволяет установить, что обе назван
ные величины существенно изменяются в рабочем диапазоне 
двигателя. Иными словами, обе величины Кт и т/п, которые содер
жатся в уравнениях (3. 67) и (3. 68), не являются постоянными, 
но практически изменяются для каждой рабочей точки характери
стики двигателя. Характер этих изменений нетрудно установить 
следующим образом: двигатель заставляют работать с разомкнутой 
цепью, как показано на фиг. 3. 12 и к управляющей обмотке подается 
неизменное напряжение vcl.

При достижении установившегося состояния выходной величиной 
становится скорость и характеристическое уравнение будет равняться

где __  
dt

KMvcl = (Fм + FL ) (oM,

скорость вращения двигателя.

(3. 72)

Перегруппировка членов приводит к
__ Км __ гг 

Vci Pm-YPl j
(3. 73)

Из этого уравнения следует, что величину Кт можно определить 
измерением установившейся скорости двигателя при данном значении 
напряжения управляющей обмотки с последующим образованием 
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Фиг. 3. 16. Кривая изменения пара
метра двухфазного серводвигателя 
в зависимости от положения рабо
чей точки. Напряжение 115 в, 400гц.

отношения этих двух величин. На фиг. 3. 16 показана кривая резуль- 
татов подобных измерений, осуществленных на серводвигателе 
115 в, 400 гц. Необходимо отметить, что изменение параметра Кт 
не превышает диапазона 2:1. Ввиду того, что параметр К,п является 
одним из коэффициентов усиления, определяющих общее усиление 
разомкнутой цепи, подобное изменение его значения может быть 
вредным. Это увеличение коэффициента усиления цепи, когда ско
рость вращения системы стремится к нулю (т. е. vc -> 0), может 
создать сильно колебательную реакцию и привести даже к неустой
чивости системы в некоторых крайних случаях.

Аналогичные изменения можно наблюдать у величины т,п; когда 
управляющее напряжение стремится к нулю, тогда постоянная вре

мени двигателя возрастает в не
сколько раз. Следовательно, подобное 
изменение имеет тенденцию ухуд
шать переходной процесс.

Гидравлический усилитель. В си
стемах управления нередко встре
чаются гидравлически управляемые 
звенья, например, полностью гидрав
лические системы с обратной связью 
или комбинированные гидроэлектро- 
механические системы. Для гидравли
ческих элементов используют сравни
тельно несжимаемые жидкости, на
пример, минеральные масла или неко
торые невоспламеняющиеся синтети

ческие жидкости, которые служат для передачи мощности в результате 
воздействия давления и потока жидкости. Они работают в условиях, 
отличных от условий работы пневматических элементов, в которых 
используют сжимаемую среду, например, газы или воздух. Как 
правило, гидравлические элементы экономичны и обладают преиму
ществом по сравнению с электрическими звеньями относительно 
удельной мощности на единицу объема и отношения развиваемого 
момента к моменту инерции. Кроме того, они позволяют создавать 
точное линейное перемещение более легко, чем электрические агре
гаты. Но, с другой стороны, гидравлическим системам присущи такие 
проблемы, как уплотнение против утечки и попадания посторонних 
частиц, рабочий шум и тенденция к замедленной реакции при низких 
температурах вследствие увеличения вязкости жидкости. Гидравли
ческое управление наиболее широко распространено для управления 
мощностью (двигателем) и тормозами в автомобилях, для механизмов 
управления большими судами и для управления крупными станками.

Ввиду того, что изучение гидравлических звеньев представляет 
собой особую область, здесь будут рассмотрены только немногие 
основные операции с иллюстрацией на некоторых примерах. Эти при
меры выбраны также для того, чтобы показать возможность получения 
передаточной функции на основании опубликованных характеристик 
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того или иного устройства, не имея подробных сведений, как были 
получены эти характеристики. При последующем анализе предпола
гается, что гидравлическая жидкость поступает из источника постоян
ного давления и что сжимаемость для жидкости пренебрежимо мала. 
Эти факторы необходимо также учесть при более полном анализе.

рассмотрим систему с простым клапаном и поршнем, который 
служит приводом; схема этой системы показана на фиг. 3. 17. Жид
кость постоянного давления поступает в среднее окно золотника.

Когда шток золотника перемещается вниз, то жидкость проходит 
через верхнюю часть золотника в цилиндр. Это создает разность 

ОЬьемныи

Фиг. 3. 18. Характеристики гидравлического 
привода при постоянном давлении.

/ _ перемещение клапана управления;
2 — гидравлический привод; 3 — пор
шень; 4 — выходное перемещение у\ 
5- — нагрузка; 6 — сток масла; 7 — 

источник постоянного давления.

Фиг. 3. 17. Гидравлический привод 
регулятора:

давлений, действующих на поршень, 
который перемещается вниз, выдав
ливает жидкость через нижнее окно 
стока масла. Когда шток движетсязолотника в обратную линию 

вверх, поток масла приобретает обратное направление.
Динамическое поведение систем может быть определено на осно

вании характеристик золотника, показанных на фиг. 3. 18. Эти 
характеристики позволяют определить объемный расход жидкости 
для главного гидропривода и дифференциальное давление Р у гид
ропривода при разных значениях перемещения штока х. Эти кривые 
были идеализированы в виде прямых линий, что допустимо при ма
лых перемещениях штока золотника. На основании приведенных дан
ных можно написать выражение 

(3.74)

где Q — объемный расход жидкости в мЧсек;
Р — разность давления на поршне двигателя в кг/см2; 
х — перемещение штока в см;

kv — градиент потока через клапан в см2;
kp — градиент давления в клапане в кг/м*.

10* 147



Для данной системы градиенты kv и kp имеют постоянное значе
ние. Изменение объемного расхода на единицу перемещения штока 
при постоянной разности давлений определяется градиентом kv, 
т. е. = kv. Аналогично изменение разности давлений на еди
ницу перемещения штока золотника при постоянном объемном рас
ходе определяется другим градиентом kp, т. е. = kp. Эти кон
станты можно измерить на любой данной гидравлической системе. 
Интересно отметить, что Q, Р и х аналогичны величинам соответ
ственно Т, п и vc в случае внешней характеристики электрического 
серводвигателя. Для иллюстрации использования характеристик 
золотника с целью определить передаточную функцию рассмотрим 
случай, когда поршень гидропривода перемещает груз с массой М 
и вязким трением F. Обозначим -площадь поршня гидропривода А. 
Усилие, создаваемое поршнем гидропривода, равняется разности 
давления, умноженной на площадь поршня. Используя уравнение 
(3. 74), получаем

развиваемое усилие
AP=--Akp(x-^-). (3.75)

Это усилие приложено к механической нагрузке, так что справед
ливо следующее уравнение:

= (3-76>

где у— выходное перемещение поршня гидропривода.
Другую зависимость можно получить из того условия, что объем

ный расход несжимаемой жидкости должен быть равен скорости, 
с которой поршень гидропривода перемещает жидкость.

Следовательно,

(3. 77)

Подстановка уравнения (3. 77) в уравнение (3. 76) и перегруппи
ровка членов приводит к следующему результату:

М d2y
Akp dt*  +

F
Akp

Jz/ Д dy
dt kv dt *

(3. 78)

Если ввести обозначения Сг =_ kv 
А и С2 == Akp, то последнее

уравнение можно переписать в другом виде

М d2y (
Х~ С2 ' dt*  + +^) dy 

dt *
(3.79)
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Отсюда передаточная функция, связывающая выходное перемеще
ние поршня с перемещением золотника, будет определяться выраже
нием

(3. 80)

Форма этого выражения идентична передаточной функции, полу
ченной для электродвигателей и рассмотренных в предыдущем раз-

, t 1г
Фиг. 3. 19. Гидравлический усилитель мощности:

1 — сторона высокого давления; 2 — сторона низкого давле
ния; 3 — шарнир; 4 — поршень; 5— клапанный шток; 6 — кла

панная втулка.

деле. Когда М = 0, т. е. при пренебрежимо малой массе нагрузки, 
тогда уравнение (3. 80) приводится к виду

Уравнение (3. 81) соответствует передаточной функции идеаль
ного интегратора. Рассмотрим более сложную систему ггдравличе- 
ского управления, подобную механизму управления двигателя, как 
показано на фиг. 3. 19. На этой фигуре показана связь между выход
ным перемещением у рычага управления и перемещением xs подвиж
ной втулки золотника. Между этими величинами существует соот
ношение

-^-^-|<1. (3.82)

В этом случае открывание отверстия между штоком золотника 
и подвижной втулкой имеет то же назначение, как и перемещение 
золотника, рассмотренного выше. Допустим, что представляет

149



перемещение штока золотника. Тогда уравнение (3. 78) можно напи
сать в следующем виде:

1 С2 dt*  Г \ С2 J dt ' (3. 83)

Подставив уравнение (3. 82) в уравнение (3. 83), получим следую
щее дифференциальное уравнение:

Это уравнение связывает перемещение рычага управления у 
с перемещением штока золотника. Оно имеет вид типичного урав
нения системы второго порядка, которое было рассмотрено раньше, 
так что все замечания, сделанные относительно систем второго 
порядка и их передаточных функций, применимы полностью к дан
ному случаю.

3. 4. ОБЪЕКТЫ РЕГУЛИРОВАНИЯ

Передаточные функции, присущие объектам регулирования, могут 
иметь различную форму — от простой до сложной. Например, 
в случае применения сервомеханизма для объекта регулирования, 
состоящего из стола фрезерного станка или пулеметной турели, 
влияние стола на динамику системы нетрудно учесть путем объеди
нения влияния его инерции и вязкого трения с влиянием выходного 

Фиг. 3. 20. Управляемый снаряд и соотношение углов.
О — угол наклона траектории; а — угол атаки; хр — угол 

рыскания.

серводвигателя. В таких случаях передаточная функция объекта ре
гулирования неизменно связана с передаточной функцией выходного 
устройства. Однако существует много случаев, когда динамика 
объекта регулирования имеет сложный характер, например, дина
мика технологического процесса или управления самолетом. Ко
нечно, основной метод определения передаточной функции остается 
тот же, а именно — составление дифференциальных уравнений.

Передаточная функция управляемого снаряда в вертикаль
ной плоскости. Рассмотрим случай, когда объектом регулирования 
является управляемый снаряд, изображенный на фиг. 3. 20. Этот 
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пример заслуживает особого внимания по следующим причинам: 
во-первых, он дает возможность получить сложную передаточную 
функцию для объекта регулирования и во-вторых, он иллюстрирует 
условия, когда передаточная функция определяется больше чем 
одним дифференциальным уравнением. Для простоты сосредоточим 
свое внимание на том, как углы0, а, у изменяются в зависимости 
от изменении отклонения 6е руля. Вертикальная ось перпендику
лярна продольной оси х и проходит через центр тяжести снаряда. 
Описание зависимости угла 0 как функции отклонения руля имеет 
значение при расчете автопилота для управляемого снаряда. Вывод 
передаточной функции произведен с применением обозначений, 
одобренных Национальным комитетом по аэронавтике, и исполь
зуемых при изучении аэродинамики; применены следующие обозна
чения:

Увозд — воздушная скорость снаряда; 
q — плотность воздуха;
L — подъемная сила, нормальная к вектору скорости; 
S — площадь крыла;
с — хорда крыла;

CL — безразмерный аэродинамический коэффициент;

— изменение коэффициента подъемной силы в зави

симости от угла атаки;
СЖа — изменение коэффициента момента вследствие изме

нения угла атаки;
Смбе — изменение коэффициента момента вследствие изме

нения отклонения закрылка;
CMQ — изменение коэффициента момента в зависимости 

от скорости рысканья;
М — масса управляемого снаряда;
а — ускорение, нормальное к направлению полета; 

JУу — момент инерции снаряда относительно оси у; 
с— коэффициент демпфирования.

Необходимо найти соответствующие дифференциальные уравне
ния. Одно уравнение можно получить путем приравнивания прило
женных моментов, обусловленных изменениями угла атаки а и откло
нением руля к противоположно действующим моментам

тJyy dt* приложенные моменты =

= Маа + МбД. (3. 85)
Здесь означает:

Ма — аэродинамический коэффициент, определяющий момент отно
сительно поперечной оси вследствие изменения угла атаки а

qVвоздСMqSc. (3. 86)
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— аэродинамический коэффициент, определяющий момент отно
сительно поперечной оси вследствие изменения положения руля

= (3. 87)

с' — коэффициент демпфирования, которое противодействует из
менению угла тангажа

£ = 2“ qVeo3oC^QSc. (3. 88)

Второе уравнение составляется на основании того, что переме
щение, нормальное к направлению полета, обусловлено подъемными 
силами

та = Да + ДД, (3. 89)

где La — коэффициент подъемной силы, связанный с углом атаки а

La = evUcLos, (з. 90)

L6e — коэффициент подъемной силы, связанный с положением де 
руля

= (3.91)

Кроме того, из динамики полета следует, что ускорение, нормаль
ное к направлению полета, определяется выражением

а = Veo3a ~ £«« - = 0. (3.92)

Подстановка уравнения (3. 92) в уравнение (3. 89) дает 

mVeo3d-^—Laa — L6ef>e = 0. (3.93)

Уравнения (3. 85) и (3. 93) недостаточны для получения искомой 
передаточной функции, потому что они содержат три угла, т. е. 0, 
Sc и у.
Поэтому требуется третье уравнение, а именно:

0 = а + у, (3. 94)

которое очевидно из рассмотрения фиг. 3. 20. В результате перегруп
пировки членов и применения преобразования Лапласа, уравнения 
(3. 85) и (3. 93) приобретают вид:

~2 7Г — Смаа = 0 (3- 95)
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и
sy 
сос - CLaa 0, (3. 96)

где
2 _ Ма 1 Га

(■'М&уу ’ “ CMQ ' “

Теперь можно использовать уравнения (3. 94), (3. 95) и (3. 96) 
для составления любой из трех передаточных функций, характери
зующих продольное движение. Передаточная функция, описывающая 
изменение угла 0 наклона траектории на единицу изменения положе
ния 6е руля, определяется

А ($) =--------- !--------- (1 +
бе v ’ As'z + Bs + 1 \ «О / S

(3. 97)

где
A =____________ !_________ .

_________1_________ / 1 _ ЫсСьа \ .

(■St) С^+Сма \ыь “a /

Из уравнения (3.97) следует, что сложные логарифмические 
амплитудно-частотные и фазо-частотные характеристики будут иметь 
обычные формы, рассмотренные в предыдущей главе.

Однако рассмотренные здесь условия требуют трех названных 
стандартных форм для правильного описания динамических характе
ристик объекта регулирования.

3. 5. ЭЛЕМЕНТЫ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ

Звенья, связанные с блоком обратной связи х, обычно известны 
под названием «преобразователи (трансдукторы)». Их назначение со
стоит, в первую очередь, в преобразовании регулируемой переменной 
величины, которая может иметь любую форму от углового положе
ния до регулируемой температуры, в первичный сигнал обратной

1 В русской литературе звенья обратной связи часто называются чувствительными элемен
тами или датчиками сигналов регулируемых величин. Прим. ред.
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связи. Последний может иметь совершенно иной характер. Конечно, 
применение преобразователей не ограничено цепью обратной связи 
и их можно часто встретить в других частях системы управления. 
Для преобразования сигнала обычно не расходуется энергия. В гла
ве 1 преобразователем сигнала обратной связи был потенциометр 
или сельсин. В разделе 3. 3 элементом обратной связи сервомеха
низма управления двигателя было простое рычажное соединение 
между выходным звеном двигателя и штоком золотника. Передаточ
ные функции таких устройств являются постоянными величинами 
и сравнительно простыми при выводе. Однако не всегда имеются 
такие условия и поэтому необходимо рассмотреть несколько приме

ров преобразователей более слож
ного характера.

Линейный акселерометр нашел 
широкое применение в высокоскоро
стной авиации и управляемых снаря
дах. В любом случае он может выпол
нять двойную роль. С одной стороны, 
он может быть использован как изме
рительное устройство для получения 
необходимых данных о вибрациях и 
ударах, которым подвергаются управ
ляемые снаряды или реактивные 
самолеты. Сдругой стороны, он может 
быть включен, как важнейшая со
ставная часть, в систему управления 
снарядом или самолетом.

На фиг. 3. 21 показан линейный акселерометр с одной степенью 
свободы, передаточная функция которого описывается ниже.. Пред
полагается, что рама акселерометра укреплена на раме управляе
мого снаряда. Обозначим далее:

у — перемещение массы М относительно инерциаль
ного пространства;

М — масса акселерометра;
— перемещение рамы относительно инерциального 

пространства;
х^— перемещение М относительно рамы, 

xQ = у — xt. (3. 98)
Выходной величиной акселерометра примем х0. За входную вели

чину можно взять перемещение х или входное ускорение s2xz. Урав
нение движения системы находится путем приравнивания нулю суммы 
сил, связанных с предполагаемым перемещением массы и рамы. 
Следовательно,

Л^ + г(тг-т)+'^“*<)  = °- <3-”)
Акселерометр могут характеризовать в целом три передаточные 

функции. Одна из них вытекает непосредственно из уравнения (3. 99). 
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Перегруппировка членов этого уравнения и применение преобра
зования Лапласа приводят к выражению

s'Y + -L-sY + Y = 4^ + 4 X, (3. 100)

Введение
4=2^

и образование отношения выходной величины к входной дают в ре
зультате следующее выражение:

(3. 101)

Передаточную функцию (3. 101) можно применить всегда, когда 
выходная величина измерена относительно инерциального простран
ства. Однако более полезной формой выходной величины акселеро
метра будет перемещение массы /И, измеренное относительно рамы, 
но не инерциального пространства. Для получения этой передаточ
ной функции уравнение (3. 98) следует ввести в уравнение (3. 99), 
что приводит к соотношению

+ 2^„^- + 4х0 = - • (3. Ю2)

Применив преобразование Лапласа и образовав отношение выход
ной величины к входной, можно получить искомый результат, а 
именно

S2 + 2£(DrtS + (1)2

Логарифмические амплитудно-частотная и фазо-частотная харак
теристики согласно этой передаточной функции показаны на 
фиг. 3. 22. Следует заметить, что эти кривые представляют зеркаль
ное отображение характеристик на фиг. 2. 22, б, в.

Изучение уравнения (3. 103) и соответствующих частотных харак
теристик позволяет получить некоторые полезные сведения об огра
ничениях применения линейных акселерометров. Например, может 
возникнуть вопрос о допустимости применения акселерометра, как 
измерительного устройства, для определения низкочастотных коле
баний рамы управляемого снаряда. Уравнение (3. 103) показывает, 
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что передаточная функция при подобных условиях имеет приближен
ный вид

(3. 104)

Однако собственная частота акселерометра обычно бывает слинь 
ком высокой вследствие небольшой массы и очень жесткой пружины. 
Кроме того, выходное перемещение слишком незначительно для изме

6)
Фиг. 3. 22.

а — логарифмическая амплитудно-частотная 
характеристика линейного акселерометра; 
б — логарифмическая фазо-частотная харак

теристика линейного акселерометра.

рения при данных условиях 
применения. В действительности 
выходной сигнал может почти 
полностью совпадать с уровнем 
шумов системы, вследствие чего 
измерения могут оказаться нена
дежными. Однако попробуем 
доказать, что применение аксе
лерометра может быть удовле
творительным при определении 
и измерении колебаний с часто
той, сравнимой с собственной 
частотой акселерометра.

Более важное значение имеет 
передаточная функция, которая 
связывает выходное перемеще
ние с входным ускорением. 
Правая часть уравнения (3. 102) 
представляет собой ускорение, 
которое мы теперь обозначим ах. 
Следовательно, искомая переда
точная функция будет иметь вид

X» =_________ 1
ах S2 + 2£со п + (О*

Нетрудно видеть, что она имеет обычную форму передаточной функ
ции колебательного звена. Так как входной величиной является 
ускорение, то отсюда следует, что выходное перемещение Хо пропор
ционально входному ускорению. Определив характер кривых реак
ции второго порядка, нетрудно понять, почему относительный коэф
фициент демпфирования у этих устройств колеблется между 0,4 
и 0,7. Благодаря этому устраняется сильное перерегулирование 
и поэтому неправильные показания пиковых значений ускорения. 
Кроме того, для этой системы выбирается большая собственная 
частота с целью создать возможность измерения акселерометром 
импульсов ускорения с высокой точностью.
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1 — исходная рама; 2 — подшипники; 3 — якорь; 
4 — вращающееся поле; 5 — входной момент;
6 — масса М. расположенная эксцентрично 
на якоре; 7 —потенциометр для измерения погреш

ности; 8 — ползунок; 9 — усилитель.

Ввиду того что величина XQ создает возможность измерять уско
рение управляемого снаряда, акселерометр выполняет важней
шую функцию в автопилоте. Путем включения акселерометра в цепь 
обратной связи корпуса управляемого снаряда создается возмож
ность использования сигнала рассогласования для устранения этого 
рассогласования, когда выходное ускорение управляемого снаряда 
отклоняется от заданной 
величины.

Моторный акселерометр. 
Принцип действия мотора 
часто используется в кон
струкции устройств специ
ального назначения. Один 
подобный случай применения 
показан на фиг. 3. 23. Задача 
состоит в том, чтобы получить 
устройство, чувствительное 
к ускорению и создающее 
выходную величину, пропор
циональную ускорению или 
преимущественно интегралу 
ускорения (скорости) или же 
двойному интегралу ускоре
ния (т. е. расстоянию). Звенья 
подобного рода имеют суще
ственное значение для ра
боты инерциальных систем 
управления, которые будут 
рассмотрены в главе 4. 
На фиг. 3. 23 показано, что 
двигатель постоянного тока 
установлен вертикально. 
Корпус двигателя, в котором 
создается постоянное магнит
ное поле, смонтирован таким 
образом, что он может также вращаться вокруг вертикальной 
оси. Корпус, кроме того, снабжен эксцентрично расположенной 
массой М. Когда вся конструкция (т. е. исходная рама вместе 
с смонтированным двигателем) ускоряется по направлению х, тогда 
эксцентричная масса и корпус двигателя перемещаются на угол 0С 
вследствие инерции эксцентричной массы. Это перемещение создает 
сигнал, который принимается потенциометром измерения ошибки. 
Этот сигнал ошибки усиливается и преобразуется в ток ia для дви
гателя. Ток якоря создает соответствующий момент на валу двига
теля вследствие взаимодействия магнитных полей обмоток якоря 
и возбуждения. Направление тока выбирается таким, чтобы момент 
реакции, действующей на корпус, был противоположен первоначаль
ному перемещению корпуса и, следовательно, стремился вернуть его 
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в нулевое положение. Следовательно, развиваемый момент двига
теля становится мерилом первоначального ускорения и так как он 
также действует на якорь двигателя, то угловое перемещение якоря 
будет связано с ускорением. Для этой системы следует вывести пере
даточную функцию, но первоначально определим следующие вели
чины:

0 — угловое перемещение якоря в рад.\
0С — угловое перемещение корпуса в рад\
М — эксцентричная масса корпуса;

г — эксцентрицитет массы М;
Mr2 — момент инерции корпуса;

Кр — постоянная потенциометра в в/рад\
Gm — коэффициент усиления усилителя в а!в\

1а — ток якоря двигателя в а\
Тт — момент, создаваемый двигателем;
Кт—постоянная момента двигателя;
Та — внешний момент, приложенный к корпусу;
J — момент инерции якоря двигателя;

Fc — вязкое трение корпуса;
F — вязкое трение ротора;
х — ускорение по направлению х, перпендикулярному к радиаль

ной линии, от оси двигателя к эксцентричной массе
Х= s2x.

Для упрощения анализа рассмотрим сперва поведение системы, 
когда она находится в покое и к корпусу приложен внешний мо
мент Та. В любой данный момент времени крутящий момент, дейст
вующий на корпус, будет равен Та — Тт. В предположении, что 
корпус имеет вязкое трение, его уравнение движения будет

Та — Tm = (Mr2s2 Fcs)Q с, (3.106)

Момент двигателя Тт равен Кт1а и может быть выражен через 
угловое перемещение корпуса 0С, откуда следует

Ttn = кт1а== К nfimKpQc, (3. 107)

Если значение угла 0С из уравнения (3. 107) ввести в уравнение 
(3. 106), то получим следующую -формулу:

(3. 108)(Mr2s2 4- Fcs) Тт 
F тК р

После объединения членов получаем

Уравнение (3. 109) связывает момент, создаваемый двигателем, 
с приложенным моментом. Приложенный момент Та может быть свя
зан с ускорением х по закону Ньютона. Следовательно, ускорение х 
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эквивалентно приложенной силе Мх к эксцентричной массе. Эта 
сила создает момент благодаря плечу г. Отсюда

Та = Мгх. (3.110)

Объединение уравнений (3. 110) и (3. 109) дает искомую зависи
мость между крутящим моментом двигателя и ускорением системы

(3. 111)

Необходимо заметить, что ток якоря двигателя может быть исполь
зован для непосредственного измерения созданного ускорения, так 
как

Л тт 
кт

МгХ

кт Mr2
KnfimKp

Pc
KnfitnKp

(3. 112)

Если коэффициент усиления GM очень большой, тогда 
г МгХ

isА иг

Во многих случаях за выходную величину этого устройства при
нимается угловое перемещение якоря двигателя. Передаточную 
функцию для этой выходной переменной величины нетрудно найти 
путем приравнивания крутящего момента двигателя к нагрузке
якоря, т. е.

Тт = (Jss +Fs)e. (3.113)

Объединяя это уравнение с уравнением (3. 111), получим передаточ
ную функцию между угловым положением якоря и входным ускоре
нием

е
X

________________________Mr_______________________

<'JS2 + Fs'>l(KmGmKp)s2+ (/<„ХЛр)5 + 11
(3. 114)

Если коэффициент усиления Gm сделать очень большим, то окон
чательное уравнение приобретает вид

е __ Mr
X ~~ Js2 -f- Fs (3. 115)

Когда вязкое трение двигателя равняется в идеальном случае 
нулю, то последнее выражение сводится к соотношению

е _ Mr 
X ~ ’ (3.116)
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Из равенства X = s2x следует, что

0 = Mr

J
X. (3. 117)

Таким образом, угловое положение якоря двигателя в любой 
момент времени пропорционально расстоянию перемещения по на
правлению х. Если счетчик оборотов был размещен на валу якоря 
двигателя, то его показания будут равны пройденному расстоянию 
аналогично отсчету километража по автомобильному спидометру. 
Это особенно важно, учитывая тот факт, что мы теперь имеем показа

а — гироскоп с двумя степенями свободы; б — гироскоп с тремя степенями 
свободы.

ния пройденного пути без какой-либо ссылки на внешний источник 
информации. В настоящей главе мы попытаемся вывести передаточ
ную функцию для более сложного устройства и теперь мы имеем воз
можность подробно исследовать работу такого устройства, включив 
его как часть более крупной системы, например, системы полного 
управления летательного аппарата.

Гироскоп нашел широкое применение в авиации как указатель
ный прибор и как звено в системе управления огнем, автоматического 
управления самолетом и в аэронавигационных системах. Принцип 
действия гироскопа хорошо известен и он основан на законе сохра
нения момента количества движения. Когда этот прибор практически 
используется как звено системы управления, то перемещение вра
щающегося ротора гироскопа обычно ограничено вследствие монтажа 
его в нескольких подшипниках, называемых карданными подвесами. 
Гироскопы классифицируют по числу степеней свободы углового 
перемещения вращающегося ротора. На фиг. 3. 24, а показан гиро
скоп с двумя степенями свободы, а на фиг. 3. 24, б — гироскоп 
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стремя степенями свободы. Практически применяется несколько типов 
гироскопов, включая скоростной гироскоп, интегрирующий гироскоп, 
позиционный гироскоп и т. д. Вследствие сложности всего вопроса 
о гироскопах и ограниченности места будут выведены только переда
точные функции для некоторых простых гироскопических звеньев.

На фиг. 3. 25 показана обобщенная схема гироскопа с двумя сте
пенями свободы, с упругой подвеской (пружина К) и вязким демпфи
рованием F вокруг свободной или выходной оси х. Если корпус 
гироскопа вращается вокруг оси z с угловой скоростью Qz, то созда-

Фиг. 3. 25. Обобщенная схема гироскопа с двумя 
степенями свободы:

1 — напряжение выключения; 2 — платформа.

ваемый момент Т = будет стремиться поворачивать гироскоп 
на угол 0 вокруг оси х подвеса. Гироскопическое устройство будет 
стремиться поворачиваться таким образом, чтобы вектор кинетиче
ского момента Н совпал с вектором Qz входной угловой скорости. 
Этому моменту противодействует инерция системы относительно 
выходной оси х, упругий момент пружин и момент вязкого демпфиро
вания.

Если момент инерции относительно оси х обозначить J и угловое 
перемещение 0, то уравнение при динамическом равновесии системы 
будет выражаться следующим образом:

№z = J^ + F 4г + -К0. (3.118)

Отсюда передаточная функция между выходным углом 0 и вход
ной угловой скоростью будет определяться

0 _ Н
~ Jsz -\ Fs К (3. 119)
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Это последнее выражение математически сходно с формой уравне
ния (2. 52); на фиг. 3. 22 показаны частотные характеристики. 
Обычно выходной угол преобразуется в напряжение при помощи 
датчика или преобразователя, который показан на фиг. 3. 25 в виде 
потенциометра; но здесь могут быть также применены сельсины-транс
форматоры или другие типы преобразователей.

Описываемый тип гироскопа с уравнением (3. 118) известен как 
скоростной гироскоп и обычно используется для измерения переме
щения самолета и определения угловой скорости, значения которой 
вводятся в автопилот и в систему управления огнем. Применение 
такого устройства, как указателя скорости, можно иллюстрировать 
рассмотрением установившегося выходного отклонения при постоян
ной входной угловой скорости Q/o. Установившееся отклонение отно
сительно выходной оси будет определяться

9ss = 4Qz°!- (3-120)

Следовательно, выходное угловое перемещение пропорционально 
постоянной входной угловой скорости. Чтобы предотвратить колеба
тельную реакцию, всегда необходимо некоторое демпфирование 
гироскопа. Важно заметить, что постоянное отклонение 0SS создает 
ошибку в системе вследствие того, что оно заставляет вектор Н 
перемещаться от оси у и поэтому вектор Qt- входной угловой скорости 
больше не совпадает с осью z. Результирующая ошибка измерения 
угловой скорости обусловлена геометрической взаимной связью. 
Чтобы свести к минимуму это влияние, угловое перемещение вокруг 
выходной оси должно быть ограничено малыми значениями путем 
увеличения постоянной (константы) пружины ТС Для этого требуется, 
чтобы преобразователь сигнала был очень чувствительным, что, в свою 
очередь, усиливает проблемы дрейфа и помех. Влияние моментов тре
ния в подшипниках подвеса и в преобразователе сигнала также пред
ставляет главный источник возникновения ошибок в системе. Таким 
образом, конструирование точного гироскопа становится трудной 
технической задачей.

Если упругую подвеску скоростного гироскопа устранить, то 
прибор превращается в интегрирующий гироскоп (известный также 
под названием герметически закрытый интегрирующий гироскоп). 
В этом случае уравнение при динамическом равновесии относительно 
выходной оси будет иметь вид

= + (3.121)

Передаточная функция, соответствующая уравнению (3. 121), 
зависит от выбора входной и выходной переменных величин, что, 
конечно, связано с тем или иным случаем'применения. Если выходной 
преобразователь реагирует на угловое отклонение относительно 
выходной оси, то выходной переменной величиной станет угол 0. 
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Обычно за входную величину принимают угловое перемещение отно- 
сительно входной оси z (угловое перемещение обозначается грече
ской буквой 0Z); реже за входную величину принимают входную 
угловую скорость Qz; (заметим, что .

Передаточная функция при этих переменных величинах будет

(3. 122)

при пренебрежимо малом значении J. Эта передаточная функция имеет 
ту же форму, что и уравнение (2. 48); частотные характеристики изо
бражены на фиг. 2. 19.

Если входной величиной гироскопа является постоянный угол 0/о, 
то установившееся отклонение относительно выходной оси будет 
определяться

(3. 123)

Таким образом, выходное угловое перемещение в установившемся 
состоянии пропорционально входному угловому перемещению. Для 
интегрирующего гироскопа также возникает проблема геометриче

ской взаимной связи. Типичные значения для имеют порядок
величины от 1 до 10, так что этой проблемой нельзя пренебречь. 
Вследствие этого применение интегрирующих гироскопов обычно 
ограничено такими случаями, как стабилизированные платформы, 
где выходной угол почти доводится до нулевого значения посредством 
обратной связи.

В качестве примера применения гироскопа рассмотрим задачу 
создания стабильной исходной плоскости на движущейся машине. 
Необходимость в этом возникает потому, что современные самолеты 
обладают большой скоростью и высокой маневренностью, как и управ
ляемые снаряды, и надежные внешние исходные ориентиры отсут
ствуют. В силу этих обстоятельств становится необходимо создать 
на машине стабильную исходную плоскость, которая сохраняет свое 
положение в пространстве, независимо от движения самолета. 
Подобную плоскость называют стабильной платформой и она пред
назначена для сохранения постоянства своего положения относи
тельно инерциального пространства1.

1 Инерциальное пространство определяется как пространство, к которому 
применим закон инерции Ньютона, т. е. исходная рама, на которой не ускоряется 
тело, свободное от действия сил. Во многих случаях инерциальное пространство 
определяется как пространство, в котором координатная система неподвижна отно
сительно звезд. Это определение взято из статьи Дрейпера и др. «Интегрирующий 
гироскоп и его применение к задачам геометрической стабилизации на движущихся 
основаниях», опубликованной Аэронавигационным научным институтом 27 января 
1955 г.
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Когда интегрирующий гироскоп используется для создания ста
бильной платформы, то каждую ось необходимо стабилизировать 
отдельным интегрирующим гироскопом. На фиг. 3. 26 показана 
одноосная стабилизированная платформа; стабилизация создается 
по угловому положению относительно оси z. Представим себе, что эта 
платформа первоначально расположена таким образом, что ось к 
совпадает с продольной осью самолета. Угол 0, измеряется относи-

2

Фиг. 3. 26. Одноосная стабилизированная платформа 
с интегрирующим гироскопом:

1 — платформа; 2 — стабилизированная ось; — усили
тель; 4 — напряжение выключения; 5— электродвигатель; 

6 — рама; 7 — генератор момента.

тельно инерциального пространства с осями х, у, г. Статор привода 
жестко соединен с самолетом. Когда самолет изменяет направ
ление своего полета, то имеет место вращение 0 z самолета и платформы 
вокруг оси z. Гироскоп воспринимает это изменение и создает про
цессию относительно своих подвесов в виде угла 0. В связи с этим 
возникает напряжение, которое усиливается и подается на зажимы 
двигателя. Тогда двигатель перемещает платформу относительно 
самолета в таком направлении, чтобы угол 0Z был доведен до своего 
первоначального значения относительно инерциального простран
ства и упомянутое напряжение рассогласования стало равно 
нулю.
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Передаточную фукцию этой системы можно определить, если 
рассмотреть зависимость между углом 0Z и возмущающим момен
том Та, под действием которого платформа поворачивается вокруг 
оси z из своего устойчивого положения. В идеальном случае угол 
отклонения оставался бы постоянным, независимо от возмущающего 
момента Та. Определим следующие величины:

Та — приложенный внешний момент относительно оси z\
Tm—момент, создаваемый двигателем и приложенный к плат

форме;
Fp — коэффициент вязкого трения двигателя и платформы на ее 

стороне;
Jp — момент инерции двигателя и платформы относительно оси 

на стороне платформы;
К—общий коэффициент усиления напряжения ошибки, кон

стант усилителя и момента двигателя, создающего крутя
щий момент на стороне платформы, отнесенный к единице 
угла 0.

Уравнение равновесия моментов для платформы будет
Ta-Tm = Jp^ + Fp^- (3.124)

Передаточная функция между углом 0Z и углом 0 рассогласования 
определяется уравнением (3. 122), т. е.

И Н
Js^F^ F ’

где J — означает момент инерции относительно оси х, который 
обычно мал и им можно пренебречь. Крутящий момент Tmi создавае
мый двигателем, равен

(3. 126)Т„г = КО.

Преобразование Лапласа и объединение уравнений (3. 124)— 
(3. 126) приводят к следующим результатам:

и

s(Jps + Fp) F -j -1 
ЯК J (3. 127)

А.-
Та ~

F
s(Jps + Fp)F + НК '

Если коэффициент усиления К сделать очень большим, то момент 
двигателя Тт будет, как можно видеть, приближаться к TQ и угол 0Z 
приближаться к нулю, так что платформа будет иметь тенденцию 
сохранять свое положение, совпадающее с направлением х, незави
симо от приложенных моментов, стремящихся нарушить или вывести 
ее из этого положения. У этой системы следует отметить одну важную 
сторону, состоящую в том, что платформа может совершать прецессию 
вокруг оси z при подаче тока в небольшой генератор моментов, как
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показано на последней фигуре. Электромагнитное усилие генератора 
моментов, смонтированного на подвесках, стремится создать враще
ние вокруг оси х, вследствие чего возникает сигнал напряжения 
и тогда двигатель будет поворачивать платформу с такой угловой 
скоростью, которая вполне достаточна для генерирования момента 
прецессии относительно оси х, равного и противоположного моменту, 
создаваемому названным генератором моментов. Эта постоянная 
скорость вращения необходима в инерциальных системах управления 
с целью создания стабильной платформы, на которой смонтированы 
акселерометры, в плоскости, перпендикулярной местной вертикали, 
в то время, когда самолет поворачивается вокруг земли. Более под
робно об этом будет сказано в следующей главе.

Конструирование гироскопа представляет сложную техническую 
задачу. Скорость дрейфа в 1 град/ч вызывает ошибку в 60 миль за час 
в инерциальной навигационной системе. Скорости дрейфа у некото
рых гироскопов составляют меньше 0,02 град/ч. При любом тща
тельном конструировании необходимо учесть такие проблемы, как 
разбаланс, деформации подшипников в результате ускорения, блуж
дающие токи в смазочной жидкости и даже упругость материала 
проводов.

-- -------------------------------------------------
£/ tiT2s2 -j- (Ti + т2 4~ т12) s -j- 1

ЗАДАЧИ

3. 1. Показать, 
функцию

что контур на фиг. 3. 27 имеет передаточную

где ?! = /?1СХ; т2 = 7?2С2; Т12 —

Фиг. 3. 27. Высокочастотный 
фильтр RC.

1^2-

Фиг. 3. 28. Высокочастотный фильтр RC 
с усилителем.

Усил и - 
тель 
напряже

ния

ного на фиг. 3. 28. При
/?; /?2

уО—<WW—у—Ф —Оу 

С>Т
—Lq э -»■

Фиг. 3. 29. Низкочастотный 
фильтр.

3. 2. Определить передаточную функцию для контура, показан- 
каких условиях передаточную функцию 

задачи 3. 1 можно свести к той же форме, 
как и в настоящей задаче.

3. 3. Определить передаточную функ
цию для контура фиг. 3. 29. Напишите 
ответ в форме, аналогичной задаче 3. 1.

3. 4. Вывести передаточные функции 
для контуров на фиг. 3. 30. В каждом

случае полученный результат написать в виде запаздывания 
или опережения по фазе и определить а и т через параметры звеньев. 
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3. 5. Вывести передаточную функцию (s) для механических 
систем, схемы которых изображены на фиг. 3. 31. В каждом случае

й с,

Ео Е< 7 Ео М.1 1____ Ki J_____ fcti
а) 5) в)

Фиг. 3. 30. Фильтры:
а — низкочастотный; б — высокочастотный; с — полосовой.

передаточную функцию следует написать в виде запаздывания или 
опережения по фазе и определить а и т через параметры системы.

Амортизатор;

Г
хо

Пружина, 
к.

Пружина, 
к2

Г

Г1
X 0 Й Пружина, К 2 

I !
^^7777^77777777777

Пружина, к.

Амортизатор,
1 f,

а) 8)

Фиг. 3. 31. Схемы механических передаточных систем.

3. 6. Определить передаточную функцию-у-для системы, изобра
женной на фиг. 3. 32. Какой основной форме, рассмотренной в настоя
щей главе, соответствует эта переда
точная функция?

3. 7. Схема системы управления 
показана на фиг. 3. 33. Входное напря
жение eL приложено к обмотке возбу
ждения генератора; ее активное сопро
тивление = 100 ом, индуктивное 
Lf = 0 гн. Генератор вращается первич
ным двигателем с постоянным числом 
оборотов. Выход генератора соединен с
тель имеет неизменный ток возбуждения

Приложенная сила, F

Пружин а, К Масса,т
С*“"1 Амортизатор,1

Фиг. 3. 32. Схема механической 
передаточной системы.

входом двигателя. Двига- 
и вращает постоянную

Фиг. 3. 33. Схема электриче
ской передаточной системы: 
/ — генератор; 2 — постоянное 
число оборотов; 3 — электро
двигатель; 4 — постоянная ин
дукция; 5 — редуктор. Индук
тивное сопротивление Lf = 0 гн. 
Активное сопротивление Rf = 

= 100 ом.

инерциальную нагрузку J с вязким трением F через редуктор с пере
даточным отношением 2:1. Параметры генератора: наведенная
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Фиг. 3.34. Электромехани
ческий преобразователь:
/ — вязкий демпфер F; 2 — 
пружина К; 3 — шарнир; 
4 — соленоид. Сопротивле
ние обмотки 7?, индуктив

ность L; 5 — якорь.

э. д. с. 100 в/a тока возбуждения; сопротивление якоря 5 ом\ 
параметры двигателя: постоянная противоэлектродвижущейсилы рав
няется 100 в1об1м,ин\ постоянная крутящего момента 10 X П\ кгм!а\ 

сопротивление якоря 5 ом\ параметры 
нагрузки: передаточное отношение 2 : 1 
со снижением скорости от двигателя к на
грузке; J — 200 X Л2* кг-см2; F = 100 X 
= 771 кгм! об! мин.

а) Написать дифференциальное уравне
ние, связывающее входное напряжение eL 
с выходным положением вала 0О у нагрузки.

б) Построить логарифмические ампли
тудно-частотные и фазо-частотные характе-

0ористики для —. 
ei

3. 8. На фиг: 3. 34 показан электроме
ханический преобразователь. Когда соле
ноид возбужден, то нижнее плечо рычага Р 
перемещается влево, а верхнее плечо Q пере
мещается вправо. Катушка имеет сопротивле
ние Р и индуктивность L. Сила втягивания 

соленоида определяется константой К н/а тока катушки. Определить 
передаточную функцию — (s). Пренебречь всеми видами энергии 
и учесть только влияния пружины К и вязкого демпфера F.

Фиг. 3. 35. Схема гидравлического привода 
с вязким демпфером:

1 — поршень; 2 — пружина; 3— вязкий демпфер;
4 — высокое давление; 5 — низкое давление.

3. 9. Схема на фиг. 3. 35 идентична схеме фиг. 3. 19, за исключе
нием добавленных пружины К и вязкого демпфера F: Найти переда- 

Y 
точную функцию -у (s).

* См. конец гл. 1.
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£
3. 10. Определить передаточную функцию -тЗ- (/со) для 

фиг. 3. 36 со следующими параметрами генератора Lf
системы

— 50 гн;

I__________ I
1 з

Фиг. 3. 36. Схема электрической системы:
/ — генератор параллельного возбуждения; 2 — неизмен

ная скорость; 3 — фильтр нижних частот.

=z 50 ом; Ra = 1 ом; La = 1 гн; постоянная э. д. с. = 
= 200 в/a; параметры фильтра нижних частот L = 1 гн и R = 1 ом.

3. И. На эскизе фиг. 3. 37 дан пневматический преобразователь. 
При создании давления на входе сильфон расширяется и перемещает

Фиг. 3. 37. Пневматический преобра
зователь.1

/ — анероидная коробка; упругая посто
янная /<£>; 2 — площадь Л; 3 — масса М 
(пренебрегаются все остальные массы); 

4 — входное давление Р.

рычаг. Ks и F представляют константы пружины и вязкое трение. 
Определить передаточную функцию между Р и выходным переме
щением X в предположении, что все перемещения малы по величине.



ГЛАВА 4

ПЕРЕДАТОЧНЫЕ ФУНКЦИИ СИСТЕМ 
И ИХ СВОЙСТВА

В настоящей главе будет рассмотрено общее поведение всей си
стемы управления с обратной связью. Подобные системы на практике 
обычно очень сложны вследствие разнообразия отдельных частей, 
нескольких цепей обратной связи и нескольких входных звеньев. 
Первый вопрос, который необходимо изучить, состоит в том, как со
ставить структурную схему для такой системы и свести ее к удобной 
форме для исследования. Второй вопрос связан с применением струк
турной схемы и передаточных функций отдельных звеньев, чтобы 
заранее определить общую характеристику системы. Инженер также 
должен быть в состоянии связать свойства системы с поведением от
дельных звеньев, чтобы систему можно было спроектировать в соот
ветствии с заданными условиями. В силу этого основное внимание 
будет направлено на определение характеристик замкнутых систем 
в установившемся и переходном режимах, а также на определение 
частотной характеристики системы на основании частотной характе
ристики разомкнутой цепи. Ввиду того что передаточная функция 
разомкнутой цепи непосредственно связана с передаточными функ
циями отдельных звеньев, это позволяет контролировать расчет 
системы.

Разработано много способов проектирования систем управления. 
Для этого имеется две причины: во-первых, трудно обобщить резуль
таты без некоторых упрощающих предположений; во-вторых, мы огра
ничены тем, что большинство методов расчета осуществляется в час
тотной области по заданным условиям, составленным для временной 
области, а зависимость между этими двумя областями не является 
простой.

4. 1. ОСНОВНАЯ СТРУКТУРНАЯ СХЕМА

Основная структурная схема системы управления с отрицатель
ной обратной связью показана на фиг. 4. 1. Для этой системы опре
делены следующие величины:

G (s) — передаточная функция прямой цепи.
Как правило, G (s) означает операционную передаточную функцию 
и включает в себе постоянный коэффициент усиления К;
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H (s) — передаточная функция цепи обратной связи.
Как правило, Н (s) означает операционную передаточную функ

цию цепи обратной связи. Во многих случаях она равна единице 
или постоянному числу.

G (s) Н (s) — передаточная функция разомкнутой цепи.
Эта передаточная функция получена путем умножения 

передаточных функций, начиная с входного суммирующего 
и кончая в первичной точке обратной связи.

Если воспользоваться обозначениями на структурной
(фиг. 4. 1), то можно составить следующие уравнения, связывающие 
величины R (s), С (s) и Е (s):

всех 
звена

схеме

(4- 1а)

(4. 16)

Фиг. 4. 1. Основная структурная схема 
системы с отрицательной обратной связью.

Е (s) = R (s) - В (s);

С (s) = G (s) Е (s);

В (s) = Н (s) С (з). (4- 1в)

Из этих уравнений можно получить следующие формулы, связы
вающие выходной сигнал и сигнал ошибки с входной командой: 

Q
(s) — передаточная функция замкнутой цепи =

_ G (s) _ (передаточная функция прямой цепи)
(4- 2а)1 -\-HG (s) (1 + передаточная функция разомкнутой цепи) ’

отношение сигнала рассогласования —
—____ !____—___________________ !__________________

R к 7 1 + HG (s) (1 + передаточная функция разомкнутой цепи)* (4. 26)

Если формулу (4. 2а) написать в виде
[1 + HG (s) ] С (s) = G (s) R (s),

то после приравнивания нулю входного сигнала R (s) получаем 
характеристическое уравнение

1 + HG (s) = 0. (4. 3)

В частном случае, когда передаточная функция цепи обратной связи 
равна единице Н (s) = 1, формулы (4. 2а) и (4. 26) будут иметь вид:

4 <s> = TW <4- 4а>

И

~R = 1 + G (s) ’ _ 4б)
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Когда Н (s) = 1, характеристическое уравнение сводится к виду
1 + G (s) - 0. (4. 5)

При выводе приведенных выше уравнений предполагается, что 
сигнал обратной связи на фиг. 4. 1 подается со знаком минус. Такая 
обратная связь называется отрицательной. Для отрицательной 
обратной связи при G (s) и Н (s) условно предполагается знак плюс. 
Если Н (s) имеет отрицательный знак, то формулы (4. 2а) и (4. 26) 
превращаются в

~R = 1 —/YG (s) ’ (4> 6а)

\—HG (s) ’

Это соответствует положительной обратной связи и структурная 
схема на фиг. 4. 1 становится эквивалентной схеме на фиг. 4. 2.

Тогда характеристическое урав
нение будет определяться выра
жением

1 _ HG (s) = 0. (4. 6в)

При положительной обрат
ной связи система часто оказы-

Фиг. 4. 2. Структурная схема системы вается неустойчивой. При такой 
с положительной обратной связью. обратной связи в системе воз

никает регенерация самовоз
буждения. Если амплитуда сигнала обратной связи имеет достаточ
ную величину, то при наличии в системе нелинейных элементов 
возникают устойчивые колебания.

Наличие неустойчивости всегда указывает на то, что корни харак
теристического уравнения находятся на мнимой оси или в правой 
половине комплексной плоскости. Очевидно величины G (s) и Н (s) 
могут встречаться с другим сочетанием знаков, чем было рассмот
рено. Отрицательная обратная связь будет всегда встречаться, когда 
сигнал обратной связи имеет противоположный знак относительно 
входного сигнала; положительная обратная связь будет тогда, 
когда оба эти сигнала имеют одинаковый знак.

Основное свойство обратной связи можно определить при рас
смотрении передаточной функции замкнутой цепи, показанной 
на фиг. 4. 1, когда коэффициент усиления К прямой цепи передачи 
делается очень большим. Когда этот коэффициент приближается 
к бесконечности, передаточная функция замкнутой цепи прибли
жается к {Н (s)]"1, т. е. передаточная функция замкнутой системы 
становится независимой от прямой цепи передачи. Это свойство 
широко используется в схемах усилителей с обратной связью с целью 
получить стабильное усиление, независимое от дрейфа нулей и изме
нений параметров усилителя. Его также используют при синтезе 
некоторых операционных выражений.
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4. 2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СТРУКТУРНОЙ СХЕМЫ

Структурная схема системы в практическом выполнении оказы
вается, как правило, сложной, что обусловлено часто наличием не
скольких цепей обратной связи и нескольких входных звеньев. 
Несколько цепей применяется из-за самого характера проблемы 
управления, и инженер должен быть подготовлен для анализа и рас
чета подобных систем. Путем преобразования структурной схемы 
любую многоконтурную систему можно свести к основной форме 
(фиг. 4. 1) и изучить ее на основании общей теории обратной связи. 
Любой параметр передаточной функции, например, постоянную 
времени, можно выделить таким образом, чтобы ее влияние на харак
теристику системы можно было подробно исследовать. Наличие 
нескольких входных звеньев свойственно всем системам управления, 
потому что всегда имеются дополнительные входные сигналы, напри
мер, помехи (случайные входные сигналы) и изменения дрейфа, 
что может наблюдаться всегда в любой системе. Здесь опять требуется 
применить способы преобразования структурной схемы для выделе
ния влияний, чтобы иметь возможность изучить их на основании 
общей теории обратной связи.

Процесс преобразования структурной схемы осуществляется 
на основании нескольких простых теорем преобразования структур
ных схем. Некоторые из наиболее распространенных методов при
ведены в табл. 4. 1. В пункте 1 табл. 4. 1 дана формула преобразо
вания для двух передаточных функций последовательно соединен
ных блоков. Предполагается, что влияние нагрузки одного блока 
на другой было учтено при выводе передаточной функции. В пункте 2 
той же таблицы дана формула преобразования простой цепи обратной 
связи, которая одинакова с фиг. 4. 1 и 4. 2. Формула пункта 3 
табл. 4. 1 предназначена для определения прямой цепи и устранения 
одной цепи в схеме. В пунктах 4 и 5 таблицы приведены преобразо
вания с целью устранения одного звена из цепи обратной связи 
или из прямой цепи. Эквивалентная схема без труда получается 
при соответствующем приравнивании входных и выходных величин 
первоначальной схемы. Для иллюстрации способа рассмотрим слу
чай пункта 4 таблицы. Уравнение, которое описывает зависимость 
для первоначальной схемы, будет

(Л4Х + ЯА42) G = Л42.

Если желательно изменить первоначальную структурную схему 
в систему с единичной обратной связью, то изучение предыдущего 
уравнения покажет, что оно эквивалентно случаю устранения Н 
из члена НМ2, Следовательно, измененное уравнение будет

(4*  + М2) HG = М2.

Интерпретация этого уравнения в виде структурной схемы приводит 
к эквивалентной схеме четвертого пункта таблицы. Схема пункта 4
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таблица 4,7
Теоремы преобразования структурных схем
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таблицы особенно полезна для случая, когда Н (s) имеет постоянное 
значение, благодаря чему система с обратной связью сводится 
к эквивалентной системе, содержащей единичную обратную связь. 
Пункты 9—12 рассматриваемой таблицы содержат некоторые преоб
разования структурных схем, когда многоцепочечные системы сводятся 
к более простым формам. Читатель может сам проверить эквива
лентность этих преобразований. Важно заметить, что эквивалент
ные схемы просто получаются из измененной формы уравнения, 
связывающего входную и выходную величины первоначальной 
структурной схемы.

При наличии нескольких входных величин можно каждую из них 
рассматривать независимо от остальных. Знаки в любой суммирую
щей точке соответствуют тому, как та или иная входная величина 
вводится в систему. Путем суперпозиции отдельные выходные вели
чины, обусловленные каждая своим входным сигналом, складываются 
для получения общей выходной величины, когда все входные сиг
налы действуют одновременно. Для примера рассмотрим систему 
с несколькими входными звеньями, изображенную на фиг. 4. 3, а. 
Особое внимание следует обратить на знаки в суммирующих точках. 
Они определяют следующие зависимости:

Ex (s) = R. (з) _ В (s);

Е2 (s) = (s) + R2 (з);

Ез (s) ~ (s) R3 (s).

Для определения той или иной выходной величины, обусловлен
ной каждым входным сигналом, схема на фиг. 4. 3, а перечерчена 
на фиг. 4. 3, б—г для каждого входного сигнала отдельно. При
меняя формулы преобразования структурной схемы, приведенные 
в таблице, можно написать следующие передаточные функции для 
схемы фиг. 4. 3, б—г:

R3(s) l+HG^G, ’

Ci(s) GiGzG3
1 + HG1G2G3

C2(s) g2g3
flz(s) \ HGiG2G3
Cs{s) -G3

Знаменатели каждого из этих выражений должны быть одинаковы. 
Это справедливо, так как после приравнивания нулю каждого зна
менателя, он становится характеристическим уравнением для дан
ной системы и последняя является независимой для любого входного 
сигнала. Когда все входные сигналы действуют одновременно, 
то выходная величина будет определяться выражением

с (з) = Сх (s) + С2 (s) + С3 (з) = (S) Ч~ ^2^3^г(5) — ^з^з(^)
1 + HG-fcvGz
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Тот же результат может быть получен другим путем при рассмот
рении фиг. 4. 4, на которой изображена преобразованная схема 
фиг. 4. 3, причем суммирующие точки были перемещены впереди 
блоков с передаточными функциями Glt G2, G3 в соответствии 
с пунктом 8 табл. 4. 1. Схема фиг. 4. 4 позволяет сделать интересный 
вывод о том, что каждый вход может быть преобразован в эквива

а)

}—НИШ—

г)

Фиг. 4. 3. Порядок преобразования системы с несколькими входами:
а — система с несколькими входами; б — система с одним входом (s); 
в — система только с одним входом (s); г — система только с одним 

ВХОДОМ Яз (s).

лентный вход при Rr. Для получения эквивалентного входного сиг
нала первоначальный сигнал был умножен на обратные значения 
коэффициентов прямой передачи, которые имеют место в прямой 
цепи передачи от до рассматриваемого входного звена. Этот 
вывод полезен для сравнения влияний сигналов помех, возникающих 
в разных точках системы. Если G2 — постоянный коэффициент уси
ления и R3 (s) и R3 (s) — равные входные сигналы помех, то отсюда 
следует, что величина помех на выходе, обусловленных R3 (s), 
в 1/G2 раз больше выходного сигнала, обусловленного R2 (s).
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Другой пример преобразования структурной схемы показан 
на фиг. 4. 5. Здесь правило пункта 2 табл. 4. 1 применено для устра
нения одной цепи обратной связи на схеме. Примененный порядок

Фиг. 4. 4. Эквивалентная структурная схема системы, изображенной 
на фиг. 4. 3.

очевиден из схемы. На фиг. 4. 6 показан другой способ преобразова
ния той же структурной схемы на фиг. 4. 5, а. Сравнение фиг. 4. 5, а 
и 4. 6, в показывает, что в первой схеме преобладает /7x(s), а во вто-

Фиг. 4. 5. Порядок преобразования многозвенной 
системы; отделение Нх (s):

а — первоначальная схема; б — устранение внутренней 
цепи обратной связи.

ром случае преобладает Н2 (s). Польза от этого преобразования видна 
при рассмотрении передаточных функций разомкнутой цепи в обоих 
случаях.

Передаточная функция цепи на фиг. 4. 5, б определяется выраже
нием:

передаточная функция разомкнутой цепи = G]G2Hl
1 4“ // 2^2 (4- 7а)
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Передаточная функция цепи на фиг. 4. 6, в определяется выра
жением:

передаточная функция разомкнутой цепи =

Сравнение уравнений (4. 7а) и (4. 76) показывает, что в первом 
случае изолирована величина Нъ а во втором случае изолирована

в)
Фиг. 4. 6. Алтернативный метод преобразования системы, 

изображенной на фиг. 4. 5, отделение Н 2 (s):

а — перемещение первой суммирующей точки позади 
б — взаимная замена суммирующих точек; в — устранение 

внутренней цепи обратной связи.

величина Н2. Конечно, характеристическое уравнение в обоих слу
чаях одинаково и получается в результате приравнивания нулю 
суммы из 1 плюс передаточная функция разомкнутой цепи. Это 
дает выражение

1 + H1G1G2 + H2G2 = 0. (4. 7в)

Аналогично передаточная функция замкнутой цепи в обоих слу
чаях сводится к такой же зависимости, а именно:

R w 1 -t--t-/у2с?а • (4. 7г)
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а)

б)

д)
Фиг. 4. 7. Пример преобразования структурной схемы системы с тремя 

цепями:
а — первоначальная блок-схема; б — отделение Н3', в — отделение Иустранение 
второй внутренней цепи обратной связи, сдвиг точки срабатывания для Н t и взаим
ная замена суммирующих точек; г — отделение Н 2\ устранение первой внутренней 
цепи обратной связи, сдвиг суммирующей точки для Н2 и взаимная замена сумми

рующих точек; д — передаточная функция замкнутой цепи.
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На фиг. 4. 7 показано преобразование структурной схемы системы 
с тремя цепями для выделения звеньев Нъ Н2 и Н3. Другой пример 
альтернативного способа преобразования многоконтурной системы 
показан на фиг. 4. 8.

г)

R(s) GjG2G3 см
/ * Н j G jG 2 +

Фиг. 4. 8. Пример преобразования структурной схемы:
а — первоначальная структурная схема; б — отделение Нперемещение суммирующей 
точки для Из позади Gi, взаимная замена суммирующих точек и устранение внутренней цепи 
обратной связи; в — отделение Не, перемещение точки срабатывания для Нг впереди G3 

и устранение внутренней цепи; с — передаточная функция замкнутой цепи.

4. 3. ПРИМЕРЫ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ СИСТЕМ

В настоящем разделе исследуются передаточные функции некото
рых систем с целью показать применение методики структурных 
схем.

Элементарная система регулирования напряжения. Рассмотрим 
первоначально элементарную систему регулирования напряжения. 
Несмотря на простоту, этот пример позволяет иллюстрировать мето
дику построения структурной схемы и легкость получения резуль
татов. Структурная схема системы показана на фиг. 4. 9 с указанием 
всех величин. Таким образом, ER и HV (напряжение обратной связи) 
подводится к суммирующей точке со знаками, определяющими 
напряжение ошибки Е. Последнее после умножения на коэффи- 
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циент усиления КА усилителя дает напряжение, приложенное 
к обмотке возбуждения генератора. Передаточная функция между 
приложенным напряжением возбуждения и наведенной э. д. с. 
генератора имеет форму 7;-^ ■■ , где Ко представляет постоянное 
число, Xf = --------- постояннная времени обмотки возбуждения.
Эта передаточная функция показана во втором блоке прямой цепи 
передачи. Остальная часть схемы выражается уравнением, 
определяет напряжение V на зажимах через наведенную 
генератора и его внутреннее падение напряжения IaRa,

Фиг. 4. 9. Структурная схема элементарного регуля
тора напряжения.

которое 
Д. с. Eg 
именно:

э.
а

Цепь обратной связи замыкается в результате возвращения V 
к первой симмирующей точке с умножением на коэффициент/г обратной 
связи. Преобразование схемы на фиг. 4. 9, как системы с несколь
кими входами, дает следующий результат для оконечного напря
жения

т/ _  ErKaKg — IaRa (1 + ST/) . л
v ~ 1 н- KAl\Gh, + sxf •

Это уравнение совпадает с результатами классического решения 
дифференциального уравнения, за исключением того, что здесь была 
учтена передаточная функция обмотки возбуждения. Теперь урав
нение (4. 9) можно преобразовать во временную область для изу
чения его как дифференциального уравнения, или в частотную 
область для изучения частотных характеристик.

Элементарный сервомеханизм. Рассмотрим второй пример серво
механизма, изображенного на фиг. 1.1. Все обозначения были опре
делены в разделе 1.1. Структурная схема на фиг. 4. 10, а одинакова 
со схемой системы на фиг. 1. 1, за исключением двигателя и нагрузки. 
На фиг. 4. 10, а двигатель и нагрузка объединены в один блок с одной 
передаточной функцией, причем все величины отнесены к валу дви
гателя. Возмущающие влияния внешней нагрузки TL были учтены 
посредством второй суммирующей точки. Входная величина TL 
снабжена знаками ±, что зависит от направления ее действия 
а именно: в одном или во встречном направлении момента Tdi
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развиваемого двигателем. На фиг. 4. 10, б, в показаны структурные 
схемы только с входами 7? (s) и ТL. Уравнения для углового выход
ного перемещения двигателя при наличии обоих входных сигналов 
дается выражением

КрКдКмК (s) ± Т'L 
J s2 s КрКА1\ (4. Ю)

(читатель можем сам придти к этому выводу, обратив особое внима
ние на знаки ± у величины 7\).

Фиг. 4. 10. Структурная схема сервомеханизма: См (s) — выход
ная функция:

а — первоначальная система; б — система только с одним входом R (s); 
в — система только с одним входом Т

Полученный результат может быть переписан в виде дифферен
циального уравнения

7 Т + f Т + = KPKAKMr ± TL. (4. 11)

Уравнение, связывающее сигнал рассогласования с двумя вход
ными величинами, может быть также получено путем преобразова
ния структурной схемы. Для этой цели схема на фиг. 4. 10, а пере
черчена на фиг. 4. И. Когда единственным входом служит только 
R (s), то Е (s) определяется уравнением

■ <4'12а> 
ф (Js2 + Fs)
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Когда единственным входом является ТLi то Е (s) определяется
h

£(s) = к/,
J К д/\ р/\ ,v/l

(Js2 -г- Fs)

Наложение этих двух величии друг на друга и преобразование 
дробей приводит к следующему уравнению:
(Js2 + Fs + KPKAKMh) Е (s) = (Js2 + Fs) R (s) - (±TL) h. (4. 13)

Фиг. 4. 11. Структурная схема сервомеханизма:
Е (s) — выходная функция: а— первоначальная система: б— система 
только с одним входом R (s); о — система только с одним входом Т

Выражение (4. 13) может быть переписано в виде дифферен
циального уравнения

J 5 + F IF + = j^ + F±-h(±TL).(4. 14а)

Для сравнения этого результата с уравнением (1. 11) следует 
напомнить, что в главе 1 TL был принят за противодействующий 
момент (противоположный Td), так что в данном случае TL имеет 
отрицательное значение в уравнении (4. 14) и оно приобретает окон
чательную форму

j $ + F W = J^^Fw + hT^ <4- 14б>
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Инерциальная система навигации. Рассмотрим, наконец, пример 
инерциальной системы навигации. Этот случай представляет интерес 
с точки зрения применения многоконтурной системы и иллюстри
рует возможность использования структурных схем для анализа 
сложной проблемы.

Инерциальная система является полностью автономной, для 
которой не требуется внешняя навигационная информация для опре
деления местоположения. В инерциальной системе вычисление коор
динат местоположения производится на основе измерения уско
рения летательного аппарата относительно инерциального про
странства. Любое перемещение относительно инерциального про
странства измеряется акселерометрами, которые обнаруживают 
ускорение летательного аппарата. Выходные сигналы этих акселеро

метров дважды интегрируются с момента времени t = 0 для опре
деления пройденного пути по направлению, в котором измерялось 
ускорение. Для самолетов и управляемых снарядов обычно требуется 
три акселерометра: один для определения ускорения север—юг, 
другой—для определения ускорения запад—восток и третий—для 
определения перемещения вверх и вниз. Для навигации по сфери
ческой поверхности требуются только два акселерометра. Северно
южный и западно-восточный акселерометры обычно спариваются 
в начале полета. Чтобы система работала надежно, необходимо 
сохранять ее ориентацию, несмотря на маневрирование летательного 
аппарата. Следовательно, акселерометры должны быть смонтированы 
на стабилизированной платформе, которая сохраняет свое располо
жение относительно стран света. Другое затруднение возникает 
вследствие того, что акселерометры не могут различать между уско
рениями летательного аппарата и земным ускорением (фиг. 4. 12). 
Поэтому во время движения летательного аппарата вокруг земной 
поверхности необходимо поддерживать плоскость стабилизирован
ной платформы так, чтобы она всегда была касательной к земному 
шару, т. е. перпендикулярна к направлению силы тяжести. Любой 
наклон платформы вызывает увеличение выходного сигнала акселе
рометра, что ошибочно интерпретируется как ускорение летательного 
аппарата. Для построения структурной схемы инерциальной нави
гационной системы рассмотрим простой случай полета по окружности 
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большого круга вокруг неподвижного шара от экватора к северному 
полюсу вдоль линии постоянной долготы х.

Согласно фиг. 4. 13 определим следующие величины:
R (s) — входной угол, радианы широты, под которым летательный 

аппарат летел, когда t —■ 0. R (s) — входной сигнал 
системы;

в)
Фиг. 4. 13. Поведение инерциальной системы навигации при полете по окруж
ности большого круга неподвижного шара вдоль линии постоянной долготы (по мери

диану) от экватора к северному полюсу:
а — путь полета; б — части пути полета; в — соотношение условий на основании инерцион

ного навигатора.

С (s) — угол относительно оси запад—восток (в радианах), на кото- . 
рый поворачивается стабилизированная платформа по время 
полета. С (s) измеряется относительно первоначальной 
ориентации при t = 0, т. е. касательно к земному шару 
на экваторе. Если в любой момент С (s) = R (s), то плат
форма остается касательной к сферической поверхности 
полета и акселерометры будут правильно измерять ускоре
ния летательного аппарата;

1 При этом способе можно пренебречь влиянием вращения земли, если рассмат
ривать только северно-южный акселерометр. Результаты, полученные в этом 
разделе, имеют совершенно общее значение, несмотря на эти упрощения.
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а — радиус сферической поверхности полета. Обычно а прини
мается равным радиусу земного шара;

Kx/s2 — передаточная функция акселерометра северо-южного направ
ления и интеграторов; измеряется в в/м, так что выход
ная величина интегратора с акселерометром получается 
в в, когда входное ускорение измеряется в м/сек2;

К2 — передаточная функция остальной части системы, которая 
действует на вращение платформы вокруг оси восток — 
запад на угол К2 радиан на каждый вольт входного напряже
ния, поступающего от северо-южного акселерометра с инте
гратором. Таким образом К2 имеет размерность рад/в.

Фиг. 4. 14. Структурная схема инерциальной системы 
управления:

а — основная система; б — перестроенная блок-схема: / — мас
штабный фактор; 2 — интегратор; 3 — вычислительное устрой

ство, гироскоп и двигатели.

Структурная схема этой системы показана на фиг. 4. 14. У группы 
из акселерометра и интегратора имеются два входа.

1. Истинное ускорение летательного аппарата, определяемое 
формулой a [s2 R (s)J, где s2R (s) — угловоё ускорение летатель
ного аппарата, обусловленное его полетом R (s). Коэффициент а 
преобразует это угловое ускорение в линейное ускорение.

2. Ускорение, вызванное земным притяжением, определяется 
выражением g [/? (s) — С (s) ]. Угол [/? (s) — С (s) 1 определяет 
наклон платформы акселерометра относительно касательной пло
скости к сферической поверхности полета (см. фиг. 4. 13, в). Вслед
ствие этого наклона увеличивается компонент земного притяжения 
mg sin [/? (s) — С (s) | mg [R {s) — C (s)], который действует 
на массу т акселерометра и создает выходной сигнал. Этот компо- 
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нент выходного сигнала ошибочно воспринимается как сигнал 
линейного ускорения летательного аппарата с величиной, равной 
g [R (s) — С (s) ].

Два упомянутых выше входных сигнала действуют на группу 
из акселерометра и интегратора для создания выходного напряжения, 
как это показано на схеме. Остальная часть системы выражается 
передаточной функцией К2, где преобразуется выходная величина 
группы акселерометра с интегратором в поворот платформы С (s) 
в рад. Блок К2 физически содержит вычислительное устройство, 
гироскопы и двигатели стабилизированной платформы. Отсюда оче
видно, что коэффициент К2 представляет упрощенную передаточную 
функцию.

Передаточную функцию между С (s) и R (s) можно получить 
путем преобразования структурной схемы. На фиг. 4. 14, б показана 
видоизмененная схема, которая облегчает эту операцию преобразо
вания. Преобразование схемы приводит к следующему результату:

C(s) =
R (s) KyK2(as2 4- g)

s2 -+ gKiKz
(4- 15)

Для работы системы в качестве навигационного прибора необ
ходимо соблюсти равенство G (s) = R (s).

Изучение уравнения (4. 15) позволяет установить, что оно спра
ведливо, когда 1 КхК2а = 1, т. е. тогда, когда KiK2 равно —, иначе 
говоря, обратному значению радиуса земли. При этих условиях 
характеристическое уравнение системы может быть написано в виде

S2 + g^K2 = S2 + 4- = 0. (4- 16)

Корни этого уравнения расположены при s = ± j , причем
уравнение (4. 17) определяет реакцию системы на возмущения началь
ными условиями

c(t) . = A sin (1Z— t + в),
(без источника) \ г а /

(4- 17)

где А и В — постоянные, определяемые по начальным условиям. 
Эта реакция представляет незатухающие синусоидальные колебания 
с периодом 2л ”]/сек. Подстановка числовых значений для a, g дает 

период, равный 84,4 мин. Поэтому платформа имеет тенденцию коле
баться, как 84,4-минутный недемпфированный маятник. Длина 
подобного маятника равна а, т. е. радиусу земли. Интересно отме
тить, что реакция платформы имеет действительно чисто синусои
дальную форму с периодом 84 мин. В действительности существует 
только один способ демпфирования этой системы, состоящий во вве
дении дополнительных навигационных данных из постороннего 

1 Условие невозмущаемости Ма Шулера. (Прим, ред.)
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источника. Колебания инерциальной системы приводят к появлению 
навигационной ошибки, которая изменяется с периодом 84 мин. 
К счастью, эти ошибки ограничены по величине и практически их 
можно удержать на малом уровне.

4. 4. КЛАССИФИКАЦИЯ СИСТЕМ. КОЭФФИЦИЕНТЫ ОШИБОК

Все системы управления можно классифицировать в соответствии 
с их способностью следовать за входными командами, как-то: ступен
чатыми, кусочно-линейными, параболическими и др. в установив
шемся режиме. Эта классификация приобретает значение предельного 
критерия, которое определяет характеристику конечного состояния 
системы. Каждый упомянутый входной сигнал представляет интег
рал предыдущего сигнала и системе будет более трудно следить 
за ним. Рассмотрим, например, автоматически управляемый станок 
для обработки контура, когда движение режущего инструмента

Модель контура Обрабатываемая деталь

Фиг. 4. 15. Схема устройства для обработки по копиру.

копирует движение входного копира, который описывает контур 
по шаблону (фиг. 4. 15). Минимальным требованием является спо
собность режущего инструмента следовать с постоянной скоростью 
за движением входного копира при нулевой ошибке между поло
жением режущего инструмента и положением копира. Однако харак
теристика системы ограничена ее способностью следовать за вход
ными сигналами более высокого порядка при нулевой ошибке поло
жения. В противоположность этому рассмотрим простую систему 
управления, используемую для воспроизведения постоянной уста
новки входной шкалы при дистанционном управлении. Эта система 
должна только воспроизвести постоянное угловое положение вход
ной шкалы при нулевой ошибке положения и к ней не предъявляется 
требование о какой-либо установившейся скорости.

Теорема о конечном значении преобразования Лапласа дает 
удобный способ изучения частотной характеристики любой системы 
при разных входных сигналах. Рассмотрим основную систему с обрат
ной связью на фиг. 4. 1. Зависимость между входной командой 
и сигналом рассогласования определяется выражением

188



Установившееся состояние определяется условием, когда t~> со. 
Следовательно, применив теорему о конечном значении, получим, 
что сигнал рассогласования в установившемся режиме будет опре
деляться уравнением

е(/) = lim е (/) = lim
/->оо S->0 1 4- li (J (s) (4- 19)

Следующие виды входных функций представляют интерес:
1. Единичная (ступенчатая) функция г (t) = rou(t), следова

тельно, R (s) = -у .
2. Кусочно-линейная функция г (/) = i\tu (f), следовательно, 

*(*)=->•

3. Параболическая функция г (?) = -у r2^w(0> следовательно, 

R (s) =->•
Передаточная функция разомкнутой цепи по предположению 

известна и имеет следующий вид:

HG (s) = - + STq)‘ * * ~Ь ^b^nbs Ч~ 11 м 20)
(1 4" ST1)- • • [(STn2)2 + 2^2Tn2S +

В уравнении (4. 20) К представляет постоянный коэффициент 
усиления, а члены в скобках представляют линейные и квадратные 
множители. Член sN в знаменателе представляет полюс порядка N 
в начале координат, когда s = 0. Для классификации систем 
используется показатель степени N. Следовательно, система класса 0 
имеет передаточную функцию разомкнутой цепи согласно уравнению 
(4. 20) при N = 0. Система класса 1 имеет N = 1, система класса 2 — 
соответственно N = 2, система класса 3 аналогично N = 3 и т. д. 
Читатель должен обратить внимание на то, что классификация систем 
отличается от порядка системы. Последний относится к порядку 
дифференциального уравнения, описывающего работу системы. 
Классификация систем относится к порядку полюсов передаточной 
функции разомкнутой цепи при г = 0, т. е. он зависит от числа 
идеальных интегрирующих звеньев, которыми обладает система.

Рассмотрим сигнал рассогласования в установившемся режиме 
для каждого класса системы при трех входных функциях, а именно: 
единичная (ступенчатая), кусочно-линейная и параболическая. Нач
нем с единичной входной функции j? (s) = —. Сигнал рассогласо
вания в установившемся режиме обозначим ess, который определяется 
следующим уравнением:

s(—)

= J1™ 1 +rtO (s) = 1 -j- lim°/7G (s) = 1 +>КР ■ (4- 21 а)
s-»0
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Величина Кр известна как коэффициент ошибки по положению 
и определяется выражением

Кр = lim HG (s). (4. 216)
s -> О

Подстановка значения HG (s) для разных классов систем в урав
нение (4. 216) дает величину Кр для каждого случая. Следовательно, 
для системы класса О

XX' = *■  (4 21в>
Для системы класса N, когда N > О

К(1 +st0)--- 

«"(l + STj- ••
Кр = lim 

s-> о
= оо. (4. 21 г)

Подстановка соответствующего значения Кр в уравнение (4. 21а) 
дает следующие результаты для сигнала рассогласования в устано
вившемся режиме при единичной входной функции, а именно: 
класс О

= (4. 21д)

Для системы класса N, когда N >» О
(4. 21е)

Теперь рассмотрим случай кусочно-линейной функции R (s) = -Ц-.
Сигнал рассогласования в установившемся режиме обозначим также 
ess, причем он определяется уравнением

lim 
s -> О 1 +h(J (S) lim s.i(J (s) Kv'

s 0

Величина Kv известна как коэффициент ошибки по скорости 
и определяется выражением

Kv = lim sHG (s). 
s ->0

Подстановка значения HG (s) для разных классов систем в урав
нение (4. 226) дает величину Kv для каждого случая. Следовательно, 
для системы класса О

Kv = lim s 
s -> О

К (1 STg)-- •

(1 + ST1)-- •

для системы класса 1

= 0;



для системы класса /V, когда N > 1

<4-22«>
Подстановка этих значений Kv в уравнение (4. 22а) приводит 

к следующим результатам для сигнала рассогласования в установив-
шемся режиме для случая кусочно-линейной входной функции:
для системы класса 0

ess (4. 22е)
для системы класса 1

8ess- к ’ (4. 22ж)

для системы класса AZ, когда N > 1
ess = 0. (4. 22и)

Из уравнения (4. 22е) следует, что система класса 0 требует 
бесконечно большого сигнала рассогласования, чтобы следовать 
за входной кусочно-линейной функцией в установившемся режиме. 
Другими словами, система класса 0 не в состоянии реагировать 
на кусочно-линейную входную функцию в установившемся состоянии. 
С другой стороны, система класса 1 может реагировать на входную 
кусочно-линейную функцию при бесконечном значении сигнала 
рассогласования, а системы класса 2 и более высокого порядка 
могут реагировать на кусочно-линейную входную функцию при нуле
вом сигнале рассогласования. Физическое объяснение этого явления 
будет дано позднее.

Наконец, рассмотрим параболический входной сигнал R (s)= 
Сигнал рассогласования в установившемся режиме вновь обозначим 
eJS, который определяется уравнением

ess= lim
s -> 0 i -|- h. (j (s) lims'//G(s) 

s->0

—

Ka известен как коэффициент ошибки по ускорению, который 
определяется выражением

Ка = lim s2HG (s). (4.236)
s -> 0

Подстановка значения HG (s) для разных классов систем в урав
нение (4. 236) дает величину Ка для каждого случая: 
Для системы класса 0

Ка =-' lims2
s -> 0

К (1 4- STa)- • •

(1 + STj-• •
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для системы класса 1
К = lims2 К (1 + STfl)”
Ла ,То stH-s-r,)--.- = 0; (4.23r)

для системы класса 2
Ka = lims2 V/. tST<‘

а s->0 s^I + stO-- (4. 23д)

для системы класса W, когда N > 2

Ка= lims2 tST“\"
а s->0 S^l + STt)...

- = co. (4. 23e)

Подстановка этих значений Ка в уравнение (4. 23а) приводит к сле
дующим результатам для сигнала рассогласования в установившемся
режиме при 
для систем

параболической
класса 0 и 1

входной функции:

ess^ со; (4. 23ж)
Для систем класса 2

ess — % • (4. 23и)

Для систем класса N, когда N > 2
ess = 0. (4. 23к)

Из уравнения (4. 23ж) вытекает, что обе системы класса 0 и 1 
не в состоянии реагировать на параболическую входную функцию 
в установившемся режиме без статической ошибки. Система класса 2 
может следить за параболической входной функцией при конечном 
значении сигнала рассогласования, в то время как системы класса 3 
и выше требуют нулевого значения сигнала рассогласования.

В табл. 4. 2 приведены для сравнения предыдущие результаты. 
Изучение этой таблицы позволяет установить общую картину, так 
что читатель может распространить эти результаты на другие си
стемы при разных входных функциях. В каждом случае сигнал рас
согласования в установившемся состоянии может быть равен нулю, 
конечному значению, обратно пропорционально постоянному коэф
фициенту усиления К или бесконечному значению при тех или иных 
входных функциях. Как упоминалось выше, бесконечно большой 
сигнал рассогласования невозможно создать, так что система не может 
реагировать на подобные входные функции в установившемся со
стоянии.

Важно подчеркнуть, что результаты, приведенные в табл. 4. 2, 
являются общими и поэтому применимы к любому классу систем. 
Единичная, кусочно-линейная и параболическая входные функции 
соответствуют командам, которые вызывают соответствующие изме
нения регулируемой переменной величины, независимо от ее частной 
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формы. Например, если регулируемая переменная величина является 
механической (т. е. положение), то ступенчатая команда изменяет 
выходное положение. Однако, когда регулируемая переменная вели
чина представляет скорость (см. задачу 4. 6), тогда ступенчатая 
команда вызывает ступенчатые изменения скорости.

Аналогично, как и в первом случае, команды кусочно-линейной 
входной функции вызывают изменения регулируемой выходной вели
чины в установившемся состоянии, которые имеют кусочно-линейный 
характер. В частности, кусочно-линейная функция положения 
представляет скорость. Во втором случае, когда регулируемой вели
чиной является заданная скорость, то команда кусочно-линейного 
характера вызывает внезапные изменения скорости, представляющие 
собой ускорение. Эту отличительную особенность важно напомнить, 
когда регулируемая переменная величина не является механи
ческой. Приведем другой пример в виде системы регулирования 
давления. Кусочно-линейная команда обусловливает скачок регули
руемой переменной величины, что представляет собой скорость изме
нения давления. В связи с этим следует указать, что наименование 
для коэффициентов ошибки является в действительности особым, 
потому что они дают правильное описание только в случае, когда 
системой управления с обратной связью является сервомеханизм. 
Конечно, коэффициенту ошибки по положению следовало бы дать 
более полное наименование, а именно — коэффициент ошибки при 
единичной (ступенчатой) функции. Аналогично коэффициент ошибки 
по скорости правильнее называть коэффициентом ошибки кусочно
линейной функции, а коэффициент ошибки по ускорению, соот
ветственно коэффициентом ошибки по параболической входной 
функции.

Данные, приведенные в табл.*4.  2, позволяют сделать несколько 
очень важных выеодов, касающихся поведения системы в устано
вившемся режиме, особенно тогда, когда коэффициент обратной связи 
имеет численно постоянное значение. Когда Н (s) = 1, то сигнал 
рассогласования Е (s) является прямым мерилом рассогласования, 
т. е. ошибкой между входным и выходным сигналами. Когда Н (s) = 
= hQ имеет постоянное значение, отличное от единицы, то система 
может быть сведена к эквивалентной схеме с единичной обратной 
связью, путем применения правила пункта 4 табл. 4. 2.

Тогда следующие замечания можно сделать относительно ошибки 
между входной величиной, разделенной на Ло, и выходной величи
ной.

Когда Н (s) = 1, установившаяся ошибка при постоянной вход

ной команде г0 определяется . Для системы класса О
U “г

Кр имеет конечное значение, в то время как для систем высшего 
порядка Кр бесконечно. Следовательно, если система реагирует 
на постоянную входную функцию с нулевой ошибкой, то она должна 
иметь по крайней мере класс 1 или выше.
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Установившаяся ошибка при постоянной кусочно-линейной вход
ной функции г (t) = t\t определяется так что выходная вели
чина css (/) в установившемся состоянии определяется формулой 

css (t) = . (4.24а)

Для системы класса 0 коэффициент Kv приближается к нулю, 
так что ошибка увеличивается со временем и выходная величина 
запаздывает все больше и больше относительно входной величины 
до тех пор, пока система не достигнет насыщения. Для системы 
класса 1 коэффициент Kv приближается к конечному значению, 
так что выходная величина запаздывает относительно входной 
на постоянное значение. Для этого частного случая уравнение (4. 24а) 
будет

<U/) = (4.246)

Следовательно, выходная величина в установившемся режиме 
будет иметь вид кусочно-линейной функции с одинаковым наклоном, 
как у входной функции, за исключением того, что она запаздывает 
в любой момент времени относительно входной кусочно-линейной 
функции на определенную величину, равную Для следящей
системы класса 1 это означает, что система в установившемся режиме 
реагирует на постоянную входную скорость (кусочно-линейное изме
нение положения входа) с воспроизводством входной скорости 
на выходном валу, за исключением того, что угловое положение 
выходного вала запаздывает относительно входного вала на неизмен
ный угол. Степень запаздывания по положению пропорциональна 
угловой скорости входного сигнала и обратно пропорциональна 
постоянному коэффициенту усиления К.

Для систем класса 2 и выше Kv имеет бесконечное значение, 
так что выходная величина в точности равна входной величине. 
Таким образом, следящие системы класса 2 и выше могут следовать 
за постоянной входной скоростью при нулевой ошибке по положению.

Когда входная команда имеет параболический характер 
г(0 = то выходная величина в установившемся режиме
определяется формулой

= (4.25)

Для систем класса 0 и 1 коэффициент Ка равняется нулю, так что 
выходная величина запаздывает все больше и больше относительно 
входной до тех пор, пока система не будет насыщена. С другой сто
роны, /<а приближается к конечному значению у систем класса 2, 
так что последняя может реагировать на параболическую входную 
Функцию с постоянной ошибкой.
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Для получения нулевой ошибки в установившемся режиме при 
параболической входной функции требуется система по крайней 
мере класса 3.

Из табл. 4. 2 следует, что станок для обработки по контуру дол
жен иметь систему по крайней мере класса 2 для управления режу
щей головкой при постоянной скорости перемещения входного копира 
с нулевой ошибкой по положению. С другой стороны, для воспроиз
ведения постоянной установки шкалы требуется система только 
класса 1 с целью иметь нулевую ошибку. Если постоянная ошибка 
может быть допущена, то система класса 0 приемлема при условии, 
что коэффициент усиления К достаточно большой, чтобы ошибка 
в установившемся режиме была незначительной. Конечно, слишком 
большое значение коэффициента усиления К может привести к труд
ностям в переходном процессе.

В качестве другого примера применения коэффициентов ошибки 
рассмотрим реацию систем с единичной обратной связью классов О, 
1 и 2 в установившемся режиме на входную функцию в виде поли
нома

г(0 = Г0 4- + Г2/2-

Путем наложения (суперпозиции) реакцию каждого члена можно 
рассматривать независимо и результаты складывать. Следовательно, 
используя данные табл. 4. 2, можно получить следующие результаты 
для ошибки в установившемся режиме.

Для системы класса О

ess = 00)-

Первый член представляет ошибку установившегося состояния, 
обусловленную г0 постоянной входной функцией, а два другие члена 
представляют ошибки установившегося состояния, обусловленные 
кусочно-линейной и параболической входными функциями. Следо
вательно, эта система будет запаздывать все больше и больше и при 
насыщении будет стремиться следовать за данной входной функцией.

Для системы класса 1

ess = 0 + + (~>со)-

Первый член означает нулевую ошибку, обусловленную постоян
ной входной функцией г0. Второй член означает конечную ошибку, 
обусловленную кусочно-линейной входной функцией. Третий член 
представляет ошибку установившегося состояния, которая прибли
жается к бесконечности вследствие параболической входной фун
кции, так что система будет все больше и больше запаздывать, вплоть 
до наступления насыщения.

Для системы класса 2

ess = 0 + 0 + .
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Первые два члена означают нулевую ошибку при постоянных 
и кусочно-линейных входных функциях. Последний член определяет 
конечную ошибку, обусловленную параболической входной функ
цией, ввиду того, что выходной сигнал равен входному минус ошибка, 
отсюда следует, что' выходная величина в установившемся режиме 
определяется уравнением

Css (О = г (/) — ess = г0 + /у + 2- r2t2 — .

Таким образом система класса 2 будет реагировать на заданную 
входную функцию, за исключением того, что выходная величина 
будет запаздывать относительно входного сигнала на неизменную 
величину. Для следящих систем это означает, что здесь имеется 
неизменная ошибка по положению, обусловленная параболической 
входной функцией (постоянным ускорением).

Совершенно ясно, что данные табл. 4. 2 можно использовать для 
определения реакции систем высшего порядка на входные функции 
полиномного вида в установившемся режиме.

Результаты, приведенные в табл. 4. 2, позволяют интерпретиро

вать физический смысл. Ввиду того, что коэффициент означает 

интегрирование, отсюда следует, что система класса 1 имеет одно
кратное интегрирование в цепи, а система класса 2 осуществляет 
двойное интегрирование.

Изучение примеров в разделе 4. 3 позволяет заключить, что эле
ментарный регулятор напряжения относится к системе класса 0. 
При постоянном выходном напряжении V всегда должен быть си
гнал рассогласования и V =£= ER. С другой стороны, следящая си
стема может служить примером системы класса 1. Идеальное инте
грирование имеет место вследствие передаточной функции серво
двигателя и потому, что преобразователь обратной связи чувстви
телен к угловому положению вала двигателя. Под действием сигнала 
рассогласования двигатель вращается с пропорциональной угловой 
скоростью. Так как угловое положение представляет интеграл нуле
вой скорости, отсюда следует, что напряжение обратной связи про
порционально интегралу сигнала рассогласования. Если вместо 
этого преобразователь обратной связи чувствителен к угловой ско
рости двигателя, тогда передаточная функция не будет содержать 
идеального интегрирования и система будет относиться к классу 0. 
Таким образом, системы более высокого порядка получаются 
в результате добавления интеграторов в цепи передачи. Однако сле
дует отметить, что каждое интегрирующее звено создает дополни
тельные, проблемы стабилизации.

С физической точки зрения, интегратор представляет устройство, 
которое в состоянии создавать выходную величину при нуле
вом мгновенном входном сигнале. Это возникает из того, что интегра
тор «запоминает» и создает выходной сигнал, пропорциональный 
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интегралу по времени всех предыдущих входных функций. Следо
вательно, когда на входе системы класса 1 подана единичная функ
ция, то она создает постоянную выходную величину установиЕшегося 
состояния при нулевом сигнале рассогласования путем интегриро
вания сигнала ошибки, которая возникает в период переходного 
процесса до достижения установившегося состояния. Если единичный 
входной сигнал равен г0, то общая заштрихованная площадь 
ниже кривой на фиг. 4. 16 при изменении сигнала рассогласования 
в переходном процессе от t = 0 до t = со будет равна Это можно 
проверить, написав в операционной форме дифференциальное

Фиг. 4. 16. Полная реакция системы первого класса на ступенчатый и кусочно
линейный входные сигналы при одинаковой обратной связи:

а — кривая реакции на единичную входную функцию (заштрихованная область соответствует 
г0/К—г0/Ки\ 1 — с (t) — реакция на единичную входную функцию; 2 — единичная входная 
функция; б — кривая реакции на кусочно-линейную функцию; 1 — ошибка rt/K запазды

вания по положению.

£ (s\
уравнение для системы класса 1, связывающее —с R (s). Из урав
нения (4. 18) следует, что Е (s) [1 + HG (s) ] = R (s). Подстановка 
значения HG (s) из уравнения (4. 20) при N = 1 и приведение дробей 
к одному знаменателю дают следующие результаты:

[( 1 + Stl) ■ ■ • (S2T«2 + 2®2Тл2 + 1)] ^ (S) = 

= [s (1 + srj • • • (sV2 + 2^2Tn2 + 1)] -j-

+ [К (1 + sra)... (л=„ + 2г;Ле + 1)] . (4.26)

Переписав это уравнение для временной области при t > 0 
и приняв г (/) = г0, получим следующий результат:

t

— -j- kxe (/) + k2 dt + • • •, (4. 27)
о

где kly £2 • • • являются постоянными числовыми коэффициентами, 
полученными после умножения коэффициентов уравнения (4. 26).
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В установившемся режиме, когда t -> оо, функция е (/) и все ее произ
водные приближаются к’нулю. Отсюда следует, что уравнение (4. 27) 
будет иметь вид

00

= (4.28)
О 

когда оо.
Возможно также реакцию системы при одном виде входной 

функции связать с реакцией на другую входную функцию, применив 
следующее правило х. Ввиду того, что кусочно-линейная входная 
функция представляет собой интеграл единичной функции, отсюда

Фиг. 4. 17. Кривая реакции системы второго класса на их единичную и кусочно
линейную входные функции при одинаковой обратной связи:

а — реакция на единичную функцию. Площадь 1 равна площади 2.6 — реакция на кусочно
линейную функцию: 1 — единичная входная функция; 2 — реакция на единичную входную 
функцию; 3 — площадь /; 4 — площадь 2; 5 — кусочно-линейная входная функция; 6 — 

реакция на кусочно-линейную функцию.

следует, что реакция системы на кусочно-линейную функцию 
соответствует интегралу реакции этой, системы на единичную 
функцию. Предположим, что система первоначально находилась 
в покое. Обозначим сспгуп (/)— полную реакцию на единичную 
.ступенчатую входную функцию г (/) = и (/). Отсюда следует, что 
реакция системы на единичный кусочно-линейный входной сигнал 
г (/) = tu (t) определяется выражением

t

Скус-лин Сступ (4.29)
6

На основании этого можно сделать интересный вывод о системе 
класса 2. На фиг. 4. 17 показаны типичные характеристики этой 
системы при реакции на единичную и кусочно-линейную функции. 
Если реакция на кусочно-линейную функцию имеет нулевую ошибку 
установившегося состояния, то отсюда следует, что в случае t оо 
площадь под кривой реакции на единичную функцию должна быть 
равна площади под кривой единичной функции. Следовательно, 
заштрихованная площадь выше единичной входной функции

1 Если реакция системы на входную функвию известна, то реакцию на 
производную или интеграл этой входной функции можно найти путем диф
ференцирования или интегрирования первоначальной (известной) реакции.
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на фиг. 4. 17, а должна быть равна заштрихованной площади ниже ее. 
Иными словами, система класса 2 должна иметь по крайней мере 
одно перерегулирование в характеристике реакции на единичную 
функцию. Невозможно представить это перерегулирование без изме
нения класса системы. Здесь нет ничего неожиданного, если отметить, 
что характеристическое уравнение для системы класса 2 должно 
быть по крайней мере второй степени и реакция этой системы без 
источника энергии содержит больше одной постоянной времени.

4. 5. ОБОБЩЕННЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ ОШИБОК

Когда Н (s) = 1, то возможно определить группу коэффициентов 
ошибок системы, которые имеют более общий характер, чем коэффи
циенты в предыдущем разделе. Напишем уравнение (4. 20) в общей 
форме без разложения на множители как отношение двух полиномов 

z_rz> /г\ _ К(1 4- 4-|S + 42s2 4- • • • + Amsm) 
s^(1+B1S + B2s2+---+^) ’

Подстановка в уравнение (4. 18) при Н (s) = 1 дает
E(s) = 1 =
7? (5) 1 + О'($)

_ __________________ (1 4~ 4- 4~ • • • 4- Bnsn)________________ 31) 
s^(l Bis 4- B2s2 4" • • • + Bnsn) 4~ К (1 4~ ^is 4“ 42s2 + • • • ^ms/n)

Если члены с одинаковым показателем степени s в числителе 
и знаменателе сгруппировать вместе, то уравнение (4. 31) можно 
переписать в следующем виде:

Е ($) __ ап 4- 4- g2s2 4- • • •
В ($) Ро 4- Pis 4- 02s2 4~ • • • — Со + CYs + C2s2 + C3s3 4- • • • (4. 32)

Разложение в ряд получается путем разделения полинома числи
теля на полином в знаменателе с определением ряда членов с возра
стающей степенью s. Коэффициенты Со, Сь С2, С3 назовем обоб
щенными коэффициентами ошибок. Они связаны с коэффициентами 
ошибок для систем любого класса, о которых сообщалось в предыду
щем разделе. Например, рассмотрим систему класса 0, для которого 
уравнение (4. 31) приобретает вид

E(s) _ ______________ 1 + B,s4- B2s2 4------------------------- ----
В (s) (1 4~ К) 4" (^i 4" KAi) s 4- (В2 4- &А2) s2 4- • • •

= !+/< + .+«(«. <4-33’
Сравнение

~ (1+Ю и

уравнений (4. 33) и (4. 32) показывает, что Со = 
что значения других обобщенных коэффициентов

ошибок Ci, С2 . . . зависят от числовых коэффициентов уравне-
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ния (4. 33). На основании уравнения (4. 21 в) можно заметить, что 
для системы класса О К = Кр, так что можно написать

(4’34)

Уравнение (4. 34) связывает Со с коэффициентом ошибки по поло
жению системы класса 0. Аналогично уравнение (4. 31) для системы 
класса 1 будет

Е (s) _ s 4 B,s2 4- Bos*  Ч------
W /< + (l + /(X1)S4(Zi1 + /(^2)s2+...

= 4s + _L(B1__L+^)s+ ... (4.35)

Сравнение последнего выражения с уравнением (4. 32) приводит 
к выводу, что

Со — 0*>  Ci = •

Сравнение с уравнением (4. 22г) позволяет заключить, что для си
стемы класса 1 будем иметь

^ = ■4- (4-36)

Следовательно, Сг для системы класса 1 равно обратному зна
чению коэффициента Kv ошибки по скорости.

Если этот порядок распространить на системы высшего порядка, 
то можно будет увидеть, что система класса N будет иметь следую
щие обобщенные коэффициенты ошибок Cv (где v — 0, 1, 2, 3 . . . ):

Cv = 0 при V < 7V; (4. 37а)
с’=[]4^"₽и^Л'' (4'37б)

При v > N значения Cv зависят от результатов операции деления, 
как это показывает уравнение (4. 32). Преимущество обобщенных 
коэффициентов ошибок становится более очевидным, если уравнение 
(4. 32) переписать в следующем виде:

Е (s) = CQR (s) + (s) + C2s2R (s). (4. 38)

Преобразовав это выражение во временную область и пренебрегая 
всеми начальными условиями и импульсами при t = 0, получим

ess (0 = CQr (/) + CS (/) + C2r" (/) + ... (4. 39)

Таким образом, обобщенные коэффициенты ошибок можно исполь
зовать для того, чтобы ошибку системы в установившемся режиме
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связать с входной функцией и с ее последовательными производными. 
Важно также заметить, что обобщенные коэффициенты ошибок могут 
быть выражены конечными числами.

В качестве иллюстрации применения обобщенных коэффициентов 
ошибок рассмотрим простую систему с единичной обратной связью 
класса 2, для которой передаточная функция разомкнутой цепи опре
деляется выражением

10(1+0 
s2(l + 5s)'

G(s)

Подстановка в уравнение (4. 31) и умножение на 7? (s) дают
р / Ч _ R (О s?(l + 5s)

H-G(s) s2(l+5s)+10(1-J-s) X ₽ (S) =

= Us2+4s3+---)7?(s)-

Во временной области при установившемся состоянии будем иметь

8ss (0 = ту (s) + -у-г'" (0 + • • * >

так что обобщенные коэффициенты ошибок будут равными

с0 - Ci - и, с2 - w , с3 — 5

Если г (t) представляет входную функцию в виде полинома 
г (/) = Го+ rrt +4" r2t\ то отсюда следует, что г' (f) = гх + г2/,

г" (0 = г2, г"' (/) = г"" (/)=... = 0.

Следовательно, ошибка установившегося состояния определяется

4. 6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК СИСТЕМЫ ПО ПЕРЕДАТОЧНОЙ 
ФУНКЦИИ РАЗОМКНУТОЙ ЦЕПИ

В настоящем разделе рассмотрим общую проблему определения 
характеристик установившегося состояния и переходного процесса 
замкнутой системы при передаточной функции разомкнутой цепи. 
Часть этой задачи была уже отражена в данных табл. 4. 2, где были 
перечислены реакции замкнутой цепи в установившемся режиме 
на единичную, кусочно-линейную и параболическую входные 
функции, которые были выражены через коэффициенты ошибок Кр, 
Kv и Ка. В настоящем разделе эти коэффициенты будут даны в гра
фическом изображении частотных характеристик разомкнутой 
цепи //G (/со).
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Определение переходного процесса системы по частотной харак
теристике разомкнутой цепи представляет слишком трудную задачу. 
Точные математические методы решения этой задачи разработаны, 
но они требуют большого труда и обычные частотные характеристики 
замкнутой цепи должны быть заранее известны. Однако более важен 
тот факт, что эти методы не связывают непосредственно переходной 
процесс с параметрами системы и поэтому они имеют ограниченное 
значение при проектировании. Но возможно связать определенные 
характеристики переходного процесса с частотной характеристикой 
разомкнутой цепи и можно сделать очень полезные обобщения 
и вывести правила расчета. Для выяснения принципа проектирова
ния рассмотрим частотную характеристику разомкнутой цепи для 
систем класса 0, 1 и 2.

Система класса 0. Первоначально рассмотрим передаточную 
функцию замкнутой цепи для системы класса 0. Исходя из уравнения 
(4.20) HG(jto) определяется выражением

7<(1 4- /сота)«»♦[! — + ]'2^ьтпьм]
(1 + /coTj)- • — (о)тл2)2 + j2^2xn2o] (4. 40)

Когда co = 0, тогда HG (jа) = К и, таким образом, амплитудно
фазовая кривая всегда начинается в конечной точке (К, 0). Сигнал 
рассогласования в установившемся режиме при единичной входной 
функции, как это было приведено в табл. 4. 2, может быть опреде
лен по этой начальной точке. На основании логарифмических 
амплитудно-частотных и фазо-частотных кривых не трудно показать, 
что при со -> 0 логарифмическая амплитудно-частотная характери
стика приближается к постоянному значению 20 lg Кдб, а фазо
частотная характеристика приближается к 0°. Отсюда класс системы 
и значение коэффициента К могут быть определены по характе
ристикам. При промежуточных и высоких частотах передаточная 
функция соответствует определенным членам в передаточной функ
ции разомкнутой цепи.

Это лучше всего иллюстрировать на простом примере.
Система второго порядка класса 0. Рассмотрим случай, когда 

HG определяется выражением

HG (jw) — . . (4.41)и 7 (1 +/WT!)(1 + /<02Т2) (1 — CO"TXT2)- + СО" (Тх + т2)" 7 7

На фиг. 4. 18 показана амплитудно-фазовая характеристика. 
С возрастанием частоты передаточная функция будет определяться 

limtfG(/o)) = limT74^ = O£l8O°- (4.42)
(0->оо (0->оо

Следовательно, амплитудно-фазовая кривая приближается 
к началу координат вдоль отрицательной действительной оси;
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Из уравнения (4. 41) следует, что передаточная функция может 
иметь чисто мнимое значение при определенной частоте, т. е. сдвиг 
фазы — 90° имеет место при частоте со = со', которая определяется 
формулой

(4. 43)

Эта частота со' показана на амплитудно-фазовой кривой фиг. 4. 18. 
Для того чтобы связать реакцию замкнутой системы в переходном 
процессе с частотной характеристикой разомкнутой цепи, необходимо 
исследовать, насколько система приближается к неустойчивому 
состоянию. Неустойчивость системы является одним из важных воп

росов анализа и проектиро
вания систем управления. 
Как правило, этот вопрос 
состоит не только в том, 
чтобы определить, является 
ли система абсолютно устой
чивой или насколько система 
близка к неустойчивости. 
Для описания этого состоя
ния системы, применяется 
термин «относительная устой
чивость» (относительная ста-

Фиг. 4. 18. Амплитудно-фазовая характери- билизация). Относительная 
стика разомкнутой системы класса 0. устойчивость имеет суще

ственное значение, потому 
что она позволяет нам связать реакцию замкнутой системы 
в переходном процессе с частотными характеристиками разомкнутой 
цепи. Конечно, нам следует подробно исследовать вопрос, как изме
ряется относительная устойчивость, а также изучить точную зави
симость переходного процесса от относительной устойчивости. 
В общем можно ожидать, что чем система ближе к неустойчивости, 
тем больше максимум перерегулирования при переходном процессе 
и тем продолжительнее затухание реакции в переходном процессе. 
В этом смысле неустойчивой системой является такая, у которой 
переходный процесс никогда не исчезает. С другой стороны, когда 
система далека от неустойчивого состояния, то ее реакция в переход
ном процессе может быть затянутой. Известно, что условие абсолют
ной устойчивости состоит в том, что корни характеристического 
уравнения 1 + HG (s) = 0 находятся в левой половине комплексной 
плоскости. Граничное условие между устойчивостью и неустойчи
востью определяется тем, что корни лежат на мнимой оси. Следо
вательно, допустив, что s = /со, граничное условие будет существо
вать, когда частота со будет удовлетворять уравнению HG (ja) + 1 = 
= 0 или справедливо //G (/со) = (/со)=—1 = 1Д. 180°. Таким обра
зом, когда передаточная функция разомкнутой цепи HG(ja) про-
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ходит через точку (—1, 0), то будет существовать условие незату
хающих колебаний. Из этого рассмотрения можно сделать вывод, 
что чем ближе частотная характеристика разомкнутой цепи проходит 
около точки (—1, 0) на фиг. 4. 18, тем ближе замкнутая система 
находится к неустойчивому состоянию. Близость к точке (—1, 0) 
измеряется двумя величинами: сдвигом фазы и критическим коэффи
циентом усиления. Эти величины определяются, как видно 
на фиг. 4. 19, по амплитудно-частотной характеристике разомкнутой 
системы класса 1. Критический коэффициент усиления определяется 
как обратное значение 
передаточной функции 
разомкнутой цепи при 
частоте о\р, при которой 
угол сдвига фаз равен 
— 180°.

Отсюда

критический коэффициент
1 усиления равен — =

- [ЯС(Аоф)]-\
Фиг. 4. 19. Определение пределов коэффициен
тов усиления и угла сдвига фаз по амплитудно

фазовой характеристике:
1 — окружность с радиусом, ралным единице; 

—• предельный сдвиг фаз;
1 1 _ 
d ~

критический коэффициент усиления; 0— общий сдвиг 
фаз при частоте ос.

Критический коэффи
циент усиления представ
ляет собой коэффициент, 
на который необходимо 
умножить коэффициент 
усиления системы, чтобы 
годограф передаточной 
функции разомкнутой цепи 
проходил через точку (—1,0), т. е. для системы, которая может 
находиться в состоянии незатухающих колебаний. Предельный сдвиг 
фаз срг/п равен 180° плюс фазовый угол при единичном коэффициенте 
усиления. Он является критерием, насколько необходимо увеличить 
сдвиг фаз, чтобы систему сделать неустойчивой при неизменном коэф
фициенте усиления. Критический коэффициент усиления и предель
ный сдвиг фаз можно также определить по логарифмическим ампли
тудно-частотной и фазо-частотной характеристикам для передаточ
ной функции разомкнутой цепи, как это показано на фиг. 4. 20. 
Предельный сдвиг фаз измеряется по фазо-частотной характеристике 
при частоте, когда амплитудно-частотная характеристика пересе
кает линию 0 дб, т. е. при значении амплитуды, равной единице. 
Практически эта частота точки сопряжения часто принимается 
за частоту, при которой асимптотическое приближение к прямой 
линии пересекает линию 0 дб раньше частоты точки сопряжения 
действительной логарифмической амплитудно-частотной кривой. Это 
экономит время на построение действительной характеристики 

205



и обычно не создает чрезмерных расчетных ошибок, что будет пока
зано в главе’ 6. Критический коэффициент усиления измеряется 
в децибелах по логарифмической амплитудно-частотной характери
стике в точке, где фазо-частотная характеристика пересекает ось 
координат (—180°). Тот факт, что амплитудно-фазовая кривая пере
даточной функции разомкнутой цепи на фиг. 4. 19 лежит справа 
от точки (—1, 0), означает, что логарифмическая амплитудно-частот
ная характеристика пересекает ось абсцисс 0 дб при более низкой 
частоте, чем частота точки пересечения фазо-частотной характери
стики и оси координат —180°.

Фиг. 4. 20. Пределы коэффициента усиления и угла 
сдвига фаз по логарифмическим характеристикам:

1 — критический коэффициент усиления = 20 lg d (децибелы).

Теперь вернемся к рассмотрению системы второго порядка класса 0 
и ее амплитудно-фазовой кривой на фиг. 4. 18, и определим связь 
критического коэффициента усиления и сдвига фаз с реакцией замк
нутой цепи в переходном процессе. Критический коэффициент уси
ления для этой системы имеет бесконечно большую величину, так 
как амплитудно-фазовая кривая не пересекается с отрицательной 
действительной осью. Чтобы амплитудно-фазовая кривая проходила 
через точку (—1, 0), требуется бесконечно большой коэффициент 
усиления. Следовательно, критический коэффициент усиления для 
рассматриваемого случая имеет малое значение.

Прежде чем определить влияние предельного сдвига фаз для этой 
системы, определим характеристическое уравнение замкнутой 
системы. Если /со заменить на s в уравнении (4. 41), то характери
стическое уравнение будет иметь вид

1 + н0М°1+(г+„.н.+^)-"0' <4-44>
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Приведение к общему знаменателю и умножение приводит к сле
дующему результату

s2txt2 + s (тх -|- т2) + 1 К — s2 -|—s + т^2 " — (4- 45)

Эта система очевидно имеет второй порядок, так что уравнение 
(4. 45) можно переписать в другом виде

где
s2 + 2^cd/1s + сод = О,

2^п =- Г] Ч~ т2
Т1Т2

(4. 46)

(4- 47)

(4. 48)
и

При Tj > т2.
Корни характеристического уравнения расположены в точках

S1, 2 = — ± j со,, ]/ 1 — £2,
где — относительный коэффициент демпфирования;

соп — недемпфированная резонансная частота. 1
Исходя из этих результатов, теперь определим предельный угол 

сдвига фаз для данной системы. Первоначально необходимо узнать 
частоту со = со', когда |ЯС (/со')| = 1. Из уравнения (4. 41) сле
дует, что со' определяется выражением

-......... , ■■ К-т-..... , = 1. (4. 49)
/ 1 + (“J2*?  И1 + (°’с)2т2

После некоторых алгебраических преобразований уравнение 
(4. 44) можно написать в следующем виде:

(со')4 4- 4^со2 (со')2 — со4 = О (4. 506)
при К > 1 и > т2.

1 Ввиду того что

Демпфирована, когда
2 V1 + К.

Т] -к т2 отсюда следует, что система недо-

1 4- К > (Т] 4~ т2)2
4TjT2

1 / 51
4 \ т2

Напомним, что мы здесь рассматриваем только недодемпфированное состояние.
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Уравнение (4. 50а) является биквадратным, которое можно легко 
решить относительно особенно тогда, когда известны числовые 
значения К, т,( т2. Предельный угол сдвига фаз <р определяется 
из уравнения (4. 41) и на основании фиг. 4. 18.

Следовательно, предельный угол сдвига фаз cpr„t будет
>т [HG

Re [RG
срР,„ = arc tg

f»'c (Ti + тг)

1 — (wc)2tiT2
= arc tg

(4-51)

когда (ю;)2»-1_.

Максимальное перерегулирование
Фиг. 4. 21. Кривые относительного коэффициента демпфирования системы второго 

порядка:
/ — коэффициент демпфирования в зависимости от предельного сдвига фаз; 2 — относитель
ный коэффициент демпфирования в зависимости от максимума перерегулирования при реак

ции системы второго порядка на единичную входную функцию.

Неравенство справедливо при больших значениях /С Подстановка 
значения со' из уравнения (4. 506) в уравнение (4. 51) позволяет 
вычислить срр/п через относительный коэффициент демпфирования 
Этот результат графически изображен на фиг. 4. 21. Исследуем еще 
логарифмические амплитудно-частотную и фазо-частотную харак
теристики для рассматриваемого примера. Логарифмическая ампли
тудно-частотная характеристика по уравнению (4. 41) определяется 
выражением

201g| 77G (/(D)| =
= 20 lg К - 20 lg (1 + о)2т2р _ 20 lg (1 + (d2t22)V2. (4. 52)

Асимптотическая характеристика показана на фиг. 4. 22 для 
случая, когда частота в точке пересечения с осью абсцисс равна — . 
Эта характеристика состоит из трех частей, а именно: постоянной 
части и двух отрезков с наклоном —.6 дб!октава с частотами точек 
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сопряжения со = сох = — и со = со2 = — , фазо-частотная характе- Tj т2
ристика вытекает непосредственно из кривых фазовых углов, 
в зависимости от логарифма амплитуды. Очевидно, что эти харак
теристики могут быть построены с значительно меньшими затратами, 
чем амплитудно-фазовые кривые.

Выражения для асимптоты с наклоном — 12 дб/октава опреде
ляется уравнением (4. 52) при со > —:

Фиг. 4. 22. Логарифмические асимптотические характе
ристики системы нулевого класса.

Если приравнять это выражение нулю, то можно решить его при 
частоте со = сос, при которой асимптота — 12 дб/октава пересекает 
ось абсцисс.

Таким образом
20 lg К — 20 lg cot! — 20 lg сот2 = 0.

Решение относительно сос. приводит к

(4. 54)

где приближенный результат получен из сравнения с уравнением 
(4. 47); следовательно, частота недемпфированной системы может 
быть определена по частоте, при которой асимптота — 12 дб/октава 
пересекает ось абсцисс при заданных условиях.

Система класса 1. Рассмотрим частотную характеристику разомк
нутой цепи для системы класса 1. На основании уравнения (4. 20) 
НG (ja) определяется выражением

(4. 55)
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Когда относительная круговая частота приближается к нулю, 
то уравнение (4. 55) сводится к

lim |//G (jco)| = lim= со; (4.56)
(0->0 со-*  О w

<Р = — 90°. (4.57)

Равенства (4. 56) и (4. 57) содержат недостаточное количество 
данных для определения амплитудно-фазовой характеристики пере
даточных функций разомкнутой цепи при со -> 0. Причина лежит 
в том, что равенства (4. 56) и (4. 57) определяют только линию, парал
лельную мнимой оси. Пересечение этой линии с отрицательной дей
ствительной осью неопределимо. Точный характер амплитудно
фазовой кривой при низких частотах можно определить на основе 
уравнения (4. 55) после преобразования его действительной и мни
мой частей и изучения его для случая, когда относительная круговая 
частота стремится к нулю. Эту операцию мы произведем в конце 
настоящего раздела; она приводит к следующему результату:

lim Re [HG (»] = К [(та + 2£Лб + •••)- (тх + 2£2тп2 +■■•)], (4.58) 
(О -> 0
где

Это выражение определяет пересечение низкочастотной асимп
тоты амплитудно-фазовой кривой с действительной осью. Логариф
мические амплитудно-частотные и фазо-частотные характеристики 
по уравнению (4. 55) при низких частотах определяются следующими 
выражениями:

20 lg | HG (/®)| = 20 lg 4- = 20 lg К - 20 lg со; (4. 59) 
(О->0 W

ср |со->о = — 90°. (4.60)

Следовательно, логарифмическая амплитудно-частотная харак
теристика имеет начальный наклон — 6 дб! октава, ее продолжение 
пересекает ось абсцисс при со = К. Согласно табл. 4. 2 Kv = К, 
так что Kv можно непосредственно определить по логарифмической 
амплитудно-частотной характеристике путем продолжения ее началь
ного наклона — 6 дб/октава до оси абсцисс. Следует заметить, что 
величину К нет возможности просто определить по фазо-частотной 
кривой.

Точный характер передаточной функции разомкнутой цепи при 
других частотах, кроме низких, зависит от точного определения 
отдельных членов передаточной функции; для пояснения этого рас
смотрим несколько специфических примеров.
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Система второго порядка класса 1. ‘В качестве примера системы 
класса 1 рассмотрим простую следящую систему второго порядка, 
описанную в главе 1. Передаточную функцию разомкнутой цепи 
можно определить по структурной схеме на фиг. 4. 10; она опреде
ляется выражением

HG (s) -
KPKAKMh
Js2-\-Fs ’ (4-61)

Подстановка значений £ и из главы 1, а именно

2 КKPKAKMhJ
И

J

позволяет переписать уравнение (4. 61) в другом виде

(4-62)

Совершенно очевидно, что частотная характеристика разомкнутой 
цепи системы класса 1 будет

2
HG (/со) = . . (4. 63)4 7 /w (/w-Ь 2g(Drt) Л | \ v

\ 2$ Юл/

Передаточная функция разомкнутой цепи одинакова с переда
точной функцией по уравнению (3. 52а), которая графически показана 
на фиг. 3. 9 и 3. 10. Для удобства эти графики даны на фиг. 4. 23.

Предел угла сдвига фаз определяется по методу, примененному 
к системе второго порядка класса 0 в предыдущем разделе. Из урав
нения (4. 63) определяется частота со' при | HG (/со)| = 1, в результате 
чего получаем выражение

КГ + 4^4 (о/)2- о< = 0. (4.64)

Решение относительно частоты со' дает

-bL = /4?Т1 - 2£2. (4. 65)

Изучение уравнений (4. 63) и (4. 23а) позволяет установить, что 
предельный угол сдвига фаз qrm определяется равенством

cppw = arc tg
Im [HG (/со')]

Re [HG (/о,;)]
(4. 66)

в предположении, что система устойчива, так что относительный 
коэффициент демпфирования соответствует положительному 
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предельному углу сдвига фаз. Подстановка значения относительной 
круговой частоты со' из уравнения (4. 65) приводит к результату

= aeries (4.67)

На фиг. 4. 21 показана зависимость предельного угла сдвига фаз 
от относительного коэффициента демпфирования. Ввиду того что 

уравнения (4. 64) и (4. 65) 
одинаковы с уравнениями 
(4.50 6) и (4.51), отсюда 
следует, что кривая на 
фиг. 4. 21 сохраняет свое 
значение также для недо- 
демпфированной системы 
второго порядка класса 0 
при упомянутых условиях. 
Когда 0 < <ргт < 40°, то 
кривая является линей
ной, так что относительный 
коэффициент демпфирова
ния £ в этом диапазоне 
связан с предельным углом 
сдвига фазы равенством

= (4.68а)

Фиг. 4. 23. Частотные характеристики сервоме
ханизма первого класса:

, 1

I Сд i

111 1 1

®рт

причем угол qpfn изме
ряется в градусах. Если 
угол сррш выразить в радиа
нах, то получим другое 
выражение

£ = 4^- (4-686)

Хотя эта формула выве
дена для системы второго 
порядка класса 1, она

а — амплитудно-фазовая характеристика; б — лога
рифмическая амплитудно-фазовая характеристика;

в — фазо-частотная характеристика.

также полезна для систем высшего порядка, основываясь на пред
положении, что реакция в переходном процессе определяется обычно 
преобладающей парой комплексных сопряженных корней харак
теристического уравнения замкнутой системы. Затем эти корни можно 
приписать эквивалентной системе второго порядка, в особенности 
ее реакции в переходном режиме. Ограничение этой аппроксимации 
очевидно, но тем не менее, она полезна и имеет практическое зна
чение.
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Из логарифмической амплитудно-частотной характеристики можно 
получить некоторые другие зависимости для этой системы

201g]7ZG(/co)| = 20 Ig-^-- 201g(o — 20 lg T+-^T-Y/s. (4.69)

Линия с начальным наклоном —6 дб/октава пересекает ось 
абсцисс при частоте

СО и® = (■)„ = •

Отсюда следует, что Kv определяется по формуле
.

2^ ^v' (4- 70)

Частота точки сопряжения для линейного члена уравнения соот
ветствует

ю = сох = 2£со„.

Среднегеометрическое значение между ®0 и а>1 равно ®п, т. е.

= V ®0®1-

При продолжении линии с наклоном —12 дб/октава она пересе
кает ось абсцисс при ® = <вс, где ас определяется из уравнения 

201g-^--201gcoe-201g^- = 0. (4.71)

Решение этого уравнения дает сос ® соп. Таким образом, частота 
недемпфированных колебаний системы второго порядка класса 0 
может быть определена путем продления асимптоты с наклоном 
—12 дб/октава до ее пересечения с осью абсцисс.

Числовой пример для системы третьего порядка класса 0. Пере
даточная функция системы третьего порядка класса 0 определяется

HG (s) =

s(1+i) (1 + f)
(4- 72)

Частотная характеристика разомкнутой цепи выражается

HG (/со) = (4.73)

Амплитудно-фазовая кривая по этому выражению дана 
на фиг. 4. 24, а. Согласно уравнению (4. 55) К = 5, ту = 0,5 и т2 = 
= 0,167. Из уравнения (4. 58) следует, что низкочастотная асимп
тота расположена при —5 (0,5 -f- 0,167) = —3,33 единицы,
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Фиг. 4. 24. Частотные характеристики системы третьего порядка класса 1: 
а — амплитудно-фазовая характеристика; б — логарифмические амплитудно-частот

ная и фазо-частотная характеристика; 1 — низкочастотная асимптота.

214



измеренных от мнимой оси. При высоких частотах передаточная 
функция разомкнутой цепи определяется следующим выражением: 

lim HG (/co) = lim .n Д,.. = О Д— 270°. (4.74)0,5(0,167) (/co)® ’

Следовательно, амплитудно-фазовая кривая приближается 
к началу координат вдоль положительной мнимой оси. Амплитудно
фазовая кривая пересекает отрицательную действительную ось 
(угол сдвига фаз 180°) при частоте со = соф, определяемой формулой

1

corn сОф 0,5(0(0 "4~ 0,167(0(0
arctg—+ arctg— = arc tg J _ о15Шф (0,167 соф) = 90 • (4-75)

Отсюда, 0,5 (0,167) ю, = Г и <оф = ~|/ [05(q 167)] = 3,46.

При co = (Оф величина HG (/со) равняется

IHG (/со)] =------ г . ...2 ■ = 0,624. (4. 76)
1 1 71 3,46 /1 +(1,73)2 К1 + (0,575)2

Следовательно, критический коэффициент усиления равняется

0,624 *’°-
Асимптоты логарифмической амплитудно-частотной характери

стики по уравнению (4. 73) определяются выражением
дб = 20 lg 5 - 20 lg со - 20 lg [1 + (|)2] V1-

-20 lg [1+ (|)2](4.77)

Линия с начальным наклоном — 6 дб/октава проходит через 0 дб 
при со = сос. = 5. Точки сопряжения имеют место при частотах. 
(0=0)!= = 2 и со = со2 = = 6. На фиг. 4. 24, б
показаны логарифмические амплитудно-частотные и- фазо-частотные 
кривые. Продолжение линии с наклоном — 6 дб/октава до 0 дб 
определяет значение частоты <ou = Kv = 5. Среднегеометрическое 
значение между cot, и сох равняется соп = ]/10 = 3,16, что одинаково 
с частотой <ос, при которой линия —12 дб/октава пересекает ось 
абсцисс.

Фазовый угол по уравнению (4. 73) определяется следующим 
равенством:

ср = — 90° — arc tg ~— arc tg . (4. 78)

Предельный угол сдвига фаз урт графически определяется по кри
вой на фиг. 4. 24 и равен qptn = 15°. Следовательно, относительный 
коэффициент демпфирования для упрощения эквивалентной системы 
второго порядка равен I = = 0,13,

215



Поведение системы класса 1 при со -> 0. Асимптота для системы 
класса 1 при низких частотах, выражаемая уравнением (4. 58), может 
быть проверена следующим образом. Перепишем уравнение (4. 55) 
в виде полинома, заменив /о на s и приняв хпЬ = —!—, т,.2 = —— • • • 

^пЬ &П2
Отсюда

HG (s) =
Л (1 + TgS)- • • [( 1 + Kbxnbs + 

s(l + T)S)...[(1 2£2Tn2s + Tj;/)

1 4- 4~ ^s2 4- • • • 4~ Ат$п1 .
$ (1 + BYs + B2S1 -j- • • • -- Bnsn)

HG (s) = К 4- fh 
m2 4- n2 ’

(4. 79a)

(4. 796)

где
m1 — четные члены в числителе
пх — нечетные члены
т2 — четные члены в знаменателе т2 = BjS*  + B3s4 + 
п2 — нечетные члены в знаменателе п2 = s + B2s3 + • . 
Если уравнение (4. 796) умножить на (т2 — п2)/(т2 

то

в числителе >

— «2),

HG (s) = К т' + п'- ■ JOizHh.
' 7 т2 4- п2 т2 — п2

_ тхт2— пуп2 , т2пх— тАп2
— 2 2 *т2 — п2 9 2m-2 — n2

(4. 80)

Первый член уравнения (4. 80) содержит только четные степени s, 
а второй член содержит только нечетные степени s. Таким образом,

и
™2~п2 S ~ /о

Im [HG (/со)] = К ~ т'п‘}
— rd

S = /со

Из предыдущих двух выражений следует, что 

lim Re [HG (/со)] =
CD-»0 /7?2~ ^2

1- т м К (т2п} —lim Im[HG (/со)] = v
(О-»0 ГП2— П2

(4.81а)

(4.816)

(4. 82a)

(4. 826)

Если значения mt, т2, nv пг из уравнения (4. 79 б) подставить 
в уравнение (4. 82 а и б), то получим следующий результат

lim Re [HG (/со)] = К (А, — Вх); (4.83а)
CD-» 0
lim Im [HG (/со)] = — со. 
©-»о • 1

(4.836)
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Если коэффициенты Аг и определить через постоянные времени 
системы, то их выражения будут иметь вид

= та + 2СЬТЛЬ + . . Вг = тх + 2^T,ia + . . . (4. 84)

Следовательно, уравнение (4. 83а) можно написать в другом виде 
lirn Re [HG (/’«>)] = К [(та 2^ьтп1) • • •) — (ту + 2^гтп2 ~Ь *■■)!•  (4- 85)
со->О

Система класса 2. Передаточная функция разомкнутой цепи 
системы класса 2 определяется выражением

6 (/со) = (4. 86)

Когда относительная круговая частота приближается к нулю, 
то уравнение (4. 86) дает

lim|G(/o))| = lim—^-=оо Д 180°. (4.87)
со->0 со->О

Таким образом, амплитудно-фазовая кривая всегда начинается 
в бесконечности на оси 180°. Логарифмические амплитудно-частот
ные и фазо-частотные кривые по уравнению (4. 86) при низких часто
тах определяются по

lim 20 lg KG (ja) = 20 lg -A- = 20 lg К — 20 lg (4. 88)
CD-^O °

lim<^KG(/co) = 180°. (4.89)
co->0

Логарифмическая амплитудно-частотная характеристика имеет 
начальный наклон — 12 дб/октава. При рассмотрении характери
стики установившегося состояния представляет интерес кривая 
в децибелах при со -> 0, т. е. низкочастотная часть характеристики 
по уравнению (4. 88). Продолжение этой линии пересекает ось абсцисс 
при частоте со = <оп = ]/7<. Коэффициент Ка можно определить 
по этой точке пересечения, т. е. Ка = К = ®2а.

Система второго порядка класса 2. Рассмотрим систему второго 
порядка класса 2 со следующей передаточной функцией разомкну
той цепи:

//б(/ш) = (4.90)

После замены /ю на s в последнем выражении получим характери
стическое уравнение

1 +HG(s)^ 1 + АЕ +,ST) = 0.
5

217



Освобождаясь от дробей, придем к следующему результату:
s2 + Krs + К = 0. (4. 91)

Последнее уравнение может быть дано в другом виде
s2 4- 2£co„s + со2 = 0,

где со2 = К (4. 92а)

и 2£со„ = Кт.

Предельный фазовый угол для этой системы определяется по пер
вой частоте со = со', когда (/со')| = 1. Из уравнения (4. 90) 
следует, что частота со' определяется выражением

К j/1 + («о')2 т2 _

W ■

.. Освобождение от дробей, возведение в квадрат и перегруппи
ровка членов дают

(®;)4 - №Ч2 (со;)2 - к2 - о.

Коэффициенты этого уравнения могут быть выражены через £ 
и сол на основании равенства (4. 92 а и б). Отсюда получаем

(со;)4 — (2£соп)2 (со;)2—со4 == 0.

Решение относительно со' дает

= /4FF1 + 2£2. (4. 93а)

Теперь предельный фазовый угол может быть выражен следую
щим образом, используя уравнение (4. 90): .

cpPOT = arc tg
1 Im \HG (/co;)] 
, Re [HG (>;)]

= arctg2^. (4.936)
cort

Подстановка выражения (4. 93a) в (4. 936) приводит к

cp₽m = arctg2£ [(4£2 + l)v* + 2£2]‘/2. (4. 94)

Кривая по уравнению (4. 94) имеет общее практическое значение 
и идентична с кривой, построенной на фиг. 4. 21. Этот результат 
получен на основании того, что выражение в скобках в уравнениях 
(4. 94) и (4. 67) имеет почти одинаковое числовое значение при 
t < 1. Читатель может легко проверить правильность этого утверж
дения.
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В качестве примера системы класса 2 рассмотрим передаточную 
функцию разомкнутой цепи

hg (s) = 22+21.

Частотная характеристика разомкнутой цепи определяется выра-
жением

hg (/<о) = 2(1 + 'ш) = 2(|+;ш).
V 7 (/<о)2 — Ш2

Амплитудно-фазовая, логарифмическая амплитудно-частотная 
и фазо-частотная характеристики для этой системы даны 
на фиг. 4. 25. Логарифмическая амплитудно-частотная и фазо-частот
ные характеристики определяются следующими выражениями:

дб - 20 lg 2 — 20 lg со2 + 20 lg (1 + <o2)l/2;

Ф = —180° + arc tg co.

Характер этой функции при высоких частотах определяется сле
дующим образом:

lim #(?(>) = 1101^ = 0 £-90°,
<0->оо (0-+со

а при низких частотах

lim HG (ja) == lim= оо Д— 180°.
го->о ' (0-»0 0е0)
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По графикам на фиг. 4. 21 можно определить следующие величины: 
а>а — пересечение линии —12 дб/октава с осью абсцисс, равна 1,41;

Ка = Юа = (1,41)2 = 2 = ©*;  <рр,„ = 65,5°; t, = 0,71.

Характеристическое уравнение замкнутой системы имеет вид
s2 + 2s + 2 - 0.

Из этого уравнения следует, что а)п = У2 = 1,414 и £ = 
= -^-]/2 0,707. Эти значения хорошо совпадают с результатами

графического определения.

4. 7. ПОЛУЧЕНИЕ ЧАСТОТНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ ЗАМКНУТОЙ ЦЕПИ 
ПО ПЕРЕДАТОЧНОЙ ФУНКЦИИ РАЗОМКНУТОЙ ЦЕПИ

Нередко желательно определить частотную характеристику 
замкнутой цепи данной системы. Важнейшая причина состоит в том, 
что это позволяет получить хорошую общую картину о свойствах 
системы. В общем, частотная характеристика замкнутой цепи для 
системы управления аналогична характеристике фильтра нижних 
частот. Возможно связать ширину полосы частот системы с временем 
нарастания сигнала при реакции на единичную входную функцию. 
Рассмотрим идеальный фильтр нижних частот (фиг. 4 26, а). 
На фиг. 4. 26, б показана кривая реакции на единичную входную 
функцию. Время нарастания сигнала хг и ширина полосы частот сос 
связаны отношением

где тг и (ьс определяются из фиг. 4. 26. Время нарастания сигнала1 
определяется по наклону частотной характеристики при прохожде
нии через значение

Нет необходимости проверять равенство (4. 95), но оно может 
быть выведено посредством применения интеграла Фурье.

Преимущество этого равенства состоит в том, что оно устанавли
вает связь между временной и частотной областями. Если система 
реагирует на единичную входную функцию с временем нарастания 
сигнала 0,1 сек, то она должна иметь ширину полосы частот мини
мум 5 гц. Конечно, эта связь является приблизительной и не может 
учитываться при рассмотрении максимального перерегулирования 
и времени регулирования. Ее основное преимущество состоит в том, 

1 Для вычисления времени нарастания сигнала имеются другие формулы, 
v (2л)основанные на определении термина «время нарастания». Как правило, тг= К -—- , 

где К может быть задано в интервале между 0,3 и 0,6, в зависимости от примененного 
определения. Равенство (4. 95) легко запомнить, так как время нарастания сигнала 
равно половине периода при максимальной частоте пропускания фильтра, 
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что она представляет простое правило, которое может быть приме
нено во многих случаях.

Если проектируемая система аппроксимируется простой недо- 
демпфированной системой второго порядка, то можно найти более 
приемлемое определение требуемой ширины полосы частот. На осно-

Фиг. 4. 26. Кривые реакции идеального фильтра 
на ступенчатую входную функцию:

а — идеальный фильтр; б — кривая реакции на ступенча
тую входную функцию; в — частотная характеристика 
замкнутой цепи слабодемпфированной системы второго 

порядка.

вании результатов главы 1 известно, что постоянная времени пере
ходного процесса для такой системы определяется равенством т = 
= . Следовательно, частота недемпфированных колебаний сол
связана с постоянной времени т и относительным коэффициентом 
демпфирования £ равенством

= (4.96)
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Если максимальное перерегулирование выражено через относи
тельный коэффициент демпфирования, а время регулирования выра
жено через постоянную времени, тогда равенство (4. 96) можно 
использовать для определения частоты соп. Ширина полосы частот 
проектируемой системы определяется затем из сос со„. Например, 
предположим, что система достигнет установившегося состояния при 
единичной входной функции в течение 0,1 сек и что максимальное 
перерегулирование в переходном процессе не превышает 31% конеч

ного времени. При этих условиях т = (в предположении, что 
установившееся состояние достигается через трехкратное “значение 
постоянной времени) и £ = 0,35 (на основании фиг. 1. 8). Под- 

зстановка в уравнение (4. 96) дает со„ = — 85,6 рад/сек.
Отсюда, ширина полосы частот для этой системы равняется прибли- 
зительно -j-л = 13,6 гц.

Возможно найти другие связи между временной и частотной 
областями, когда частотная характеристика замкнутой цепи имеет 
пик Мру как видно на фиг. 4. 26, в. Полезно применить аппрокси
мацию, рассматривая пик частотной характеристики, как обуслов
ленный эквивалентной системой второго порядка, так что формулы, 
выведенные в разделе 2. 1, могут быть с успехом применены для уста
новления зависимости £ и соп от пика Мр.

Наконец, возможно определить точную характеристику переход
ного процесса системы по частотным характеристикам замкнутой 
цепи.

Как упоминалось раньше, эти методы являются трудоемкими 
и бесполезными при проектировании.

Передаточная функция замкнутой цепи для системы с обратной 
связью определяется уравнением (4. 2а). Если функции G (s) и Н (s) 
даны в алгебраической форме, то передаточную функцию замкнутой 
цепи можно получить прямой подстановкой в уравнение (4. 2а). 
Результат получается в виде полинома и его можно анализировать 
как дифференциальное уравнение или в частотной области. Если же 
даны амплитудно-фазовая характеристика или логарифмическая 
амплитудно-частотная и фазо-частотные кривые для функций G (/со) 
и HG (j®), то частотную характеристику замкнутой цепи можно 
определить графически. Как правило, этот метод является более 
сложным процессом, кроме частного случая, когда Н (s) = const. 
Если эта константа отличается от единицы, то можно применить 
фиг. 4. 2, г для преобразования системы при условии единичной 
обратной связи.

На фиг. 4. 27 показана амплитудно-фазовая кривая для типичной 
передаточной функции разомкнутой цепи с единичной обратной 
связью

HG (/со) = G (/со).
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Передаточная функция замкнутой цепи для этой системы с обрат
ной связью определяется непосредственно по ее схеме, используя 
следующее уравнение

1 + G (Ju) •
О (/<■>) (4- 97)

Как было показано в главе 2, амплитудно-фазовая кривая для 
члена в знаменателе соответствует простой амплитудно-фазовой 
кривой для G (/со) с началом координат, сдвинутым в точку (—1,0). 
Отсюда следует, что при'"'J ’ г Мнимая ось
любой частоте

Фиг. 4. 27. Определение передаточной функции 
замкнутой цепи для случая стопроцентной 

обратной связи.

+ о (/«>)] = -(е1-е2) =
= — ЗгАВО. (4.986)

Уравнения (4. 98) можно использовать при любой частоте переда
точной функции разомкнутой цепи для вывода амплитудно-частотной 
и фазо-частотной характеристики замкнутой цепи. Рассмотрим, 
например, передаточную функцию замкнутой цепи класса 1, изобра
женной на фиг. 4. 28, а. На фиг. 4. 28, б показаны частотные харак

теристики замкнутой системы. При со = 0 отношение ~~ прибли

жается к единице (оба вектора очень большие). С увеличением 
частоты со АВ становится меньше, чем ОВ, так что отношение 

—дй— > 1, достигая максимального значения при некоторой 

частоте со = сог При частоте со = со2 имеем АВ = ОВ. При со >> со2 

АВ больше, чем ОВ и отношение Фазо-частотная харак

теристика может быть объяснена аналогичным образом. При со = 0 
фазовый угол А ВО равен нулю. С увеличением частоты угол АВО 
увеличивается до 180° при и соф, достигая максимального значе
ния 270°, когда относительна : круговая частота приближается 
к бесконечности. Следовательно, фазо-частотную характеристику 
замкнутой цепи можно построить в. виде кривой, изображенной 
на фиг. 4. 28, 6.
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Im[HG(}u)]

Re[HG(ju)]

- 180”
-270°

T Увеличение

Линии постоянной амплитуды (окружности М). Прежде чем 
перейти к вычислению модуля передаточной функции замкнутой цепи 
при любой частоте возможно определить эту величину непосред
ственно по амплитудно-фазовой кривой. Для этого на миллиметровке 

строится семейство кри
вых, представляющих гео
метрическое место всех 
точек, при которых отно
шение О В! АВ постоянно 
и обозначено буквой Л4. 
Эти кривые представляют 
собой линии постоянной 

амплитуды передаточной функ
ции замкнутой цепи. Очевидно, 
что геометрическим.местом точек 
при М = 1 является верти
кальная линия, проходящая 
через точку (— 0),так как 

ОВ = АВ для любой точки 
линии. Геометрические места 
для линий с постоянной М пред
ставляются семейством окруж
ностей. Их уравнение можно 
вывести следующим образом. 
Примем, что х, у являются 
координатами точки искомого 
годографа (фиг. 4. 29). Следо
вательно,

Фиг. 4. 28. Построение частотных харак
теристик по передаточной функции цепи: 
а — амплитудно-фазовая характеристика; 
б — частотная характеристика замкнутой си

стемы.

LJ~LJr LJ 3 (л)

U)-CJ9

1

б)

Это уравнение можно изме
нить следующим образом:

приЛ4<1 1 — M2

Т^)2; (4.100а)

приМ>1 (х + )' + = ( МГ_ 1 )*,  (4.1006)

(J
Таким образом линии постоянной амплитуды(/со) оказываются

I м Iокружностями с радиусом | _ и с центрами, расположен-
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ними в точках:
при /И > 1 r/ = 0; х=-7^-г; (4.101а)

при 44 < 1 у=0; х = t . (4.1016)

На фиг. 4. 30 показано семейство окружностей с постоянной Л4.
Дополнительные данные, касающиеся окружностей! Л4, можно

Фиг. 4. 29. Определение окружности М и N.

получить на основании фиг. 4. 31, где показана одна окружность М. 
Из геометрических отношений на фигуре вытекают следующие
зависимости:

ОС = 1; (4. 102а)

Фиг. 4. 30. Окружности М постоянной Фиг. 4. 31. Свойства окружности М. 
амплитуды.

Фиг. 4. 32 иллюстрирует применение окружностей М для опреде
ления частотной характеристики замкнутой цепи. Важно заметить, 

С
что максимальная амплитуда (/со), обозначаемая буквой Мр, 
имеет место тогда, когда одна из окружностей М касается ампли
тудно-фазовой кривой G (j®). Это соответствует «резонансному пику» 
частотной характеристики замкнутой системы.

Линии постоянного фазового угла {окружности N). Применяя 
уравнение (4. 986), возможно также построить семейство кривых

15 Дель Торо 1083 « 225 



постоянного фазового угла для передаточной функции замкнутой 
цепи. Они названы окружностями где N является константой, 
определяемой равенством

(/<*>)  = arc tg N. (4. 103)

Примем, что х, у являются координатами точки искомого годо
графа. Из фиг. 4. 29 следует, что

Т (/со) — arc tg N = arc tg ----- arc tg—- =

-t8 - • ^io4>

1 \ X / L (1 +Л') J

Фиг. 4. 32. Применение окружности Л4 для определе
ния передаточной функции замкнутой цепи.

После упрощения этого уравнения приходим к следующему 
результату:

/ , 1 V . / 1 \2 1 №+1 ,,\х +—) + (у — . (4.105)

Это уравнение дает семейство окружностей, которые показаны 
на фиг. 4. 33. Использование окружности N для определения фазо
вого угла передаточной функции замкнутой цепи идентично с при
менением окружностей М &ля определения амплитуды.

Пример применения окружностей М. Определение коэффициента 
усиления. В качестве примера использования окружностей М рас
смотрим случай, когда требуется отрегулировать коэффициент уси
ления К системы с единичной обратной связью таким образом, чтобы 
система имела заданный резонансный пик М — Мр.

Влияние изменения коэффициента усиления на амплитудно
фазовую характеристику показано на фиг. 4. 34, где изображена 
G (Ju) при двух значениях коэффициента Д, когда Д2 больше Др 
После построения окружности 7И, которая соответствует требуемому 
значению МП задача сеодится только к определению значения Д, 
требуемого для построения кривой G (Ja), касательной к окруж- 
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ности Л4Р. Вместо построения окружности Мр и последующей про
верки расположения функции касательной G (ja) можно значительно 
легче первоначально построить функцию разомкнутой цепи и затем

Фиг. 4. 33.
а — линия окружностей М постоянных фазовых углов; б — линии постоянных амплитуд 
и фазовых углов на одной координатной сетке; 1 — геометрическое место центров минус 0,5.

определить положение касательной окружности Мр. Для осуществле
ния этого рекомендуется применять следующий порядок (см. также 
фиг. 4. 35).

1. Строится амплитудно-фазовая кривая для передаточной функ
ции разомкнутой цепи при К = 1.
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2. При 
уравнения

данном значении Мр определяется угол на основании 
(4. 1026), а именно

Мнимая ось

Фиг. 4. 34. Амплитудно-фазовые характе
ристики при разных коэффициентах уси

ления /<2>

• • 1% = arc sin ; это определяет 
линию Ос.

3. При помощи циркуля 
строится окружность /Ир, с цен
тром на отрицательной дей
ствительной оси и касательная 
к линии Ос и к амплитудно
фазовой кривой для G (Ju). 
Это определяет точку с.

4. Если К = 1 может быть 
принято за правильное значение
коэффициента усиления, то 
расстояние Ос будет равно еди
нице [см. уравнение (4. 102а)]. 
Так как это очень маловероятно,

которая первоначально 
координаты х, у, теперь

тогда Ос =h 1. Для определения расстояния Ос, равного единице, 
необходимо увеличить линейные шкалы миллиметровой бумаги 

1 на множитель, равный — • 
После выполнения этого условия 
любая точка амплитудно-фазовой 
кривой, 
имела
будет иметь координаты

. Следовательно, первона-.
чальная кривая для G (/со) пре
образована в кривую функции

G (Jw). Так как это пре
образование кривой, касательной 
к окружности Мр, то мы нашли 
искомый коэффициент усиления,
ление при заданном значении Мр будет определяться

Мнимая ось

Фиг. 4. 35. Определение коэффициента 
усиления для заданного значения Мр.

Действитель
ная ось

Следовательно, требуемое уси- 
_1_ 
Ос'

ЗАДАЧИ
4. 1. Проверить все формулы преобразования структурных схем 

в табл. 4. 1.
4. 2. Преобразовать структурные схемы на фиг. 4. 36, соответ

ственно выделяя Hlt Н2, Н3.
4. 3. Определить выходной сигнал системы при любых входных 

функциях, указанных на фиг. 4. 37.
4. 4. Система класса 1, примененная для регулирования статиче

ского положения, имеет передаточную функцию
и 1Q____________

/w(l+/0,07(о)(1+ /0,03со)‘
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а) Построить асимптотическую логарифмическую кривую и опре
делить критический коэффициент усиления и предельный фазо
вый угол.

Фиг. 4. 36. Преобразование структурной системы.

б) Определить реакцию замкнутой системы на единичную, кусоч
но-линейную и параболическую входные функции.

Фиг. 4. 37. Определение выхода системы.

4. 5. Структурная схема простой автоматической системы управ
ления, примененная для управления самолетами, показана 
на фиг. 4. 38.

Q
а) Найти передаточную функцию системы (s).
б) Если Е = 25, D = 0,8 и К2 = 1, определить и К так, 

чтобы частота собственных колебаний системы равнялась 6 рад/сек 
и относительный коэффициент демпфирования составлял 0,8.
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в) Более точный анализ показывает, что звено, отмеченное бук
вой К, в действительности должно иметь коэффициент усиления 
~^а ' где а = 12 и К имеет прежнее значение. Опреде

лить критический коэффициент усиления и предельный фазовый угол 
для этой системы.

Фиг. 4. 38. Структурная схема системы автоматического 
управления самолетом.

4. 6. Сервомеханизм регулирования скорости показан в виде 
структурной схемы на фиг. 4. 39. Обмотка возбуждения генератора 
имеет активное сопротивление Rf и индуктивное сопротивление Lf. 
Обозначим R — активное сопротивление цепи якоря для двигателя

Фиг. 4. 39. Схема сервомеханизма для управления скоростью.

и генератора. Предположим, что нагрузки нет. Кроме того, выходное 
напряжение генератора .определяется выражением

“Г A'lCOo,

где KG ~ напряжение/ток возбуждения.
Выходная скорость и момент, создаваемый двигателем, определяются 

где Кт — момент/ток якоря.
а) Найти передаточную функцию разомкнутой цепи
б) Упростить результат таким образом, чтобы он имел форму, 

аналогичную общей передаточной функции и определить класс 
системы.
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4. 7. Даны два позиционных сервомеханизма с передаточными 
функциями:

для первого сервомеханизма
/<6 (/Cl)) — (уш0>125 ц ■

для второго сервомеханизма
1г,Г, х 16+ /«0,414
К G (/со) /ы (/ш 0,125 + 1) •

Найти для каждого сервомеханизма:
а) Построить структурную схему с определением всех звеньев.
б) Определить относительный коэффициент демпфирования 

и частоты собственных демпфированных и недемпфированных 
колебаний.

в) Построить кривую ошибки в радианах в зависимости от вре
мени в секундах для случая, когда каждый сервомеханизм подвер
гается перемещению в 1 рад.

4. 8. Принципиальная схема системы регулирования напряже
ния дана на фиг. 4. 40

T=-AV~B^.

где А = 10 4 X П*  кгм/в; В = 10 6 X /7, кгм/рад/сек. Момен
том инерции двигателя и его нагрузкой можно пренебречь. Трение

Фиг. 4. 40. Схема системы 
регулирования напряже
ния: e-Ln — нерегулируе
мое входное напряжение 
(среднеквадратичное зна
чение переменного напря

жения):
1 — понизительный транс
форматор 100 • I; еои( — ре
гулируемое выходное напря
жение; 2 — плавно регули
руемый автотрансформатор; 
3 — электродвигатель по
стоянного тока; 4— обмотка 
постоянного возбуждения;
5 — усилитель с коэффици
ентом 100; 6 — выпрямитель 

пик.

двигателя определяется равным F = 10"5 X /7*  кгм1рад1сек. 
Выходная величина регулятора может быть принята равной Уо = 
= (50/л) 0, где угол 0 дан в радианах.

а) Построить структурную схему этой системы, определив пере
даточные функции для каждого блока.

б) Написать дифференциальное уравнение системы, связывающее 
значения е0 и непосредственно по структурной схеме,

*См. конец гл. 1.
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в) Определить регулируемое выходное напряжение в установив
шемся состоянии.

г) Определить постоянную времени этой системы.
4. 9. Структурная схема сервомеханизма изображена на фиг. 4.41. 

Характеристики асимптоматического затухания для Glt G2, G3 даны 
на той же фигуре.

а)

Фиг. 4. 41.
Структурная 

схема сервоме
ханизма и его 
характеристики.

а) Определить относительный коэффициент демпфирования этой 
системы и частоту колебаний.

б) Если г является единичной входной функцией скорости 
10 рад/сек, то как велика ошибка положения в установившемся 
режиме.

4. 10. На фиг. 4. 42 дана амплитудно-фазовая кривая G (/со) для 
системы управления с единичной обратной связью.

Фиг. 4. 42. Амплитудно
фазовая характеристика 
системы управления со 
стопроцентной обратной 

связью.

I С Iа) Построить (/со) для замкнутой системы в зависимости 
от круговой частоты. Определить значения при со = 0, 10, 11, 12 и оо.

б) Определить класс системы.
Св) Построить частотную зависимость фазового угла (/со).



ГЛАВА 5

УСТОЙЧИВОСТЬ

Настоящая глава посвящена исследованию устойчивости систем. 
Возможность неустойчивой работы существует для всех систем 
с обратной связью вследствие самого характера обратной связи. 
Если возникают определенные нежелательные условия, то замкну
тая система становится неустойчивой и она не в'состоянии выполнять 
задачи регулирования. В неустойчивой системе движение непрерывно 
нарастает или она совершает незатухающие колебания, которые 
часто могут привести к повреждению системы. Инженеры должны 
уметь ответить на два важных вопроса. Во-первых, при каких усло
виях система становится неустойчивой и, во-вторых, какие изменения 
конструкции можно осуществить для предотвращения неустойчивости 
и как эти изменения влияют на характеристику замкнутой системы. 
Второй вопрос входит в предмет рассмотрения следующей главы. 
В настоящей главе рассмотрен главным образом первый вопрос. 
К сожалению, ответ на этот вопрос непрост, особенно для многокон
турных систем. Необходимо этому вопросу посвятить целую главу, 
если даже основные исходные условия совершенно просты и были 
неоднократно ранее установлены, например, что система абсолютно 
устойчива тогда и только тогда, когда все корни характеристического 
уравнения находятся в левой половине комплексной плоскости. 
При этом условии все члены в решении, характеризующем собствен
ные движения системы, затухают экспоненциально со временем 
и система работает устойчиво. Это понятие является исходным момен
том для всего рассмотрения устойчивости систем.

5. 1. КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОСТИ РАУСА

Анализ устойчивости, предложенный Раусом, состоит в разра
ботке математического метода определения числа корней алгебраиче
ского уравнения, имеющих положительные действительные части. 
Применение этого метода к характеристическому уравнению системы 
управления позволяет просто проверить абсолютную устойчивость, 
потому что устойчивая система не может иметь ни одного корня 
характеристического уравнения с положительной действительной 
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частью. Критерий устойчивости Рауса дается здесь без доказатель
ства. Читатель, который интересуется этим вопросом, может найти 
обстоятельный ответ в других работах на эту тему. Применение 
этого критерия можно иллюстрировать на следующем примере. 
Примем, что характеристическое уравнение системы определяется 
следующим выражением:

Bnsn + Bn-iS"-1 + Bn-2srt“2 + . . . + Во - 0. (5. 1)

Расположим коэффициенты характеристического уравнения
в первые два ряда, как показано ниже:

Ряд 1 вп ВП—2 ВП-4 . . .
Ряд 2 Вп-. Вп-з Вп-5 • • •

ai ■ а2 С23 . . . (5-2)К ^2 &3 . . .

ci с2 С3 . . .

Другие члены а1У а2, . . blt 
путем перемножения членов двух 
порядке:

Ь2 в любом ряду определяются 
предыдущих рядов в следующем

а2

(5-3)

^3 — ^1^3
С2 — by

Если в первоначальном характеристическом уравнении отсутст
вуют некоторые коэффициенты, то они заменяются нулями.

Для полиномов конечной степени разложение в ряды [см. урав
нение (5. 2)] всегда заканчивается-конечным числом членов; число 
членов в каждом ряду уменьшается при составлении матрицы. 
Все члены одного ряда могут быть умножены или разделены на поло
жительное число без изменения результатов. Это часто упрощает 
процесс вычислений для нахождения коэффициентов последующего 
ряда.

После окончательного составления таблицы руководствуются 
следующим правилом. Число раз изменений знака у членов в первой 
колонка таблицы равняется числу корней с положительной действи
тельной частью. Следовательно, в случае системы с абсолютной 
устойчивостью не может быть каких-либо изменений знака у членов 
в первой колонке.

Рассмотрим числовой пример системы со следующим характери
стическим уравнением

s6 4- 2s4 + s3 + 3s2 + 4s + 5 = 0, (5. 4)
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Таблица коэффициентов вычисляется следующим образом:
1 1 4
2 3 5

—1 3 после умножения на 2
9 5

32 после умножения на 9
5

Проверка первой колонки позволяет установить, что имеет место 
дважды изменение знака от 4-2 к —1 и от —1 к 4-9. Поэтому харак
теристическое уравнение имеет два корня с положительной действи
тельной частью и система не будет устойчивой.

В некоторых случаях член первой колонки в ряду равен нулю, 
в то время как остальные члены ряда конечны. Если процесс состав
ления таблицы продолжить, то следующий ряд становится бесконеч
ным и таблица становится бесполезной. Во избежание этих затруд
нений нулевой член может быть заменен на малую величину е и опе
рация может быть продолжена как обычно. Рассмотрим следующее 
характеристическое уравнение: 

s4 4- 2s3 4- s2 4- 2s 4~ 1 = 0. (5. 5)
Таблица Рауса (после подстановки е вместо нуля) будет выгля-

деть следующим образом:
1
2
1

2
е

11
2
е
2-
1

Когда е приближается к нулю, член 2----- приближается
к большому отрицательному значению, так что знак в первой колонке
будет изменяться дважды, что означает наличие двух корней харак
теристического уравнения с положительной действительной частью. 
Отсюда следует, что система неустойчива. Описанный способ может 
быть использован для иллюстрации абсолютной неустойчивости 
системы, если нуль появляется в любом месте первой колонки таб
лицы Рауса. Аналогично метод Рауса может быть использован для 
иллюстрации абсолютной неустойчивости системы, когда какой-либо 
из членов характеристического уравнения отсутствует или эти 
члены не имеют одинаковых знаков.

Критерий Рауса можно применить к системе любого порядка 
для определения условий, которые должны существовать между 
коэффициентами характеристического уравнения для абсолютно 
устойчивой системы. Например, рассмотрим характеристическое 
уравнение системы третьего порядка, коэффициенты которого имеют 
положительные значения, отличающиеся от нуля,

53s3 4- B2s2 4- Bis 4- Bq = 0. (5. 6)
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Таблица коэффициентов дана ниже
В3 В±
&2 Bq

•^2^1 ---- ^0

в*
Во

Необходимо и достаточно для абсолютной устойчивости системы, 
чтобы

В 2В i В3В0. (5. 7)

Аналогично можно рассмотреть характеристическое уравнение 
системы четвертого порядка

B4s4 + B3s3 + B2s2 + Brs + BQ = 0. (5. 8)

Применение критерия устойчивости Рауса показывает, что эта 
система абсолютно устойчива при условии соблюдения следующего 
соотношения между коэффициентами:

В, (В3В2 - В,В.) - В*В.  > 0. (5. 9)

Исследуем еще один пример абсолютной устойчивости работы 
системы управления с передаточным запаздыванием 1 в цепи прямой 
передачи (фиг. 5. 1).

Передаточную функцию, соответствующую передаточному запаз
дыванию, нетрудно составить. Предположим, что выходная вели
чина звена с передаточным запаздыванием равна входной величине 
с запаздыванием на Т сек. Математически это может быть выражено 
следующим образом:

c0{f) = Cl{t- Т). (5. 10)

Преобразование Лапласа обеих частей последнего выражения 
и использование уравнения

e~siF (s) = J 'f (/ — T) e~st dt = — T)0+
дают

T® = e-r • <«■1
Следовательно, передаточная функция при передаточном запазды

вании будет определяться e~sT , как показано на фиг. 5. 1.

1 Передаточное запаздывание (период задержки) может быть обусловлено мно
гими причинами, например, периодом протекания жидкости через трубу в системах 
химического производства.
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Теперь исследуем абсолютную устойчивость системы на фиг. 5. 1 
через следующие величины: коэффициент усиления прямой цепи /<, 
постоянные времени и т2 и передаточное запаздывание Т. Харак
теристическое уравнение этой системы определяется

1 + I<e~sT
s(l + st1)(1 + ST2) = 0. (5- 12)

Применение критерия Рауса к конечному полиному по s дает 
в первом приближении при малых значениях Т и низкой частоте 

e-sT _ 7Y (5. 13)
Постоянное передаточное 
Запаздывание Т

°)

6)
Фиг. 5. 1. Структурная схема и диаграмма устойчивости 

системы управления с передаточным запаздыванием.

Таким образом, характеристическое уравнение превращается 
W3 + (П + т2) s2 + (1 - КТ) s + К = 0. (5. 14)

Это уравнение третьей степени, так что условие абсолютной 
устойчивости, выраженное через коэффициенты, определяется урав
нением (5. 7). Отсюда, система будет устойчива при соблюдении 
следующего неравенства:

(1 -КТ)(х1 +т2) >^хт2. (5. 15)

Перегруппировка членов в выражении (5. 15) приводит к усло
вию устойчивости

Т1 12
(Т1 + т2)

----- . (5. 16)
1-Г
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Гранина между устойчивостью и неустойчивостью имеет место 
тогда, когда

(5- 17)

Последнее выражение графически показано внизу фиг. 5. 1, где 
значения К нанесены в зависимости от Т при постоянных значениях Tj 
и т/2. Система будет устойчива при любом заданном периоде за
держки 7, когда коэффициент усиления Л находится ниже граничной 
кривой и система будет неустойчивой, когда этот коэффициент К 
лежит выше названной кривой. Чем ближе значение коэффициента К 
к кривой, тем более система имеет тенденцию к неустойчивости при 
любых неблагоприятных изменениях постоянных времени Tj и т2, 
которые могут быть обусловлены температурными колебаниями или 
допусками звеньев. Следует подчеркнуть, что условия устойчивости 
по неравенству (5. 16) зависят от точности приближенного выра
жения (5. 13). Если в разложении экспоненциальной функции взять 
несколько членов ряда и затем применить критерий Рауса, то можно 
получить более точное выражение для условия устойчивости. Срав
нение этого результата с предыдущим показывает, что первое прибли
жение вполне достаточно для получения требуемых результатов.

5. 2. КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОСТИ НАЙКВИСТА

Применение критерия устойчивости Рауса имеет два основных 
недостатка. Во-первых, этот критерий позволяет определять только 
абсолютную устойчивость системы и очень мало дает для определения 
степени устойчивости. Во-вторых, применение критерия Рауса пред
полагает наличие характеристического уравнения в виде полинома. 
Однако это не всегда имеет место, особенно тогда, когда передаточная 
функция цепи дана в виде экспериментальных данных частотной 
характеристики. Для применения критерия Рауса в подобном 
случае необходимо аппроксимировать данные в виде алгебраического 
выражения так, чтобы характеристическое уравнение можно было 
перевести в полином.

Недостатки критерия Рауса устранены в критерии устойчивости 
Найквиста.

Анализ устойчивости по Найквисту основан на графическом 
методе, для чего могут быть использованы экспериментальные 
частотные характеристики или результаты вычислений. Следова
тельно, это позволяет определять устойчивость замкнутой системы 
по данным разомкнутой цепи, т. е. по данным, полученным до замы
кания цепи. Если система стремится к неустойчивости при замыкании 
цепи, то это можно узнать заранее. В действительности устойчивость 
можно проверить с помощью карандаша и бумаги, даже до построе
ния тех или иных звеньев. Кроме того, кривая Найквиста может дать 
сведения о степени устойчивости. В случае неустойчивых систем 
критерий Найквиста показывает, как можно стабилизировать систему 
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при помощи корректирующих контуров и достигнуть требуемой 
характеристики замкнутой системы.

Ввиду того что критерий Найквиста является очень полезным 
каждому инженеру, необходимо ознакомиться с математическим 
обоснованием его, чтобы этот критерий мог быть использован как 
средство расчета. Следующий раздел посвящается поэтому изучению 
математического обоснования критерия Найквиста.

• Две теоремы построения кривой Найквиста. Как правило, пере
даточная функция разомкнутой цепи системы представляет функцию 
комплексного переменного s, где s = о + /ю. Графическое изобра
жение подобной функции более трудно, чем построение графика 
функции действительного переменного. Рассмотрим функцию дейст
вительного переменного х, например, F (х) = х2. Для графического 
построения кривой этой функции можно использовать один лист 
миллиметровой бумаги и нанести значения функции F (х) по оси 
ординат в зависимости от значений х по оси абсцисс (фиг. 5. 2, а). 
Теперь рассмотрим ту же функцию комплексного переменного s, т. е.

F (s) = ь2 = (о + /со)2 - (о2 - d>2) + /2сго).

Эту функцию нельзя изобразить в простых прямоугольных коор
динатах по двум причинам. Во-первых, комплексная переменная 
величина s = о + j зависит от двух независимых величин, о и со. 
Во-вторых, функция F (s) при любом данном значении s является 
комплексным числом, так что она должна быть изображена точкой 
на комплексной плоскости. Для построения кривой этой функции 
необходимо два графика. Первый будет изображать плоскость F (s), 
с действительной осью Re IF (s) ] и мнимой осью Im [F (s)I. Второй 
будет изображать плоскость s с осями о и /со. Любой точке на пло
скости s будет соответствовать точка на плоскости F (s). Например, 
если s = 1 + /2, то

F (s) — s2 -- (1 /2)2 = -3+ 4/.

На фиг. 5. 2, б показано, что точка s = 1 + /2 в плоскости s 
соответствует точке (—3 + /4) на плоскости F (s). Из сказанного 
становится очевидно, что любому данному геометрическому месту 
точек на плоскости s соответствует геометрическое место точек на пло
скости F (s). Следовательно, графическое изображение функции 
комплексного переменного зависит от предполагаемого геометриче
ского места точек на плоскости s. Ввиду того что на плоскости s 
существует бесконечное количество возможных контуров, то может 
показаться, что почти совершенно бесполезно пытаться графически 
изобразить функцию комплексного переменного с целью получить 
некоторые общие результаты. Однако это не совсем так, и некоторые 
очень полезные теоремы построения и обобщения могут быть выве
дены, когда функция F (s) является аналитической. Изучение ана
литических функций входит в математическую теорию функции 
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комплексного переменного и читатель может легко найти соответ
ствующую книгу для подробного изучения этого вопроса 1. Для ана
лиза устойчивости системы достаточно подчеркнуть, что передаточные 
функции всех практически осуществляемых систем управления 
являются аналитическими, так что эта теория функций комплексного 
переменного может быть применена к ним.

Внимание следует обратить в первую очередь на простую теорему 
построения кривых, которая дана здесь без доказательства. Рассмо-

j“

Re [rfS)J
Плоскость Ик

5)

Фиг. 5. 2. Сравнение графиков функций действительного пере
менного с графиками функции комплексного переменного:

а — кривая функции действительного переменного F (х) = х2; 
б — построение функции комплексного переменного F (s) = s2 для 

точки, где s = 1 + /2.

трим случай, когда предполагаемый контур в плоскости s состоит 
из ломаной линии abc, как показано на фиг. 5. 3, которая не проходит 
через особые точки функции F (s), т. е. через точки на плоскости s, 
при которых F (s) = со. Соответствующий контур на плоскости F (s) 
показан ломаной линией а'Ь'с. Благодаря свойству конформного 
отображения угол ср сохраняет свое значение, как по величине, 
так и направлению в плоскости s и плоскости F (s). Если угол ср 
в плоскости s изменяется против часовой стрелки, то угол в плоско
сти F (s) будет иметь ту же величину при движении против часовой 
стрелки. Это свойство конформного отображения можно использо
вать как способ построения передаточных функций разомкнутой 
цепи.

Лаврентьев М. А., Шабот Б. В. Методы теории функции комп
лексного переменного. Физматгиз, 1958. (Прим, перевод.)
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Вторая теорема построения кривой образует основу критерия 
устойчивости Найквиста. Первоначально рассмотрим эту теорему, 
а затем дадим доказательства ее и изложим некоторые возможности 
ее применения. В общем она применима к любому предполагаемому 
замкнутому контуру на плоскости s и определяет расположение

Фиг. 5. 3. Сохранение углов при построении функции 
комплексного переменного.

и направление этого контура относительно нулей и полюсов функ
ции F (s) с соответствующей кривой на плоскости F (s). Нули и полюса 
функции F (s) представляют собой точки на плоскости s, когда зна
чение функции F (s) становится равным нулю или бесконечности. 
Предпслэжим, что кривая на плоскости s соответствует замкнутому

Фиг. 5. 4. Теорема построения диаграммы. Число оборотов 
вектора по часовой стрелке вокруг начала координат функции 
F (s) равно Zr — Рг = 2. Zr — число охваченных нулей; 

Рг — число охваченных полюсов;
а — плоскость s; б — плоскость F (s).

контуру как показано на фиг. 5. 4. Переменная величина s 
начинается в некоторой произвольной точке а на контуре и приоб
ретает последовательное значение кривой Si при обходе по часовой 
стрелке с возвращением к начальной точке. Если область справа 
от контура при обходе по часовой стрелке считать за «внутреннюю 
область», а область слева от контура принимать за «наружную 
область», тогда заштрихованная область будет «окружена» или охва
чена контуром Sx. Теорема преобразования связывает разницу между 
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числом нулей и полюсов функции F (s), которые охвачены кон
туром Sx, и числом оборотов вектора вокруг начала координат на пло
скости F (s). Геометрическое место точек функции F (s), соответст
вующее предполагаемому контуру Sx на плоскости s, начинается 
в точке а, которая соответствует значению F (s) при s = а. Когда 
переменная величина s приобретает последовательные значения 
при обходе контура Sx, комплексное значение функции F (s) изме
няется и на плоскости F (s) получается геометрическое место точек Fx. 
Геометрическое место точек Ех будет замкнуто, когда контур Sx 
замкнут, так как он возвращается к начальной точке а , когда s — а. 
Число оборотов вектора вокруг начала координат по замкнутой 
кривой Fx определяется по угловому вращению радиуса-вектора, 
проведенного из начала координат к кривой F (s) при изменении 
величины s. Если s = а, то этот' радиус-вектор определяется Оа'. 
Когда s приобретает последовательные значения при обходе кон
тура Sx по часовой стрелке,- то конец радиуса-вектора на плоско
сти F (s) перемещается вдоль кривой Fx. Положительный поворот 
вокруг начала координат получается каждый раз, когда радиус- 
вектор повернется на 360° по направлению часовой стрелки; отрица
тельный поворот имеет место тогда, когда этот радиус-вектор пово
рачивается на 360° против часовой стрелки Ч

Следует заметить, что в случае замкнутого контура F (s) радиус- 
вектор должен сделать целое число оборотов при полном обходе 
контура. На фиг. 5. 4, б показано, что начало координат было дважды 
охвачено контуром Fx при обходе по часовой стрелке (т. е. два поло
жительных поворота вектора вокруг начала координат). Теорема 
построения контуров определяет, что общее число оборотов вектора 
вокруг начала координат в плоскости F (s) равно разнице между 
числом нулей и полюсов функции F (s), охваченных контуром Sx 
в плоскости s. Два оборота вектора вокруг начала координат при 
обходе контура Fx на фиг. 5. 4, б вытекает из того факта, что контур S 
на фиг. 5. 4, а охватывает шесть нулей и четыре полюса. Если N 
означает число оборотов вектора вокруг начала координат в пло
скости F (s), то отсюда следует, что

N = Zr - Рг, (5. 18)

где Zr — общее число нулей F (s), охваченных предполагаемым 
контуром на плоскости s, включая порядок кратности;

Рг — общее число полюсов F (s), охваченных предполагаемым 
контуром на плоскости s, включая порядок кратности.

Повторим, что охваченным нулем или полюсом в плоскости s 
является тот, который лежит в области справа от контура на этой

1 В литературе о системах управления с обратной связью это вращение век
торов определяется противоположно обычному математическому определению, когда 
вращение против часовой стрелки принимается за положительное. Это определение 
произвольно и не оказывает влияния на применение теоремы построения кривых, 
а также на их использование.
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плоскости при обходе по часовой стрелке. Число оборотов вектора 
вокруг начала координат в плоскости F (s) определяется подсчетом 
оборотов радиуса-вектора на 360° (по часовой стрелке — положи
тельно и против часовой стрелки — отрицательно) вокруг начала 
координат, когда его конец перемещается по кривой на плоско
сти F (s) и когда функция F (s) приобретает последовательные зна
чения s при обходе контура на плоскости s по часовой стрелке.

Фиг. 5. 5. Примеры построения функции F ($): 

а — число оборотов вектора вокруг начала координат равняется Zr — Р г = 0 = б — 
число оборотов вектора вокруг начала координат Zr — Р r — — I = N; в — число оборотов 
вектора вокруг начала координат Zг — Рг = I = N; г — число оборотов BeKTopa Zf — Рг = 

= 0 = W; д — число оборотов вектора Zf — Pf = 2 = N.

Рассмотрим кривые на фиг. 5. 4, как пример применения урав
нения (5. 18).

Контур на плоскости F (s) дважды охватывает начало коор
динат при обходе по часовой стрелке. Отсюда следует, что контур 
охватывает на два нуля больше количества полюсов F (s), т. е. 
Zr ~ Рг = 2. Ничего нельзя сказать относительно особых значе
ний Zr и Рг\ известна только их разница. Точные формы контуров Sx 
и Fх также не имеют существенного значения для полученного резуль
тата, потому что рассматриваются только числа оборотов вектора 
и охват полюсов и нулей. На фиг. 5. 5 показаны некоторые другие 
примеры контуров в плоскости F (s), построенных соответственно 
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контурам на плоскости s. Предполагается, Ито кривая F (s) изменяет 
свои значения по направлению стрелки, когда величина s приобретает 
значение при обходе по контуру в плоскости s. В каждом случае 
вычисляется число оборотов вектора вокруг начала координат и это 
значение позволяет нам определить разницу между числом нулей 
и полюсов, охваченных контуром в плоскости s, если даже мы точно 
не знаем, как этот контур выглядит. Число оборотов вектора вокруг 
начала координат на фиг. 5. 5, а — в становится очевидно без даль
нейшего обсуждения. Не вполне очевидно определяется число 
оборотов вектора на фиг. 5. 5, г, д. Рассмотрим более подробно 
фиг. 5. 5, г. Будем исходить из того, что контур в плоскости F (s) 
отображается, начиная с точки а , при перемещении по направлению 
стрелки a'b'с d'е'f'g'с а . В нижеследующей таблице приведены 
общие значения углов (в градусах}, когда радиус-вектор из начала 
координат к данной кривой поворачивается (положительно — по 
часовой стрелке, отрицательно — против часовой стрелки) при обходе 
отмеченной части кривой F (s).

Следовательно, число оборотов вектора вокруг начала координат 
при обходе кривой F (s) равняется нулю, т. е. Zr — Рг = 0 для чисел 
нулей и полюсов, охваченных контуром в плоскости s:

a'b' : 180°
а'Ь'с' : 270° 

a'b'c'd' : 270° 
a'b'c'd'e' : 180°

a'b'c'd'e'f' : 90°
a'b'с'd'е'f'g' : 0°

a b'с d'е'f'g'd' : —90° 
a b'c d'ef'g' d'c : —90° 

a b'c d'e'f'g'd'ca : 0°

Аналогичная таблица составлена для кривой G (s) на фиг. 5. 5, д. 
Эта кривая одинакова с предыдущей кривой, за исключением того, 
что начало координат смещено.

а'Ь' : 180° 
а'Ь'с' : 270° 

a'b'c'd' : 360° 
a b'c'd'e' : 450° 

a'b'c'd'e'f' : 450° 
a'b'c'd'e'f'e' : 450° 

a'b'c'd'e'f'eg' : 540° 
a b'c d'e f'e g c' : 630° 

a b'c d'e f'e g'c'a : 720°

- 360° + 90°

- 450° + 90°
- 540° + 90°
- 630° + 90°

Следовательно, в этом случае получается два оборота вектора 
по часовой стрелке, т. е. 720° = 2 х 360°. Отсюда, разница охва
ченных нулей и полюсов в плоскости s равняется Zr — Рг = 2.

До изучения порядка применения теоремы построения контура 
как критерия устойчивости попытаемся дать доказательства этой 
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теоремы, что позволит дополнительно осветить возможности ее 
применения.

Доказательства теоремы построения контуров. Попробуем дать 
доказательства теоремы на основании некоторых простых примеров, 
а затем распространим полученные результаты на, более общие случаи.

а)

6)

В)

Фиг. 5. 6. Построение функции F (s) — (s — sa)®: 

а — построение функции F (s) = s — sa, где s = sa + Qe^; 6 — no* 
строение функции F (s) = (s — sQ); где s = sa + Qe^; в — построе

ние функции F (s) = (s — sa)Q, где s « Q (s) e/0.

Предположим, что функция F (s) представляет собой полином с одним 
нулем в точке s = sa, т. е. функция F (s) дается выражением F (s) = 
= s — sa. Требуется построить кривую функции F (s) для всех 
значений s при обходе по контуру окружности с радиусом q и центром 
в точке sa (фиг. 5. 6, а). Переменная величина s определяется равен
ством s = sa + где 0 представляет угол, который изменяется 
на 2л рад при обходе по часовой стрелке контура, начиная с точки а.
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Нуль функции F (s) при s = sa очевидно будет охвачен контуром 
в плоскости s. Соответствующий контур на плоскости F (s) опреде
ляется подстановкой s = sa 4- де^ в уравнение функции F (s). 
Следовательно, контур F (s) определяется выражением F (s) = s — 
sa = де^. Изучение этого выражения показывает, что оно пред
ставляет уравнение окружности с радиусом q вокруг начала коор
динат в плоскости F (s). Когда угол 0 изменяется на 2л рад при обходе 
по часовой стрелке, то контур F (s) будет охватывать начало коор
динат 1 раз при обходе по часовой стрелке. Следовательно, равен
ство (5. 18) подтверждается для этого простого примера. Заметим, 
что 0=0° определяется по вертикали.

Если предполагаемый полином для функции F (s) имеет Q кратное 
значение нулей в точке sai то ее уравнение будет определяться выра
жением F (s) = (s — sJQ. Для того же контура окружности в плоско
сти s соответствующий контур F (s) будет определяться уравне
нием F (s) = g^e^Q. Очевидно, это уравнение окружности с радиу
сом которая охватывает начало координат Q раз при обходе 
по часовой стрелке, когда угол 0 изменяется на 2л рад по направле
нию часовой стрелки. Следовательно, теорема преобразования рас
пространена на случай нескольких нулей путем простого рассмотре
ния нескольких нулей, как Q нулей, расположенных в одной точке.

Теперь рассмотрим построение функции F (s) = (s — sa)<? при 
любом замкнутом контуре, не совпадающем с окружностью, в пло
скости s, который заключает в себе точку sa, как показано 
на фиг. 5. 6, в. Величину s для этого контура можно выразить урав
нением s = sa + q (s)e/0, где q (s) равняется теперь переменному 
расстоянию от точки s{3 до контура. Это расстояние q (s) изменяется 
при обходе по контуру. Угол 0 опять изменяется на 2л рад. Подста
новка этого уравнения в выражение для функции F (s) дает оконча
тельный контур в плоскости F (s), а именно F (s) = (s)e'QQ. 
Изучение полученного результата показывает, что кривая F (s) 
вновь охватывает начало координат Q раз при обходе по часовой 
стрелке, когда угол 0 изменяется на 2л рад по часовой стрелке. 
Можно сделать следующий вывод для предыдущего примера. Если 
любой замкнутый контур в плоскости s охватывает точку s = sai 
то соответствующая кривая функции F (s) = (s — sa)Q в плоско
сти F (s) охватывает начало координат Q раз при обходе по направле
нию часовой стрелки. Поэтому все замкнутые контуры в плоскости s, 
которые охватывают нуль при s = sa, дают одинаковый результат, 
как и простая окружность на фиг. 5. 6, а.

Нетрудно обнаружить, что кривая функции F (s) = (s — sfl)Q 
не будет охватывать начало координат, если предположить, что 
замкнутый контур в плоскости s не охватывает нуль при s = sa. 
Рассмотрим случай, показанный на фиг. 5. 7. Здесь опять величину s 
можно выразить уравнением s = sa + о (s)e^. Но на этот раз угол 0 
не изменяется на 2л рад при обходе контура. Следовательно, кривая 
в плоскости F (s), определяемая уравнением F (s) = (s)e/Q0, не будет
охватывать начало координат, так как угол 0 не изменяется на 2л рад. 
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перечерчен контур

Фиг. 5. 7. Построение 
контура в плоскости s, 
который не охватывает 

точку s — sa.

Этот факт, что все замкнутые контуры на плоскости s, которые 
охватывают нуль при s = sa, создают одинаковое число оборотов 
вектора вокруг начала координат в плоскости F (s), как и контур 
окружности, может быть проверен еще другим способом на основании 
результатов, описанных в предыдущем параграфе. На фиг. 5. 8, а 
показан контур на плоскости s, который состоит из нескольких частей: 
произвольный путь Sx по часовой стрелке, отрезки прямой АВ и CD 
и окружность против часовой стрелки S’. Если функцию F (s) = 
= (s — sa)Q построить для всего этого пути, то число оборотов век
тора вокруг начала координат в плоскости F (s), должно равняться 
нулю, так как контур в плоскости s не охватывает нуль F (s) (см. 
заштрихованную площадь). На фиг. 5. 8 
фиг. 5. 8, а таким образом, что отрезки пря
мых АВ и CD совпадают. При таком контуре 
в плоскости s число оборотов вектора вокруг 
начала координат для кривой плоскости F (s) 
все еще равняется нулю. Иными словами 
это означает, что

WSi+2V , = 0,
2

где Nst — число оборотов вектора вокруг 
начала координат в плоскости F(s), 
обусловленное контуром Sf,

Ns' — число оборотов вектора вокруг 
начала координат в плоскости 
F(s), обусловленное контуром S'.

Путь S' представляет окружность при прохождении против часо
вой стрелки. Подстановка значений этого геометрического места 
для S в выражении F (s) = (s — sa)Q приводит к тому, что число 
оборотов вектора, обусловленное контуром S', равно — Q, где знак 
«минус» означает вращение вектора вокруг начала координат против 
часовой стрелки. Подстановка этого значения в предыдущее уравне
ние приводит к следующему результату:

NSi + (-Q) = 0.

Из этого равенства нетрудно получить ранее выведенный резуль
тат для любого произвольного замкнутого контура S1( а именно 
Ns, = Q.

Изложенный выше анализ может быть в равной степени применен 
к простому полиному, обладающему полюсом Л4-го порядка в точке 
s = sx, т. е.

F (s) = (s —

Вследствие отрицательного знака у показателя степени можно 
заключить, что при любом замкнутом контуре, который охватывает 
полюс при s = sx (вращение по часовой стрелке), соответствующий
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контур в плоскости F (s) охватывает начало координат М раз при 
вращении против часовой стрелки, противоположном направлению 
вращения вектора вокруг нуля. Таким образом, теорема построения 
контура расширена с включением многих полюсов благодаря простому 
способу, когда кратные полюсы рассматриваются как М полюсов, 
расположенных в одной точке. Таким образом, можно видеть, что все 
замкнутые контуры в плоскости s, которые охватывают точку s = sb 
дают одинаковый результат, как и простая окружность.

в)
Фиг. 5. 8. Проверка возможности сведения любого 
замкнутого контура в плоскости s к экв* валентной 

окружности на основании теоремы построения:
а _ дг = 0; б — N + N / = 0; в — TV-, = NQ *• S2-cpa- 

S1 S2 51 S2

щение по часовой стрелке; Sg—вращение против часовой стрелки.

Теперь попытаемся обобщить предыдущие результаты при рас
смотрении функции F (s) с несколькими полюсами и нулями. Рас
смотрим несколько полюсов и нулей, считая их как простые особен
ности, повторенные несколько раз, что равноценно их кратности. 
Отсюда можно предположить следующее выражение для функции:

F(s).= К (s — sa) (s — sb) , ■ ■ 
(S—S1)(S —s2) . . . (5. 19)

Нули и полюса расположены в плоскости s. как показано 
на фиг. 5. 9, а. Рассмотрим контур SJ, который заключает в себе 
несколько полюсов и нулей функции F (s). На фиг. 5. 9. в дан путь S' 
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в плоскости s, который состоит из контура S" и нескольких отрезков 
прямых и окружностей, которые обходятся против часовой стрелки.

Контур S' не заключает в себе каких-либо нулей и полюсов 
функции F (s). Поэтому общее число оборотов вектора вокруг начала 
координат в плоскости F (s), соответствующее контуру S', равно 
нулю. Отсюда следует, что число оборотов вектора вокруг начала

Фиг. 5. 9. Графическое построение по теореме Найквиста: 
а — первоначальный контур плоскости s; б — контур Sg = контур S | + пути 
перемещения по окружности навстречу часовой стрелки плюс соединительные

линии; в — контур Sg-

координат в плоскости F (s), обусловленное контуром S', равно 
числу оборотов вектора вокруг начала координат в плоскости F (s), 
обусловленное контуром S'; контур S' начерчен на фиг. 5. 9, в. 
Рассмотрим более подробно контур S'. Он состоит из нескольких 
небольших окружностей (вращение против часовой стрелки), соеди
ненных прямолинейными отрезками, которые проходятся дважды 
в противоположных направлениях. Небольшие окружности могут 
быть уменьшены, и их радиус может быть доведен до любого малого 
значения, так что с изменением величины s при прохождении любой 
из этих окружностей все множители, содержащиеся в функции F (s)
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по уравнению (5. 19), сохраняют в основном постоянное значение, 
кроме одного множителя, который содержит нуль или полюс функ
ции F (s) в центре рассматриваемой окружности. Например, при изме
нениях s по окружности 1 функция F (s) будет выражаться

F (s) = const (s — sa). (5. 20)

Аналогично при изменениях s по окружности 2 функция F (s) 
определяется выражением

F (s) = const —""s—. (5. 21)

Следовательно, теорема конформного отображения, которая была 
рассмотрена для случая функции с одним нулем или полюсом, может 
быть применена независимо к любому из контуров в виде небольшой 
окружности. Число оборотов вектора вследствие прохождения 
контура определяется суммой чисел оборотов векторов, вычислен
ных для каждой малой окружности в отдельности. Очевидно, окруж
ность 1 обусловливает вращение по часовой стрелке вокруг начала 
координат в плоскости F (s), в то время как окружность 2 связана 
с вращением против часовой стрелки. Распространяя эти результаты 
на окружности с охватом других полюсов и нулей функции F (s), 
можно прийти к общему утверждению теоремы конформного отобра
жения, что общее число оборотов вектора вокруг начала координат 
в плоскости F (s) равно N = Zr— Рг, где Zr равно общему числу 
нулей, охваченных контуром и Рг равно общему числу полюсов, 
охваченных тем же контуром SJ.

Применение теоремы конформного отображения к системам 
управления. Контур Найквиста. Исходя из предыдущей теоремы 
построения контуров, нетрудно применить ее в качестве критерия 
устойчивости. Для определения абсолютной устойчивости системы 
необходимо проверить наличие любых корней характеристического 
уравнения в правой полуплоскости s. В случае абсолютной' устой
чивости выражение F (s) = 1 + #G (s) не должно иметь ни одного 
нуля в правой полуплоскости s; нули должны иметь значения s, 
при которых 1 + HG (s) == 0. Предположим, это функция F (s) = 
= 1 + HG (s) не имеет полюсов в правой полуплоскости s. Рас
смотрим влияние полюсов в правой полуплоскости, но временно 
предположим, что их нет. Следовательно, если рассматривать контур 
в плоскости s, который заключает в себе всю правую полуплоскость s, 
то отсюда следует, что Рг = 0 и общее число оборотов вектора вокруг 
начала координат для функции F (s) = 1 + HG (s) равно числу 
нулей функции [1 + HG (s)] в правой полуплоскости s. Для системы 
с абсолютной устойчивостью кривая функции F (s) = 1 + HG (s) 
не может охватывать начало координат. Как показано на фиг. 5. 10, 
кривая функции \-\-HG(s) представляет собой попросту кривую 
функции HG(s) с началом координат, смещенным в точку (—1,0). 
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Следовательно, проверка числа оборотов вектора вокруг начала 
координат для функции 1 4- HG (s) равноценна проверке охвата 
точки (—1,0) для функции HG (s). Иными словами, можно проверять 
устойчивость замкнутой цепи системы путем рассмотрения числа 
оборотов векторов вокруг точки (—1,0) для передаточной функ
ции HG (s) разомкнутой цепи. Если точка (—1,0) не была охвачена, 
то система устойчива.

На фиг. 5. 11 показан контур в плоскости s, который содержит 
всю правую половину комплексной плоскости. Он состоит из всей 
мнимой оси / со от со = —со до со = 4-00 плюс полуокружность с бес

lm [Hs)J

Фиг. 5. 10. Получение графика 
1 4~ HG (s) по графику HG (s).

Фиг. 5. 11. Годограф вектора, 
охватывающий всю правую 

полуплоскость s.

конечным радиусом. Этот контур назван контуром Найквиста. 
Построение функции HG (s) для этого контура не составляет труда. 
Часть, соответствующая отрезку О А, получается в предположении 
s = /со. Таким образом, для этой части необходимо построить HG (s) 
при (о от 0 до со. Отсюда очевидна частотная характеристика для 
разомкнутой цепи. Часть характеристики, соответствующая беско
нечной полуокружности, определяется в предположении s = 
= lim 7?е'8, когда угол 0 изменяется от 4-л/2 до —л/2 рад, 

R -> оо
Обычно эту часть контура в плоскости s строят в виде одной точки 
в начале координат на плоскости F (s) так, что она не создает особой 
трудности. В следующем разделе будет дано несколько примеров. 
Часть характеристики, соответствующая отрезку СО, получается 
в предположении s = —/со, когда со изменяется от бесконечности 
До нуля. Следует заметить, что HG (—/со) = ЯС*  (/со), т. е. кри
вая HG (—/со) является комплексно сопряженной кривой HG
При графическом изображении это означает, что кривая HG (—/го) 
представляет зеркальное изображение относительно действительной 
оси кривой HG (/со) и, таким образом, первая кривая становится 
известной, когда известна последняя.

Рассмотрим предварительно принятое предположение, что функ
ция 1 4- HG (s) не должна иметь каких-либо полюсов в правой поло-
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вине комплексной плоскости. Если функция 1 + HG (s) имеет полюса 
в праворй полуплоскости, то применение теоремы построения контура 
Найквиста позволяет получить сведения только о разнице между 
числами полюсов и нулей в правой полуплоскости s, т. е. вели
чину Zr — Рг, где индекс г означает правую полуплоскость. Если 
Zr = Рг, то функция HG (s) охватывает нуль в точке (—1,0), если 
даже Zr имеет конечное значение. Следовательно, можно прийти 
к ошибочному выводу, что эта система устойчива при замкнутой 
цепи. Критерий устойчивости по охвату нуля в точке (—1,0) может 
быть применен непосредственно только тогда, когда предварительно 
проверено, что нет Рг = 0. Иными словами, необходимо проверить, 
что функция 1 + ЯО (s) имеет полюса в правой полуплоскости s, 
прежде чем применить теорему построения контуров для определения 
устойчивости. Следует заметить, что определение полюсов функ
ции 1 + Яб (s) в правой полуплоскости сравнительно нетрудно 
и в большинстве случаев Рг = 0. Попытаемся физически интепре- 
тировать отсутствие полюсов функции 1 + Яб (s) в правой 
полуплоскости s. Напишем функцию HG (s) как отношение двух 
полиномов Р (s) и Q (s). Отсюда

F(s) = 1 + HG (s) = 1 + (5.22)

где
«G(s) = 4(S)_4g(. (5.23)

Из уравнения (5. 22) вытекает, что полюсы функции F (s) встре
чаются при таких значениях s, при которых Q (s) = 0. В уравне
нии (5. 23) функция HG (s) выражена через сигнал рассогласо
вания Е (s) и первичный сигнал обратной связи В (s) для разомкнутой 
системы. Отсюда получаем для разомкнутой системы

Q (s) В (s) = Е (s) Р (s). (5. 24)

Если сигнал рассогласования Е (s) сделать равным нулю, то урав
нение (5. 24) превращается в характеристическое уравнение разом
кнутой системы, а именно Q(s) = 0. Когда разомкнутая система 
является абсолютно устойчивой, тогда ее характеристическое уравне
ние не будет иметь корней в правой комплексной полуплоскости, 
т. е. в правой полуплоскости s не будет точек, при которых Q (s) = 0. 
Если это справедливо, то отсюда следует, что функция 1 + HG ($) = 
= 1 + Р (s)/Q (s) не будет иметь полюсов в правой полуплос
кости S.

Следовательно, мы пришли к выводу, что в случае устойчивости 
системы при разомкнутой цепи функция 1 + HG (s) для замкнутой 
системы не будет иметь полюсов в правой полуплоскости s. Критерий 
устойчивости Найквиста может быть применен в подобных слу
чаях, зная, что Рг = 0. Конечно, если система неустойчива, когда 
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становится затруднительным, так как

Фиг. 5. 12. Метод определения областей, охва
ченных контуром HG (s) на отрицательной дей

ствительной оси.

цепь разомкнута, то критерий Найквиста может быть еще применен, 
но необходимо принять во внимание значение Рг. Существует много 
случаев, когда система неустойчива в разомкнутом состоянии и ста
новится устойчивой, когда первичная цепь обратной связи замкнута. 
Здесь необходима особая осторожность при применении критерия 
устойчивости Найквиста. Критерий Рауса может быть применен 
к полиному Q (s) для определения числа корней в правой полупло
скости. В этом случае число изменений знака у членов первой колонки 
таблицы Рауса для функции Q (s) равно значению Рг.

Определение числа оборотов вектора вокруг точки (—1,0) при 
построении кривой HG (s) 
кривая имеет сложную 
форму. Рассмотрим напри
мер, кривую HG (s), по
строенную на фиг. 5. 12. 
Попытаемся определить, 
будет ли точка 
охвачена, 
положена 
ками A'Q', Q'Q" и Q"O. 
Для подсчета числа оборо
тов радиуса-вектора, как 
было изложено раньше, 
возможно определить зо
ны, где точка (—1,0) может 
быть охвачена по следую
щему способу, известному 
под названием «Правила 
заштрихованной площади». 
Начнем с любой точки

если
между

(-1,0)
она рас- 

точ-

контура HG (s) и будем заштриховывать площадь справа от кривой 
при прохождении кривой по направлению стрелки, т. е. по направле
нию возрастания частоты. Это сделано на фиг. 5. 12. Можно видеть, 
что части отрицательной действительной оси, которые лежат между 
точками Q'Q", совпадают с заштрихованной площадью. Правило 
заштрихованной площади утверждает, что кривая не будет окружать 
точку (—1,0), когда она лежит в незаштрихованной области (т. е. 
в интервале Q'Q") и, следовательно, замкнутая система будет устой
чива. Если точка (—1,0) находится на заштрихованной площади, 
то она будет окружена кривой и система окажется неустойчивой. 
Объяснение правила заштрихованной площади показано на фиг. 5.13. 
Предположим, что радиус-вектор Oct' вращается по часовой стрелке 
и заштриховывает всю площадь, которую он описывает. Как видно 
на фиг. 5. 13, а радиус-вектор Оа' был повернут по часовой стрелке 
из положения Оа' в положение Ob'. Когда радиус-вектор вращается 
против часовой стрелки, то предполагается, что он «стирает» штри
ховку площади, которую он описывает. Это иллюстрируется 
фиг. 5. 13, б, где радиус-вектор был повернут в положение Ос .
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Когда конец радиуса-вектора описывает контур несколько раз, 
то можно будет видеть, что оставшаяся заштрихованная площадь 
будет определяться площадью, которая лежит вправо от контура при 
прохождении по направлению стрелки (см. фиг. 5. 13, в). Нетрудно 
обнаружить, что любая точка должна лежать внутри заштрихованной 
площади, если она окружена контуром, потому что радиус-вектор 
из этой точки к контуру сделает по крайней мере один полный 
оборот по часовой стрелке при описании контура.

Фиг. 5. 13. Диаграммы для иллюстрации правила построения 
заштрихованной площади при определении областей корней: 

а — линию Оа поворачивают до положения Ob'", б — линию Оа' пово
рачивают до положения Ос'\ в — заштрихованная площадь после окон

чательного определения всего контура.

В следующем разделе будет иллюстрирована полезность правила 
заштрихованной площади для определения зон устойчивости около 
точки (—1,0). Для инженера, разрабатывающего системы управления, 
правила заштрихованной площади сводятся к применению критерия 
устойчивости Найквиста при простом расчете^ систем класса 3 или 
более низкого класса; этот простой порядок расчета следующий: 
строят частотную характеристику разомкнутой цепи при возрастании 
частоты от (о = 0 до (о = со. Если точка (—1,0) лежит справа от 
контура при его прохождении, то система неустойчива; если точка 
(—1,0) лежит слева от контура, то система устойчива.

5. 3. ПРИМЕНЕНИЕ КРИТЕРИЯ УСТОЙЧИВОСТИ НАЙКВИСТА

Рассмотрим теперь применение критерия устойчивости Найквиста 
к некоторым типичным передаточным функциям разомкнутой цепи. 
Эти примеры предназначены для иллюстрации некоторых общих 
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контуров Найквиста и Для Освещения процесса построения Этих 
контуров.

Пример 5. 1. Система класса 0. Рассмотрим передаточную функ
цию разомкнутой цепи, определяемую выражением

HG (s) = —---- г-. (5. 25)v 7 (1 -Г $П) (1 + ST2) v 7

Полюса этой функции встречаются при s = —1/тг и s = —1/т2, 
которые находятся в левой полуплоскости s. Контур в плоскости s 
построен на фиг. 5. 14, а. Соответствующая кривая для функ-

Фиг. 5. 14. Области устойчивости по критерию Найквиста для систем 
класса 0:

а — контур в плоскости s; б — контур в плоскости F (s) для

HG (S) - (1 + St,) (1 + ST2)■

ции HG (s) изображена на фиг. 5. 14, б. Рассмотрим эту кривую 
и соответственно разные участки контура в плоскости s.
Участок О A: s — ja> при 0 < ® < со. 
Отсюда

и ' (1 +/WTj)(l -t-/(OT2) k '

При особых значениях со имеем:
1. HG (/0) = К.
2. lim HG (/со) = 0 /180°.

(0->оо

При промежуточных значениях со кривая проходит через третий 
и четвертый квадранты, когда любой из линейных множителей 
в знаменателе уравнения (5. 25) создает отставание по фазе, но сдвиг 
по фазе никогда не превышает 90° при увеличении со.

Участок ALС:

s = lim Re^ при Чр < 0 <----
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Абсолютное значение HG (s) определяется выражением

| HG (/=о)| = lim
/?-> оо

_________ к 
(1 4- Rx^) (1 -н

= 0.

Следовательно, полуокружность АВС опять превращается 
в точку 0 в плоскости A (s).

Участок СО: s = —/о) при 0 < со < со.
Эта кривая представляет зеркальное изображение кривой для 

функции HG (/со) и она показана пунктирной линией на фиг. 5. 14, б.
Изучение всего контура Найквиста позволяет обнаружить, что 

точка (—1,0) ни разу не будет охвачена, так что замкнутая система 
будет устойчивой. Увеличение коэффициента /( никогда не может 
сделать систему неустойчивой, но это уменьшит предельный сдвиг 
фазы.

Пример 5. 2. Системы класса 1. Рассмотрим систему, для которой 
передаточная функция разомкнутой цепи дается выражением

,(! + „,) ■ <5-2?>

Полюса этой функции встречаются при s = О и s = — 
Как легко можно видеть, трудности могут возникнуть тогда, когда 
контур в плоскости s на фиг. 5. 14, а использован в качестве крите
рия Найквиста. Эта трудность создается вследствие того, что полюс 
имеет место при s = 0. Если допустить, что s становится равным 
нулю, то функция HG (s) становится бесконечно большой. Для устра
нения возможности, когда кривая функции ЯС (s) проходит через эту 
особую точку, необходимо изменить контур в плоскости s так, 
как показано на фиг. 5. 15, а. Этот контур также заключает в себе 
всю правую полуплоскость s, но устраняет прохождение через 
полюс HG (s) при s = 0 благодаря полуокружности EFA. Полуокруж
ность EFA математически определяется уравнением s = liinRe/,05 

я л /?->0
когда угол 0 изменяется от----- — до + —. Измененный контур3
на плоскости s (фиг. 5. 15, а) не охватывает какого-либо полюса 
функции HG (s), так что эта система устойчива при замкнутой цепи, 
когда охват нуля в точке (—1,0) имеет место в плоскости F (s). 
Конечно, при определении контура Найквиста необходимо принять 
во внимание ограничение в виде полуокружности EFA. Рассмотрим 
более подробно контур Найквиста для выражения (5. 27), который 
изображен на фиг. 5. 15, б.
Участок АВ\ s = /со, где 0 < (о < со. 
Следовательно,

HG (/со) = -г- -, 5'- г • (5. 28)v 7 /со (1 + /(jorJ 4 7

1 Другая возможность изменения контура в плоскости s состоит в том, что неболь
шая окружность поворачивается влево вместо прохождения вправо от точки Е 
к точке А. В этом случае полюс в начале координат будет охвачен контуром в пло
скости s и критерий Найквиста будет требовать соблюдения условия Pr= 1.
256



При особых значениях <в имеем:
1. lim 77G (/ко) = оо/—90° =— Kij — /со. co -> 0
2. lim HG (/со) = 0/180°.

С0-> оо

При промежуточных значениях <о фазовый угол изменяется 
от —90° (что обусловлено членом /со в знаменателе) до —180° (1 + 
+ / йх1 увеличивает максимально дополнительный сдвиг фазы на 90°), 
когда круговая частота оо увеличивается от нуля до бесконечности.

кв плоскости F (s) при HG (s)=-- 77—^----- г I в — контур в плоскости s приs (1 4- sit)
HG _ S (1 + STi) (1 + ST2) ’

Полуокружность BCD\ s = lim 7?ey'0, где-------  < 0 < +~y-.

Здесь опять подстановка в уравнение (5. 27) позволяет обнаружить, 
что большая полуокружность преобразуется в точку 0.
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Участок DE: s = —ja) при 0 < co < co.
Этот участок преобразуется в зеркальное изображение (см. пунк

тирную линию) участка АВ.
Полуокружность EFA: s = lim 7?е/0, где-----< 0 <

я->о 2 2
Подстановка этого значения s в уравнение (5. 27) дает

lim Яб = lim
R 0 R -> 0

к
Rei*  (1 + Rxye^)

= lim —Д- = co е'в, где-----< 0 < -,L . (5. 29)
R->o FeJU

Уравнение (5. 29) представляет собой полуокружность с беско
нечно большим радиусом. В точке Е на плоскости s угол 0 =-----

поэтому фазовый угол функции уравнения (5. 29) равняется . 
Таким образом, точка Е превращается в точку Е'. В точке F на пло
скости s 0 = 0, так что соответствующий фазовый угол функции 
уравнения (5. 29) равен нулю, точка F превращается в точку F'. 
В точке А на плоскости s имеем 0 = , откуда соответствующий

фазовый угол функции уравнения (5. 29) равен-----~ и точка А
превращается в точку А'. Эта часть графика дана пунктиром 
на фиг. 5. 15, б.

Конформное отображение может быть использовано для полу
чения контура E'F'A'. При прослеживании контура на плоскости s 
от D к Е и далее к У7 в точке Е направление изменяется на 90° по часо
вой стрелке. Этот угол должен быть сохранен при отображении 
на плоскости F (s), чтобы при переходе от точки О' к Е' и далее 
к F' направление в точке Е' также изменялось на 90° по часовой 
стрелке. Это определяет направление замыкания полуокружно
сти E’Ff А', без необходимости определять значение HG (s) в точке F, 
как это было сделано в предыдущем параграфе.

Как можно видеть, кривая Найквиста на фиг. 5. 16, б представляет 
замкнутый контур, который не заключает в себе точку (—1,0) 
ни при каких обстоятельствах, и поэтому можно быть уверенным, 
что замкнутая система является, безусловно, устойчивой.

Пример 5. 3. Рассмотрим теперь систему класса 1 со следующей 
передаточной функцией разомкнутой цепи

■ ,(1+4(1+^-- ‘5-30>
HG (s) опять имеет полюс при s = 0 и, следовательно, должен 

быть применен измененный контур в плоскости s на фиг. 5. 15, а. 
Для этого контура нет полюсов в правой полуплоскости s. Разделив 
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контур Найквиста на участки, в дальнейшем будем поступать сле
дующим образом:

участок АВ: s = /со, где О < (о < оо;

HG (/d)) /О) (] -f- /GYVi) (1 + /ЮТ2) (5.31)

При особых значениях со имеем:
1. lim//G (/о)) — со/х—90° — К (тг + т2) — /со.

(о ->0

2. lim HG (/со) = lim------ 0 /-270° .

При промежуточных значениях со фазовый угол изменяется 
от —90° (из-за наличия члена /со в знаменателе) до —270°, так как 
каждый линейный множитель в знаменателе уравнения (5. 31) 
создает максимально общий сдвиг фазы на —90°. Следовательно, 
характеристика будет пересекать отрицательную действительную ось, 
как показано на упомянутой фигуре.

Полуокружность BCD: s = lim ReJ\ где------- < 0 <C +

Подстановка в уравнение (5. 30) вновь позволяет установить, что 
большая полуокружность превращается в точку О'.

Участок DE: s = —/со при 0 < (о < со.
Этот участок дает зеркальное изображение участка АВ (см. пунк

тирную линию).
Полуокружность EFA:

s = lim Re^ при-----~ < 0 < -Ь .
R->Q 2 2

Подстановка этого значения s дает:

lim HG (Л?е/0) = lim —= оо е/0,
/?->о r->o ReJ"

где -------

Нетрудно видеть, что эта окружность бесконечного радиуса, 
которая заключает в себе контур от точки Е до точки А, как показано 
пунктиром на фиг. 5. 15, в. Эта полуокружность должна замыкаться 
вправо, так как в точке Е на плоскости s направление изменяется 
на 90°, что должно быть сохранено в точке Е' на плоскости F(s).

Изучение этого контура Найквиста показывает, что точка (—1,0), 
когда она расположена справа от точки Q, будет охвачена контуром 
и система в замкнутом положении будет неустойчива. С другой 
стороны, когда точка (—1,0) находится слева от точки Q, то она 
не будет охвачена контуром и замкнутая система будет устойчивой. 
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Начнем рассмотрение с устойчивой замкнутой системы и будем 
увеличивать коэффициент усиления /<; тогда контур Найквиста будет 
расширяться и точка Q перемещаться влево. Когда коэффициент 
усиления будет сделан достаточно большим, точка (—1,0) будет 
находиться справа от точки Q и система станет неустойчивой. Когда 
точка Q совпадет с точкой (—1,0), система будет находиться на гра
нице устойчивости. Значение К связано с получением граничной 
устойчивости и может быть вычислено либо по диаграмме Найквиста, 
либо на основании критерия Рауса. Определение коэффициента К 
при граничной устойчивости предоставляется читателю.

Пример 5. 4. Системы класса 2. Определим диаграмму устойчи
вости Найквиста для системы со следующей передаточной функцией 
разомкнутой цепи:

"«(*)=  ,■(./„) ■ (5.32)
HG (s) имеет полюс второго порядка при s = 0, так что для этой 
системы должен быть применен контур в плоскости s на фиг. 5. 15, а. 
Когда s = /со уравнение (5. 32) становится

ЯС (/со) = Л .—г . (5. 33)4 ’ (/ш)-(1 + /WTO v ’

При особых значениях со имеем:

1. lim = со/—180° ;
со-» 0

2. lim HG (ja>) = lim --Д— = 0 /-270°.

Эти точки отмечены буквами Л' и О' на фиг. 5. 16, а\ при проме
жуточных значениях фазовый угол изменяется непрерывно от —180° 
до —270° из-за линейного члена 1 + /(отг в знаменателе уравне
ния (5. 33). При любых значениях s вдоль большой окружности 
(фиг. 5. 15, а) кривая функции HG (s) преобразуется в точку О'. 
При s = —j® получается пунктирный участок О'Е' кривой 
на фиг. 5. 16, а. Когда s приобретает значения вдоль окружности EFA, 
то уравнение (5. 32) превращается в

lim HG (Re’*)  = lim -z - oo e~^, (5. 34)
/?->o r-+o (аИ)2 7

где 0 изменяется от----- -- до +-y-. Уравнение (5. 34) представляет
окружность бесконечного радиуса, которая замыкается по направле
нию часовой стрелки от точки Е' кА'. Эта кривая показана пункти
ром на фиг. 5. 16, а. Тот факт, что эта окружность замыкается по 
направлению часовой стрелки, вытекает из свойства конформного 
отображения; изменение направления на 90° в точке Е на плоско-
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сти s сохраняется в точке £'. Общий поворот участка E'F'A' по направ
лению часовой стрелки составляет 2 X 180° = 350°. При изучении 
фиг. 5. 16, а нетрудно видеть, что точка (—1,0) всегда окружена 
контуром и, таким образом, эта система при разомкнутой цепи будет 
всегда неустойчивой. Эту систему можно стабилизировать только 
одним способом, изменив форму функции HG ($) путем добавления 
дополнительных множителей.

Такой пример будет рассмотрен ниже.
Jm[HG(S)]

5* Устойчивая 
Р областьд’ ^Увеличениеcj

ITF^-FTTT^

Пг/i

Окружность 
бесконечно 
большого, 
радиуса--V

3 /?efWG(s)J

Фиг. 5. 16. Области устойчивости по критерию Найквиста для некоторых 
систем класса 2:

а — контур в плоскости F (s) при

HG (s) = К 
s2 (1+sTx) ’

б — контур в плоскости F (s) при

К (‘ + +STb)
s2 (1 4- STX) (1 + ST2) (1 4- ST8)

Пример 5. 5. Рассмотрим передаточную функцию разомкнутой 
цепи из предыдущего примера с добавлением линейных множителей 
в числителе и знаменателе. Пусть функция HG (s) определяется 
уравнением

HG (s) - _____АГ (1 4~ stq) (1 4~ srb)
s2 (1 sTi) (1 + sr2) (1 4~ st3)

(5.35)

Из этого уравнения следует, что оно сводится к одинаковому 
результату как и в примере 5. 4 при крайне низких и высоких зна
чениях s, т. е. когда s = /со или s изменяется вдоль полуокружности. 
Однако вдоль оси /со обе системы ведут себя совершенно различно 
(см. фиг. 5. 16). Изучение кривой на фиг. 5. 16, б показывает, что 
замкнутая система устойчива, когда точка (—1,0) находится в интер
вале Q'Q". В этом интервале ни одна точка в итоге не охватывается.
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Если точка (—1,0) находится вне интервала Q'Q", то она будет 
охвачена кривой и система в замкнутом состоянии станет неустой
чивой. Отсюда следует, что увеличение или уменьшение коэффи
циента усиления К относительно значения, при котором система 
в замкнутом состоянии устойчива, может вызвать неустойчивость 
системы. Тогда говорят, что система работает в состоянии условной 
устойчивости.

Пример 5. 6. Системы класса 3. Рассмотрим контур Найквиста 
для системы со следующей передаточной функцией разомкнутой цепи:

Фиг. 5. 17. Области устойчивости 
по критерию Найквиста при”

нс ( х К (1 Ч- stq) (1 -h sxb) 
S3(1 + ST1)(1 + ST2) •

HG (s) = tSTfc! • (5-36)v ’ s3 (1 - STj (1 + ST2) v

Эта функция имеет полюс третьего 
порядка в начале координат, так что 
необходимо применить контур в пло
скости s на фиг. 5. 15, а. Когда 
s = /со уравнение (5. 36) будет

(/со) = •' ' (/W)J(1 + /cotJ (1 + /(ОТ2)

(5. 37)
При особых значениях со имеем:

1. lim HG (/со) = lim

2.

Эти особые точки обозначены Д' и О' на фиг. 5. 17. При промежу
точных значениях со фазовый угол кривой изменяется, так как 
каждый линейный множитель в числителе создает максимальное 
опережение на 90° и каждый линейный множитель в знаменателе 
создает запаздывание максимально на 90°. Поэтому характеристика 
пересекает отрицательную действительную ось в двух точках Q' и Q".

Когда s приобретает значения вдоль большой полуокружно
сти BCD, то функция HG (s) сохраняет одно значение, соответствую
щее точке О'. При s = —/со характеристика имеет вид пунктирной 
линии от точки О' до £'. Когда s приобретает значения вдоль малой 
полуокружности EFA, то контур HG (s) будет определяться сле
дующим выражением:

lim HG (7?е/0) = lim = оо е/3°, (5. 38)
/?->о я-»о (/?е/и)

где 0 изменяется от-----гг Д° + -тг» т. е- на 180°. Следовательно,
уравнение (5. 38) представляет три полуокружности бесконечного 
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радиуса с поворотом на 3 (180°) = 540° по направлению часовой 
стрелки от точки Е' и обратно к точке А'. Эта часть кривой показана 
пунктиром на фиг. 5. 17. Изучение всей кривой показывает, что 
система будет устойчива, когда точка (—1,0) лежит между точ
ками Q'Q". Если коэффициент усиления К будет увеличен или 
уменьшен таким образом, что точка (—1,0) будет находиться вне 
этой зоны, то система станет неустойчивой. Следовательно, мы имеем 
другой пример условно устойчивой системы.

Системы, неустойчивые при разомкнутой цепи. Рассмотрим 
теперь примеры систем, когда передаточная функция разомкнутой 
цепи имеет полюса в правой полуплоскости s. Предположим, что 
функция HG (s) определяется следующим уравнением:

. <5-39>

Полюсы HG ($) расположены в точках s = 0 и s = —; последний 
полюс означает, что разомкнутая система неустойчива. Контур 
Найквиста для этой системы, согласно контуру в плоскости s на 
фиг. 5. 15, а построен на фиг. 5. 18, а. Читатель может сам проверить 
детали построения этого контура. При изучении контура можно 
установить, что точка (—1,0) окружена 1 раз. Следовательно, Ns = 
= 1 = Zr— Pr\ Рг известно и равно единице ввиду того, что полюс 
в точке s = ~- охвачен контуром в плоскости s на фиг. 5. 15, а. 
Отсюда следует, что Z2 = 2, т. е. характеристическое уравнение 
замкнутой системы имеет два корня в правой полуплоскости s. 
Совершенно очевидно, что замкнутая система неустойчива. Эти 
результаты могут быть легко подтверждены путем нахождения 
корней характеристического уравнения или' применения критерия 
Рауса. Интересно отметить, что правило заштрихованной площади 
также показывает, что замкнутая система неустойчива, потому что 
точка (—1,0) находится в пределах заштрихованной площади. 
Этот случай служит примером применения правила заштрихованной 
площади для определения устойчивости замкнутой системы. Для 
пояснения сказанного рассмотрим другой пример передаточной 
функции разомкнутой цепи, определяемой уравнением

на («) = . (5.40)

Система с разомкнутой цепью будет неустойчива с полюсом 
при s = —. Контур Найквиста для этой передаточной функции 
показан на фиг. 5. 18, б. Как видно, он представляет окружность, 
значения которой изменяются по направлению против часовой 
стрелки. Если точка (—1,0) находится внутри окружности (т. е. 
К > 1), то она будет охвачена (—1) раз, так что N = —1. Приме
нение формулы N = Z, — Рг показывает, что в случае Zr = 0 
система в замкнутом состоянии б уд ет_ устойчива.
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Если коэффициент усиления /< больше единицы, то мы будем иметь 
случай неустойчивой разомкнутой системы, которая приобретает 
устойчивость при замыкании цепи. Если точка (—1,0) лежит вне 
окружности (т. е. /(< 1), то W = 0 и Zf = 1, так что замкнутая

]m[HGi$)]HG(jO)

RepiG(s)]

HG(j<*>)

У 'C Re[nG(S)]

I

Q)
6)

Л 
£

t

Фиг. 5. 18. Области устойчивости по критерию Найквиста 
для систем, неустойчивых в разомкнутом состоянии:

а — кривая устойчивости по Найквисту при

HG (s) = К 
s 1 4- stO

б — кривая устойчивости по Найквисту при

HG (s) =
К

S (— l-f-STi)

система остается неустойчивой. При изучении фиг. 5. 18 по правилу 
заштрихованной площади подтверждается прежний вывод, что 
система устойчива в замкнутом состоянии, когда точка (—1,0) нахо
дится на заштрихованной площади.

5. 4. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ В ПЛОСКОСТИ $

Теорема построения кривых Найквиста может быть использована 
для других видов кривых в плоскости s, кроме изображенных на 
фиг. 5. 11 и 5. 15, а. Две подобных кривых показаны на фиг. 5. 19. 
Первая из них состоит из прямой, параллельной мнимой оси, и окруж
ности бесконечного радиуса, заключающей в себе всю правую полу
плоскость (—) и часть левой полуплоскости между вертикальной 
линией и мнимой осью. Для прямолинейной части имеем s = —а + 
+ /<о, где а постоянна и со изменяется от —оэ до +оо. Предположим, 
что функция HG (s) построена для этой кривой и что результирующая 
кривая не охватывает точку (—1,0). Если функция HG (s) не имеет 
полюсов, которые были бы охвачены этой кривой в плоскости s, 
то отсюда следует, что характеристическое уравнение замкнутой 
системы не будет иметь нулей, охваченных этой кривой. Следова- 
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тельно, все корми характеристического уравнения замкнутой 
системы будут находиться слева от вертикальной линии. Ввиду 
того что действительные части корней лежат в этом случае слева 
от вертикальной линии, все постоянные времени будут меньше
т. е. все составляющие собственного движения системы будут изме
няться быстрее, чем е“а/. Следовательно, этот тип контура в пло
скости s полезен для определения случая, когда система имеет время

Фиг. 5. 19. Формы кривых в комплексной плоскости s по кри
терию Найквиста:

а — контур с постоянной а; б — контур с постоянным с; в — распо
ложение пар комплексных сопряженных корней на плоскости s.

регулирования меньше заданного значения. К сожалению, этот 
контур не позволяет получить какую-либо информацию об относи
тельном коэффициенте демпфирования системы и возможно, что такая 
система может иметь очень большое перерегулирование переходного 
процесса, если даже время регулирования вполне удовлетворительно. 
На фиг. 5. 19, б показан контур в плоскости s, позволяющий оценить 
относительный коэффициент демпфирования. Радиусы-векторы опре
деляются постоянным углом (3. Вдоль радиуса-вектора s определяется 
следующей формулой:

s = —со tg Р ± /со, (5. 41)
где угол р имеет постоянное значение и со изменяется от нуля до бес
конечности. Если этот контур в плоскости s не заключает в себе 
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полюсов функции HG (s) и если результирующий контур в плоско
сти HG (s) не охватывает точки (—1,0), то отсюда следует, что харак
теристическое уравнение замкнутой системы не будет иметь корней 
внутри заданного контура плоскости s. Значение этого результата 
становится очевидным после определения, что все корни характери
стического уравнения с одинаковым относительным коэффициентом 
депмфирования расположены на радиусах-векторах. Рассмотрим 
пару комплексных сопряженных корней, расположенных в точке s = 
= —± /соп]/1 — £2 (фиг. 5. 19, в). Угол [3, который образует 
радиус-вектор из начала координат к значению данного корня 
с мнимой осью, определяется из равенства

Р = arc tg —(5.42)

При постоянном значении угла (3 будем иметь геометрическое 
место всех корней с одинаковым относительным коэффициентом 
демпфирования £. Когда угол (3 становится малым, то соответствую
щее значение £ также уменьшается. При возвращении к годографу 
в плоскости s на фиг. 5. 19, б можно определить, что если этот контур 
в плоскости s не охватывает корней, то корни характеристического 
уравнения должны иметь относительный коэффициент демпфиро
вания £ больше значения, определяемого равенством (5. 42) при пред
полагаемом значении угла (3 у контура в плоскости s. К сожалению, 
этот контур не позволяет получить сведения о времени регулиро
вания и поэтому не исключена возможность, что система будет иметь 
удовлетворительный коэффициент демпфирования и все же крайне 
большое время регулирования. Это имеет место в случае корней 
характеристического уравнения,. расположенных вблизи начала 
координат, но вне контура на фиг. 5. 19, б. Таким образом, при 
использовании обоих вышеописанных контуров в плоскости s воз
можно исследовать максимальную постоянную времени и минималь
ный относительный коэффициент демпфирования для корней харак
теристического уравнения замкнутой системы на основании переда
точной функции разомкнутой цепи.

ЗАДАЧИ

5. 1. Проверить следующие характеристические уравнения 
на наличие корней, расположенных в правой полуплоскости, на 
основании критерия Рауса:

a) 5s3 + 2s2 4- 12s + 6 = 0; б) 4s3 + 3s2 + 2s + 5 = 0;
в) s5 6s4 3s3 4“ 2s2 4- •$ 4- 1 — 0.
5. 2. Проверить условия устойчивости системы четвертого 

порядка на основании уравнения (5. 9).
5. 3. Построить контур Найквиста и частотные характеристики 

для нижеследующих передаточных функций и определить устой- 
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чивость систем:
a) HG (/со) -- 200

/оз (/со -t- 5) б)
200

/со (/со + 5) (/со +10) ’

В) HG (/со) - 200
(/+)- (/со + 5) г) HG (/со) = 10 (/со 4- 1)

(/со)2

5. 4. Передаточная функция разомкнутой цепи системы управле
ния с обратной связью имеет вид

(1 + 4s)/s2 (1 +$)(!+ 2s).

а) На основании критерия Найквиста определить устойчивость 
замкнутой системы.

б) Определить, пересекает ли амплитудно-фазовая характери
стика разомкнутой системы действительную ось. Определить частоту 
среза, если она имеет место. Если нет, то объяснить причины.

5)

Фиг. 5. 20.
а — структурная схема системы управления; б — логарифми
ческие амплитудно-частотная и фазо-частотная характеристики.

5. 5. Передаточная функция разомкнутой цепи системы управле
ния на фиг. 5. 20, а имеет асимптотическую логарифмическую ампли
тудно-частотную и фазо-частотную характеристики, показанные 
на фиг. 5. 20, б.

а) Определить годограф устойчивости Найквиста для этой системы.
б) Определить, является ли эта система всегда устойчивой или 

всегда неустойчивой или условно устойчивой.
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в) Написать характеристическое уравнение для замкнутой 
системы.

г) Повторить определение по предыдущим пунктам, когда Н (s) = 
= 10.

д) Повторить предыдущие пункты, когда Н (s) = 1 + 4s.
5. 6. Написать простейшую функцию HG (s), которая может 

иметь контур Найквиста, построенный на фиг. 5. 21.

Фиг. 5. 21. Области устойчивости по Найквисту.

/ 
/ 

4

)

5. 7. Дана система управления со структурной схемой на 
фиг. 5. 22.

а) Исследовать устойчивость внутренней замкнутой цепи, пока
зать, что при т0 > хт контур Найквиста для внутренней цепи пере- 

1 1 секает отрицательную действительную ось при частоте соо ~ ——-----
И 3 то 

и что внутренняя цепь неустойчива, когда > 1-

Фиг. 5. 22. Схема системы управления.

б) Построить контур Найквиста для всей замкнутой системы. 
Указать участок (s) на отрицательной действительной оси, где 
может лежать точка (—1,0), чтобы вся система была устойчивой, 
если даже внутренняя цепь системы неустойчива сама по себе.

5. 8. Исследовать устойчивость разомкнутой цепи с передаточ
ными функциями, приведенными в примерах (5. 3)—(5. 5), пред
положив, что контур в плоскости s показан на фиг. 5. 23, причем 
ближайшее окружение около начала координат заключено контуром 
в плоскости s.
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5. 9. Построить контуры Найквиста для следующих передаточ
ных функций разомкнутой цепи, которые содержат задержку вре
мени при прямой передаче, как это показано экспоненциальным

Фиг. 5. 23. Контур в плоскости s.

членом. Исследование следует начинать с устойчивости замкнутой 
цепи системы на основании правила заштрихованной площади.

a) tfG (а) _ ; 6) нС(5) = 7±21_.

5. 10. Система имеет передаточную функцию разомкнутой цепи, 
25описываемую HG (s) = -^2 25) - Построить диаграмму Найкви

ста. Показать предполагаемый контур в плоскости s и обозначить 
участки контура в плоскости HG (ju), соответствующие участкам на 
плоскости s.



ГЛАВА 6

ПРОЕКТИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ. ЧАСТОТНЫЕ МЕТОДЫ
В процессе проектирования систем управления часто необходимо 

ввести в систему корректирующие контуры не только для получения 
абсолютной устойчивости, но, что еще более важно, для удовлетво
рения требований к установившемуся режиму и качеству переход
ного процесса. Обычно характеристики объектов регулирования 
выражаются через параметры, определяющие требуемую выходную 
величину, например, выходную скорость1 и ускорение, если подоб
ные условия заданы заранее. Часто проектировщик системы управле
ния начинает с определенной схемы, передаточная функция которой 
ему мало или вовсе неизвестна. Например, при данных условиях 
необходимо обеспечить требуемый выходной крутящий момент, 
скорость и ускорение амплидина с приводом от двигателя постоян
ного тока. Характеристика объекта управления в подобном случае 
дается в виде передаточной функции неизменных элементов, которая 
может иметь следующий вид:

_________________ К__________________

S(1 + STC)(1 + SXq) (1 + ST^)
(6.1)

Когда подобная система будет замкнута через цепь обратной 
связи, то не исключается возможность, что не только не будут удов
летворены требования о реакции в установившемся и переходном 
процессе, но существует большая вероятность, что система будет 
неустойчивой. Отсюда ясна необходимость включения соответствую
щих корректирующих контуров, которые позволяют удовлетворить 
требованиям об абсолютной устойчивости системы.

На фиг. 6. 1 показана структурная схема системы управления 
с одной цепью обратной связи с неизменными элементами, отделен
ными от корректирующих элементов. Главная задача настоящей 
главы состоит в изложении порядка расчета контуров, благодаря 
чему система приобретает заданные динамические свойства. Метод 
расчета осуществляется полностью в частотной области, причем

1 В настоящей главе всюду под выходной скоростью понимается первая произ
водная выходной регулируемой величины, как-то: перемещения, температуры, 
давления и др.
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опережающие и опере- 
контуры, которые были рассмотрены

R(S) > Е(5) Gc(s) M(s^
С/ (s')

Корректирую Неизменна?
щие устройства устройство

Фиг. 6. 1. Система управления с обратной связью 
и последовательным корректирующим контуром.

основное внимание обращено на электрические корректирующие кон
туры, в особенности на запаздывающие, 
жающе-запаздывающие, 1 
в главе 3. Аналогичные 
корректирующие схемы 
могут быть разработаны 
для пневматических систем 
управления, причем мето
дика расчета остается 
та же. Эти три стандарт
ных корректирующих кон
тура создают существен
ное преимущество, состоящее в возможности осуществления их на 
сопротивлениях и емкостях. Конечно, можно применить другие 
методы расчета, но часто для понимания окончательных переда
точных функций для коррекции необходимо более широкое обосно
вание, чем предполагалось здесь.

6. 1. ОБЩИЙ ПОРЯДОК ПРОЕКТИРОВАНИЯ

Нам уже известно существование связи между частотной харак
теристикой системы и ее соответствующей временной реакцией. 
Это более подробно рассмотрено в разделе 2.1 для системы второго 
порядка. Ввиду сложности математического описания эта связь была 
дана при помощи графиков, так что возможно определить только при
ближенную' связь. Как подчеркивалось раньше, это ограничивает 
возможность применения частотного метода; он ухудшает точное опи
сание характеристики во временной области за счет облегчения ана
лиза и расчета. Конечно, при изучении проблем стабилизации и кор
рекции систем управления при помощи частотных методов, изменение 
поведения системы во временной области более удобно выражать 
через соответствующие параметры, например, предельный угол сдвига 
фазы и критический коэффициент усиления, которые, хотя и опреде
ляются в частотной области, могут быть использованы в качестве 
показателей характеристики во временной области. Зависимость 
между предельными параметрами во временной области для системы 
второго порядка (например, относительный коэффициент демпфиро
вания, который является мерилом максимального перерегулирова
ния) и параметрами в частотной области, например, предельным сдви
гом фаз, сравнительно проста и она показана на фиг. 4. 21. Однако 
эта зависимость более сложна для систем высшего порядка и обычно 
требуется разработать целый ряд расчетных таблиц, чтобы опреде
лить удовлетворительную связь для большинства систем. Для рас
сматриваемых задач изменение реакции переходного процесса систем 
управления достигается через предельный угол сдвига фаз на осно
вании фиг. 4. 21, а также при помощи ширины полосы пропускания 
частот. Этот метод применим даже к системам более высокого порядка, 
чем второй, что оправдывается двумя обстоятельствами. Во-пер
вых, большинство систем высшего порядка ведет себя, как система 
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второго порядка вследствие преобладания пары комплексных сопря
женных корней в решении характеристического уравнения. Во-вто
рых, ввиду того, что практическая связь между частотной характе
ристикой и временной характеристикой является в лучшем случае 
приближенной, расчет должен быть вынужденно приближенным. 
Поэтому задача состоит в проектировании системы, которая после 
осуществления должна работать достаточно хорошо, несмотря на то, 
что заданные условия не были точно соблюдены. Этот последний 
аспект проблемы может быть также легко разрешен путем точной 
регулировки коэффициента усиления усилителя и параметров конту
ров, так что может быть получена приемлемая рабочая система. 
Это вполне целесообразное приближение, особенно учитывая тот 
факт, что даже в случае точной практической связи будет необходима 
окончательная настройка системы вследствие влияния нелинейно
стей, присущих системе.

В результате исследования в чисто частотной области порядок 
расчета, изложенный в настоящей главе по необходимости содержит 
анализ конструкции. В основном это связано с недостатком непосред
ственного изменения корней характеристического уравнения. 
Расчет коррекции путем анализа представляет косвенное прибли
жение к решению задачи получения системы управления с удовлет
ворительным динамическим поведением. Этот способ является кос
венным, потому что требуется определить корректирующую переда
точную функцию, которая может создать требуемый предельный сдвиг 
фаз, а затем анализировать измененную систему для проверки достиг
нутых результатов. Когда результат не получился удовлетворитель
ным, необходимо рассчитать измененную передаточную функцию 
и анализ повторить. Обычно требуется не более двух-трех попыток 
для получения корректирующей передаточной функции, которая 
дает заданный предельный сдвиг фаз; объем требуемых вычислений 
будет сравнительно небольшой при условии, что расчет производится 
по логарифмическим частотным характеристикам. В действитель
ности подобные графики передаточных функций разомкнутых цепей 
и корректирующих контуров являются более наглядными, когда 
необходимо определить постоянные времени этих контуров с целью 
достигнуть необходимой коррекции.

Расчет путем анализа противоположен расчету путем синтеза. 
В первом случае проектировщик изменяет передаточную функцию 
разомкнутой цепи Gc (s) Gf (s) до тех пор, пока наконец не будет 
достигнут момент, когда система ведет себя требуемым образом при 
замыкании цепи. Однако при расчете путем синтеза проектировщик 
определяет форму передаточной функции замкнутой цепи непосред
ственно по заданным условиям. Затем эта работа направлена на опре
деление соответствующей передаточной функции разомкнутой цепи 
и, наконец, требуемого корректирующего контура.

Кроме преимуществ, состоящих в простоте и легкости анализа 
(потому что здесь применяются математические операции, известные 
большинству инженеров), частотные методы расчета обладают неко
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торыми другими заслуживающими внимания свойствами. Один важ
ный момент состоит в том, что предельные параметры, определяющие 
частотную характеристику, наносятся по этому методу непосредст
венно на частотные кривые. Следовательно, для системы класса 1 
коэффициент скорости представляет попросту значение частоты, 
соответствующее точке пересечения начальной линии с наклоном — 
6 дб!октава с осью абсцисс (0 дб\ см. фиг. 4. 24, б). Аналогично можно 
определить коэффициент ускорения (см. фиг. 4. 25). Другая особен
ность частотного метода состоит в том, что он позволяет очень хорошо 
определять ширину полосы частот системы, которая часто содержится 
в спецификации и может быть только приближенно определена дру
гими расчетными методами. Еще одна особенность частотного метода 
связана с тем, что влияние опережающих и запаздывающих контуров 
на ширину полосы частот системы становится совершенно очевид
ным. При простом обозначении коэффициентов Kv и Ка этот метод 
позволяет сравнительно просто рассчитать необходимый коррёкти-' 
рующий контур.

6. 2. ПРИМЕНЕНИЕ НОРМАЛЬНЫХ ОПЕРЕЖАЮЩИХ И ЗАПАЗДЫВАЮЩИХ 
КОРРЕКТИРУЮЩИХ КОНТУРОВ

От выбора соответствующих постоянных времени контуров зави
сит, насколько тот или иной корректирующий контур в системе 
управления с обратной связью будет обеспечивать необходимый пре
дельный угол сдвига фаз.

К сожалению, нет легкой дороги. Если постоянные времени были 
выбраны слишком большими или слишком малыми, то требуемый 
предельный сдвиг фаз не будет достигнут. Диапазон частот, в преде
лах которого запаздывающие и опережающие контуры эффективно 
влияют на создание относительной устойчивости, может быть задан 
лишь ограниченно. Это обстоятельство ясно вытекает из изучения 
логарифмических частотных характеристик запаздывающих и опере
жающих контуров (фиг. 6. 2, а, 6).

Назначение опережающего контура состоит в первую очередь 
в создании достаточного угла опережения фазы, чтобы компенсиро
вать запаздывание по фазе, связанное с определенными'элементами 
системы. На фиг. 6. 2, а показано, что диапазон частот, где это воз
можно осуществить, ограничен областью, лежащей между двумя 
частотами точек сопряжения. Опережающий контур ведет себя ниже 
первой частоты точки сопряжения как простой демпфер с очень незна
чительным опережением по фазе. С другой стороны, за пределами 
второй частоты точки сопряжения этот контур не создает ни затуха
ния, ни сдвига фаз, и, следовательно, оказывает пренебрежимо малое 
влияние.

Следует заметить, что область, в которой создается опережение 
по фазе, является также областью, где логарифмическая амплитудно- 
частотная характеристика изменяет свой наклон. В действительно
сти, этот вывод не означает ничего большего, как подтверждение
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двух важнейших теорем о частотных характеристиках для линейных 
систем. На фиг. 6.2 6 видно, что аналогичное положение существует 
для запаздывающего контура, кроме одного, конечно, что высокие 
и низкие частоты оказывают противоположное влияние.

Из сравнения этих характеристик опережающих и запаздывающих 
контуров вытекает, что методы получения требуемой коррекции 
не могут быть одинаковы в обоих случаях. Например, когда система

Фиг. 6. 2.
а — частотная характеристика для опережающего контура; б — частотная 
характеристика для запаздывающего контура; 1 — фазо-частотная харак

теристика; 2 — кривая асимптотического затухания.

управления имеет плохую динамическую характеристику вследствие 
чрезмерного запаздывания неизменных элементов, тогда примене
ние запаздывающего контура в области, лежащей между двумя часто
тами точек сопряжения (как это имеет место в случае опережающего 
контура), определенно может только ухудшить дело, потому что это 
вводит еще большее запаздывание, как показано на фиг. 6. 2, б, 
и не будет достаточного затухания. Выше было показано, что эта 
область характеристики запаздывающего контура не является бла
гоприятной; благоприятное влияние будет оказывать та часть харак
теристики, которая лежит значительно выше второй точки сопряже
ния и которая характеризуется затуханием и практически отсутствием 
запаздывания по фазе. Важно подчеркнуть, что это свойство затуха
ния запаздывающего контура эффективно только в динамическом 
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состоянии, когда оно и требуется. В установившемся состоянии, 
когда со -> О (или s -> 0 см. теорему о предельных значениях) не 
будет затухания, создаваемого запаздывающим контуром, так чтоего 
параметры, т. е. коэффициент скорости или коэффициент ускорения 
исключается из рассмотрения. В заключение можно поэтому сказать, 
что опережающий контур создает требуемую коррекцию благодаря 
своей фазоопережающей характеристике, в то время как запаздываю
щий контур осуществляет это вследствие своего демпфирующего свой
ства. Отсюда, конечно, следует, что в случае выбора параметров 
запаздывающего контура для исключения затухания в непосредствен
ной близости около точки (—1 + /0) амплитудно-фазовой кривой 
Gf (s), возможность получения требуемой коррекции отпадает.

Для лучшего понимания способа коррекции при помощи опере
жающих и запаздывающих контуров предположим, что они были 
применены в системе управления, у которой неизменные элементы 
обладают следующей передаточной функцией:

Gf (/“) — (! 4-ywTj) (1 +/WT2) ’ (6- 2)

где Kf означает коэффициент усиления, связанный с неизменными 
элементами системы. Чтобы выяснить картину, как эта передаточная 
функция изменяется вследствие введения корректирующих контуров, 
возможно применить амплитудно-фазовую кривую для этой передаточ
ной функции. Амплитудно-фазовая характеристика обладает тем 
преимуществом, что может охватывать весь частотный спектр, начи
ная от очень низких значений частоты, до бесконечно большой час
тоты, причем может быть использован лист бумаги стандартных раз
меров.

Логарифмические частотные характеристики позволяют охватить 
диапазон только от 4 до 5 декад на листе одинакового размера. Иными 
словами, амплитудно-фазовая характеристика дает общий обзор, 
позволяющий сделать обобщение. Конечно, в случае расчета, жела
тельно иметь характеристику в большем масштабе и для этой цели 
применяются частотные характеристики, охватывающие три декады.

Коррекция при помощи опережающего контура. Система класса 1. 
Здесь стоит задача'выбора опережающего контура таким образом, что
бы он обеспечивал заданную частотную характеристику и тем самым 
надлежащее динамическое поведение системы. Последняя определяется 
через соответствующий предельный сдвиг фаз и преобладающую 
постоянную времени. Предположим, что объект регулирования опи
сывается уравнением (6. 2) и что его амплитудно-фазовая характери
стика обозначена Gx на фиг. 6. 3 и 6. 4.

Кривая Gx преднамеренно строится таким образом, чтобы она 
обладала двумя нежелательными свойствами. Во-первых, реакция 
на сигнал команды замедленна. Это вытекает из того факта, что 
здесь имеется очень большой предельный сдвиг фаз. Это можно также 
вывести из того обстоятельства, что максимальная окружность Л4, 
связанная с кривой Gx, совершенно очевидно меньше единицы.
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I

Графики, иллюстрирующие влияниеФиг. 6. 3.
опережающего контура на передаточную функ
цию разомкнутой цепи с коррекцией по уси

лению.

Во-вторых, коэффициент скорости мал. Этот вывод связан с тем 
фактом, что кривая при низких частотах расположена близко 
к мнимой оси.

Для удовлетворения заданных значений коэффициента скорости 
предположим, что необходимо усиление KAKfi где КА > 1 на требуе
мую величину. Измененная передаточная функция разомкнутой цепи 
теперь будет равна G2 (/«) (она показана на фиг. 6. 3 и 6, 4, б). 
Наиболее часто наблюдается, что коэффициент усиления, удовлетво
ряющий условиям установившегося режима, обычно не дает удовлет

ворительной характери
стики переходного процес
са. Кривая G2 на фиг. 6. 3 
отражает это положение 
в виде малого предельного 
сдвига фаз, благодаря чему 
возникают сильные коле
бания и чрезмерное пере
регулирование. По сообра
жениям, которые будут 
изложены ниже, предполо
жим, что коэффициент уси
ления разомкнутой цепи 
дополнительно увеличен 
на множитель а (а больше 
единицы) выше значения, 
требуемого для удовлетво
рения заданного коэф
фициента скорости. На 
фиг. 6. 4, в показана схема 
такой системы, причем 
соответствующая ампли
тудно-фазовая кривая обо
значена G3 (фиг. 6. 3).

Заметим, что эта система абсолютно неустойчива вследствие охвата 
точки (—1 + /0). Причина увеличения коэффициента усиления 
на дополнительный множитель а становится очевидна, когда опере
жающий контур включается в прямую цепь передачи системы G3 (/со) 
для получения G4 (/со), как это показано на фиг. 6. 4, г.

При надлежащем выборе постоянной времени и коэффициента 

затухания опережающего контура возможно тогда удовлетворить 

требования по заданным значениям коэффициента скорости и динами
ческой характеристики. Рассмотрим выражение для G4 (/со), чтобы 
показать как опережающий контур позволяет осуществить заданные 
условия. Итак,

04(/®) = Лла( 1 1 + /сват \ __________Kf____________
а ‘ 1 +/сот / /со (1 -j- /cdtJ (1 +/сот2) (6.3)
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Форма амплитудно-фазовой характеристики С4 легко определяется 
при помощи ранее рассмотренных кривых путем изучения сперва 
формы, которую имеет G4(/co) при условии, когда частота сигнала 
рассогласования со очень высокая, а затем изучается участок низко
частотной кривой и, наконец, участок кривой при промежуточных 
частотах. Конечно, термины «очень высокая» и «очень низкая» частоты

G/f(s) =
C(s)

a)

5)

b)

e)

Фиг. 6. 4. Корректирующий контур с опережением: .
а — некорректированная система; б — корректированная по уси
лению система для получения установившейся характеристики;

— неустойчивая система; г — окончательная корректированная 
система с заданной характеристикой.

являются относительными и должны быть определены в зависимости 
от частот точек сопряжения характеристики выбранного опережаю
щего контура.

Когда частота высокая, передаточная функция опережающего 
контура уменьшается до единицы, так что уравнение (6. 3) будет

(/“) |<о большая = КАа /ш(1 + +/WT2) • 4)

Сравнение последнего выражения с уравнением для G3 (/со) пока
зывает, что они практически идентичны, так что амплитудно-фазовые 
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характеристики почти совпадают при высокой частоте. На нижнем 
конце частотного спектра функция по уравнению (6. 3) сводится к

(/СО) |<о малая = КА (! +/(0Tl) (1 _|_ • (6- 5)

Нетрудно видеть, что последнее выражение равноценно G2 (/<*>).  
Следовательно, амплитудно-фазовая характеристика G4 (/со) при 
низких частотах должна фактически совпадать с амплитудно-фазовой 
характеристикой G2 (/со). Заметим, что опережающий контур ведет 
себя в этой части частотного спектра просто как демпфер с коэффи
циентом 1/а. Теперь становится ясна причина введения дополнитель
ного коэффициента усиления а в функцию G3 (/со). Это устраняет 
затухание, связанное с опережающим контуром. Если этого не сде
лать, то требуемый коэффициент скорости не может быть осуществлен.

Характеристику G4 (/со) в промежуточной части частотного 
спектра лучше всего иллюстрировать путем изменения радиуса- 
вектора до точек на кривой G3 при наличии опережающего контура 
в системе функции G4. Предположим, что сох представляет частоту, 
которая несколько снижается между двумя точками сопряжения, как 
показано на фиг. 6. 2, а. Ввиду того, что опережающий контур вклю
чен последовательно с G3 радиус-вектор 0сох изменяется по величине 
и фазе. На фиг. 6, 2 а показано, что при частоте сох опережающий кон
тур создает опережение на угол срх и некоторое затухание. Это оказы
вает общее влияние на перемещение радиуса-вектора для разомкну
той цепи из положения 0сох в более благоприятное положение OcoJ. 
Путем повторения этого способа для достаточного числа точек можно 
получить амплитудно-фазовую кривую, показанную на фиг. 6. 3. 
Окончательный результат выражается повышением предельного 
сдвига фаз с изменением коэффициента усиления с целью получения 
требуемого коэффициента скорости. Следовательно, наличие опере
жающего контура позволяет удовлетворить оба заданных условия. 
Следует напомнить, что здесь имеет место большое сходство с методом 
улучшения частотной характеристики и переходного процесса путем 
использования демпфирования, пропорционального скорости рассог
ласования'и выходной скорости, что было рассмотрено в главе 1. 
Действительно, эти способы являются одинаковыми. Разница состоит 
в том, что в главе 1 расчет осуществлялся путем рассмотрения времен
ной области, в то время как здесь используется частотный метод. Это 
становится совершенно очевидным из того, что характеристика опере
жения по фазе в частотной области выводится из уравнения, содер
жащего производные по времени. Заметим, что оба способа приближе
ния приводят к одинаковому результату, т. е. введение регулирова
ния по скорости (опережающий контур) позволяет увеличить коэф
фициент усиления разомкнутой цепи, не оказывая вредного влияния 
на характеристику переходного процесса.

При некоторых условиях часто удается получить определенные 
элементы системы управления, которые непосредственно приводят 
к амплитудно-фазовой характеристике, подобной кривой G3 на 
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6. 5. График для иллюстрации влиянияФиг.
коррекции по запаздывапию на передаточную 

функцию разомкнутой цепи.

jm[G(;cj)]

фиг. 6. 3. Введение опережающего контура в подобном случае 
иногда предназначается не только для коррекции, но также для ста
билизации. Поэтому эти схемы иногда относят к стабилизирующим 
контурам.

Коррекция при помощи запаздывающего контура. Система класса Л 
Чтобы иметь основу для сравнения, опять рассмотрим объект регу
лирования, описываемый 
уравнением (6. 2). Для 
удобства амплитудно-фазо
вая характеристика повто
рена на фиг. 6.5 и обо
значена Gx. Как и в слу
чае коррекции при помощи 
опережающего контура 
первый шаг состоит в регу
лировании усиления для 
получения заданной ча
стотной характеристики, 
что в нашем примере озна
чает обеспечение требуе
мого коэффициента ско
рости. Для этого увели
чим усиление на коэффи
циент КА и таким образом 
получим измененную си
стему, которая имеет оди- 
наковуюфункцию G2 (/со), 
как на фиг. 6. 4, б. Амплитудно-фазовая характеристика для этого 
случая также дана на фиг. 6. 5. Введение запаздывающего кон
тура изменяет схему на фиг. 6. 4, б, преобразуя ее в схему 

Фиг. 6. 6. Корректирующий запаздывающий контур.

на фиг. 6. 6. Отсюда выражение для передаточной функции разомк
нутой цепи этой скорректированной системы будет иметь вид

-= • /м(1+/Л)(1+/а>т2)- • 6)

Как раньше подчеркивалось, коррекция при помощи запазды
вающего контура создается в результате способности контура демп*  
фировать колебания в высокочастотной зоне спектра. Прохождение 
кривой G3 на фиг. 6. 5 вблизи точки (—1 + /0) объясняет причину,
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почему характеристика переходного процесса.оказывается неудовлет
ворительной. Если запаздывающий контур должен эффективно улуч
шать эти условия, необходимо так переместить эту часть ампли
тудно-фазовой характеристики, которая лежит вблизи точки (—1 + 
+ /0), чтобы она была расположена далеко справа. Подобное изменение 
влияет на увеличение предельного сдвига фаз, что, в свою очередь, 
означает удовлетворительную динамическую характеристику. 
Нетрудно показать, что опережающий контур может легко выполнять 
эту функцию при условии, что характеристика затухания этого кон
тура бесспорно преобладает в этой части частотного спектра, начиная 
с (о2 (см. также фиг. 6. 2, б), и продолжается до очень больших зна
чений.

Первоначально попытаемся определить характер амплитудно
фазовой кривой G5 (/со) при очень низких и очень высоких частотах. 
При очень низких частотах изменения сигнала рассогласования 
уравнение (6. 6) примет вид

<?5 О) |<о малая = (1 + + м . (6. 7)

Здесь «очень низкая частота» интерпретируется через первую 
частоту точки сопряжения характеристики запаздывающего контура. 
Следовательно, когда со мала по сравнению с -в уравнении (6. 6), 
тогда передаточная функция запаздывающего контура будет равна 
единице во всех практических случаях, так что амплитудно-фазовая 
кривая G6 в основном совпадает с кривой G2. Интересно заметить, что 
в противоположность условиям коррекции посредством опережаю
щего контура здесь не требуется дополнительного увеличения коэф
фициента усиления, чтобы сохранить первоначальную настройку, 
потому что запаздывающий контур не обладает демпфирующим 
свойством в установившемся состоянии. При сравнительно больших 
частотах относительно верхней частоты точки сопряжения характе- 
ристики запаздывающего контура, т. е. при —, уравнение 
(6. 6) сводится к виду

G6 (/®) |ш больш = (1 + дД) (1 + /ЮТ2) • (6.8)

Отсюда следует, что амплитудно-фазовая кривая G5 совпадает 
с кривой Gj при высоких частотах, когда КА и а имеют одинаковый 
порядок величины. Наконец, в частотном спектре между его «нижним» 
и «верхним» концами амплитудно-фазовая кривая G6 должна перейти 
из G2 к Gj. Как сделать этот переход, лучше всего иллюстрировать 
на типичной точке кривой G2, например, точке со2. Запаздывающий 
контур работает на этом радиусе-векторе в двух направлениях, т. е. 
изменяет амплитуду и фазу. Для правильно рассчитанного запазды
вающего контура частота <о2 расположена выше верхней частоты 
точки сопряжения, как показано на фиг, 6, 2, б. Конечно, радиус-
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вектор Оо)2 изменяется и становится значительно меньше, например, 
О со' и одновременно будет иметь место несколько большее запазды
вание, чем у радиуса-вектора Оо)2, т. е. сдвиг на угол <р2. Запаздыва
ние по фазе, создаваемое контуром, выражается только в низкочас
тотной части спектра, где оно обычно может оказывать вредное 
влияние на динамику систем. На фиг. 6. 5 показана низкочастотная 
часть кривой G5, связанная с запаздыванием по фазе. Однако сле
дует отметить, насколько 
удалена характеристика 
от точки (—1 + /0).

Уменыиение установив
шейся ошибки при помощи 
запаздывающего контура. 
Система класса 0. Рассмо
трим систему класса 0 
с неизменными элемен
тами, составная функция 
которой имеет вид

О/(/“) =

Неизменные элементы

C(S)

I
о)

6)
(1 /(OTj) (1 + /сот2)

= Gi №)■ (6.9)

Предположим, что ха
рактеристика переходного 
процесса при замкнутой 
цепи данной системы, как 
показано на фиг. 6. 7 а, 
получается удовлетвори
тельной, но установив
шаяся ошибка слишком 
большая. Приемлемая ха
рактеристика переходного 
процесса для этого случая 
показана на фиг. 6. 8,

в)
Фиг. 6. 7. Применение корректирующего запаз
дывающего контура для уменьшения устано

вившейся ошибки:
а — система, состоящая только из неизменных эле
ментов; б — видоизмененная система для получения 
заданной характеристики в установившемся режиме; 
в — система, видоизмененная с целью получения 
заданной характеристики в установившемся и в пере

ходном режимах.

причем требуется заметить, что кри
вая Gj (/со) является касательной к окружности М = 1,4. Задача 
конструктора состоит в том, чтобы уменьшить установившуюся 
ошибку путем увеличения позиционного коэффициента с сохране
нием в основном реакции в переходном режиме. Как обычно, первый 
шаг решения состоит в увеличении коэффициента усиления. Тогда 
система приобретает вид, показанный па фиг. 6, 7, б и ее амплитудно
фазовая характеристика будет совпадать с кривой G2 (/со) на фиг. 6. 8. 
Следует опять заметить, что соблюдение заданных значений коэффи
циента усиления нарушает характеристику переходного процесса, 
как это выражается тем фактом, что кривая G 2 (/' со) является касатель
ной к окружности М =2. Итак, система на фиг. 6. 7 неудовлетвори
тельна, потому что опа обладает чрезмерным перерегулированием 
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во время переходного процесса. Отсюда вполне очевидно, что 
необходимо устройство, которое будет демпфировать колебания 
в высокочастотной части спектра (т. е. вблизи окружности Л4), 
не создавая затухания в низкочастотной части спектра. Таким уст
ройством может быть запаздывающий контур. Он дает простейшее 
решение задачи коррекции. Окончательная схема системы, удовлет
воряющая всем заданным условиям, показана на фиг. 6. 7, в, а соот
ветствующая амплитудно-фазовая характеристика дана на фиг. 6. 8 
и обозначена G (jсо).

В нескольких местах предыдущих глав подчеркивалось, что 
введение интегрирующего звена в прямую цепь передачи приводит 
к уменьшению ошибки в установившемся состоянии. Действительно

Фиг. 6. 8. Увеличение коэффициента положения в зависимости 
от коррекции запаздывания по фазе.

в случае, когда чисто интегрирующее звено создается посредством 
активного элемента, например серводвигателя, тогда установившаяся 
ошибка может быть даже полностью устранена. Применение запаз
дывающего контура, который является пассивным устройством, 
не позволяет достигнуть полного устранения установившейся ошибки, 
но его можно эффективно использовать для значительного снижения 
ошибки. Эта ограниченная возможность запаздывающего контура 
целиком связана с тем фактом, что он фактически является «неидеаль
ным интегратором», что можно проверить при рассмотрении его пере
даточной функции.

Сравнение, В случаях применения систем класса 1 и класса О 
надлежащая коррекция для достижения требуемых параметров 
может быть осуществлена при помощи запаздывающего или опере
жающего контура. Ввиду того, что каждый из них дает в основном 
одинаковый результат, но несколько отличным способом, небеспо
лезно обобщить эти различия.

1. Опережающий контур создает коррекцию благодаря опере
жающему сдвигу фаз, в то время как запаздывающий контур коррек
тирует благодаря его демпфирующему свойству, которое преобладает 
в высокочастотной части спектра.
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2. Для соблюдения жестких условий установившейся характери
стики оба метода коррекции требует увеличения коэффициента усиле
ния. Но так как затухание создается опережающим контуром в устано
вившемся режиме, это связано со значительно большим увеличением 
коэффициента усиления, чем в случае применения запаздывающего 
контура. Иногда это дополнительное усиление может быть создано 
предварительным усилителем, что означает увеличение количества 
звеньев в системе управления. Когда размеры и вес имеют перво
степенное значение, что часто наблюдается в авиационных устрой
ствах, подобный предварительный усилитель может стать определен
ным недостатком.

3. Ширина полосы частот для системы коррекции посредством 
опережающего контура всегда больше, чем для систем с коррекцией 
при помощи запаздывающего контура. Большая ширина полосы час
тот желательна для снижения времени регулирования. Однако это 
преимущество может быть сведено на нет из-за чувствительности 
к помехам. Чем больше ширина полосы частот, тем легче будет сис
тема реагировать на высокочастотные помехи. В действительности, 
когда система управления находится вблизи устройств с недопусти
мыми вибрациями с частотами, находящимися в полосе частот некор- 
ректированной системы управления, то не остается иного выбора, 
как применить коррекцию при помощи запаздывающего контура.

4. Применение коррекции при помощи запаздывающего контура 
в некоторых случаях может привести к слишком большим значениям 
постоянных времени, даже практически неосуществимым. Этот небла
гоприятный фактор применения запаздывающего контура происходит 
из-за необходимости вводить первую частоту точки сопряжения 
характеристики при достаточно низком значении, чтобы обеспечить 
эффективность затухания в требуемом частотном диапазоне. В подоб
ных условиях необходимо применить коррекцию при помощи опе
режающего или запаздывающе-опережающего контура.

6. 3. ПРОЕКТИРОВАНИЕ СИСТЕМ КЛАССА 2

Сосредоточим свое внимание теперь на проектировании систем 
класса 2, начиная с формулировки задачи. Основанием для этого 
может служить весь материал, изложенный в книге. Нам необходимо 
не только выбрать основную конструкцию системы, но также рассчи
тать соответствующую коррекцию, если она будет необходима. 
Рассмотрим первоначально систему класса 2, потому что требуемый 
вид коррекции очевиден.

Постановка задачи. Требуется рассчитать систему управления 
с обратной связью для режущего инструмента, предназначенного 
для обработки по копиру (см. фиг. 4. 15), причем она должна быть 
в состоянии следить за сигналом команды постоянной скорости в уста
новившемся режиме при отсутствии ошибки запаздывания. Кроме 
того, ошибка по положению в динамическом состоянии не должна 
выходить за приемлемые пределы и потому коэффициент ускорения 
должен равняться минимум 10,
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Характеристика переходного процесса обусловлена предельным 
сдвигом фаз 45° ± 3°, что выбрано с целью удержать максимальное 
перерегулирование около 25%. Кроме того, преобладающая постоян
ная времени, характеризующая реакцию во временной области, 
должна быть меньше 1 сек. Теперь постановка задачи заключается 
только в перечислении заданных условий, которым окончательная 
схема системы должна удовлетворять, чтобы она соответствовала 
своему практическому назначению. Далее, как было объяснено выше, 
вследствие отсутствия простой и точной связи критериев между харак
теристиками во временной и частотной областях, заданные условия 
следует проверить на основании соответствующих предельных зна
чений частотных характеристик.

Основные звенья системы. Изучение этой спецификации, где даны 
характеристики установившегося ■ состояния, обычно позволяют

Напряжение

выяснить класс требуемой системы управления. В рассматриваемом 
случае система должна быть класса 2; это означает, что основная 
схема системы должна включать два идеальных интегрирующих 
звена. Ввиду того, что регулируемая переменная величина опреде
ляет положение, отсюда следует, что необходимо применить два после
довательно соединенные серводвигателя вместе с их усилителями. 
Первый серводвигатель является приемником входного сигнала 
и усилителем мощности для второго серводвигателя. Часто это осу
ществляется путем перемещения ползунка потенциометра или плавно 
регулируемого автотрансформатора. Второй серводвигатель приводит 
в движение нагрузку, в данном случае перемещает режущий инстру
мент. Блок-схема системы управления на первой стадии разработки 
показана на фиг. 6. 9.

Факторы, определяющие размер серводвигателя, зависят от усло
вий применения. Выбор выходного серводвигателя определяется 
величиной нагрузочного момента, а также требуемой максимальной 
скоростью и ускорением. В подобных условиях нередко применяется 
гидропривод. Усилителем мощности тогда является электрогидрав- 
лический привод. Конечно, имеются и другие возможности применить 
сочетание амплидина и двигателя постоянного тока, о чем говори
лось в главе. 3. Но когда требования относительно выходной мощно
сти не являются чрезмерными, то достаточно использовать двухфаз
ный серводвигатель, наряду с соответствующим электронным уси
лителем. В этом случае передаточную функцию звена системы, 
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состоящего из усилителя и выходного серводвигателя, можно просто 
написать

= <6-10)

где КА2 означает коэффициент усиления усилителя и
Км2 — коэффициент усиления двигателя.

Ввиду того, что эта передаточная функция имеет более простую 
форму, чем функция для амплидина с двигателем, или для гидравли
ческого усилителя с двигателем, то дальнейшее решение будем искать 
в предположении, что звено из электронного усилителя и двухфаз
ного серводвигателя создаст требуемую выходную характеристику. 
Как и для первого серводвигателя необходимо выбирать его мощность 
достаточно большой, чтобы создать крутящий момент для перемеще
ния ползунка потенциометра. Ввиду того, что здесь нет сомнений 
относительно нижнего уровня мощности, то звено определенно может 
быть составлено из электронного усилителя и двухфазного серводви
гателя с передаточной функцией

+Й..> ■ (6-11’
где КД1 — коэффициент усиления усилителя и

К mi — коэффициент усиления двигателя.
Здесь следует заметить, что вследствие малых размеров пер

вого серводвигателя и присоединенных к нему нагрузок постоянная 
времени тх будет очень малой и практически ею можно полностью пре
небречь по сравнению с постоянной времени т2, которая во много раз 
больше из-за характера нагрузки. Поэтому уравнение (6 .11) может 
быть упрощено, а именно

= (6-12)

Общая передаточная функция для системы на первой стадии разра
ботки согласно фиг. 6. 9 поэтому приобретает вид 

@М1Кр6м2 — К А\К М\К рК АчК Мъ
(М2(1 +/0)Т2)

(6. 13)9

где Кр означает постоянную потенциометра, выраженную ьв/рад.
Вторая стадия разработки системы управления состоит в выборе 

соответствующего детектора ошибки. Предполагается, что срав
нительный (исходный) двигатель дает сигнал команды, который 
подается на скоростной вход. Форма команды механическая и эта 
механическая выходная величина может быть использована для 
привода потенциометра, который затем спарен с аналогичным потен
циометром в цепи обратной связи, или для привода сельсина-датчика, 
который спарен с сельсином-трансформатором в цепи обратной связи.
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В разделе 1. 2 подчеркивались соображения, согласно которым пред
почитают применять сельсинные устройства для детектирования 
ошибки. Таким образом, система теперь имеет вид, изображенный 
на фиг. 6. 10 и она соответствует основной схеме системы управления 
с обратной связью. Обозначим постоянную преобразователя через 
Ks с размерностью в!рад\ тогда передаточная функция разомкнутой 
некоррелированной системы будет

Gf (» = К А\К рК АчК Мъ
(W2 (1 Н- /сот2)

(6. 14а)

Необходимость коррекции. Основные звенья системы теперь опре
делены и мы можем приступить ко второй части расчета. Следующая

Усилитель и 4** т* Выходное звено и 
серводвигатель дополнительный

КА1 КГ11 Кд2 КМ2 1 
__ J___ На- 

груз
каjO Г’г jaUI+jtjT^ C(s)

усилитель
Фиг. 6. 10. Наглядная схема для иллюстрации второй стадии проек 

тирования системы класса 2.

стадия разработки состоит в определении необходимой степени 
коррекции. Для ответа на этот вопрос следует, во-первых, определить 
устойчивость системы, показанной на фиг. 6. 10 и, во-вторых, про
верить, удовлетворяет ли она заданным условиям качества переход
ного процесса. Амплитудно-фазовая характеристика по уравнению 
(6. 14а) дает ответ на оба вопроса: система абсолютно неустойчива. 
На фиг. 6. 11 видно, что амплитудно-фазовая кривая в реальном 
частотном диапазоне расположена целиком во втором квадранте; 
это означает, что характеристическое уравнение содержит корни 
с положительной действительной частью. Это подтверждает тот факт, 
который уже неоднократно освещался, а именно, что чем выше класс 
системы, т. е. чем больше число интегрирующих звеньев, тем труд
нее поддерживать устойчивость системы. Следовательно, система 
на фиг. 6. 10 должна быть снабжена надлежащими корректирующими 
контурами. Изучение фиг. 6. И позволяет выяснить, что в данном 
случае возможно применить только один вид коррекции, а именно 
при помощи опережающего контура. Запаздывающий контур беспо- 
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лезен для этой системы, потому что никакая степень затухания 
не может сделать систему устойчивой. Конечно, опережающий контур 
будет эффективнее, так как благодаря опережающему сдвигу фаз 
часть амплитудно-фазовой характеристики вблизи точки (—1 +/0) 
перемещается и изменяет свою форму таким образом, как показано 
на фиг. 6. 12. Ввиду того, что теперь точка (—1 + /0) больше не охва
тывается, система становится устойчивой. В действительности, когда 
выбор опережающего контура позволяет изменить форму ампли-

Фиг. 6. 11. Амплитудно-фазовая характеристика разомк
нутой цепи системы, структурная схема которой пока

зана на предыдущей фигуре.

тудно-фазовой кривой в достаточной степени, не только обеспечи
вается абсолютная устойчивость, но получается достаточный запас 
устойчивости.

Порядок расчета коррекции. Для иллюстрации порядка коли
чественного расчета предположим, что уравнение (6. 14 а) имеет 
особую форму

Фиг. 6. 12. Амплитудно-фазовая характеристика в резуль
тате введения опережения корректирующего контура.

т. е. коэффициент усиления Кач отрегулированы до таких зна
чений, которые дают заданный коэффициент ускорения; постоянная 
времени выходного серводвигателя и его эквивалентная .инерция 
принята равной 0,2 сек.

Первая стадия расчета требует построения частотной характери
стики по уравнению (6. 14 б) с использованием прямолинейной асимп
тоты, как об этом было изложено в главе 2. Коррекция рассчитывается 
на основании логарифмических кривых передаточной функции, так 
как эти графики позволяют одинаково определить характеристику 
Для каждой декады частотного спектра.

287



Это обстоятельство не только упрощает порядок расчета, но также 
облегчает его по сравнению со случаем применения амплитудно-фазо
вых характеристик, где распределение частоты неоднородно и где 
алгебраические операции содержат больше умножения, чем сложе
ния.

Амплитудно-частотные и фазо-частотные характеристики некор
релированной системы выражаются следующим образом:

дб = 20 lg Gf (/cd) = 20 lg 10 — 40 lg | /co | — 20 lg | 1 -|- /0,2co |; (6. 15)

Gf (/cd) = — 180° — arctg 0,2 co = cp. (6. 16)

Для нашей задачи достаточно построить амплитудно-частотную 
характеристику. Выражение для фазового угла используем только 
для вычисления предельного значения сдвига фаз. Кривая по урав
нению (6.15) обозначена 1 на фиг. 6. 13. Заметим, что эта кривая 
пересекает ось абсцисс (0 дб) приблизительно в точке 3,2 рад/сек. 
Назовем эту частоту «частотой среза» и обозначим ее сос, затем вы
числим предельное значение фазового угла. Для этого требуется 
только найти общий сдвиг фаз при частоте среза и прибавить 180°.

Итак, при сог = 3,2

ф = _180° — arctg 0,2 (3,2) = —180° — 32,6°.

Отсюда, предельное значение фазового угла равняется

%т = —180° — 32,6° + 180° = —32,6°.

Конечно, предельное значение отрицательного сдвига фаз под
тверждает прежний вывод, сделанный на основании амплитудно-фазо
вой характеристики о том, что система, описываемая уравнением 
(6. 14 б) является абсолютно неустойчивой. Абсолютная неустойчи
вость этой системы может быть также выведена на основании частот
ной характеристики, не прибегая к предыдущим вычислениям, если 
определить, при каком наклоне логарифмическая кривая пересекает 
ось абсцисс (0 дб). Если это пересечение имеет место при наклоне — 
12 дб/октава или больше, то система абсолютно неустойчива.

Однако из этого правила имеются исключения. Например, воз
можен случай, когда логарифмическая кривая пересекает ось абсцисс 
с наклоном — 12 дб/октава, но система будет абсолютно устойчивой, 
когда наклон кривой снижается до —6 дб/октава при несколько 
более высоких частотах. Но при данных условиях, когда пересечение 
с осью абсцисс происходит при наклоне —12 дб/октава и наклон 
увеличивается с возрастанием частоты, всегда действует это правило.

Топерь возможно определить степень необходимой коррекции 
посредством опережающего контура. Вычисленное предельное значе
ние сдвига фаз некорректированной системы равняется —32,6°. 
Однако заданное значение составляет 45° ± 3°, что означает необхо
димость опережения фазы примерно на 78°. Из фиг. 2. 28 следует, что 
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эта степень коррекции может быть создана двумя стандартными опе
режающими контурами, соединенными последовательно и имеющими 

коэффициент затухания — = 0,2. Соответствующий максимальный 
угол опережающего сдвига фаз будет тогда равняться 2 (41,8°) = 
= 83,6°, что несколько больше вычисленного ранее значения 78°. 
Действительно этот расчет не вполне удовлетворяет заданным усло
виям о предельном значении угла сдвига фаз, потому что превыше
ние на 5,6° опережающего фазового угла недостаточно для компенса
ции увеличенного запаздывания по фазе неизменяемых элементов 
системы, обусловленного повышенной частотой среза вследствие 
наличия опережающих контуров. Тем не менее, для лучшего понима
ния расчета продолжим его с применением опережающих контуров 
с коэффициентом затухания 0,2. -

После того как коэффициент затухания опережающего контура был ’ 
определен, исходя из требуемого опережающего фазового угла, сле
дующая стадия расчета будет состоять в выборе первой частоты среза 
характеристики корректирующего контура таким образом, чтобы 
получить оптимальную характеристику опережения по фазе. Это пред
ставляет важнейшую часть расчета, потому что выбор этой точки 
слишком низко или слишком высоко означает расхождение с задан
ными условиями.

Необходимую помощь в том, что примененный опережающий кон
тур будет использован оптимально, может оказать следующее пра
вило: первую или нижнюю частоту точки сопряжения опережающего 
контура выбирают таким образом, чтобы скорректированная логариф
мическая частотная характеристика пересекала ось абсцисс с накло
ном —6 дб/октава. Это правило обладает дополнительным свойством, 
гарантирующим абсолютную устойчивость системы. Этот вывод 
следует непосредственно из теоремы построения частотных характе
ристик контуров, которая связывает сдвиг фаз с затуханием, и на
оборот. Следовательно, для получения сдвига фаз на—180° требуется 
соответствующий наклон характеристики —12 дб/октава, т. е. —90° 
на каждые —6 дб/октава наклона. Отсюда следует: когда наклон 
по крайней мере —12 дб/октава не является преобладающим, то 
сдвиг фазы аналогично не может быть больше —180°. Как нагляд
ный пример, это объясняет, почему система, характеристика которой 
пересекает ось абсцисс при наклоне —12 дб/октава и затем улучшается 
до наклона —6 дб/октава, является абсолютно устойчивой. Ответ 
связан с тем обстоятельством, что действительная логарифмическая 
кривая (а не ее асимптотическое приближение) имеет значение не
сколько менее отрицательное, чем —12 дб/октава и поэтому запазды
вание по фазе менее отрицательно, чем —180°.

Благодаря применению предыдущего критерия можно легко 
установить, почему выбор нижней частоты точки сопряжения слиш
ком малой или слишком высокой оказывается неэффективным. 
Таким образом, выбо^ первой частоты точки сопряжения любого 
значения больше 3,2 рад/сек приводит к характеристике с наклоном 
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— 12 дб/октава для асимптоты и несколько менее для действительной 
кривой вблизи оси абсцисс. Отсюда предельное значение сдвига фаз 
является либо отрицательным, либо очень малым положительным. 
С другой стороны, выбор слишком малой нижней частоты точки сопря
жения, например, соответственно 1 рад/сек, совершенно отпадает, 
так как это создает измененную логарифмическую частотную харак
теристику, пересекающую ось абсцисс с наклоном —180 дб/октава', 
система становится явно неустойчивой, несмотря на включение опе
режающих контуров. Поэтому не забывая о необходимости получить 
наклон —6 дб/октава при пересечении характеристики с осью абс
цисс, выбираем первую частоту точки сопряжения для нашего опере
жающего контура, соответствующей 2,5 рад/сек. Тогда частотная 
характеристика будет определяться кривой 2 на фиг. 6. 13. Заметим, 
что частотная характеристика опережающего контура построена 
в предположении, что в систему включен предварительный усилитель 
с целью устранить затухание из-за опережающих контуров. Кроме 
того, следует отметить, что двойной контур для опережения связан 
с увеличением наклона от +12 дб/октава до уровня 28 дб/октава.

Теперь можно вычислить новые предельные значения сдвига фаз. 
Опережающие контуры смещают частоту среза от значения 3,2 рад/сек 
до 7,6 рад/сек.

Опять отметим совпадение с одинаковым результатом по изуче
нию амплитудно-фазовых характеристик, т. е. опережающий контур 
увеличивает ширину полосы частот системы.

Частота среза часто используется в качестве мерила ширины 
полосы частоты. Выражение для фазового угла скорректированной 
системы будет

ср = —180° — arctg О,2со + 2<рсп,

где срсп означает угол опережения по фазе, созданный одним конту
ром и определяемый по безразмерным кривым на фиг. 2. 28. 
Для нахождения фазового угла <рсП, соответствующего частоте 
7,6 рад/сек, первоначально вычисляем отношение этой частоты к ниж
ней частоте точки сопряжения, т. е. 7,6 : 2,5 = 3,04; затем по кривой 
фазового угла определяем угол, соответствующий этой безразмерной 
частоте, а именно сргП = 40,5°. Общий угол опережения по фазе будет 
равняться, следовательно, 81°. Близкое совпадение этого значения 
с 83,6° показывает, что опережающие контуры были эффективно 
использованы. Отсюда следует, что нижняя частота точки сопряже
ния характеристики контура была выбрана правильно. Общий 
фазовый угол будет равняться

ср = _180° — arctg 0,2 (7,6) -|- 2 (40,5) - —180°— 56,6° 4- 81° =

- —155,6°,

что дает предельное значение сдвига фаз 24,4°, удовлетворяющее 
заданным условиям.
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Как подчеркивалось в начале настоящего расчета, если заранее 
не было определено увеличение частоты среза и ее влияние на запаз
дывание по фазе неизменяемых элементов, то это отражается на рас
хождении между расчетными данными и заданными условиями. 
Этот момент становится более ясным, если отметить, что при частоте
3.2 рад/сек угол запаздывания по фазе, связанный с элементом с коэф
фициентом затухания 0,2 сек, равняется —32,6°, а при частоте 
7,6 рад/сек соответственно равняется —56,6°. Разница достигает 24°; 
это, в свою очередь, характеризует степень совпадения расчета с зада
нием.

Решение очевидно лежит в выборе опережающего контура с боль
шим затуханием при нижней частоте, что, в свою очередь, создает 
большое опережение по фазе. Исходя из этого, выбираем коэффициент 
затухания — = 0,15, при котором максимальный угол опережения 
по фазе равняется 47,7°. В случае двойного контура это означает 
максимальный сдвиг по фазе 95,4°; отсюда нетрудно видеть, что 
первая частота точки сопряжения была выбрана теперь несколько 
выше прежнего значения. Это создает преимущество, состоящее 
в том, что кривая затухания будет пересекать ось абсцисс ближе 
к началу наклона —6 дб/октава, что, в свою очередь, будет отражаться 
на увеличении предельного значения угла сдвига фаз. Это вполне 
очевидно вытекает из новой скорректированной кривой 3, показан
ной на фиг. 6. 13. Прежде всего, частота точки пересечения (частота 
среза) получается несколько меньше, что означает уменьшение запаз
дывания по фазе, создаваемого неизменяемыми элементами. Далее, 
характеристика опережения по фазе выбранного контура оптимально 
использована. Напомним, что в предыдущем расчете безразмерная 
частота 3,04 смещала рабочую характеристику вправо от пикового 
значения фазового угла опережающего контур.

Асимптота кривой 3 на фиг. 6. 13 дает точку пересечения при ча
стоте 6,2 рад/сек. Это значение не является надежным, потому что 
оно лежит слишком близко к точке сопряжения, где ошибка между 
действительной кривой и прямолинейной асимптотой достигает 
максимума. Это можно легко подтвердить проверкой амплитуды 
передаточной функции скорректированной разомкнутой цепи при 
этой частоте. Конечно, она должна равняться единице, т. е. 0 дб, 
но в действительности она оказывается менее единицы. Следовательно, 
частота среза действительной логарифмической кривой лежит ниже
6.2 рад/сек. Простой способ проверки состоит в определении одной 
или двух точек и сравнении их с единицей. До проверки следует 
написать выражение для передаточной функции скорректированной 
системы при повторном расчете. Следовательно,

G (jco) = Gc (/со) Gf (/со) -
= (_.■!...+№“_ Г___ io___  7

\ 1/0,0534 со / (/со)2 (1-р/О,2(о) ‘ V • /
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Действительное значение с/ = 5,2 рад/сек. Тогда уравне
ние (6. 17) будет

4,2/123° 10Q (i^ с)\ — --------- -----------------------1U___________ ~
u ' 1,08/31° 27/180° (1,45/44°)

Этот расчет определяет также предельное значение угла сдвига 
фаз 48°, что удовлетворяет заданию.

Наконец, необходимо произвести проверку, прежде чем закон
чить расчет корректирующего контура, определяемого уравнением 
(6. 17). Возникает вопрос, какова реакция по времени системы, опи
сываемой этим уравнением, при доминирующей постоянной времени 
менее 1 сек. Мы не можем дать точный ответ на этот вопрос, но можно 
приблизительно определить его. Несмотря на то, что характеристи
ческое уравнение пятого порядка, динамическое поведение системы 
очень сильно напоминает динамику системы второго порядка с парой 
комплексных сопряженных корней. Эта точка зрения подтверждается 
частотными методами, наличием предельного значения положитель
ного угла сдвига фаз 48°. Совершенно грубое, но тем не менее полез
ное выражение для определения постоянной времени может быть 
выведено на основании того факта, что постоянная времени равняется 
Д- для недемпфированной системы второго порядка. Если вели- 

чину соп заменить теперь на частоту среза сос и относительный коэф
фициент демпфирования £наусррш, где срр/п — предельный фазо
вый угол, выраженный в радианах, то придем к следующему резуль
тату:

постоянная времени в сек.

Если выразить предельный фазовый угол в градусах, 
написать

(б. 18а)

то можно

1 (6. 186)

Введение значений, применяемых для нашего расчета,

~ / 48 v ~~ = 2,18 = сек-
I ________ тг / К 91 ’

приводит

Для проверки того, что этот результат не выпадает полностью 
из заданных условий, были определены корни характеристического 
уравнения для этой системы и было найдено, что действительная 
часть доминирующей пары комплексных корней равняется — 2,2.
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Фиг. 6. 14. Окончательная схема опережающего 
корректирующего контура, а = (7?! + R2)/R2=-_

= (0,15)-’; т =-• 0,0534...с = RrC (0,15).
Al “Г Л.2

Это хорошо совпадает с вышеназванным значением —2,18. Конечно, 
это сравнение было сделано с целью показать, что формула (6. 186) 
может быть использована для определения порядка величины преоб
ладающей постоянной времени. Если эта часть задания не была удов
летворена, то необходимо пересчитать опережающую коррекцию 
таким образом, чтобы обеспечить заданное предельное значение угла 
сдвига фаз при повышенной частоте среза. Такое решение будет, 
вероятно, найдено в виде двух опережающих неодинаковых контуров 
с целью создать большую гибкость требуемого регулирования.

На фиг. 6. 14 показана схема опережающего контура, необходи
мого для коррекции системы на фиг. 6. 10, чтобы последняя могла 

условиями.
Несомненно, когда 

звенья системы будут фи
зически соединены, возник
нет необходимость в допол
нительной настройке. Но 
это требует только неболь
ших затрат по сравнению 
с огромной работой, свя
занной с проектированием 
приемлемой системы. Заме
тим, что для полной спе
цификации корректирую
щего контура необходимо 

определить значения Cv и Эти элементы должны быть выбраны 
таким образом, чтобы они удовлетворяли следующим соотношениям:

ц = /0)15)-1 6,67 (6.19)
А2

и
т = 0,357 (0,15) = 0,0534. (6. 20)

Итак, любой один параметр может быть выбран произвольно. 
Значения остальных двух параметров определяются по формулам 
(6. 19) и (6. 20).

Предварительный усилитель, показанный на фиг. 6.14, имеет 
двойное назначение: во-первых, он устраняет затухание опережающих 
контуров в установившемся режиме; во-вторых, он служит для согла
сования нагрузок между первым и вторым корректирующими кон
турами. Произвольный параметр выбирается в зависимости от про
стоты получения элементов контура и упрощения задачи нагрузки 
на ступенях, которые предшествуют или следуют за контуром в пря
мой цепи передачи.

Сочетание опережающей коррекции с системой на фиг. 6. 10 
таким способом, как показано на фиг. 6. 15, представляет оконча
тельную стадию разработки системы управления. Изучение этой 
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системы позволяет обсудить некоторые ее общие свойства. Рассмотрен
ные здесь корректирующие контуры были названы в главе 3 «Коррек
тирующие контуры постоянного тока»; это означает, что они осущест
вляют коррекцию сигналов в низкочастотном диапазоне, т. е. 
в пределах ширины полосы частот данной системы. Сельсин для опре
деления ошибки представляет устройство переменного тока, работаю
щее на несущей частоте, равной 60 или 400 гц. Если выходной сигнал 
сельсина непосредственно подается в опережающие контуры, то кор
рекция будет неэффективна, так как эти контуры будут реагировать 
на несущую частоту, а не на частоту модуляции, которая содержит 
сигнал информации. Поэтому в случае применения сельсинов демо-

устройство опережения плюс усилитель дополнительный усилитель 
привода

Фиг. 6. 15. Окончательная схема системы управления класса 2.

дулятор должен предшествовать корректирующему контуру на 
постоянном токе. Кроме того, при применении серводвигателей пере
менного тока за корректирующим контуром должен следовать моду
лятор для преобразования сигналов в виде модулированной несущей 
частоты, необходимой для серводвигателей.

Описание работы системы в установившемся режиме. Чтобы лучше 
понять работу системы, необходимо рассмотреть, как выходная вели
чина в установившемся режиме может следовать за входной коман
дой постоянной скорости без запаздывания по положению. Предполо
жим, что система на фиг. 6. 15 первоначально находилась в покое. 
После подачи команды постоянной скорости на ротор сельсина-дат
чика на входных зажимах демодулятора появляется большой сигнал 
рассогласования, который поступает в первый серводвигатель. 
Крутящий момент, создаваемый этим серводвигателем, будет пере
мещать «ползунок потенциометра, тем самым изменяя входное напря
жение и выходной момент серводвигателя, благодаря чему, в свою 
очередь, начинается ускорение нагрузки. Когда скорость нагрузки уве
личивается в переходном процессе, величина сигнала рассогласования
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уменьшается. Это означает, что ползунок потенциометра, кото
рый питает усилитель мощности серводвигателя, будет перемещаться 
с уменьшением напряжения. Наконец, когда выходная скорость дости
гает требуемого значения, сигнал рассогласования, возникающий 
в сельсине-трансформаторе, становится равным нулю, что, в свою 
очередь, означает, что первый сигнал серводвигателя прекращает 
создавать выходной момент. Однако прежде чем этот момент будет 
уменьшен до нулевого значения, ползунок потенциометра будет 
перемещен в такое положение, когда величина выходного сигнала 
будет достаточна для создания требуемой выходной скорости. Если 
этого не будет в тот или иной момент, то сигнал рассогласования будет 
существовать в течение достаточного периода времени, чтобы первый 
серводвигатель мог генерировать момент, необходимый для переме
щения ползунка потенциометра в. необходимое положение. В этом 
состоит интегрирующее свойство, связанное с первым серводвигателем, 
который устраняет необходимость в ошибке запаздывания по поло
жению. Это является прямой противоположностью системе класса 1, 
которая обладает одним интегрирующим звеном и таким образом 
требует конечного значения сигнала рассогласования для подачи 
входного сигнала на выход серводвигателя с целью получения выход
ной скорости.

Изменение задачи. Предположим, что первоначальные условия 
задачи были изменены таким образом, что коэффициент ускорения 
равняется единице, предельное значение угла сдвига фаз равняется 
35° ±3° и преобладающая постоянная времени меньше 2 сек, что 
считается удовлетворительным. Рассчитаем коррекцию, необходи
мую для этого случая. Уменьшение коэффициента ускорения изменяет 
передаточную функцию разомкнутой цепи, а именно вместо уравне
ния (6. 146) получаем

G = (/ш)2(1 + /0,2(0) • (6. 21)

Соответствующая характеристика затухания дана кривой 1 
на фиг. 6. 16. Частота среза равна 1,0 рад/сек. Поэтому соответст
вующее запаздывание по фазе равняется

<р = —180° — arc tg 0,2 (1) = —180° — 11,3° = —191,3°.

Отсюда предельное значение угла сдвига фаз

Фр/Л = ф + 180° = —191,3° + 180° = —11,3°.

Как и предполагалось, даже при пониженном коэффициенте уси
ления, первоначальная система остается все еще абсолютно неустой
чивой. Следовательно, опережающая коррекция необходима.

Выбор коэффициента ускорения для такого опережающего контура 
зависит от требуемого максимального угла опережения по фазе. 
Ввиду того что предельное значение фазового угла было выбрано 35°; 
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общая требуемая коррекция составляет 35° + 11,3° = 46,3°. Необ
ходимо сделать допуск на увеличенное запаздывание, связанное 
с неизменными элементами системы при повышенной частоте среза 
вследствие введения опережающей коррекции. Отсюда понятно, 
почему непригоден выбор опережающего контура с коэффициентом 
затухания 0,15, что позволяет получать максимальный угол опереже
ния по фазе 47,7°. Применение одного опережающего контура с зату
ханием 0,1 и с максимальным опережением по фазе 54,8° является, 
однако, многообещающим и поэтому заслуживает исследования.

В качестве первой попытки выберем нижнюю частоту точки сопря
жения характеристики опережающего контура, равную значению 
0,5 рад/сек. Это вызовет изменение наклона логарифмической частот
ной характеристики некоррелированной системы от —12 дб/октава 
до —6 дб/октава в частотном диапазоне от 0,5 рад/сек до 5 рад/сек\ 
благодаря этому скорректированная характеристика затухания 
будет пересекать ось абсцисс с наклоном —6 дб/октава (см. кривую 
2 на фиг. 6. 16). Одновременно это означает, что система теперь абсо
лютно устойчива, но остается еще проверить предельное значение угла 
сдвига фаз. Поскольку коэффициент затухания и нижняя частота 
точки сопряжения характеристики опережающего контура были 
выбраны, тем самым определена передаточная функция, т. е.

Gc(» = £ 
а

1 + /соат
1 + /сот

где со6 — нижняя частота точки сопряжения;
асод—верхняя частота точки сопряжения;
—-----коэффициент затухания.

Кроме того, учитывая увеличение коэффициента усиления вслед
ствие изменения коэффициента затухания, последнее выражение 
приобретает вид

(/со) = 1 +/(ту)

Для проверки предельного значения угла сдвига фаз необходимо 
первоначально вычислить угол опережения по фазе, вводимый урав
нением (6. 226). Следовательно, новое выражение для фазового угла 
будет ср = —180 — arc tg 0,2со + фсп,
где означает угол сдвига фаз, создаваемый корректирующим 
контуром. Новая частота среза равняется 2 рад/сек, что видно 
из фиг. 6. 16. Для нахождения угла первоначально вычислим 
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= 4, а затем отсчитаем значение 54° по кривой фиг. 2. 28. 
Следовательно, общий сдвиг по фазе равняется

ф = —180° — arc tg 0,2 (2) + 54° = —180° — 21,8° + 54° = 

= —147,8°.

Отсюда предельное значение угла сдвига фаз равняется сррт = 
— ср + 180 = +32,2. Это значение хорошо совпадает с заданным усло
вием. Небольшое улучшение может быть достигнуто, выбрав нижнюю 
частоту точки сопряжения немного выше. Теперь вторая проверка 
дает <+ = 0,56 рад/сек. Результирующая кривая затухания также 
показана на фиг. 6. 16; она обозначена 3. Соответствующая частота 
среза равняется 1,7 рад/сек, что приводит к общему сдвигу фаз:

ср - —180° — arctg 0,2 (1,7) + <pCrt = —180° — 19,9° + 55° =

- —144,9°

и предельное значение угла сдвига фаз будет равняться 35,1°, что 
вполне удовлетворительно.

Передаточная функция окончательной схемы опережающего 
контура будет

Gc О) 1 + /1,78(0
1 + /О,178о) ’ (6. 23)

Выражение для передаточной функции скорректированной разо
мкнутой цепи приобретает тогда следующий вид:

1 + /1,78соG(/®) G с (/со) G f (jen) (/W)2(1 4-+/0,178(0) ' (6- 24)

Применение формулы (6. 18 б) для приближенного определения 
преобладающей постоянной времени дает

Т = ~35 ТТ- = 1,92 сек'
360 ’7)

Этот результат является вполне удовлетворительным.

6. 4. КОРРЕКЦИЯ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ КЛАССА 1

Выбор коррекции для системы управления класса 1 более слож
ный, чем для системы класса 2. Это связано с тем, что заданный 
предел сдвига фаз и коэффициент скорости могут быть осуществлены 
при помощи одного из трех стандартных контуров, т. е. запаздываю
щего, опережающего или опережающе-запаздывающего. Тот или иной 
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выбор зависит от многих факторов, освещение которых входит 
в задачу настоящего раздела.

Псстановка задачи. Требуется рассчитать систему управления, 
которая в состоянии удовлетворять следующим условиям.

По характеристике установившегося состояния:
1. Система должна следить за сигналами команды постоянной 

скорости без ошибки по скорости.
2. При максимальной скорости команды л рад/сек соответствую

щая ошибка запаздывания по положению не должна превышать 1°.
По характеристике переходного процесса: 1) динамика переход

ного процесса должна соответствовать предельному значению сдвига 
фаз 45 ± 3°; 2) кроме того, преобладающая постоянная времени 
реакции должна быть меньше 1 сек.

Следует подчеркнуть, что эти условия ограничивают динамику 
системы управления, которая представляет для нас особый интерес. 
В любом практическом применении заданные условия охватывают 
широкую область параметров, например температуры окружающих 
условий, вибрацию и др.

Основная структура системы. Изучение заданных условий, фик
сирующих характеристику установившегося режима, позволяет 
выяснить правильность выбора системы класса 1. Следовательно, 
в системе должно быть, по крайней мере, одно интегрирующее звено. 
Кроме того, усиление должно быть достаточно высоким, чтобы обес
печить требуемый коэффициент скорости. Из постановки задачи 
и на основании уравнения (4. 22а) его значение получается равным

180 сек’1.

Здесь следует предположить, что выходная переменная является 
механической величиной, так что требуемое интегрирующее звено 
может быть создано серводвигателем, выбранным для привода нагруз
ки. Серводвигатель на выходе, в зависимости от частных условий, 
может быть двигателем постоянного или переменного тока, звеном 
из амплидина и двигателя, гидроприводом или даже пневматическим 
устройством. Для экономии места примем, что требуемый выходной 
серводвигатель вместе с усилителем имеет следующую передаточную

(6. 25)

функцию:
/ул_  _

ja (I + /СОТ!)(1 + /<от2) —

КаКм_________

+ [’ + > (т)1
где т2 — означает постоянную времени, обусловленную выходным 
серводвигателем вместе с присоединенной к нему нагрузкой;
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— задержка времени из-за усилителя мощности. Таким обра
зом, уравнение (6. 25) описывает поведение неизменных элементов 
системы, без которых требуемая мощность и заданные параметры 
нагрузки не могут быть удовлетворены. Чтобы составить полную 
схему системы, необходимо только указать соответствующий тип 
детектора ошибки. Хотя при практическом выборе необходимо учесть 
многие условия, мы упростим задачу применением определенных 
сельсинов. На фиг. 6. 17 показана основная схема системы для реше
ния поставленной задачи. Однако напомним, что эта система будет 
в состоянии удовлетворять заданным условиям только по характе
ристике установившегося режима и условиям нагрузки. Конечно, 
необходимо еще установить, как система будет достигать установив-

Нагруз- 
ка

Фиг. 6. 17. Основные части системы класса 1.

шегося состояния. Предварительно следует иметь полное выражение 
для передаточной функции некорректированной разомкнутой системы, 
которая состоит только из неизменных элементов. Следовательно,

G(/<o) = /<s /w(1 + +/ыТг)

== —------------- —--------------- , (6. 26)
/t0 + +

где Ks — постоянная сельсина-датчика.
Расчет коррекции. На фиг. 6. 18 дана логарифмическая харак

теристика по уравнению (6. 26) (см. кривую /). Продолжение линии 
с начальным наклоном —6 дб/октава пересекает ось абсцисс (0 дб) 
при частоте 180 рад/сек, которая соответствует значению коэффициента 
скорссти. Как видно, логарифмические частотные характеристики 
позволяют определить коэффициент скорости. Кривая затухания 
некорректированной системы пересекает ось абсцисс при частоте 
12,6 рад/сек и при наклоне —18 дб/октава. Из этого большого отрица
тельного наклона становится очевидно, что система, изображенная 
на фиг. 6. 17, неустойчива; этот вывод может быть подтвержден
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вычислением предельного значения угла сдвига фаз. Выражение 
для угла сдвига фаз некорректированной системы следует из урав
нения (6. 26), т. е.

ср = — 90° — arc tg — arc tg .

Введем со — 12,6, после чего получаем

ср = —90° — arc tg 2,1 — arc tg 6,3 = 235,7°,

что дает предельный сдвиг фаз

срр/п = -235,7° + 180° - -55,7°.

Следовательно, необходимость коррекции очевидна. Однако тип 
корректирующего контура пока неизвестен.

Рассмотрим сперва применение опережающей коррекции. Несо
мненно, применение этого способа коррекции будет связано со способ
ностью опережающего контура не только стабилизировать систему, 
но и создавать требуемый предельный сдвиг фазы. Дальнейшие иссле
дования покажут, насколько серьезные ограничения создает этот 
метод решения задачи. В первую очередь, ширина полосы частот 
становится чрезмерно большой. Это очевидно возникает из рассмот
рения логарифмической частотной характеристики, которая показы
вает, что двойной опережающий контур должен быть применен 
с нижней частотой точки сопряжения ниже 10 рад/сек. Это, в свою 
очередь, сказывается на ширине полосы частот, которая расширяется 
до 25 рад/сек. Обычно широкая полоса частот является желательной 
характеристикой, поскольку уменьшается время регулирования. 
Необходимо обратить внимание, чтобы ширина полосы не была слиш
ком велика, так как это может привести к другим трудностям. 
Например, если система будет рассчитана на ширину полосы 
25 рад/сек, то как показывает уравнение (6. 18 б), преобладающая 
постоянная времени будет меньше 0,1 сек. Это значение может легко 
стать бесполезным, когда опережающие контуры будут генерировать 
такие выходные сигналы, что наступит насыщение серводвигателя. 
В рёзультате регулируемая переменная величина в реальной системе 
не будет изменяться в соответствии с рассчитанными значениями 
команд, что приведет к ухудшению свойств системы. Иными словами, 
опережающая коррекция возможна при скоростях изменений, кото
рые может воспроизводить выходной серводвигатель. Это очень важ
ное соображение и конструктор должен учитывать его, особенно при 
расчете на основе линейного анализа. Применение опережающей 
коррекции в любой системе должно всегда сопровождаться проверкой 
того, что выходной серводвигатель в состоянии следить за выходными 
сигналами корректирующего контура. Теперь предположим, что 
серводвигатель в нашем примере обладает такой мощностью, что 
вполне оправдано считать систему рассчитанной с большим запасом.
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В особенности это означает десятикратное увеличение времени 
реакции гю сравнению с заданными условиями. Кроме всего, такая 
излишне большая ширина полосы частот делает систему значительно 
более чувствительной к помехам. При более узкой ширине полосы 
можно легко устранить или свести к минимуму подобные затрудне
ния. Необходимо еще учесть, что применение опережающей коррек
ции связано'с использованием дополнительных звеньев в виде пред
варительных усилителей, что требуется для преодоления затухания 
из-за опережающих контуров. Наконец, не исключена возможность, 
что данная коррекция превратит систему в условно устойчивую. 
Эта возможность обусловлена сдвигом фаз, создаваемым опережаю
щими контурами, а также и другим соображениям, например, вслед
ствие сдвига рабочей точки в зону, где наклон характеристики состав
ляет 18 дб!октава. Следовательно, резкий провал кривой фазового 
угла может возникнуть в зоне между 3 и 8 рад/сек. Если этот провал 
достаточно большой, чтобы вызвать общее запаздывание по фазе 
больше —180°, то это приведет к условной устойчивости (под услов
ной устойчивостью понимается состояние системы, при котором уве
личение или уменьшение коэффициента усиления вызовет незату
хающие колебания). Поэтому, принимая во внимание эти обстоятель
ства, опережающая коррекция представляет неудачное решение 
данной задачи.

Рассмотрим теперь применение запаздывающей коррекции. 
Коррекция системы при предельном сдвиге фаз 45° может быть осу
ществлена по способу, показанному на фиг. 6. 5. Однако применение 
запаздывающего контура для создания необходимой коррекции 
систем с высоким режимом работы, подобных исследуемой системе, 
часто приводит к двум очень серьезным недостаткам, которые могут 
легко исключить подобное решение задачи. Один недостаток состоит 
в необходимости очень больших постоянных времени. В действитель
ности, чем выше коэффициент скорости, тем требуется большая 
постоянная времени. Справедливость этого утверждения легко пока
зать на основании кривой 1 на фиг. 6. 18. Запаздывающий контур 
эффективно корректирует эту систему, создавая затухание в ампли
тудно-частотной характеристике, так что часть кривой с наклоном 
—8 дб/октава будет пересекать ось абсцисс (0 дб). Совершенно ясно, 
что для этого требуется пересечение где-нибудь вблизи точки 1 рад/сек 
или меньше. Кроме того, необходимо выбрать достаточно малое зна
чение нижней частоты точки сопряжения запаздывающего контура, 
чтобы предотвратить ухудшение характеристики запаздывания. 
На фиг. 6. 18 показано, что это может быть легко осуществлено вблизи 
значения 0,001 рад/сек. Эго означает, что требуемая постоянная вре
мени запаздывающего контура имеет порядок величины 1000 сек. 
Так как это нереальное значение, то от него необходимо отказаться, 
по крайней мере при расчете нашего примера. Однако допустим, что 
при некоторых условиях были получены реальные постоянные вре
мени, тогда возникает второе затруднение. Оно связано с тем, что 
запаздывающий контур может существенно сузить ширину полосы 
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частот, вследствие чего результирующая реакция во времени может 
переместиться в точку, где не может быть удовлетворено заданное 
условие о преобладающей постоянной времени. Кроме того, скоррек
тированная система будет обладать слишком замедленной реакцией. 
Грубая проверка примера системы на фиг. 6. 18 показывает, что 
постоянная времени превышает 2 сек.

Изложенные выше соображения показывают, что коррекция 
системы, опережающим или запаздывающим контурами дает неудов
летворительные результаты. Это, естественно, заставляет конструк
тора использовать возможность применения опережающе-запазды- 
вающего контура для решения задачи. Применение этого контура 
в указанных условиях дает наиболее удовлетворительный результат, 
потому что опережающе-запаздывающий контур по своему характеру 
создает все преимущества как запаздывающего, так и опережающего 
контура и обладает лишь минимальными нежелательными явлениями, 
сопряженными с этими контурами.

Прежде чем перейти к расчету, не лишне привести передаточную 
функцию опережающе-запаздывающего контура, которая имеет сле
дующий вид:

> (I + AdtJU+AutJ • (6. 27)

Хотя в этом выражении имеются четыре постоянных времени, 
только три являются независимыми, как это подчеркивалось в раз
деле 3. 1. Уравнение (6. 27) можно переписать в другом виде, чтобы 
выявить эти постоянные времени

Q J/ J L______\ COZ? / J

(1+>ато)
(6. 28)

Th 1где тх — ага; т2 = — и —-----коэффициент затухания;

иа (6. 29)

Таким образом, уравнение (6. 28) теперь содержит только три 
независимые величины, т. е. та, тй, а. Заметим, что при очень малых 
и очень больших значениях со это отношение равно единице, как это 
и должно быть. Логарифмическая частотная характеристика дает 
частоты точек сопряжения, как это показано на фиг. 6. 19. Следует 
обратить внимание на два случая; в обоих случаях частоты средних 

1 1точек сопряжения одинаковы —- = а>а и — = ок, но постоянные та
затухания различны. Следует отметить, что чем ниже уровень 
наклона характеристики 0 дб/октава опережающе-запаздывающего 
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контура, тем больше затухание. Например, при уровне —20 дб 
коэффициент затухания составляет -^-=0,1; это обстоятельство 

было уже нам известно. На кривой, кроме того, видно, что с умень
шением коэффициента затухания увеличивается разница между 
частотами первой и последней точки сопряжения. Этот вывод непо
средственно следует из того обстоятельства, что амплитудно-частот
ная характеристика при линейных множителях, содержащихся 
в уравнении (6. 28), может изменяться только на величину 
4-6 дб/октава, что было объяснено асимптотической аппроксима-

Фиг. 6. 19. Частотная характеристика корректирующего опережающе- 
запаздывающего контура при двух значениях коэффициента затухания.

Расчет опережающе-запаздывающего корректирующего контура 
состоит в основном из трех стадий.

1. Выбирают хь или соответствующую ей частоту со^ точки сопря
жения. Исходя из того, что наклон характеристики опережающе- 
запаздывающего контура после точки сопряжения равняется 
4-6 дб/октава, конструктор может обычно использовать это преи
мущество тем, что работа системы будет перемещена в ту часть 
скорректированной логарифмической частотной кривой, где она 
имеет наклон —12 дб/октава. В результате этого продолжение кривой 
будет иметь наклон —6 дб/октава. Изучение фиг. 6. 18 позволяет 
определить, что выбрав со6 = 2 рад/сек, наклон кривой 1, равный 
—12 дб/октава, будет изменен до более благоприятного значения 
—6 дб/октава.

2. Выбирают соответствующее значение для линии с наклоном 
0 дб/октава для опережающе-запаздывающего контура. Основной 
фактор, который влияет на этот выбор, состоит в том, что скорректи
рованная логарифмическая частотная характеристика должна пере
секать ось абсцисс (0 дб) с наклоном —6 дб/октава. Ввиду того, что 
влияние опережающе-опаздывающего контура эффективно выше 
2 рад/сек, наклон —6 дб/октава действительно будет гарантирован 
до 6 рад/сек, после чего начинает оказывать влияние постоянная 
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времени хь неизменных элементов системы. Следовательно, необхо
димо создать достаточное затухание с той целью, чтобы продление 
части характеристики с первоначальным наклоном —6 дб/октава 
пересекало ось абсцисс (0 дб) при частоте ниже 6 рад/сек. Коэффи
циент затухания зависит от данного значения частоты среза (точки 
пересечения), которую выбирает конструктор, причем он должен 
руководствоваться не только необходимостью удовлетворить заданные 
условия о предельном сдвиге фаз, но также получить требуемую 
постоянную времени. Конечно, чем ниже частота среза, тем больше 
время регулирования. Учитывая эти факторы, выберем частоту среза 
скорректированной системы, равную 3,5 ра/д/сек. Продление части 
кривой 1 с наклоном —6 дб/октава показывает, что усиление рав
няется 4-34 дб при 3,5 рад/сек. Следовательно, для коррекции опере- 
жающе-запаздывающий контур должен создавать затухание_ 34 дб
Таким образом, уровень линии наклона 0 дб/октава был определен для 
опережающе-запаздывающего контура. Значение — 34 дб соответ
ствует коэффициенту затухания 0,02, т. е. а = 50.

3. Решение уравнения (6. 28) относительно <оа дает требуемый 
предельный сдвиг фаз. Эту величину можно непосредственно опре
делить, потому что все другие данные известны. Например, верхняя 
частота точки сопряжения характеристики опережающе-запазды
вающего контура была определена после окончания первой и второй 
стадий расчета. Ее значение соответствует асо^ = 100 рад/сек. Напи
шем после этого выражение для передаточной функции скорректи
рованной разомкнутой системы, т. е.

180

неизменные элементы
)J L1 +/(T¥j)]

опережающе-запаздывающий контур

Общий фазовый угол будет тогда равен

ф = —90° — arc tg -у- 4- arc tg ----- arc arc t£ —■ -A 100 ’

так как частота среза известна и равна 3,5 рад/сек. Последнее выра
жение сводится к 1

<Р = — 122,4°4-arc tg — arc tg •

Ввиду того что a<of = 50 (3,5) = 175 является очень большой 
величиной, то замена arctg (-2J-) на 90° внесет лишь очень малую 

погрешность. Таким образом <ррт = ф 4- 180° и после объединения 
двух последних формул приводит к

фрт =—32,4° 4-arctg .
\ (Од /

20*
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Поэтому arc tg | = 45° -f- 32,4° = 77,4°. Отсюда следует, что 

= = 0’^8. Частота самой нижней точки сопряже

ния будет равняться = = 0,0156 рад/сек.
Прежде чем закончить весь расчет, необходимо определить 

время регулирования. Согласно уравнению (6. 186) имеем

Т = 1 _ 1
“ 1,3745

360 лЗ 5
= 0,73 сек,

что удовлетворяет заданным значениям преобладающей постоянной 
времени. Этот результат не очень благожелательный, потому что 
частота среза обычно меньше ширины полосы частот или для данного 
случая меньше собственной частоты, обусловленной преобладающей 
парой комплексных сопряженных корней. Проверка действительных 
корней характеристического уравнения системы, снабженной указан
ной коррекцией, показывает, что постоянная времени, соответствую
щая преобладающим комплексным корням, равняется примерно 
половине вычисленного значения. Частота собственных колебаний 
была определена приблизительно в 2 раза больше частоты среза. 
Ниже суммируется окончательный расчет передаточной функции 
корректирующего опережающе-запаздывающего контура. Логариф
мические частотные характеристики показаны на фиг. 6. 18.

соа = 0,78 рад/сек; ха = 1,28 сек;

= 0,0156 рад! сек; ата = 64 сек;

со^ = 2,0 рад/сек; хь = 0,5 сек;

а<оь = 100 рад/сек; = 0,01 сек;

G Cr (1 +/1,28(0) (1 + /0 5со)
f (1 + уб4а)) ± Д01 (о) ‘ (6.31)

Полное выражение для передаточной функции при коррекции 
будет

С п \ - 180 (1 +/1’28с°)
ucuf U®) (1 + уо,167(0) (1 + /64(0) (1 + /0,01 (0) • (6. 32)

На фиг. 6. 18 дана кривая 2, которая представляет логарифми
ческую амплитудно-частотную характеристику этой функции. Сле
дует отметить, каким образом опережающе-запаздывающий контур 
создает требуемую коррекцию. Фиг. 6. 18 показывает, что опере
жающе-запаздывающий контур при частоте 0,0156 рад/сек становится 
прежде всего эффективным в том, что увеличивает наклон харак
теристики до —12 дб/октава, создав необходимое затухание —34 дб. 
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Для осуществления этого наклон должен быть изменен до —6 дб/ок
тава и оставаться таким в достаточно широком диапазоне частот, 
чтобы обеспечить пересечение характеристики —6 дб/октава с осью 
абсцисс. Этой особенностью обладают обе части характеристики 
с наклоном 0 дб и -|-6 дб/октава у опережающе-запаздывающего 
контура. Сравнение с простой запаздывающей коррекцией или 
простой опережающей коррекцией показывает, что опережающе- 
запаздывающий контур действительно дает наиболее желательный 
результат в данном случае. Он позволяет удовлетворить заданным 
условиям без необходимости расширения ширины полосы частот или 
чрезмерного увеличения постоянной времени. Хотя наибольшее зна
чение постоянной времени опережающе-запаздывающего контура 
равняется 64 сек, однако это осуществимо при применении темпера
турно-чувствительных устройств. Нельзя сказать то же самое в слу
чае, когда постоянная времени в 10 раз больше.

Можно применить альтернативный порядок расчета опережающе- 
запаздывающих контуров, который часто приводит к меньшему 
значению постоянных времени. Этот способ расчета изложен ниже.

1. С целью обеспечить требуемую преобладающую постоянную 
времени, а также предельное значение фазового угла, определяют 
соответствующее значение частоты среза при помощи уравнения 
(6. 18). Это приводит к значению сос = 3,5 рад/сек.

2. Выбирают круговую частоту со^ < cof. Затем строят линию 
с наклоном —6 дб/октава и доводят ее до точки пересечения с часто
той 3,5 рад/сек. Затем продолжают эту прямую до следующей более 
высокой частоты точки сопряжения некорректированной системы, 
что в данном случае составляет 6 рад/сек. Эта прямая представляет 
часть характеристики затухания корректированной системы. Про
должение характеристики затухания после точки 6 рад/сек пред
ставляет прямую линию с наклоном —12 дб/октава. Ввиду того что 
наклон характеристики некорректированной системы после 6 рад/сек 
равен —12 дб/октава, то отсюда следует, что кривые затухания кор
ректированной и некорректированной систем пересекаются. После 
этой точки пересечения обе характеристики становятся одинаковыми, 
так как опережающе-запаздывающий контур больше не оказывает 
влияния. Иными словами, точка пересечения кривых затухания 
корректированной и некорректированной систем соответствует 
частоте асо^ опережающе-запаздывающего контура (фиг. 6. 18). 
Для4 нашего примера точка пересечения кривых затухания была 
определена равной 100 рад/сек, т. е. асо^ = 100.

3. Затем вычисляют значения остальных параметров опережаю
ще-запаздывающего контура, чтобы он создавал требуемый предель
ный сдвиг фаз. Корректирующий контур создает общий сдвиг фаз 
при частоте среза, определяемый

arc arc arc arc
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Точное вычисление величины arctg ■ м<: дает arc tg—или 2°.
° ашь " ° 100

Кроме того, величина arc tg ■ имеет значение очень близкое 
к 90°, так что общий сдвиг фаз, создаваемый опережающе-запазды- 
вающим контуром, может быть выражен

<pf„ = arc tg + arc tg - 92°.Шд (jjfr

Для удобства выберем coa = co6, тогда выражение для общего 
угла сдвига фаз упрощается, а именно

Фс„ = 2 arc t.g^|- - 92°.

Отсюда следует, что общий фазовый угол скорректированной 
системы при частоте <ог, равной 3,5 рад/сек, выражается

ф = —90° — arc tg -----arc tg + 2 arc tg ------92° 

или

<p = -272,5° + 2 arc tg-^-.

При предельном значении сдвига фаз 45° угол ф должен иметь 
значение — 135°; введение этого значения в последнее выражение 
дает ыь = соа = 1,35 рад/сек.

Таким образом, получили два из трех параметров, необходимых 
для расчета опережающе-запаздывающего контура. Третий пара
метр, т. е. коэффициент затухания а определяется по формуле 

™=JOO_ 
оь 1,35

Следует отметить, что наиболее низкая частота точки сопряже
ния характеристики опережающе-запаздывающего контура рав
няется или -i- рад/сек, что соответствует постоянной времени 

55 сек. Это значение более благоприятно по сравнению с 64 сек, 
полученными в предыдущем расчете.

Выбор элементов для опережающе-запаздывающего контура. Выше 
излагался порядок расчета для определения передаточной функции 
коррекции опережающе-запаздывающего контура, который позво
ляет определить систему, удовлетворяющую заданным требованиям. 
Теперь обратим внимание на выбор элементов, которые позволяют 
получить требуемые значения ха, хь и а, полученные расчетом. Схема, 
соответствующая передаточной функции опережающе-запаздываю
щего контура показана на фиг. 3. 5 и повторена на фиг. 6. 20.
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Постоянные времени ха и хь для этого контура, которые содержа
лись в формуле (6. 28), определяются по формулам (3. 16а) и (3. 166), 
а именно

(6.33) 
ть=/?2С2.. (6.34)

Третья независимая величина была определена в главе 3, где 
она была обозначена та6 вместо а и вычислялась по
т. е.

формуле (3. 16 в),

ХаЬ — ^1^2- (6. 35)

Функциональная зависимость между этими 
ными времени и а вытекает из уравнения

= Ха + xb + ХаЬ = Ха + хъ~Г ^1^2-

Преобразование последнего выражения 
приводит к

/?А = ^-(ата-ть). (6.36)

тремя постоян- 
(3. 19 б), т. е.

Rf

— '-"г Ь

ТС2
О—...................................■ --—о
Фиг. 6. 20. Схема коррек
тирующего опережающе- 
запаздывающего контура.Формулы (6. 33), (6. 34) и (6. 36) необхо

димы для полного определения элементов 
контура на фиг. 6. 20, после того, как конструктор рассчитал значе
ния ха, хь и а. Дальнейший порядок расчета состоит в следующем.

1. Выбирают произвольно Clf исходя из целесообразных зна
чений.

2. Вычисляют 7?! по формуле (6. 33), т. е. —
3. Зная 7?х, вычисляют С2 по формуле (6. 36). Таким образом

Та

Если приемлемое значение Сг не дает правильного результата 
для С2, необходимо выбрать другое значение С,.

4. Затем вычисляют Т?2 по формуле (6. 34), т. е.

Для иллюстрации примем этот порядок к расчету передаточной 
функции корректирующего опережающе-запаздывающего контура, 
выражаемой уравнением (6. 31). Этот расчет приводит к следующим 
значениям параметров: та = 1,28 сек; ть = 0,50 сек; а = 50 сек.

После этого:
1) выбирают = 0,1 мкф;

2) вычисляют мкф = 12,8 мегом;
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3) вычисляют С2 = l28- 63,5 = 4,86 мкф\
О 54) вычисляют /?2 0,103 мегом.

Значения Rx и С2 не лежат в особо желаемом диапазоне.
Емкость 4,86 мкф сравнительно большая, чего желательно по воз

можности избегать, например в самолетных конструкциях, где раз
меры имеют первостепенное значение. Подобный результат расчета 
не может быть приемлем, когда требуемые высокие значения постоян
ных времени достигнуты у устройств очень малых размеров, которые 
работают в условиях температурных колебаний. Вычисленное зна
чение С2 было бы еще хуже, когда емкость Сг была бы выбрана рав
ной 1 мкф.

Когда значения элементов контура оказываются удовлетвори
тельными, новые значения могут быть легко определены путем умно
жения всех величин R на соответствующую постоянную и разделе
ния всех величин С на ту же постоянную. Этот процесс преобразова
ния импеданса сохраняет прежнюю частотную характеристику, 
потому что постоянные времени не оказывают влияния.

6. 5. ПОРЯДОК РАСЧЕТА ЗАПАЗДЫВАЮЩЕЙ КОРРЕКЦИИ

В предыдущих двух разделах были даны способы расчета простой 
опережающей коррекции и опережающе-запаздывающей коррек
ции. В этом разделе сосредоточим свое внимание на методике расчета 
простой запаздывающей коррекции. Как правило, запаздывающая 
коррекция предназначается для создания удовлетворительной харак
теристики при следующих превалирующих условиях:

1. Существует необходимость уменьшить ширину полосы частот, 
чтобы противодействовать помехам.

2. Исключительно быстрая реакция не требуется.
3. Существует необходимость повысить коэффициент усиления 

для улучшения статической точности.
Постановка задач. Соответственно заданным условиям выбираем 

систему класса 1 с коэффициентом скорости 5 сек'1. Выберем пре
дельный сдвиг фаз 45° с тем, чтобы исключить чрезмерное перере
гулирование в переходном процессе. Кроме того, преобладающая 
постоянная времени реакции должна быть менее 4 сек. Далее, коррек
ция должна ограничиваться применением запаздывающего контура 
с целью уменьшить влияние частот вредных помех, которые суще
ствуют по предположению в частотном диапазоне ниже 2 гц.

Порядок расчета. Предположим, что передаточная функция ра
зомкнутой цепи была определена на основании заданных условий 
установившегося режима и необходимости удовлетворить требова
ниям нагрузки на выходе, а именно

бД/м) =

М1+'Ч1)П'+'ШГ
(6. 37)
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Надлежащее изменение коэффициента усиления позволяет полу
чить коэффициент скорости, равный 5, который уже был введен 
в этом выражении. Логарифмическая амплитудно-частотная харак
теристика по уравнению (6. 37) показана на фиг. 6. 21. Если может 
идти речь о системах класса 1 или 0, то первоначально могут помочь 
найти ответ предварительные исследования, насколько основная 
система далека от удовлетворения заданных условий в динамическом 
режиме. Для этого необходимо знать предельное значение угла сдвига 
фаз и приблизительное значение преобладающей постоянной времени. 
Предельное значение угла сдвига фаз вычисляется обычным способом. 
Из фиг. 6. 21 следует, что частота среза равняется 3,15 рад/сек. 
Если это значение ввести в выражение для запаздывания по фазе 
(см. уравнение 6. 34), то получим

ср = _90° — arctg 0,5(3,15) — arctg 0,167 (3,15) = —175,3°.

Отсюда определяем предельный сдвиг фаз сррш = ср 4- 180° = -|-4,7% 
Это положительное значение предельного сдвига фаз показывает, 

что система абсолютно устойчива. Однако это одновременно означает 
относительную устойчивость, которая также важна, и ясно, что 
относительная устойчивость системы, описываемой уравнением 
(6. 37) неудовлетворительна. Напомним, что предельное значение 
угла сдвига фаз является особым показателем максимального пере
регулирования реакции во времени и поэтому вполне резонно ожи
дать, что пиковое значение перерегулирования будет находиться 
вблизи 90% при подобном малом предельном значении сдвига фаз. 
Конечно, нулевое предельное значение сдвига фаз соответствует 
100% перерегулирования, что представляет только другой способ 
описания условий возникновения колебаний.

Ввиду того что предельное значение угла сдвига фаз положи
тельно, оно может быть использовано для приближенного определе
ния преобладающей постоянной времени путем введения его в урав
нение (6. 18 б). Следовательно,

Т = = 7,6 сек.

Ввиду того что уравнение (6. 13 б) дает очень неблагоприятные 
результаты, особенно для систем класса 1 и класса 0, не следует 
приходить к выводу, что заданные значения времени регулиро
вания не могут быть осуществлены.

В качестве примера приведем решение характеристического урав
нения третьего порядка при = 5, которое дает действительное 
значение преобладающей постоянной времени около 3,5 сек. Конечно, 
эти соображения приводят к выводу, что коррекция системы, опи
сываемой уравнением (6. 37), должна в первую очередь предотвра
тить чрезмерное перерегулирование путем создания приемлемого 
предельного угла сдвига фаз.

313



Ф
иг

. 6. 
21

. Ра
сч

ет
 кор

ре
кц

ии
 зап

аз
ды

ва
ни

я дл
я си

ст
ем

ы
 кла

сс
а 1: 

- кр
ив

ая
 пе

рв
ой

 ста
ди

и р
ас

че
та

; 2 
—

 кр
ив

ая
 вт

ор
ой

 ст
ад

ии
 ра

сч
ет

а;
 3 —

 фа
за

.

314



Для расчета требуемой коррекции при помощи запаздывающего 
контура разработано несколько методов, включая простой метод 
последовательного приближения, который часто используется кон
структорами, предпочитающими рассчитывать по частотным методам. 
Однако сосредоточим свое внимание на двух прямых способах, 
которые дают непосредственные результаты. При этом требуется 
произвести несколько больше вычислений, чем по методу последо
вательного приближения, потому что необходимо вычислить 
и построить часть амплитудно-фазовой характеристики некорректи- 
рованной системы. В действительности оба рассматриваемых ниже 
способа являются в сущности одинаковыми, кроме одного изменения, 
которое вводится с целью уменьшить значение постоянных времени.

Порядок расчета состоит в основном из четырех стадий, изложен
ных ниже.

1. Вычисляется фазовый угол первоначальной некорректирован- 
ной системы. Для нашего примера выражение для запаздывания 
по фазе некорректированной системы составляет

ср =—90° — arctg—arctg “ .
После введения надлежаще выбранных значений со в эту формулу 

и добавления 180° к каждому вычисленному значению получим кри
вую, показанную . на фиг. 6.21.

2. Выбирают частоту среза корректированной логарифмической 
частотной характеристики, соответствующей заданному'предельному 
значению угла сдвига фаз, которое было определено по кривой, 
построенной на первой стадии расчета. Для системы, изображенной 
на фиг. 6. 21, эта частота равна 1,25 рад!сек. Она должна быть осу
ществлена, потому что значимость этой операции основана на пред
положении, что запаздывание по фазе, создаваемое запаздывающим 
контуром при этой частоте, пренебрежимо мало. Поэтому, чтобы 
обеспечить получение этой частоты среза, необходимо выбрать верх
нюю частоту точки сопряжения характеристики запаздывающего 
контура ниже новой частоты среза.

3. Выбирают верхнюю частоту точки сопряжения характеристики 
запаздывающего контура на четыре октавы ниже новой частоты среза. 
Изучение нормализованных фазовых характеристик запаздывающих 
контуров позволяет установить, что запаздывание по фазе практи
чески не имеет значения при частоте на четыре октавы выше верхней 
частоты точки сопряжения. После того как мы определили верхнюю 
частоту точки сопряжения, как показано на фиг. 6. 22, ее значение 
можно вычислить по формуле

со2 = (6. 38)

где со*  означает частоту среза скорректированной характеристики. 
Величина (2)4 представляет математическое выражение для четырех
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октав. По определению частота со2 на °Дну октаву выше, чем (Oj, 

т. е. й)2 в 2 раза больше 04 или = 2 = 1 октава. Аналогично

= 4 = 2 октавы и =8 = 3 октавы, что имеет общее выра-

жение

~=2п, (6. 39)

где п — число октав.
Следовательно, числовое значение этой частоты должно быть в 16 раз 
больше значения соь когда частота со2 должна быть на четыре октавы 
выше, чем (Ор

Фиг. 6. 22. Амплитудно-частотная характеристика корректи 
рующего запаздывающего контура

Применение формулы (6. 38) для нашего примера дает

со 2 = = 0,078 рад/сек.

■ Определение этой величины дает одно из двух независимых пара
метров, которые необходимы для расчета запаздывающего контура. 

Другим параметром, конечно, является коэффициент затухания , 

который будет вычислен ниже. Постоянная времени, соответствующая 
частоте со2, равняется т =-^—= 12,80 сек.

4. Выбирают уровень затухания запаздывающего контура, соот
ветствующий некорректированной логарифмической кривой, распо
ложенной выше оси абсцисс при новой частоте среза со*.  Необхо
димость этой стадии расчета очевидна; она гарантирует, что коррек
тированная логарифмическая кривая пересечет ось абсцисс в точке, 
соответствующей частоте со*.  Ввиду того что уровень затухания 
запаздывающего контура был специально выбран 20 lg а, то вторая 
независимая величина становится известной и, таким образом, расчет 
закончен.
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Для нашего примера фиг. 6. 21 показывает, что первоначальная 
амплитудная характеристика расположена на 12 дб выше оси абсцисс 
при со*  — 1,25 рад/сек. Поэтому 20 lg а = 12, что дает а = 4. Так 
как со2 и а вычислены, то частоту сох легко определить, потому 
что она является зависимой величиной. Графически ее можно опре
делить путем построения линии с наклоном —6 дб/октава, начиная 
с частоты со2, расположенной при надлежащих значениях децибел, 
причем эту линию продолжают до пересечения с осью со. Точка пере
сечения определяет соР Это значение может быть вычислено непо
средственно по формуле

сох = = 0,0195 рад/сек.

Соответствующая постоянная времени равняется ат = 4 (12,8) = 
= 51,2 сек. Следовательно, окончательное выражение для переда
точной функции запаздывающего корректирующего контура будет

(/со) = 1 + /СОТ
1 + /соат

1 + /12,8со
1 + /51,2со (6. 40)

Изучение этого результата показывает, что постоянные времени 
имеют достаточно большое значение и поэтому нежелательны с точки 
зрения применения элементов контура приемлемых размеров.

Эти большие значения постоянных времени были получены 
в результате обычного приближения, принятого при предыдущем 
порядке расчета. Выбор верхней частоты точки сопряжения харак
теристики запаздывающего контура при значении ниже новой 
частоты среза приводит к большим постоянным времени. Этот резуль
тат расчета может быть значительно улучшен, если принять более 
высокое значение для верхней частоты точки сопряжения, а затем 
допустить сдвиг по фазе, создаваемый контуром при этой новой 
частоте среза. При этом методе следует подчеркнуть простоту расчета 
за счет большой постоянной времени. Однако изучение положения 
показывает, что степень простоты является тривиальной по сравне
нию с недостатками, связанными с большими постоянными времени. 
Вследствие этого ниже излагается измененный порядок расчета, 
позволяющий получить меньшие значения постоянных времени. 
Для иллюстрации используем прежнюю систему, описанную уравне
нием (6. 37). Измененный порядок расчета состоит из нижеописан
ных пяти стадий.

• 1. Вычисляют и строят характеристику предельного угла сдвига
фаз некорректированной системы.

2. Выбирают новую частоту среза соответственно требуемому 
предельному сдвигу фаз плюс допуск с учетом запаздывания по фазе, 
создаваемого запаздывающим контуром. В качестве первого прибли
жения примем этот допуск в 10°. Следовательно, для нашего примера 
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новая частота среза будет определена по кривой предельного сдвига 
фаз и равна:

требуемый предельный сдвиг фаз плюс допуск == 45° + 10° =
— 55°, что дает со*  = 0,94 рад/сек.

3. Выбирают верхнюю частоту точки сопряжения запаздываю
щего контура на четыре октавы ниже частоты среза некорректирован
ной системы. Этот способ выбора со2 вынужденно приводит к более 
завышенному значению, чем раньше, потому что первоначальная 
частота среза всегда превышает соответствующую частоту скоррек
тированной системы в случае применения запаздывающего контура 
для коррекции. Отсюда со2 = = 3,15/6 = 0,195. Округляя
это значение, получаем со2 = 0,2 рад/сек\ соответствующая постоян
ная времени равняется т = 5 сек, что дает значительное улуч
шение ранее полученного значения.

4. Выбирают уровень затухания запаздывающего контура, соот
ветственно некорректированной логарифмической кривой, располо
женной выше оси абсцисс при новой частоте среза со*.  Как и раньше, 
на этой стадии расчета можно вычислить надлежащий коэффициент 
затухания. Следовательно, 20 lg а = 14,5, что дает а = 5,31. Для 
удобства выбираем а = 5,0. После того, как были определены а 
и (о2, значение нижней частоты точки сопряжения характеристики 
запаздывающего устройства вычисляют по формуле

ссц = -у- = = 0,04 рад1сек.

Соответствующая постоянная времени будет тогда равняться 
= 5 х 5 = 25 сек. Выражение для передаточной функции запаз

дывающего корректирующего устройства будет
z> / • \ 1 + /сот ( со2 1 “I- /5СО //? Л 1 \

°C = -Т+7^ = . 7 jox = ТГ725^ • (6- 41).

5. Проверяют, что запаздывание по фазе для вычисленной пере
даточной функции коррекции при новой частоте со*  среза соответ
ствует допущенному значению, принятому выше в пределах допусков, 
равных заданным для предельного значения сдвига фаз. Эта стадия 
расчета необходима для окончательного утверждения проекта.

В частном случае расчета системы, описываемой уравнением 
(6. 41), запаздывание по фазе, создаваемое запаздывающим устрой
ством при частоте 0,94 рад/сек равняется срс = + arctg (5 X 0,94) —
— arc tg (25 X 0,94) = 78° — 87,6° = -9,6°.

Ввиду того что это значение более благоприятно по сравнению 
с предположенным значением —10°, результаты расчета можно счи
тать приемлемыми и заданные требования по предельному значению 
сдвига фаз выполненными.
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На фиг. 6. 21 даны логарифмические частотные характеристики 
для двух расчетов коррекции запаздывания, а также приведены 
соответствующие передаточные функции корректированной разомк
нутой цепи. Кривая первоначальной системы обозначена /, а изме
ненной системы соответственно 2.

Проверка преобладающей постоянной времени по формуле 
(6. 18 б) дает значение 2,7 сек. Ввиду того что это значение ниже 
предполагаемого, конструктор может быть спокоен за то, что время 
регулирования будет иметь удовлетворительное значение. Решение 
характеристического уравнения по методам, изложенным в главе 7, 
дает преобладающую постоянную времени 1,4 сек.

Ввиду того что расчет запаздывающего корректирующего кон
тура приводит к удовлетворительной динамической характеристике, 
из сравнения уравнений (6. 40) и (6. 41) становится очевидно, что 
следует предпочесть измененный метод расчета по уравнению (6. 41). 
Причина этого лежит в том, что меньшие значения постоянных 
времени связаны с меньшими размерами и меньшей стоимостью 
применяемых элементов.

ЗАДАЧИ

6. 1. На фиг. 6.23 дана кривая функции //G (/со); пояснить, 
можно ли эту систему сделать устойчивой путем применения только 
запаздывающего или только опережающего контура. Построить 
новую кривую функции HG (/со), 
которая будет соответствовать 
включенному контуру.

6. 2. Нафиг. 6. 24дана кривая 
функции HG (/со) для неустойчивой 
системы:

а) Объяснить, почему система 
неустойчива.

Фиг. 6. 24. Амплитудно-фазовая 
характеристика неустойчивой 

системы.

4J

—ь-
-1,0

Re[G(jQ)]
0

Фиг. 6. 23. Амплитудно-фазовая харак
теристика.

б) Для стабилизации системы введем опережающий контур. 
Построить новую кривую и показать положение точки сох на новой 
кривой.

в) Можно ли эту систему стабилизировать путем изменения коэф
фициента усиления? Объяснить возможность этого случая.
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г) Если ответ на вопрос предыдущего пункта является положи
тельным, привести причины, почему этот метод стабилизации не сле
дует предпочитать, другим.

6. 3. Сервомеханизм имеет передаточную функцию разомкнутой 
цепи, определяемую выражением

HG (s) = 200
ls(l 4-0,ls)] ’

что удовлетворяет требованиям характеристики в установившемся 
режиме. Рассчитать корректирующий контур, который будет созда
вать предельный угол сдвига фаз 45°.

6. 4. Передаточная функция разомкнутой цепи сервомеханизма 
дается выражением

HG (/со) = ____________7____________
/со (1 +/0,5со)^1 +

Рассчитать запаздывающий контур, который будет создавать, 
как последовательно включенный корректор, предельный сдвиг 
фаз 40 ± 2°. Необходимо обеспечить требуемые значения постоян
ной времени и коэффициента затухания контура. Коэффициент ско
рости должен оставаться неизменным и частота среза должна быть 
минимум 1 рад/сек.

6. 5. Система управления с обратной связью имеет следующую 
передаточную функцию разомкнутой цепи:

______________ 200_____________

лф+у (4г)] [! + /
а) Определить предел сдвига фаз корректированной системы.
б) Рассчитать корректирующий контур, который будет создавать 

предельный угол сдвига фаз 40—50°, причем коэффициент усиления 
разомкнутой цепи должен равняться 40.

6. 6. Сервомеханизм имеет передаточную функцию некорректи- 
рованной разомкнутой цепи, определяемую выражением HG (/со) = 

= K/o)2)'U'~+ /° Mf ’ Требуется, чт°бы система удовлетворяла сле
дующим заданным условиям: сигнал рассогласования не превышал 
0,1 рад при максимальном входном ускорении 10 рад/сек2-, переход
ный процесс соответствовал бы режиму, когда предельный угол 
сдвига фаз равнялся приблизительно 50 ± 3°.

Изменить данную систему таким образом, чтобы она удовлетво
ряла заданным условиям. Убедиться, что примененный тип коррек
ции позволяет получить рекомендуемые значения всех постоянных 
времени, коэффициентов затухания и коэффициентов усиления 
предварительного усилителя. Чтобы избежать плохого отношения 
сигнала к помехам, рекомендуется выбрать коэффициенты затухания 
корректирующих контуров минимум 0,05.
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Благодаря этому размеры не будут чрезмерными. Определить 
время регулирования этой системы.

6. 7. Сервомеханизм с единичной обратной связью имеет пере
даточную функцию разомкнутой цепи вида

HG (s) = s(1 2s) (1 + 01s)2 .

а) Построить характеристику затухания этой системы, применив 
асимптотическое приближение.

б) Определить предельный сдвиг фаз. Является ли эта система 
абсолютно устойчивой?

в) Предположим, что эта система была использована для регули
рования скорости. Требуется, чтобы ошибка запаздывания положе
ния не превышала 0,02 рад при входной скорости 1 рад/сек. Кроме 
того, переходный процесс должен соответствовать предельному 
сдвигу фаз 25°. Рассчитать коррекцию, благодаря которой система 
будет удовлетворять заданным условиям. Преобладающая постоян
ная времени не должна превышать 3 сек.

6. 8. Некоррелированный сервомеханизм имеет передаточную 
функцию прямой цепи следующего вида:

Q (. х ______________ 126_______________
+ [1 + / Ш]

а) Построить амплитудную характеристику (в дб) в зависимости 
от логарифма частоты со.

б) Рассчитать последовательный корректор, чтобы были удовле
творены следующие условия:

1) ошибка запаздывания установившегося состояния должна 
быть не больше V12G рад при входной скорости 1 рад/сек\

2) не допускается изменение коэффициента усиления усили
теля; предельный сдвиг фаз скорректированной системы должен 
удовлетворять условию cppzn = 30 ± 2°.

Определить передаточную функцию в числовых значениях для 
корректирующего контура и установить элементы контура, построив 
структурную схему контура.

в) Построить амплитудно-фазовую характеристику некорректи
рованной разомкнутой цепи системы и корректированной системы, 
ясно указав способ, каким образом' корректирующий контур изме
няет первоначальную систему для достижения надлежащей стаби
лизации.

г) Определить время регулирования для корректирующей 
системы.

6. 9. Система класса 0 имеет передаточную функцию следующего 
вида:

К
HG = (1 + 0,1s)2 (1 + 0,01s) ’
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а) Построить асимптотическую логарифмическую амплитудно- 
частотную характеристику, а также фазо-частотную характеристику.

б) Определить коэффициент усиления, требуемый для получения 
предельного угла сдвига фаз 40°.

6. 10. На фиг. 6. 25 даны характеристики коррекции, которые 
рекомендуются для стабилизации системы, имеющей передаточную 
функцию разомкнутой цепи вида

цг , х - 400
“ [s'" (1 + 0,01s)] •

а) Определить, в каком случае система будет абсолютно устойчивой.

Фиг. 6. 25. Характеристика коррекции.

б) Если по спецификации требуется, чтобы корректированная 
система обладала преимущественной постоянной времени меньше, 
чем 0,1 сек, то какую схему коррекции следует применить?

в) Если максимальное перерегулирование не должно превышать 
приблизительно 25%, то какую коррекцию следует рекомендовать?

г) Какую коррекцию надлежит выбрать, если необходимо, чтобы 
система фильтровала синусоидальные помехи ниже 12 гц, даже 
за счет увеличения времени регулирования и повышенного макси
мального перерегулирования.

д) Вычислить приближенное значение максимального перерегу
лирования и преобладающей постоянной времени для корректиро
ванной системы предыдущего пункта.



ГЛАВА 7

ПОВЕДЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ. 
КОРНЕВЫЕ МЕТОДЫ

В разделе 1. 7 подчеркивалось, что анализ и расчет систем третьего 
и более высокого порядка по методу решения дифференциальных 
уравнений представляет трудоемкий процесс последовательного 
приближения, потому что влияние каждого параметра системы в от
дельности не может быть непосредственно изучено. Исследование 
характеристического уравнения показывает, что параметры системы 
появляются в нескольких коэффициентах, вследствие чего прямое 
изучение на основании решения дифференциальных уравнений ста
новится невозможным. Эта трудность в значительной степени устра
няется в частотных методах исследования, как об этом говорилось 
в предыдущих главах. Влияние любого параметра в отдельности 
или нескольких параметров системы могут быть изучены на осно
вании частотных характеристик. Изменение того или иного параметра 
может быть изучено благодаря исследованию влияния его на общее 
затухание и фазо-частотные характеристики разомкнутой цепи, 
а также при помощи таких характерных параметров, как предельный 
сдвиг фаз и критический коэффициент усиления. Чтобы иллюстриро
вать эту основную разницу двух методов, вернемся к изучению 
системы, описанной в разделе 1. 7. Анализ по методу дифференциаль
ного уравнения приводит к характеристическому уравнению вида 
(1. 107). При рассмотрении этого уравнения становится ясно, что 
прямое изучение влияния изменений параметров хт или xf на реак
цию системы не может быть осуществлено. Однако анализ на осно
вании частотного метода приводит к передаточной функции разомк
нутой цепи в виде

С /<л = KPKAKf __________ 1__________ = __________ К__________ (7 п
£ ' ' RB s (1 + st/) (1 + sxtn) s (1 + st/) (1 + srm) * v • /

Это уравнение состоит из коэффициентов и множителей и отсюда 
ясно, что можно легко изучить влияние изменения параметров xf 
и х)п при помощи частотных кривых. Например, удвоение величины xf 
означает только уменьшение вдвое частоты точки сопряжения харак
теристики затухания для этого множителя в уравнении (7. 1). Затем 
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без труда можно определить последующее влияние на предельные 
значения сдвига фаз и коэффициента усиления. Конечно, существен
ное ограничение этого метода состоит в том, что нельзя получить 
точного решения во временной области. Однако корневой метод, 
разработанный Вальтером Эвансом, не только устраняет этот недо
статок, но позволяет надежно произвести анализ и синтез систем 
управления.

7. 1. ПЕРЕХОД ОТ ЧАСТОТНОЙ К КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ

Полное понимание значения корневого метода может быть полу
чено при исследовании случая, когда значения, приписываемые 
величине s в выражении для передаточной функции разомкнутой 
цепи, наносятся в зависимости от значений мнимой оси в комплексно 
частотной плоскости. Чтобы иллюстрировать этот переход продол
жим рассмотрение примера системы третьего порядка, описанной 
в разделе 1. 7. Общая форма передаточной функции замкнутой 
системы будет

,-Х) ■ (7'2>
Для схемы, показанной на фиг. 1. 25, передаточная функция 

разомкнутой цепи имеет вид

м, + Х + ^)- <7-3>
Если входной сигнал в уравнении (7. 2) приравнять нулю, то 

характеристическое уравнение может быть выражено простой суммой

1 + HG (s) = 0. (7. 4)

Отсюда ясно, что характеристическое уравнение определяется 
через передаточную функцию разомкнутой цепи. (Следует вновь 
отметить исключительно важную роль, которую играет передаточ
ная функция разомкнутой цепи в анализе системы управления). 
Уравнение (7. 4) может быть выражено иначе

HG(s) = —l = 1 /180°(2^ + 1) £ = 0, ±1, ±2, . . . (7. 5)

Для частотного анализа (т. е. для случая, когда значения вели
чины s ограничены мнимой осью) передаточная функция разомкнутой 
цепи приобретает вид

~ /о> (1 + jtoTm)(l + /СОТ/) • (7'

Если теперь при данной частоте со т общий сдвиг фаз составляет 
—180°, то система может быть сделана неустойчивой при соответ- 
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ствующем выборе коэффициента усиления разомкнутой цепи; дру
гими словами, система будет подвергаться незатухающим колебаниям 
с частотой <ох. Из уравнения (7. 6) нетрудно получить выражение 
для общего сдвига фаз при данной частоте

ф = _-90° — arc tg сохт/п — arc tg cdxtz = —180°.

Фиг. 7. 1. Векторная диаграмма уравнения (7. 6).

На фиг. 7. 1 показаны углы, связанные с членами передаточной 
функции разомкнутой цепи. Заметим, что для графического изобра
жения линейных множителей необходимо образовать произведение 
/сот и затем векторно сложить с единицей. Для определения углов

Фиг. 7. 2. Другая форма векторной диаграммы уравне
ния (7. 6).

в комплексной плоскости можно применить более удобный способ, 
для чего уравнение (7. 6) следует переписать в другом виде

HG (/со) = т"т' <]
Это изменение создает преимущество определения каждого век

тора в одной точке мнимой оси.
Конечно, для этого требуется также определить критические 

частоты функции HG (s), как показано на фиг. 7. 2 (под критическими 
частотами здесь понимается выражение, используемое для определе
ния полюсов и нулей передаточной функции разомкнутой цепи).
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Для удобства допустим

/“1 + 4“ ~rm ЧР„г;1пг ’

/Ч + -у = rf Z_cpz;

/Ч = Го Z-Фо.
где г означает величину каждого вектора и ср — соответствующий 
фазовый угол. Тогда коэффициент усиления, необходимый для созда
ния незатухающих колебаний, при частоте, при которой угол сдвига 
фаз равняется —180°, легко находится путем соблюдения условия

К, Л j
Wf

где Ki означает требуемый коэффициент усиления. Отсюда,

Ki = ror,nrfTmrf.

Выражение для характеристического уравнения, 
из уравнений (7. 3) и (7. 4), имеет вид

получаемого

s3 + 4- -А_ = о. (7.7)

Из изложенного выше следует, что при К = оба корня урав
нения (7. 7) являются чисто мнимыми и определяются равенством

S12 = ± 7е0 i,

где сог равняется частоте, при которой общий сдвиг фаз составляет 
—180°. Здесь можно задать вопрос: что произойдет с корнями этого 
характеристического уравнения, когда усиление разомкнутой цепи 
изменяется в сторону уменьшения или увеличения по сравнению 
со значением Л\?

Согласно законам алгебры корни полинома, подобного урав
нению (7. 7) представляют непрерывную функцию постоянного 
члена /С Следовательно, если применен только больший коэффи
циент усиления, то три остальных различных корня могут быть най
дены и можно ожидать, что два чисто мнимых корня теперь будут 
комплексными сопряженными корнями. Кроме того, эти новые корни 
удовлетворяют уравнению (7. 7) и поэтому они должны также удо
влетворять уравнению (7. 5). В действительности, когда эти корни 
найдены любым доступным методом и полученная пара комплексных 
корней нанесена на плоскости s (как показано на фиг. 7. 3) и углы 
каждого вектора передаточной функции разомкнутой цепи измерены 
и суммированы, тогда результирующий фазовый угол может быть 
найден путем сложения с углом —180°. Этого следовало ожидать, 
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принимая во внимание то обстоятельство, что любое решение урав
нения (7. 7) является также решением уравнения (7. 5). Значение 
коэффициента усиления Д’, когда величина передаточной функции 
разомкнутой цепи становится равной единице, может быть найдено 
аналогичным способом, как и раньше, т. е.

^2 = rormrfxmxf.
Переход от мнимой оси ко всей комплексной плоскости действи- 

тельно является очень важным. При сосредоточении внимания только 
на мнимой оси, как это осуществляется при частотном анализе,

Фиг. 7. 3. Расположение векторов системы при комплекс
ной частоте sx.

можно получить представление о влиянии таких параметров, как 
коэффициентов скорости и ускорения, абсолютной и относительной 
устойчивости, а также ширины полосы пропускания частот, но нет 
возможности регулировать соответствующую реакцию во временной 
области. Последнее должно быть осуществлено через соответствую
щие предельные параметры. Однако использование всей комплекс
ной плоскости позволяет конструктору системы управления иссле
довать непосредственно влияние названных параметров в частотной 
и временной областях.

Путем целесообразного распределения полюсов и нулей переда
точных функций корректирующих устройств конструктор может 
определить почти с первого взгляда, каким способом можно повлиять 
на переходный процесс и частотную характеристику замкнутой 
системы.

7. 2. КРИТЕРИИ КОРНЕВОГО МЕТОДА

Сущность корневого метода состоит в нахождении геометрического 
места точек в комплексной плоскости, которые представляют реше
ния характеристического уравнения при разных значениях коэф
фициента усиления разомкнутой цепи, изменяющихся от нуля до бес
конечности. Это означает удовлетворение следующего условия:

//G(s)--1 - 1 / 180°(2fe+ 1) k = 0, ±1, ±2, ...

Точную информацию о реакции замкнутой цепи во временной 
области можно получить, исследуя эти точки в плоскости s, когда 
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передаточная функция разомкнутой цепи удовлетворяет предыду
щему условию.

Числитель и знаменатель передаточной функции разомкнутой 
цепи для всех практических систем управления разлагаются на про
стейшие множители. Порядок полинома знаменателя больше или 
по крайней мере равен порядку полинома числителя. Форма поли
нома в виде множителей имеет место потому, что передаточная 
функция разомкнутой цепи формируется как произведение пере
даточных функций отдельных звеньев, из которых составлена 
система. После введения заданных значений комплексного перемен
ного в функцию HG (s) получаем, как правило, комплексное число 
с модулем R и общим углом сдвига фаз ср. Отсюда

HG (s) - R /ср.

Теперь, когда значение s представляет корень характеристиче
ского уравнения, тогда R = 1 и ср = (2k + 1) л, где k = 0, ±1, 
±2, ±3, . . ., что еще раз подтверждает соблюдение уравнения (7. 5).

Эти выводы можно выразить в более общей форме, для чего 
следует рассмотреть приведенное ниже выражение для передаточной 
функции разомкнутой цепи

Эта форма передаточной функции наиболее удобна для частот
ного анализа подобной системы, так как непосредственно приводит 
к определению частоты точки сопряжения и двух прямолинейных 
асимптот, которые почти точно приближаются к частотным харак
теристикам, соответствующим каждому множителю. Однако подобная 
форма неудобна для изучения на основании корневых методов, 
потому что члены корней не все заканчиваются в определенной 
точке на выбранной плоскости s. Вследствие этого порядок измерения 
угла сдвига фаз, обусловленного каждым членом функции HG (s), 
становится более сложным. Этот недостаток, однако, можно устра
нить, если переписать передаточную функцию разомкнутой цепи 
в следующей измененной форме:

КтаТЬГс ... (Од!0)^2 *

Т1Т2Т3 ... и2па

(«+ (S + ‘4_) О2 + 2?aCW! + <%а) 
sN (s+■^г) (s+Is++2?2“n2S+
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Нетрудно обнаружить, что линейный множитель, например, 
s + — может быть расположен в плоскости s. Критическая частота 

s =--------может быть расположена слева от начала координат,
как показано на фиг. 7. 4. Следует отметить, что для определенной 
точки в плоскости s вектор s-J--— определяется простым построе- 
нием прямой линии от точки критической частоты к рассматривае
мой точке. Подобное графическое построение, показанное на фиг. 7. 4, 
имеет существенное значение, потому что оно дает правильное рас
положение полюсов и нулей передаточной функции разомкнутой 
цепи [см. уравнение (7. 9)].

Кроме того, векторы, связанные с любой из этих критических 
частот, заканчиваются в одной точке на плоскости s. Для упрощения 
выражения (7. 9) произведем следу- пни™*  ось
ющую подстановку:

1 1
P1 = v;p2 =—...

И Ктатьгс . .. ы2п1и>22-
Т1Т2Т3 . . . й)п2

(7. 10)

(7. 11)

S

-'/г

Действитель 
__ мая ось 
О

Фиг. 7. 4. Линейный фактор s-H/Tj.

Величина К' представляет коэффициент усиления, применяемый 
при исследовании системы корневым методом. Отсюда нетрудно 
показать, что постоянный член часто может быть выражен в нормали
зованной форме характеристического уравнения, соответствующего 
данной передаточной функции разомкнутой цепи. Следует напомнить, 
что коэффициент К' не совпадает с коэффициентом усиления К 
разомкнутой системы. Различие этих коэффициентов ясно вытекает 
из выражения (7. 11). При любых данных условиях равенство (7. 11) 
может содержать или не содержать члены с со2, в зависимости от нали
чия квадратных множителей в числителе и знаменателе передаточной 
функции разомкнутой цепи.

Каждый множитель уравнения (7. 9) имеет определенную вели
чину и фазовый угол при том или ином значении s. В полярных коор
динатах можно написать:

S + гх = г21 /фд ;

s + z2 = гг2 Ар22;

' ^='rNnn/N^\ 

s + Pl — f pl / Ф<;1; 

S + Pi = r p2 / Фр2~.

(7. 12)

329



Этот же способ может быть применен к двум комплексным корням, 
связанным с недодемпфированными звеньями, описываемыми квад
ратными членами (если эти звенья не являются недодемпфирован
ными, то они будут выражены в виде двух линейных членов).

Выражения (7. 12) определяют каждый вектор через его абсолют
ную величину г21 и фазовый угол ср21. Обозначения г и р применены 
для нулей и полюсов передаточной функции разомкнутой цепи. 
Введение равенств (7. 12) в уравнение (7. 9) и в предположении, 
что порядок полинома в числителе равен Z и полинома в знаменателе 
равен Р, приводит к следующему результату:

HG (s) =
rN г гГРОГР1 ' ‘ * ГР(Р~Н)

Z(<Pzl + <Рг2 + • • ■ + Tzz) ~~ (Wo + Фр1 + • • • + Фр (Р-Л'))~ (7• 13)

ИЛИ
Z
n.rzi

HG (s) = /С Z'N -
ГРО П rpi

J=l

2 (Wo + 2 wj ■ (7. 14)

Здесь П означает произведение абсолютных значений всех ука
занных векторов.

Теперь из уравнения (7. 14) можно вывести обобщенный критерий 
для нахождения годографа характеристического уравнения системы 
управления. Как уже было показано, точка на плоскости s представ
ляет решение характеристического уравнения, когда она удовлетво
ряет фазовому критерию. Ввиду того что функция HG (s) должна 
быть равна —1, отсюда следует, что возможны два фазовых критерия 
в зависимости от знака передаточной функции разомкнутой цепи. 
Следовательно, когда К' имеет положительный знак, тогда переда
точная функция согласно уравнению (7. 14) должна быть^равна —1 
и результирующий фазовый угол должен быть равен 180 . Если К 
имеет отрицательный знак, то результирующий фазовый угол должен 
быть равен 0°. Отрицательный коэффициент /(' означает, что выход
ная величина преобразователя обратной связи будет отрицательной, 
когда к системе подан положительный сигнал рассогласования при 
разомкнутой цепи обратной связи. Отсюда очевидно, что в подоб
ных случаях нельзя применять обычную отрицательную обратную 
связь между выходной величиной преобразователя обратной связи 
с входным преобразователем; иначе получится положительная 
обратная связь. Мы обращаем внимание на это обстоятельство 
потому, что оно является обычным для систем управления самолетом. 
Когда условие по фазовому углу удовлетворено, тогда значение коэф
фициента усиления, необходимое для соблюдения условия об еди
ничной амплитуде нетрудно определите из уравнения (7. 14). Обоб
щение этих критериев дает:
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фазовый критерий

2 СР^' ““ ( + 2 <Ppz \ = 180° ± кратное значение 360° = (2k + 1) л

k = 0, ±1. . . при положительном /(',
z / P—N \

2 Фи — Wo+ 2 %/) = 0° ± кратное значение 360° — 2/г л

k = 0, ±1, ±2. . . при отрицательном /С;

амплитудный критерий

П
-----=1- (7-16) 

гро П rpi
i=l

Фазовый критерий представляет просто подтверждение того факта, 
что сумма углов векторов, построенных от нуля функции к любой 
точке в плоскости s, которая представляет корень характеристиче
ского уравнения, минус сумма углов векторов, построенных из полю
сов той же функции к тем же точкам s на плоскости s, должна быть 
равна результирующему углу 180° или 0°, в зависимости от знака 
передаточной функции разомкнутой цепи.

7. 3. ПРИМЕНЕНИЕ КОРНЕВОГО МЕТОДА К СИСТЕМЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Преимущества корневого метода для анализа и расчета системы 
управления можно просто и эффективно показать на примере

Фиг. 7. 5. Структурная схема системы второго порядка.

системы второго порядка, схема которой изображена на фиг. 7. 5. 
Передаточная функция разомкнутой цепи имеет вид

HG (s) = К'
(s + 1) (s + 3)

(7. 17)

При h «= 1 передаточная функция замкнутой цепи выражается 
следующим образом:

/С
с _ (s + l)(s + 3) _ К'_______

— (s) - — £7 (s + 1) (5 + 3) +
+ s+i)(s + 3)

(7- 18)
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(7. 19)
Характеристическое уравнение системы будет 

s2 + 4$ + (3 + К') = 0.

Уравнение (7. 19) может быть решено при помощи обычного алгеб
раического метода или непосредственным применением критерия 
Эванса, описываемого выражениями (7. 15) и (7. 16). Чтобы подчерк
нуть, что каждый метод приводит к одному результату, корни этого 
уравнения сперва определим алгебраически при разных значениях К', 
что приведет к соответствующему годографу. Затем можно пока
зать, что эти годографы удовлетворяют выражениям (7. 15) и (7. 16). 
Уравнение (7. 19) имеет второй порядок и поэтому корни могут быть 
непосредственно определены

S1, 2 = -2 ± V4 - (3 + К.') = —2 ± (7. 20)

Отсюда были получены приведенные ниже результаты при задан
ных значениях коэффициента К/

К' = о 51, 2 — 1, 3;

Si, 2 = —1,5, —2,5;

тс = 1 s1} 2 = —2, —2 (двойной корень);
К' =5 Si, 2 = —2 ± /2;
К' = ю Si, 2 = —2 ± /2.

Комплексные сопряженные корни существуют при любом значе
нии К' больше единицы, как это вытекает из равенства (7. 20). Эти 
корни даны на фиг. 7. 6, причем значения К' указаны около точек. 
Некоторые точки заслуживают особого внимания. Во-первых, корни 
характеристического уравнения при К' = 0 соответствуют полюсам 
передаточной функции разомкнутой цепи. Этот вывод применим не 
только к системам второго порядка, но справедлив для общего случая. 
Во-вторых, корни передаточной функции замкнутой цепи удаляются 
от полюсов передаточной функции разомкнутой цепи с увеличением 
коэффициента усиления. Кроме того, это перемещение связано 
условием, что сумма корней остается равной —4. Этот результат 
опять является общеприменимым к любой передаточной функции 
разомкнутой цепи, у которой порядок величины s в знаменателе 
по крайней мере на 2 больше порядка той же величины в числителе. 
При подобных условиях сумма корней равняется отрицательному 
значению коэффициента при члене sp~l в нормализованной форме 
характеристического уравнения, независимо от значения коэффи
циента К'. В-третьих, когда коэффициент К' увеличивается от 0 
до 1, корни перемещаются от полюсов в противоположных направле
ниях, чтобы сумма их сохранялась неизменной. Однако при К' = 1 
оба корня совпадают и любое дальнейшее увеличение коэффи
циента К' сопряжено с удалением корней от действительной оси 
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координат, следовательно, они становятся комплексными. Таким 
образом, значение коэффициента К' = 1 представляет случай кри
тического демпфирования; когда К' превышает единицу, то это при
водит к недодемпфированию. Характер переходного процесса можно 
легко определить при наличии диаграммы, показанной на фиг. 7. 6. 
При положительных значениях коэффициента К' геометрическое 
место корней характеристического уравнения ограничивается частью 
отрицательной действительной оси между значениями абсциссы —1 
и —3 (где реакция сверхдемпфирована) и всей осью ординат, прохо
дящей через значение абсциссы —2 (где реакция недодемпфирована).

В следующем разделе будет рассмотрен порядок построения гео
метрических мест корней характеристического уравнения, хотя 
годографы на фиг. 7. 6. можно очень просто построить, используя 
непосредственно выражение (7. 15). Сосредоточим свое внимание 
на том, чтобы показать, как любая точка годографа на фиг. 7. 6 
удовлетворяет фазовому критерию. Для этой цели на фигуре указаны 
также вычисленные значения коэффициента /('.

Передаточная функция разомкнутой цепи не содержит явных 
нулей, так что общий фазовый угол 180° необходимо определять 
от векторов, связанных с полюсами передаточной функции разомкну
той цепи. Когда контрольная точка берется где-либо между значе
ниями — 1 и —3, то ясно, что вектор s+1 имеет фазовый угол 180°, 
потому что вектор s + 3 обязательно имеет нулевое значение фазо
вого угла. Поэтому результирующий угол равняется 180°, что удов
летворяет фазовому критерию. С другой стороны, отметим, что в слу
чае, когда контрольная точка взята между значениями 0 и—1, то оба 
вектора должны иметь нулевые углы. Контрольная точка, выбран
ная слева от значения —3, определяет оба вектора, проведенных от 
полюсов с углом 180° или с нулевым результирующим фазовым углом-, 
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так что эта часть действительной оси не может быть частью годографа. 
Рассмотрим следующую контрольную точку s, расположенную вдоль 
перпендикуляра, проходящего через точку абсциссы —2. Вектор 
из полюса со значением —1 образует угол срр1, а вектор из полюса 
при —3 образует угол срг2- Но так как в любой точке вдоль ординаты 
получается равнобедренный трегольник, то отсюда следует, что

± 180° (+ для точек выше действительной оси и
— для точек ниже действительной оси).

Когда точка, например, s = —2 + /2 была определена на основа
нии фазового критерия, тогда требуемое значение коэффициента К' 
выводится из амплитудного критерия выражения (7. 16). В рассмат
риваемом случае имеем

ГР1 = I s + 11 = /22 - 1 = /5;
rp2 = | s + 3 | = ]/221 =]/5 

К = rplrpi = 1.

Поэтому К' = 5, что совпадает с расчетным значением.
Важно понять, что корни, лежащие на годографе, являются реше

ниями характеристического уравнения замкнутой системы. Благо
даря этому конструктор системы управления может непосредственно 
контролировать характеристику во временной области. Например, 
если конструктор системы, показанной на фиг. 7. 5, хочет вычислить 
величину коэффициента усиления, необходимого для получения отно
сительного коэффициента демпфирования 0,707, он может непосред
ственно определить его путем построения на фиг. 7. 6 линий от начала 
координат под углом ±45° относительно отрицательной действитель
ной оси. Точки пересечения с годографом определяют корни, характе
ризующие переходной процесс, причем коэффициент усиления вы
числяется по изложенному выше способу. Подобный порядок может 
быть применен к любой паре комплексных сопряженных корней 
к системе второго порядка и выше. Нетрудно проверить это построе
ние; следует лишь напомнить, что любая пара комплексных сопря
женных корней может быть выражена следующим образом:

S1, 2 = — ±J(Dnyr 1 4- £2.

Ввиду того, что каждый корень представляет комплексное число, то 
его абсолютное значение и фазовый угол могут быть выражены 
в общем виде

si, г = ®п д_е,
где 0 = arc(g£lzJ
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Поэтому
£ G) ;i

COS 0 -- -—- (7.21)

7. 4. ОБЩИЙ ПОРЯДОК ПОСТРОЕНИЯ ГОДОГРАФОВ

Непосредственное применение критерия Эванса [выражения (7.15) 
и (7. 16)1 позволяют определить корни характеристического урав
нения системы; однако может показаться, что определение подобного 
годографа не очень просто. В действительности это не так, потому 
что исследование этих точек в комплексной плоскости, которые удов
летворяют уравнению (7. 5), не является бесцельным. Например, 
применяя несколько правил, можно определить общую форму годо
графа даже после предварительного изучения передаточной функции 
разомкнутой цепи. Кроме того, это справедливо даже для систем 
высшего порядка, когда передаточная функция содержит несколько 
нулей и полюсов. Корневой метод обладает практически в подобных 
случаях преимуществом по сравнению с ранее рассмотренными мето
дами анализа и расчета. Общий порядок построения годографов со
стоит в следующем.

1. Определяют полюса и нули передаточной функции HG (s) 
в комплексной плоскости. Большое значение имеет применение оди
накового масштаба для оси абсцисс и ординат; иначе кривые годо
графа теряют свой смысл.

2. Отмечают те участки действительной оси, которые лежат 
слева от нечетного значения критической частоты, когда у коэффи
циента К' в равенстве (7. 9) появляется положительный знак. Когда 
коэффициент К' отрицательный, тогда годограф лежит слева от 
четного значения критической частоты?

Значимость этого утверждения легко продемонстрировать при 
рассмотрении передаточной функции разомкнутой цепи следующего 
вида:

(s 4- z-i) (s -|- £2) (7. 22)

Типичное рсположение полюсов и нулей этой передаточной функ
ции показано на фиг. 7. 7, а. Рассмотрим точку s, расположенную 
слева от четного значения критической частоты (фиг. 7. 7, а).

Первоначально обратим внимание на угол сдвига фаз, связанный 
с векторами, которые исходят из комплексных сопряженных полюсов; 
очевидно, что общий сдвиг фаз равен нулю. Этот вывод справедлив, 
когда точка s расположена где-либо вдоль действительной оси. По
этому фазовый угол функции HG (s) должен определяться в подобном 
случае по расположению векторов действительных полюсов и нулей. 
Дальнейшее изучение показывает, что все критические частоты лежат 
слева от точки s, когда векторы имеют нулевой фазовый угол; в тоже 
время все критические частоты справа от s имеют векторы с углами 
180°. Отсюда следует, что только векторы, расположенные справа от s, 
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могут иметь значение для фазового критерия. Если четное число этих 
векторов находится справа от s, то общий фазовый угол будет равен 0°. 
Таким образом, подобный участок не может быть частью годографа 
системы, описываемой уравнением (7. 9). Если теперь точку s распо
ложить таким образом, что она будет слева от нечетного числа полю
сов или нулей, как показано на фиг. 7. 7, б, то общий фазовый угол 
будет равен 180°. Следовательно, эта точка определяет участок 
действительной оси, который представляет часть годографа. На 
фиг. 7. 7 эти участки, образующие часть годографа, лежат между зна
чениями —р2 и —z2, а также между значениями и —р0- На 
основании изложенного выше соображения становится ясно, что

Фиг. 7. 7. Применение корневого метода:
а — график для определения того факта, что комплексные полюса не ока
зывают влияния на угол сдвига фаз для точек вдоль действительной оси; 
б — определение участков на действительной оси, которые представляют 

часть годографа.

1
-Рз

1 Jcj
~Рз

" X

"Pi -гг •° -Ро б -Р? 5 -г?
-О—-•---- 5

з ~Р0 б

-Рц

а)

X

5)

участки действительной оси, которые представляют часть годографа, 
охватывают диапазон от одной критической частоты до следующей 
критической частоты.

3. Рассматривается ряд отдельных годографов, количество кото
рых равно числу полюсов передаточной функции HG (s). Из уравне
ний (7. 4) и (7. 9) следует, что характеристическое, уравнение рав
няется полиному величины s, имеющей одинаковый порядок, как 
и знаменатель передаточной функции HG (s).

Согласно основной теореме алгебры число корней равняется сте
пени полинома. Если порядок полинома равен предположительно Р, 
то для каждого значения /(', использованного в характеристическом 
уравнении, будем иметь Р разных корней. Если далее предположить, 
что эти корни были определены аналитически для нескольких значе
ний коэффициента К' и затем построены кривые, то очевидно будет 
получено Р различных годографов С

1 У некоторых систем могут существовать двойные корни при определенном 
значении коэффициента усиления, вследствие чего годографы не будут отличаться. 
Эти годографы начинаются различно, но совпадают в точке двойного корня и затем 
вновь расходятся.
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4. Построение годографов начнем с полюсов передаточной функ
ции разомкнутой цепи, когда /С -> 0. Эти полюса будут начальными 
точками годографа. Значение этой стадии построения годографа 
можно показать на примере системы второго порядка, рассмотренной 
в разделе 7. 3, где было показано, что корни характеристического 
уравнения при К' = 0 идентичны с полюсами передаточной функции 
HG (s). Передаточную функцию разомкнутой цепи можно написать 
в другом виде

(7. 23)

где N (s) — полином числителя в уравнении (7. 9), a D (s) означает 
полином знаменателя того же уравнения. Исходя из уравнения (7. 4), 
можно написать характеристическое уравнение в общем виде

D (s) + K'N (s) = 0. (7. 24)

Отсюда становится совершенно очевидно, что корни характери
стического уравнения при К' = 0 являются полюсами передаточной 
функции HG (s).

5. Окончательное построение годографа в точках нулей передаточ
ной функции разомкнутой цепи, соответствующих К' со. Поря
док D (s) для практических систем управления не превышает по
рядка N(s), так что не все нули явно выражены. Пример системы 
второго порядка, рассмотренный в разделе 7. 3, иллюстрирует усло
вия, когда нет явно выраженных нулей. С другой стороны, передаточ
ная функция по уравнению (7. 22) представляет случай, когда 
имеются два явно выраженных нуля, т. е. — и —z2. Интересно за
метить, что в тех случаях, когда явно выраженные нули расположены 
на действительной оси, пункты 2 и 5 определяют один или несколько 
годографов. Таким образом, на фиг. 7. 7 было определено два из четы
рех годографов, когда значения коэффициента К' увеличивались 
от нуля до бесконечности. Этот вывод вытекает из следующего: один 
корень характеристического уравнения расположен на годографе, 
который охватывает значения от —р0 до —zlf а второй корень — 
на годографе, охватывающем значения от —р2 до —z2.

Существование явно выраженных нулей выводится из уравне
ния (7. 24) после введения значений коэффициента К', приближаю
щихся к бесконечности. Благодаря этому величина/) (s) становится 
пренебрежимо малой по сравнению с К' N (s), что, конечно, ограничи
вается условием конечного значения s (явно выраженные нули рас
положены в конечной части плоскости s). Следовательно,

K'N (s) = 0 при К’ -> 0. (7. 25)

Таким образом, уравнение (7. 25) удовлетворено после введения 
нулей функции N(s), которые также представляют теперь корни харак
теристического уравнения, когда коэффициент К' приближается 
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к бесконечности. Явно выраженные нули подтверждают необходи
мость одного или нескольких годографов, как это уже подчеркива
лось выше. Однако, когда порядок функции D (s) равен Р и порядок 
функции N(s) равен Z, тогда необходимо определить еще Р — Z 
годографов. Иными словами, количество неявно выраженных нулей 
составляет Р—Z.

Эти неявно выраженные нули не могут быть выведены из уравне
ния (7. 25), так как для этого необходимо, чтобы величина s была 
очень большой, т. е. приближалась к бесконечности. При этих усло
виях значение функции D (s) не будет больше пренебрежимо малым,

Фиг. 7. 8. Графическое построение неявно выраженных нулей функции HG (s).

особенно учитывая тот факт, что она имеет более высокий порядок, 
чем функция N (s). Отсюда понятно, что необходимо получить из дру
гого источника сведения о неявно выраженных нулях, для чего сле
дует учесть наличие обеих функций N (s) и D (s). Для этого может 
быть использовано уравнение (7. 23). Введение надлежащего условия 
относительно величины s изменяет уравнение ( 7. 23), а именно

lim HG (s) = . (7. 26)
S-> оо s

Графическое изображение этого уравнения дано на фиг. 7. 8, 
где произведено построение неявно выраженных нулей передаточной 
функции по уравнению (7. 22). Когда точка s достаточно удалена 
от начала координат, тогда полюсы и явно выраженные нули сосре
доточены в одном месте таким образом, что явно выраженные нули 
нейтрализуются соответствующим количеством полюсов функ
ции HG (s), у которой остается полюс кратности Р — Z. Единственный 
вопрос, на который необходимо еще ответить, состоит в том, при 
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каких условиях уравнение (7. 26) приводит к результату 1/_180°, 
благодаря чему гарантируется, что все точки являются решениями 
характеристического уравнения системы. Ответ можно получить 
прямым применением фазового критерия Эванса, который можно 
написать в следующем виде для точек на большом расстоянии от на
чала координат:

P—Z
\ фр. = (2/е 4- 1) л при положительном Д',

фр. = 2^л при отрицательном Д'.
z=i

<7. 27)

Форма этого уравнения учитывает упразднение явно выраженных 
нулей за счет полюсов, допуская, что величина i приобретает значе
ние только в диапазоне от 1 до Р — Z, причем последняя величина 
означает число избыточных полюсов функции HG (s) сравнительно 
с явно выраженными нулями. Кроме того, изучение фиг. 7. 8 поз
воляет ясно определить, что все углы векторов из избыточных полю
сов (те перекрытых нулями) равны и обозначены так что
уравнение (7. 27) может быть написано в более простом виде

(Р —Z) ^аамтп = \2,г + О Л ПРИ ПОЛОЖИТеЛЬНОМ Д';

(Р — Z) уасимтп = 2/гл при отрицательном Д'

или еще более проще
(2/? —|- 1 ) Л тл/ 1 All

^асимпт == р — Z " ПРИ П0л0ЖИТельН0М К И Я = 0, ± 1 . . .

Часимпт ~ р— Z~ ПРИ отРиЦательном К И k = 0, ± 1 ... (7. 28)

При разных значениях k будут получены различные решения. 
Нетрудно обнаружить, что число различных решений равно P — Z.

Непосредственное применение амплитудного критерия Эванса 
определяет значение коэффициента Д', соответствующее точке s, 
достаточно удаленной от начала координат в плоскости s. Отсюда

(7. 29)

Ввиду того что rp~z очень большая величина, то коэффициент Д' 
должен быть очень большим, чтобы отношение было равно единице.

Применим результаты, полученные на основании уравнения 
(7. 28) к системе, описываемой уравнением (7. 22). Раньше было уста
новлено, что на отрицательной действительной оси находятся два 
годографа, связанные с явно выраженными нулями. Так как имеется 
четыре полюса передаточной функции разомкнутой цепи, то отсюда 
следует, что два неявно выраженных нуля будут расположены при 
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приближении величины s к бесконечности вдоль направления, опре
деляемого уравнением (7. 28), которое в данном случае будет иметь 
вид:

2k -|- 1 л < Л
^асимпт = ----- %---- Л ~2~ ПРИ k =

^Расампт^ При k = +1.

Число различных асимптот всегда равняется Р — Z; в данном 
случае 2. В заключение можно поэтому сказать, Что стадия 5 расчета 
позволяет конструктору получить сведения о конечных точках 
годографа, когда коэффициент К' увеличивается до очень больших 
значений.

6. Определяют точку пересечения асимптот по формуле
_ S полозов — 2 нулей /7

р_ 2 ’ (Z.oUj

Выражение (7. 28) позволяет получить сведения относительно 
углов, которые годографы образуют с положительной действитель
ной осью при больших значениях s. Чтобы эти сведения были 
полезны, необходимо их сочетать с параметрами начальных точек 
асимптот в конечной части плоскости s. Для наблюдателя, удаленного 
от начала координат, форма расположения полюсов и нулей кажется 
сосредоточенной в точке вдоль действительной оси, которую мы назо
вем «центроидом» по аналогии, с центром тяжести массы системы. 
Действительно, параметры этого центроида определяются тем же 
способом, как и центр тяжести распределенной массы. Прежде всего 
необходимо произвольно приписать (а + 1) каждому полюсу и (а — 1) 
каждому конечному нулю для обозначения эквивалентной массы. 
Эти моменты, создаваемые относительно начала координат, будут 
затем пропорциональны параметрам этих критических частот. Мо
мент, создаваемый относительно оси абсцисс вследствие массы, 
приписанной комплексным сопряженным нулям и полюсам, равен 
нулю, потому что влияние этих масс, обусловленных каждым сопря
женным нулем или полюсом, равно и противоположно. Следова
тельно, только действительные части комплексного значения кри
тических частот влияют на расположение центроида. Так как каждый 
полюс имеет эквивалентную массу +1 и каждый нуль — эквива
лентную массу —1, то отсюда следует, что суммарный момент относи
тельно начала координат равняется простой сумме параметров полю
сов минус сумма параметров нулей.

Следовательно, (общий момент конфигурации полюсов-нулей) = 
= 2 полюсов — 2 нулей.

Последнее выражение представляет подтверждение условий, 
которые кажутся наблюдателю в конечной плоскости s. Когда наблю
датель достаточно удален от начала координат, то специфические 
«микроскопические» детали отдельных полюсов и нулей теряются. 
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Все это можно рассматривать как полюс с кратностью Р — Z, распо
ложенный в какой-то точке, удаленной от начала ас. Однако общий 
момент этого «кажущегося» многократного полюса должен быть ра
вен моменту действительной конфигурации расположения полюсов 
и нулей. Следовательно, имеем

ас (Р — Z) = £ полюсов — 2 нулей.

Поэтому асимптоты будут начинаться для удаленного наблюдателя 
в точке

_  2 полюсов — 2 нулей
Gc — pZT/ ’

Применив последнее выражение к системе второго порядка, 
рассмотренной в разделе 7. 3, получим

что проверяется результатом, показанным на фиг. 7. 6. Сочетание 
результатов, полученных по уравнениям (7. 28) и (7. 30), дает воз
можность определить не только форму годографа при больших зна
чениях s, но может служить также руководством для определения 
формы кривой, которую приобретает годограф в зоне около начала 
координат. Последний момент поясняется на следующих примерах.

7. Когда форма функции HG (s) такова, что Р — Z = 2, тогда 
некоторые ветви годографа будут смещаться влево с увеличением 
значения коэффициента К', а другие ветви годографа должны пере
мещаться вправо. Этот вывод непосредственно следует из теории 
алгебры, которая утверждает, что в случае нормализованной формы 
характеристического уравнения, т. е. sp + bsp~[ + . . . + К' = 
= 0, отрицательная сумма корней будет постоянна при условии, что 
Р — Z > 2. В частном случае эта сумма равняется коэффициенту 
при члене sp_1, т. е. 6, который не зависит от величины К'. Эта ста
дия расчета особенно полезна для.определения направлений годо
графов, которые начинаются в комплексных полюсах функции HG (s). 
Следовательно, это позволяет правильно определять область, где 
оба годографа имеют тенденцию совпадать и расходиться.

8. Применение «спирули» (спирального лекала) для окончатель
ного построения годографа. Предыдущие семь стадий расчета пред
назначены в первую очередь для определения тех участков действи
тельной оси, которые представляют часть полного годографа, и полу
чение общей информации и данных для проектирования, касающихся 
характера остальной части годографа. Как правило, наиболее важная 
часть годографа лежит не на действительной оси или асимптотах, 
но чаще всего в конечной области плоскости s около начала коорди
нат. Поэтому нахождение этой части годографа имеет наибольшее 
значение для конструктора. Применение спирального лекала зна
чительно облегчает нахождение этой части годографа. Применение 
лекала позволяет построить общий фазовый угол векторов из полю
сов и нулей для любой точки s. В действительности, применяя
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описанные выше стадии расчета, можно в течение короткого времени 
определить полный годограф системы. Но прежде чем иллюстрировать 
этот порядок расчета примерами, рассмотрим применение упомяну
того лекала.

Однако следует первоначально оговориться, что изучение корне
вого метода возможно без применения лекала. Но это связано с ухуд
шением точности метода. Нетрудно изучить применение этого спи
рального лекала и потребуется сравнительно немного времени для 
приобретения практического навыка.

После приобретения соответствующего навыка определение кри
тических точек годографа, например, места, где годограф отходит 
от действительности оси, или точки пересечения с осью координат 
в плоскости s, или зоны около комплексных полюсов, может быть 
легко осуществлено, произведя несколько контрольных проверок 
фазового угла. Кроме того, этот порядок не усложняется для систем 
более высокого порядка. Этого нельзя сказать об аналитических 
методах, применяемых для определения тех же самых точек. Этот 
вопрос будет более подробно обсужден в последующих разделах, 
где дополнительно излагаются правила построения годографов.

7. 5. ЛЕКАЛО И ЕГО ПРИМЕНЕНИЕ

Спируль представляет собой лекало, состоящее из диска, планки 
и двух колец, изображенных на фиг. 7. 9. Диск имеет диаметр около 
75 мм и снабжен шкалой с градусными делениями через каждые 5°. 
Планка имеет размер до 190 мм до места шарнира и снабжена линей
ной шкалой на своей кромке и, кроме того, логарифмической спи
ралью на поверхности, как показано на фиг. 7. 9, а. Стандартное 
кольцевое крепление служит для соединения планки и диска вместе. 
Шарнир представляет особое кольцо, смонтированное внутри стан
дартного кольцевого крепления, в котором он свободно вращается. 
Если на шарнир нажать большим пальцем и перемещать планку, 
то диск и планка будут поворачиваться. Если же, кроме нажатия 
пальцам на шарнир, прижать еще диск при помощи указательного 
пальца, тогда будет поворачиваться только планка. Применение 
этого спирального лекала для построения годографа лучше всего 
пояснить на особом примере. Это создает также возможность приме
нить стадии расчета, изложенные в предыдущем разделе.

Пример 7. 1. Передаточная функция разомкнутой цепи системы 
управления с обратной связью определяется выражением

HG (s) =
s(1 + v) (1+1г)

а) Находим геометрическое место точек этой функции при изме
нении величины К от очень малых до очень больших значений.

б) Вычисляем значение коэффициента усиления разомкнутой 
цепи, требуемого для создания реакции во временной области на еди- 
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ничную возмущающую функцию, соответствующую относительному 
коэффициенту демпфирования 0,5 при комплексных корнях.

а) Вычисляем значение коэффициента усиления разомкнутой цепи, 
при котором система становится абсолютно неустойчивой, т. е. £ = 0.

Решения изложены ниже:
а) До применения общего порядка расчета передаточную функ

цию необходимо преобразовать в форму, соответствующую уравне
нию (7. 9). Следовательно,

HG(s) — 2 (6) к s (s + 2) (s + б) — s (s + 2) (S + 6) •

-—k................ °

2 Ц
S)

Фиг. 7. 9. Спиральное лекало (спируль):
а — вид сверху; б — вид сбоку; 1 — рычаг; 2 — шарнир; 3 — диск; 4 — стандарт

ное кольцевое крепление.

Соотношение между коэффициентом усиления К разомкнутой 
цепи и коэффициентом К' будет поэтому равно

12К = К'.

1. Передаточная функция не имеет конечных нулей. Полюсы 
расположены в точках 0, —2, —6, как показано на фиг. 7. 10. Заме
тим, кроме того, что деления по оси абсцисс соответствуют делениям 
по оси ординат.

2. Участки действительной оси между точками 0 и —2 и между 
—6 и —оо представляют часть годографа.

3. Имеется три годографа. Один из них представляет участок 
вдоль действительной оси от —6 до —оо.

4. Из двух остальных годографов один начинается от полюса 
в точке —2, другой — от полюса в начале координат.

Таким образом, когда коэффициент К' увеличивается, тогда корни 
характеристического уравнения должны перемещаться вправо от по
люса в точке —2 и влево от полюса в начале координат.
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5. Передаточная функция имеет три полюса и не имеет конечных 
нулей. Следовательно, должны существовать три неявно выражен
ных нуля в бесконечности; это означает, что годографы, начинаю
щиеся в полюсах разомкнутой цепи, должны заканчиваться в беско
нечности и они должны совпадать с предписанными асимптотами, 
чтобы обеспечить совпадение точек в плоскости s с решениями харак
теристического уравнения, когда величина s приближается к беско
нечности. Из уравнения (7. 28) следует, что углы асимптот равны 

= ± 60°, -180°.Уасимпт
(2k-]- 1)Л

P — Z
(2k + 1) л

3

Ввиду того, что Р—Z = 3, существуют три асимптоты.
6. Начальная 

Следовательно,
точка асимптот определяется уравнением (7. 30).

(0—2 —6) —0
gc = i-------- g—-------= —2,67.

Эти асимптоты показаны на фиг. 7. 10. Хотя эти асимптоты пред
ставляют часть годографа только при больших значениях s (за исклю
чением, конечно, годографов, расположенных на действительной оси) 
и, следовательно, вне диапазона значений, показанных на фиг. 7. 10, 
их следует рассматривать как хороший способ определения харак
тера годографа в зоне около начала координат.

7. Эта стадия расчета применяется обычно одновременно со ста
дией 8, так как она позволяет определить точки при помощи спи
рального лекала, которые являются решениями характеристического 
уравнения. Например, когда К' увеличивается, то перемещение 
значений корней от полюса в точке —6 происходит влево. Перемеще
ние от полюса в начале координат должно быть также направлено 
влево.
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Ввиду того, что сумма корней должна быть неизменной, отсюда 
следует, что скорость перемещения корней вправо от полюса в точке 
—2 больше скорости перемещения влево от полюса в начале коор
динат. Это обстоятельство может быть использовано с успехом для 
нахождения (при помощи спирального лекала или иным способом) 
точки, где эти два годографа отходят от начала координат и пере
мещаются в сторону двух других асимптот.

8. Применение спирального лекала для окончательного построения 
годографа. Теперь можно дать пояснение, как применить спираль
ное лекало, сосредоточив свое внимание на расположении точки 
пересечения, которая в данном случае представляет точку, где 
ветвь годографа от начала координат и ветвь годографа от полюса 
в точке —2 отходят от оси абсцисс. Она представляет одну из важ
нейших точек, которые необходимо определить. На основании дан
ных, полученных в пункте 7 расчета, можно предположительно найти 
точку пересечения где-нибудь вправо от точки (—1,0). В качестве 
первой попытки проверим сумму углов векторов, начинающихся 
в полюсах разомкнутой цепи до контрольной точки sa (фиг. 7. И); 
эта сумма должна быть равна 180°. Суммирование углов произво
дится при помощи спирального лекала, как описано ниже.

8. А. Определение точек на действительной оси, которые удовлет
воряют фазовому критерию. Кромку планки спирального лекала 
располагают таким образом, чтобы она совпадала с нулевой отмет
кой на диске лекала. Точку шарнира устанавливают в контрольной 
точке; в данном случае эта точка отмечена буквой sa на фиг. 7. 11. 
Планку лекала располагают таким образом, чтобы линия проходила 
через полюс, наиболее удаленный с правой стороны. Придерживая 
диск, поворачивают планку так, чтобы она была расположена гори
зонтально влево.

При этом положении планки отсчет по шкале диска дает 206°. 
или —154°. На фиг. 7. 12 показано, что угол вектора от полюса 
в начале координат,до контрольной точки sa составляет срр0 = 154°; 
согласно критерию фазового угла этот угол необходимо прибавить, 
но с отрицательным знаком. При измерении угла путем разме
щения шарнира в точке sa, а не в полюсе, не только позволяет учи
тывать отрицательный знак, но одновременно можно учесть влияние 
других критических частот, так как векторы, проведенные из этих 
точек, заканчиваются в контрольной точке. Таким образом, для 
учета влияния, обусловленного вектором из полюса в точке —2, 
начинают измерение при горизонтальном положении планки, при
жимают большим пальцем место шарнира, причем диск освобождают 
от давления, и вращают планку против часовой стрелки до совпаде
ния с полюсом в точке —2. Затем закрепляют диск и вращают планку 
по часовой стрелке до горизонтального положения, что дает отсчет 
по шкале диска 198° (или —162°). Влияние вектора из полюса в точке 
—6 определяется после освобождения диска, вращения планки 
до совпадения с полюсом в точке —6, закрепления диска и, наконец, 
поворота планки опять по часовой стрелке до горизонтального

345



Фиг. 7. 12. Угловое перемещение вектора, проведенного 
из полюса в начале координат к точке sa на плоскости s.
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положения. Суммарный фазовый угол будет равен конечному отсчету 
по шкале диска, что для точки sa равняется 195° (или —165°). Ввиду 
того, что это значение отличается от ±180°, контрольная точка sa 
не находится на годографе.

Нетрудно видеть, что точка sa была выбрана слишком далеко 
вправо. Поэтому следует выбрать другую контрольную точку, рас
положенную в sb, чтобы создать большее запаздывание по фазе. 
Тогда повторение порядка измерения угла даст новое значение сум
марного фазового угла, равного 180°. Это будет означать, что точка sb 
находится на годографе.

Ввиду того, что sb является комплексным корнем, должен быть 
комплексный сопряженный корень, расположенный ниже. Отсюда

Фиг. 7. 13. Метод повторной проверки для нахождения точки сопря- 
ч жения.

вытекает другой вывод о годографах, состоящий в том, что они рас
положены симметрично относительно оси абсцисс.

8. Б. Определение точек пересечения. Проверка результирую
щего фазового угла для точки, например, sc, расположенной непо
средственно ниже sb, позволяет также определить часть годографа. 
Отсюда можно сделать вывод, что годографы отходят от действитель
ной оси в точке, которая в рассматриваемом случае соответствует 
вь = —9,9. Эту точку пересечения или отхода от действительной оси 
можно также найти без применения спирального лекала, но все же 
необходимо исходить из метода последовательного приближения. 
Для иллюстрации рассмотрим контрольную точку sd на фиг. 7. 13, 
которая имеет очень малую мнимую часть, т. е. Дсо. На этой фигуре 
показаны также три вектора; соответствующие фазовые углы будут 
равны

I A о I , I Дев IФго л — arc tg ----- ;----- ; (pD1 = arc tg ----- ;----- ;

Фр2 - arc tg Aw 
a2 + P’2

(7.31)

Для удовлетворения фазового критерия Эванса требуется, чтобы 
л — arc tg I —— I 4- arc tg I —— I + arc tg

6 I <3d + Po | I + | fe
Aco

P2
= л. (7. 32)
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Так как Дсо очень малая величина, уравнение (7. 32) можно пере
писать в виде

I А(о I . I Дсо 1 _ I До) I
I °d + Pi | ~Ч Od± Pt I I od-\- Ро | ’

которое упрощается после сокращения

I ad + Pi I I + Рг | I Gd + Po Г (7.33)

Если выбрать ad так, чтобы было удовлетворено уравнение (7. 33), 
то можно определить точку пересечения аь. Как и в случае приме
нения спирального лекала, обычно необходимо несколько проверок 
контрольных точек. После введения значения аь = —0,9 находим 
следующий результат: ‘

| —0,9 + 6 I + I —0,9 + 2 I = I —0,9 + 0 I = 1Л 06 1,11,

что достаточно точно совпадает.
Общее правило определения точки пересечения оси абсцисс можно 

вывести из уравнения (7. 33). Напишем его в следующем виде:

. (7'34>

где ри — z-тый полюс, расположенный слева от контрольной точки; 
pri — z-тый полюс, расположенный справа от контрольной точки;

— z-тый ноль, расположенный слева от контрольной точки; 
z.i — z-тый ноль, расположенный справа от контрольной точки. 

Наличие комплексных полюсов и нулей не изменяет ценности 
уравнения (7. 34), потому что это не влияет на результирующий 
фазовый угол в точке на действительной оси. Кроме того, уравнение 
(7. 34) ограничено условиями, когда только два годографа совпадают 
вместе и отходят от действительной оси. В действительности общее 
правило устанавливает, что в случае совпадения двух годографов 
они проходят вдоль линии 180° и отклоняются вдоль новых линий, 
которые образуют угол 90° относительно предыдущего направления. 
В случае, когда три годографа совпадают, начальные участки рас
положены под углом 120° друг к другу и дальнейшее отклонение 
от этого направления составляет 60°. При совпадении четырех годо
графов, изменение угла наклона составляет 90° относительно началь
ного направления с дальнейшим отклонением в 45° от первоначаль
ных участков. После того как были определены точки, отмеченные 
буквами sb и sc на фиг. 7. 11, нетрудно найти остальную часть годо
графа путем проверки контрольных точек, целесообразно выбран
ных выше и справа от каждой предыдущей точки, найденной на части 
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годографа. Подобный порядок построения был применен для опре
деления полного годографа, показанного на фиг. 7. 11.

б) Спиральное лекало снабжают шкалой с относительным коэф
фициентом демпфирования и при его помощи проверяют какую- 
либо пару комплексных сопряженных корней. Эту шкалу, конечно, 
определяют по уравнению (7. 21). Для построения линии £ = 0,5 
на фиг. 7. 11 планку спирального лекала располагают таким образом, 
чтобы она совпадала с делением 180° на шкале диска; место шарнира 
размещают в начале координат фиг. 7. 11, причем планка должна 
быть направлена влево. После этого диск лекала закрепляют и планку 
поворачивают по часовой стрелке до совпадения с делением 0,5 
на шкале относительных коэффициентов демпфирования. Вдоль 
планки строят линию, пересекающую годограф в точке se. Ввиду 
того что этот корень комплексный, он имеет комплексный сопряжен
ный корень, расположенный в точке s*.

8. В. Вычисление коэффициента усиления по годографу. Значе
ние коэффициента усиления, необходимого для получения корней se 
и s*  характеристического уравнения, можно найти одним из двух 
способов применения спирального лекала. Один способ состоит 
в использовании амплитудного критерия по уравнению (7. 16). 
Для нашего примера имеем

7^7=' "-™ =

Так как планка спирального лекала снабжена линейной шкалой, 
величину rpQ можно определить, если поместить точку шарнира 
в se и отсчитать по шкале расстояние до полюса в начале коорди
нат. Для zpQ отсчет по шкале 1 дает 0,3. Здесь необходимо ввести 
масштабный коэффициент, чтобы получить правильное значение гр0, 
потому что одно деление на шкале планки спирального лекала соот
ветствует пяти делениям для кривой на фиг. 7. 11. Таким образом, 
правильное значение гр0 составляет 0,3 х 5= 1,5. Аналогичный 
порядок применяется для определения гр1, что означает длину между 
se и полюсом в точке —2. В рассматриваемом случае это значение 
было найдено равным 1,8. Действительное значение гр2 было най
дено равным 5,4. Отсюда амплитудный критерий дает значение коэф
фициента А', которое равно

К' = 1,5 х 1,8 х 5,4 = 14,6,

так что требуемый коэффициент усиления разомкнутой цепи рав
няется

К = 1.22,

1 Этот отсчет был произведен по кривой, построенной на листе бумаги разме
ром 8,5 X 11 дюймов (около 216 X 280 мм). Для проверки этих значений читателю 
рекомендуется перечертить фиг. 7. 11 в этом масштабе.
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Более быстрый и прямой способ вычисления коэффициента уси
ления основан на применении логарифмической спирали, нанесен
ной на передней поверхности планки спирального лекала. Эта лога
рифмическая спираль позволяет в основном производить умноже
ние и деление вектором путем простого сложения или вычитания 
углов. Линейные и угловые шкалы спирального лекала выбираются 
таким образом, чтобы поворот планки, лекала на 90° означал умно
жение или деление на 10. По этой причине шкала диска спирального 
лекала имеет отметку XI на нулевой радиальной линии, ХЮ — 
на делении 90° и ХОД — на делении — 90°.

Для вычисления коэффициента усиления необходимо произвести 
соответствующий отсчет по логарифмической спиральной шкале, 
одновременно с отсчетом соответствующего масштаба шкалы (т. е. 
XII, ХЮ или ХОД) и регулирования масштабного фактора. Для над
лежащего отсчета по спиральной кривой поступают следующим об
разом: устанавливают планку спирального лекала по отметке XI 
и размещают ось шарнира в рассматриваемой точке, например se. 
Располагают кромку планки спирального лекала по полюсу в начале 
координат. Затем диск закрепляют, планку поворачивают до тех пор, 
пока полюс не окажется на спиральной кривой. После этого диск 
освобождают и планку устанавливают по полюсу в точке —2. Опять 
диск закрепляют и планку поворачивают так, чтобы этот полюс 
лежал на спиральной кривой. Затем диск освобождают и планку 
устанавливают по полюсу в точке —6. Следует заметить, что истин
ная спиральная кривая должна лежать выше радиальной кромки 
планки после деления 1,0 на шкале. Для удобства наносят зеркаль
ное изображение истинной кривой и вращение пленки должно про
изводиться по направлению, определяемому по истинной кривой. 
Чтобы обеспечить это в случае полюса в точке —6, необходимо спи
ральную кривую (а не кромку планки спирального лекала) совме
стить с полюсом в точке —6. Затем диск закрепляют и планку пово
рачивают до момента, когда полюс совпадет с радиальной кромкой. 
Для определения точки пересечения со спиральной кривой наблю
дают за одной из четырех радиальных линий на диске. Полученный 
отсчет умножают на масштабный коэффициент радиальной линии. 
В рассматриваемом примере отсчет по спиральной кривой дает 0,12 
при соответствующей радиальной линии с отметкой X/. Ввиду того 
что масштабный фактор был уже определен равным 5:1, отсюда 
следует, что

X' = 0,12 (5)3 = 15,

что хорошо совпадает со значением 14,6.
В общей формулировке коэффициент усиления, вычисляемый 

при помощи спирального лекала, определяется следующим образом: 
К' = [отсчет по спиральной кривой]х [коэффициент умножения 
по квадранту] х [масштабный фактор ]p~z, (7.35),

где масштабный фактор означает число делений на кривой 
годографа, которое соответствует одному делению шкалы по спираль- 
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ной кривой. Спиральное лекало сконструировано таким образом, что 
деления нанесены на длине 5 дюймов (т. е. 127 мм). Возведение 
масштабного фактора в степень (Р—Z) объясняется амплитудным 
критерием.

8. Г. Определение коэффициента усиления при незатухающих 
колебаниях (относительный коэффициент демпфирования равен 0).

в) После построения годографа значение коэффициента усиления 
разомкнутой цепи, при котором относительный коэффициент демпфи
рования становится равным нулю, определяется на основании выше
изложенного порядка до момента определения точки пересечения 
годографа с мнимой осью, т. е. точки па фиг. 7. 11. Это дает отсчет 
по спиральной кривой 0,775 и, таким образом, коэффициент усиле
ния разомкнутой цепи будет равняться

К' _ 0,775(1) (5)з _ 97 о <
12 ~ 12 “ 12 ” °’1-

Конечно, частоту незатухающих колебаний при этом коэффи
циенте усиления можно определить по оси ординат соответственно 
точке пересечения. На фиг. 7. И показано, что эта частота равна 
3,5 рад/сек.

Для определения тех же данных можно применить аналитический 
метод, причем потребуется меньше работы, при условии что харак
теристическое уравнение не будет выше третьего или четвертого 
порядка.

Упомянутые точки пересечения находятся при помощи критерия 
Рауса, зная, что подобные точки являются не только корнями харак
теристического уравнения, но имеют чисто мнимое значение, 
являются также корнями дополнительного уравнения. Дополни
тельное уравнение определяется тем, что оно связано с рядом, кото
рый предшествует первому сходящемуся ряду в таблице Рауса. 
Для его нахождения поступают следующим образом: во-первых, 
составляют полную таблицу Рауса применительно к характеристи
ческому уравнению; во-вторых, выбирают коэффициент К' таким 
образом, чтобы создать сходимость всех элементов ряда. В действи
тельности этот коэффициент является единственной причиной неза
тухающих колебаний, в-третьих, на основании этого коэффициента К' 
составляют дополнительное уравнение и решают его для точек пере
сечения с мнимой осью. Применение этого способа для рассматри
ваемого примера дает следующую таблицу Рауса, . составленную 
по характеристическому уравнению.
Характеристическое уравнение

s3 + 8s2 + 12s + К' = 0.
Таблица Рауса

s3 1 12
s2 8 К'
. 96-Л'
S 8
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Совершенно ясно, что для исчезновения третьего ряда можно 
выбрать

96 7 = 0 или К' = 96-

Заметим, что это значение удовлетворительно совпадает со зна
чением 97, найденным путем применения спирального лекала. 
Наконец, на основании второго ряда таблицы Рауса составляется 
дополнительное уравнение

8s2 + К' = 0.
Но

К' = 96.
Отсюда

s2 + 12 = 0, 
следовательно,

si,2 = ±3,46 рад/сек.

Это значение хорошо совпадет с графическим определением, когда 
была найдена величина 3,5 рад/сек.

7. 6. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ПРИМЕРЫ

После изучения основных понятий, касающихся построения годо
графов, можно рассмотреть несколько более сложные примеры для 
получения дополнительной информации об этих кривых.

Пример 7. 2. .Рассмотрим систему, описываемую передаточной 
функцией разомкнутой цепи

HQ ($) = _____/C(s+_3)_____
w s (s + 2) (s22s + 2) •

Наличие конечного нуля и двух комплексных сопряженных полю
сов характеризует степень сложности этого случая от ранее рас
смотренного. Прежде всего, для определения точек в плоскости s, 
которые удовлетворяют фазовому критерию, необходимо учесть 
угол опережения по фазе, обусловленный вектором из точки конеч
ного нуля. Кроме того, наличие полюсов передаточной функции 
разомкнутой цепи, расположенных вне действительной оси, требует 
определения соответствующих углов отклонения от этих полюсов, 
чтобы облегчить построение годографов. Начнем построение годо
графов соответственно изложенному ниже порядку.

1. Один конечный ноль размещен в точке s — —3; 4 полюса 
размещены в точках s = 0, —2, —1, +1. Они находятся в плоскости, 
как показано на фиг. 7. 14.

2. Участки действительной оси между точками 0 и —2 и между 
—3 и —оо представляют часть годографа.

3. Имеется четыре годографа. В этом случае участок действитель
ной оси от —3 до —оо не образует одного годографа. Скорее всего 
он представляет часть двух годографов, потому что оба конца этого 
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годографа являются нулями, один из них заканчивается в точке 5, 
а другой — в отрицательной бесконечности.

4. Имеется четыре отдельных годографа, которые ^начинаются 
в четырех полюсах передаточной функции разомкнутой цепи. Два 
из этих годографов обязательно должны совпадать с годографом, рас
положенным между точкой —3 и отрицательной бесконечностью; 
и следовательно, проходить через соотвествующие нули передаточ
ной функции, когда коэффициент К' увеличивается бесконечно. 
Остальные два годографа приближаются к соответствующим асимп-

Результаты расчета по пунктам 5 и 6 приведены также на фиг. 7. 14.
7. Не вполне очевидно, каким образом годографы, начинающиеся 

в. комплексных полюсах, поворачиваются с увеличением коэффи
циента усиления. Конечно, эту информацию можно легко получить, 
проверив несколько контрольных точек вокруг комплексного полюса 
и проверив угол сдвига фаз 180°. Однако более быстрый способ 
сострит в нахождении угла отклонения, что осуществляется по сле
дующему вспомогательному способу.

7. А. Вычисление угла отклонения годографа для комплексных 
полюсов. Этот способ требует только определения угла сдвига фаз 
под влиянием векторов, начинающихся в точках, соответствующих 
критическим частотам (кроме критической частоты, рассматривае
мой в данном примере) для контрольной точки, расположенной очень
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близко с комплексным полюсом. Тогда угол отклонения будет равен 
разнице между суммарным фазовым углом и 180°. Для иллюстрации 
рассмотрим случай, когда ' требуется найти угол отклонения 
для комплексного полюса, расположенного в точке (—1 + /1). 
Для контрольной точки, расположенной недалеко от комплексного 
полюса, измеряют углы, связанные с каждым вектором и приравни
вают их к 180°. Уравнение углов приобретает следующую форму:

— Z-S — / s 2—/ s 4- 1 4~ J1 /$ 4~ 3— — 180°, (7. 36)
Определено по спиральному лекалу

где (pd означает угол вектора, начинающегося в комплексном 
полюсе до рассматриваемой контрольной точки. Угловое перемещение 
для члена, отмеченного скобкой в предыдущем уравнении, находится 
при помощи спирального лекала. Принимая во внимание наличие 
нуля, здесь вновь дается описание порядка расчета для случая, 
который раньше не встречался. Следовательно:

1. Планку спирального лекала устанавливают так, чтобы она 
совпадала с нулевой отметкой на диске, а ось шарнира устанавли
вают в точке (—1 + /1) или очень близко к этой точке.

2. Планку перемещают так, чтобы она проходила через полюс 
в начале координат. Затем диск закрепляют и поворачивают планку 
до горизонтального положения.

3. Планку спирального лекала устанавливают таким образом, 
чтобы она совпадала с полюсом в точке (—1 — /1). Затем диск закре
пляют и вновь планку поворачивают в горизонтальное положение.

4. Планку устанавливают по полюсу в точке —2, диск закреп
ляют и планку поворачивают в горизонтальное положение.

5. Операция производится в обратном порядке при сложении 
угла опережения, связанного с нулем. Следовательно, измерение 
начинают с установления планки в горизонтальном положении по пре
дыдущей стадии, закрепляют диск и затем поворачивают планку 
против часовой стрелки до нуля в точке —5. Это дает отсчет по шкале 
диска около 116° или —244°.

Этот результат вводится в уравнение (7. 36), что дает —244° — 
— <pd = 180°, откуда следует, что cpd = —64°. Таким образом, 
годограф, начинающийся в полюсе в точке (—1 + /1), отклоняется 
вправо по направлению вниз. Получив эту информацию, затем иссле
дуют другие точки, которые удовлетворяют фазовому критерию.

8. Окончательное построение годографа при помощи спирального 
лекала. Когда угол отклонения известен и были найдены некоторые 
последующие точки, нетрудно определить, что два годографа, начи
нающиеся в комплексных полюсах, перемещаются в сторону асим
птот, расположенных под углом ±60°, как показано на фиг. 7. 14. 
Поэтому необходимо проследить соответственно пункту 7, что осталь
ные годографы, начало которых лежит в точках действительных полю
сов, должны отходить от действительной оси, перемещаться влево 
в комплексную плоскость и вновь встречаться несколько позади
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точки —3. Все это легко определяется при помощи спирального 
лекала; результаты измерения приведены на фиг. 7. 14.

Проверка кривой показывает, что существует значение коэффи
циента К', за пределами которого система становится абсолютно 
неустойчивой. Применение изложенного выше порядка расчета позво
ляет определить это значение коэффициента К' = 0,19 (0,1) (5)3 = 2,4.

Пример 7. 3. Рассмотрим другую систему с передаточной функцией 
разомкнутой цепи

HG (s) = s (S 2) 2s + 5) ’

которая по форме сходна с передаточной функцией примера 7. 2, 
за исключением того, что здесь нет “ ~
единственный участок действи
тельной оси, совпадающий с годо
графом, лежит между точками 0 
и —2, Ввиду того, что Р —Z = 4 
теперь 
тоты с 
мыми

будем'иметь четыре асимп- 
направлениями, определяе-

конечных нулей. Следовательно,

\ 1
\ 1 

/
j? /

< ) 10 *6

/
Z ‘

Фиг. 7. 15. Асимптоты и прямолиней
ная часть годографа функции

К'

_  4-1 e_ 
тасимпт______ 4

= ±45°, ± 135°.
Асимптоты пересекаются в точ- 

ке вс = — 1* Кроме того,
комплексные полюса расположены 
симметрично относительно дей
ствительных полюсов, вследствие 
чего вертикальная линия между 
двумя комплексными полюсами 
(фиг. 7. 15). Совершенно очевидно, что любая точка этой линии удов
летворяет фазовому критерию. Если комплексные корни'находились 
немного вправо или влево от геометрического места точек, показан
ных на фиг. 7. 15, то не было бы вертикальной прямой годографа.

Для окончательного построения годографа системы необходимо 
найти ответ на один важный вопрос. Где годографы, начинающиеся 
в четырех полюсах, отходят от части годографа, показанной 
на фиг. 7. 15? Нетрудно показать, что вполне обоснованно предпо
ложить о расхождении друг от друга годографов из полюсов в начале 
координат и точке — 6 и что они совпадают в точке —/, а затем рас
ходятся вдоль вертикальной части годографа. Кроме того, можно 
аналогично ожидать, что годографы, которые начинаются в комплекс
ных полюсах, первоначально проходят вдоль того же самого верти
кального годографа. Итак, положение годографов определяется тем, 
что два годографа сближаются друг с другом в верхней части верти
кальной прямой годографа на фиг. 7. 15, а также в ее нижней части. 
Отсюда следует, что два годографа совпадают в какой-то точке каждой
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половины вертикального годографа и затем расходятся и смещаются 
в сторону соответствующих асимптот при дальнейшем увеличении 
коэффициента усиления. Хотя для нахождения этой точки пересе
чения существуют аналитические методы, порядок определения 
не является простым. Эту точку можно более быстро найти путем 
проверки фазового угла по способу последовательного приближения 
при помощи спирального лекала.

Эта проверка была выполнена для рассматриваемого примера 
и окончательные результаты нанесены на фиг. 7. 16.

К'
{s) s (s + 2) (s2 + 2s + 5) •

Пример 7. 4. Заслужи
вает внимания изучение изме
ненного годографа фиг. 7. 16, 
что приводит к смещению 
комплексных полюсов пере
даточной функции, приведен
ной в примере 7. 3, таким 
образом, что каждый полюс 
передаточной функции ра
зомкнутой цепи расположен 
на одинаковом расстоянии 
от точки пересечения асимп
тот. Для удовлетворения 
этого условия комплексные 
полюса необходимо переме
стить в места, где они нахо
дились в случае примера 7. 2. 
Тогда передаточная функция 
разомкнутой цепи приобре
тает вид

HG ($) =
К'

~ s(s + 2)(S2 + 2s + 2) •

На фиг. 7. 17 показан соответствующий годограф. Заметим, что 
все четыре годографа, начинающиеся в полюсах передаточной функ
ции разомкнутой цеци, сближаются к точке пересечения вдоль 
направлений, расположенных под углом 90°, причем они откло
няются вдоль новых направлений под углом 45° относительно пер
воначального направления. В точке s = —1 встречается корень 
с кратностью 4. Порядок кратности соответствует порядку характе
ристического уравнения. В подобных случаях годограф состоит 
только из прямых линий. В дальнейшем будет более подробно рас
смотрен общий критерий определения углов кривой нарастания 
и отклонения при кратных корнях.

Углы отклонения и нарастания годографа вблизи кратного корня 
характеристического уравнения. Для простоты сосредоточим свое 
внимание первоначально па случае, когда два годографа сходятся 
в какой-то точке на действительной оси и затем расходятся при 
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дальнейшем увеличении коэффициента усиления разомкнутой цепи. 
Для 'экономии иллюстрации вернемся к примеру, изображенному 
на фиг. 7. 11, Где показано, что корни характеристического уравне
ния мигрируют из полюсов передаточной функции разомкнутой цепи, 
расположенных в начале координат и в точке —2, и затем расходятся 
в точке =—0,9. Кривая показывает, что эта точка расхождения 
находится вдоль линий отклонения, которые перпендикулярны 
с направлением кривой нарастания. Проверку этого результата 
легко осуществить, если передаточную функцию разомкнутой цепи 
написать в таком виде, чтобы было очевидно значение коэффициента 
усиления, которое обусловливает 
(—0,9). Обозначая этот коэффи
циент усиления Ко, можно напи
сать следующее выражение для 
передаточной функции разомкну
той цепи:

‘7'37>

наличие двойного корня в точке

б

-2 / (о *6

)

годографа

HG (s) =

Построение 
функции

К'

Соответствующее выражение 
для характеристического уравне
ния будет

Is (s + 2) (s + 6) +
+ Ко] + АД = 0. (7. 38)

Преимущество подобных выра
жений совершенно очевидно. Под
ставив Д/< = 0, получаем решение 
характеристического уравнения 
с двойным корнем, расположенным 
об отклонении годографа от двойного корня можно получить при 
положительном приращении значения коэффициента Ко; при отри
цательном приращении этого коэффициента можно получить анало
гичную информацию относительно возрастающей ветви кривой. 
В этой связи можно даже передаточную функцию разомкнутой цепи 
выразить в еще более удобной форме, если часть уравнения (7. 63), 
заключенную в скобках, заменить на полином, образованный про
изведением трех корней, соответствующих значениям коэффициента 
усиления Ко. Два из этих трех корней будут, конечно, расположены 
в точке пересечения, а третий корень — па годографе слева от точки 
(—6); как показано па фиг. 7. 11. Обозначим этот корень через г3 
и двойной корень через г0, тогда уравнение (7. 38) можно написать 
в другом виде

в точке (—0,9). Информацию

(7. 39)

Перегруппировка членов дает
Д/<

(s + го)2 (s + гз)
1. (7. 40)
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Уравнение (7. 40) можно теперь рассматривать, как измененную 
передаточную функцию разомкнутой цепи с полюсами, которые 
являются корнями характеристического уравнения при Д/С = 0. Сле
дует заметить, что когда Д/С приобретает положительное значение, 
тогда годографы удаляются от двойного корня, а при отрицатель
ных значениях годографы приближаются к этой точке.

Ввиду того, что в настоящем примере не возникает сомнений 
относительно направления кривой возрастания около двойного 
корня, сосредоточим свое внимание только на положительном при
ращении коэффициента усиления. На фиг. 7. 18 показано предпола
гаемое произвольное направление годографа, когда он удаляется

Фиг. 7. 18. Определение угла отклонения от двойного 
корня.

от двойного корня соответственно возрастанию коэффициента уси
ления Д/С. Соответствующее значение величины s определяется из вы
ражения

s = -г. + 6? (7. 41)

где 6 = 6/0 представляет приращение величины .s, обусловленное 
приращением коэффициента усиления. Представляет интерес рас
смотреть угол 0. Совершенно очевидно, он должен иметь такое зна
чение, чтобы годографы при расхождении с действительной осью 
при Д/С больше нуля занимали такое положение, которое удовлетво
ряло бы фазовому критерию. Проверка уравнения (7; 40) показы
вает, какое значение угла 0 необходимо с целью выполнить требо
вание по фазе при данных условиях. Подстановка уравнения (7. 41) 
в уравнение (7. 40) приводит

_____________ ДА_____________ = _ j
К—'о + 6 + г3) (— г0 + 6 + г0)21

' Так как 6 ограничено бесконечно малыми значениями около 
точки —г0, то отсюда следует, что ни амплитуда, ни фаза выражения 
в левой части последнего уравнения не изменяется под влиянием мно
жителя —г0 + 6 + г3. Следовательно, мы можем написать

____Д/( = _ 1
1 г8 — г01 6а /з — I 62/29 •

358



или
Д/<

| Г3 — r0 I 62/20
1 /— л — 2£л? (7. 42)

где k = 0, ±1, ±2 . . .
Проверка уравнения (7. 42) показывает, что для удовлетворения 

фазового критерия при ДК > 0 необходимо

— 20 = — л — 2&л или 0 = + &л, (7. 43)

где опять k = 0, ±1, ±2, . . . Для рассматриваемого примера 
углы отклонения будут равны 0 = -у- при k = 0 и 0 =----- ~ при
k = —1.

Необходимо подчеркнуть, что эти результаты справедливы только 
для точек, расположенных в непосредственной близости двукрат
ного корня. Уравнение (7. 43) перестает быть справедливым, когда 
точки в плоскости s далеко удалены от двукратного корня в силу 
простой причины: угловое перемещение под влиянием третьего 
множителя корня, т. е. s + г3 не будет больше пренебрежимо малым. 
В действительности, этим объясняется, почему годографы переме
щаются вправо, когда точки удаляются от двукратного корня при 
все больших и больших значениях 6.

Для подтверждения результатов, изображенных на фиг. 7. 17, 
можно применить тот же способ. Вследствие симметрии становится 
очевидно, что полюс кратности 4 встречается в точке —/; 0. Обозна
чив кратный корень —г0 и поступая в дальнейшем, как изложено 
выше, получаем измененное выражение передаточной функции разом
кнутой цепи

ДК _! /± (2/г + 1) л при ДК>0 ллх
(«+ ''о)4 1/ ± _______при Д7( < 0 , (' •

где k = 0, ±1, ±2, ±3, . . . Если вновь предположить, что откло
нение от кратного полюса происходит вдоль пути, описанного выра
жением s = —г0 + 6 при ДК больше ноля, то придем к следующему
результату:

Л'е-'/ (“+1)”

при ДК больше нуля.
Отсюда

—40 = — (л + 2kn).
Поэтому

0 = ^- + -^- при k = 0, + 1, ±2, ...
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В рассматриваемом случае будем иметь 0 = -2- при k = 0; 
3 1 5

0 = — л при k = 1; 0 = —-л ПРИ = —1 ’ 9 = ПРИ = + 2-
Дальнейшие значения k не требуются, так как они не дают до

полнительной информации. Для определения правильности значения 
углов кривой нарастания, которые показаны на фиг. 7. 17 (они были 
определены в данном примере на основании других соображений), 
необходимо просто ДК придать отрицательное значение. Отсюда 

. ~--4г =-1=1/- 2/гл.

Соответственно отрицательному значению коэффициента усиле
ния фазовый критерий будет —40 == —2/гл или 0 = k-^- при k =

= 0, ±1, ±2, . . . Следовательно, 0=0 при k = 0; 0 =-----л

при k = — 1; 0 = +-j- л при k = +1 и 0 = л при k = 2.
Интересно отметить, что в данном примере уравнения для двух 

углов кривой нарастания и отклонения справедливы также для точек 
в плоскости s, которые достаточно удалены от места расположения 
кратного полюса. Причина лежит в том, что в выражении передаточ
ной функции нет других множителей [см. уравнение (7. 44)J, кото
рые могут обычно влиять на сдвиг фаз при значениях s, удаленных 
от точки кратного значения. Это делает даже более очевидным, почему 
годографы в подобном случае состоят только из прямых линий.

7. 7. ХАРАКТЕРИСТИКА СИСТЕМ ВО ВРЕМЕННОЙ ОБЛАСТИ

Одно из важных свойств корневого метода при анализе динамики 
систем управления состоит в том, что характеристика во временной 
области определяется только на основании заданных параметров 
системы. В действительности характер реакции системы может быть 
точно установлен даже без вычисления выражения для полного реше
ния во времени. Необходимо знать только расположение корней 
характеристического уравнения на плоскости s, что можно точно 
определить прежде всего по корневому методу. Это прямо противо
положно частотному методу, когда динамическая характеристика 
во временной области обычно аппроксимируется через предельные 
значения, например, предельный угол сдвига фаз и критический коэф
фициент усиления. Хотя корневой метод дает более точное описание 
переходного процесса, следует заметить, что это делается не за счет 
уменьшения информации о частотной характеристике. Наоборот, 
можно получить большую информацию о частотной характеристике. 
Например, данные, касающиеся ширины полосы частот замкнутой 
системы, могут быть получены непосредственно на основании извест
ных корней характеристического уравнения, которые определяются 
по годографу системы. Однако первоначально рассмотрим способ 
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нахождения решения во временной области, зная годограф системы. 
Обратим внимание на два случая: на систему управления с единичной 
обратной связью и па системы, у которых в цепи обратной связи 
включены фильтры.

Системы с единичной обратной связью И (s) = 1. Рассматривае
мая система представляет высокоскоростную аэродинамическую 
трубу. Правильный расчет регулятора подобной системы часто зави
сит от анализа, описание которого дано ниже. Упрощенная струк
турная схема для системы регулирования давления показана 
на фиг. 7. 19. Управляющее вычислительное устройство предназна
чено для создания пропорционального плюс интегрального выход
ного сигнала. Конечно, пропорциональный сигнал должен поддер-

Фиг. 7. 19. Структурная схема системы регулирования давления в сверх
звуковой аэродинамической трубе:

К — коэффициент усиления; т — постоянная времени в сек.

живать требуемый уровень выходной величины, в данном случае 
давление, в то время как интегрирующее звено способствует под
держанию этого уровня па требуемом значении во времени.

Предположим, что передаточная функция разомкнутой цепи 
системы, изображенной па фиг. 7. 19, после введения параметров 
системы будет иметь вид

HG (s) = S(S O|I6)(S2 + I4(6s+ 149) • . 45)

*
Применив корневой метод, найдем полную характеристику во вре

мени для камеры давления с при реакции на нормализованную сту
пенчатую входную команду, когда К' равняется 326. Метод решения 
состоит в нахождении годографа по уравнению (7.45), затем в опре
делении места расположения четырех корней на этих годографах 
соответственно заданным значениям коэффициента усиления разом
кнутой цепи и, наконец, в разложении в ряд дробей передаточной 
функции замкнутой цепи с целью осуществления обратного преобра
зования, т. е. получения характеристики во времени.

Ввиду того, что уравнение (7. 45) идентично по форме с пере
даточной функцией разомкнутой цепи, приведенной в примере 7. 2, 
пропустим описание порядка нахождения годографов, которые 
Изображены на фиг. 7. 20. Для определения значительной части 
годографа, которая отклоняется от комплексных полюсов, полезно 
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использовать угол отклонения. Было найдено, что этот угол равен 
—53°. Определение этой части годографа позволяет установить, что 
годограф мигрирует к действительной оси или по направлению к асим
птотам. Вследствие этого облегчается определение остальной части 
годографа. С целью найти четыре особых корня, расположенных 
на четырех годографах, которые являются решениями характеристи
ческого уравнения при К' = 326, необходимо выбрать контрольные

7-

= 326

\ -;6

•Л
\"0'' 

Фиг. 7. 20. Построение годографа для си
стемы, схема которой показана на преды

дущей фигуре.

V. -42

точки на годографах и вычис
лить соответствующие значения 
коэффициента усиления. Для 
этого необходимо повторить 
несколько раз приближение 
при заданном значении К'. 
В этом лежит недостаток корне
вого метода; он не позволяет 
ясно определить коэффициент 
усиления разомкнутой цепи, 
что возможно по логарифмиче
ским частотным характеристи
кам. Однако по сравнению 
с исключительными свойствами 
корневого метода это можно 
рассматривать как несуществен
ный фактор. На фиг. 7. 20 
особо показаны эти четыре точки 
на каждом годографе соответ
ственно’ заданному коэффи
циенту усиления. Напомним, 
что для нахождения точки 
на годографе при заданном 
коэффициенте К' необходимо 
построить столько годографов, 
сколько имеется корней харак
теристического уравнения, по
тому что каждый годограф дает 
один корень. В нашем при
мере имеется четыре годографа, 

но исследование производится только на двух годографах, так 
как корни, представляющие интерес для определеления коэф
фициента усиления, являются комплексными сопряженными 
корнями. Задержимся немного на этом случае и рассмотрим 
значение результатов, показанных на фиг. 7. 20. Эти годографы 
были получены очень просто на основании передаточной функции 
разомкнутой цепи при соблюдении фазового критерия Эванса. После
дующее применение амплитудного критерия позволяет определить 
для любой точки годографа значение коэффициента усиления разом
кнутой цепи, где эта точка становится корнем результирующего 
характеристического уравнения. Но характеристическое уравнение 
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всегда связано с замкнутой цепью и на самом деле корни этого урав
нения точно описывают реакцию системы х.

Следовательно, корневой метод на основании передаточной функ« 
ции разомкнутой цепи позволяет получить точную информацию 
о переходном процессе замкнутой системы (во временной области). 
Для изучаемого случая характеристическое уравнение имеет чет
вертый порядок. Следовательно, имеется четыре годографа, причем 
каждый из них дает корень характеристического уравнения при дан
ном значении К'. На фиг. 7. 20 указано четыре корня, которые яв
ляются решением характеристического уравнения при К' — 326; эти 
корни равны

s1)2 = — rlf2 = —1 ± /3,25, при котором £ = 0,29

и s3,4 = — г3>4 =■ —6,4 ±/ 8,5, при котором £ = 0,60. (7. 46)

Другое обозначение корней через —г было применено для того, 
чтобы избежать совпадения с обозначениями, применяемыми в переда
точной функции замкнутой цепи. Корни уравнения (7. 46) соответ
ствуют полиному четвертой степени. Несомненно следует отметить 
простоту получения этих корней.

Следовательно, первая стадия вычисления реакции во времен
ной области системы закончена. После этого необходимо определить 
передаточную функцию замкнутой цепи в виде разложения в ряд 
дробей. Ввиду того, что функция HG (s) равна единице, передаточ
ная функция замкнутой системы, изображенная на фиг. 7. 19, будет 
иметь выражение

К' (s 4-4)
С (A— G(s) __ s (s 4-0,16) (s2 4- 14,6s 4-149)
Я W - 1 4- G (s) - ________ ЛЧ^ + 4)

*” s (s 4- 0,16) (s2 4- 14,6s 4~ 149)

Упрощение этого выражения дает

С 7.x =________________ К' (S 4- 4)________________
R w s (s 4-0,16) (s2 4-14,6s 4-149) 4-Л'(s +4) *

Полином в знаменателе уравнения (7. 47) представляет характе
ристическое уравнение системы, корни которого даны на фиг. 7. 20. 
При любом данном значении К' полином знаменателя может быть 
заменен произведением множителей корней; если эти корни обозна
чить —rlf —г2, —г3, —г4, то уравнение (7. 47) можно переписать 
в другом виде

G /«\ _ _________ К'(s + 4)__________
R U (S + rj) (s 4- r2) (s 4- r3) (s 4- r4)

(7. 47)

(7. 48)

1 При нулевых начальных условиях.
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В случае, когда К' приобретает значение 326, корни будут опре
деляться уравнением (7. 46). Первая пара этих комплексных сопря
женных корней соответствует квадратному выражению

(s + I)2 + (3,25)2 - s2 + 2s + 11,6,

а вторая пара приводит к

(s 4“ 6,4)2 4“ (8,5)2 — s2 4~ 12,8s 4~ 113,2

Следовательно, уравнение (7. 48) приобретает вид 
с ( х =___________ 326 (s 4- 4)___________

' (s2 + 2s + 11,6) (s2 + 12,8s113,2) ’ (7- 49)

Форма этого последнего уравнения позволяет легко превратить 
его в ряд дробей. В предположении, что входная команда ступенчато 
изменяется с амплитудой г0, нормализованная реакция в области s 
будет определяться

326 (s + 4)
s (s2 + 2s + 11,6) (s2 + 12,8s + 113,2)

Ло , , /<2 , /<3 , /<4
s0 ‘ S — sx ' S — s2 S — s3 ' S — S4 * (7. 50)

После определения коэффициентов дробей этого ряда можно осу
ществить обратное преобразование и найти полное решение во вре
менной области. Применение спирального лекала позволяет графи
чески вычислить коэффициенты дробного ряда, что еще раз иллюстри
рует полезность этого способа. Окончательное решение во временной 
области было получено в следующем виде:

— (/) = 1 — 1,38^' cos (3,25/ —9,2°) Ц- 
г о

4- 0,328е-6-4/ cos 8,5/. (7.51)

Кривая по уравнению (7. 51) дана иафиг. 7. 21. При соответствую
щем- изменении уравнения (7. 48) передаточной функции замкнутой 
цепи может быть придана более удобная форма, которая позволяет 
исследовать частотную характеристику. Перегруппировка членов 
приводит к

с ( . __________________ 4/\-(1 +0,25s)_______________

R r1W4i+4) (п-4) (i+^) О+тг
В этом случае удобно перегруппировать члены уравнения (7. 49), 

так как все корни являются комплексными. Следовательно,
С 4/('(I + 0,25s)

~ 1, с 1,оп1 / s 2-0,29 , , I Г/ S 2-U.6 . , | •1116'113’4\зт) + • L\w) + Ws+ J
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Нетрудно обнаружить, что величина 11,6 (113,2) действительно 
представляет произведение четырех корней характеристического 
уравнения при /<' = 326. Отсюда на основании известной теоремы 
алгебры, что произведение корней полинома равно его свободному 
члену, который здесь равняется 4/С, передаточная функция замкну
той цепи сводится к виду

(7. 52)

что может быть легко графически изображено в виде амплитудно- 
частотной характеристики в логарифмической координатной системе.

Влияние второй пары комплексных сопряженных корней в зна
менателе уравнения (7. 52) на решение во временной области

настолько мало, что уравнение (7. 52) может быть упрощено для всех
практических случаев, а именно

1 -j- 0,25s (7. 53)

Вид этого уравнения позволяет определить наличие нуля, так 
что возникает очень важный вопрос — оказывает ли наличие нуля 
вредное влияние на динамику системы. Если этого пет, то отсюда 
становится очевидно, что переходной процесс надлежащим образом 
описывается через относительный коэффициент демпфирования 
£ = 0,25 (которому соответствует максимальное перерегулирование 
39%) и через соп = 3,4 рад/сек (на основании чего можно определить 
соответствующее время регулирования). Если это влияние обнару
жено, то важно знать степень этого влияния. Для более подроб
ного освещения характера задачи рассмотрим способ определения, 
как система второго порядка, передаточная функция которой имеет 
или не имеет нуль, реагирует на единичную входную функцию с ам
плитудой г0- Нормализованное решение относительно регулируемой 
переменной величины при отсутствии нуля имеет вид

2 
п(О

s2 -I- 2g(i>„s + со*
(7/54)
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Максимальное перерегулирование для подобного случая было 
точно описано на фиг. 1. 8. При наличии нуля в передаточной 
функции решение будет

J__________ ___________S+ *1
• sa + 2gcons + ш2 г!

(7.55)

Сравнение уравнений (7. 54) и (7. 55) позволяет выяснить, что 
наличие нуля в передаточной функции не может изменить относи
тельного коэффициента демпфирования и собственной частоты си
стемы, соответствующей комплексным корням характеристического 
уравнения. Однако амплитуды колебаний переходного процесса 
могут влиять или могут не оказывать влияния в зависимости от от
носительного значения Таким образом, изучение последнего урав
нения вскрывает, что в случае большого значения zr сравнительно 
со значениями s, которые преобладают в выражении для временного 
решения (т. е. в части частотного спектра до соЛ преобладающих ком
плексных корней) влияние будет очень мало, потому что
мало отличается от единицы. С другой стороны, при условии, когда 
амплитуда z± мала сравнительно с соЛ преобладающих комплексных 
корней, влияние может быть очень значительным, в зависимости 
от значения относительного коэффициента демпфирования. 
На фиг. 7. 22 точно показано, как наличие нуля влияет на максималь
ное перерегулирование при трех значениях относительного коэффи
циента демпфирования. Отметим, что по абсциссе нанесены значения 
-у-, так как обе величины cort и £ содержатся в выражении, опре
деляющем влияние нуля. Кроме того, следует заметить, что макси
мальное перерегулирование точно описано фиг. 1. 8 для случая, 
когда 10. Для других случаев необходимо использовать
результаты, приведенные на фиг. 7. 22. Следует понять, конечно, 
что описанные выше влияния автоматически учитываются, когда 
решение во временной области было найдено в результате применения 

Q
разложения в ряд дробей (s) с последующим обратным преобра
зованием Лапласа. Основной вывод из вышеизложенных рассужде- 

Q
ний состоит в том, что конфигурация —(s) с двумя полюсами 
и одним нулем- может привести к таким результатам, которые будут 
сильно отличаться от конфигурации с двумя полюсами. Следова
тельно, результаты, показанные на фиг. 1. 8, необходимо применять 
с большой осторожностью.
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Системы с неединичной обратной связью Н (s) =/• 1. В качестве 
примера подобной системы рассмотрим схему, изображенную

Фиг. 7. 22. Изменения максимального перерегулирования при нулевом 
С /чзначении — (s).

на фиг. 7. 23. Входной командой является отклонение руля высоты 
самолета, которая дается пилотом; выходная величина С означает

Фильтр

Фиг. 7. 23. Система управления самолета с фильтром 
в цепи обратной связи.

скорость подъема, которая подается обратно через опережающий 
контур с целью уменьшить тенденцию колебаний.

Передаточная функция прямой цепи системы будет иметь вид

G(s) = 137(s+ 0,56)
(s + 10)(s2+ 1,68s+8,7) (7. 56)
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а передаточная функция цепи обратной связи
0,3s

s 4- 4 ’ {7. 57)

Объединяя эти два выражения, 
функцию разомкнутой цепи системы,

получим передаточную 
т. е.

HG (s) =
41,1s (s 4- 0,56) 

^(s4-4)(s4-10)(s24-l,68s+8,7) ‘

(7. 58)

На фиг. 7. 24 показан 
соответствующий годо
граф. Четыре корня, соот
ветствующие значению 
К' = 41, равны

sl,2 — 4,2 —

= —0,9 ± /1,85, при кото
ром £ = 0,46 

и
S3,4 ~ ~

= —7,0 ± /6,0, при кото
ром £ = 0,78.

Квадратные множи
тели, связанные с каждой 
парой комплексных со
пряженных корней, будут 
соответственно равны

(s + 0,9)2 + (1,85)2 =
- s2 + 1,8s + 4,23

(s + 7)2 + (6)2 - 
= s2 + 14s + 85.

Когда функция обратной связи отличается от единицы, тогда 
передаточная функция замкнутой цепи будет иметь выражение

R k ' 14- HO (s) ’ (7. 59)

Введение уравнений (7. 56) и (7. 57) в последнее уравнение и по
следующее упрощение приводит к выражению

С 137 (s-4 0,56) (s 4-4)
R “ (S 4- 4) (s 4- 10) (s2 4- 1,68s 4- 8,7) 4- 41,1s (s 4- 0,56) ’
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Отметим наличие дополнительного нуля в числителе передаточ
ной функции замкнутой цепи, которая увеличивается вследствие 
разницы значений G (s) и HG (s). Обычно окончательный полином 
в знаменателе представляет характеристическое уравнение и, сле
довательно, корни легко находятся при коэффициенте усиления 
К' = 41. Поэтому знаменатель можно заменить на квадратные мно
жители, которые были высчитаны выше. Отсюда получаем

G / \___ _______________ 137 (s 4~ 0.56) (s + 4)______ /у /?п\
(s*+  1,85-f- 4,23) (^+ 145 4-85) ’ k/.uv;

Теперь можно произвести разложение на дроби и осуществить 
обратное преобразование Лапласа, которое приводит к характери
стике во временной области.

Если уравнению (7. 60) придать другую форму, которая более 
легко подается частотному анализу, то получим
С м 306 (1 4- 0,25s) (1 4- 1,77s)
К 358*  I / 5 \2 2 (и,46) . (1 Г/ 5 \2 , 2(0,78) . . *Ы) +-hrs+I • +-hr-s+1

(7.61)

Итересно отметить, что теперь произведение корней не равняется 
больше постоянному множителю, появляющемуся в числителе, как 
это было в случае системы с единичной обратной связью.

ЗАДАЧИ

7. 1. Система управления характеризуется передаточной функ
цией разомкнутой цепи со следующим расположением нуля и полюса: 
нуль в точке —2, полюсы в точках 0, —5.

а) Написать выражение для передаточной функции разомкнутой 
цепи.

б) Определить те участки действительной оси, которые образуют 
часть годографа.

7. 2. Система имеет следующую передаточную функцию разом
кнутой цепи:

HG (s) =______ /< (14- 0,4s)________
W (1 + 5) (1 4- 0,255) (1 ^0,15) ‘

а) Построить полный годограф при помощи спирального лекала.
б) Найти значение коэффициента усиления, при котором относи

тельный коэффициент демпфирования, соответствующий комплекс
ным корням, равен 0,5.

в) Вычислить полное решение во временной области для выходной 
величины в предположении, что на вход действует единичная вход
ная функция.
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Полюсы и нули функции GT (s) и G2 (s)

схема системы управ-Фиг. 7. 25.
ления и

Структурная 
расположение полюсов и нулей.

Ju

г-------
1
1

Ju 
j

>2 0 *6
-и— 0 *б

А-—

6) в)

1, 3. Дана система управления, изображенная на фиг. 7. 25. 
\ ) расположены так, как пока

зано на фиг. 7. 25, б, в.
а) Построить годограф 

для этой системы, указав 
все важнейшие данные.

б) При каком значе
нии К эта система стано
вится неустойчивой?

в) При К = 1 опреде
лить г в зависимости от 
времени в установившемся 
режиме, когда с (/) = 
= 10 sin 2/.

7. 4. Система управле
ния имеет передаточную 
функцию разомкнутой 
цепи с полюсами и нулями, 
расположенными так, как 
указано на фиг. 7. 26.

а) Написать уравнение для передаточной функции разомкнутой 
системы.

б) Построить общую форму годографа.
в) Пояснить, существует ли какое-либо значение коэффициента 

усиления, при котором эта система будет абсолютно устойчивой.
jcj

J5

Двойной полюс в 
/начале координат

-12 О 6

~j5

Фиг. 7. 26. Расположение полюсов и нулей передаточ
ной функции разомкнутой цепи системы управления 

с обратной связью.

г) Изменить эту систему путем дополнения компенсации по про
изводной, вследствие чего создается двойной нуль в точке s = —2. 
Построить годограф видоизмененной системы.

д) Пояснить, имеется ли какое-либо значение коэффициента уси
ления, при котором видоизмененная система будет абсолютно устой
чивой.



ГЛАВА 8

РАСЧЕТ ПО МЕТОДУ ПОЛЮСОВ И НУЛЕЙ
В основном принципы расчета коррекции одинаковы при осущест

влении в частотной области и плоскости $. В любом случае задача 
состоит в изменении разомкнутой системы с целью достигнуть удовлет
ворительных характеристик замкнутой системы. Как сообщалось 
в главе 6, результат коррекции зависит полностью от правильного 
выбора частот в точках сопряжения асимптотических характеристик 
затухания. Аналогично в настоящей главе будет показано, что 
расчет эффективной коррекции в плоскости s также зависит от надле
жащего расположения полюсов и нулей. Выбор полюсов передаточ
ной функции разомкнутой цепи должен быть таким, чтобы благо
приятно влиять на форму годографа скорректированной системы; 
этим путем можно изменять в требуемом направлении преобладаю
щие корни характеристического уравнения системы.

Метод расчета в плоскости s создает ряд преимуществ, потому 
что конструктор имеет дело непосредственно с корнями характери
стического уравнения. Он может отказаться Ът применения предель
ных параметров для определения динамики системы, что может дать 
только приближенную информацию. Однако, чтобы не потерять 
преимуществ метода расчета в плоскости s, важно конструктору 
твердо усвоить теорию преобразования Лапласа. Например, кон
структор должен уметь полностью оценить влияния полюсов и нулей 
передаточной функции на переходный процесс замкнутой системы. 
Следовательно, необходимо избегать тенденции идентифицировать 
динамическую характеристику только по корням характеристиче
ского уравнения. Если передаточная функция замкнутой цепи 
содержит нули, они должны быть учтены в расчете, так как эти 
нули могут существенно ухудшить динамическую характеристику 
системы. В связи с этим рекомендуется вспомнить о результатах, 
изложенных в конце предыдущей главы.

8. 1. ВЛИЯНИЕ КРИТИЧЕСКИ^ ЧАСТОТ КОРРЕКЦИИ НА ГОДОГРАФ

Часто при разработке системы, когда требуется коррекция из-за 
элементов, которые были заранее выбраны на основании заданных 
значений установившегося режима и для создания требуемой мощно
сти выходного сигнала, невозможно получить удовлетворительные 
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динамические характеристики. Переходный процесс будет либо 
слишком медленным, либо очень колебательным. Для исправления 
этих условий может быть применена корректирующая передаточная 
функция в различных формах, в зависимости от типа разрабатывае
мой системы и ее порядка. Здесь будут рассмотрены некоторые из 
этих форм с целью подчеркнуть значение надлежащего расположения 
критических частот (следовательно, полюсов и нулей) корректирую
щей передаточной функции для получения удовлетворительных дина
мических характеристик. В основном это аналогично выбору соот
ветствующих частот точек сопряжения для корректирующих пере
даточных функций, когда расчет производится полностью в частот
ной области. Следует напомнить, что успех расчета этих корректирую
щих контуров зависит от целесообразного выбора частот точек 
сопряжения, которые ограничены - часто определенным диапазоном 
частотного спектра. Недостаточно тщательный выбор частот точек 
сопряжения приводит к неудовлетворительному переходному про
цессу. Подобные же условия имеют место при применении методов 
расчета в плоскоти s. Ниже будет показано, что при неудачном рас
положении нулей и полюсов корректирующей передаточной функ
ции невозможно осуществить систему с заданными динамическими 
характеристиками.

В настоящем разделе внимание будет сосредоточено только 
на выявлении общих взаимосвязей. Рассмотрим главным образом 
способы изменения годографа по своей форме и направлениям в резуль
тате введения полюсов и нулей в передаточные функции корректирую
щих устройств. Специфические влияния, например, ширины полосы 
пропускания частот окончательной системы, максимального перере
гулирования, времени регулирования и др;, соответствующие задан
ным значениям коэффициента усиления разомкнутой цепи, будут 
рассмотрены в последующих разделах. Большая часть этого иссле
дования касается систем класса 1 второго и третьего порядков. Кроме 
того, будут рассмотрены передаточные функции с полюсами и нулями 
для систем, которые были рассмотрены в главах 2, 3 и 6.

Влияние нуля передаточной функции системы класса 1 второго 
порядка. На фиг. 8. 1, а показан годограф некорректированной 
системы второго порядка, передаточная функция которой имеет вид

"с<5> = ^тя- <81>
Из данного годографа следует, что нет конечного значения коэф

фициента усиления, при котором система может стать абсолютно 
неустойчивой. Однако система может быть относительно неустойчи
вой, если допустить, что относительный коэффициент демпфирования 
будет меньше некоторого заданного минимального значения. Хотя 
существует несколько способов предотвращения подобного положе
ния даже при наличии большого коэффициента усиления, здесь 
внимание будет сосредоточено на методе демпфирования, пропорцио
нального скорости рассогласования,который был изложен в главе 1 при 
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анализе во временной области. Теперь мы можем исследовать влия
ние этого пропорционального регулирования плюс регулирования 
по производной также в комплексно-частотной области. Напомним, 
что наличие пропорционального регулирования одновременно с регу
лированием по производной изменяет передаточную функцию разом
кнутой цепи уравнения 
(8. 1), а именно

JU

-

-р (о б

—И---------------------->
"Р -2

6)

HG (s) - s(s + p)

Возможность измене
ния в частном случае годо
графа первоначальной си
стемы зависит от располо
жения нуля функции си
стемы, в которой осуще
ствляется регулирование, 
пропорциональное регули
руемой величине и ее про
изводной. На фиг. 8. 1, б 
показано, что в случае 
z < р, т. е. когда ноль 
находится между началом 
координат и точкой — р, 
тогда решение характери
стического уравнения вто
рого порядка содержит 
два отрицательных дей
ствительных корня при 
любом коэффициенте уси
ления разомкнутой цепи. 
Практически это означает, 
что демпфирование, про
порциональное скорости 
рассогласования, настоль
ко сильное, что это исклю
чает возможность демпфи
рованных колебаний, неза-

О б

в)
Фиг. 8. 1. Построение годографа:

а — функции HG (s) — K'/s (s + р); б — функции 
HG (s) = К' (s 4- z)/s (s + р), где z < р; в — функ
ции HG (s) = К' (s + z)/s (s + р). где z > р (пока

зано не в масштабе).
висимо от величины коэф
фициента усиления. На самом деле, когда корень расположен слева 
отточки — р и достаточно удален от начала координат, тогда система 
ведет себя так, как будто имеет одну постоянную времени, т. е. 
она связана с корнем, расположенным на годографе между началом 
координат и точкой — z.

В результате расположения нуля слева от точки р (что означает 
уменьшение члена, определяющего демпфирование, пропорциональ
ное скорости рассогласования) годограф приобретает иную форму, как 
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показано на фиг. 8. 1, в. Заметим, что при этих условиях возможно 
существование комплексных корней, но теперь минимальное значение

а — функции HG (s) = K'/s (s 4~ Pt) ($ + Рг); б — функ
ции HG (s) = К' (s 4- z)/s (s 4- pi) (s 4- p2). где z < px; 
в — функции HG (s) = K' (s 4- z)/s (s 4~ Pi) ($ + Рг). 
где z > pc, г — функции HG (s)=Kf (s 4- z)/s (s 4- Pi)X

X(s 4- Рг). где z > pi 4- Pi (дано не в масштабе).

относительного коэффи
циента демпфирования 
явно ограничено числом 
больше нуля. Вслед
ствие размещения нуля 
вблизи или дальше от 
полюсов в точке — р 
минимально допустимый 
относительный коэффи
циент демпфирования 
увеличивается или 
уменьшается. Для кон
структора систем управ
ления это имеет боль
шое значение, так как 
позволяет непосред
ственно изменять и кон
тролировать допустимое 
максимальное перерегу
лирование.

Влияние нуля коррек
тирующей функции си
стемы класса 1 третьего 
порядка. Для более пол
ной иллюстрации воз
можности стабилизации 
и коррекции при помощи 
регулирования, пропор
ционального регулируе
мой величине и ее про
изводной, ' рассмотрим 
систему третьего по
рядка со следующей 
передаточной функцией 
разомкнутой цепи:

HG (s) =
/С

s (s 4- Pi) (s 4“ Рг)

На фиг. 8. 2, а 
показан годограф, соот
ветствующий уравнению 
что система становится (8. 2). Из рассмотрения годографа следует, 

неустойчивой, когда коэффициент усиления увеличивается выше 
значения, при котором решение характеристического уравнения
374



дает два чисто мнимых корня. Способ нахождения этого значения 
коэффициента усиления был описан в предыдущей главе. Вновь 
рассмотрим частный случай изменения годографа первоначальной 
системы в зависимости от расположения нулей на примере регулиро
вания, пропорционального регулируемой величине и ее производной. 
На фиг. 8.2, б показан новый годограф при измененной передаточной 
функции

HQ (s\ =___ Qj + _1 ' S(s + p1)(s + p2)

при z < Рь на фиг. 8. 2, в изображен годограф для случая, когда 
рг. Необходимо заметить, что в любом случае наличие нуля 

так изменяет систему, что она становится абсолютно устойчивой 
при любых значениях коэффициента усиления разомкнутой цепи. 
Это означает существенное улучшение системы, у которой коэффи
циент усиления разомкнутой цепи был определенно ограничен.

Так как величина нуля у годографа на фиг. 8. 2, в приблизительно 
в 2 раза больше соответствующей величины нуля скорректированной 
системы на фиг. 8. 2, б, то следует ожидать, что динамическая харак
теристика будет несколько отличаться при одинаковом значении 
коэффициента усиления разомкнутой цепи. Исследование показы
вает, что для коэффициента усиления, при котором появляются 
комплексные корни система с годографом на фиг. 8. 2, б будет обла
дать более высоким относительным коэффициентом демпфирования, 
чем система с годографом на фиг. 8. 2, в. Этот вывод также вытекает 
из того факта, что с удалением нуля от начала координат становится 
меньше член, определяющий демпфирование, пропорциональное 
скорости рассогласования и, следовательно, переходная функция ста
новится более колебательной при данном коэффициенте усиления. 
Отсюда не следует заключать, что любое положение нуля будет так 
изменять годограф, чтосистема станет абсолютно устойчивой при любом 
усилении. Это справедливо только при условии z<(Pi + p2)- 
Когда z превышает сумму (рх + р2)» тогда асимптоты ± 90° годо
графа будут расположены в правой полуплоскости. Следовательно, 
система становится неустойчивой при достаточно высоком коэффи
циенте усиления разомкнутой цепи; фиг. 8. 2, г иллюстрирует это 
положение.

8. 2. АНАЛИЗ КОРРЕКЦИИ В ПЛОСКОСТИ $ ПУТЕМ ОПЕРЕЖАЮЩИХ 
ИЛИ ЗАПАЗДЫВАЮЩИХ КОНТУРОВ

Задача настоящего раздела состоит в том, чтобы показать, как 
можно рассчитать стандартный опережающий или запаздывающий 
контур для простой системы второго порядка, исходя из условия, 
что относительный коэффициент демпфирования остается неизменным. 
Существенно рассмотреть процедуру коррекции. Рассматриваемый 
случай системы второго порядка имеет то преимущество, что легко 
показать влияние характеристики на коэффициент усиления разомк
нутой цепи, частоту собственных колебаний системы и время регули
рования. Это влияние было изучено в предыдущей главе в частотной

375



области, теперь же используем эти результаты для того, чтобы уста
новить связь с данными, полученными при анализе по корневому 
методу. Рассмотрим передаточную функцию разомкнутой цепи 
первоначальной системы управления с единичной обратной связью

^(»)=Г(ГТ^=Т(ГПГ <8-3’

Фиг. 8. 3. Характеристики демпфирования системы второго порядка класса 1 
с коррекцией по опережению и запаздыванию:

1 — система с 
демпфирования,

коррекцией по опережению с одинаковым относительным коэффициентом 
0,5как у первоначальной системы GtGr (s) = —, Q - ; 2 — первоначальная • * S (S -f* 2, о)

система с функцией

3 — система с коррекцией по запаздыванию и с одинаковым относительным коэффициентом 
демпфирования, как у системы /; функция

GfGg (s) = 0,02
s (s 4*0,2)

Логарифмическая частотная характеристика, соответствующая 
уравнению (8. 3), показана в виде кривой 2 на фиг. 8. 3. Предельный 
сдвиг фаз был определен равным 65,5°, чему соответствует относитель
ный коэффициент демпфирования 0,707, который был получен по 
данным фиг. 4. 21. На фиг. 8. 4 дана кривая 2, которая представляет 
годограф по уравнению (8. 3). Точки вдоль годографа, соответствую
щего коэффициенту усиления К' = 5, расположены в точках пере
сечения ординаты, проходящей через — 0,5, и радиальных линий, 
проведенных под углом ± 135°. Из этого годографа следует, что 
относительный коэффициент демпфирования равен 0,707, Теперь, 
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когда первоначальная система задана в частотной и комплексной 
областях, мы можем перейти к расчету коррекции, и сделать сравни
тельные выводы.

Коррекция при помощи последовательного опережающего контура. 
Передаточная функция опережающего контура может быть выра
жена следующим образом:

Фиг. 8. 4. Построение годографа для системы второго 
порядка класса 1 с коррекцией по опережению и 

запаздыванию:
1 — система с опережающей коррекцией /; 2 —первоначальная 
система Gf (s) = K'/s (s 4* 1); 3 — система с запаздывающей 

коррекцией G^Gf(s) = K^/s (s + 0,2).

После введения коэффициента усиления предварительного уси
лителя, что необходимо для сдвига частотной характеристики при 
нулевой частоте, уравнение (8. 14) приобретает вид

s+ —
Gf(s) = a------- (8.5)

s + —

Отсюда, передаточная функция разомкнутой цепи корректирован
ной системы при помощи опережающего контура будет
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Для расчета опережающего контура необходимо знать тиа, 
которые содержатся в последнем уравнении. Как объяснялось в на
чале, расчет опережающего контура производится при условии, 
что величина £ остается той же, т. е. 0,707; кроме того, порядок 
системы не меняется (т. е. она имеет второй порядок). Последнее 
условие можно удовлетворить выбором нуля передаточной функции 
опережающего контура, равного полюсу неизменной части схемы. 
Следовательно, выбираем 

или
1— = аы 
т 1 (8-8)

Введение последнего равенства в уравнение (8. 6) приводит 
к передаточной функции корректированной разомкнутой цепи вто
рого порядка. Отсюда,

s (s 4- aoDj) ’
(8.9)

где Kd представляет коэффициент усиления, требуемый для полу
чения относительного коэффициента демпфирования, равного задан
ному значению. Если продолжить расчет при частоте сох = 1 рад/сек 
и выбрать a = 5, то выражение (8. 9) приобретет вид

Годограф согласно последнему выражению имеет вид кривой 1 
на фиг. 8. 4. Значение коэффициента которое удовлетворяет 
требуемому условию относительного коэффициента демпфирования, 
может быть определено при помощи спирального лекала или же в дан
ном простом случае на основании того, что коэффициент усиления 
равен произведению расстояния от полюсов в начале координат 
и в точке —5 до точки пересечения ординаты, проходящей через 
—2,5, и радиальной линии из начала координат под углом+135°. 
Следовательно,

= /2 X 2,5 X /2 X 2,5 = 12,5.

Полное выражение передаточной функции разомкнутой цепи, 
которое удовлетворяет заданным условиям, будет

п /Q /М _ 12-5 _ 2-5
ufuc\s) s(s + 5) s (1 +u,2s) ■ (8.И)

Сравнение этого выражения с уравнением (8. 3) показывает, что 
система опережающей коррекции позволяет применять коэффициент 
усиления в 25 раз выше, хотя обе системы — первоначальная и скор
ректированная — имеют в точности одинаковый относительный 
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коэффициент демпфирования. Это означает уменьшение установив
шейся ошибки, а также возможность увеличения собственной частоты 
системы, следовательно, уменьшения времени регулирования. Сле
дует обратить внимание на то, что все эти сравнительные свойства 
непосредственно вытекают из годографа. Например, более быстрое 
время регулирования становится очевидным из сравнения действи
тельных частей комплексных корней. Для первоначальной системы 
оно имеет значение — 0,5, а для скорректированной системы соот
ветственно — 2,5. При сравнении значений постоянных времени 
первоначальная система обладает затуханием переходного процесса 
в соответствии с постоянной времени 2 сек; скорректированная 
система характеризуется затуханием, определяемым постоянной 
времени 0,4 сек. Кроме того, более высокая собственная частота 
также определяется, по годографу, потому что она соответствует 
расстоянию от начала координат до данного корня характеристиче
ского уравнения. Для случая опережающей коррекции собственная 
частота системы равна

Id = V2 (2,5) = 3,54 рад/сек,

в то время, как для первоначальной системы она равна
InepecHa*  = У2 <0’5) = 0>707 Рад/СеК-

Отношение собственных частот, как видно, равняется 5:1.
Для полноты на фиг. 8. 3 дана кривая /, которая представляет 

частотную характеристику по уравнению (8. 11). Следует заметить, 
что относительный коэффициент демпфирования будет увеличиваться, 
когда постоянная времени первоначальной системы уменьшена 
на коэффициент 5 (соответствует а) и коэффициент усиления /С' 
разомкнутой цепи увеличен во столько же раз. Дополнительное 
увеличение коэффициента усиления К' требует сохранения первона
чального значения относительного коэффициента демпфирования.

Коррекция при помощи последовательного запаздывающего контура. 
Теперь проведем расчет запаздывающего контура, примененного 
для той же коррекции, что и выше. Передаточную функцию стандарт
ного запаздывающего контура можно выразить следующим образом:

(8- 12)

Тогда передаточная функция разомкнутой цепи скорректирован
ной системы будет иметь вид

(8. 13)
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Применяя рассматриваемую коррекцию при условии, что система 
не меняет своего порядка, приходим к следующему выбору постоян
ной времени запаздывающего контура

-1- = <ov (8. 14)

Сравнение этого равенства с равенством (8. 8) показывает, что 
выбранная постоянная времени для запаздывающего контура больше 
значения постоянной времени опережающего контура при данной 
частоте. Этот результат совпадает с выводами, сделанными в главе 6, 
при обсуждении расчета запаздывающего контура в частотной области. 
Введение равенства (8. 14) в уравнение (8. 13) позволяет упростить 
передаточную функцию разомкнутой цепи системы второго порядка

Л'

0/^(5) =
а (8. 15)

Полагая в последнем уравнении К' — 0,5, а = 5 и <ох = 1, 
получим

Вновь следует заметить, что первоначальный коэффициент демпфи
рования не может быть сохранен, когда коэффициент усиления был 
изменен в результате коррекции по запаздыванию. В действительно
сти, частотная характеристика, соответствующая уравнению (8. 16), 
показывает, что асимптотическая частотная характеристика пере
секает ось абсцисс (0 дб) с наклоном — 12 дб/октава; отсюда следует, 
что относительный коэффициент демпфирования меньше требуемого 
значения 0,707 и тем самым необходимо дальнейшее уменьшение 
коэффициента усиления. Конечно, непосредственное определение 
по годографу представляет наиболее простой способ нахождения 
коэффициента усиления, требуемого для получения относительного 
коэффициента демпфирования, равного 0,707. Годограф по уравне
нию (8. 15) дан в виде кривой 3 на фиг. 8. 4. Коэффициент усиления, 
соответствующий значению £ = 0,707, равен Kg = ]/2 (0,1) х 
X [1/^2 (0,1)] = 0,02. Тогда требуемая передаточная функция скор
ректированной разомкнутой цепи с запаздывающим контуром будет

= <817>

Соответствующая характеристика затухания по этому уравнению 
имеет вид кривой 3 на фиг. 8. 3. Определение предельного сдвига 
фаз этой кривой дает значение 64,8°, чему, соответствует относитель
ный коэффициент демпфирования, равный 0,707,
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Хотя максимальное перерегулирование при единичной входной 
функции будет одинаково, как в случае опережающей коррекции, 
годограф скорректированной системы по запаздыванию позволяет 
устаногить, что время регулирования будет значительно больше 
из-за постоянной времени, которая равна в данном случае 10 сек. 
Этот вывод связан также с тем, что собственная частота скорректи
рованной системы с запаздывающим контуром значительно меньше; 
из годографа следует, что она равна (o,Jg = ]/2 (0,1) = 0,14 рад/сек. 
Это значительно меньше 3,54 рад/сек, полученного для случая кор
рекции при помощи опережающего контура.

На основании результатов сравнения становится ясно, что корне
вой метод анализа позволяет очень глубоко выявить влияние кор
ректирующих контуров на динамику систем. В действительности, 
этот метод обладает не только преимуществом более быстрого опре
деления, но также более полного описания, чем частотные методы.

Обычно применение запаздывающего контура допускает увели
чение коэффициента скорости, но в то же время предотвращает воз
можность возникновения сильно колебательной характеристики. 
Этот вывод не вытекает непосредственно из вышеизложенных обсуж
дений, потому что не был применен порядок расчета стандартного 
запаздывающего контура (см. разделы 6. 5 и 8. 3). Наша задача 
состояла здесь только в том, чтобы показать общее влияние запазды
вающего корректирующего контура на уменьшение ширины полосы 
пропускания частот с вытекающим отсюда увеличением времени 
регулирования.

8. 3. РАСЧЕТ ЗАПАЗДЫВАЮЩЕГО КОРРЕКТИРУЮЩЕГО КОНТУРА 
В ПЛОСКОСТИ $

Запаздывающий корректирующий контур часто применяется в тех 
случаях, когда желательно улучшить характеристику установивше
гося режима путем увеличения коэффициента усиления при одно
временном сохранении удовлетворительной динамической реакции. 
Порядок расчета подобного контура на основании частотных методов 
был подробно освещен в главе 6. Теперь поставим себе задачу, 
как можно получить те же результаты при применении корневого 
метода. Как и раньше, мы можем опять сочетать результаты, полу
ченные двумя методами. Принимая во внимание, что прямая коррек
ция по запаздыванию находит наиболее широкое применение для 
системы класса 0 и 1, сосредоточим свое внимание на системе класса 1. 
Напомним, что способность запаздывающего контура создавать 
требуемую коррекцию связана с его частотной характеристикой 
в той части частотного диапазона, где кривая коэффициента усиления 
скорректированной системы пересекает ось абсцисс (0 дб). Чтобы 
избежать значительного сдвига по фазе при этой ширине полосы 
частот, частоты точек сопряжения были выбраны сравнительно 
малыми относительно других ненулевых критических частот для 
данной системы. При корневом методе следует исходить из тех же 
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самых соображений при расчете запаздывающего корректирующего 
контура. Для иллюстрации этих принципов на основании выводов, 
сделанных при изучении корневого метода, рассмотрим систему 
третьего порядка класса 1, неизменная часть схемы которой описы
вается передаточной функцией разомкнутой цепи

S (1 + ST1) (1 -Ь ST2)
К' (8. 18)

где

(8. 19)

Далее предположим, что значения ть т2 и Kv одинаковы как 
и в случае соответствующего переходного процесса. Однако трудность 
состоит в том, что коэффициент скорости слишком мал, так что 
желательно его увеличить. Совершенно ясно, что нельзя увеличить 
коэффициент усиления до такого значения, при котором получается 
требуемый коэффициент скорости, так как это вредно влияет на дина
мику системы. Применение запаздывающего корректирующего кон
тура обусловлено необходимостью найти компромисс между этими 
двумя противоположными факторами. Использование выражения 
для передаточной функции запаздывающего корректирующего кон
тура согласно уравнениям (8. 12) — (8. 18) позволяет определить 
передаточную функцию разомкнутой цепи скорректированной 
системы с запаздывающим контуром. Отсюда имеем

GfGc (s) = s + zc (8. 20)
S (S + Pl) (s + р2) S Л Pc'

где
К' 1

с ~ TjT2 ‘ а (8. 21)

и
1 1 1 _ 1 Zc

’ ~~ ат т ’ а — ——.
Pc

Прежде чем начать описывать, как можно осуществить увеличение 
коэффициента усиления при помощи корневого метода, кратко рас
смотрим, как этого можно достигнуть на основании частотного метода. 
Заметим, что логарифмическая амплитудно-частотная кривая 
(фиг. 8. 5) возрастает с увеличением коэффициента усиления, но, 
несмотря на это, свойство затухания запаздывающего корректирую
щего контура при частоте выше асов восстанавливает эту часть 
характеристики затухания скорректированной системы в ее перво
начальное положение в той части частотного спектра, которая следует 
после частоты асов. Конечно, существенное влияние состоит в том, 
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что положение участка характеристики при очень низкой частоте 
с наклоном — 6 дб/октава смещается вверх и, следовательно, при
водит к увеличению коэффициента скорости. Чтобы понять, как это 
увеличение создается при использовании плоскости s, рассмотрим

фиг. 8. 5, б, где построен годограф первона
чальной системы. Квадратиками на годо
графе обозначены значения К', которые дают 
требуемую динамическую реакцию. Изучение

Одб

- 12 дб/октава

a)

Фиг. 8. 5.
а — частотные характеристики системы с корректирующим запаздывающим контуром; 

б — построение годографа для функции
G = К'

f S (S + Pi) (S + p2) ‘

Значение К' ограничивает требуемую динамическую реакцию: 1 — характеристика демпфи
рования первоначальной системы; 2 — характеристика демпфирования при увеличенном 
усилении; 3 — скорректированная по запаздыванию система с увеличенным усилением;

4 — характеристика демпфирования с коррекцией по запаздыванию.

уравнений (8. 19) и (8. 20) показывает, что в случае расположения 
полюса и нуля передаточной функции корректирующего контура 
таким образом, что соблюдается условие

S 2С
S + Рс

(8. 22)
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тогда s будет иметь значение, определяемое прямой, проведенной 
из начала координат к точке, отмеченной квадратиком на фиг. 8. 5, б, 
при сохранении одинаковых значений К' и Кс. Из уравнения (8. 21) 
следует тогда, что коэффициент скорости скорректированной системы 
будет увеличен на коэффициент а. Теперь задача будет состоять 
в определении мест расположения полюса и нуля таким образом, 
чтобы уравнение (8. 22) было приблизительно удовлетворено. Однако 
выражение (8. 22) является не единственным необходимым усло
вием; одновременно должно быть соблюдено другое условие

^- = «>1. (8.23)

Фиг. 8. 6. Включение интегрирующего звена 
в систему, характеризуемую предыдущей фигу

рой.

Нетрудно убедиться, что оба условия могут быть удовлетворены 
только в случае, когда полюс и ноль передаточной функции коррек

тирующего контура будут 
расположены очень близко 
к началу координат. Сле
довательно, мы пришли 
к тому же правилу выбо
ра zc и рС1 которое было 
найдено при применении 
частотных методов. Это 
правило состоит в том, что 
расстояния полюса и нуля 
передаточной функции 
корректирующего запаз
дывающего контура от 

начала координат в плоскости s должны быть выбраны малыми 
в сравнении с расстояниями других ненулевых критических частот.

Следует заметить, что благодаря расположению полюса и нуля 
запаздывающего контура очень близко к началу координат возможно 
не только получить большие значения коэффициента а, но, что еще 
более важно, это достигается благодаря введению незначительного 
запаздывания по фазе. Часто расположение точек рс и zc в непосред
ственной близости к началу координат трактуется как наличие 
интегрирующего звена. Максимальный сдвиг по фазе, создаваемый 
запаздывающим контуром, можно регулировать путем расположения 
точки zc. Угол Р (фиг. 8. 6) часто ограничен значением 5—10°. Важно 
не допустить слишком большой сдвиг по фазе, так как нельзя будет 
сохранить неизменным расположение корней, отмеченное квадрати
ком на фигуре.

Пример 8. 1. Для полного представления о порядке расчета при
меним описанный выше метод к одному примеру. Выберем для этого 
пример, рассмотренный в разделе 6. 5, так что можно будет сравнить 
результаты, полученные двумя методами. Задачу можно сформули
ровать следующим образом.

Передаточная функция разомкнутой цепи регулируемой системы, 
удовлетворяющая заданным значениям выходной величины и имею- 
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щая определенную характеристику в установившемся
выражается

при этом

режиме,

(8. 24)

Заданные параметры переходного процесса: £ = 0,6; преобладаю
щая постоянная времени меньше 2 сек.

Годограф первоначальной системы показан на фиг. 8. 7. Прежде 
чем перейти к расчету, полезно установить, как первоначальная 
система отклоняется от заданных условий, когда коэффициент 
усиления изменяется до значения, соответствующего требуемому 
коэффициенту скорости. Из выражения (8. 24) получаем

Г М — 60
f ~ s (S + 2) (S + 6) •

Преобладающая пара комплексных сопряженных корней будет 
равна при соответствующем значении К' = 60 на годографе

— = — 0,3 + /2,8.
25 Дель Торо 1083 385



Относительный коэффициент демпфирования при этом равен 
около 0,1. Хотя коэффициент Kv удовлетворяет заданному значению, 
однако этого нельзя сказать об относительном коэффициенте демпфи
рования и преобладающей постоянной времени, вследствие чего 
необходимо применить запаздывающий корректирующий контур.

Порядок расчета. Несмотря на то, что здесь будет рассмотрен 
специальный пример, описанный порядок дается в обобщенной форме, 
чтобы его можно было применить при других условиях.

1. Определяют зависимость между коэффициентами К и К'. 
Для рассматриваемого случая имеем

12К0 ______________________
а ’ s (S + 2) (S + 6) (S + рс) •

s + ?cGfGc(s) =

Следовательно,

где

Kf = 12
Kv
a

Zc a = —
Pc

12/G
K'

(8. 25)

sp, которая удовлетворяет требованиям 
и преобладающей постоянной времени.

2. Выбирают точку 
относительно значений £

3. Выбирают точку zc достаточно близко к началу координат

таким образом, чтобы создавало пренебрежимо малое
(s “г /Л?)

влияние в зоне расположения sp. Для определения точки zc 
можно использовать следующий способ: проводят прямую из точки sp 
под углом 10° (или меньше) относительно линии требуемого относи
тельного коэффициента демпфирования, что позволяет удовлетворить 
заданные значения без необходимости чрезмерного увеличения 
постоянной времени. Тогда пересечение этой прямой с действительной 
осью даст точку — zc. Применение этого способа к рассматриваемому 
примеру дает zc = — 0,2.

4. Вычисляют значение коэффициента /С, связанное с точкой sp. 
При этом вычислении считают, что полюс рс расположен в начале 
координат, что справедливо для всех практических случаев. Отсюда, 
получаем К' = 11,9.

5. Из равенства (8. 25) определяют требуемое значение а и рс. 
Следовательно,

и
Z с 0,2 г\ г\ л

Рс= — = Hr = 0,04. 1С а 5 ’
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6. Вычисленные значения нуля и полюса наносят на плоскость 5 
и проверяют совпадение с рассматриваемой точкой, т. е. совпадение 
точки sp с годографом. Если эта точка не удовлетворяет фазовому 
критерию, то рассматривают другую точку вблизи значения sp 
на линии требуемого относительного коэффициента демпфирования. 
В рассматриваемом примере sp удовлетворяет фазовому критерию 
180°. Здесь следует заметить, что предыдущий порядок расчета 
не требует построения всего годографа скорректированной системы. 
Однако на фиг. 8. 7 для удобства показан весь годограф.

После этого остается рассмотреть еще один вопрос, связанный 
с введением нуля благодаря корректирующему контуру в выражении 

С
для -£-(-$)• В связи с этим возникает вопрос о влиянии этого нуля

на величину отклонений переходных процессов (см. конец предыдущей 
главы для обоснования этого вопроса). До возможности полного 
выяснения этого вопроса необходимо найти корень на части годо
графа между точками — 2 и — 0, 2, которые соответствуют значе
нию К' = 12 и приводят к требуемому коэффициенту скорости. 
Обычно значение этого корня лежит очень близко к нулю корректи
рующей передаточной функции. Проверка нескольких контрольных 
точек показывает, что этот корень расположен в точке — 0,25. 
Следовательно, четыре корня при /С = 12 будут иметь значения 
<$1,2 — ^1,2 — 0,7 zt /1 » S3 — Р 3 '— 0,25, $4 — Г4 — 
= — (> 6). Передаточную функцию замкнутой цепи можно выразить 
следующим образом:

К' (s + гс)
S (S + 2) (S + 6) (s + Pc)

К' (s + zc) 
s (s + 2) (s + 6) (s + pc)

________ K' (s + 0,2)_________
(s + rj) (s + r2) (s + r3) (s + r4)

Введение значений приведенных выше корней дает

/С_
_£ =_________ К (s + 0,2)______________
R k ' (s2 + 1,4s + 1,49) (s + 0,25) (s + r4) ~ s2 + 1,4s + 2,49 *

Из проверки этого последнего выражения становится очевидно, 
что ноль передаточной функции практически компенсируется полю
сом — г3, так что динамика системы будет определяться новыми 
найденными комплексными сопряженными корнями1.

Сравнение результатов расчета запаздывающего корректирую
щего контура двумя методами (в плоскости s и в частотной области) 
показывает, что они идентичны в рассматриваемом примере.

1 При этом пренебрегается большой полюс г4, не влияющий на время регули 
Рования.
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8. 4. РАСЧЕТ ОПЕРЕЖАЮЩЕГО КОРРЕКТИРУЮЩЕГО КОНТУРА 
В ПЛОСКОСТИ $

В главе 6 подчеркивалось, что опережающий контур в состоянии 
создать надлежащую коррекцию системы благодаря его свойству 
вызывать опережение по фазе. Метод расчета, основанный на опре
делении полюсов и нулей передаточной функции этих опережающих 
контуров, исходит из совершенно одинаковой характеристики, кото
рая будет показана ниже. После приобретения опыта определения 
влияний, вызываемых добавлением полюсов и нулей на годографе, 
будет нетрудно убедиться в том, что расчет коррекции может быть 
осуществлен очень быстро по методу последовательного приближе
ния. Однако мы вынуждены отказаться от изложения метода после
довательного приближения, так как этот раздел представляет ввод
ную часть для рассматриваемого вопроса. Вместо этого рассмотрим 
простой пример прямого теоретического расчета. Затем сделаем 
сравнение с результатами, получаемыми в частотной области, чтобы 
лучше показать дополнительные преимущества метода расчета в пло
скости s. Многообещающая особенность рассматриваемого метода 
расчета связана с возможностью выбирать желательные- места рас
положения преобладающих комплексных корней характеристического 
уравнения замкнутой системы и затем непосредственно переходить 
к полюсам и нулям передаточной функции опережающего корректи
рующего контура, причем выбранные корни должны совпадать 
с годографом скорректированной системы.

Векторная диаграмма постоянного опережения по фазе в плоско
сти s. Предварительной стадией разработки общего порядка расчета 
опережающего контура стандартного типа может служить исследова
ние характеристики опережения по фазе данного контура при помощи 
конфигурации полюсов и нулей его передаточной функции в пло
скости s. Из уравнения (8. 4) известно, что передаточная функция 
опережающего контура имеет вид

Проверка последнего выражения позволяет обнаружить, что 
ноль всегда расположен ближе к началу координат, чем полюс, 
как это показано на фиг. 8. 8, а. Это расположение является обрат
ным случаю, который преимущественно наблюдается у запаздываю
щего контура. Кроме того, имеется еще другое существенное различие. 
У запаздывающего контура полюс и ноль расположены близко 
к началу координат и рядом друг с другом; у опережающего контура 
они обычно удалены от начала координат и друг от друга. Близкое 
расположение полюса и нуля у запаздывающего контура сопряжено 
с очень малым сдвигом по фазе для общей характеристики скорректи
рованной системы. Однако для опережающего контура удаление 
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Фиг. 8. 8. Векторная диаграмма постоянного опе
режения по фазе на 90°:

а — изображение в плоскости s; б — способ получения 
частотной характеристики для корректирующего опере

жающего контура.

друг от друга точек рс и zc вызывает значительное опережение по фазе, 
создаваемое контуром.

При данной конфигурации расположения полюсов и нулей опе
режение по фазе, создаваемое контуром в выбранной точке sq на пло
скости s, может быть легко определено по способу, иллюстрирован
ному фиг. 8. 8, а. Опережение по фазе, создаваемое коэффициентом 
у корня, связанного с нулем, равно ср2С, тогда как запаздывание 
по фазе, связанное с полюсом, равно <р Результирующее опереже
ние по фазе определяется разницей этих углов cp2f — cpPf. 
На фиг. 8. 8, а точка sq выбрана таким образом, чтобы общее опере
жение по фазе состав
ляло 90°. Здесь необхо
димо оговориться, что 
это опережение по фазе 
не следует смешивать 
с рассмотренным сдви
гом фаз опережающих 
контуров, что обсужда
лось в связи с анализом 
в частотной области. На- , 
пример, суммарные углы 
опережения по фазе, по
казанные на фиг. 2. 28, 
были определены при 
ограничении перемен
ной частоты значениями 
на мнимой оси. При 
любых заданных значе
ниях а и г фазовые 
углы, изображенные на 
фиг. 2. 28, в функции 
частоты могут быть определены по способу, иллюстрированному 
на фиг. 8. 8, б. Следовательно, результирующий угол опережения 
по фазе, соответствующий частоте /ш', равен q/ — ср^. Следует отме
тить, что результирующий угол опережения по фазе не может пре
вышать 90°, когда величина s ограничена значениями вдоль мнимой 
оси; этот результат совпадает с ранее сделанным выводом.

После определения полюса и нуля передаточной функции опе
режающего контура (как показано на фиг. 8. 8, а) возможно найти 
эти точки в плоскости s, при которых суммарный угол опережения 
по фазе равняется 90°. Совершенно ясно, что в результате полу
чается годограф в виде полуокружности с центром на отрицательной 
действительной оси. В случаях, когда общий угол опережения фазы 
должен отличаться от 90°, очевидно центр окружности с постоянной 
фазой должен сместиться с действительной оси. Порядок построения 
подобной окружности прост и не представляет труда.

Предположим, что требуется построить ту часть окружности 
годографа, на которой лежат точки, связанные с постоянной фазой 
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опережения X, и соответствующие заданному расположению полюса 
и нуля. Предположим далее, что заданные значения полюса и нуля 
расположены так, как показано на фиг. 8. 9. Для определения рас
положения центра искомой окружности построим прямые под углом 
90° — X относительно действительной оси и проходящие через 
точки — рс и zc как показано на фиг. 8. 9. Точка пересечения этих 
прямых определит центр искомой окружности с. После этого нетрудно 
построить окружность с центром в точке с и с радиусом, рав
ным (с• рс).Следовательно, любая точка, расположенная надугеокруж- 
ности выше действительной оси, будет создавать общее опережение 
по фазе, обусловленное полюсом и нулем и равное углу X. Нетрудно 
обнаружить, что в тех случаях, когда требуемый угол опережения 
меньше 90°, центр окружности будет всегда находиться выше дей-

Фиг. 8. 9. Порядок построения векторных диа
грамм с постоянной фазой в плоскости s.

ствительной оси, а при X больше 90° центр окружности будет ниже 
действительной оси. Из проверки описанного построения становится 
очевидно, что достаточно только знать две известные теоремы из 
геометрии, а именно: центральный угол равен двойному вписанному 
углу и вписанные углы, опирающиеся на одну дугу окружности, 
равны между собой.

Общий порядок расчета. Дальнейшая задача состоит в разработке 
метода, который позволяет выбрать места расположения полюса 
и нуля передаточной функции опережающего контура, причем таким 
образом, чтобы требуемая пара точек в плоскости s была корнями 
характеристического уравнения скорректированной системы. Пред
положим, что годограф первоначальной системы известен. Далее, 
предположим, что точки в плоскости s, обозначенные буквами — 
и — г2 на фиг. 8. 10, представляют корни характеристического 
уравнения замкнутой системы и в основном определяют ее динамику. 
Эти точки были выбраны на основании требуемых значений относи
тельного коэффициента демпфирования и времени регулирования. 
Последнее было определено по величине действительной части 
корней — г1>2. Совершенно понятно, конечно, что точки — г1>2 не 
совпадают с годографом первоначальной системы, для которой 
безусловно, необходима коррекция. Зная требуемое расположе
ние корней — г1>2, а также полюса и нуля передаточной функции 
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первоначальной системы, нетрудно будет определить общее запазды
вание по фазе в точке — гх. Следовательно, необходимо рассчитать 
корректирующий контур для опережения по фазе, который удовлет
воряет следующему равенству:

Ф 4-Х = — 180°. (8. 26)

Здесь угол ф имеет отрицательное значение и представляет запаз
дывание по фазе в точке — гх вследствие данной конфигурации рас
положения полюса и нуля первоначальной системы; угол X является 
положительным и представляет опережение по фазе, создаваемое 
опережающим контуром. Отсюда требуемый угол опережения по фазе 
для коррекции системы 
равен

X = — ф — 180°. (8. 27)

с ограниче- 
затухания

Фиг. 8. 10. Расположение корней 
нием требуемого коэффициента 

и времени регулирования.

значения рс и zc на основании этих дан-

Равенство (8. 27) позво
ляет получить одно из двух 
условий, необходимых для 
определения места распо
ложения полюса и нуля 
передаточной функции кор
ректирующего контура. 
Второе требуемое условие 
касается угла ф, который 
определяет расположение 
линии относительного 
коэффициента демпфирова
ния (фиг. 8. 10). Для осве
щения метода нахождения 
ных используем фиг. 8. И. Окружность постоянной фазы построена 
касательной к линии £, при требуемом значении корня — гх. Эта 
окружность пересекает действительную ось в точках рс и — zc, 
что одновременно позволяет определить общий угол опережения 
по фазе X в точке s = гх; благодаря этому обеспечивается, что дан
ная точка лежит на годографе скорректированной системы. Конечно, 
предполагается, что угол X был получен из равенства (8. 27) описан
ным выше способом. Так как X и ф являются известными величинами 
в любых данных условиях, изучение фиг. 8. 11 позволяет установить, 
что эти углы не определяют непосредственно расположение точек рс 
и zc. Необходимо первоначально определить угол у, так как он может 
быть использован для нахождения точки zc. После этого угол X 
может быть использован для определения точки рс. Таким образом, 
необходимо знать соотношение между углами у, X и ф.

Требуемое выражение можно получить на основании геометри
ческих соотношений. Проведем через точку — zc касательную к окруж
ности, которая пересечет линию £ в точке а.
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Тогда нетрудно вывести, что г|) = % + 2у и, следовательно,
Y = 4-^-Z)- (8.28)

Теперь можно обобщить следующим образом порядок определе
ния расположения полюса и нуля передаточной функции опережаю
щего корректирующего контура, благодаря чему пара выбранных 
точек в плоскости s становится корнями характеристического уравне
ния скорректированной системы.

1. Измеряют угол ф, соответствующий требуемому расположе
нию преобладающей пары комплексных корней (места расположе-

Фиг. 8. И. Порядок построения для определения 
полюса и нуля функции системы с коррекцией.

ния выбираются на основании требуемых значений относительного 
коэффициента демпфирования, ширины полосы частот и частоты 
демпфированных колебаний и др.).

2. Определяют действительное запаздывание по фазе первоначаль
ной системы в требуемой точке расположения корня.

3. Вычисляют требуемый угол запаздывания по фазе из равен
ства Z = — ср — 180°.

4. Определяют место расположения нуля передаточной функции 
корректирующего устройства из равенства

Y = (4> — *■)

и строят прямую под углом у, расположенную ниже линии £ и про
ходящую через точку — гх. Пересечение этой прямой с отрицательной 
действительной осью определяет значение точки гс, которое равно

Чтобы получить минимальный сдвиг по фазе для контура, 
угол у должен быть положительным по направлению, указанному 
на фиг. 8. 11, т. е. угол у должен быть образован прямой, проведенной 
ниже линии £.
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5. Для определения полюса передаточной функции корректирую
щего устройства необходимо построить прямую, расположенную 
под углом X + у ниже линии Пересечение этой прямой с отрица
тельной действительной осью дает точку рс ^что равно .

6. Конечные результаты расчета

Фиг. 8. 12. Графическое построение для расчета корректирующего опере
жающего контура для случаев, указанных в примерах 2 и 3 главы 8:

1 — вторая проба; 2 — третья проба.

Пример 8. 2. Необходимо рассчитать опережающий корректирую
щий контур для системы с передаточной функцией

<W =
чтобы были соблюдены следующие условия: относительный коэффи
циент демпфирования £ = 0,6 и преобладающая постоянная времени 
1/3 сек,. При этих условиях необходимо также определить коэффициент 
скорости. Выбираем желательное расположение корня в точке qx 
на фиг. 8. 12. Это расположение удовлетворяет условию £ = 0,6, 
а также условию о преобладающей постоянной времени. Измерение 
угла ф дает 127°. Применение конфигурации расположения полюса 
и нуля Gf (s) позволяет найти запаздывание по фазе в точке при 
помощи спирального лекала. Отсюда имеем <р = 117° = — 243°; 
следовательно, К = 243° — 180° = 63°. Вычисление дает у = -j- (ф — 

■— X) = 32°; что приводит к значению zc = 2. Затем строим прямую 
под углом 95° к линии £, что дает рс = 8.

393



Конечные результаты расчета: тс = = 1/8 сек-, а = = 4.
Коэффициент усиления, соответствующий точке q1, равен /С = 

= 200. Для определения коэффициента скорости на основании полу
ченных данных требуется написать полное выражение передаточной 
функции разомкнутой цепи скорректированной системы. Следова
тельно,

1 -р SCLT
1 + STGcGf (s) =

s (1+4") (1+ттУ
on к _____ !______ s 4-

Z s(s + 2)(s+ 10) ‘ s + pc •

Из последнего уравнения следует, что /С = 20/Cf или = 10. 
Из первой формы передаточной функции GcGf (s) следует, что коэф
фициент скорости равняется Kv = = 2,5 сек"1 .

Пример 8. 3. Рассмотрим теперь случай, когда заданы условия 
не только о характере динамической реакции, как было в примере 8. 2, 
но также о величине коэффициента скорости. С введением этого 
дополнительного ограничения необходимо несколько изменить выше
изложенный порядок расчета, в особенности, когда требуется рас
считать опережающий контур обычного типа. Теперь метод расчета 
должен быть основан на последовательном приближении, так как 
коэффициент усиления может быть определен по корневому методу 
только после нахождения точки на годографе .скорректированной 
системы. Несмотря на это, однако, данный метод позволяет быстро 
найти решение, как это будет показано ниже.

Допустим, что необходимо рассчитать опережающий контур 
таким образом, чтобы система примера 8. 2 удовлетворяла следующим 
заданным условиям: относительный коэффициент демпфирования 
£ = 0,6; преобладающая постоянная времени меньше 1/3 сек-, ширина 
полосы частот меньше 2 гц\ коэффициент скорости = 5 сек~г.

Решение задачи коррекции по запаздыванию, приведенное в при
мере 8. 1, позволяет установить, что расчет запаздывающего контура 
удовлетворяет приведенным выше условиям, кроме одного, а именно: 
условие преобладающей постоянной времени. В действительности 
при расчете опережающего контура руководствовались необходи
мостью уменьшения времени регулирования. Конечно, следует 
предположить, что система обладает способностью быстрой реакции, 
если она предназначена для этого. Следовательно, такое влияние, 
как ограничение по скорости, рассматривается пренебрежимо малым.

Прежде чем приступить к расчету, опять полезно установить 
как будет вести себя система с передаточной функцией Gf (s), когда 
коэффициент усиления выбран соответственно заданному относи
тельному коэффициенту демпфирования. Вернемся к фиг. 8. 12. 
Здесь Sj представляет точку на требуемой линии которая одно
временно лежит на годографе первоначальной системы. Для этой 
точки находим значение коэффициента Д'' = 12, так что соответствую- 
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щее значение коэффициента скорости равно Kv = = 12/20 =
= 0,6. Теперь нетрудно видеть, что найденная точка sx удовлетво
ряет только двум из четырех заданных условий; не соблюдено тре
бование о коэффициенте скорости и преобладающей постоянной 
времени.

Отсюда становится ясно, что расчет опережающего контура, 
приведенный в примере 8. 2, не пригоден для решения поставленной 
задачи, потому что это не дает требуемого коэффициента скорости. 
Поэтому рассмотрим вторую точку р2, как вторую попытку, которая 
удовлетворяет первым трем заданным условиям. Однако необходимо 
проверить значение коэффициента скорости. Для этого требуется 
сперва рассчитать соответствующий корректирующий контур. Изме
рение дает ф = 127; после чего находим ср = 92° = — 268°; X = 
= 268 — 180 = 88°; у = 19,5°; поэтому гс — 2 и рс = 18. Конечные 
результаты расчета: т = -ц- и а = 9.

При данной конфигурации расположения полюса и нуля, при
мененной для этой коррекции, коэффициент усиления в точке р2 
годографа оказывается равным /С' = 664, при котором Kv = 
= 3,68 сек~1. Еще одна проверка необходима. Для этого выбираем 
точку s'. Тогда ф = 127°; ср = 82 = —278; Х=98°; у=14,5°; сле
довательно, zc = 2,0 и рс = 30.

Конечные результаты расчета: т = и а = 15.
Коэффициент усиления в этом случае расположения полюса 

и нуля скорректированной системы будет равен /С' = 1440, чему 
соответствует коэффициент скорости = 1440/20-14,5 = 4,8 = 5.

Следовательно, когда система работает в точке s', все заданные 
условия будут выполнены. Следует заметить, что преобладающая 
постоянная времени составляет 1/4 сек, что несколько ниже заданного 
значения и было получено в результате необходимости увеличения 
коэффициента усиления с целью удовлетворить требования о задан
ном коэффициенте скорости.

В заключение корректирующую передаточную фракцию можно 
написать в виде

Используя это выражение совместно с передаточной функцией 
исходной системы, получим передаточную функцию разомкнутой 
цепи скорректированной системы

1 + 4” 5 5

1+^ s (1 + ~г) (1+_^) s(1 + /o) (1+w)
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Изучение этого последнего выражения показывает, .что данный 
расчет опережающего контура позволяет устранить неудовлетво
рительное значение постоянной времени 1/2 сек и заменить его на 
значительно меньшее значение 1/30 сек. Однако важно понять, что 
этот порядок расчета допустим только тогда, когда влияние ограни
чений (насыщения) пренебрежимо мало. На фиг. 8. 13 более ясно 
показан способ изменения годографа в результате опережающей 
коррекции для того, чтобы система удовлетворяла всем заданным 
условиям.

Фиг. 8. 13. Графическое построение видоизмененного годографа 
первоначальной системы в результате коррекции по опережению: 
а — годограф первоначальной системы; б — годограф скорректирован

ной системы.

Целесообразно на этой стадии рассчитать опережающий коррек
тирующий контур на основании частотных методов, изложенных 
в главе 6 (см. задачу 8. 4). Когда эта попытка будет сделана, станет 
ясно, что соблюдение заданных значений значительно более трудно. 
Разница лежит в основном в том, что при частотном методе исполь
зуются предельные значения для приближенного описания реакции 
во времени, в то время как расчет в плоскости s совершенно не тре
бует этих значений, так как здесь мы имеем дело непосредственно 
с корнями характеристического уравнения.

8. 5. РАСЧЕТ ЗАПАЗДЫВАЮЩЕ-ОПЕРЕЖАЮЩЕГО КОНТУРА В ПЛОСКОСТИ s

Для расчета запаздывающе-опережающей коррекции существует 
несколько методов. Здесь внимание будет сосредоточено главным 
образом на методе компенсации нулей и полюсов не только потому, 
что он является наиболее простым, но также из-за очень большого 
сходства с методом расчета, применяемым в частотной области. 
Иногда задача усложняется, так как точная компенсация подобного 
рода трудно осуществима в системах практического назначения. 
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Однако, когда передаточные функции1 являются минимально фазо
выми, тогда наличие неточной компенсации оказывает сравнительно 
слабое влияние на динамику системы. Теория расчета опережающе- 
запаздывающей коррекции в плоскости s представляет собой просто 
сочетание методов, описанных в разделах 8. 3 и 8. 4. Сперва тре
буется выбрать значения полюса и нуля передаточной функции 
опережающего контура с целью обеспечить выбранное расположение 
корней характеристического уравнения замкнутой системы, удов
летворяющих фазовому критерию Эванса. Затем необходимо рассчи
тать соответствующее интегрирующее звено для удовлетворения 
заданного значения коэффициента усиления разомкнутой цепи. 
Сочетание двух контуров создаст тогда требуемую опережающе- 
запаздывающую коррекцию. Этот порядок расчета поясняется 
на следующем примере.

Пример 8. 4. Требуется рассчитать опережающе-запаздывающую 
коррекцию таким образом, чтобы система с передаточной функцией 

Gf(s) =
(1 + ~г) (1+-т)S

удовлетворяла следующим условиям: относительный коэффициент 
демпфирования £ = 0,6; преобладающая постоянная времени меньше 
3/4 сек\ ширина полосы пропускания частот меньше 3 рад/сек\ коэф
фициент скорости = 5 сек"1.

На плоскости s следует выбрать точку, которая удовлетворяет 
первым трем условиям; подобная точка обозначена буквой sx на 
фиг. 8. 14. Метод расчета опережающей части коррекции системы 
состоит в замене полюса функции Gf (s), расположенного в точке — 2, 
на другой полюс, когда точка удовлетворяет условию о фазовом 
угле — 180°. Следовательно ноль должен находиться в точке — 2, 
т. е. zd = 2 (так как мы имеем здесь дело с запаздывающим и опере
жающим контуром, то полюсы и нули передаточной функции каждого 
из этих контуров различаются индексом d для опережающего кон
тура и индексом g для запаздывающего контура). После этого полюс, 
который заменяет первоначальный полюс, находится следующим 
образом: шарнир спирального лекала следует установить в точке 
и определить запаздывание по фазе, обусловленное полюсами функ
ции Gf (s), расположенными в точках 0 и — 6. Затем планку и диск 
спирального лекала поворачивают до тех пор, пока отметка 180° 
не будет направлена горизонтально влево, как показано на фиг. 8. 15. 
Пересечение планки спирального лекала с отрицательной действи
тельной осью определит место расположения полюса, которое соз
дает запаздывание по фазе в точке sx, равное — 180°. Как показано 
на фиг. 8. 15, этот полюс имеет значение pd — 4,25, откуда ad = 
= -^- = 2,125. На этой стадии полезно написать выражение

1 Имеются в виду передаточные функции, у которых полюса и нули распо
ложены в левой полуплоскости.
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передаточной функции для частично скорректированной системы. 
Учитывая только опережающую коррекцию в данный момент, получим

Фиг. 8. 14. Расположение полюсов и нулей при решении примера 4 главы 8.

Теперь следует ввести коэффициент усиления 1(с корректирую
щего контура, который служит не только для определения затухания 
опережающего контура, но также дополнительного усиления,

Фиг. 8. 15. Способ 
нахождения полюса 
передаточной функции 
опережающего контура 
для компенсации по

люса нулем.

предназначенного для соблюдения требования о коэффициенте 
усиления разомкнутой цепи.

Таким образом, уравнение (8. 29) приобретает вид 

<№(*) =
(1+D(1+

Кс
Vd

(8. 30)
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из которого следует, что выражение для коэффициента скорости 
системы будет

~ ad (8.31)

После введения уравнения (8. 30) в выражение для анализа годо
графа, получим

/? /? /<Л _ s + zd
U/UW, - s(s + 2)(s + 6)’ zd 's + pd'

Подстановка значений zd и pd дает
p (Q\ _ ___________________

f d \ ) s (s + 4,25) (s + 6)

(8. 32)

(8. 33)

Последнее ~ выражение представляет передаточную функцию 
системы, скорректированной опережающим контуром. Конечно, 
если коэффициент усиления в точке Sj имеет такое значение, что при
водит к требуемому коэффициенту Kv, то дальнейший расчет отпа
дает. Однако проверка этого коэффициента усиления показывает, что 
требование о коэффициенте скорости не удовлетворено, т. е. находим, 
что К' = 37,5, так что Kv = 37,5/25,5 = 1,47. Это значение сильно 
отличается от заданной величины 5.

Как сообщалось в разделе 8. 3, применение запаздывающей 
коррекции позволяет повысить коэффициент усиления разомкнутой 
цепи без какого-либо существенного изменения сдвига фаз в точке sx. 
Поэтому запаздывающая коррекция была введена, чтобы получить 
необходимое увеличение коэффициента скорости. Напомним, что 
передаточная функция запаздывающего контура определяется

Gg(s) = Pg s + zg 
Zg ■ S + Pg ■

Откуда выражение передаточной функции полностью скорректи
рованной разомкнутой цепи будет

п г г 25,5/G Pg S + Zg
(s) — s (s + 4,25) (s + 6) ’ Zg ’ s + pg ' (8.34)

Из последнего выражения следует, что коэффициент усиления /(' 
в точке sx для скорректированной системы с опережающе-запазды- 
вающим контуром равняется

К' = 25,5/(у^ = 25,5^. (8.35)
s

где ag = zg!pg > 1. Решение относительно 
дает

К - п
“ 25,5

коэффициента скорости

(8. 36)

399



По уравнению (8. 36/ нетрудно определить, как коэффициент 
скорости увеличивается из-за запаздывания по фазе. После выбора 
zg, затем определяется точка pg, учитывая, что коэффициент ag 
должен иметь значение, необходимое для достижения требуемого 
коэффициента Kv.

Для определения точки zg следует провести прямую через точку sx 
на фиг. 8. 14 под углом около 10° относительно линии £. Пересечение 
этой прямой с действительной осью дает значение нуля передаточной 
функции запаздывающего контура, т. е. zg = 0,45. Необходимо 
всегда помнить, что определение точки zg посредством прямой линии 
под углом 10° более целесообразно, чем при помощи прямых под 
меньшим углом, так как величина постоянной времени может быть 
выдержана в приемлемых пределах. Конечно, для большей точности 
описания динамики системы желательно немного сместить точку sx, 
чтобы устранить запаздывание, вносимое интегрирующим звеном.

Полюс pg передаточной функции запаздывающего контура нахо
дится из условия усиления, выражаемого равенством (8. 36). Но пред
варительно необходимо знать величину коэффициента К', который 
может быть определен в предположении, что полюс pg практически 
расположен в начале координат; это дает значение /<' = 41. Введение 
этого значения, а также Kv = 5 в равенство (8. 36) дает

Отсюда

25,5-5
41 = 3,2.a =

_ _ 0,45
Р& ~~ ag ~ 3,2 0,14.

Подстановка вычисленных значений для точек pg и zg в выражение 
(8. 34) приводит к передаточной функции скорректированной разом
кнутой цепи с опережающе-запаздывающим корректирующим кон
туром

GfGdGg (s) = s (s + 4,25) (s + 6) ‘ s"+0,14 • 37)

Для определения значения коэффициента скорости последнее 
выражение можно перегруппировать следующим образом:

GfGdGe (з) = -- ------- . (8. 38)
S (1 + 4^б) (1+-^) (4-7,143)

Таким образом, передаточная функция требуемого опережающе- 
запаздывающего корректирующего контура приобретает вид1

GdGt (s) =
1

2,125
(8. 39)

1 О порядке синтеза систем с подобными передаточными функциями см. сле
дующую главу, раздел 9. 5 и задачу 9. 8.
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Наконец, значение коэффициента Кс Для изменения усиления 
системы с целью получения требуемого коэффициента скорости и для 
создания падения характеристики в зоне коррекции по опережению 
определяется из равенства (8. 51)

дг _  adI<v _  10,375
~л7~ “ ~кГ’

где представляет предполагаемый постоянный коэффициент 
усиления неизменной части системы. Интересно отметить, что коэффи
циент ag запаздывающего корректирующего контура не входит в эту 
расчетную формулу, потому что запаздывающий контур не создает

Фиг. 8. 16. Расположение корней уравнения 
(8. 40), соответствующего К' = 41.

падения характеристики 
в установившемся режиме.

Проверка запаздывания 
по фазе в точке Si на осно
вании полной конфигура
ции расположения полю
сов и нулей по уравне
нию (8. 38) показывает, 
что фазовый угол не рав
няется больше —180°, как 
было выяснено раньше. 
Точка, которая теперь удо
влетворяет фазовому кри
терию, расположена не
много правее точки sx. Это 
означает, что относитель
ный коэффициент демпфи
рования, а также преобладающая постоянная времени будут меньше 
требуемых значений. Мы не будем здесь заниматься подгонкой этих 
значений. Однако отсюда следует сделать вывод, что при первона
чальном выборе точки Si необходимо заранее предвидеть необходи
мость подобной подгонки. Следовательно, в рассматриваемом примере 
более правильный выбор точки Si должен был бы быть сделан таким 
образом, чтобы эта точка лежала несколько вправо от положения, 
показанного на фиг. 8. 14. Это не было сделано в начале расчета 
нашего примера с целью подчеркнуть последствия.

Из выражения (8. 38) ясно вытекает, что передаточная функция 
замкнутой цепи имеет нуль. Учитывая вредное влияние неудач
ного расположения нуля на динамику системы (см. конец предыду
щей главы), необходимо проверить расположение нуля. Система 
с единичной обратной связью имеет передаточную функцию замкну
той цепи следующего вида:

R k ' (s + n) (s + r2) (s + r3) (s + г4) ’
41 (s-1-0,45) (8. 40)

гДе rlt г2, г3, г4 обозначает места расположения корней характе
ристического уравнения, соответствующие коэффициенту К' = 41, как 
показано на фиг. 8. 16. Корень соответствует, конечно, выбранной
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точке в плоскости s, т. е. = гх. Корень г2 представляет просто 
комплексный сопряженный корень гг. Третий корень г3, найденный 
ранее, равен 0,57. Значение четвертого корня г4 не было вычислено, 
так как он лежит слишком далеко в плоскости s и не может ока
зывать вредного влияния на переходные процессы. Следовательно, 
уравнение (8. 40) может быть написано в следующем виде:
С м = 41(3 + 0,45)__________
R (s + rO (s + r2) (s + 0,57) (s + г4) ’

Нетрудно обнаружить, что коэф
фициент члена, определяющего ко
рень г3 при разложении в ряд послед
него выражения, пренебрежимо мал 
вследствие очень близкого располо
жения корня г3 к нулю1 * *. Поэтому 
для всех практических случаев можно 
передаточную функцию замкнутой 
цепи выразить в виде

_4Г

— (s) _____ f4—k ' (s + Г1) (S + г2) ’

Фиг. 8. 17. Расчет коррекции по опережению и запаздыванию без при
менения компенсации полюсов нулями:

1 — асимптота;

с . G G = 1,6(1 + s/lt6)(l + S/0,45)
s (1 + s/2) (1 + s/6) ’ d g' > 3,9 (1 + s/3,9) (1 + s/0,14) ’

так что динамика системы будет в основном определяться корнями, 
расположенными в точках s1>2 = — г1>2.

В случае применения другого метода расчета, основанного на ком
пенсации полюсов нулями, необходимо принять меры, чтобы избежать 
положения, когда выбранные места расположения комплексных сопря
женных корней характеристического уравнения приобретают второ
степенную роль. Например, когда коррекция при помощи опере

1 Здесь автор хочёт выразить ту мысль, что близость полюса s = —0,57 пере
даточной функции к ее нулю —0,45 позволяет осуществить приблизительную
компенсацию полюса нулем, т. е. сократить множители
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жающе-запаздывающего контура рассчитывается путем непосред
ственного применения методов, изложенных в разделе 8. 3 и 8. 4, 
без использования компенсации полюсов нулями, тогда решение, 
показанное на фиг. 8. 17, очень сходно с этим результатом. В этом 
случае ноль и полюс передаточной функции опережающего корректи
рующего контура будут расположены соответственно в точках (—/, 6) 
и (—3, 9), в то время как интегрирующее звено будет находиться 
в том же месте, как и в примере 8. 4. Из результирующего годографа 
можно определить, что дополнительные ветви годографа удаляются 
от оси и находятся вблизи начала координат. Теперь исследование 
показывает, что эти корни не будут больше превалировать в подобном 
расчете, хотя точка продолжает оставаться точкой годографа, 
определяющей необходимый коэффициент скорости. Это объясняется 
тем, что вблизи точки s3 на фиг. 8. 17, соответствующей тому же коэф
фициенту усиления разомкнутой цепи, возникает другая пара ком
плексных сопряженных корней.

8. 6. РАСЧЕТ ДВОЙНОГО ОПЕРЕЖАЮЩЕГО КОНТУРА В ПЛОСКОСТИ s

Расчет двойного опережающего контура производится совершенно 
аналогичным образом, как и простого опережающего контура. Необ
ходимое изменение зависит от значения вычисленного угла X опере
жения по фазе. Когда этот угол очень большой, то лучше продолжить 
расчет, исходя из двойного опережающего контура. Тогда каждая 
часть двойного опережающего контура будет создавать свое опере
жение по фазе, определяемое выражением

= (8.41)

Совершенно ясно, что в случае, когда может быть применен трой
ной опережающий контур, тогда следует использовать коэффи
циент х/3. Ввиду того, что расчет опережающего контура связан с введе
нием двойного нуля в общей конфигурации расположения полюсов 
и нулей передаточной функции скорректированной системы, необ
ходимо принять меры, чтобы избежать положения, когда выбранные 
корни будут играть второстепенную роль, а не превалирующую 
в определении динамики системы. Для иллюстрации порядка рас
чета и выводов используем следующий пример.

Пример 8. 5. Следует рассчитать коррекцию системы с переда
точной функцией

0((s) = ^--------------------— ,

чтобы она удовлетворяла следующим заданным условиям: относи
тельный коэффициент демпфирования £ = 0,6; преобладающая 
постоянная времени меньше V3 сек; ширина полосы пропускания ча
стот меньше 8 рад/сек; коэффициент скорости =4,5 сек'1. В плоско
сти s выберем точку sp (фиг. 8. 18), которая удовлетворяет первым 
трем требованиям. Измерение угла ф дает 127°. Запаздывание по
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фазе в точке sp находится на основании конфигурации расположения 
полюсов и нулей функции Gf (s). Отсюда имеем ср = 48° = —312°; 
следовательно, X = 312° — 180° — 132°. Полученное большое значе
ние является показателем того, что двойной опережающий контур 
необходим для коррекции системы. Кроме того, применение этой 
величины вместе со значением угла ф в равенстве (8. 28) дает отрица
тельное значение для угла у, что, конечно, бессмысленно. Это может 
служить ясным показателем невозможности простой опережающей
коррекции.

Каждая часть двойного опе
режающего контура должна 
создавать опережение по фазе, 
равное Z*  = 0,5А, = 66°, чтобы 
точка sp находилась на 
графе корректированной 
стемы. Следовательно, 
=0,5 (ф—А*)  =0,5 (127°—66°)- 
— 30,5°. Это дает zr = 3,4. По-

годо- 
си-

Y -

Фиг. 8. 18. Построение годографа с двойным опережающим 
корректирующим контуром

Gr(s}_ Ъ G M2(1+s/3,4)2
s (1 + s/2) (1 + s/G) ’ a ; \3,91 7 (1 + s/13,3)2’

-J2

строение прямой, расположенной под углом (66° + 30,5°) к линии 
относительного коэффициента демпфирования; позволяет опреде
лить точку рс = 13,3.

Окончательные результаты расчета: т — 1/рс = 1/13,3 сек; а — 
= 13,3/3,4 — 3,91. Для коррекции необходимо два подобных кон
тура.

Проверка значения коэффициента скорости необходима для опре
деления, требуется ли перемещение точки sp по линии £ при соблю
дении условия о ширине полосы пропускания частот. Передаточную 
функцию скорректированной системы можно выразить следующим 
образом:

GfGc(s) = _________ Kf_________  1 / l+saT\2_ 12/<ца2 /s + z/x2 
s (1 + —fl + —) “2 + ST' _ s(s + 2)(s + 6As + zp/

(8. 42)
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Из этого выражения следует К' = 12/Q/x2 и Kv ■ Изме
рение коэффициента усиления в точке sp при помощи спирального 
лекала дает К' = 840. Следовательно, коэффициент скорости рав
няется Kv = К712а2 = 840/12-(3,91)2 = 4,6, что вполне удовле
творительно.

На фиг. 8. 18 показан неполный годограф скорректированной 
системы. Точка sp и ее комплексная сопряженная величина распо-
ложены, конечно, на годографах, кото
рые начинаются от полюса в точке —6 Jw
и от одного из двух полюсов в точке
—13,3. Следует заметить, что присут-
ствие двойного нуля в точке —3,4 соз- - J8
дает вспомогательные ветви годографа \ 5Р
вблизи начала координат. Точка s3
на этом годографе соответствует коэф - J6
фициенту = 4,5. Следовательно,
при этих обстоятельствах необходимо
исследовать, какая из двух точек s3 и sp
оказывает преобладающее влияние.
Подобное изучение показывает, что

\ -
J2

1 ]
-16 -Vf -12 * -ю -8 -6 *0 б

Фиг. 8. 19. Годограф для функции
„ „ . . 12/^а2 / s + 2,8 'с f(S) s(s + 2)(s + 6) С+ И,2 . )■ -

-J2

где а — 4. -J*

корень в точке sp является преобладающим. Оценка этого результата 
может быть сделана на основании уравнения (8. 42), учитывая, 
что корень в точке s3 пропорционален (s3 + 3,4)2. Так как эта 
величина меньше единицы, причем возведена в квадрат, оконча
тельное значение очень мало. Заметим, что чем меньше дуга этого 
вспомогательного годографа, тем меньшую роль играет корень s3.

Двойной опережающий контур был рассчитан по методам, опи
санным в главе 6, чтобы иметь возможность сопоставить результаты 
расчета в плоскости s и в частотной области. Одним из расчетных кри
териев был использован предельный сдвиг фаз 45°. Первоначально 
попытались применить один опережающий контур. Потребовалось 
несколько повторных контрольных расчетов, прежде чем стала оче
видна необходимость коррекции при помощи двойного опережающего 
контура. Как уже подчеркивалось раньше, этот вывод становится 
непосредственно очевидным при применении корневого метода. 
Наконец, было найдено, что передаточная функция корректирующего
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контура для системы, которая будет удовлетворять заданным усло
виям, имеет вид

Gc(s)

Принимая во внимание, что в расчете был применен предельный 
сдвиг фаз 45°, точка sp, которая удовлетворяет фазовому критерию 
—180° при расчете по корневому методу, была найдена на линии 
относительного коэффициента демпфирования при значении послед
него £ = 0,4 (фиг. 8. 19). Проверка коэффициента скорости для этой 
точки дает К' = 960, откуда Kv = = 5. Вспомо
гательный годограф в этом случае приводит к остатку в точке s3, 
который практически пренебрежимо мал. Следовательно, корень 
в точке s3 (и его комплексно-сопряженное значение) полностью опре
деляет характер переходного процесса.

8. 7. РАСЧЕТ КОРРЕКЦИИ В ПЛОСКОСТИ s ДЛЯ СЛУЧАЯ 
КОМПЛЕКСНЫХ ПОЛЮСОВ

Коррекция системы, характеристическое уравнение которой имеет 
пару комплексных корней и слабое демпфирование, представляет 
значительную трудность. Попытаемся рассмотреть несколько мето
дов решения задачи, чтобы подчеркнуть некоторые ограничения, 
связанные с этой задачей. Для иллюстрации опять используем один 
пример.

Пример 8. 6. Неизменная часть системы управления с обратной 
связью характеризуется в разомкнутом состоянии передаточной 
функцией

0,(5) =
Ч(-А-)''+о'7!+1]

2,82/Q
s (S2 _|_ 2s + 2,82) ‘ (8. 43)

Таким образом, первоначальная система имеет передаточную 
функцию разомкнутой цепи с полюсами, расположенными в точках 
(—1 ± J 1,35), причем относительный коэффициент демпфирования 
равен 0,6. В основном задача расчета коррекции состоит в том, чтобы 
относительный коэффициент демпфирования замкнутой системы не 
превышал значения этого коэффициента в полюсах передаточной 
функции разомкнутой цепи. Кроме того, заданное значение коэффи
циента скорости должно быть также соблюдено.

Более подробные заданные условия не приводятся, потому что 
цель, поставленная здесь, состоит только в рассмотрении методов 
решения.

Метод компенсации: порядок расчета по этому методу состоит 
в замене трудно определяемых полюсов передаточной функции 
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разомкнутой цепи на более удобно расположенные действительные 
полюса. Отсюда следует, что корректирующая передаточная функция 
может быть выражена в виде

Ст — s2 + 2s + 2>82 
^W-(s + pi) (s+p2)’ (8. 44)

где Pi и p2 означают действительные полюса, которые должны быть 
выбраны таким образом, чтобы создать возможность получения жела
тельной характеристики.

Объединение уравнений (8. 43) и (8. 44) приводит к передаточной 
функции скорректированной разомкнутой цепи

с с м 2,827Q . s2 + 2s + 2,82
с s (s2 4*  2s -|- 2,82) (s -|- Pi) (s + Рг)

Перегруппировка членов последнего выражения дает

Gfic (s) =
__________ Kf__________2,82 ( 1,68 ) +°’7s+ 1

№(,+4)(1+4)

где

(8.45)

(8. 46)

Коэффициент усиления Кс введен в выражение для того, чтобы 
иметь возможность варьировать параметры для получения необхо
димого коэффициента скорости. После введения выражения (8. 45) 
в уравнение годографа получаем

G,GC (s) = —г = , l . (8. 47)Z с s (s 4- Р1) (s + р2) S (s + Pl) (S 4-Ps) К
где

/C = P1P2KV. (8.48)

Из зависимости 1 + GfGc (s) = 0 следует, что характеристическое 
уравнение скорректированной замкнутой системы будет иметь вид

s3 + (Pi + р2) s2 + + p!p2Kv = 0. (8. 49)

Таким образом, после выбора желательного расположения кор
ней, исходя из условий получения требуемой динамической и ста
тической характеристик, нетрудно будет определить частные зна
чения pi и р2. Это необходимо потому, что характеристическое урав
нение может быть выражено тогда через выбранные корни, а именно

(s + rx) (s + r2) (s + г3) = 0, (8. 50)
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где гъ г2, г3 представляют выбранные места расположения корней 
замкнутой системы. Раскрытие выражения (8. 50) приводит к 

S3 + (Г1 + г2 + r3) s2 4- (гхг2 + Г2г3 + г3гх) s + = 0. (8. 51)

Ввиду того, что уравнение (8. 49) содержит только два неизвест
ных р± и р2 и так как все коэффициенты уравнения (8. 51) известны, 
необходимо только приравнять две пары любых коэффициентов для 
определения новых полюсов разомкнутой цепи. Следовательно,

Ws = PiPzKu (8. 52а)
и

Г1 + Г2 + Г3 = Р1 + р2. (8. 526)

Обычно г± и г2 выбираются комплексными сопряженными значе
ниями, чтобы обеспечить, желательную динамическую характеристику, 
а корень г3 затем выбирается произвольно в 6—10 раз больше дей
ствительной части выражения для корня гг.

Этот метод расчета далее не рассматривается, в первую очередь, 
потому, что синтез корректирующего контура, передаточная функция 
которого содержит квадратичный член, не может быть осуществлен 
при помощи простого последовательного соединения емкости и сопро
тивления; контурами на RC мы ограничиваемся в нашем расчете.

Расчет стандартного опережающего контура. Ниже повторяется 
порядок расчета, изложенный в разделе 8. 4. Для иллюстрации пред
положим, что относительный коэффициент демпфирования скорректи
рованной системы должен быть равен 0,8 и коэффициент Kv не должен 
быть меньше 10 сек-1. В качестве первой попытки выберем точку sx, 
расположенную на линии £ = 0,8, как показано на фиг. 8. 20. 
Измерения дают ф = 143° и ср = —422°, отсюда К = 242°; это боль
шое значение угла X свидетельствует о необходимости применения 
тройного опережающего контура. Следовательно, X*  = 81°, у = 31°, 
zc = 1,9 и рс = 6,0 при а = 3,16. Проверка значения коэффициента 
К' для точки Si дает К' = 160, откуда /<у = 7(72,82 • (3,16)3 = 1,35.

Ввиду того, что коэффициент скорости слишком мал, выберем 
точку s2 несколько выше на линии £ = 0,8. Для этого случая ср = 
= —424°, X*  = 81°, у = 31°, ze = 3,3 и рс = 10,5 при а - 3,18. 
Следовательно, в точке s2 К' = 850, так что = 9,4, что можно счи
тать вполне удовлетворительным. Однако дальнейшие исследования 
показывают, что точка s2 не является больше преобладающим кор
нем, хотя она и удовлетворяет заданным условиям. В действительности 
при более полном построении годографа для этой скорректированной 
системы становится более очевидно, что точка s3 на годографе, начи
нающемся из полюса в (—1 ± j 1,35) (при котором усиление почти 
одинаково, как и в точке s2) несомненно имеет неменьшее значение 
для определения динамического поведения, чем точка s2. Поэтому 
отсюда необходимо сделать один вывод, что этот метод расчета 
не приводит к оптимальному решению расположения полюсов и нулей 
передаточной функции скорректированной системы.
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Применение частотных характеристик для нахождения решения 
в плоскости s. Основное назначение частотных характеристик перво
начальной системы состоит в том, чтобы быстро определить наиболее 
оптимальные места расположения нулей и полюсов передаточной 
функции опережающего контура.

На фиг. 8. 21 построена характеристика затухания первоначаль
ной системы, которая соответствует коэффициенту Kv = 10. Заметим, 
что на положение прямолинейных асимптот влияет еще квадратич

ный член, хотя относительный коэффициент демпфирования равен 0,4. 
Это было сделано только для того, чтобы порядок расчета в плоскости s 
был наглядным. Изучение фиг. 8. 21 на основании частотных методов 
вскрывает необходимость применения тройного опережающего кон
тура, характеризуемого следующими точками zc = 2,5 и рс = 25 
при а = 10.

Применение этого расположения полюса и нуля для коррекции 
приводит к годографу, показанному на фиг. 8. 22. Необходимо 
заметить, что в результате удаления друг от друга полюса и нуля 
передаточной функции тройного опережающего контура форма годо
графа очень существенно изменилась. Ветви годографа, начинаю
щиеся в комплексных полюсах передаточной функции разомкнутой 
Цепи, теперь отклоняются влево и вниз к отрицательной действи
тельной оси с увеличением коэффициента усиления. Теперь можно 
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- 6 дб/октава

+ 60

Фиг. 8. 21. Характеристика демпфирования для функции

s [(s/1,68)2 + 0,7s + 1] ■

Горизонтальная пунктирная кривая отражает влияние тройного корректи
рующего опережающего контура.
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сделать вывод о возможности выбора надлежащих значений относи
тельного коэффициента демпфирования замкнутой цепи. В действи
тельности при £ = 0,8 находим, что коэффициент скорости немного 
превышает требуемое значение 10. Конечно, введение тройного опе
режающего контура в систему повышает ее порядок. Безусловно, 
кроме желательной формы характеристики, существуют еще другие 
формы, например, можно выбрать другую пару комплексных корней 
при более слабом демпфировании, с высокой частотой демпфирован
ных колебаний и очень малой амплитудой. Однако не таким малым 
по величине будет корень, расположенный на годографе между 0 
и —2,5, как показано на фиг. 8. 22. С этим корнем сопряжено уве
личение времени регулирования.

8. 8. ВЛИЯНИЕ ИЗМЕНЕНИЙ ПОСТОЯННОЙ ВРЕМЕНИ.
АНАЛИЗ СИСТЕМЫ В ПЛОСКОСТИ s

Переменный параметр при построении годографа часто является 
постоянным членом характеристического уравнения замкнутой 
системы. Иногда этот постоянный член непосредственно содержит 
коэффициент усиления разомкнутой цепи так, что диаграмма годо
графа дает представление, каким образом изменения коэффициента 
усиления разомкнутой цепи влияют на динамические свойства 
системы. Однако при некоторых условиях может быть желательно 
изучить, каким образом увеличение 
зависит от корней характеристиче
ского уравнения. Мы уже знакомы 
со способом исследования этого 
вопроса в частотной области. Для 
этого необходимо только изменить

постоянной времени системы

C(S)Ka(1 + STa) 
s* (1 * stj)

положение частоты точки сопряже
ния и определить, как сдвиг частоты, 
в свою очередь, изменяет пределы

Фиг. 8. 23. Структурная схема 
системы класса 2.

коэффициента усиления и фазового угла. Для осуществления 
аналогичного исследования в плоскости s необходимо изучить струк
турную схему системы и преобразовать ее таким образом, чтобы отде
лить влияние постоянной времени. Конечно, не следует забывать, 
что это преобразование оставляет неизменным характеристическое 
уравнение. Характеристическое уравнение изменяется только 
по форме, чтобы выделить необходимую постоянную времени в над
лежащем месте. Для иллюстрации порядка расчета исследуем влия
ние изменения постоянной времени на систему, изображенную 
на фиг. 8. 23, применив для этого корневой метод. На первой стадии 
расчета необходимо выделить член, содержащий величину Tj, как 
показано на фиг. 8. 24, а. Затем отделяют в виде отдельного блока 
с передаточной функцией stj, как изображено на фиг. 8. 24, б. При
менение соответствующей теоремы преобразования структурной 
схемы (см. табл. 4. 1, п. 7) приводит к схеме, показанной на 
фиг. 8. 24, в. После этого можно прямую цепь передачи соединить 
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с единичной обратной связью, в результате чего получим переда
точную функцию измененной прямой цепи

Кд (1 + sxa)

(S) 1 + + STa)
Кд О 4~ STQ) 
+ SXaKa + Ка

(8. 53)

Примем, что члены Ка и ха в уравнении (8. 53) остаются неизмен
ными, так как мы намереваемся изучить влияние изменений постоян-

5)

в)

г)

Фиг. 8. 24. Структур
ные схемы для иллю
страции стадий выде
ления постоянной вре
мени с целью изучения 

годографа:
а — отделение переда
точной функции, содер
жащей Xi’, б — отделе
ние st 1 от 1/(1 + STO; 
в — дальнейшее преобра
зование структурной 
схемы; г — окончательно 
преобразованная струк

турная схема.

ной времени Тр После этого корни квадратного выражения знаме
нателя могут быть найдены. Для удобства обозначим эти корни s1>2 = 
= —г1>2. Затем уравнение (8. 53) можно переписать в следующем
виде:

_£_ла- Kfl(14-sr3) (8.54)
£i 1 ' (s + П) (s + r2) ‘ V ’

Теперь структурная схема фиг. 8. 24, в приобретает форму, пока
занную на фиг. 8. 24, г.
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Увеличение

б

годографа

Изучение фиг. 8. 24, г показывает, что поставленная нами цель 
достигнута. Постоянная времени выделена и выражена как коэффи
циент усиления в передаточной функции эквивалентной разомкну
той цепи данной замкнутой системы. Она выражается следующим 
образом:

l»awi,..= (, + rX + ri)- (8-55)

Здесь необходимо пояснить несколько необычную форму урав
нения (8. 55). Необходимо ясно понять , что это выражение предста
вляет передаточную функцию эквивалентной разомкнутой цепи 
только постольку, поскольку она в состоянии описывать поведение 
замкнутой цепи. Нельзя терять 
из виду того обстоятельства, что 
уравнение (8. 55) получено в ре
зультате преобразования струк- 
турной схемы, для которой было 
поставлено ограничивающее уело- -п
вие, что отношение С (s)/R (s) при увеличение?! 
замкнутой цепи никоим образом----- ------------- *--------------
не изменяется. Следовательно, 
уравнение (8. 55) является просто 
другим выражением для переда- 
точной функции разомкнутой цепи, 
которое приводит К совершенно Фиг. 8. 25. Построение 
одинаковой передаточной функции для функции,
замкнутой цепи, как это было 
показано на фиг. 8, 24, а. Неправильно применять уравнение (8. 55) 
для какой-либо другой цели, кроме получения информации 
о коэффициенте усиления в характеристическом уравнении замк
нутой системы. Поэтому бессмысленно использовать уравнение 
(8. 55) для классификации системы или даже для определения 
предельного фазового угла. В силу этого уравнение (8. 55) не пред
ставляет передаточную функцию эквивалентной разомкнутой цепи 
разомкнутой системы фиг. 8. 24, а. Для определения последней 
необходимо преобразовать структурную схему при граничных усло
виях, благодаря чему может быть достигнута эквивалентность между 
E(s) и B(s) для разомкнутой цепи в точке, где применена функция E(s).

Из годографа по уравнению (8. 55) можно получить сведения 
о корнях характеристического уравнения системы, изображенной 
на фиг. 8. 24, а. Конечно, уравнение имеет такую форму, что эти 
сведения определяются в функции постоянной времени Тр Для иллю
страции общей формы окончательных годографов предположим, что 
постоянные Ка и ха в уравнении (8. 53) имеют такие значения, что 
корни —г1)2 являются комплексными сопряженными. Тогда типич
ный годограф будет иметь вид, показанный на фиг. 8. 25. Располо
жение годографа ясно показывает, что с увеличением постоянной 
времени Tj наступает такая точка характеристики, где система 
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становится абсолютно неустойчивой. Система на фиг. 8. 23 имеет 
следующее характеристическое уравнение:

1 + = °' («■ S6>

что приводит к
S2Ti + s2 + KaXaS + Ка = 0- (8. 57)

Характеристическое уравнение, которое описывает систему на 
фиг. 8. 24, г, имеет вид

1+„+з+^°0; <8'58’
или (s + rj) (s 4- r2) 4- s3?! = 0. (8. 59)

Но также (s 4- rx) (s 4- r2) = s3 4- Kaxas + Ka- (8. 60)

Следовательно, уравнение (8. 59) приобретает вид

S3Ti 4" S2 4~ КсРаР = 0*  (8. 61)

Нетрудно убедиться, что последнее выражение совпадает с урав
нением (8. 57). Конечно, аналогичный порядок расчета показывает, 
что передаточные функции замкнутой цепи будут также одинаковы 
для обеих систем.

8. 9. ВЛИЯНИЕ ТАХОМЕТРИЧЕСКОЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ. 
АНАЛИЗ СИСТЕМ В ПЛОСКОСТИ s

В предыдущих главах было исследовано как во временной области, 
так и в частотной области влияние тахометрической обратной связи 
(или демпфирования, пропорционального выходной скорости) на уве
личение устойчивости системы. Для полноты изучим теперь влияние 
тахометрической обратной связи в плоскости s. Как можно ожидать, 
анализ в плоскости s дает более ясный и всесторонний метод опре
деления влияния демпфирования, пропорционального выходной 
скорости, на изменение корней характеристического уравнения 
системы. На фиг. 8. 26, а показана типичная схема, где может быть 
с успехом применена тахометрическая обратная связь. Путем пре
образования получена другая структурная схема, изображенная 
на фиг. 8. 26, г. Затем в результате объединения прямой цепи пере
дачи с единичной обратной связью получаем выражение

= «3Т1Тг + S2 (Т1 + т2) + s + 62)

что позволяет составить новую структурную схему, показанную 
на фиг. 8. 26, в. Теперь стабилизирующее влияние демпфирования, 
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пропорционального выходной скорости, лучше всего иллюстрируется 
в предположении, что коэффициент усиления в уравнении (8. 62) 
подобран таким образом, что система работает почти на границе 
абсолютной неустойчивости, т. е. коэффициенту Kf придается такое 
значение, при котором оба корня знаменателя уравнения (8. 62)

6)

Фиг. 8. 26. Преобразование структурной схемы системы 
с применением демпфирования, пропорционального выход

ной скорости:
а — система третьего порядка с тахометрической обратной 
связью, б — модифицированная форма структурной схемы; 

а\ в — одноцепочечиый вариант а.

оказываются на мнимой оси. Обозначив этот коэффициент усиления 
KfQ, можно показать х, что требуемое значение определяется по фор
муле

К,о - . (8. 63)

Далее, оба корня, расположенные на мнимой оси, определяются 
выражением

Si,2=±j-^=- (8.64)

1 Это следует из критерия устойчивости Гурвица 't1r2Kf — (tj + т2) > О 
Если неравенство обратить в равенство, то получим (8. 63) {Прим. ред.).
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Третий корень расположен в точке
Tj -ф Т>2

Т1Т2 (8. 65)

Если сделать равным коэффициенту Kf0, то уравнение (8. 62) 
может быть выражено в виде

Фиг. 8. 27. Модификация 
структурной схемы в на 
фиг. 8. 26; передаточная 
функция прямой цепи 
имеет полюса на мнимой 

оси.

(8. 66)

Соответствующее изменение структурной схемы фиг. 8. 26, в 
дано на фиг. 8. 27. Отсюда передаточную функцию разомкнутой 
цепи системы на фиг. 8. 27 можно написать в следующем виде:

HG (s) -
sKtKf.

Т1 4~ Т2
Т1Т2 J

(8. 67)

. На фиг. 8. 28 показан 
годограф этой системы. 
Изучение ветвей годографа 
позволяет ясно опреде
лить, каким образом тахо
метрическая обратная 
связь влияет на динами
ческую характеристику фиг. g. 28. Построение годографа неустойчивой 
замкнутой системы. В слу- системы третьего порядка с тахометрической 
чае, когда демпфирование, обратной связью.
пропорциональное выход
ной скорости, не применяется (т. е. Kt = 0), то система имеет два 
корня на мнимой оси. Это означает, что реакция системы на входную 
команду и возмущение всегда приводят к незатухающим колебаниям.

С введением тахометрической обратной связи корни характеристи
ческого уравнения перемещаются дальше в левую полуплоскость, 
благодаря чему система становится хорошо демпфированной. 
В действительности значение коэффициента /<z, необходимое для 
получения заданного относительно коэффициента демпфирования, 
легко определяется по масштабной диаграмме годографа.
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ЗАДАЧИ

8. 1. Система управления с обратной связью имеет заданную схему, 
которая описывается передаточной функцией следующего вида:

а) Построить годограф для заданной структурной схемы системы.
б) Определить влияние на этот годограф нуля передаточной функ

ции, выбранного таким образом, что z < рх. Дать соответствующие 
пояснения о характере результирующей динамической характери
стики при увеличении коэффициента усиления.

в) Повторить пункт «б» для случая, когда z >
г) Повторить пункт «б» для случая двойного нуля.
д) Повторить пункт «в» для случая двойного нуля.
8. 2. Систему задачи 8. 1 необходимо скорректировать при 

помощи двойного опережающего контура. Построить результирую
щий годограф для следующих условий:

а) Величина полюса передаточной функции двойного опережаю
щего контура меньше рх.

б) Величина полюса передаточной функции двойного опережаю
щего контура больше рх и величина нуля меньше рх.

в) Величина нуля для двойного опережающего контура больше рх.
г) Значение нуля для двойного опережающего контура равно рх. 
Каждый случай необходимо снабдить соответствующими коммен

тариями о характере полученного динамического поведения системы 
с повышением коэффициента усиления.

8. 3. Проверить справедливость уравнения (8. 28) на основании 
соответствующих теорем геометрии и фиг. 8. 11.

8. 4. Рассчитать опережающий контур стандартного типа при 
условиях, заданных в примере 8. 3, при помощи частотных методов, 
описанных в главе 6. Сравнить и обсудить этот результат с данными, 
полученными в примере 8. 3.

8. 5. Неизменная схема системы управления с единичной обратной 
связью имеет передаточную функцию

При помощи годографа рассчитать корректирующие контуры 
таким образом, чтобы скорректированная система удовлетворяла 
следующим условиям: относительный коэффициент демпфиро
вания £ = 0,4, = 20, ширина полосы частот не должна превы
шать 0,5 гц, постоянная времени запаздывающего контура не должна 
превышать 20 сек. Определить время регулирования скорректирован
ной системы.

8. 6. Применив расчет по методу полюсов и нулей в плоскости s, 
рассчитать опережающий и запаздывающий корректирующий
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контур таким 
функцией

образом, ктобы система, описываемая передаточной

<MS) =
__________180_________

- ■' + !) (■"■I)
удовлетворяла следующим заданным условиям: £ = 0,4, преобла
дающая постоянная времени меньше 1 сек, ширина полосы пропуска
ния частот меньше 4 рад/сек, коэффициент скорости равен 180.

8. 7. Проверить и пояснить влияние неточной компенсации 
полюса нулем для скорректированной системы примера 8. 4. Рас
смотреть два случая:

а) ноль функции лежит немного правее полюса в точке —2;
б) ноль функции лежит немного левее полюса в точке —2,
8. 8. Система имеет неизменную схему, определяемую функ

цией Gf(s) = Kfj ^s2 1 +"!")] Рассчитать коррекцию этой системы 

так, чтобы она удовлетворяла следующим условиям: относительный 
коэффициент демпфирования £ = 0,4; преобладающая постоянная 
времени меньше 0,5 сек\ коэффициент ускорения равен 10.

8. 9. Система управления' с единичной обратной связью имеет 
передаточную функцию нескорректированной разомкнутой цепи 
следующего вида:

Gf(s) = О____ .
) (1+Нг)

Применив методы компенсации полюсов нулями, описанные в раз
деле 8. 7, рассчитать коррекцию, чтобы получить систему, удовлет
воряющую следующим заданным условиям: относительный коэффи
циент демпфирования больше 0,5; ширина полосы пропускания частот 
меньше 10 рад/сек\ преобладающая постоянная времени меньше сек; 
Kv = 4,0 сек"1.

8.. 10. Найти решение примера 8. 4, применив методы компен
сации полюсов нулями согласно описанию в разделе 8. 7. Крити
чески рассмотреть полученные результаты.

8. И. На фиг. 8. 29 дана структурная схема системы. Построить 
годограф для этой системы и показать, как изменения постоянной 
времени влияют на эту систему.

Фиг. 8. 30. Структурная схема системы.Фиг. 8. 29. Структурная схема системы.

8. 12. Применив годограф, показать влияние изменений постоян
ной времени ха на систему, показанную на фиг. 8. 29.

8. 13. На фиг. 8. 30 показана структурная схема системы; 
построив для нее годограф, следует показать, как изменения постоян
ной времени Tj оказывают влияние на эту систему.



ГЛАВА 9

СИНТЕЗ КОРРЕКТИРУЮЩИХ ПЕРЕДАТОЧНЫХ 
ФУНКЦИЙ КОНТУРОВ

Настоящая глава посвящается методам синтеза контуров RC. 
Необходимость синтеза непосредственно следует из корневого метода. 
В предыдущей главе было показано как нули и полюса, располо
женные в плоскости s, изменяют форму годографа и тем самым изме
няют характеристики замкнутой системы. Когда желательно выбрать 
положение нулей и полюсов, необходимых для получения требуемой 
коррекции системы, возникает вопрос, как осуществить на практике 
это расположение нулей и полюсов, особенно при помощи электри
ческих контуров, включаемых в прямую цепь передачи. До сих пор 
мы занимались тремя основными типами корректирующих схем, 
а именно запаздывающими, опережающими и опережающе-запазды- 
вающими контурами. В случае-этих простых контуров не возникает 
проблемы выбора паоаметров звеньев, когда передаточная функция 
была определена. Если два подобных корректирующих контура 
требуется ввести в систему (например, двойной опережающий кон
тур), то между ними может быть включен разделительный усилитель, 
как показано на примере фиг. 6. 14, так что общая корректирующая 
передаточная функция выражается произведением передаточных 
функций отдельных звеньев. Рассмотрим обобщенную передаточную 
функцию следующего вида:

T(s) = -g-(s)=/( (1 Ч- ST,) (1 + ST2)(1 -I- ST3) . ■ ■
(I + STa) (1 + STe) (1 + STC) . .. ■ (9.1)

Эту функцию всегда возможно осуществить сочетанием множи
телей в числителе и знаменателе в виде дробей (1 + srj/ (1 + sra), 
причем каждый член будет соответствовать основному запаздываю
щему или опережающему контуру. Контуры, представляющие каж
дый из этих членов, могут быть затем соединены последовательно 
через разделительные усилители, как показано на фиг. 9. 1, чтобы 
получить требуемую общую передаточную функцию с постоянными 
числовыми значениями коэффициента усиления. Этот метод приме
нения разделительных усилителей при синтезе является вынужденно 
ограниченным по двум причинам: во-первых, передаточная функция 
по уравнению (9. 1) ограничена тем, что нули и полюсы расположены
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на отрицательной оси; во-вторых, применение разделительных уси
лителей для предотвращения влияния нагрузки между последова
тельно соединенными участками контура не желательно. При неко
торых условиях, например в случае механических или пневматических 
систем, разделительные усилители не могут быть использованы для 
образования необходимой корректирующей передаточной функции. 
На основании теории синтеза контуров можно избежать этих огра
ничений в рассматриваемом порядке расчета, что позволит расширить 
наши значения в этой важной области. Во-первых, можно проверить 
любую конфигурацию расположения нулей и полюсов, полученную 
по корневому методу, с целью определить соответствие передаточной 
функции и упомянутой конфигурации и возможность осуществления 
передаточной функции при помощи линейных пассивных контуров. 
Во-вторых, можно определить условия, связанные с расположе
нием нулей и полюсов этого контура, чтобы обеспечить возможность

Разделительный у си 
лит ель с постоял- ‘ 
ным коэффициентов 

усиления

Фиг. 9. 1. Синтез системы с помощью основных опережаю
щих и запаздывающих корректирующих контуров с разде

лительным усилителем.

осуществления схемы только из сопротивлений и конденсаторов. 
Наконец, для известной конфигурации расположения нулей и полю
сов возможно применить прямые способы расчета, чтобы придти 
к заданному контуру, который обладает требуемой передаточной 
функцией.

До подробного описания метода синтеза контуров следует рассмо
треть несколько других существенных факторов. Первоначально 
следует признать, что задача синтеза контуров подробно рассмо
трена в литературе. Поэтому все, что мы можем дать в настоящей 
книге, представляет несколько основных понятий по этому вопросу, 
причем особое внимание обращается на те специфические стороны, 
которые связаны с проектированием систем управления. В частности, 
рассмотрение ограничивается главным образом синтезом контуров 
на RC. Этот выбор был сделан по очень практическим соображениям. 
Как подчеркивалось в предыдущих главах, системы управления 
в основном состоят из фильтров нижних частот, причем частоты среза 
лежат ниже 0,01 гц для систем управления процессов и около 100 гц 
для широкополосных систем. Следовательно, если электрический 
корректирующий контур практически работает в этом частотном диа
пазоне, то он может быть составлен только из сопротивлений и конден
саторов. Любое индуктивное сопротивление было бы слишком боль
шим и дорогим для практического применения.

Другое обстоятельство, которое необходимо понять при синтезе 
контуров, состоит в том, что никогда нельзя дать один правильный 
ответ. Описываемые методы представляют собой порядок расчета, 
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который, если следовать шаг за шагом, позволяет определить ту 
или иную схему контура, имеющего предписанную передаточную 
функцию. Однако это не гарантирует получения оптимального кон
тура с точки зрения количества звеньев или практического осуще
ствления монтажной схемы. Другие методы расчета, которые при
водят к различным схемам контура, также возможны. В разные 
моменты любого синтеза контуров возможно изменить методику 
таким образом, что будет получена совершенно другая схема контура. 
Это многообразие может показаться на первый взгляд большим недо
статком, но не является неожиданным, если представить себе, что
синтез в основном является кон
структивной задачей и что часто 
существует столько различных 
способов расчета, сколько имеется 
конструкторов.

В действительности, это боль
шое разнообразие методов расчета 
создает возможность для кон
структора найти наилучший воз
можный ответ для своей частной 

Фиг. 9. 2. Контур с использованием 
пентода, как источника постоянного 
тока для преобразования, импедансной 

функции в передаточную функцию.
задачи.

Наконец, следует подчеркнуть, что несмотря на первоочередной 
интерес к передаточным функциям, первые несколько разделов главы 
посвящены рассмотрению свойств импедансных функций у точки 
питания и их синтезу. Причина этого лежит в том, что проблема 
синтеза передаточной функции обычно сводится к синтезу импеданса. 
В этой связи интересно отметить, что любая импедансная функция Z (s) 
у точки входа может быть преобразована в передаточную функ- 
цию в виде отношения двух напряжений (s) = const. Z (s), если 
импеданс Z (s) включить последовательно с постоянным источником 
тока, например, импеданс пентода, как показано на фиг. 9. 2. Этот 
вид синтеза передаточной функции не рассматривается в настоящей 
главе, он упоминается только в связи с возможностью использования 
его преимущества на практике.

9. 1. СВОЙСТВА ИМПЕДАНСНЫХ ФУНКЦИЙ RC

Импедансная функция контура RC характеризуется некоторыми 
основными свойствами, которые всегда возможно определить и кото
рые могут служить основой для синтеза. Мы не будем здесь подробно 
останавливаться на вопросе, почему импедансные функции контуров 
RC обладают этими свойствами, но просто приведем результаты без 
доказательства. Рекомендуется читателю обратиться к одной из мно
гих книг по вопросу теории линейных цепей, чтобы получить полное 
представление об условиях осуществимости этих контуров. Прежде 
чем перечислять свойства импедансной функции 7?С, важно под
черкнуть, что эти характеристик^ примедимэд только к импедансам 
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у точки питания. Под термином «импеданс у точки питания» подра
зумевается функция Z (s), которая определяет отношение между 
напряжением Е (s), приложенным к входным зажимам контура 
(называются зажимами в точке питания), и результирующим током 
I (s), который протекает через эти зажимы (фиг.9. 3). Согласно опре
делению, проводимость в точке питания выражается Y (s) = [Z (s) J”1. 
Как правило, Z (s) выражается отношением двух полиномов из чле
нов с действительными коэффициентами, например,

Z и " 4лг ~ —-Л “ + + ''' Л'”’’ ■ (9.2)В (S) B1S ± £^2 ------BqS<J V >

Одно из основных свойств импедансной функции контура RC 
состоит в том, что показатели с наивысшей и наименьшей степенью s

Источник Источник
“пгояжекия тока

Фиг. 9. 3. Определение функции 
импеданса и проводимости Z (s) = 

= 1/К (s) у точки питания.

в полиноме числителя должны быть 
равны или па единицу меньше наи
большего и наименьшего показателя 
степени s в полиноме знаменателя. 
Например, если наибольшая степень 
в полиноме числителя равняется s3, 
то наибольшая степень в полиноме 
знаменателя должна быть равна s3 
или s4. Аналогичные условия сохраня
ются при низкочастотном диапазоне, 
т. е. при наименьших степенях s. Это

ограничение объясняется тем, что любая физически возможная импе
дансная функция RC должна npns 0 и s со быть либо постоян
ной величиной (что представляет чистое сопротивление), либо рав
няться s1 (что представляет чистую емкость). Таким образом, мы 
описали первое общее свойство импедансной функции контуров RC.

1. Наибольшая и наименьшая степень s в полиноме знаменателя 
функции Z (s) должна быть равна, или по крайней мере на единицу 
больше, чем соответствующая наибольшая или наименьшая степень 
в полиноме числителя.

Следующие условия должны быть также соблюдены:
2. Все нули (корни уравнения A (s) = 0) и полюса (корни урав

нения В (s) = 0) функции Z (s) должны быть простыми и лежать 
на отрицательной действительной оси.

3. Нули и полюса функции Z (s) должны изменяться вдоль отри
цательной действительной оси; при наименьшей критической частоте 
(вблизи начала координат) должен находиться полюс; при наибольшей 
критической частоте (наиболее удаленной от начала координат) 
должен- находиться ноль.

На фиг. 9. 4, а показано типичное расположение нулей и полюсов 
импедансной функции контура RC, а именно

Z(s)=/< (s + Z-j) (s + z2) 
(s + Pl) (s + p*)

к s2 + (z*  + s + Z1Z2
S2 + (Pl + Pz) s + PlPz

(9-3)
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Если переменная s ограничена значениями действительной оси, 
т. е. при s = а, то возможно построить кривую функции Z (о) в зави
симости от а. На фиг. 9. 4, б показана такая кривая по уравне
нию (9. 3). Можно видеть, что наклон результирующей кривой dZ (о)/дц 
всегда отрицательный, что фактически равноценно утверждению, что 
нули и полюса функции Z (s) должны изменяться вдоль отрицательной 
действительной оси.

Обе функции Z (0) и Z (оо) конечны в случае, показанном на 
фиг. 9. 4. Однако возможно получить импедансную функцию /?С,

Фиг. 9. 4. Характеристические кривые импеданской функции:
а — расположение полюсов и нулей в плоскости s для импедансной функ
ции ЦС\ б — кривая функции Z (о) в зависимости от о показывает, что 
dZ (о)/(?о всегда отрицательная; в — кривая функции Y (О) в зависимости 

от о показывает, чтодК (о)/до всегда положительная.

когда наименьшая частота, а именно связанная с полюсом рх совпа
дает с началом координат. Рассмотрим, например, функцию

Z (s) = К(s + Zl)У + 2g)..
В этом случае Z (0) = со и эквивалентный контур вынужденно 

должен иметь последовательную емкость на входе. Аналогично, 
возможны случаи, когда ноль z2 при наибольшей частоте переме
щается в бесконечность, так что Z (со) = 0. Например, рассмотрим
функцию

7 /п\ _ % (s 4- ?i)
W (° + Р1)(з + р3)-
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Эквивалентный контур для этого случая должен иметь емкость, 
присоединенную параллельно к входу.

Расположение нулей и полюсов функции проводимости кон
тура RC у точки питания, которая имеет вид

у (S) = IZ (s) I-1,

должно быть обязательно таким, чтобы нули и полюса взаимно заме
нялись нулями и полюсами импедансной функции. Следовательно, 
нули и полюса функции Y (s) опять изменяются вдоль отрицательной 
действительной оси, но ноль должен быть при наименьшей крити
ческой частоте и полюс — при наивысшей критической частоте. 
Отсюда также следует, что кривая функции Y (о) в зависимости от о 
всегда имеет положительный наклон (см. фиг. 9. 4, в1).

9. 2. СИНТЕЗ ИМПЕДАНСНОЙ ФУНКЦИИ RC 
В КАНОНИЧЕСКОЙ форме

Вследствие описанных выше свойств импедансной функции RC 
всегда возможно синтезировать их в определенных основных или 
канонических формах. Канонические формы содержат минимальное 
число элементов, требуемых для осуществления импедансной функ
ции. Две из этих форм вытекают из разложения в ряд функций Z (s) 
или Y (s) и известны под названием формы Фостера. Две другие 
формы получаются на основании дальнейшего разложения в ряд 
функций Z (s) или Y (s) и названы формами Кауэра.

Первая форма Фостера. Разложение в ряд функции Z (s) около ее 
полюсов. Этот метод синтеза состоит в разложении функции в виде 
суммы рядов частичных дробей, причем каждый член дроби соответ-

1 Для тех, кто знаком с теоремой реактанса Фостера, кривые на фиг. 9.4 пока
жутся очень сходными с кривыми, полученными для импедансной функции у точки 
питания чисто реактивных контуров (состоящих только из емкостей и индуктив
ности). Однако в случае чисто реактивных контуров нули и полюса являются 
одинарными (простыми) и изменяются вдоль мнимой оси. Для полноты картины 
следует напомнить, что распределение нулей и полюсов импедансной функции у точки 
питания контура на RL также связаны с тем, что нули и полюса изменяются вдоль 
отрицательной действительной оси, как и в случае контура RC, за исключением того, 
что ноль должен быть при наименьшей критической частоте, а полюс соответственно 
при наибольшей критической частоте. Для случая контура из сопротивления и индук- 

тивности будем иметь, что функция —всегда положительна.
Как правило, любая импедансная функция RLC должна иметь свои нули 

и полюса, расположенные только на левой стороне комплексной плоскости s. Однако 
это необходимое, но недостаточное условие для физической осуществимости кон
тура, так как расположение нулей и полюсов импедансной функции только в левой 
полуплоскости не обязательно означает, что эта функция может быть осуществлена 
пассивным линейным контуром RC. Условия 1, 2, 3 являются необходимыми 
и достаточными для физической осуществимости функции в виде контура из сопрсь 
тивления и емкости. ‘
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ствует одному из полюсов функции Z(s). Функцию Z(s) можно, как 
правило, разложить в следующий ряд:

(9.4)

Каждый член последнего выражения может представлять простую 
импедансную функцию. Импеданс последовательного соединения этих 
простых импедансов будет тогда характеризоваться общей импедан
сной функцией по уравнению (9. 3). Каждый член общей формы, т. е. 

g может быть синтезирован посредством параллельного
контура 7?С, как показано на фиг. 9. 5, а. Следовательно, общий 
импеданс по уравнению (9. 4) может быть изображен схемой, пока-

К? [;R

О______

. , (’/с)
L(S)

С
°п

C^/a^R^/p,

R^'/P, Rn=Qn/Pn

Rq9°*»  г-ЛЛМг—j р-АЛЛЛг—j г-ЛЛЛЛг-»

°“—'VWV—1|—| А ГТ I
I—||_J

C^Vat c^/an

" -....     и ---------

,°) 6)

Фиг. 9. 5. Применение первой формы Фостера для синтеза импедансной функции 
Z (sY

а —параллельное соединение сопротивления и емкости для изображения простых полюсов 
функции; б — контур, представляющий разложение в ряд функции около ее полюсов.

занной на фиг. 9. 5, б. Последовательно соединенные конденсатор Со 
и сопротивление /?0 определяют поведение контура соответственно 
при s = 0 и s = оо; их наличие или отсутствие можно легко уста
новить путем изучения характера первоначальной импедансной функ
ции при этих частотах. Практически способ определения контура 
можно показать на нескольких числовых примерах.

Пример 9. 1. Следует определить первый контур Фостера для 
следующей импедансной функции:

(s + 4)(s + 8) _ s2 + 12s + 32.
($ + 2)(s + 6) “ s2 + 8s+12 •

Эта импедансная функция принадлежит контуру RC и имеет 
полюса, расположенные в точках s = — 2, s = —6 и нули в точках 
s = —4, s = —8 (см. фиг. 9. 6, а). Для получения первой формы 
Фостера необходимо разложить в ряд функцию Z (s) на дробные члены 
около ее полюсов. Функцию Z (s) невозможно непосредственно раз
ложить в ряд, так как полином числителя имеет одинаковую степень, 
как и полином знаменателя и первоначально необходимо произвести 
подготовительную операцию обычного деления. После операции 
деления получаем

7 — 1 I 4s + 20 __ | . 4s + 20
~ 52 + 8s f 12 ~ (s + 2) (s + 6) ’
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Если бы функция Z (s) имела надлежащую дробь (дробный член) 
для начала синтеза, то предварительное деление не является обяза
тельным. Разложение второго члена функции Z (s) на частичные 
дроби позволяет написать

Плоскость 5

8/ЗОН

М/М}2 ф
HI—1

1пм

6)

Чзон
■> "*/»*/,  1

1/3oM

_____

z Ф z

8)

Фиг. 9. 6. Канонические формы функции 

7 м = <s + 4) (s + 8) .
Z (s + 2) (s + 6) ’

a — полюсы и нули функции Z (sj: б — первая форма Фостера: с — вторая 
форма Фостера г — первая форма Кауэра; д — вторая форма Цауэра.

Коэффициенты аг и а2 определяются следующим образом:

ах = (s -Г- 2) Z (s) (s + 4) (s + 8) I (2) (6) «
S + 6 |s=—2 4

a2 — (s + 6) Z (s)
(s + 4) (s + 8) I

s + 2 [s=—6
(- 2) (2) _ ,

— 4 “

Таким образом, функция Z (s) определяется выражением

z<s) = 1 +-Hhr + 1
s + § ■
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Первая форма Фостера для функции Z (s) дана на фиг. 9. 6, б. 
Следует заметить, что функцию Z (s) можно легко вычислить по кон
туру при крайних значениях частоты. При s = 0 конденсаторы можно 
рассматривать как разомкнутые цепи. При s = оо конденсаторы 
можно рассматривать, как закороченные цепи. Исходя из фиг. 9.6,6, 
можно непосредственно написать Z (0) = 1 + -|—F -g- = -4- ом 

и Z (оо) — 1 ом. Эти значения совпадают с первоначальным алге
браическим выражением функции Z (s), вычисленным при s = 0 
и s = со. Числовые значения элементов контура данного примера 
непрактичны, потому что сопротивления получились слишком малыми, 
а конденсаторы слишком большими. Как будет рассмотрено позднее 
в настоящей главе, возможно изменить эти числовые значения так, 
чтобы получить приемлемые элементы цепи, причем контур сохра
няет одинаковую частотную характеристику и реакцию во времени. 
Подробности по этому вопросу можно найти в разделе 9. 6; чита
телю не следует беспокоиться из-за кажущейся непрактичности полу
ченных результатов.

Вторая форма Фостера. Разложение функции Y (s) относительно 
ее полюсов. Для получения второй формы Фостера функцию Z (s) 
следует преобразовать, чтобы получить функцию Y (s) и последнюю 
разложить в виде суммы ряда частичных дробей. Разложение функ
ции Y (s) принимает вид

r(s) = 6.s + i0 + 4^ + -.- +^1;. (9.5)

Это разложение аналогично уравнению (9. 4), кроме члена b^s. 
Этот член необходим для обобщенного разложения функции Y (s) 
на дробные члены; это возможно, потому что наивысшая степень $ 
в числителе функции Y (s) на единицу больше наивысшей степени s 
в знаменателе. Иными словами, функция Y (s) может иметь полюс 
в бесконечности и первый член разложения в ряд уравнения (9. 5) 
допускает эту возможность. Все члены уравнения (9. 5) могут быть 
выражены простыми функциями проводимости, как показано на 
фиг. 9. 7, а\ общая проводимость Y (s) получается в результате парал
лельного соединения этих простых цепей, как показано на фиг. 9. 7,6. 
Шунтовое сопротивление /?0 и шунтовой конденсатор Со определяют 
поведение контура при нулевой и бесконечно большой частоте и их 
присутствие или отсутствие может быть легко проверено при изуче
нии характера функции проводимости при этих частотах.

Изучение уравнения (9. 5) показывает, что для определения 
неизвестных коэффициентов легче разложить функцию , чем 
функцию Y (s), как было сделано выше. Таким образом, функцию 

У (s) • - >—— можно переписать в виде

Y(s) bl I . . I bn 
s + zi--1 (9.6)
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После определения коэффициентов членов ряда разложения урав
нения (9. 6) функцию Y (s) находят путем умножения на s. Практи
ческий способ определения лучше всего показать на числовом примере.

Пример 9. 2, Следует определить вторую форму Фостера для 
импедансной функции, приведенной в примере 9. 1. Преобразование 
выражения для функции Z (s) дает

У(5) = (s + 2)(s + 6) 
(s + 4) (s + 8) 1

Функция Y определяется

Y(s) _ (s + 2)(s + 6) 
s s (s 4~ 4) (s + 8) ’

Фиг. 9. 7. Функция Y (s) для второй формы Фостера. Разложение 
в ряд около полюсов функции Y (s):

а — последовательное соединение сопротивления и емкости, представляющее 
простой полюс функции Y (s) или ноль функции Z (s); б—контур, представля

ющий частичную дробь функции Y (s) около ее полюсов.

Функция Yможет быть разложена в ряд на частичные дроби 

непосредственно, так как она представляет действительно дробную 
величину. Следовательно можно написать

Y (з) 60 Ь2
s s s + 4 s + 8 ’

Коэффициенты &0, blf Ь2 определяются следующим

°o — s s |s=o ~ |s=o“ 4-8 “ 8 ’

образом:

-2-2
s (s + 8) |s=—4 —4*4

_ 1 
“ 4 ’

^2 — (S +
(s + 2) (s + 6) I

S (S + 4) |s=-8
(—6)-(—2) _ 3
(-8)-(-4) 8 •

Отсюда вычисление функции дает
1 3

У(*)  _ 3 ■ 4 , 8___
5 8? "Г s-j-4 5-Н
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Следовательно, функция У (s) определяется выражением

УК-4-+ S-+ 4 s + 8

Идентификация членов последнего выражения с контуром 
на фиг. 9. 7 приводит ко второй форме Фостера, показанной на 
фиг. 9. 6, в. Этот контур можно опять проверить путем вычисления 
функции Z (s) при крайних значениях частоты. Следовательно, 
Z (0) = 8/3 ом и Z (оо) = -5------ !-------— = 1 ом.

— 4- —
8 4'8

Эти значения также совпадают с результатами вычисления пер
воначального выражения функции Z (s) при s = 0 и s = оо,

Первая форма Кауэра. Устранение полюсов в точке s = со. 
В общем, метод синтеза Кауэра состоит в разложении функции Z (s) 
на непрерывную дробь и приводит к контуру лестничного типа. 
Математически первая форма Кауэра получается последовательным 
устранением констант и полюсов в точке s = оо. Этот способ можно 
лучше всего объяснить при рассмотрении функции Z (s) в неразложен- 
ном на множители виде уравнения (9. 2)

7 , \ _ Л (s) _ + 71] (s) 4- A2S2 + • • • 4- Apsp
BQ+BAs) + B2s*+^+B qs^

Как объяснялось раньше, функция Z-(s) будет равна нулю или 
конечному значению при s — оо. В общем рассмотрим случай, 
когда степени равны (р = q = п), так что Z (оо) == ^- == ^. Для тех 

t>q £>п
случаев, когда Z (оо) = 0, можно принять Ар = 0. Если теперь 
в выражении для функции Z (s) перегруппировать члены так, 
чтобы полиномы в числителе и знаменателе были расположены 
по убывающей степени s, то значение функции Z (оо) может быть 
получено разделением полинома числителя на полином знаменателя. 
Необходимость перегруппировки членов полиномов до деления 
объясняется тем, что нас интересует характер функции Z (s) при 
больших значениях s, а именно s = оо и поэтому члены с наиболь
шей степенью s более всего важны. После первой операции деления 
уравнение (9. 7) (при р — q = п) можно написать в виде 
плюс остаток; отсюда

Z zs) = 41 _L Сп-15,1-1 + Cn-2S"~2 + • ■ • + C,S + со

В“ Bnsn + . + B1S + в0

Постоянные коэффициенты С содержатся в остатке после первой 
операции деления. Остаточный член уравнения (9. 8), по-видимому, 
имеет нулевое значение при s == 00. Это непосредственно следует 
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йз процесса деления. Если теперь вновь преобразовать остаточный 
член, то он будет иметь полюс в точке s = оо. Полюс преобразован
ного остаточного члена можно опять устранить путем деления. 
Таким образом, преобразованный остаток уравнения (9. 8) можно 
разложить следующим образом:

5X + 6„_,sn-1 + ••• +д,5 + в0 

Crt_iSn~l + Cn__2s"-2 -j- • • • + CjS + Со

- в" s 1 '°n~|S'1 * + '" + pis + ро 

^n-l Cn_;Sn 1 -f- • • • CjS -f- Co

Постоянные D представляют коэффициенты нового остаточного 
члена. Функцию Z (s) можно написать в следующем виде после объ
единения уравнений (9. 8) и (9. 9)

iin BnSn + Bn_}Sn-l + ...+BiS + Ro

C„_iSn 1 + Cn_2sn 2 + • • • + С[s + Со

An,___________________ 1_________________ .
Bn s i £>n-lsf‘~1~! + D0

Cn-i Cn_is"~1-f------ I-CjS + Cq

(9. 10)

Последний член уравнения (9. 10) можно преобразовать и вновь 
разложить путем деления. Этот процесс непрерывно продолжается 
до тех пор, пока не исчезнет конечный остаточный член; это приводит 
к непрерывному ряду дробей при разложении функции Z (s) в следую
щем виде:

^<3) = /?!+—------- г
С2з +-----------г-

(9.11)

где R и С являются постоянными числами. Уравнение (9. 11) может 
быть представлено контуром лестничного типа, как показано 
на фиг. 9. 8. После каждого деления остаточный член преобразуется 
для получения полюса в бесконечности. Затем этот полюс устраняется 
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Путем деления и образуется новый остаточный член. Процесс разло
жения продолжается до получения нулевого остатка. Приведем 
числовой пример, который позволит легче понять и иллюстрировать 
практический способ непрерывного разложения на дроби путем 
деления, преобразования, деления и т. д.

Пример 9. 3, Следует разложить функцию Z (s), приведенную 
в примере 9. 1, для получения первой формы Кауэра. Сперва напи
шем функцию Z (s) без разложения на множители, начиная с наи
большей степени s, т. е.

7 /п\ _  s2 + 12s 4- 32
s2 8s j 2 •

Фиг. 9. 8. Представление функции непрерывной дробью: 
а — первая форма Кауэра; б — вторая форма Кауэра.

Процесс непрерывного 
следующим образом:

1 импеданс

разложения на дроби осуществляется

1
— s проводимость

4s+ 20) s2 + 8s + 12
4 

s2 + 5s -у- импеданс

3s + 12) 4s + 20
3

4s + 16 — s проводимость

4) 3s + 12

3s -x- импеданс -------- о
12) ~4

4— сю проводимость
0) "T2

Ввиду того, что процесс деления начинается с функции Z (s), 
частное от деления представляет функцию импеданса. Следователь
но, после первого деления можно написать

rj / у. s2 + 12s + 32 . 4s -l- 20 . I 1
Z = s2 + 8s + 12 = 1 ' s2 + 8s + 12 = 1 1 s2 8s + ’

*iS -|- 2U
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Остаточный член g^0^' соответствует импедансной

функции и поэтому преобразованный остаточный член —s ^^^7-— 
представляет функцию проводимости. Частное после следующего 
деления является функцией проводимости, а новый преобразо
ванный остаток является импедансной функцией. Таким обра
зом, последовательные операции преобразования и деления дают 
попеременно члены импеданса и проводимости, как указано выше. 
Прежде чем переписать результаты этого процесса в виде 
непрерывной дроби, элементы соответствующего контура лестнич
ного типа могут быть непосредственно определены по членам 
частного от деления и можно составить контур, как показано 
на фиг. 9. 6, а. Конечный результат может быть проверен путем 
вычисления функции Z (s) при крайних значениях частоты. Следо
вательно, Z (0) = 1 +(W и Z (эо) = 1 ом. Эти 
результаты одинаковы с теми, которые были получены для предыду
щих форм Фостера.

Вторая форма Кауэра. Устранение полюсов в точке s = 0. Вто
рую форму Кауэра можно получить путем разложения функции 
Y (s) в виде непрерывной дроби. Математически это равноценно 
устранению постоянных коэффициентов и полюсов в точке s = 0. 
С целью разложения в виде непрерывной дроби необходимо полиномы 
числителя и знаменателя функции Y (s) расположить по возрастаю
щей степени s. Первая операция деления дает постоянное значение 
(которое соответствует значению функции Y (s) при s = 0) + 
+ дробный остаток, который имеет ноль при s = 0. При этом раз
ложении постоянное значение при s = 0 представляет функцию 
проводимости. Преобразование остатка дает импедансную функцию, 
которая имеет полюс при s = 0. Деление опять дает член, содержащий 
произведение постоянного коэффициента на s'1 плюс второй остаток. 
Продолжение процесса преобразования и деления позволяет разло
жить функцию Y (s) в виде следующей непрерывной дроби:

(9. 12)

G и С являются постоянными числами, полученными в процессе 
деления. Уравнение (9. 12), разложенное в непрерывную дробь, 
может быть представлено контуром лестничной схемы как показано 
на фиг. 9. 8, б. Практический способ получения второй формы Кауэра 
является простым и его можно опять наглядно показать на следующем 
примере.
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Пример 9. 4. Следует определить вторую форму Кауэра для 
функции Z (s), приведенной в примере 9. 1. Функцию Z (s) следует 
преобразовать и написать по возрастающей степени s в следующем
виде:

ч 1 12 + 8s + s2
r'S'~Z(s) 32 + 12s + s2 *

Процесс разложения на непрерывную дробь показан ниже, где 
указано попеременное образование членов проводимости и импеданса 

3 проводимость
о

32+12s + s2)12 + 8s + s2

12 ~ + ~8~ S Д- импеданс

7 5 Л ------ -----------
~5~« + -д-« j32+i2s+ s2

39 I 40 s 49
7 s _2_ проводимость 

----------------- 88

? с I 49 2 442 1
~S + ~88 gf V импеданс

— \ 44 1244 ) ~ s + s
44 3
7 s — проводимость

44 S

• — S2
44 oo

-----—---- -г импедансU)

Прежде чем переписать результаты процесса преобразования 
и деления в виде непрерывной дроби элементы контура лестничного 
типа могут быть определены по членам частного от деления, как пока
зано на фиг. 9. 6.

Этот результат вновь можно проверить путем вычисления функции 
Z (s) при крайних значениях частоты по данным контура. Следова
тельно, Z (0) = -4“ ом, Z (со) = —------ L--------  = 1 ом.

& 'Эд ™ I *э
Т ■'*  Ж"1" 44"

Эти значения также совпадают с предыдущими результатами.
В заключение по вопросу о синтезе форм Кауэра следует заме

тить, что в общем имеется четыре возможных случая деления поли
номов числителя и знаменателя: при расположении членов по возра
станию или убыванию степени $, после преобразования или без пре
образования. Из них только в двух случаях контуры будут иметь
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Положительные действительные значения. Два других Случая дают 
неосуществимые формы с отрицательными компонентами. Конструк
тору нетрудно в начале разложения в непрерывную дробь преду
предить ошибочные операции деления и преобразования.

9. 3. СВОЙСТВА ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ И ИХ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ 
ДЛЯ ПОЛУЧЕНИЯ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ

С целью осветить свойства передаточных функций контуров RC, 
отличающихся от функций импеданса у точки питания, необходимо 
предварительно рассмотреть свойства четырехполюсника, изобра
женного на фиг. 9. 9, а. Обычно эти четырехполюсники характери
зуются тремя параметрами г, которые обозначены гп, z12, г22, 
они определяются следующим образом (см. также фиг. 9. 9, а).

Z22*Ze*Zb 
2^Zb

У,Г=Уа*Уь
У22~ У с* Уь
У12 = Уь

а) 6) в)

Фиг. 9. 9. Схемы четырехполюсников:
а — общая схема четырехполюсников; б Т — оЗразная схехма; в — П-образная схема.

Рассмотрим два источника тока 1Г и Z2, причем каждый из них 
соединен с парой зажимов 1—1 и 2—2. Напряжение на этих зажимах 
равно:

= zi/i + г12/2; (9-13а)

Е2 = z12/\ + z22/2. (9- 136)

При /2 — 0 (зажимы 2—2 разомкнуты)^ равенства (9. 13а) 
и (9. 136) будут тогда иметь вид

гп=4г1М' <913в>
г«=тЬ- (9'|3г>

Из равенства (9. 13в) следует, что zn равняется импедансу 
на зажимах 1—1 при разомкнутых зажимах 2—2. Равенство (9. 13г) 
показывает, что z12 определяется напряжением на зажимах 2—2, 
когда они разомкнуты, и источником единичного тока, соеди
ненного с зажимами 1—1 (т. е. током = 1). Аналогично равен
ство (9. 136) может быть использовано для определения импеданса z22
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на зажимах 2—2 при разомкнутых зажимах 1—/; величина г12 
также определяется напряжением на разомкнутых зажимах 1—1 
при единичном токе на зажимах 2—2. Читатель может сам вывести 
из изложенного выше, что параметры z для Т-образного контура 
фиг. 9. 9, б определяются следующим образом:

?и = ^ + (9. 14а)
z22 = zc + 2Ь; (9. 146)

Z12 = 2Ь. (9. 14в)

Четырехполюсник фиг. 9. 9, а можно охарактеризовать другим 
способом через параметры у (проводимости), которые определяют 
токи в случае подачи напряжения на зажимы. Следовательно, 
можно написать:

Л — f/iA “И //12^2» (9. 15а)
/2 = //12^1 + //22^2- (9. 156)

Равенство (9. 15а) и (9. 156) можно вывести из равенств (9. 13а) 
и (9. 136), учитывая следующие зависимости между парамет-
рами у и г:

и —У11 ~ дг ’ (9. 16а)

(9. 166)

(9. 16в)

где
А — 2 7 — 7^z ^11^22 *12* (9. 16г)

В свою очередь, параметры z могут быть выражены через пара-
метры у:

~ У 22 .
Z11 — » (9. 16д)

~  Ун .
*22 д > (9. 16е)

~ У12
*12 ~ д—» (9. 16ж)

где
&у = У11У22 У2\2' (9. 16з)

Из равенств (9. 15а) и (9. 156) можно видеть, что уп представляет 
проводимость контура со стороны зажимов 1—1 при закороченных 
зажимах 2—2 (£2 = 0)- Аналогично, у22 представляет проводимость
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контура со стороны зажимов 2—2 при закороченных зажимах 1—1 
(Е\ = 0); у12 определяется током короткого замыкания, проходя
щим через зажимы 2—2 (Е2 — 0), когда к зажимам 1—1 подано еди
ничное напряжение (£1 = 1), или определяется током короткого 
замыкания, проходящим через зажимы 1—1 (Ех = 0) при единичном 
напряжении на зажимах 2—2 (Е2 = 1).

Параметры у для П-образного контура на фиг. 9. 9в определяются 
следующим образом:

Уп = Уа + Уь*  (9. 17а)
Z/22 — Ус + Уь> (9. 176)
У\ъ = Уь> (9. 17в)

а) 6)

в) г)

Фиг. 9. 10. Применение четырехполюсника для образования передаточной 
функции:

а — общая форма; б — Е2 = Ti2£ ь в — Е 2 = Z t2I i’, г — 12= Y i2E i N пред
ставляет контур.

Четырехполюсники могут быть использованы несколькими спо
собами для осуществления передаточной функции. Наиболее общая, 
схема показана на фиг. 9. 10 а, где подобный контур применен для 
соединения источника напряжения Eg, обладающего внутренним 
импедансом Zg на зажимах 1—/, с нагрузочным импедансом Zf 
на зажимах 2—2. Прежде чем рассматривать общий случай 
на фиг. 9. 10, а, задачу синтеза передаточной функции можно зна
чительно облегчить, если три основные передаточные функции будут 
определены, как показано на фиг. 9. 10, б—г. Каждый из этих трех 
случаев представляет другой способ получения передаточной функ
ции; тот или иной выбор зависит от конструктора. Следует подчерк
нуть, что внутренний импеданс источника энергии в практических 
случаях может быть часто принят в расчет, при этом его рассматри
вают как часть одного из импедансов контура. Этот станет более оче
видным в последующем изложении. Рассмотрим каждую передаточ
ную функцию на фиг. 9. 10 отдельно.
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Передаточная функция напряжения Т12. Фиг. 9. 10, б иллюстри
рует случай, когда напряжение источника приложено к зажи
мам 1—/, а выходные зажимы 2—2 разомкнуты (/2 = 0). Это очень 
распространенный случай, когда передаточная функция Т12 = E2!EV 
безразмерна. Из изучения равенств 
/2 = 0 становится очевидно, что

гр ___ 212 ___

(9. 13а), (9. 136) и (9. 156) при

(9. 18)

Важнейший вывод, который можно сделать на основании соотно
шения (9. 18), состоит в том, что при заданных значениях Т12 можно 
определить величины zn и z12 или у12 и у22, т. е. два из трех парамет
ров z или у контура. Третий параметр (z22 или уи) не задан и зависит 
от примененного порядка синтеза. Следовательно, при заданном 
значении функции 7\2(s) задача сводится к определению четырех
полюсника, который обладает предписанными значениями парамет
ров zn, z12 (или z/n, у22).

Передаточная функция импеданса Z12 между источником тока 
и напряжением. Фиг. 9. 10, в иллюстрирует случай, когда функция 
в точке питания связана с источником тока, соединенным с зажи
мами 1—/, а к выходным зажимам приложено напряжение при номи
нальном нагрузочном сопротивлении 1 ом на зажимах 2—2,Передаточ- 

Еная функция обычно задается в виде Z12 = ~ с размерностью в ом. 
' 1

Отношение (которое безразмерно) одинаково с этим выраже
нием, так как оконечная нагрузка равна 1 ом, т. е. Е2 = (1 ом) (/2).

Выражение для функции Z12 через параметры z контура можно 
без труда вывести на основании теоремы Тевенина, примененной 
к фиг. 9. 10 со стороны зажимов 2—2. Напряжение разомкнутой цепи 
на зажимах 2—2 будет определяться zl2ll. Импеданс со стороны зажи
мов 2—2 при разомкнутых зажимах 1—1 равняется z.,2. Следова
тельно, четырехполюсник можно заменить, поскольку это касается 
нагрузочного сопротивления, источником напряжения z12l1 (вольт), 
последовательно соединенным с импедансом z22 (ом). Выходное напря
жение Е2 будет определяться выражением по закону распределения 
напряжения

Е — z J 1 
г2“ zi2'i 1 + г22 •

Отсюда следует, что функция Z12 будет равна

= (9-19)

Уравнение (9. 19) опять может быть полезным, потому что оно 
показывает, как передаточная функция Z12 связана с парамет- 
рамиг 12 и z,2 четырехполюсника. Порядок синтеза передаточной функ
ции Z’12 в виде схемы на фиг. 9. 10, в вновь сводится к определению 
четырехполюсника с надлежащими параметрами z. Небезынтересно
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отметить, что здесь опять функция Z12 связана только с двумя из трех 
параметров г четырехполюсника.

Передаточная функция проводимости У12 между источником 
напряжения и током. Фиг. 9. 10, г иллюстрирует случай, когда функ
ция в точке питания связана с источником напряжения, соединенного 
с зажимами 1—/, а выходной величиной является ток, проходящий 
через номинальное нагрузочное сопротивление 1 ом на зажимах 2—2. 
Передаточная функция обычно определяется в виде проводимости 
У12 — хотя это выражение идентично с безразмерным отно

шением так как Z2 = E2/(1 ом). Как и раньше функцию У12 
можно связать с двумя параметрами, определяющими свойства 
четырехполюсника.

В итоге приходим к следующему результату для данного случая:

Г12= ■^12
1 + У 22

(9. 20)

Этот результат можно также вывести, применив теорему Теве- 
нина к фиг. 9. 10, а, что предоставляется читателю сделать самому. 
Изучение соотношения (9. 20) вновь показывает, что по заданному 
значению функции /12 возможно определить два из трех параметров 
у четырехполюсника. Следовательно, синтез передаточной функции 
вновь сводится к определению четырехполюсника надлежащими 
значениями параметров г, у.

9. 4. СВОЙСТВА ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ

Любую передаточную функцию, связанную с линейным пассив
ным контуром, можно, как правило, ограничить определенными 
условиями, в результате расположения ее нулей и полюсов в комп
лексной плоскости s. Эти условия совершенно отличаются от огра
ничений для нулей и полюсов передаточной функции импеданса 
или проводимости у точки питания. Первое ограничение является 
совершенно общим и вытекает из того обстоятельства, что реакция 
пассивного контура должна затухать в случае отсутствия источника 
питания или по крайней мере оставаться постоянной во времени. 
Рассмотрим общую передаточную функцию Т (s) в виде отношения 
двух полиномов

j-, , v _ выходная величина__  A (s) /д 2|\
' ' входная величина В (s) '

Если входная функция представляет единичный импульс б (/), 
то реакция в переходном процессе во временной области будет 
определяться С,'1 [Л (s)/B(s)], так как преобразование Лапласа 
единичного импульса дает единицу. Отсюда следует, что в случае 
затухания реакции со временем все корни уравнения В (s) = 0 
должны лежать в левой половине комплексной плоскости s. Это 
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приводит к следующему выводу: все полюсы любой передаточной 
функции линейного пассивного контура, независимо от формы кон
тура, должны лежать в левой половине комплексной плоскости s.

Аналогичное ограничение не распространяется на нули пере
даточной функции, т. е. на корни уравнения A (s) = 0. Тот факт, 
что нули передаточной функции не ограничены левой половиной 
комплексной плоскости s, представляет один из основных моментов, 
отличающих передаточные функции четырехполюсников от импе
дансных функций у точки питания. Нули физически осуществимого 
импеданса у точки питания ограничены левой полуплоскостью s. 
Причина в основном лежит в том, что обратная импедансная функция 
у точки питания, т. е. входная функция проводимости имеетфизичес-

Фиг. 9. 11. Схемы, показывающие, что взаимная замена 
входа и выхода не приводит к одинаковой обратной пере

даточной функции:
а — Vi — источник напряжения; б — V2 — источник напряжения.

кое значение при вычислении реакции контура. Она определяет ток, 
протекающий через контур, когда приложено единичное импульсное 
напряжение [i (f) Y ($)]. Следовательно, полюсы функции
Y (s), которые являются нулями функции Z (s), должны лежать 
в левой полуплоскости s при пассивном импедансе. Аналогичная 
физическая интерпретация не возможна для обратной передаточной 
функции. В этом можно убедиться при рассмотрении передаточной 
функции напряжение — напряжение для контура на фиг. 9. 11, а. 
Когда ]/г равняются напряжению источника, тогда У2 определяется 
равенством

I/ ___ ^1^2

и передаточная функция равна

— г2 

Yi zx г2

Обратное значение этой передаточной функции будет равно 
+ ^2 1| г2

Это выражение нельзя использовать для определения 1/п когда V2 
представляет напряжение источника питания. В последнем случае,

439



как это можно проверить по схеме контура, I/x = V2 и передаточная у
функция в действительности будет равна = 1.

Следовательно, нет основных ограничений о расположении нулей 
передаточной функции. Как правило, эти нули могут быть располо
жены в любом месте комплексной плоскости s. Контуры, у которых 
нули передаточной функции ограничены левой половиной комплекс
ной плоскости s, известны под названием контуры с минимально 
фазовым сдвигом. В первую очередь, рассмотрим передаточные функ
ции этого типа.

Другое основное различие между передаточными и импедансными 
функциями у точки питания состоит в том, что наибольшие и наимень
шие степени s в полиномах числителя и знаменателя передаточной 
функции могут отличаться больше чем на единицу при одном 
ограничении, что наибольшая степень s полинома числителя никогда 
не превышает наибольшую степень s полинома знаменателя. Если 
наибольшая степень s числителя превышает наибольшую степень s 
знаменателя, то выходная функция реакции контура на единичную 
импульсную входную функцию будет содержать производные 
импульса, что не может встречаться в физических системах.

Изложенные выше положения применимы к передаточным функ
циям контуров. В случае контуров RC больше не накладывается 
ограничений на расположение полюсов передаточной функции. 
Этот вывод следует из того факта, что контур не содержит индуктив
ных сопротивлений, так что импульсная реакция не может содержать 
обмена энергии между электрическими и магнитными полями. Поэтому 
эта реакция должна содержать только простые экспоненциаль
ные функции затухания, т. е. члены вида e~Qt, где о — действитель
ное положительное число. Поэтому для корней уравнения В (s) = О 
соблюдается следующее ограничение [что относится также к полю
сам функции Т ($)]. Полюсы передаточной функции любого кон
тура RC ограничены значениями отрицательной действительной оси.

Изложенное выше ограничение имеет важное значение при рас
чете. Ограничение полюсов передаточной функции корректирующего 
контура значениями отрицательной действительной оси является 
обязательным, когда хотят осуществить этот контур только из сопро
тивлений и конденсаторов.

Важно также заметить, что нули передаточной функции не огра
ничиваются каким-либо условием и они, как правило, могут быть 
расположены в любом месте комплексной плоскости s. Однако 
по практическим соображениям рекомендуется ограничить нули 
левой полуплоскостью s, т. е. заранее выбрать минимально фазовые 
контуры. Причина этого лежит в том, что контур с неминимально 
фазовым сдвигом должен быть выполнен в виде скрещенного четырех
полюсника или мостовой схемы, как показано на фиг. 9. 12, а. 
Обычно нежелательно применять скрещенный четырехполюсник, 
потому что между одним из входных зажимов и одним из выходных 
зажимов нет обычного соединения, так что либо вход, либо выход
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должен быть свободным от заземления. Тем не менее, скрещенные 
четырехполюсники или мостовая схема представляют наиболее 
широко распространенную схему контура и любая осуществимая 
передаточная функция может быть синтезирована в виде мостовой 
схемы.

С практической точки зрения, однако, наиболее желательно при
менять схему контура, например, в виде Т или П на фиг. 9. 9. Огра
ничим наше рассуждение главным образом синтезом лестничных 
схем. Лестничные схемы являются минимально фазовыми, а контуры 
RC лестничного типа дополнительно ограничиваются тем, что нули 
передаточной функции должны лежать на отрицательной действи
тельной оси.

Фиг. 9. 12. Основные

Параллельные цепи

типы четырехполюсников:

Последовательные цепи

а — симметричная решетка или мостовая схема, которая в состоянии создать неми
нимально фазовую передаточную функцию; б — лестничная схема.

Любая передаточная функция контура RC лестничного типа 
должна иметь нули и полюса, ограниченные значениями отрицатель
ной действительной оси. Следует заметить, что в этом утверждении 
ничего не сказано о положении нулей и полюсов, изменяющихся 
вдоль отрицательной действительной оси, как в случае импедансной 
функции RC. Упомянутые свойства контуров RC лестничного типа 
можно просто подтвердить при рассмотрении схемы на фиг. 9. 12. б. 
Нетрудно видеть, что нулевая передача напряжения между вход
ными и выходными зажимами может иметь место при таких комплекс
ных частотах, когда импеданс любой из последовательно соединен
ных ветвей имеет бесконечно большое значение, или когда импеданс 
любой параллельной ветви равняется нулю. Математически это 
означает, что передаточная функция равна нулю при таких значе
ниях s, когда импеданс последовательно соединенной ветви имеет 
полюс (бесконечно большой импеданс), или при таких значениях s, 
когда импеданс параллельной ветви имеет нуль (нулевое значение 
импеданса). Так как каждая ветвь цепи состоит из простого контура 
RC, то нули и полюса импедансной функции каждой ветви должны 
лежать на отрицательной действительной оси в плоскости s. Сле
довательно, передаточные нули рассматриваемой передаточной функ
ции также ограничены значениями отрицательной действительной
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оси в плоскости s. Идентичность нулей передаточной функции 
(т. е. значений s, при которых Т (s) = 0) с нулями импедансной 
функции параллельной ветви и с полюсами импедансной функции 
последовательных ветвей имеет существенное значение для синтеза 
передаточной функции.

В заключение этого раздела следует обобщить некоторые выводы. 
Если передаточную функцию необходимо осуществить при помощи 
контура RC лестничного типа, то нули и полюса передаточной функ
ции должны находиться на отрицательной действительной оси 
(начало координат также приемлемо). Если нули передаточной функ
ции отличаются от значений отрицательной действительной оси, 
но еще ограничены левой половиной комплексной плоскости s, 
то контур будет еще характеризоваться минимально фазовым сдвигом 
и может быть осуществлен в виде нелестничной схемы (как-то: парал
лельно-цепной или расщепленно-Т-образной схемы, которые будут 
рассмотрены в разделе 9. 8.). Если допускается расположение нулей 
в правый половине комплексной плоскости s, то необходимо осуще
ствить мостовую схему (с неминимально фазовым сдвигом). В любом 
из упомянутых случаев полюсы передаточной функции должны быть 
ограничены значениями отрицательной действительной оси, если 
должны быть использованы только сопротивления и конденсаторы 
для осуществления контуров.

9. 5. СИНТЕЗ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ ЛЕСТНИЧНЫХ СХЕМ

Передаточная функция напряжения Т12', синтез при помощи 
параметров z. Рассмотрим передаточную функцию, заданную 
в виде отношения двух полиномов, у которой нули и полюса лежат 
на отрицательной действительной оси, чтобы создать возможность 
осуществления контура RC лестничного типа. Далее, предположим, 
что желательно получить эту передаточную функцию в виде отноше
ния напряжений, как показано на фиг. 9. 10, г. Следовательно, 
передаточную функцию можно написать следующим образом:

' <9'22>
Значение постоянного коэффициента К известно, как коэффи

циента усиления, причем его точное значение зависит от того или 
иного контура, который будет получен в результате синтеза. Как 
будет видно позднее, значение коэффициента К будет определено 
после того, как контур будет синтезирован. Чем больше коэффициент, 
тем меньше затухание, создаваемое контуром. Ввиду того, что этот 
порядок синтеза создает возможность получения нескольких конту
ров, значение коэффициента усиления играет основную роль при 
выборе того или иного контура. Так как zu равняется импедансу 
цепи со стороны зажимов 1—1 при разомкнутых зажимах 2—2, 
то отсюда следует, что zl} является импедансной функцией со свой
ствами, присущими подобным функциям (которые были рассмотрены 
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раньше в этой главе) и что она определяется отношением двух 
полиномов от s. Поэтому можно написать следующее выражение для 
функции zn (s), где q (s) может быть принято за любой произволь
ный полином:

(9.23)

Из уравнения (9. 22) следует, что функция z12 (s) [в предположе
нии, что zn (s) определяется из уравнения (9.23)], может быть 
выражена следующим образом:

z12(s) = K-^. (9.24)

Необходимо заметить, что конечные передаточные нули функций 
Т12 имеют место тогда, когда A (s) = 0, так что конечные нули пере
даточной функции Т12 обычно являются также нулями z12. Это 
обстоятельство мы позднее используем. До сих пор предполагалось, 
что функция q (s) может быть любым полиномом относительно s. 
Однако, если zu должна быть импедансной функцией цепи со стороны 
контура RC, то нули и полюса этой функции должны изменяться 
вдоль отрицательной действительной оси в плоскости s и наиболее 
низкая критическая частота должна быть связана с полюсом, а наи
более высокая критическая частота — с нулем. Следовательно, 
когда zn представляет импедансную функцию RC, то полином q (s) 
должен быть таким, чтобы его корни были надлежащим образом рас
положены относительно корней полинома В (s), В действительности, 
существует неограниченное число полиномов q (s), которые могут 
быть выбраны для образования импедансной функции zn (s); этот 
выбор представляется сделать при расчете контура. После выбора 
функции q (s) задача синтеза сводится к нахождению контура с соот
ветствующим функциями zn и г1 2. Прежде чем рассмотреть эту часть 
задачи, исследуем некоторые факторы, связанные с выбором функ
ции q (s). К сожалению, нет стандартных путей для выбора опти
мального полинома для функции q (s), хотя сложность окон
чательного контура, разброс значений элементов и уровень коэффи
циента усиления К зависит от выбора функции q (s). Как правило, 
чем кучнее расположены нули и полюса функции zn, тем больше 
разброс значений элементов. Таким образом, наиболее простой 
контур часто получается тогда, когда функция zn выбрана с полюсом 
в точке s = 0 или s = оо, что свидетельствует о последовательном 
или параллельном соединении конденсатора в окончательном кон
туре. Произвольность выбора полинома для функции q (s) не пред
ставляет серьезного препятствия для конструктора, так как порядок 
синтеза является очень простым и можно проверить несколько раз
личных полиномов для функции q (s), чтобы найти оптимальный 
результат. Для иллюстрации способа выбора полинома для
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функций q (s) предположим, что желательно синтезировать переда
точную функцию контура RC следующего вида:

T12(s)-^
s 4- 6

(s + 2) (s 4- 4) = К Л(5)
25 (s) • (9. 25)

На фиг. 9. 13, а показано расположение нулей и полюсов функ
ций Т12. Корни уравнения В (s) = 0 расположены в точках s = —2 
и s = 4. Очевидно, что функция q (s) должна иметь корень в диапа

зоне 0 > s > —2 и в диапазоне 
—2>s>—4, если zn должна быть 
импедансной функцией контура RC. 
Выберем произвольно корни s=—1, 
s = —3 для функции q (s). ~ 
функцию zu можно написать 
дующем виде:

' _ (s 4 2) (s + 4)
11 ‘ ’ (s+1)(s + 3) ’

о 6
_______L-

-Ч -3 -2 -1
6)

Фиг. 9. 13. Определение нулей и 
полюсов для функции zn (s): 

а — расположение нулей и полюсов 
для функции

т к S 4-6 _ к A (s) .
12 (ь + 2) (S -Н) В (S) ’

б — расположение нулей и полюсов 
для функции

, . = (s + 2) (s-M) = B(s)
111 } (s + l)(s+3) q(s) *

Тогда 
в сле-

(9. 23)

распо-На фиг. 9. 13, б показано 
ложение нулей и полюсов для функ
ции zn. Из уравнения (9. 24) сле- 

‘ дует, что функция z12 определяется 
следующим отношением полиномов:

~ —К _ к_____ s 6_____
12 л <?(s) - Л (s+l)(s + 3) • 

(9. 27)

Следует заметить, что функция z12 
имеет нули в точках —6 и s~oo, 
совпадающие с частотами, в которых 
функция 7\2 имеет пули.

После выбора полинома для функ
ции q (s), задача синтеза контура 
сводится к нахождению схемы, обес
печивающей требуемую функцию 

чтобы требуемые нули для функцииzn (s), т. е. такого контура,
z12 (s) соответствовали бы передаточным нулям функции Т12. Как
подчеркивалось в предыдущем разделе, передаточные нули лестнич
ной схемы получаются благодаря полюсу импедансной функции 
последовательной ветви или благодаря нулю импедансной функции 
параллельной ветви. Простейший контур RC, у которого полюс 
импедансной функции лежит на отрицательной действительной оси, 
состоит из параллельного соединения сопротивления и емкости, 
как показано на фиг. 9. 5, а. Аналогично простейший контур с нулем 
импедансной функции на отрицательной действительной оси состоит 
из последовательного соединения емкости и сопротивления, как пока
зано на фиг. 9. 7, а. Следовательно, передаточные нули лестничной 
схемы могут быть созданы посредством параллельного соединения
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емкости и сопротивления в последовательных ветвях или путем после
довательного соединения емкости и сопротивления в параллельных 
ветвях схемы. Практический порядок расчета состоит в подборе 
контуров для синтеза импедансной функции zn так, чтобы образовать 
либо полюсы функции последовательной ветви или нули функции 
параллельной ветви при частотах, когда функция z12 имеет нули. 
Эти полюсы или нули затем устраняются из функции zn соответ
ственно параллельным соединением емкости и сопротивления в пос
ледовательных ветвях или последовательным соединением емкости 
и сопротивления в параллельных ветвях. Детали этого порядка 
синтеза лучше всего можно иллюстрировать на примере, так как 
возможны многие варианты. Продолжим рассмотрение предыдущего 
примера, когда функции zn и z12 даются уравнениями (9. 26) и (9. 27).

На первой стадии расчета построим функцию zn (о) в зависимости 
от о, как показано па фиг. 9. 14, а. Заметим, что функция zn (о) 
приобретает следующие значения при крайних частотах:

*н (°) = тт = “Г = 2’67 и (со) = 1.

Так как функция z12, а также функция 7\2 должна иметь нуль 
в точке s = —6, желательно использовать функцию zn (s) таким 
образом, чтобы образовать нуль в точке s = —6. Затем этот нуль 
можно удалить из функции zn, например, последовательным соеди
нением емкости и сопротивления в параллельной ветви лестничной 
схемы, благодаря чему создается один из требуемых передаточных 
нулей. При s = —6 функция zu (s) имеет следующее значение:

, (-6 + 2)(-6 + 4) _-4(-2) _ 8
к ' (—6+ 1)(— 6 4-3) — 5(—3) 15 *

На фиг. 9. 14, а очевидно, что если ом вычесть из функции 
zn (ст), то остаточная функция будет иметь нуль в точке s = —6 
и все еще сохранит свойства импедансной функции RC. Следова
тельно, функцию zn (s) можно написать в виде

+ <9-28)

где zjj (s) определяется выражением

/<л _ (s + 2) (s + 4)____ 8  (7s + 16) (s 4~ 6) ,g
(S 4- 1) (s 4- 3) 15 ~ 15 (s 4-1) (s 4-3) ’ k 7

Теперь совершенно очевидно, что функция z'n (s) имеет нуль 
в точке s = —6. Учитывая уравнение (9. 28), функцию zn (s) можно 
изобразить схемой, показанной на фиг. 9. 14, б. Кривая функции 
zjj (о) в зависимости от о дана на фиг. 9. 14, в. Следует заметить, 
что в случае, когда из функции zn (s) было вычтено последовательное 
сопротивление (см. фиг. 9. 14, а) больше 1 ом, то результирующее 
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0/15 ОМ

7(52)OM

j 5/15 ом

15(17)

, г„Гб)

-ГК 5 к■ {1 0 * 6

=< 15(26) 
52(16)

52(16)
15(26)

S/150M 17(15)

Фиг. 9. 14. Стадии синтеза 

T‘M-Kw^v- 

а —построение ?и (а) в зави
симости от а; б — образование 
нуля функции zH (о) путем 
удаления последовательного
от о; г — устранение нуля в функции (s) при s = —6; д — построение функции (о) 
в зависимости от а; е — построение функции z^ (о) в зависимости от о; ж — образование 
нуля в функции Zu (о) при s = оо; з — окончательный контур; и — определение постоянной 
Ki по контуру при s = 0; к = схема контура при s = <».

сопротивления; в — построение функции z^ (о) в зависимости
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выражение для функции z^ (s) нельзя представить осуществимым 
контуром RC, так как кривая функции z’n (о) будет иметь отрица
тельное значение при о = оо, что физически невозможно, потому 
что это означает отрицательное сопротивление при высокой частоте.

Требуемый передаточный нуль при этой частоте может быть полу
чен (так как функция (s) имеет нуль в точке s = —6) путем устра
нения последовательного соединения емкости и сопротивления 
в параллельной ветви лестничной схемы, как показано на фиг. 9, 14, а. 
Таким образом, после преобразования функции z'n (s) можно напи
сать ее в следующем виде:

1 — /<л _ 15 (s + 1) (s 4- 3)
W (7s + 16) (s + 6) -^-4-^(5). (9.30)

Значение коэффициента k вычисляется следующим образом:
15 (s 4- l)(s + 3) I _ 15(-5)(—3) _ 15(5) _ 75 

s (7s 4-16) |s=» —6 —6(—26) 52 ~ 52

Следовательно, значения емкости и сопротивления в последо
вательной цепи будут равняться

R = 4"52/75 ом> С — k/6 — 75/6 • 52 = 75/312 ф.

Теперь остается определить и синтезировать остаточную функ
цию у"п (s). Проводимость у"п (s) определяется путем вычитания. Из 
равенства (9. 30) следует

/<Л_ 15 (s 4-1) (s 4-3) / 75 \ / s \15(l7s + 26) /п Q п
*11 W (7s 4-16) (s 4-6) \ 52 Н'Я76 / “ 52(7s-г ю) ’

Функция y"i (s) не имеет больше полюса в точке s = —6. 
На фиг. 9. 14, д показана кривая функции у"ц (о) в зависимости 
от о. На фиг. 9. 14, е дана кривая функции z\x (о) в зависимости 
от той же переменной о. До сих пор мы учитывали передаточный 
нуль в точке s = —6. Из уравнения (9. 27) следует, что функции 
z12 (s) и Т12 также имеют нуль в точке s = оо. Этот передаточный 
нуль должен быть получен посредством параллельного конденсатора 
в лестничной! схеме при синтезе функции zn (s). Так как функция 
г'и (s) конечна при s = оо, то требуемый нуль можно образовать 
в функции z'j (s) путем вычитания функции z\{ (оо) из функции 

52-7(s). Но так как значение функции z"( (оо) = , то
функцию z''t (s) можно написать в следующем виде:

„ , . 52(78 + 16) _ 52-7 L ,q 32.
Z11 W 15(17s + 26) — 15-17 1 2ins/> (У. 32)
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где zn'{ (s) определяется из выражения
_ 52 (7s + 16) 7-52 _ 52-6

ZH 'S' “ 15 (17s 4- 26) 15-17 “ 17 (17s + 26) * (9. 33)

Из выражения (9. 32) следует, что функцию zn (s) можно изобра
зить схемой, показанной на фиг. 9. 14, ж. Как можно определить 
по уравнению (9. 33), функция z"u (s) имеет теперь нуль в точке 
s = со, что и требовалось. Этот нуль может быть устранен, как парал
лельная емкость, путем преобразования функции z"’{ (s) в функцию 
вида утп (s) и последующего деления. Следовательно,

__ 17 (17s+ 26) _ 289 221
52-6 ~ 312 5 '156* (9. 34)

Операция синтеза заканчивается после получения уравнения 
(9. 34), причем у"п (s) эквивалентна емкости ф, параллельно сое- 

221диненной с проводимостью, равной Окончательный кон
тур показан на фиг. 9. 14, з.

Теперь остается вычислить постоянный коэффициент К в уравне
нии (9. 25). Из этого уравнения следует, что Т12 (0) = К = К. 
При постоянном токе (s — 0) контур на фиг. 9. 14, з сводится к схеме 
на фиг. 9. 14, и. Следовательно, можно прямо написать на основании 
схемы контура

156
т„ (0) = А (0) = 8 ' ,56 = 0,265 _ А к.

15 + 17-15 ’ 221

52 Г 7.(52) 1
z х 8 , 75 I 1/.(15) J 8,7.

Zji (°°) 15 + 52 , I 7.(52) | “15+15" *
75 r L 17.(15) J

Из этого равенства следует, что для найденного контура 
К = 0,353. Контур на фиг. 9. 14, з можно проверить, исходя из зна
чения функции zn (s) при s = 0 и s = со. На фиг. 9. 14, к пока
зана схема контура при s = 00, когда все конденсаторы закорочены. 
Отсюда можно непосредственно определить на основании схем 
фиг. 9. 14, и, к

/рч _ 8 , 7.(52) ,156 _8 ,32-8
— 15 “Г 17.(15) "Г 221 ~ 15 г 15 3 *

Эти результаты совпадают со значениями, полученными по урав
нению (9. 26). В описанном примере полином q (s) был выбран с целью 
иллюстрировать порядок синтеза, а не для упрощения окончатель
ного контура. Чтобы показать, как можно упростить результаты, 
исследуем синтез той же передаточной функции, но с более удачным 
выбором полинома функции q (s). На этот раз мы выберем этот поли 
448



ном таким образом, чтобы функция q (s) имела полюс в точке s = 0. 
Возможный вариант для полинома функции q (s) имеет вид q (s) — 
== s (s + 3) и тогда функции zn и z12 будут определяться выраже-
ПИЯМИ

О-35>

?12 («) =
К (S + 6) 
s (s 4~ 3)

(9. 36)

о

ч/д ом
О—АЛЛА--

R^2/3om

7 ^iBoM
о-..-.

Фиг. 9. 15. Стадии
- $ + 6

синтеза

- Ь/дом 10/3ом
аААА ЛАЛА л

1 ч!3ом 10/зом

I > 2!зом Z3/24ip

I
£, 1

1___
1

4 1_________
1

а — построение функции 2ц (о) в зависимости от а; б — создание нуля при 
s = —6; в — устранение передаточного нуля при s = —6; г — окончатель

ный контур; д — контур при s = 0.

Кривая функции zn (а) построена на фиг. 9. 15, а\ эта функция 
имеет нуль в точке s == —4, в то время как функция z12 (s) имеет нуль 
в точке s = —6. Так как zn (—6) < zn (оо), то возможно 
вычесть значение функции.zn при s = —6 из функции zn (s) для 
создания нуля в функции z'n (s) при s = —6, причем остаточная 
функция может быть еще осуществлена как импедансная функция 
RC. Отсюда

гп(—6) =
-4-(- 2)
-6- (-3)

4_
9 ’
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Как показано на фиг. 9. 15, б, в схему последовательно включено 
теперь сопротивление ом, причем z'{[ (s) определяется из формулы

/м_ (S + 2) (s + 4) 4 _ (5s + 12)(s-H 6) /п
s (s + 3) 9 ~ 9s (s + 3) •

Как предполагалось, функция z'n (s) имеет нуль при s = —6. 
Этот нуль можно устранить посредством последовательного соедине
ния емкости и сопротивления в параллельной ветви лестничной схемы, 
как это показано на фиг. 9. 15, в. После преобразования функции 
z'j (s): с целью получить полюс в точке s = —6, получаем

= <9-38>
Постоянный коэффициент k вычисляется по формуле 

h = (S + 3) I _  Л_
s(5s-f-12) |s=—6— 2

Отсюда емкость и сопротивление будут равны С = ф
и /? = 4- = -2- ОМ.

Проводимость //"j (s) определяется из выражения (9. 38) путем 
вычитания, следовательно,

9s(s-h3) 3s _ 3s
(5s + 12) (s -r 6) 2 (s + 6) “ 2 (5s+12) * (9. 39)

До этого момента мы учитывали требуемый передаточный ноль 
в точке s = —6. Необходимо также учесть передаточный ноль 
в точке s = оо. Этот нуль можно создать просто путем преобразова
ния функции у'{1 (s) в функцию вида z'H (s). Следовательно,

+ _ 2 (5s +12) 10 24
3 ' us ’ (9. 40)

Выражение (9. 40) показывает, что функция z"n (s) может быть 
синтезирована последовательным соединением сопротивления и кон
денсатора. Если сопротивление включено последовательно в лест
ничную схему, а конденсатор соединен параллельно, то функция 
zii (s) будет иметь требуемый передаточный .нуль в точке s = оо. 
На фиг. 9. 15, а показан окончательный контур. Как видно, этот 
контур содержит одним элементом меньше, чем предыдущая схема 
на фиг. 9. 14, з, хотя оба контура представляют одинаковую пере
даточную функцию. Значение коэффициента усиления К для данного 
контура можно найти из функции Т12 при s = 0. Этот контур может 
быть сведен к схеме на фиг. 9. 15, д при s =. 0, так что —= 1 £ 1

3 и К. определяется после этого следующим образом Т12 (0) — К = 1 
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и К — -4- = 1,333. Совершенно очевидно, что коэффициент усиле-
□ 

ния выше значения, полученного раньше.
Передаточная функция напряжения Т12. Синтез при помощи 

параметров у. Другой порядок синтеза функции Т12 может быть 
осуществлен с применением параметра у для выражения функции 
Т12 (s), как это было сделано в уравнении (9. 18). Следовательно, 
функцию Т12 ($) можно написать в виде

<г /гЛ _ K(s + 6) _ z/12 __ X(s)
12 W (s + 2) (s + 4) y22 в (s) • (9.41)

Порядок синтеза и в этом случае очень сходен с предыдущими 
примерами, за исключением того, что теперь необходимо определить 
функции у12 (s) и у22 (s). Если полином функции q (s) был выбран 
таким образом, что у22 (s) равнялось входной проводимости контура 
RC, то можно написать

= <9-«)

= (9.43)

Нули функции Т12 (s) опять являются нулями функции у12 (s). 
Порядок синтеза состоит в манипулировании над функцией у22 (s) 
таким образом, чтобы создать требуемые передаточные нули, когда 
функция у12 (s) имеет нули. Так как мы имеем теперь дело с функ
цией у22 (s), то синтез начинается от выходных зажимов 2—2 к зако
роченным входным зажимам 1—1, Это закорачивание входных 
зажимов необходимо по определению функции у22 и устра
няется после того, как контур станет известным. Для иллюстрации 
этого метода рассмотрим пример уравнения (9. 41). Для полинома 
функции q (s) можно выбрать простейшую форму q (s) = s + 3, 
после чего функции у22 (s) и у12 (s) можно написать в следующем виде: 

faW- (s+,2+3+4)-. <9Л4>
(9.45)

На фиг. 9. 16, а построена функция г/22 (о), и, как видно, она 
соответствует случаю осуществимой функции проводимости RC. 
Функция у22 (s) имеет полюс в точке s = оо. Если этот полюс устра
нен, как параллельная емкость, то это обеспечивает также требуемый 
передаточный нуль в бесконечности. Таким образом, после разделе
ния числителя уравнения (9. 44) на знаменатель с убывающей сте
пенью s, получим следующее выражение:

У. (S) = = s -Ц2 (s), (9.46)

где у22 (s) определяется из соотношения
^2(s) = 4Sr- (9-47)
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Результат синтеза до этого момента изображен на фиг. 9. 16, б. 
На фиг. 9. 16, в даны кривые функции у'22 (а) и z'2 (а) в зависимости 
от о. Так как необходимо обеспечить еще передаточный нуль в точке

2

Угг

----------О

- -—Угг^)
> . „о

г
б)

3/ 10ом 2

г ??

■ ..■ZVWV ■■■-■< >1

“ У 22

>■-----—О

Фиг. 9. 16. Стадии синтеза функции-

Т12 (s) = К s-4- 6 
(s -f- 2) (s 4~ 4) 

с параметром у:
а — построение функции у22 (о) в зависимости от а; б — устранение полюса в функции 
t/22 (s) при s = °о; в — построение функций у^ W и 222 п зависимостн от о; г — обра
зование нуля при s =« —6; д — устранение передаточного нуля при s =» —6; е — оконча- 

J тельная схема контура.

s — _ 6, то согласно этим кривым становится очевидно, что нуль
может быть создан путем вычитания из функции z'22 (s) значения 
функции г"2 (s) при s = —6. Вычисление функции z'2 (—6) дает

, , _ -64-3 = _3_
z22^ — 3-(— 6)4-8 10 •
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Теперь контур может быть построен по схеме, показанной 
на фиг. 9. 16, г, где функция z"^ (s) была получена путем вычитания

222 (S) = Z22 (3) ~ г22 (~ 6) = ~ 4 = 10 (3^+ 8) • <9-48)

Как и требовалось, функция z22 (s) имеет теперь нуль в точке 
s = —6. Этот передаточный нуль может быть выполнен непосред
ственно путем преобразования уравнения (9. 48) и его разложения, 
как показано ниже

(0 = 2£Й^ = ТТб+ (s)- (9'49)

Первый член этого выражения, как видно, соответствует после
довательному соединению емкости и сопротивления в параллельной 
ветви лестничной схемы и создает требуемый передаточный нуль 
при s — —6. Значение коэффициента k определяется обычным спо
собом, т. е.

10 (3s+ 8) I _ 50 
s |s= —6 3

Отсюда вычисление сопротивления и емкости приводит к следую-
3 k 50 а 50 , гт^гщим результатам: к = у- ом и С = -у = yb = -у ф. Полу

ченный таким образом контур показан на фиг. 9. 16, д. Выражение 
для у22 (s) получается из уравнения (9. 49) путем вычитания. 
Следовательно,

, _ 10 (3s 4-8) 50 __ 40
^22 W “ s + 6 з (S 4- 6) 3 •

Очевидно у22 представляет проводимость — у. В этом частном 
случае мы синтезировали функцию у22 ($) и процесс осуществляется, 
начиная от выходного конца (зажимы 2—2) к входному закорочен
ному концу (зажимы 1—1). Окончательный контур при разомкнутых 
зажимах 1—1 изображается схемой, показанной на фиг. 9. 16, е. 
Как видно, схема этого контура аналогична схеме в предыдущем 
примере, за исключением того, что числовые значения различаются. 
В данном случае значение коэффициента К опять оказалось рав- 

4
НЫМ -у.

В качестве другого примера синтеза передаточной функции в виде 
отношения напряжений рассмотрим случай опережающе-запазды- 
вающей передаточной функции, при которой расположение нулей 
и полюсов отличается от ранее рассмотренного примера.

Пример 9. 5. Необходимо синтезировать передаточную функцию 
опережающе-запаздывающего контура с пулями в точках —4,
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—6 и с полюсами в точках —2 и —8. На фиг. 9. 17, а показано распо
ложение нулей и полюсов. Передаточная функция имеет вид

(s 4- 4) (s + 6) 
(s —2) (s —f— 8)

д)

? 12 (S) —

синтеза функции
(s+ 4)(s + 6) .
(s + 2) (s + 8)

а — расположение нулей и полюсов функции

r12(s)=K
(s4-4) (s+6)
(s+2) (s + 8)

б — построение функции ги (о) в зависимости от о; в —устранение полюса при s = — 4; 
г — построение функции (о) в зависимости от о; д — образование нуля при s = —6; 

е — окончательная схема контура.

Отсюда функция zn (s) определяется выражением

(s) (s 4- 2) (s -j- 8) (9.51)

Необходимо выбрать полином для функции q (s). Очевидно функ
ция q (s) должна иметь один корень в диапазоне —2 <s < 0 и дру- 
_ю4 



гой корень в диапазоне —8 < s < —2, когда должна быть импе
дансной функцией. Контур получается простым, если выбрать функ
цию q (s) с корнем при s = 0 и с другим корнем при s = —4; послед
ний корень имеет место точно при той частоте, при которой функ
ция г12 (s) будет иметь нуль. В результате целесообразного выбора 
можно обеспечить, что функция (s) первоначально имеет полюс 
при s = —4, который можно затем устранить как последовательную 
ветвь с параллельным соединением емкости и сопротивления, бла
годаря чему автоматически образуется один из требуемых нулей 
функции z12 (s) и Т12 (s). После этого функцию zn (s) можно написать 
в виде

■ <9-52’
Построение функции zn (а) в зависимости от а показано 

на фиг. 9. 17, б. После выбора функции q (s) можно следующим обра
зом выразить функцию г12 (s):

*12 (5) = /С (s 4~ 6) (s -4- 4)
s (S + 4)

/<(s + 6) (9. 53)

Заметим, что множитель (s + 4) встречается в числителе и зна
менателе функции z12 (s). Чтобы не упустить из виду этот требуемый 
передаточный нуль, можно устранить соответствующий полюс 
в функции zn (s), как параллельный контур RC. Таким образом, 
функцию zn (s) можно выразить в виде дроби; на фиг. 9. 17, в пока
зан контур, изображающий эту функцию

;,.(»)= -(4(^-- = 7Tt + 4.W' <9 54)

Коэффициент k определяется следующим образом:
k = (s + 2)(s + 8) I = -2(4) = 2 

S |s=-4 —4

Отсюда можно определить значения параллельно соединенных 
емкости и сопротивления, а именно С = 0,5 ф, R = 0,5 ом. Функ
ция z'n (s) определяется путем вычитания, т. е.

/«л_  (s + 2) (s -j- 8)
11^'“ s(s + 4)

2 s + 4 
s + 4 ” s (9. 55)

На фиг. 9. 17, а показана кривая функции z'u (а) в зависимости 
от о. До настоящего времени мы учитывали требуемый передаточный 
нуль s = —4. Остается еще учесть требуемый передаточный нуль при 
s = —6. Это можно осуществить путем перемещения нуля в функ
ции z'n (s) из точки s = —4 в точку s = —6 путем вычитания зна
чения функции z'n (—6) из функции z'j (s). Фиг. 9. 17, г позво
ляет заключить, что эта операция выполняется без нарушения
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возможности осуществления остаточной функции при помощи кон
тура, состоящего из емкости и сопротивления. Следовательно, имеем 

(~6) = = 4"‘ Таким образом, функцию z'n (s) можно

написать в следующем виде:

(S) = = 4- + <1 <9- 56)

Соответственно последнему выражению можно построить схему, 
показанную на фиг. 9. 17, д, которая иллюстрирует синтез функ
ции zn. Функция z"n (s) определяется путем вычитания, а именно

г'п (s) =
1 _ 2s+12
3 “ 3s (9.57)s 4 4

s

Как и следовало ожидать, функция z"u (s) имеет нуль при s = —6. 
Чтобы этот нуль стал передаточным нулем функции z12 (s), необхо
димо его устранить в виде последовательного соединения емкости 
и сопротивления в параллельной ветви лестничной схемы. Преобра
зование функции z"{ (s) для получения ее в виде проводимости дает

3
,, , ч 3s

— 2s + 12
(9.58)

S + 6

Это уравнение представляет точное выражение проводимости после
довательного соединения емкости и сопротивления и теперь окон
чательный контур приобретает схему, построенную на фиг. 9. 17, е, 
где значения всех элементов были вычислены. Значение коэффи
циента усиления К может быть получено на основании функции 
Т12 при s = 0, что можно определить по схеме контура и по выра
жению (9. 50). Следовательно, можно написать

_2_
Т32 (со) = к = 2 ----- = 4 = 0,667.

пг

Форма передаточной проводимости У12. Предположим, что необхо
димо синтезировать передаточную функцию в виде передаточной 
проводимости, как показано на фиг. 9. 10, а. В этом случае функ
цию /12 можно написать в следующем виде:

^2 = /<
(З) __  //12

# (S) 1 + У22

(9. 59)

Здесь необходимо определить полиномы для параметров у12 
и у22 искомого четырехполюсника. После их определения процесс 
синтеза будет идентичен предыдущим примерам. Для определения 
полиномов параметров у12 и у22 необходимо выразить функцию В (s) 
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в виде суммы двух полиномов, т. е. В (s) = Вг (s) + В2 (s). Под
становка этого выражения в уравнение (9. 59) и разделение на В2 (s) 
дает

Л (s)

(9-«) 
+ B2(s)

Отсюда нетрудно определить у22 и ух2.

= = <9-61)

Если у 22 (s) должна быть функцией проводимости RC, то необхо
димо выбрать функции BY (s) и В2 (s) таким образом, чтобы их нули 
и полюса изменялись вдоль отрицательной действительной оси, 
причем один нуль должен быть расположен вблизи начала коорди
нат. Всегда возможно разложить функцию В (s) на сумму двух поли
номов, причем существует в действительности много возможностей 
подобного разложения. Чтобы избежать необходимости применения 
метода повторного приближения, можно использовать следующий 
порядок определения.

1. Функцию В (s) разлагают на множители, причем Вп является 
постоянным коэффициентом

В (s) = Bn (s + рх) (s + р2) . . . (s+ р„).

2. Полином В2 (s) образуют следующим образом:
в2 (s) = A (s + pf) (s + р2) . . . (s + р'п),

(9. 62)

(9. 63)
где

Pi < Р[ < Р2< Р2 < • • • < Рп < Р'п (9. 64)

и постоянный коэффициент А может иметь любое значение, отличаю
щееся от нуля, и выбирается так, чтобы

. Ap'iP'iP’i ■■ - Р'п < BnPlp2p3 . . .рп. (9. 65)

3. Составляют выражение
(s) = В (s) — В2 (s). (9. 66)

Благодаря предыдущим операциям функции (s) и В2 (s) будут 
такими, что у22 (s), определяемое уравнением (9. 61), будет равно 
входной проводимости контура RC. Рассмотрим в качестве примера 
следующую передаточную функцию:

у /<А (s + _ /<S (S 2) _ Z/12 /П £74
12 ' ' (s -j- 4) (s -f- 6) s2 -H 10s + 24 1 -p z/22 ’ \ /

Следуя изложенному выше порядку определения, можно найти 
полином Вг (s) и В2 (s).

1. В (s) = (s + 4) (s + 6). Отсюда Rn = 1 и = 4, р2 = 6.
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2. Так как функция В (s) имеет квадратичное выражение, то или
Br (s) или В2 ($) Должна быть квадратной функцией, в то время как 

24другая должна быть линейной. Выберем pj = — = 4,8. Это значе
ние удовлетворяет уравнению (9. 64) и превращает функцию В2 (s) 
в линейную (причина выбора этого частного значения будет скоро 
очевидна). Следовательно, В2 (s) = A (s + 24/5). Значение для А 
было выбрано в результате подстановки числовых значений в урав
нение (9. 65). Так как А (-у-) <4. 6, то А может быть выбрана рав

ной 5 и тогда В2 (s) будет определяться из равенства В2 (s) — 5 s+ 24.
3. Вычитание В2 (s) из В (s) дает В± (s) = s2 + 5s = s (s + 5).

Следовательно, функцию У12 можно написать в следующем виде:
У = Ks (s 4- 2) = Ks (s 4- 2)

12 (s 4- 4) (s 4- 6) ' (5s 4- 24) 4- s (s 4- 5) —

Ks (s 4- 2)
(5s 4- 24)

14-s
(s4-5)

(5s 4- 24)

(9. 68)

Теперь y12 и у22 можно определить из выражений: 
о _ is s (s 4- 2) , _ s(s4-5)
^12 ~ Л 5s 4- 24 ’ ^22 — 5s 4- 24 ’ (9. 69)

Синтез функции у22 обеспечивает требуемые нули функции у12, 
которые осуществляются так же, как и раньше. Порядок определения 
был освещен кратко, чтобы иметь возможность привести другой 
пример синтеза. В этом примере для создания требуемых передаточ
ных нулей был получен контур из параллельного соединения емко
сти и сопротивления в последовательной ветви лестничной схемы. 
На фиг. 9. 18, а графически построена функция у22 (о), нетрудно 
видеть, что эта функция имеет нули при s = 0 и s = —5 и конечный 

24полюс при s =-----g- = —4,8. На основании выражения для у12
можно установить, что передаточные нули имеют место в точках 
s = 0 и s = —2. Нуль функции у22 при s = 0 может быть устранен, 
как последовательно включенный конденсатор, который также соз
дает требуемый передаточный нуль при s = 0. Преобразование 
функции у22 и последующее деление позволяет написать

_1_
1 24 1 , 5 S _ 24 1 ,

222 ~ </22 _ 5 ■ s + s(s + 5) — 5 ■ S

, , . 0,2где z22 (s) =
На фиг. 9. 18, б показан полученный таким образом контур. 

На фиг. 9. 18, в дано графическое изображение функции z'2 (о). 
Передаточный нуль при s — 0 был уже принят во внимание, так что 
теперь остается только учесть передаточный нуль при s = —2. Это 
458



может быть сделано путем создания полюса в функции ?22 ($) при 
s = —2. При этом необходимо изучить функцию у'2 (s). Итак,

Фиг. 9. 18. Синтез функции У12 (s):

У12 (s) = К s (s 4~ 2) _ Л^/]2
(s 4) (S 6) 14~ У12

а — построение функции г22 (о) в зависимости о; б —образование передаточ
ного нуля при s = 0; в — построение функции в зависимости от о;
г — построение функции (о) в зависимости от о; д— образование пере

даточного нуля при s = — 2; е — окончательная схема контура.

Последняя функция графически изображена на фиг. 9. 18, г. 
При s — —2 функция у'22 (5) имеет значение

-2 + 5
0,2
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з
Если постоянную проводимость фу (3 вычесть из у22 (s), то оста

точная функция проводимости будет иметь нуль при s = 2. Тогда 
контур можно представить в виде схемы на фиг. 9. 18, д, где у22 (s) 
будет определяться следующим выражением:

/V / / \ 3 s -j- 5 3s -j- 2
Z22 ^s' = У22 0^2 = ~0j2 6J" = 0,2 *

y22 (s) имеет нуль при s = —2, так что функция z'22 (s) имеет полюс 
при s = —2. Преобразование функции у22 (s) дает функцию z"2 (s), 
откуда

0,2 
У22 (S) “ S + 2 ’

z22 (s) имеет требуемый полюс при s = —2 и эту функцию можно 
непосредственно выразить в виде параллельного соединения емкости 
и сопротивления, как показано на фиг. 9. 18, е. Оконечное сопротив
ление 1 ом, как это требуется согласно фиг. 9. 10, г, было также 
добавлено в этой схеме. Значение коэффициента К определяется 
из характеристики контура при s = со и равно К = 1.

9. 6. ВЕЛИЧИНА ИМПЕДАНСА И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЧАСТОТЫ

В предыдущих разделах читатель мог ознакомиться с простыми 
примерами, когда простые значения были выбраны для определения 
места расположения нулей и полюсов передаточной функции. Оче
видно, это позволяет упростить арифметические действия, но приво
дит к несколько непрактичным параметрам звеньев системы. С целью 
изменения этих значений для практического применения возможно 
применить два преобразования контура после окончания синтеза. 
Первое преобразование состоит в изменении величины импеданса, 
что позволяет увеличить или уменьшить импеданс контура, не изме
няя существенно передаточную функцию. Второе преобразование 
состоит в сдвиге частоты, что позволяет расширить или сузить рас
положение нулей и полюсов в плоскости s таким образом, что нули 
и полюсы будут смещены в сторону более практических значений. 
Ниже рассматриваются эти способы преобразований.

Преобразование величины импеданса. При этом преобразовании 
величина импеданса смещается на постоянный коэффициент k путем 
умножения значений всех сопротивлений на коэффициент k и раз
деления значений всех емкостей на тот же коэффициент k. Нетрудно 
видеть, что все постоянные времени, а также расположение всех 
нулей и полюсов сохраняются. Однако все импедансные функции 
были умножены на постоянный коэффициент /г и все функции прово
димости были разделены на тот же коэффициент /г. Безразмерная 
передаточная функция, например 712, остается неизменной, в то время 
как передаточная функции Z12 и К12 были соответственно умножены 
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или разделены на коэффициент k. На фиг. 9. 19 показано несколько 
контуров, описанных в предыдущих разделах, причем импеданс 
генератора (сопротивление последовательной ветви) в каждом случае 
был увеличен до 1000 ом.

Преобразование частоты. При этом преобразовании значения 
сопротивлений остаются неизменными, но все емкости делятся

1

/ З/Мом 3/fO QM
О—АЛЛЛг- ■ о -wa,----

13/50 ом ] в
............. -о

/ 2

, ]/зом 2
1 л J

> 3/3 ом11
1/2 ср

О---- ----------- А-ю

с=£>

----—

tn'IO'3#

3/2*103 ом

Vs *10'3Ф

ю?

<р

2к103ом

J-V12*I(T 34>
-4-- -о

2
6)

Фиг. 9. 19. Преобразование импеданса:

о
1

а — контур фиг. 9. 16, е; б ■— корректирующий контур по запаздыванию и опе
режению фиг 12. 17, е.

на коэффициент k. В результате этого все постоянные времени умно
жаются на постоянный коэффициент Л, так что положение пулей 
и полюсов смещается. Например, если значения емкостей конденса
торов на фиг. 9. 19, б были разделены на 1000, то получаемый таким 

Щ'Нром 3/2 к

Фиг. 9. 20. Смещение частоты на величину 103.

образом контур будет иметь одинаковую передаточную функцию 
согласно уравнению (9. 50), за исключением того, что теперь нули 
и полюсы будут расположены в точках s = 4х 10 + 3, s = —6 X 10+ 3 
s - _2 х"10 + 3, s — —8 х 10 + 3.

Как правило, преобразования импеданса и частоты могут быть 
осуществлены па одном и том же контуре. На фиг. 9. 20 показана 
первоначальная схема контура фиг. 9. 19, б с измененным масштабом 
частоты и с преобразованной величиной импеданса.

461



9. 7. СИНТЕЗ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ НЕЛЕСТНИЧНЫХ СХЕМ RC

В предыдущих разделах были освещены методы синтеза для слу
чая контуров лестничного типа на сопротивлении и емкости, когда 
нули и полюсы передаточной функции были ограничены значениями 
отрицательной действительной оси. Однако, возможно также синте
зировать минимально фазовые контуры RC (т. е. немостового типа), 
когда нули передаточной функции могут находиться вне отрицатель
ной действительной оси, при условии, что они представляют ком
плексные сопряженные пары и ограничены левой полуплоскостью s. 
В этом случае простой контур лестничного типа невозможен и тре

буются более сложные контуры. Один простой метод разработан 
Гиллемином, который позволяет получить окончательную схему, 
состоящую из параллельного соединения четырехполюсников. 
Параллельное соединение четырехполюсников показано на фиг. 9. 21. 
На этой фигуре можно видеть, что общий параметр у для этого соеди
нения определяется суммой параметров у отдельных контуров: 
следовательно,

'/п = М11) + Уп+ • • . +i/u);

У 22 — У22 + У 22 4" • • • + У22 ’>

У12 —■ У12 + Ун + ■ • • + Ун* ,

(9. 70а)

(9. 70в)

где уп, г/12. г/22 представляют параметры у параллельного соедине- 
ния, причем индексы в скобках наверху означают параметры отдель
ных контуров. С целью лучше понять метод Гиллемина рассмотрим 
следующую передаточную функцию У12 (s):

= = (9.71)
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Здесь опять A (s) и В (s) представляют полиномы; кроме того, 
функция В (s) имеет корни, расположенные только на отрицательной 
действительной оси, в то время как корни функции A (s) ограничены 
левой полуплоскостью, включая мнимую ось.

Разложение функции В (s) на полиномы Br (s) и В2 (s), как и в пре
дыдущем разделе, позволяет написать

A(s)

(9.72)

К
Л2(5) = -

Корни функции A (s) расположены в левой полуплоскости s. 
Поэтому ее можно написать в виде суммы отдельных членов, так 
что функция A (s) приобретает следующую форму полинома:

A (s) = clq ••• ~h ®'п$п • (9. 73)
Исходя из уравнения (9. 73) можно уравнение (9. 71) переписать 

в другом виде
ро - ч | ^nsn 1
P2(S) B2(s) B2(s)J _

1 ад
+ B2(s)

_ К + у™ + . . . +^>)
1+//22 ’ ( • ' 

где у\п2} = ansn/B2 (s).
После проверки уравнения (9. 74) становится очевидно, что 

функцию У12 можно изобразить в виде параллельного соединения 
четырехполюсников, причем каждый имеет одинаковую функцию 
У22 (s) = (s)/B2 (s), но с соответствующими значениями у^ ,
Уг2 ••• Ум*  » если временно пренебречь постоянными множителями. 
После синтезирования каждый из четырехполюсников будет иметь 
лестничную схему и свой собственный коэффициент усиления в виде 
постоянного множителя. Если обозначить эти коэффициенты 
Кто у12 параллельного соединения этих контуров будет 
определяться выражением

У12 = O'lV + W12*  + • • • +0'12’• (9. 75)

После умножения проводимости каждого контура на коэффи

циент получим общую функцию у 12-

У12=Ш + № + . . • +^2*).  (9. 76)

где К представляет в данный момент постоянный коэффициент, зна
чение которого будет определено позднее. Общая функция у22 
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выражается суммой отдельных функций причем каждая умно
жается на свой коэффициент уровня проводимости. Следовательно,

= + Р- 77)

Так как #22 по уравнению (9. 77) должно быть эквивалентно г/22 
по уравнению (9. 74), то очевидно, что коэффициент К должен быть 
выбран так, чтобы

или

Х = • • • +7Гп- (9- 78)

Рассмотрим простой пример для иллюстрации деталей синтеза 
по методу Гиллемина. Предположим, что требуется синтезировать 
следующую передаточную функцию:

у _ К (s2 + 1) _ КА (s) ,q -Q,
z ia — 2s2 + 20s + 44 ~ В (s) • '

Нули этой функции расположены в точке s = +/ и полюсы в точ
ках s = —3,27; —6,73. Как и в предыдущем разделе, функцию В (s) 
можно разложить на сумму двух полиномов, а именно

В (s) = В, (s) + В2 (з) = (з + 2) (s + 6) + (з + 4) (s + 8).

После определения функций Вг (s) и В2 (s) возможно написать 
в другом виде функцию У12 [см. уравнение (9. 80)1, причем

(s) — (s + 2) (s 6) и В2 (s) = (s + 4) (s 8).

/((s2+ 1)
у _ К5 ~Г 4) (s + 8)|

12 - 1 +|(s + 2)(s + 6)J •
[(s + 4) (s + 8)]

(9. 80)

Из уравнения (9. 80) следует, что функцию У12 можно синтези
ровать в виде параллельного соединения двух лестничных контуров 
со следующими параметрами у: 
контур 1

„(1) К,3*  . „(!) _ (s + 2)(S4 6) .
*02- (s + 4)(i + 6) , У22- (s + 4)(s + 8) > (9. 81)

контур 2
Кг

(s-t-4)(s + 8) ’
(s + 2) (s + 6)
(s 4) (s + 8) (9. 82)
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Начнем с контура 1; заметим, что при s = 0 имеется два переда
точных нуля. При синтезе функции у22 эти нули могут .быть полу
чены путем разложения функции у22 в виде непрерывной дроби 
с членами, представляющими звенья лестничной схемы с параллель
ным соединением сопротивлений и последовательным соединением 
емкостей. Этот частный случай разложения функций был осуществлен 
в разделе 9. 2 и полученный контур показан на фиг. 9. 22, а. Необ
ходимо заметить, что разложение функции у22 приводит к контуру 
с короткозамкнутыми зажимами 1—1.

Фиг. 9. 22. Синтез функции
_ К (s2 4- 1) .

12 s2 4- 20s 4- 44 *

а — контур /; б — контур 2; в — окончательный контур, параллельное соеди
нение; г — перегруппировка звеньев предыдущего контура.

Контур 2 имеет такую же функцию у22, как и контур /, за исклю
чением того, что два передаточных нуля функции у12 находятся 
в бесконечности. Это означает, что функция у{22 может быть разло
жена в лестничную форму с емкостями в параллельных ветвях и с соп
ротивлениями в последовательных ветвях. Это разложение функции 
было также осуществлено в разделе 9. 2; полученный контур с корот
козамкнутыми зажимами 1—1 показан на фиг. 9. 22, б.

Необходимо отрегулировать уровни проводимости контуров 
прежде чем их соединить параллельно. Коэффициент усиления для 
контура 1 может быть получен на основании функции у12 при s = со.

определяется по току короткого замыкания на зажимах 1—/, 
когда к зажимам 2—2 приложено единичное напряжение, причем 

з
все конденсаторы закорочены. Отсюда получаем /<! = Анало
гично Кг можно определить путем вычисления функции г/?2 при 
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s = 0. Применение уравнения (9. 82) и контура на фиг. 9. 22, б 
/<2 1приводит к следующему результату: =-------------- j—; от-

куда К2 ~ 12. Исходя из уравнения (9. 78) можно вычислить
, , zz 1 I , 44 177коэффициент л, а именно: - = —

Уровень проводимости контура 1 следует умножить на коэффи- 
К 12 44 176 дциент — •■= х -у = уп' Аналогично уровень проводи-

1 К 12
мости контура 2 необходимо умножить на коэффициент у-- = ууу X 
Х^ = ^. Затем контуры могут быть соединены параллельно, 

короткое замыкание на зажимах 1—1 устранено и параллельное 
соединение замкнуто на сопротивление 1 ом для окончания синтеза 
требуемой передаточной функции. Полученный контур показан 
на фиг. 9. 22, биг. Очевидно, уровень импеданса и частоты окон
чательного параллельного контура могут быть преобразованы по же
ланию.

Описанный здесь синтез по методу Гиллемина представляет один 
из многих доступных методов синтеза передаточных функций кон
туров RC. Эта тема здесь не может быть исчерпана. Один из очень 
полезных методов был разработан Дашером, который приводит 
к каскадному соединению четырехполюсников. Читателю следует 
обратиться к рекомендованной литературе для более полного изу
чения синтеза контуров.

ЗАДАЧИ

9. 1. Найти четыре канонические формы для следующих импе
дансных функций:

7 М = + 2) + 4) • б) Z = (s+ l)(s + 3) .
а) Z(S) (s+1)(5 + d) ’ Z(S) 3(S-f-2)

Юн

Фиг. 9. 23. Определение 
канонических контуров, 
эквивалентных изобра

женной схеме.

в) 2(s) = ^±J_.

9. 2. Найти четыре канонических контура, 
эквивалентных схеме, показанной нафиг. 9.23.

9. 3. Определить параметры z и у для 
контуров, показанных на фиг. 9. 24.

9. 4. Синтезировать следующие передаточ
ные функции с элементами RC, как переда
точную функцию отношения напряжений 

по схеме, приведенной на фиг. 9. 10, б. Вычислить коэффициент 
усиления Л для каждого полученного контура. Проверить получен
ные результаты путем пересчета передаточной функции по схеме 
контура.
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9. 5. Дан контур, показанный на фиг. 9. 25.
а) Определить передаточную функцию (s).Уi
б) Преобразовать величину импеданса таким образом, чтобы 

входной импеданс для постоянного тока был равен 1 Мом.

o-j--------0--------
чз-нз-1 

ф

О—......... i------ —-О

Фиг. 9. 24. Определение параметров у и г для изображенных 
контуров.

на единичную функцию
Юм

в) Определить выходное напряжение Vo, когда на вход подана 
единичная возмущающая функция вида Vt = и (0.

г) Преобразовать величину частоты таким образом, чтобы преоб
ладающая .постоянная времени реакции 
равнялась 1 сек.

д) Построить логарифмическую ампли
тудную характеристику .передаточной 
функции до и после преобразования 
согласно пунктам «б» и «г». Насколько 
эти характеристики отличаются от лога
рифмических амплитудных характеристик 
первоначального контура.

9. 6. Передаточная функция контура 
с минимальным сдвигом фаз на RC имеет 
логарифмическую амплитудную характеристику, показанную 
на фиг. 9. 26. Определить контур и вычислить значение Н в деци

белах для найденного контура.

б
Л

“О О”
N

ЛIT"

9. 7. На фиг. 9. 27 показан заданный- контур.
р

(в Вычислить передаточную функцию (s).
1

б) Показать, что контуры на фиг. 9. 15, г и 9. 16, е имеют одина- 
£

ковые передаточные функции (s).
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9. 8. Дана обобщенная передаточная 
режающе-запаздывающего контура

гр __ тр(s 4- zj (s 4~ г2)
12 ■“ Л (S + Pi) (*  + Р2)’

функция для one-

где р2 > z2 > 2i > Показать, что эта передаточная
функция может быть синтезирована как отношение напря

Фиг. 9. 27.

жений в виде контура, изображенного на фиг. 9. 28. Опре
делить значение коэффициента К для данного контура.



ГЛАВА 10

МЕТОДЫ ПРИМЕНЕНИЯ ЭЛЕКТРОННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Линейные системы, которым были посвящены предыдущие главы, 
образуют фундамент для всех последующих исследований. Теперь 
можно сосредоточить внимание на анализе и расчете систем, кото
рым присущи нелинейности такого рода, как насыщение, кулоново 
трение, «мертвый ход» и др. Для решения таких задач можно при
менить в основном два метода. Один метод решения требует, чтобы 
конструктор изучил доступные способы исследования нелинейных 
систем, например метод описывающих функций 1 или метод фазовой 
плоскости. Второй метод подразумевает применение моделирующих 
устройств (вычислительных машин непрерывного действия) как 
научный инструмент анализа и расчета. Машинные методы позво
ляют моделировать как линейные, так и нелинейные элементы сис
темы и затем находить решения. Применение моделирующих устрой
ств является многообещающим методом по ряду причин. Одна из при
чин лежит в возможности для конструктора получить значительно 
более исчерпывающий анализ при существенно меньших затратах 
времени и труда. После того, как осуществлено моделирование задачи 
посредством вычислительных устройств непрерывного действия, 
можно легко и быстро найти решение для регулируемой величины 
в соответствии с различными видами входных команд и при разных 
сочетаниях параметров системы и объекта регулирования. Кроме 
того, полученные результаты можно легко интерпретировать в виде 
осциллограмм, представляющих решения задачи, которые обычно 
дают выходные звенья вычислительной машины. Это создает возмож
ность оптимизировать значения параметров нелинейных систем упра
вления. Для получения тех же результатов аналитическим методом 
требуется затратить много труда для сравнения разных вариантов 
решения и выбора оптимального варианта.

Вторая причина связана с тем, что расчет многих систем автома
тического управления зависит от поведения подобных систем при

1 В русской литературе метод описывающих функций называется методом 
гармонического анализа. (Прим, ред.)
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наличии случайных помех, которые возникают в виде непредвиден
ного явления, либо в виде статистического характера входного воз
мущения. Электронное моделирующее устройство, снабженное над
лежащим генератором случайных помех может быть использовано 
для изучения проблем этого рода. Подобный метод особенно ценен 
при изучении нелинейных систем, так как не известен общий анали
тический метод для анализа таких систем. По этим причинам (а также 
по другим, о которых будет упомянуто ниже) настоящая глава 
посвящена описанию методов электронного моделирования и их 
применению в проектировании систем управления. Однако не сле
дует думать, что этот выбор каким-либо образом снижает значение 
приобретения знаний основ аналитических методов исследования 
нелинейных систем. Последние всегда будут полезны, в особенности 
для правильного и целесообразного применения вычислительных 
машин непрерывного действия. Читателю, интересующемуся широко 
этим вопросом, рекомендуется обратиться к соответствующей лите
ратуре.

10. 1. КЛАССИФИКАЦИЯ МОДЕЛИРУЮЩИХ УСТРОЙСТВ

Моделирование задачи можно определить как подобие дифферен
циальных уравнений, описывающих поведение системы и модели. 
Следовательно, когда дифференциальное уравнение, описывающее 
поведение механической системы, содержащей массу М, пружины 
с постоянной К и вязкое трение с коэффициентом F, имеет вид 

М S + F = /(сила) (10.1)

и когда дифференциальное уравнение, описывающее электрическое 
состояние контура RLC, выражается

L + R q = Е (напряжение), (10. 2)

•югда возможно создать электрическую модель механической системы, 
так как оба уравнения имеют одинаковую форму. Чтобы модель 
была правильной, требуется соблюсти следующее условие: электри
ческие параметры и переменные величины должны выполнять 
точно одинаковую роль, которую играют моделированные величины 
изучаемой системы. Для осуществления этого необходимо, чтобы 
самоиндукция выполняла ту же роль, как и масса М, сопротивле
ние R было аналогично коэффициенту вязкого трения F и~-----ана
логично К. Кроме того, зависимая переменная х первоначальной 
задачи моделируется зарядом q. Таким образом, приложенная сила 
к механической системе будет соответствовать напряжению в элек
трической модели. Эти выводы очевидны при сравнении уравнений 
(10. 1) и (10. 2). Моделирующее устройство, сконструированное 
на этом принципе, называется моделирующим устройством общего 
назначения прямого типа.
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Второй метод может быть применен для определения перемещения, 
величин механической системы, описываемой уравнением (10. 1). 
Изучение этого уравнения показывает, что решение может быть 
найдено путем взаимного соединения надлежащего оборудования, 
способного осуществлять математические операции, содержащиеся 
в уравнении (10. 1). Если два вычислительных устройства в состоя
нии производить интегрирование по времени, а также операции сум
мирования, то можно найти решение уравнения (10. 1). Моделирую
щее устройство, создаваемое на этом принципе, называется вычисли
тельными устройствами общего назначения косвенного типа.

Вычислительное- 
устройство непре
рывного действия

Эквивалентные 
схемы, анализа- 
тары контуров

Специального 
назначения

Навигационные вычислительные устройства; 
устройства управления огнем; моделирую
щие устройства полета; вычислительные 
устройства, определяющие заранее условия 

полета; планиметры, вычисли
тели управления огнем; масштаб
ные модели; аэродинамические 
трубы, логарифмическая ли
нейка

Механические дифференциальные 
анализаторы; цифровые дифферен
циальные анализаторы; электрон
но вычислительные устройства 
на постоянном токе

Фиг. 10. 1 Классификация вычислительных устройств непрерывного действия.

В настоящей главе рассмотрим последний тип вычислительных 
устройств. Здесь все переменные величины выражены электричес
кими напряжениями.

На фиг. 10. 1 дана классификация всех типов вычислительных 
.устройств непрерывного действия. Вычислительные устройства спе
циального назначения основаны на тех же принципиах, как и вычи
слительные устройства общего назначения. Различие состоит только 
в том, что они предназначены для решения уравнений специального 
вида, соответствующих специальным видам входных функций. Сле
довательно, они могут быть использованы для решения только спе
циальных задач. Механический дифференциальный анализатор был 
первым вычислительным устройством общего назначения косвенного 
типа. Он был создан В. Бушем в Массачузетском технологическом 
институте, причем использованы механические интеграторы с шари
ком и диском. Хотя это счетное устройство обладало достаточной 
степенью точности, но позднее перестали создавать подобные устрой
ства, потому что, с одной стороны, они не так точны, как цифровые 
вычислительные машины и, с другой стороны, их нельзя сравнивать
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по простоте и скорости операций с электронными вычислительными 
машинами непрерывного действия. В связи с этим заслуживает вни
мания построенная в 1958 г. одна из наиболее крупных вычислитель
ных машин непрерывного действия общего назначения, габаритные 
размеры которой составляли около 8,7 > 13,8 > 27,3 м\ она была 
использована для решения сложных расчетных задач, связанных 
с проектированием высокоскоростных самолетов для большой высоты.

В дальнейшем ограничимся рассмотрением только электронных 
вычислительных устройств непрерывного действия на постоянном 
токе, в связи с чем следует упомянуть о некоторых дополнительных 
особенностях этих устройств. Вследствие примененного метода интег
рирования обычно время является независимой переменной. В этом 
отношении электронные вычислительные машины непрерывного 
действия отличаются от цифровых вычислительных устройств, как 
и от механического дифференциального анализатора, так как они 
не имеют этого ограничения. По этой причине становится очевидным, 
что решение дифференциальных уравнений в частных производных 
трудно получить при помощи электронных вычислительных машин 
непрерывного действия.

Точность решения, достигаемая электронными вычислительными 
машинами непрерывного действия, обычно доходит до второго, треть
его или даже четвертого знака. В основном это ограничение обуслов
лено характером моделирующих звеньев, из которых составлена 
вычислительная машина. Например, интегрирующие конденсаторы 
обладают оптимальной точностью 0,1 до 0,01 % и таким образом 
точность решения не может быть получена выше точности этих 
звеньев. Кроме того, дополнительно к ограничениям, создаваемым 
звеньями, в процесс интегрирования (который подвержен дрейфу 
и др.), процесс суммирования и др. вводятся ошибки.

Как подчеркивалось в начале главы, наиболее широкая область 
применения электронных моделирующих устройств связана с анали
зом и расчетом нелинейных систем управления, подверженных воз
действию случайных помех на входе. Вторую и одинаково важную 
область образует анализ таких сложных проблем, которые встре
чаются при изучении тепловых потоков, управления процессами, 
и управления самолетом как системой с шестью степенями свободы. 
Электронные вычислительные машины создают значительное пре
имущество в тех областях, где требуется изучить динамические харак
теристики систем. Кроме того, эти устройства часто дают экономию 
средств и времени. Например, при расчете автопилота для современ
ного самолета возможно моделировать уравнение полета при раз
ных высотах и различных значениях числа Маха при помощи элек
тронных вычислительных машин непрерывного действия и затем пода
вать надлежащие выходные величины полета в кабину пилота, уста
новленную рядом с вычислительной машиной в лаборатории. Этим 
путем, когда пилот находится в кабине, можно расчет оптимизировать 
без необходимости больших затрат, связанных 0 действительными 
летными испытаниями,.
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Авиапромышленность является одним из больших потребителей 
электронных моделирующих устройств. Это преимущественное при
менение электронных устройств сравнительно с цифровыми вычисли
тельными устройствами объясняется, например, тем, что точность 
аэродинамических параметров, применяемых в уравнениях движения, 
часто не превышает 5—10%. Отсюда ограниченная точность элек
тронных моделирующих устройств не создает недостатка, но практи
чески более удобна из-за простоты и легкости операций. Конечно, 
когда требуется высокая точность, например, при расчете траектории 
управляемого снаряда с большим радиусом действия, необходимо 
предпочесть применение цифровых вычислительных устройств.

Другую особенность электронных моделирующих устройств 
можно иллюстрировать следующим примером. В некоторых научно- 
исследовательских отчетах были изложены теоретические аспекты 
применения расчетов вариантов для оптимизации условий полета 
самолетов. Однако выводы не были сделаны вследствие сложности 
уравнений. После этого были использованы электронные вычисли
тельные машины непрерывного действия и не только были получены 
практические ответы, но благодаря применению вычислительных 
машин были подтверждены предложенные изменения теории.

10. 2. ОСНОВНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ НА ЭЛЕКТРОННЫХ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ УСТРОЙСТВАХ

Электронные вычислительные устройства непрерывного действия 
состоят из конструктивных блоков, способных осуществлять те или 
иные математические операции.

В настоящем разделе будут описаны способы осуществления опе
раций умножения, сложения, интегрирования и дифференцирова
ния.

Умножение на постоянный коэффициент. При моделировании 
очень часто необходимо умножить переменный параметр машины 
на постоянный коэффициент. Когда постоянный множитель равен 
числу меньше единицы, тогда умножение осуществляется при помощи 
потенциометра, как показано на фиг. 10. 2. Если предположить, 
что выходная ветвь потенциометра не нагружена (т. е. оо),
тогда выходная величина будет связана с входной следующим 
отношением:

е0 = ае{, (10. 3)

где а определяет положение ползунка потенциометра. В большинстве 
случаев для вычислительных машин применяют потенциометры, рас
считанные на десять полных оборотов, причем они могут быть уста
новлены в трех местах в диапазоне 0,000 < а < 1,000. Общее со
противление потенциометра варьируется от 10 000 до 100 000 ом\ 
наиболее распространенные потенциометры имеют сопротивление 
30 000 ом. При нормальном применении этих потенциометров со
противление внешней нагрузки R^ обычно колеблется в диапазоне 
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от 0,1 до 1,0 Мом, так что влияние нагрузки не всегда пренебрежимо 
мало. Более точный анализ отношения выходной величины к входной 
показывает, что действительное отношение будет

1-на(1-а) (flf)’ (10- 4)

где а соответствует идеальному значению этого отношения.
Ясно, что ошибка отношения выходной величины к входной может 

быть сделана малой, если выбрать малое отношение сопротивлений 
Сопротивление потенциометра Rp не может быть сделано 

слишком малым. Иначе он будет потреблять слишком большой ток, 
превышающий мощность усилителя, который создает переменную

Фиг. 10. 2. Потенциометр установки 
коэффициентов:

а — принципиальная схема; б — сим
волическое обозначение.

входную величину, т. е. вход
ное напряжение.

Фиг. 10. 3. Схема для умножения 
на постоянную величину больше 

единицы.

Когда переменный параметр машины необходимо умножить 
на число больше единицы, тогда применяют операционный усили
тель. Операционный усилитель снабжен непосредственно присоеди
ненной обратной связью, причем коэффициент усиления разомкну
той цепи часто превышает 108. Операционный усилитель служит 
основным конструктивным блоком, применяемым в большинстве 
вычислительных звеньев электронных моделирующих устройств. 
Чтобы понять, как можно осуществить умножение на постоянный 
коэффициент больше единицы, рассмотрим схему на фиг. 10. 3. 
Операционный усилитель с коэффициентом усиления А изображен 
на ней символическим знаком. Применяя закон Кирхгофа к точке 
цепи g и предполагая, что сеточный ток равен нулю, получим

e.-eL 
Ri r Ro

причем
eQ =■■ Аеё.

Подстановка равенства (10. 6) в уравнение (10. 5) дает
_ ___________ AR»__________

ei ~ ’

(10. 5)

(10. 6)

(Ю. 7)
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(10. 8)

при выборе 
напряжение

Но так как в большинстве случаев А = —108 и даже больше, 
то уравнение (10. 7) можно написать в другом виде

g0 __ ____

Искомый результат будет, следовательно, получен 
/?0 > #1- При = 1 Мом и = 0,1 Мом выходное
будет в 10 раз больше входного. Это умножение производится с точ
ностью, которая определяется только сопротивлениями на входе 
и обратной связи. Если в схеме на фиг. 10. 3 применены сопротивле
ния 0,1%, то умножение будет давать результат такой же точности. 
Форма уравнения (10. 5) позволяет заключить, что результат умно
жения согласно равенству (10. 8) может быть непосредственно полу

Фиг. 10. 4. Схема для умножения на нецелое число: 
а — принципиальная схема; б — символическое обозначение.

чен, если принять напряжение на сетке, равное потенциалу земли. 
Применение обратной связи, замыкающей цепь с очень высоким коэф
фициентом усиления, позволяет создать эти условия. К тому же 
результату можно прийти, если выходное напряжение ограничить 
для линейных операций 100 в. Отсюда следует, что при коэффициенте 
усиления А = —108 напряжение сетки должно быть только на 1 мкв 
выше потенциала земли для генерирования выходного напряже
ния 100 в. Следовательно, сетка действительно находится под потенциа
лом земли, что и будет учитываться при дальнейшем анализе. Когда 
переменный параметр машины следует умножить на нецелое число, 
например, для получения с0 = 3,69ег, то можно применить схему 
на фиг. 10. 4, а. Искомый результат будет получен после установки 
потенциометра на деление 0,369 и последующего умножения на десять 
(в предположении, что потенциометр не имеет нагрузки). Эта мате
матическая операция показана на фиг. 10. 4, б в виде символической 
диаграммы. Следует заметить, что треугольник изображает усили
тель с высоким коэффициентом усиления вместе с сопротивлениями 
на входе и обратной связи, причем особо указан коэффициент умно
жения.

Сложение нескольких переменных величин. Сложение п перемен
ных величин может быть осуществлено при помощи схемы, изобра
женной на фиг. 10. 5, а и б. Применение закона Кирхгофа к узлам 
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цепи, а именно в точке сетки усилителя, и предположение, что сеточ' 
ное напряжение равно нулю, дает

е1 I е2
Ъ (Ю. 9)

Следовательно,

е°-- 61 + ^7 + • • • + 1Гпеп'. (10. 10)

напряжениеПоследнее выражение показывает, что выходное
нескольких переменных величин, 
может быть умножена, если необ

не только соответствует сумме 
но каждая переменная величина

а —
Фиг. 10. 5. Схема сложения п переменных: 

принципиальная схема; б — символическое обозначение.

ходимо, на соответствующий масштабный фактор. На фиг. 10. 6 
показана часто применяемая схема электронных вычислительных 
машин непрерывного действия с применением суммирующих усили
телей. Заметим, что эта схема имеет семь входных зажимов, два 
из которых предназначены для умножения на 10, два — для умноже
ния на 4 и три — для умножения на 1. Уножение можно осуществить 
на любое целое число от 1 до 31 при помощи этой схемы и парал
лельного соединения входных зажимов. В электронных вычислитель
ных машинах применяются также другие схемы.

Интегрирование. На фиг. 10. 7 показана схема, иллюстрирующая 
метод интегрирования по времени при помощи электронного вычис
лительного устройства непрерывного действия. Напишем на осно
вании закона Кирхгофа уравнение для точки сетки усилителя:

sC

*1 
*1

Отсюда
*о =; 1 (Ю, П)
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Из этого выражения непосредственно вытекает, что передаточная 
функция соответствует функции чистого интегратора. Если выра
жение (10. 11) интерпретировать во временной области, то нетрудно 
придти к заключению, что выходная величина контура, показанного 
на фиг. 10. 7, будет равна интегралу входной величины. Кроме того,

Фиг. 10. 6. Схема 
щего усилителя в

использованием обычного суммирую-с
электронном вычислительном устройстве 

непрерывного действия:
а — принципиальная схема; б — символическое обозначение.

выходная величина может быть также изменена на масштабный фак
тор В вычислительных устройствах часто выбирают конден
сатор обратной связи с емкостью, равной 1 мкф\ масштабный фактор 
выбирается по сопротивлению R.

Фиг. 10. 7. Схема интегрирующего контура:
а — принципиальная схема; б — символическое обозначение.

fi)

На фиг. 10. 8 показан стандартный электронный интегратор. 
Следовательно, умножение на 1 или 10 может быть осуществлено 
без применения входных потенциометров.

Если для моделирования требуются интеграторы, то это означает, 
что соответствующая физическая проблема содержит элементы накоп
ления энергии. Следовательно, для правильного моделирования 
необходимо начинать с установления на выходе каждого интегра
тора такого значения напряжения, которое правильно отражает
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начальные условия задачи. Для этого используется схема, подоб
ная фиг. 10. 9. Когда ручка управления моделирующего устройства 
установлена в положение, называемое «Восстановление», то выклю
чатели S/t S2, S3 будут находиться в положении а. Выключатель S1

заземляет входные зажимы, благодаря чему 
моделирование не производится. Выключа
тели S2 и S3 создают цепь, благодаря чему 
на зажимах конденсатора появляется напря
жение, соответствующее начальному усло
вию. Это напряжение на зажимах конден
сатора создается в соответствии с постоянной

жение т на фиг. 10. 9. Первоначальное моделирование воспроиз
водится, причем сопротивление 0,1 Мом отсоединяется от кон

Фиг. 10. 8. Обычная схема 
электронного интегратора.

времени 0,1 сек. Когда ручка управления 
установлена в положение «Вычисление», то 
выключатели S/, S2 и S3 переходят в поло-

денсатора, так что он не может погасить напряжение, соответству
ющее начальному условию.

100 +ioo

Настройка
МОП и 

Ои

о 52 
b

Фиг. 10. 9. Схема, иллюстрирующая введение началь
ных условий в интегратор.

Дифференцирование. Метод осуществления операций дифферен
цирования при помощи электронно-вычислительной машины непре
рывного действия иллюстрируется фиг. 10. 10. Напишем уравнение 
для точки сетки усилителя согласно закону Кирхгофа

1
sC

+ -> = 0,

отсюда
__ — sRC.Ci ~

-о

Фиг. 10. 10. Схема диффе
(10. 12) рейдирующего контура.

Исходя из этого равенства, нетрудно убедиться, что эта переда
точная функция соответствует чистому дифференциатору во вре
менной области с умножением на коэффициенте RC. Если входной 
сигнал ег представляет кусочно-линейную функцию, то выходной 
сигнал е0, как это требуется выражением (10. 12), теоретически
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Должен быть единичной функцией (фиг. 10. 11). Уровень выходного 
единичного сигнала зависит от наклона входной кусочно-линейной 
функции. Важно заметить, что компоненты помех, когда входной 
сигнал у дифференциатора содержит высокочастотные помехи (т. е. 
в рассматриваемом примере, входная функция не является чисто 
кусочнолинейной), усиливаются в большей степени, чем компонент 
сигнала вследствие большего наклона сигналов помех. Следова
тельно, выходной сигнал дифференциатора имеет значительно худ
шее отношение сигнала к помехам. Совершенно ясно, кроме того, 
что большое усиление помех связано с перегрузкой усилителя. 
Это свойство дифференциатора находится в прямой противополож
ности с особенностями интегратора и его влияния на компоненты 
помех. Ввиду того, что помехи обычно связаны с высокими частотами,

Фиг. 10. 11. Графики входного и выходного сигналов 
дифференциатора:

а — входной сигнал; б — выходной сигнал.

б)

'oi

RCK

0 7

из уравнения (10. И) Еытекает, что интегратор будет создавать тем 
большее затухание сигнала, чем выше частотные компоненты в поме
хах. Этот вывод сделан на основании частотного метода. При рас
смотрении этого вопроса во временной области становится очевидно, 
что интегратор будет оказывать сглаживающее влияние на входной 
сигнал, так как интегрирование представляет процесс усреднения 
и поэтому создает выходной сигнал с улучшенным отношением 
сигнала к помехам. Главным образом в силу этих соображений элек
тронные вычислительные машины непрерывного действия приме
няются для решения задач чаще всего путем выполнения последова
тельных операций интегрирования и реже операций дифференци
рования.

«Нечистое» интегрирование и «нечистое» дифференцирование. 
При изучении физических проблем при помощи вычислительных 
устройств, в особенности при разработке систем управления, необ
ходимо моделировать часто следующие операции, имеющие важное 
значение: операции пропорционального регулирования плюс инте
гральные операции, операции пропорционального регулирования 
плюс регулирование по производной, регулирование с простым запа
здыванием по времени, операции с передаточными функциями коле
бательного звена и др. Способ осуществления этих операций очень 
простой; необходимо только определить соотношение между
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выходной и входной величинами схемы, изображенной на фиг. 10. 12, 
при помощи соотношения

Т = (!»■ «)

где Zo и Zx соответственно обозначают функции входного импе
данса и обратной связи, которые не обязательно должны быть огра
ничены сопротивлениями или конденсаторами, но могут варьиро
ваться в виде различных комбинаций емкостей и сопротивлений. 
Рассмотрим например схему, состоящую из параллельного соеди
нения сопротивления и конденсатора. Тогда импеданс параллельного 

соединения будет равен
‘ ' у _ _______^0

0 14-^иС0

Если входной импеданс также состав

(10. 14)
*1 

О—W ■о
ео

Фиг. 10. 12. Операционный 
усилитель с общим входным 
сопротивлением и обратной 

связью.

лен из параллельного соединения сопро
тивления и емкости Сь то отсюда сле
дует

1 4~ (10. 15)

Введение последних двух выражений в уравнение (10. 13) дает
ео /<л __ __ 1 + sR^C}
ei W V 1 + sR0C0 * (10. 16)

Из изучения этого результата становится очевидно, что модели
рование стандартных опережающих и запаздывающих контуров, 
рассмотренных в главах 2 и 6, может быть легко осуществлено при 
помощи этой схемы. В табл. 10. 1 приведены некоторые из наиболее 
распространенных схем моделирования. Заметим, что моделирова
ние операции пропорционального регулирования плюс регулирова
ние по производной для случая 1 может быть осуществлено в резуль
тате устранения конденсатора Со из цепи обратной связи. С другой 
стороны, выключение входного конденсатора С1 создает возможность 
моделирования простого запаздывания по времени.

10. 3. ПОРЯДОК МОДЕЛИРОВАНИЯ. МЕТОД ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ. МАСШТАБНЫЕ ФАКТОРЫ

Каким образом можно решать задачи путем сочетания основных 
конструктивных блоков математической машины, описанных в пре
дыдущем разделе? Ответ на этот вопрос иллюстрируется примерами 
применения необходимых способов для решения линейного диффе
ренциального уравнения второго порядка. В процессе разработки 
моделирующей схемы становится необходимо рассмотреть очень 
важные вопросы о величине масштабного фактора и о масштабе вре
мени. Хотя рассмотрение этих вопросов производится в связи с 
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Таблица 10. 1

Моделирование сложных функций

Математическое выражение сложных функций Схема моделирования

Случай 1

Л Ri
1 + s/? xCi

Следовательно,

/о
Zx

Случай 
чаем

1а — емкость Со устранена, отсюда полу-

*0 

et
^2.(1 4-sK А).
*4

Случай 
получаем

16— емкость Ci устранена, после чего

е0 
et

1Ко __________
Ri 1 + sR0C0

Случай 2

z1 1 4~ sR^Ci

Следовательно,

_£о_ __ _ _Zq_ _ (l + s/?xCx)(14-s/?0C0) 
е^ Z^ sRiC0

Случай 2а—сопротивление Ro устранено 

go _  _  1 Ч~ sR^Ci
ei s/?iC0

Случай 26 — емкость С\ устранена 

_ 1 sRoCo 
sRlCq

31 Дель Торо 1083 481



Продолжение табл. 10. I

Математическое выражение сложных функций Схема моделирования

Случай 3

+ 1 _ 1 4~ sRqC, . 
sC о sC о

1 -|~ sT^jCj

Поэтому

ео _  _  _  __ С] 1 4~ sRqCq
С(> 1 +

Случай За — сопротивление RQ устранено, 
поэтому

go _  _  ______ J____
ei Со 1 + ^jCi

Случай 36 — сопротивление Rx устранено

—~ = (1 + *Я(А)  
Li с0

Случай 4

<7 _

0 “ 1 -|- s/?0C0 ’

1 + sR}C ] 
sCi

Поэтому

gp _ 4 _ s/?o^ 1
g; (1 + s/?0C0) (1 sR^y)

Случай 4a — емкость Co устранена

sRoC]
g/ 1 -|- sR1C1

Случай 46 — сопротивление /?] устранено

е0 _  sRoCi
1 -j- S/?0C0
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линейными системами, описанные методы применимы в общем слу
чае. Предположим, что система управления описывается дифферен
циальным уравнением

у + 5у + Шу = f, (10. 17)

где f — возмущающая функция и
у — регулируемая переменная величина.
Далее предположим, что необходимо изучить динамику системы 

при помощи электронного моделирующего устройства. Моделиро
вание должно быть таким, чтобы оно допускало возможность изуче
ния всей динамики во времени изменения регулируемой величины, 
а также ее скорости и ускорения при реакции системы на вынуждаю
щую функцию различного вида.

Далее предположим для большей наглядности, что максимальное 
значение возмущающей функции равняется 200 единиц и что все 
начальные условия равны нулю. Первая стадия моделирования урав
нения (10. 17) состоит в переносе члена с наибольшей производной 
в левую часть уравнения, т. е.

У = f-Ьу-Шу. (10. 18)

Это необходимо для того, чтобы применить только интеграторы 
для нахождения решения по изложенным выше соображениям. Таким 
образом, решение относительно зависимой переменной будет полу
чено путем суммирования и затем осуществления двух последова
тельных операций интегрирования уравнения (9. 18). На один момент 
допустим, что масштабными факторами можно пренебречь и перейти 
непосредственно к моделированию последнего уравнения. Если 
сосредоточить внимание только на операциях, необходимых для реше
ния уравнения (10.18), то станет ясно, что для получения второй 
производной величины у необходимо суммировать /, —5у и —100г/; 
эту операцию можно осуществить при помощи суммирующего уси
лителя, когда известны у и у. В действительности последние вели
чины могут быть получены благодаря включению обратной связи, 
так как они образуются при моделировании. Конечно, возмущающая 
функция f представляет известную входную величину. Результат 
суммирования этих величин дает —у, как показано на фиг. 10. 13, а. 
Отрицательный знак обусловлен изменением фазы операционного 
усилителя. Интегрирование —у дает у (фиг. 10. 13, б). Второе инте
грирование дает искомую переменную величину —у (фиг. 10. 13, в). 
Сочетание этих операций вместе, как показано на фиг. 10. 13, г, 
дает полную схему моделирования для решения уравнения (10. 17). 
Заметим, что выходную величину, усилителя (А2) необходимо снаб
дить обратным знаком до ее подачи на вход усилителя (711).

Эта операция осуществляется реверсивным усилителем А4. Хотя 
схема на фиг. 10. 13, г дает правильное математическое моделирова
ние уравнения (10. 17), отсюда, однако, не следует, что это модели
рование может дать корректное решение. Некорректное решение 
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возникает тогда, когда в задаче был применен неправильный масштаб
ный фактор. Для иллюстрации этого предположим, что полезный 
рабочий диапазон усилителей постоянного тока составляет ±100 в, 
что типично для большинства технически применяемых электрон
ных моделирующих устройств. Отсюда ясно, что при максимальном 
значении возмущающей функции 200 единиц эту величину можно 
лучше всего представить 100 в. Таким образом, масштабный фактор

Фиг. 10. 13. Порядок моделирования линейной системы второго 
порядка:

а — суммирование для получения величины ускорения; б — интегри
рование ускорения для получения скорости; в — интегрирование ско
рости для получения регулируемой величины; г — полная моделирующая 

схема.

при этом моделировании будет равняться 0,5 в на единицу возмущаю
щей функции. После того, как была применена схема на фиг. 10. 13, г 
без каких-либо изменений для преобразования возмущающей функ
ции f в напряжение, тогда все остальные переменные величины у, 
у и у должны быть выражены в соответствии с этим масштабным 
фактором. Следовательно, выражая выходную величину усилителя 
АЗ в вольтах, соответствующее значение физической переменной 
можно найти путем деления измеренного выходного напряжения уси
лителя АЗ на масштабный коэффициент 0,5 ^/единица у. В этом лежит 
трудность моделирования при помощи схемы на фиг. 10. 13, г. Когда 
возмущающая функция f имеет максимальное значение 200 единиц 
(в предположении единичной входной возмущающей функции), 
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тогда из уравнения (10. 17) будет вытекать, что установившееся 
значение регулируемой переменной величины будет

..   fnax   200   р
100 ~ Ю0 '

Ввиду того, что масштабный фактор для схемы моделирования 
был выбран 0,5 в на единицу переменной величины, отсюда следует, 
что максимальный уровень установившегося напряжения на усили
теле ЛЗ будет равен I в.

Допустим, что полный диапазон изменения напряжения усили
теля равен 100 в. Это в действительности имеет место в случае пло
хого выбора масштабного фактора, что очень часто приводит к серьез
ным ошибкам измерения величины у. В действительности, когда 
возмущающая функция f имеет немаксимальное значение, тогда 
выходное напряжение усилителя АЗ будет меньше I в, что практи
чески приводит к отсчету показаний в диапазоне помех усилителя 
и тем самым обусловливает очень низкую точность.

Эти рассуждения подтверждает скороспелость рекомендации ' 
применить в качестве масштабного фактора схемы моделирования 
такое значение, при котором усилитель АЗ мог бы работать при мак
симальном уровне 100 в. Дальнейшее применение этого способа при
водит к другим серьезным трудностям. Хотя условия на выходе 
усилителя АЗ были, по-видимому, улучшены, это не распростра
няется на остальные усилители схемы моделирования. Моделирова
ние при масштабном факторе 50 в на единицу переменной величины, 
который был выбран для полного использования диапазона выход
ного напряжения усилителя АЗ, сопряжено с чрезмерно высоким 
напряжением усилителя Л1, когда следует осуществить максималь
ное ускорение в 200 единиц. Из уравнения (10. 17) нетрудно вывести, 
что при максимальном значении возмущающей функции 200 единиц, 
максимальное ускорение будет также равно 200 единицам. Однако 
для правильного соотношения между этой физической величиной 
и выходным напряжением усилителя Л1 при масштабном факторе 
50 в на единицу переменной величины необходимо, чтобы выходное 
напряжение достигало следующего уровня:

-Ей-;-------------------------------- г = 200 единиц ускорения50 (в в на единицу ускорения) J г

ИЛИ

еА1 = 10 000 в.

Совершенно ясно, что этот результат нереальный. Уровень выход
ного напряжения в 100 раз больше максимального значения выход
ного напряжения усилителя. Следует заметить, что степень увеличе
ния соответствует коэффициенту у в уравнении (10. 17).

На основании изложенных выше соображений нетрудно придти 
к выводу, что.необходимы некоторые изменения в схеме фиг. 10. 13, г, 
чтобы получить приемлемую схему моделирования. Чтобы лучше 
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подчеркнуть характер этих изменений, надлежит тщательно иссле
довать источник затруднений. Как уже сообщалось, максимальное ус
тановившееся значение у равно двум единицам. Какое максимальное 
значение имеет тогда у и у? Ответ на этот вопрос связан с коэффи
циентами дифференциального уравнения изучаемой системы. 
Нетрудно видеть, что описанное выше затруднение не будет встре
чаться, когда все коэффициенты равны единице, потому что масштаб
ный фактор будет иметь одинаковое значение, независимо от того, 
как он был получен. Однако, когда эти коэффициенты отличаются 
друг от друга больше чем в 100 : 1, как это имело место в уравнении 
(10. 17), тогда максимальные значения у, у и у могут существенно 
отличаться друг от друга. Следовательно, если схема моделирования 
не будет надлежащим образом изменена, чтобы учесть это обстоятель
ство, то моделирование не будет достаточно полезным. Максимальное 
значение у можно определить на основании разницы значений у, у 
и у, когда система, описываемая уравнением (10. 17), реагирует 
на входную команду. Эти сведения можно получить из решения 
характеристического уравнения. Обозначив через s производные 
величины, из уравнения (10. 7) получим характеристическое урав
нение

s2 + 5s + 100 = 0. (10. 19)

Так как общая форма характеристического уравнения линейной 
системы второго порядка имеет вид

s2 + 2£o)ns т (4 — 0, (10. 20)

то очевидно, что для рассматриваемого случая cort = 10 рад/сек. 
Далее, полное решение дается выражением

ус = ke-^n1 sin (g)^/ + ср). (10. 21)

Из выражения (10. 21) следует, что в худшем случае (когда £ = 0) 
первая производная величины ус может иметь максимальное значе
ние, которое в G)n раз больше переменной величины ус. Аналогично, 
вторая производная ус может иметь максимальное значение в о)д 
раз больше переменной величины ус. Конечно, при o)n = 1 рад/сек 
максимальные значения всех трех величин одинаковы и не возни
кает затруднений из-за масштабного фактора. Но если, о)п = 
= 10 рад/сек, то возникает неопределенная проблема, так как 
вторая производная этой величины имеет максимальное значение 
в 100 раз больше регулируемой переменной величины. Если одина
ковое исходное напряжение будет представлять максимальное зна
чение каждой переменной, то масштабные факторы не могут быть 
выбраны одинаковыми. Прежде чем выбирать масштабные факторы, 
необходимо учесть эту разницу. Удобный способ осуществления этого 
состоит во введении измененных машинных переменных величин, 
которые совпадают с разницей масштабных факторов, Следовательно, 
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когда известно или было определено, что максимальное установив
шееся значение у равно двум единицам, то измененная машинная 
переменная величина для у становится равной

—^—50 (в в) = у (-----—------ \ = 25 у (в в)- (10. 22)
утах ' 7 хдве единицы у) v \ \ /

Заметим, что вместо максимально возможного значения 100 в 
было выбрано 50 в. Это объясняется необходимостью создать доста
точный предел таким образом, что если даже у подвергается 100%- 
ному перерегулированию при переходном процессе, то операционные 
усилители не будут выходить за предел 100 в.

Кроме того, следует учесть, что измененная машинная перемен
ная величина 25 у содержит число, которое в действительности пред
ставляет масштабный фактор для физической переменной у. Даль
нейшее применение этого способа приводит к следующим значениям 
измененных машинных переменных скорости и ускорения (т. е. пер
вой и второй производных)

у (в единицах скорости) —(---------- ----------- =
v г 7 утах \ единицы скорости /

= //4% = 2>5^ (в в); (10.23а)

//(единицы ускорения) ■5°—■ (------------ --------------'l =
Z/max \ единицы ускорения /

= (10.236)

Для моделирования физической задачи [описываемой уравнением 
(10. 17)1 при помощи измененных переменных величин можно при
менить следующий порядок: первоначально изменяют уравнение 
(10. 17) таким образом, чтобы выявить измененную машинную пере
менную-^- у. Совершенно ясно, что для этого требуется умножить 

каждый член на После этого получаем

-1-// + 4^25// = 4. (10. 24)

Желательно, кроме того, изменить коэффициенты других перемен
ных величин так, чтобы выявилась измененная форма переменной. 
Таким образом, уравнение (10. 24) приобретает вид

ф// + 4 (2,5у) + 25// = -X • (Ю. 25)

Моделирование операций суммирования, необходимого для реше
ния этого уравнения, приводит к ускорению; эту операцию можно
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осуществить при помощи схемы фиг. 10. 14, а. Заметим, что изменен
ная машинная переменная, представляющая скорость, умножена 
на-^-, как показано в уравнении (10. 25). Когда возмущающая функ

ция имеет максимальное значение 200 единиц, то она будет представ
лена при моделировании напряжением 50 в.

Интегрирование измененной формы машинной переменной (вы
ходное напряжение усилителя А1, которое представляет ускорение)

Фиг. 10. 14. Порядок моделирования линейной системы второго порядка с исполь
зованием надлежащих масштабных коэффициентов:

а — суммирование для получения величины ускорения; б — интегрирование напряжения 
ускорения с настройкой на масштабный коэффициент для определения скорости; в — интег
рирование напряжения скорости с настройкой масштабного коэффициента для определения 

регулируемой величины; г — полная моделирующая схема.

должно быть осуществлено таким образом, чтобы была получена 
измененная форма скорости. Совершенно ясно, что для этого тре
буется, чтобы интегратор также вводил изменения масштабного 
фактора 10 : 1, как показано на фиг. 10. 14, б. Значение этой опера
ции состоит, конечно, в том, что оба усилителя А1 и А2 в состоянии 
работать в полном динамическом диапазоне от —100 до +100 в 
при нахождении решения относительно искомой переменной. Ана
логичный порядок распространяют на случай определения у, что 
иллюстрируется фиг. 10. 14, в. Полная схема моделирования дана 
на фиг. 10. 14, г. Путем выбора надлежащих масштабных факторов 
можно разработать схему моделирования, которая позволит не только 
моделировать данные физические уравнения, но допускает возмож-



ность работы каждого усилителя в полном динамическом диапазоне. 
Схема моделирования на фиг. 10. 14, г полезна еще потому, что уси
лители не подвергаются перегрузке или слишком низким напряже
ниям. Символическое обозначение этой схемы дано на фиг. 10. 15.

Наличие масштабных факторов на схеме моделирования исполь
зуется также для интерпретирования значений выходных напряже-

Фиг. 10. 15. Символические обозначения схемы 
фиг. 10. 14, г.

ний отдельных усилителей. Если в тот или иной момент времени 
выходное напряжение усилителя А2 оказалось равным 37,5 в, то 
соответствующее значение физической величины нетрудно опреде
лить, учитывая, что 2,5у = 37,5 в\ отсюда следует, что физическая 

37 5
величина, например скорость, имеет значение у = - 2 5 ' еди
ниц скорости.

10. 4. МАСШТАБ ВРЕМЕНИ

Поведение динамической системы, содержащей элементы накоп
ления энергии, определяется корнями характеристического уравне
ния. Чрезмерно большие значения скорости и ускорения зависят 
от величины комплексных сопряженных корней. Когда собственная 
частота, соответствующая этим корням, очень большая, то необхо
димо ввести масштабный фактор. С другой стороны, если собственная 
частота преобладающих комплексных сопряженных корней сис
темы равна 1 рад/сек (или около этого), то исчезает необходимость 
применять масштабный фактор, так как масштабный фактор для регу
лируемой переменной величины одинаков с масштабными факторами 
ее первой и высших производных. В случаях, когда известна возмож
ность существования больших собственных частот, целесообразно 
задать вопрос о возможности ввести надлежащие изменения масштаба 
времени так, чтобы система вела себя, как если бы ее собственная 
частота равнялась 1 рад/сек. Вернемся опять к уравнению (1. 17), 
которое для удобства повторено ниже

g + 5-^= 100// = /. (10. 26)
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Скорость изменения, обозначенная относится к скорости, 
с которой изменение физической задачи протекает во времени. 
Однако при моделировании этой задачи нет причин, почему время, 
требуемое для реакции регулируемой переменной величины 
на команды и возмущения, не могло быть замедлено или ускорено, 
поскольку будет удовлетворена функциональная зависимость, опре
деляемая уравнением (10. 26). Следовательно, существует возмож
ность выбрать 10 сек машинного времени для осуществления про
цесса, который протекает 1 сек в физических условиях. Это можно 
выразить математически следующим образом:

4’"^' ■ (Ю-27)

где а( представляет необходимое изменение масштаба времени и dr 
означает скорость изменений относительно машинного времени 
в противоположность скорости изменения относительно времени 
физической задачи Если выбрать а, = 10, то скорость измене
ний в моделирующем устройстве должна составлять одну десятую 
скорости, наблюдаемой в физических условиях; следовательно, 
задача вычисляется на основе замедления процесса. Введение равен
ства (10. 27) в уравнение (10. 26) дает

»' S + 5“^ + 10°!' = <= ™
ИЛИ

d2// 5 dy , 100 _ 200
dr2 + a; ’ dr + a2 У - a2 '

Судя по уравнению (10. 28), нетрудно заключить, что выбор 
величины az, равный 10, приводит к тому, что решение моделирую
щего устройства будет характеризоваться собственной частотой 
1 рад/сек. Таким образом, масштабные факторы для регулируемой 
переменной величины и ее первой и второй производных могут быть 
одинаковы. Если обозначить заглавными буквами регулируемую 
переменную величину и сокращенное обозначение для производных 
относительно машинного времени т, чтобы подчеркнуть соответствую
щее изменение масштаба времени, тогда уравнение (10. 28) можно 
переписать в следующем виде:

Y + 0,5У + Y = 2. (10. 29)

Ввиду того, что изменение масштаба времени не влияет на мак
симальное значение У, то масштабный фактор для моделирования 
уравнения (10. 29) следует выбрать соответственно регулируемой 
переменной величине. Как следует из уравнения (10. 22) этот мае- 
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штабный фактор имеет значение 25 в на единицу переменной вели
чины. Перед моделированием уравнения (10. 29) желательно преоб
разовать его в уравнение для вычисления на машине (т. е. выразить 
в в) путем умножения каждого члена на общий масштабный фактор 
25 e/переменпая величина; после чего уравнение (10. 29) будет 
иметь вид

25/ + 0,5 (25/) + 25/ - 50s. (10. 30)

Моделирование этого уравнения с символическим обозначением 
показано на фиг. 10. 16. Из сравнения фиг. 10. 13, г, ,10. 14, г и 10. 16 
следует сделать интересный вывод. Из фиг. 10. 13, г видно, что коэф
фициент усиления цепи у = 100, а коэффициент усиления цепи у

Фиг. 10. 16. Схема моделирования для решения 
уравнения (10. 26). Решение моделирующего устрой
ства в 10 раз медленнее решения физической задачи.

равно 5. Эти результаты совпадают со значениями коэффициентов у 
и у, которые содержатся в уравнении (10. 17). Схема на фиг. 10. 14, г 
позволяет заключить, что применение надлежащих масштабных фак
торов никоим образом не изменяет общего значения коэффициента 
усиления этих цепей. Единственно, что могло произойти, состоит 
в том, что общий коэффициент усиления не создается больше одним 
усилителем, а распределен между соответствующими цепями, чтобы 
полностью использовать диапазон напряжений усилителей. Однако 
положение резко отличается от случая на фиг. 10. 16. Здесь коэффи
циент усиления цепи для регулируемой переменной цепи равен теперь 
1 по сравнению со 100-кратным усилением, примененным в схемах 
на фиг. 10. 13, г и 10. 14, г. Аналогично коэффициент усиления цепи 
для первой производной равен 0,5 по сравнению с прежним значе
нием 5. Отсюда очевидно, что введение масштаба времени изменяет 
усиление цепи. Это ясно вытекает из уравнения (10. 29), которое 
содержит коэффициенты Y и /, равные соответственно 1 и 0,5. Важно 
запомнить, кроме того, что уравнение (10. 29) представляет еще 
физическую задачу, где пропорциональное усиление (или константа 
пружины) было уменьшено в 100 раз. Применение соответствующего 
масштабного фактора в этом уравнении приведет к машинному 
варианту этого уравнения, выраженного в в. Конечно, решения, 
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полученные при помощи электронных вычислительных машин, будут 
решениями уравнения (10. 29). Чтобы эти уравнения были приме
нимы к первоначальной задаче, необходимо только ввести соответ
ствующие изменения по оси времени. Следовательно, в случае, когда 
решение было замедлено на коэффициент 10, записанное машиной 
решение, которое дает Y, равное 25 мм/сек машинного времени, 
в действительности соответствует у — az У = 10-25 мм!сек, физи
ческого времени.

Другой интересный вывод можно сделать из сравнения схем 
на фиг. 10. 14, г и 10. 16, который заключается в том, что изменение 
масштаба времени, содержащееся в схеме фиг. 9. 16, эффективно 
осуществляется путем увеличения постоянных времени обоих инте
граторов в схеме фиг. 10. 14, г на коэффициент а, масштаба времени. 
Таким образом, можно изложить следующее правило: для изменения 
масштаба времени данного моделирования необходимо только изме
нить все постоянные времени интеграторов на одинаковый коэффи
циент. Если коэффициент az выбрать больше единицы, то машинное 
решение будет медленнее физического времени. Наоборот, если az 
выбран меньше единицы, то моделирующее устройство потребует 
меньше времени для получения решения, чем это требуется физиче
ской задачей.

Хотя один из наиболее важных факторов применения масштаба 
времени состоит в необходимости избежать высоких коэффициентов 
усиления, однако существуют еще другие причины. Одна из них 
касается ограниченной ширины полосы самопишущего осциллографа 
типа гальванометра, который часто используется для измерения 
значений переменных задачи. Большинство этих приборов имеет 
ширину полосы частот 100 гц, лишь некоторые из них обладают 
шириной полосы частот 300 гц, В случае, когда возникает необхо
димость измерять частоты выше 300 гц, становится необходимостью 
применить масштаб времени для сохранения точности. Самопишу
щие приборы с собственным приводом и применение сервоусилителей 
при моделировании создают аналогичные ограничения. Другой фак
тор, который влияет на необходимость применения масштаба вре
мени, связан с пределом максимально допустимой скорости записи. 
Если решение задачи происходит при скорости, значительно превы
шающей максимальную скорость записи, то масштаб времени будет 
так уменьшен, что станет невозможно отсчитывать показания осцил
лографа при любой приемлемой точности.

10. 5. ПОРЯДОК МОДЕЛИРОВАНИЯ. МЕТОД ПЕРЕДАТОЧНОЙ ФУНКЦИИ

Часто математическое описание физической задачи дается в виде 
передаточных функций звеньев системы, а не в виде группы диффе
ренциальных уравнений. Это часто наблюдается в области проекти
рования систем управления. Иногда зависимость между выходной 
и входной величинами не может быть выражена соответствующим 
дифференциальным уравнением, Вместо этого на основании изме« 
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репных частотных характеристик и фазочастотных кривых необхо
димо написать эквивалентную передаточную функцию. Хотя спра
ведливо, что соответствующее дифференциальное уравнение можно 
написать, зная передаточную функцию, обычно этого можно избе
жать, так как схему моделирования можно составить непосредственно 
по передаточной функции. Для иллюстрации этого метода предполо
жим, что передаточная функция разомкнутой цепи системы управ
ления с обратной связью определяется выражением

Фиг. 10. 17. Моделирующая схема замкнутой системы, начиная с пере- 
> даточной функции разомкнутой цепи:
а— моделирование передаточной функции разомкнутой цепи по уравнению (10. 31); 

б — моделирование замкнутой системы.

и что желательно исследовать 1 при помощи моделирующего устрой
ства влияние, оказываемое на динамическую характеристику изме
нений коэффициента усиления К и постоянной времени тР Ввиду 
того, что передаточная функция дана в разложенной на множители 
форме, моделирование легко осуществляется в результате приме
нения схем, рассмотренных в разделе 10. 1 для выполнения опера
ций решения уравнения (10. 31). Заметим, что необходимо применить 
конструктивные блоки схемы, которые могут выполнять чистое инте
грирование и два простых запаздывания во времени. Схема модели
рования уравнения (10. 31) дана на фиг. 10. 17, а. Усилитель А1 
создает требуемую постоянную времени, равную 1 сек,. Контур, 
связанный с усилителем А2, позволяет изменять постоянную времени.

1 Следует опять подчеркнуть, что электронное вычислительное устройство 
непрерывного действия в действительности не является необходимым для этой цели, 
потому что доступны равноценные аналитические методы решения задач. Однако, 
если система обладает нелинейностью, например, мертвым хо^ом в цепи обратной 
связи, то моделирующее устройство будет давать преимущество.
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Подразумевается, что контур снабжен устройством, позволяю
щим изменять постоянную времени в диапазоне от 0 до 1 сек. 
Если необходимо применить большие значения т1э то сопротивление 
обратной связи должно быть увеличено. Контур, связанный с усили
телем АЗ, осуществляет интегрирование и обладает свойством пере
менного усиления, необходимого для этой цели.

Ввиду того, что назначение этого исследования на модели заклю
чается в получении информации о поведении динамической замкнутой 
системы, необходимо предусмотреть в схеме фиг. 10. 17, а обратную 
связь. Окончательная схема показана на фиг. 10. 17, б.

Следует заметить, что выходной сигнал усилителя АЗ, который 
равен — С, суммируется с сигналом команды в усилителе А4, чтобы 
создать отрицательный сигнал рассогласования. Но ввиду того, что 
выходное напряжение усилителя А1 обозначено +Е, в схему необхо
димо ввести дополнительный усилитель для реверсирования сигнала; 
он обозначен на фиг. 10. 17, б, как усилитель А5.

После разработки схемы моделирования передаточной функции 
описанным выше способом важно еще понять, что все начальные 
условия предполагались равными нулю и что значения масштабных 
факторов для регулируемой переменной величины и ее производных 
по предположению одинаковы. Конечно, этот порядок составления 
схемы моделирования может привести к перегрузке усилителей в зави
симости от собственной частоты, связанной с преобладающими комп
лексными корнями характеристического уравнения. Если это имеет 
место,, то нетрудно применить одно средство, а именно изменить все 
постоянные времени в соответствующем масштабе времени.Начальные 
условия здесь не имеют значения, когда исследования касаются 
главным образом изучения динамики системы.

Моделирование передаточной функции, когда ее выражение раз
ложено на множители, нетрудно осуществить, так как обычно тре
буется каскадное соединение нормальных конструктивных блоков. 
Вышеописанный порядок необходимо изменить, однако, если пере
даточная функция дана без разложения на множители. Чтобы иллю
стрировать это, рассмотрим моделирование передаточной функции 
следующего вида:

ео   As2 + Bs + С zin
“ s3 + Ds2 + Es + F ' U ]

При наличии передаточной функции этого вида нельзя решить 
уравнения относительно прдизводной высшего порядка и затем состав
лять схему моделирования обычным способом.

Чтобы подчеркнуть, почему этот порядок необходимо избегать, 
решим уравнение (10. 32) относительно высшей производной, после 
чего получим

s3e0 = As2et + Bset + CeL — Ds2Jo — EseQ — Fe0. (10. 33)

Форма последнего выражения объясняет, почему не следует при
менять этот способ: здесь требуется дважды дифференцировать вход- 
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ную величину. Необходимость этого дифференцирования можно 
устранить, разделив обе части уравнения (10. 33) на s2. Следова
тельно,

Фиг. 10. 18. Моделирующая схема для передаточной функции следую
щего вида:

е0 _ Лз2-Ь Bs +С 
eL — s3 + Ds2 -ф ВЛ + В ’

Перегруппировка членов этого выражения позволяет устранить 
перегрузку усилителей, которая иначе наблюдается у усилителей, 
генерирующих первый и второй интегралы входного сигнала. Окон
чательная схема моделирования уравнения (10. 34) дана на фиг. 10.18.

10. 6. УМНОЖЕНИЕ И ДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ ВЕЛИЧИН

Электронные вычислительные устройства непрерывного действия 
создают значительное преимущество при решении нелинейных задач, 
а также и линейных задач с коэффициентами, изменяющимися во 
времени. Этой способностью обладает фактически электронное обо
рудование, которое может производить умножение и деление перемен
ных величин с большой точностью. Электронные вычислительные 
машины непрерывного действия обладают этой способностью, потому 
что они содержат звенья, которые могут моделировать нелинейности 
различного вида. Последний вопрос будет рассматриваться в следую
щем разделе. Настоящий раздел посвящен краткому рассмотрению 
операций умножения и деления переменных величин.

Для образования произведения двух переменных наиболее часто 
используется сервоумножитель; схема его показана на фиг. 10. 19. 
Обычно он снабжен шестью потенциометрами. Пять из них, например, 
А — Е используются для умножения; шестой — служит как потен
циометр обратной связи. Чтобы понять работу этого контура, рас
смотрим две переменные величины А и X, которые поданы в серво
умножитель, как показано на фиг. 10. 19. Сигнал обратной связи 
создается соответственно заданному значению X и в сервоумножи
теле (SX) суммируются X и Vfi где последняя величина означает 
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напряжение, снятое с потенциометра обратной связи F. Выходной 
сигнал сервоумножителя может быть выражен следующим образом:

(X — У,) р = т. (10. 35)

Здесь |i представляет коэффициент усиления сервоумножителя, 
причем отрицательный знак означает отрицательную обратную 
связь. Так как коэффициент усиления |х очень большой, отсюда 
следует, что

X - vz. (10. 36)

1

Фиг. 10. 19. Общая схема серво-умножителя:
1 — серводвигатель.

Значение Vf для линейного потенциометра обратной связи можно, 
кроме того, выразить в следующем виде:

vz=iooA (10.37)

где 0 соответствует перемещению ползунка потенциометра, на кото
ром появляется напряжение обратной связи;

0Г — суммарное перемещение от центрального ответвления потен
циометра до другого конца. Сравнительное напряжение, приложен
ное к потенциометру обратной связи, равняется —100 в на одном 
конце и +100 в на другом конце. Перегруппировка членов урав
нения (10. 37) и введение уравнения (10. 36) приводят к

0 = Vf = Х_
07 100 100* (10. 38)

Далее, при данном перемещении 0 потенциометра обратной связи 
потенциометры для умножения подвергаются одинаковому переме
щению, так как они приводятся в движение от общего вала серводви- 
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гателя. Следовательно, напряжение на ползунке первого множи
тельного потенциометра будет

еОд = 4; А. (10.39)

Подстановка выражения (10. 38) в последнее уравнение дает 
искомый результат

= (10-4°)

Форма последнего выражения показывает, что любые трудности, 
связанные с перегрузкой усилителей, устранены. Следовательно, если 
переменные величины А и X поданы в сервоусилитель в надлежащем 
масштабе, т. е. Лп1ах = 100 в и Хтах = 100 в, то совершенно ясно, 
что выходное напряжение не будет превышать 100 в, если даже обе 
переменные могут иметь максимальное значение в одно и то же время. 
Уравнение для выходного напряжения всех остальных множитель
ных потенциометров, конечно, имеет одинаковый вид с выраже
нием (10. 40), с одним изменением, что переменная величина А заме
няется соответственно на другие величины В, С, D или £, присущие 
тем или иным потенциометрам. Тогда очевидно, что благодаря моде
лирующей схеме на фиг. 10. 19, возможно получить сигналы напря
жения, которые будут представлять произведения одной перемен
ной величины X на любую другую из пяти переменных, т. е. Л, В, 
С, О, В.

Необходимо сделать несколько замечаний о двух дополни
тельных звеньях в схеме на фиг. 10. 19. В первую очередь коснемся 
применения операционного усилителя, расположенного между кон
цами первого множительного потенциометра А. Он включен с целью 
создать возможность умножения в четырех квадрантах. Следова
тельно, выражение (10. 40) правильно описывает выходную вели
чину, независимо от сочетания знаков у величины А и X. Другое 
замечание относится к сопротивлению Rc, включенному между зазем
ляющим зажимом и ползунком потенциометра обратной связи. Это 
сделано с целью сохранить равенство распределения потенциалов 
между потенциометрами обратной связи и множительными потенцио
метрами при условии, когда ползунок последнего питается на сле
дующей ступени через входное сопротивление R, как изображено 
на фиг. 10. 19. Погрешность вычисления может быть устранена, 
если выбрать Rc = R.

С'рвомножительное устройство широко применяется благодаря 
своей простоте, относительной экономичности и способности осуще
ствлять операцию умножения с хорошей точностью величин с любыми 
знаками. Однако в некоторых случаях оно создает серьезный недо
статок, в основном из-за электромеханического устройства, которому 
присуща значительная инерция; оно имеет ограниченную частотную 
характеристику, которая колеблется от 5 до 50 гц. Следовательно, 
когда для машинного решения физической задачи требуется приме
нение умножителя и когда известно, что имеет место колебательный
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режим с частотами выше 50 гц, тогда, безусловно, нельзя применять 
подобный сервоумножитель. Однако его можно применить, если 
изменить масштаб времени машинного решения. В действительности 
это может служить хорошим подтверждением возможности введения 
масштаба времени при моделировании физической задачи. В тех слу
чаях, когда по каким-либо другим соображениям не допускается 
изменение масштаба времени, необходимо использовать полностью 
электронную схему для получения произведения переменных вели
чин. Один метод состоит в применении время — импульсного умно
жителя. Второй метод основан на применении квадратичного преоб-

R

Фиг. 10. 20. Схема контура для деления двух переменных:
1 — серводвигатель.

разования. Оба метода позволяют производить быстро и точно умно
жение переменных величин. Информацию об этих методах можно 
найти в специальной литературе.

Деление двух переменных может быть осуществлено при помощи 
сервоумножителя и суммирующего усилителя, соединенных по схеме, 
показанной на фиг. 10. 20. Способность осуществлять операции деле
ния можно показать на следующем примере.

Согласно закону Кирхгофа можно написать следующее соотно
шение о токах в точке соединения сетки операционного усилителя:

2- = ^> = 0, (10.41)

где а определяет положение ползунка потенциометра, соответствую
щее частному значению переменной величины X. Решение относи
тельно во дает

е0=-4- (10.42)
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Но так как величина а определяется из равенства а = А7100, 
то последнее выражение можно написать следующим образом:

ео=--^(100). (10.43)

Следовательно, переменная величина Y разделена на переменную 
величину X, как это обусловлено соотношением (10. 43). Из проверки 
этого результата становится очевидно, что в случае, когда выходная 
величина не превышает 100 в, тогда необходимо, чтобы в любое 
время X = Y. Это ограничение является, конечно, дополнительным 
к тому условию, которое ограничивает ширину полосы частот.

10. 7. МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБЩИХ НЕЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИЙ

Действительные системы всегда содержат нелинейности в большей 
или меньшей степени. Очень часто эти нелинейности происходят 
от недостатков звеньев, из которых составлена система. Наиболее 
распространенные нелинейности этого рода связаны с ограничением 
работы системы (или ее насыщение), с мертвой зоной, зазорами 
и кулоновым трением. Попытаемся определить различные способы 
моделирования этих нелинейностей при помощи электронных вычи
слительных машин непрерывного действия.

Фиг. 10. 22. Контур для моделиро
вания ограничений.

Фиг. 10. 21. Иллюстрация нели
нейного типа ограничений.

Ограничение работы системы. Характер этой нелинейности пока
зан на фиг. 10. 21. Она может проявляться в различном виде, напри
мер, в виде насыщения электронных и магнитных усилителей, дости
жение пределов скорости и ускорения выходных серводвигателей 
или удары упора контрольной поверхности. На фиг. 10. 22 показана 
схема, иллюстрирующая принцип применения электронного модели
рующего устройства для генерирования подобной характеристики. 
Когда входной сигнал увеличивается от нуля в положительном 
направлении, тогда выходное напряжение возрастает прямо про
порционально до тех пор, пока оно не достигнет значения VВ1. 
Напряжение VВ1 представляет положительный потенциал, при кото
ром катод диода D1 задерживает. Когда стремится увеличиваться

1 Зоной нечувствительности.
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выше этого значения, диод Dr проводит, благодаря чему задер
живающий потенциал на выходе приводит к VB1. Конечно, благо
даря конечному сопротивлению потенциометра и сопротивлению 
диода срезание напряжения не будет резким. Практически вариант 
этого ограничительного контура, примененного в электронной вычи
слительной машине «REAC», изображен на фиг. 10. 23. Изучение 
этой схемы позволяет обнаружить, что потенциал в точке 1 до про- 

Г °’25 1 etводимости любого диода равняется er = [ е'1 Т'
Следовательно, до возникновения проводимости диодов входной 
и выходной величиной будет соотношение один к одному. После 
возникновения проводимости появляется напряжение Ув/400, как

контура, изображенного на предыду
щей фигуре.

о */00

—

о 
-100

Фиг. 10. 24. Создание характери
стики с ограничением путем приме
нения выходного ограничительного 

параллельного сопротивления.

входной сигнал, который, в свою очередь, умножается на 4 при 
помощи операционного усилителя. Если выходное напряжение опе
рационного усилителя не будет превышать максимума ±100 в, 
то нетрудно убедиться, что максимальное положение потенциометра 
должно соответствовать максимальному напряжению на его пол
зунке ±25 в. Когда ограничение осуществлено этим способом, то оно 
называется входным шунтирующим ограничением.

Выходное шунтирующее ограничение может быть также приме
нено для создания характеристики с ограничением, что иллюстри
руется фиг. 10. 24. Выходное напряжение усилителя подается 
к одному концу потенциометра, другой конец которого питается 
исходным напряжением 100 в. Если выходное напряжение усилителя 
положительно, то верхний диод не может проводить. Однако, когда 
выходное напряжение становится отрицательным, соответственно 
положительному входному сигналу eh с увеличением значения этого 
сигнала будет достигнута точка, когда диод станет проводящим. 
Точное значение выходного напряжения усилителя, когда диод 
становится проводящим, зависит от положения ползунка потенцио
метра. Зависимость между этим положением а ползунка потенцио- 
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метра, исходным напряжением 100 в и напряжением насыщения VB
(или ограничения) будет

Кв
100

Когда eL превышает VB по абсолютному значению, выходное 
напряжение усилителя сохраняет значение напряжения смещения VB,
так что оно не изменяется в даль
нейшем при увеличении входного 
напряжения. Выходное шунтирую
щее ограничение имеет преимуще
ство по сравнению с входным шун
тирующим ограничением благодаря 
более острому срезу.

Зона нечувствительности (мерт
вая зона). Этот термин применен 
для обозначения нелинейных функ
ций вида, показанного на фиг. 
математически выражены следующим

Фиг. 10. 25. Возникновение зоны
нечувствительности.

10. 25. Они могут быть 
образом:

е0 = 0 при — VB<ez<I/B; e0 = ez — VD при ez>VB;
ео = ei + VB при ez < — Гв.

Подобные нелинейные функции встречаются в механических 
и электромеханических преобразователях, например в манометри

Фиг. 10. 26. Практический контур для образования зоны 
нечувствительности.

ческих приборах, гироскопах, акселерометрах и др. Генерирование 
функций такого вида связано с нечувствительностью системы 
к входному сигналу. Для воспроизведения этой характеристики 
используется практическая схема, показанная на фиг. 10. 26.

Зазор (мертвый ход). Здесь мы имеем дело с разновидностью 
гистеризиса, который часто связывают с механическими системами 
и, в частности, с соединительными механизмами, например, редук
торами, зубчатыми передачами, зубчатыми рейками и др. Для иллю
страции характера зависимости между выходной и входной величи
нами, рассмотрим схему на фиг. 10. 27, а, где показан стержень А,
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использованный для передачи движения телу В (как в случае редук
тора). Когда этот стержень центрирован, то с обеих сторон имеется 
одинаковый зазор, равный Ь. При смещении стержня в одну сторону 
тело В не будет перемещаться до тех пор, пока он не будет перемещен 
на величину Ь. После достижения этого момента между перемеще
ниями стержня и тела будет соотношение один к одному. После сум-

Фиг. 10. 27. Возникновение мертвого хода (зазора).

марного положительного перемещения, равного d, направление 
движения стержня реверсируется; тогда тело не будет перемещаться 
до тех пор, пока стержень не пройдет расстояние, равное 2Ь. В этот 
момент движение тела вновь возобновляется. Совершенно очевидно,

Фиг. 10. 28. Моделирующая схема мертвого хода (зазора) 
замкнутого типа.

что если стержень циклически перемещается между пределами ±d, 
то кривая перемещения выхода и входа будет иметь вид, показан
ный на фиг. 10. 27, б.

Входные и выходные перемещения в электронной вычислитель
ной машине непрерывного действия обычно выражаются напряже
ниями. На фиг. 10. 28 показана практическая схема моделирования 
мертвого хода. Каждый диод настроен на величину, равную половине 
суммарного мертвого хода.

Кулоново трение. Термин «кулоново трение» применяется для 
обозначения сил трения, которые существуют между двумя телами 
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при перемещении относительно друг друга. Значение сил трения 
равно произведению коэффициента трения на нормальную силу. 
Оно не зависит от скорости и всегда направлено против движения. 
Графическое изображение этой зависимости дано на фиг. 10. 29.
Кулоново трение часто свойственно 
выходным серводвигателям, как-то: 
гидравлическим двигателем электро
двигателям, а также преобразова
телям, например, потенциометрам. 
На фиг. 10. 30 показана схема моде
лирования такой характеристики. 
Когда скорость регулируемой пере- 

- менной величины dxldt является 
слабоположительной, то выходное 
напряжение усилителя с большим 
обратной связи) становится сильно отрицательным, 
диод D2 почти мгновенно становится проводящим,

куло-Фиг. 10. 29. Характеристика 
нова трения.

0

(без 
чего

коэффициентом усиления 
вследствие 
благодаря чему

Фиг. 10. 30. Схема моделирования кулонова трения.

сила кулонова трения будет приложена ко второму усилителю. 
Когда dx/dt становится слабо отрицательным, диод D1 станет тотчас 
же проводить и тем самым изменится знак выходной величины. 
В табл. 10. 2 приведены другие нелинейные схемы специального 
назначения.

10. 8. ПРИМЕРЫ И ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

С целью иллюстрации порядка моделирования нелинейных диф
ференциальных уравнений, для чего требуется сервоумножитель 
и неравные масштабные факторы, рассмотрим физическую систему, 
описываемую уравнением

У + ЬУУ + ЮО г/ = f = 200 и (/). (10. 44)

Это уравнение — нелинейное и поэтому желательно изучить 
его решение при помощи электронной вычислительной машины непре
рывного действия. Как и обычно, до начала составления моделирую
щей схемы необходимо определить максимальные значения у, у, у,
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Здесь достаточно использовать одинаковые максимальные значения, 
примененные для линейного варианта этого уравнения. Соответ
ствующие масштабные факторы определяются выражениями (10. 22), 
(10. 23, а) и (10. 23, б).

На первой стадии моделирования необходимо уравнение (10. 44) 
умножить на х/4 и затем решить его относительно наивысшей произво
дной, а именно

50----- (2,5//) у— 2Ьу (вольты). (10.45)

Тотчас же возникает вопрос, касающийся способа получения произ
ведения уу. Так как сервоумножитель необходимо применить для

Фиг. 10. 31. Схема моделирования нелинейного уравне
ния у + Бу у + ЮОу = 200,

получения этого произведения и так как входные напряжения для 
этого умножителя должны быть получены в результате умножения 
физических величин у и у на масштабные факторы, то отсюда следует, 
что выходное напряжение умножителя при этих обстоятельствах 
должно обязательно равняться

= 0,625//у (в вольтах). (10.46)

Сравнение с соответствующим членом уравнения (10. 45) показы
вает, что для корректности моделирования выходной сигнал серво
умножителя должен быть умножен на коэффициент 2 до суммиро
вания с другими членами-в правой части уравнения (10. 45), чтобы 
создать правильное масштабное ускорение. Остальная часть порядка 
моделирования одинакова с линейным случаем. Окончательная моде
лирующая схема дана на фиг. 10. 31. Важно подчеркнуть, что эта 
моделирующая схема не является более сложной, чем схема модели
рования линейного дифференциального уравнения. Однако модели
рование нелинейных систем позволяет инженеру изучить влияния, 
оказываемые на регулируемую переменную величину и ее производ- 
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ные при применении различных видов возмущающих функций, вклю
чая даже помехи. Положительным фактором является также очень 
малая затрата времени, необходимая для получения требуемых 
результатов. Решение получается простым, прямым и полным.

Основное назначение настоящей главы — дать введение в изу
чение электронных моделирующих устройств. Поэтому описание 
касалось методов вычисления, наиболее широко применяемых 
в анализе линейных и нелинейных систем. Кроме того, тщательная 
обработка масштабных факторов и масштаба времени была иллю
стрирована на ряде примеров, потому что удовлетворительные рас
четные результаты было бы трудно получить, не понимая значения 
масштабных факторов и масштаба времени. Конечно, желательно 
было бы более подробно осветить этот вопрос. Поэтому читателю 
рекомендуется обратиться за дополнительной информацией к спе
циальной литературе. Однако следует напомнить, что даже при огра
ниченном обосновании вопроса, изложенного в настоящей главе, 
конструктор систем управления может определить широкие возмож
ности, создаваемые электронными моделирующими устройствами, 
как исследовательским инструментом для анализа и расчета систем 
управления. Когда встречаются сложные расчеты систем управления, 
то инженер может начинать с простого анализа на бумаге для выбора 
основного направления, затем использовать электронную вычисли
тельную машину для более точного расчета, а затем вернуться к ана
лизу для получения полной картины на основании вычисленных 
результатов и, в конце концов, изменить вычисленные результаты 
соответственно с последними данными аналитического исследо
вания.

Несомненно, наилучший путь оценить пределы подобного, при
ближения состоит в проверке решения поставленной задачи.

ЗАДАЧИ

10. 1. Вывести уравнение (10. 4).
10. 2. Построить кривые калибровки потенциометра по уравне

нию (10. 4) в зависимости от уравнения (10. 3) при следующих отно- 
р

шениях сопротивлений ~~ = 0,3; 0,15 и 0,03.
*<L

10. 3. При заданных формах волны входной функции и при схеме, 
показанной на фиг. 10. 32, построить кривые выходных функций.

10. 4. Вывести выражение в процентах ошибки, обусловленной 
сопротивлением утечки конденсатора при единичной входной функ
ции. Выразить результат через машинное время вычисления /, 
ошибку е и постоянную времени, представляющую сопротивление 
утечки Tt = RLC. Предположим, что eg = 0 (см. также фиг. 10. 33); 
При значении Rt — 1014 ом вычислить допустимое машинное время 
вычисления с ошибкой, обусловленной этим источником в пределах 
0,1% или меньше. Емкость конденсатора С = 1 мкф.
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10. 5. Вывести передаточную функцию для вычислительного 
контура, показанного на фиг. 10. 34 в предположении, что коэффи
циент усиления бесконечно большой, т. е. eg = 0.

Фиг. 10. 32.

10. 6. Определить передаточную функцию, ’которую можно моде
лировать при помощи схемы на фиг. 10. 35. Подчеркнуть основную 
разницу вычисляемых функций схемами на фиг. 10. 34 и 10. 35.

10. 7. Составить моделирующую схему для решения уравне
ния (10. 17) с ограничением, что только три операционных усилителя 
могут быть применены. Предположение состоит в том, что ускорение 
не должно быть записано. Применить соответствующие масштабные 
факторы.

10. 8. Составить моделирующую схему для решения уравнения

4х + х + 4х = /.

10. 9. Составить моделирующую схему для решения уравнения

у + 29// + 520// + 2000// = /.
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10. 10. Повторить решение задачи 10. 9, введя масштаб времени, 
который допускает, что масштабные факторы для всех переменных 
величин будут одинаковы.

10. 11. Дифференциальное уравнение __ >
сервомеханизма имеет вид

Моделировать это уравнение после изме- фиг. 10> 35.
нения масштаба времени . Решение дол
жно быть таким, чтобы значение относительного коэффициента 
демпфирования, изменяемого одним потенциометром, могло нахо
диться между 0,000 и 1,000.



ГЛАВА 11

САМОНАСТРАИВАЮЩИЕСЯ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ
Самонастраивающиеся системы управления проектируются 

с таким расчетом, чтобы они были в состоянии сохранять требуемые 
характеристики при изменении окружающих условий. Следует 
напомнить, что расчет корректирующих устройств и коэффициента 
усиления линейных систем почти всегда связан с предположением, что 
передаточная функция объекта регулирования неизменна. В ряде 
случаев параметры объекта регулирования подвергаются некоторым, 
достаточно малым изменениям, поэтому предположение об их постоян
стве практически справедливо. Однако в тех случаях, когда пара
метры объекта регулирования изменяются в широких пределах, 
постоянный коэффициент усиления разомкнутой цепи или неизмен
ный корректирующий контур могут легко привести к серьезному 
ухудшению характеристик и даже к неустойчивости системы. Полеты 
самолетов на сверхзвуковых и гиперзвуковых скоростях относятся 
к подобным случаям. Ввиду того, что самолет летает в различных 
внешних условиях: плотная атмосфера на низкой высоте и разре
женная — на большой высоте, аэродинамические параметры изме
няются в широких пределах. При этих условиях невозможно дости
гнуть удовлетворительного управления при наличии постоянного 
коэффициента усиления и неизменных постоянных времени коррек
тирующих устройств. Коэффициенты усиления элементов системы 
управления необходимо изменять в соответствии с изменениями окру
жающих условий.

На основании изменений параметров можно регулировать коэф
фициенты усиления по заранее заданному закону с целью получения 
одинакового режима системы. Этот метод, однако, не практичен 
по ряду причин. Во-первых, этот метод требует более точных дан
ных об объекте регулирования и воздействиях на него окружающих 
условий (т. е. характеристики самолета на любых режимах ьсего 
полета). Во-вторых, необходимо измерять параметры воздуха для 
всех условий полета. К сожалению, это не всегда легко выполнить. 
В действительности, при полетах на больших высотах, при больших 
числах М и больших углах атаки почти невозможно измерять парамет
ры воздушного потока на борту самолета. В-третьих, выбор требуемого 
режима регулирования коэффициента усиления представляет дли- 
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тельный процесс и часто необходимо его подтвердить летными испы
таниями. Наконец, любые изменения в конструкциях самолета часто 
требуют дополнительных испытаний и настройки. Главным образом 
эти основные причины привели к необходимости разработать самона
страивающиеся системы управления. Большое преимущество само
настраивающихся систем состоит в том, что отпадает необходимость 
в точной информации об объекте регулирования; подобная система 
настраивает регулируемые параметры на основе измеренной разницы 
между действительной и заданной выходной величиной вместо опре
деления вспомогательных величин, например, параметров воздуха, 
которые трудно поддаются измерению.

Регулирование технологических процессов представляет другую 
область применения самонастраивающихся систем. Например, 
в литературе сообщалось о случае использования самонастраиваю
щихся систем в химической промышленности, где системы управления 
функционировали по заданной программе, изменяя предельные усло
вия и настраивая коэффициенты. Различные системы управления 
реагировали на колебания нагрузки, обусловленные понижением 
давления и температуры.

Благодаря самонастраивающимся системам управления допу
скались большие отклонения рабочего режима от заданных условий 
и в то же время можно было избежать неустойчивого состояния.

С развитием самонастраивающихся систем все большее призна
ние приобретает принцип обратной связи, но более сложной формы. 
Несомненно, что любую систему с обратной связью, рассчитанную 
на создание выходной величины и которая следует за командой 
на входе с минимальной установившейся ошибкой, можно рассмат
ривать, как самонастраивающуюся. Отрицательная обратная связь 
позволяет выполнить это условие работы. Подобное согласование 
между входной и выходной величинами правильнее назвать способ
ностью статической настройки. Этот термин позволит в дальнейшем 
провести грань между статической и динамической настройкой. 
Система с обратной связью, которая сохраняет в основном одинако
вую динамическую реакцию при переменном влиянии изменяющихся 
параметров системы, обладает способностью динамической настройки 
и называется самонастраивающейся системой управления. Другими 
словами, ту или иную систему управления с обратной связью можно 
назвать самонастраивающейся в зависимости от того, обладает ли 
она способностью динамической настройки.

Другое различие, о чем следует упомянуть, существует между 
настраиваемыми и самонастраивающимися системами. Система управ
ления с обратной связью, которая изменяет свои параметры в соот
ветствии с заранее заданной программой, дает возможность системе 
настраиваться в зависимости от окружающих условий, однако 
не независимым образом. Здесь заранее предполагается, что общие 
характеристики объекта регулирования хорошо известны, а также 
известны зависимости этих характеристик от изменений окружающих 
условий. С другой стороны, самонастраивающаяся система управления
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не требует такого рода информации, так как она включает в себя 
устройства для определения характеристик объекта регулирования, 
наряду со средствами для оценки необходимости регулирования 
параметров системы управления при наличии изменяющихся пара
метров объекта регулирования.

В настоящей главе дается описание некоторых принципов, 
на которых основаны наиболее распространенные самонастраиваю
щиеся системы управления. По-видимому, еще рано классифициро
вать эти системы, тем более, что они принципиально не отличаются 
от систем управления с обратной связью, кроме способности динами
чески настраиваться.

И. 1. САМОНАСТРАИВАЮЩИЕСЯ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ЭТАЛОНА-МОДЕЛИ

Блок-схема самонастраивающейся системы с эталоном-моделью 
показана на фиг. 11.1. Обычная часть системы управления выделена 
пунктиром. Другие части схемы представляют дополнительные эле
менты, необходимые для создания свойств самонастраивающейся 
системы. На схеме видно, что входной сигнал подается одновременно

Основная система управления

Фиг. 11. 1. Самонастраивающаяся система с моделирующим устройством.

на вход модели и основного контура управления. Выход системы 
затем сравнивается с выходом модели. Если между этими сигналами 
существует разница, то генерируется сигнал ошибки, который затем 
используется по заранее заданной программе для оптимальных 
изменений "параметров системы управления. Последние, в свою 
очередь, служат для регулирования входной величины объекта регу
лирования таким образом, чтобы выход системы соответствовал 
выходу модели. Изучение блок-схемы ясно показывает, что изменение 
параметров объекта регулирования воздействует на уровень сигнала 
ошибки, так как параметры модели остаются неизменными. Этот
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сигнал ошибки используется для регулирования параметров системы 
управления, с целью получения требуемых характеристик системы. 
Таким образом, система становится самонастраивающейся.

Данные о желательных динамических свойствах системы заклю
чены в модели в аналоговой форме. Модель снабжает систему опти
мальными критериями, которые используются как сравнительная 
величина или эталон для самонастраивающегося контура управле
ния. Конечно, моделирующее устройство должно соответствовать 
реальным характеристикам систем управления, или, другими сло
вами, его параметры должны быть такими, при которых возможна 
практическая осуществимость системы. Когда система управления 
должна работать при разных частных условиях, тогда моделирую
щее устройство можно легко настроить на работу соответственно этим 
условиям. Для управления самолетом нередко используются модели
рующие устройства, которые представляют собой простую систему 
второго порядка с собственной частотой 0,5 гц и относительным 
коэффициентом демпфирования 0,7.

При проектировании систем управления с обратной связью над
лежит правильно выбирать характерный критический параметр 
и это, безусловно, распространяется на самонастраивающиеся 
системы управления. Схема, показанная на фиг. 11. 1, была разра
ботана приборной лабораторией Массачузетского технологического 
института и успешно применена на военном самолете. В этом случае 
характерные критерии представляли заранее заданные оптимальные 
значения ошибок, которые должны быть сведены к минимуму или 
равны нулю.

Сигналы ошибок сравниваются и это сравнение начиналось 
с подачи нормального входного сигнала. Сравнение заканчивается 
в момент времени, который определяется уровнем выходной вели
чины моделирующего устройства, в зависимости от входного сигнала. 
Таким образом, период сравнения может быть связан с такими важ
ными величинами, как время нарастания и время регулирования 
моделирующего устройства.

Для управления динамической реакцией используются три пара
метра. Первый параметр, как известно, влияет на момент, прило
женный к самолету в соответствии с входной командой и таким обра
зом эффективно изменяет начальную часть реакции'(т. е. время 
нарастания)-. По этой причине критерий ошибки, выбранный для 
измерения этого параметра управления, состоит в том, чтобы интег
рал сигналов ошибок, накопленных за время нарастания характери
стики моделирующего устройства, был минимальным. Второй пара
метр оказывает наибольшее влияние на устойчивость системы. Кри
терий ошибки, используемый для регулирования этого параметра, 
состоит в том, чтобы интеграл ошибок, измеренных за период вре
мени регулирования модели, был равен нулю. Здесь применяется 
подавление сигнала (нулевая величина), а не*  миниманизация (све
дение к минимуму) с целью уменьшить время регулирования. Тре
тий параметр регулируется в соответствии с критерием ошибок, 
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когда интеграл абсолютных значений ошибок должен быть мини
мальным. Этот критерий минимума абсолютной величины необходим 
потому, что в случае, когда два первых критерия ошибок будут 
соблюдены, могут возникнуть колебания из-за слабого демпфирова
ния. Основное назначение первых двух критериев ошибок заклю
чается в уменьшении времени регулирования.

Следует отметить некоторые преимущества системы нафиг. 11. 1, 
кроме самонастраиваемости. Во-первых, контур самонастройки рабо
тает независимо от основной цепи управления. Следовательно, если 
контур самонастройки вышел из строя, то система может еще рабо
тать. Система имеет такую конструкцию, что сигнал ошибки тотчас 
же непрерывно генерируется. Здесь нет необходимости вводить

Заданная

Фиг. 11. 2. Самонсатраивающаяся система с вычислителем 
характеристики.

запаздывания в вычислительное устройство (как в случае самонастраи
вающихся систем, управляемых вычислительным устройством) или 
поисковые сигналы. Кроме того, следует заметить, что самонастраи
вающийся контур может быть легко добавлен к существующим 
системам без кардинального изменения основной цепи управления. 
Далее, возможно использовать несколько моделирующих устройств 
при наличии многих цепей управления, как в случае управления 
самолетом. Так, например, модель внутреннего контура 1 может быть 
использована, чтобы создать требуемое демпфирование, в то время как 
модель внешнего контура может быть использована для обеспечения 
необходимой реакции на входную команду. Ввиду того, что помехи, 
содержащиеся во входном сигнале, одинаково влияют в основном на 
реакцию моделирующего устройства и самой системы, это мало 
отражается или даже совсем не отражается на процессе оптимиза
ции самонастраивающейся системы управления.

На фиг. 11.2 показан другой принцип действия, который может 
быть использован для создания самонастраивающихся свойств 

1 Внутренний контур управления замыкается через угловую скорость и служит 
для демпфирования колебаний самолета. Внешний контур замыкается через угловые 
координаты. (Прим, ред.)
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у основной системы управления фиг. 11.1. Сравнения показывают, 
что модель заменена вычислителем характеристик. В данном случае 
назначением вычислительного устройства является определение 
изменений характеристической функции элементов системы, опре
деление новых свойств характеристической функции, приобретенных 
в изменившихся условиях и использование этой информации для 
изменения управляющих параметров так, чтобы характеристика 
системы на выходе соответствовала желаемым параметрам харак
теристической функции.

Параметры характеристической функции управляемой системы 
могут измеряться или непрерывно или в дискретные интервалы вре
мени. Очевидно, что использование аналоговой модели дает довольно 
значительное преимущество в простоте.

11.2. ИМПУЛЬСНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА самонастраивающейся 
СИСТЕМЫ

Система, которая обладает способностью получать информацию 
об импульсной характеристике управляемой системы, представляет 
одно из существенных свойств, необходимых в системах, которые 
должны осуществлять динамическую приспосабливаемость. При 
этом следует напомнить, что реакция управляемой системы на импульс 
описывается в комплексной области s передаточной функцией самой 
управляемой системы.

Так как любые изменения параметров управляемой системы 
отразятся непосредственно на форме импульсной характеристики, 
то отсюда следует, что периодическое измерение этой импульсной 
характеристики позволит обнаружить изменение условий, а величина 
этих изменений может быть использована для регулирования пара
метров управления.

По существу, имеется три пути для измерения импульсной харак
теристики, и каждый из них может играть важную роль при кон
струировании самонастраивающихся систем. До рассмотрения этих 
методов полезно напомнить, что измерение импульсной характери
стики не должно отделяться от способа использования информации. 
Поэтому, если необходимо достаточно полное описание импульсной 
характеристики, то конструктору потребуется большое количество 
оборудования.

Однако, если целью измерения импульсной характеристики 
является просто сообщение об отклонениях системы, то требования 
к оборудованию могут быть значительно уменьшены.

Первым способом для определения импульсной характеристики 
является возбуждение системы посредством импульса и измерение 
выхода, как показано на фиг. 11.3. Конечно, определенная форма 
импульсной характеристики зависит от структуры управляемой 
системы G (s). Из этого следует, что

(11.1)
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Если управляемая система, например, является системой второго 
порядка, имеющей передаточную функцию

G(s) =
С (s)

М (s) s2 + 2£<o„s + co2 (H-2)

то соответствующее решение во 
ной характеристики дается в

uj(t)=&(t) G(s)
c(t)~ g(t)

временной области для импульс- 
виде

g(t) =

7=- е~^ sin (gv/1-С2)

Фиг. 11. 3. Реакция системы на им- (11. 3)
пульсную функцию.

для недодемпфированного случая. 
Кривые, построенные по этому уравнению для различных зна

чений относительного коэффициента демпфирования, указаны 
на фиг. 11. 4.

0.8
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0.2

О

'0.2
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О 1 2 3 k 5 6 -> 8 9 10 unt

Фиг. 11. 4. Импульсная характеристика линейной системы 
второго порядка.

Эти кривые приемлемы не только для систем второго порядка, 
но довольно часто также для систем более высоких порядков, поведе
ние которых, по существу, определяется парой преобладающих сопря
женных комплексных корней. Имеются различные способы исполь
зования этих характеристических кривых. Например, в одном из спо
собов построения самонастраивающейся системы было использовано 
отношение положительных площадей к отрицательным площадям 
импульсной характеристики, как показатель относительного коэф- 
518



фициента демпфирования. Это позволило оценивать характеристики 
системы.

Другой способ основан на измерении амплитуд последовательных 
пиков импульсной характеристики.

В третьем способе импульсную характеристику получают в виде 
ряда фиксированных по амплитуде импульсов. Затем эти импульсы 
используются для определения числа изменений знака функции g (t), 
которые, в свою очередь, могут быть использованы в качестве мерила 
относительного коэффициента демпфирования.

Второй способ определения импульсной характеристики управ
ляемой системы включает использование интеграла свертки. Так, 
если управляемая система возбуждается произвольной, но известной 
функцией т (/), и измеряется выход с (/), то импульсная характери
стика может быть найдена из интегрального уравнения

с (/) = J g (т) т (/ — т) dr. (11. 4)
--00

В тех случаях, когда первоначально запасенная энергия системы 
равна нулю, уравнение (11. 4) упрощается до

с (/) = f g (т) т (t — т) dr. (11. 5)
о

Один из методов решения этого уравнения относительно g (/) 
состоит в разложении в ряды с (t) и т (/), последующем интегриро
вании по отдельным интервалам и, наконец, в решении относи
тельно g(t) также в виде ряда. Более полное описание этого способа 
дано в разделе 11.3.

Находит применение метод экспериментального определения 
импульсной характеристики, основанный на использовании прин
ципов статистической динамики. Так, если управляемая система 
возбуждается белым шумом, т. е. шумом, который имеет одинаковый 
спектр энергетической плотности в диапазоне частот, значительно 
превышающем диапазон частот управляемой системы, тогда взаим
ная корреляционная функция между входом и выходом является 
импульсной характеристикой.

Использование принципов статистической динамики для построе
ния самонастраивающихся систем позволяет создать системы, обла
дающие хорошими характеристиками.

Самонастройка, осуществленная в таких системах, основывается 
на следующих трех принципах:

1. Должно осуществляться непрерывное измерение динамических 
характеристик системы. Более того, это измерение должно выпол
няться с минимальными погрешностями, чтобы система была оптими
зирована. Измерительные устройства динамических характеристик 
должны быть невосприимчивы к сигналам искажающего шума.

2. Оценка характеристики должна основываться на соответ
ствующих критериях качества. Более того, критерий качества должен 
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быть чувствителен к знаку так, чтобы он показывал положитель
ную или отрицательную величину, в зависимости от направления 
отклонения от номинальной величины.

3. Следует осуществить непрерывное изменение параметров кор
ректирующего устройства системы управления на основе оценки 
характеристики. Это обеспечивается тем, что поисковый сигнал шума, 
энергия которого распределена на широкой полосе частот, имеет 
малую интенсивность.

Блок-схема самонастраивающейся системы, построенной по этим 
принципам, показана на фиг. 11.5. Заметим, что команды и поиско
вые сигналы подаются одновременно к основной системе управления. 
Основная система управления реагирует на команду в соответствии 
с динамикой замкнутого контура. Однако, в то же самое время, 
основная система управления реагирует и на широкополосный 
поисковый сигнал шума, но таким образом, чтобы вызвать минималь
ную реакцию системы.

Блок-схема на фиг. 11.5, которая может быть названа «измеряю
щим элементом», содержит механизм взаимного коррелятора, кото
рый служит для очень важной цели — непрерывного и точного изме
рения импульсной характеристики. Фиг. 11.6 показывает более 
подробно вид взаимного коррелятора.

Так как здесь не ставится цель изложения теории корреляцион
ных функций, мы просто кратко опишем, как получается импульсная 
характеристика, начиная с взаимной корреляционной функции. 
Взаимная корреляционная функция между шумом на входе и выход
ным сигналом определяется так

т
<р10 (т) = Hm J п,- (t — т) [с (г) + /70 (т)] dT (11. 6)

или ~~т

(Н.7)

где nt — шум на входе основной системы управления;
я0 (0 — шум на выходе основной системы управления.

Второй член уравнения (11. 7) равен нулю, так как шум на входе 
и выход с (/), обусловленный командой, происходят от разных 
источников и не коррелированы. Поэтому

т
<pZo(T) ==7'im 27 J п<> (т) ni V ~ r)dx- (Н.8)

—т
Более того, шум на выходе связан с шумом на входе посредством 

интеграла свертки следующим образом:

По (0 = (Н-9)
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Основная система управления

Фиг. 11. 5. Импульсная самонастраивающаяся система управ
ления.

Фиг. 11. 6. Схема многоканального взаимного коррелятора для опре
деления импульсной реакции основной системы управления.
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Подставляя это уравнение в уравнение (11. 8) и изменяя порядок 
интегрирования, получаем

оо

— оо

т
lim f п0 (t — т) tit (t — f') dt 

J
—т

dt’. (11. 10a)

Величина в скобках'есть автокорреляционная функция входного 
шума <р17 (т—/')• Соответственно, уравнение (11. 10 а) упро
щается до

Ф<о('С)= J g{t')4n(t — t')dt'. (11.106)
— оо

Важным моментом здесь является характер автокорреляционной 
функции. Можно показать, что если автокорреляция входа слабая 
(и это достигается всякий раз, когда шум является белым), тогда 
автокорреляционная функция становится, по существу, импульсной 
функцией 6 (т — tf). Для этих условий взаимная корреляционная 
функция будет

Ф/о(х)= J g(t')6(x-t')dt'=-g(x). (11.11)

Из уравнения (11. 11) ясно, что выход взаимного коррелятора 
обеспечивает точку (значение) на импульсной характеристике. Конеч
но. желательно иметь много точек на импульсной характеристике, 
они могут быть получены введением дополнительных каналов взаим
ного коррелятора, оборудованных соответствующим запаздыванием. 
Интересно отметить, что взаимный коррелятор фиг. 11.6 есть ничто 
иное, как механизация решения уравнения (11. 6).

Оценка характеристики осуществляется на основе соответственно 
выбранного критерия качества, которым в данном случае является 
относительный коэффициент демпфирования. Как уже отмечалось, 
информация о коэффициенте демпфирования может быть выведена 
из отношения положительной площади к отрицательной площади 
временной зависимости импульсной характеристики. Можно пока
зать, что для системы второго порядка это отношение площадей 
дается как

1-^2
— еЛ + 

А.k = (Н- 12)

где Л+ — представляет общую положительную площадь импульсной 
характеристики;

А_ — представляет общую отрицательную площадь импульсной 
характеристики.

Соответственно, критерий качества можно выразить как

FM = А+ — kA_ = (11. 13)
1 _e-"£/riz:t5
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Характеристика уравнения (11. 13) в функции коэффициента 
демпфирования приведена на фиг. 11.7. Соответствующим выбором 
коэффициента k при желаемом относительном коэффициенте демпфи
рования можно изменить знак функции. Чувствительность критерия 
качества к знаку, конечно, можно использовать в качестве сигнала 
ошибки.

Так как вся импульсная характеристика получается в виде 
дискретного ряда конечных величин, то следует аппроксимировать 
соответствующие площади, необходимые для оценки уравнения 
(11. 13), перемножением вычисленных ординат q (rj, q (т2) . . .

Фиг. 11.7. Кривые изменения критериев качества в функ
ции относительного коэффициента демпфирования - в связи 

с реакцией системы на импульсную входную функцию.

и т. д., на промежутки между последовательными ординатами, 
и последующего сложения площадей. При использовании этого метода 
критерий качества может быть более удобно выражен, как

м
FM= ^Anig(rm), (11.14)

т— 1

где М — число используемых взаимных корреляторов и

Ат = ат при g(rm)>0; Ат = kam при g(xm) <0 (11.15) 
и

&т _2_ +1 7 ^/и-1)' (11.16)

Когда вычисленный критерий качества отклоняется от желаемой 
величины, сигнал воспринимается вычислителем настраиваемых 
параметров, показанным на фиг. 11.5; последний тогда обеспечивает 

523 



соответствующее изменение параметров, чтобы уменьшить ошибку 
до нуля. При применении этой самонастраивающейся системы 
к системе второго порядка как коэффициент усиления, так и постоян
ная времени регулируются.

Какие имеются ограничения у самонастраивающейся системы, 
основанной на приведенном принципе? Одна трудность может воз
никать в тех случаях, когда время отклонения настраиваемых пара
метров слишком мало по сравнению с временем, необходимым для 
подсчета взаимной корреляции. Другое затруднение состоит в том, 
что система должна быть искусственно возбуждена и, хотя использо
вание широкополосного шума уменьшает эффект на выходе, однако 
это вызывает некоторые отклонения и тем самым содействует износу 
элементов системы.

Наконец, при применении к системам высшего порядка возникает 
необходимость модификации способа оценки характеристик, а также 
изменения вычислителя настраиваемых параметров.

11. 3. САМОНАСТРАИВАЮЩАЯСЯ СИСТЕМА, 
УПРАВЛЯЕМАЯ ЦИФРОВЫМ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫМ УСТРОЙСТВОМ

Применение цифрового вычислительного устройства в системе 
управления с обратной связью придает некоторые важные свойства. 
Его возможно, например, использовать с двойной целью. С одной 
стороны, цифровое вычислительное устройство может вычислять 
функцию управляющего воздействия, что необходимо для согласо
вания выходной величины с входной или получения требуемой реак-

Цифровое вычислительное устройство

Фиг. 11. 8. Упрощенная структурная схема системы, управ
ляемой цифровым вычислительным устройством.

ции, а также вычислить последнюю информацию о динамической реак
ции системы. Последнее свойство, благодаря чему система стано
вится самонастраивающейся, образуется вследствие способа генери
рования функции управляющего воздействия, вводимой в управ
ляемую систему. Это станет очевидно позднее после дальнейшего 
рассмотрения данного типа системы управления.

Упрощенная блок-схема системы с управляющим цифровым 
вычислительным устройством показана на фиг. 11.8. Для преобразо
вания сигнала команды в требуемый сигнал реакции в схему вклю
чена модель. Модель, по желанию, может быть исключена. Допустим, 
что на вход этой системы подается сигнал команды г (t) и что в отдель
ной точке ее временной характеристики действительное значение 
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регулируемой переменной равно сх (/), соответственно которой 
в управляемую систему вводится вынуждающая функция тх (/). 
Тогда в соответствии с интегралом свертки эти две величины будут 
связаны следующим образом:

сх (0 = J mi (т) 7 т) dr, (11. 17)

где q (/) — импульсная характеристика управляемой системы.
Если теперь регулируемую переменную принять за требуемое 

значение cd (t), то настраиваемый параметр следует предположить 
равным значению md (t) и тогда

Са (0 = j rnd (т) q (t — т) dr. (11. 18)

Как правило, требуемый настраиваемый параметр может быть 
выражен в виде

md (t) = (t) + Am (/), ч (11. 19)

где Am (/) — приращение настраиваемого параметра, необходимое 
для получения равенства с (/) = cd (/). Цифровое вычислительное 
устройство предназначено для вычисления необходимых приращений 
через каждые Т сек. В-действительности цифровое вычислительное 
устройство непрерывно следит за состоянием системы, сравнивая 
действительную реакцию с требуемой реакцией и генерируя затем 
управляющие сигналы, подаваемые в регулируемую систему, о при
ращении вынуждающей функции с целью получения равенства 
с (!) = cd (/). Если вычислительное устройство рассчитано на то, 
чтобы производить вычисления Am (t) через каждые Т сек и если t 
представляет изменение времени в интервале управления, то из урав
нения (11. 19) нетрудно определить

Ат (/) = 0 при t < 0; Ат (/) =£ 0 при t > 0. (11. 20)

На фиг. 11.9 дано обозначение изменения времени в интервале 
управления. Здесь tr имеет то же значение, как и верхний предел

о t -------- ----------- |---------------- 1  !—- 
t1---------------Т 27------------- 37

Фиг. И. 9. Распределение во времени интервалов управ
ления (вычислений).

интеграла в уравнении (11. 17), a t представляет изменение времени 
от нуля в начале интервала управления. Введение уравнения (11. 19) 
в интеграл свертки дает

с (/) = ml (т) g (t — т) dr + J Д/n (т) g (t — г) dr = сг (t) +
— 00 о

+ c2 (Z). (11.21)
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Первая часть этого уравнения одинакова с уравнением (11. 17). 
Второй член, который обозначим теперь следующим образом:

с2 U) = J Am (х) g (t—т) dx, (11. 22)
о

представляет приращение выходной величины, создаваемое в резуль
тате возрастающей вынуждающей функции Д/лг (/). Уравнение (11. 22) 
является одним из двух ключевых уравнений, на которых основаны 
принципы построения самонастраивающейся системы, управляемой 
цифровым вычислительным устройством.

Ошибка, существующая в системе непосредственно перед началом 
интервала управления, равняется

е (/) = cd (f) — сх (t). (11.23)

Подстановка в последнее выражение уравнений (11. 17) и (11. 18) 
дает

е (/) = j* Ат (т) g (t — т) dx, (11.24)
о

Уравнение (11. 24) является вторым из двух ключевых уравнений. 
Значение этого уравнения связано со следующим обстоятельством: 
оно определяет, что если информация относительно ошибки известна 
в начале интервала управления, как и последняя информация 
о импульсной характеристике, то требуемое значение приращения 
Ат (/) может быть вычислено.

Порядок вычисления приращения Ат (/) по уравнению (11. 24) 
состоит в разложении в ряд Маклореиа величин е (/) и g (/) в интер
вале 0 < t <ZT, как это было предложено Брауном. Следовательно 
импульсную характеристику можно написать в следующем виде:

ё(О — Go + Grt + G + • • • (И. 25)

Соответствующее выражение преобразования Лапласа будет

Q (S) = GoS-i + G1S-2 + G2s“3 + . . . (11. 26)

Аналогично функция ошибки может быть написана в виде
t

е(0 = ]*  А/n (т) g (t — т) dr = Ео -|- Eyt + £2 -С- = . . . , (11. 27) 
о

где
zr dn е (0 п = 0, 1, 2, . . . (11. 28)и

/ = 0

Нетрудно обнаружить, что эти коэффициенты ошибок опреде
ляются из разностей, возникающих между действительными и тре- 
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буемыми характеристиками и их производными в начале интервала 
управления. Отсюда

Ео = cd (О’) — с (О');

Е1 = cd (О’) - с (О’);

Е2 =са (О’) -с (О-); (11.29)

Ер = cpd (О’) - ср (О"),

где одна точка сверху означает первую производную, две точки — 
вторую производную и т. д. Преобразование Лапласа, примененное 
к уравнению (11.27), дает

Е (s) = Ш (s) G (s) = E^s"1 + EjS”2 + E2s~*  + . . . (11. 30)

Из уравнения (11. 30) видно, что выражение для требуемой возра
стающей вынуждающей функции в области s имеет вид

А Д/f /~\ _  Е (S) _  Ef)S 1 + E1S 2 + ^2S 3 4~ • ♦ •
G (s) GQs~L + + G2s-3 + .. . •

(11.31)

Преобразование этого уравнения путем обычного деления приво
дит к выражению ДТП (s), которое имеет форму разложения в ряд; 
следовательно,

Ш (s) = ДМ_! + A/Hos-1 + AMxs“2 + . . ., (11. 32)

ДЛ4_1 = ^;
ио

(11. 33)

\м — —дм-1°1 .
0 Go (11.34)

дод _ ^2—(ЛМ-j О2 Ц-AMqGj)

1 (11.35)

Соответствующее выражение во временной области будет

Дт (0 = ДЛ4^б (/) + Д7И0 + + . . . (11. 36)

Из уравнения (11.36) вытекают некоторые интересные факты. 
Это уравнение устанавливает, что при условии, когда импульсная 
характеристика точно представлена уравнением (11.26), т. е. Go =Ь 0; 
изменение вынуждающей функции, необходимое для согласования 
выходной характеристики с требуемой характеристикой, состоит
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из нескольких вынуждающих функций обычного вида. Один компо
нент является импульсной функцией, значение которой определяется 
уравнением (11.33). Нетрудно показать, что назначение этого 
импульса состоит в создании амплитуды регулируемой переменной 
величины в точном соответствии с требуемым значением переменной, 
Второй компонент представляет ступенчатую функцию, определяе
мую уравнением (И. 34). Изучение этого уравнения позволяет обна
ружить, что назначение данного члена приращения Ат (/) состоит 
в образовании первой производной регулируемой величины, равной 
первой производной требуемой выходной характеристики. Ана
логично назначение кусочно-линейного компонента Ат (/) состоит 
в том, чтобы обеспечить соответствие между вторыми производными 
действительной и требуемой характеристик.

Необходимо ясно понять, что основной характер функции Ат (/) 
зависит от формы функции G (s),'KaK это показывает проверка урав
нения (11. 31). В этом лежит одно из серьезных ограничений системы 
управления данного типа. Об этом много сообщается за последнее 
время.

Характеристика самонастройки системы, управляемой цифровым 
вычислительным устройством, выражается уравнением (11.22). 
Чтобы обладать приспособляемостью, цифровое вычислительное 
устройство должно быть в состоянии изменять настраиваемый пара
метр не только в соответствии с величиной коэффициентов ошибки 
(как об этом сообщалось выше), но также отражать влияние изменяю
щейся динамики системы при вычислении коэффициентов возрастаю
щей вынуждающей функции. Иными словами, система должна быть 
в состоянии вычислять новые значения Go, Gb G3 и др. и использо
вать их для вычислений согласно уравнениям (11.33) — (11.35). 
Уравнение (11. 22) показывает, что в случае, когда информация отно
сительно с2 (/) известна в начале интервала управления, как и инфор
мация о А т (/), то текущая информация об импульсной характери
стике g (/) может быть найдена. Однако совершенно очевидно, что 
Ат (/) в этом выражении не может быть использована как функция 
управляющего воздействия в данном интервале управления, 
потому что для вычисления этой величины требуется информация 
о коэффициентах g (I). Это затруднение устраняется путем использо
вания значения Ат (/), которое вычисляется и применяется в пред
шествующем интервале управления. Отсюда ясно, что некоторая 
ошибка будет при этом введена, так как несколько «устаревшая» 
информация была бы использована для вычисления коэффициентов 
членов разложения в ряд импульсной характеристики. Однако уро
вень этой ошибки может быть ограничен, выбрав достаточно малые 
интервалы управления.

Кроме того, дополнительное преимущество достигается тем, что 
интервал управления очень мал сравнительно с временем, необходи
мым для изменения параметров управляемой системы.

Следуя этому порядку и используя разложение в ряд выражения, 
представляющего изменение регулируемой величины, обусловлен- 
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пого воздействием Am (/), можно уравнение (11.22) написать в сле
дующем виде:

t
с2(/) = [Дт*(т)Я(/-т)Л  = С2э + С21/ + С22-^- + .... (11.37) 

о
где

r _ dnc(t)
~ dt"

a I означает время, изменяющееся от нуля в начале интервала управ
ления; Ат*  (/) представляет функцию управляющего воздействия 
в предыдущем интервале управления. После преобразования Лапласа 
уравнение (11.37) приобретает вид

С2 (s) - A/И*  (s) G (s) - Caos”1 + C21s"2 + C22s"3 + . . ., (11.39)

/=о+
п = 0, 1, 2, . . . , (11.38)

из которого следует, что информация о динамике системы получается 
из

G (s) = - °2 (s) = CqqS-1 4~ С215-2 4- C22s~3 4~ ■. •
Д/И* (*)  Д/И11 + ДЛ1р + Д7И’«-2+ . .

Обычное деление этого выражения приводит к

G (s) = Gqs-1 + G1S-2 + G2s"3 + . .

(11.40)

(П-41)
где

G = •
° A/Wli ’

p _ 6*21  — AMqGq #
1 ~ АЛ/j ’

_ c22-(am0*g, + amJg0)
2 Л . .1 * .<k. ’

(11.42)

(11.43)

длС1
.(11. 44)

*

• >

При помощи выражений, представленных последними тремя урав
нениями, можно придать системе свойства самонастройки. Как 
показывают эти уравнения, для оценки разложения в ряд импульс
ной характеристики g (/) необходимо измерить регулируемую вели
чину и ее производные непосредственно после и непосредственно 
до управляющего воздействия Ат (/). Для пояснения этого напомним, 
что согласно уравнению (11. 21)

С2 (/) = С (/) — Q (0

и тогда из уравнения (11. 38) при п = 0 и t = 0+ получим
С20 = с2 (0 + ) = с (0 + ) -С1 (0 + ).
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Но так как (/) является регулируемой величиной без влияния 
управляющего воздействия, то отсюда следует, что (0 + ) = с (0+). 
Введение последнего равенства в данное уравнение дает

С20 = с2 (0 + ) = с (0 + ) — с (О"). (11. 45)
Следовательно, информация относительно С20 получена путем изме

рения выходной величины непосредственно до и непосредственно 
после начала интервала управления. Аналогичным образом можно 
показать, что

С21 = с2 (0 + ) =С(О + ) -с(О-); (11.46)
С22 =С2(О+) - с (0 + ) -с’(О-); (11.47)

Следует заметить, что в этой самонастраивающейся системе 
информация о динамике управляемой системы выводится на основа
нии ранее приложенного корректирующего сигнала Am*  (/), а не 
на основании преднамеренно введенного источника шума, как это 
имело место в случае системы, описанной в предыдущем разделе.

С целью дать более ясную картину о порядке вычислений, осу
ществляемых цифровым вычислительным устройством, в табл. 11.1 
приведена упрощенная схема порядка вычислений. Необходимо отме
тить, что порядок вычислений начинается с подачи малого импульса 
с целью сократить объем вычислений и накопления информации отно
сительно импульсной характеристики, чтобы использовать ее тотчас 
же после подачи команды.

Конечно, если первоначально известна только приближенная 
информация об импульсной характеристике, то ее можно непосред
ственно ввести в запоминающее устройство и тем самым избежать 
необходимости начального импульсного возбуждения.

Непосредственно после подачи входной команды г управляющее 
цифровое вычислительное устройство определяет коэффициенты 
ошибки, а затем коэффициенты функции управляющего воздействия. 
Затем производится суммирование для получения Amx (/). Непосред
ственно до приложения Дтх (/) вычисляются значения регулируемой 
величины и некоторые из ее производных, необходимые для процесса 
вычисления. Те же самые величины вычисляются непосредственно 
после введения Дтх (/). Этим путем получается информация для 
подсчета коэффициентов уравнения (11.41), которые затем могут 
быть связаны с ранее вычисленными значениями коэффициентов 
Дтх (/) для получения более точной информации о динамике системы. 
В некоторый, заранее выбранный, момент времени 7\ вычислитель 
настраиваемых параметров сравнивает затем действительное состоя
ние выходной величины с требуемым ее значением. Если было най
дено, что коэффициенты ошибки равняются нулю (или мало отлича
ются от нуля), то отпадает необходимость в дальнейшей коррекции 
и таким образом не генерируется дополнительное управляющее воз- 
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действие, т.е. не определяется дополнительное приращение вынуждаю
щей функции. С другой стороны, когда какой-либо один коэффициент 
ошибки не равен нулю, тогда надлежащее приращение вынуждающей 
функции будет генерироваться и соответственно воздействовать 
с целью уменьшения до минимума этих ошибок. Время, протекаю
щее между последовательными моментами возникновения управляю
щего воздействия, указанными в табл. 11.1, равняется Т,

После этого момента повторяется предыдущая последовательность 
операций, если только не будет достигнуто состояние, когда регули
руемая величина будет совпадать с требуемым выходным значением 
в допустимых пределах.

В случаях, когда параметры управляемой системы изменяются 
медленно сравнительно с интервалом управления Т, вычислитель 
настраиваемых параметров должен получать инструкции, чтобы избе
жать вычисления коэффициентов G, если нет значительных изменений 
импульсной характеристики управляемой системы.

Изложенное описание порядка вычислений подчеркивает, что 
текущая информация об импульсной характеристике системы может 
быть получена, когда система находится в динамическом состоянии. 
Иногда могут возникнуть условия, при которых выход следует 
за входной функцией при наличии изменяющихся внешних воздейст
вий; тогда лучше возбудить систему малым импульсом с целью 
сохранить на данном уровне значения коэффициентов G. Величина 
импульса должна быть достаточно большой только для того, чтобы 
различать его при наличии шума. Конечно, в условиях, когда 
входная команда непрерывно изменяется, необходимость искусствен
ного возбуждения устраняется.

Следующий простой пример позволяет лучше пояснить описанный 
метод. Предположим, что управляемой системой является чистый 
интегратор, как показано на фиг. 11. 10. Заметим, что цифровое 
вычислительное устройство обеспечивает, как предполагается, соз
дание вынуждающей функции (управляющего воздействия), состоя
щей из трех компонентов, а именно импульсной, ступенчатой и кусоч
но-линейной функции. Принято, что модель является запаздывающим 
контуром первого порядка с постоянной времени, характеристика 
которого показана па фиг. 11. 11.

Для удобства примем, что па вход модели подается единичная 
входная функция и что цифровое вычислительное устройство не будет 
работать до тех пор, пока не пройдет интервал времени При t = tr 
црфровое вычислительное устройство определяет следующие ошибки 
между действительной и требуемой характеристиками относительно 
значения переменной величины, а также ее первой и второй произ
водных:

Ео = cd (/Г) — с (tT) = cdl = 1 — ё
Ei =- cd

E2 = cd Of) — cOr) =. — e~‘'.
34*

(11.48)
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Следовательно, цифровое вычислительное устройство путем изме
рения и вычисления определяет коэффициент ошибки. Для данного 
примера будем, следовательно, иметь

g(t) = 1; G (s) =4’. ‘

так что
Go = 1; Gx = G2 = G3 = . . . = 0. (11. 49)

Цифровое вычислительное Импульсная Ступенчатая

Кусочно-линейная 
тункция

Фиг. 11. 10. Управляемая система с цифровым вычислительным устройством.

Вынуждающая функция (т. е. управляющее водействие), необходи
мая для сведения коэффициентов ошибки к нулю, определяется 
из уравнений (11. 48) и (11. 49). Для нахождения выходной величины,

Фиг. 11. 11. Кривая выходной характеристики модели 
при ступенчатой входной функции.

соответствующей этой вынуждающей функции, требуется только опре
делить влияние каждого компонента вынуждающей функции и затем 
суммировать. Таким образом, влияние на выходную величину в тече
ние первого интервала управления, обусловленного импульсным 
компонентом, будет определяться из следующего:

ДЛ4_1 = = Ео = cdl — величина импульса;

С = о (s) (ЛМ„,) == .
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Поэтому

Значение ступенчатого компонента

с (t) =Z~1C(s)' 'импульс ' 'импульс dx

Д/Ио =
Е
—Ej = е~^ — значение ступенчатой функции;

С(с\ — 1 Д/И" — ДЛ7оu \b/cmyn s ' s s2

Поэтому
C (t)cmyn= Sk’C (s)cmyn = Er (t). (11.51)

Значение кусочно-линейного компонента
ДМ, = А. == E2 = —e~^ = значение кусочно-линейной функции

_ 1 _  £2
Ь \Ъ)куС.-ЛИН s ’ S2 S3 ’

Поэтому

с (tyfcyc. -лин- = £ ($)кус. _лиН, — ~ E^i2. (11.52)

Следовательно, общие выражения для выходной величины и ее 
производных в интервале 0 < t < Т будут с (/) == с (f)UMniplbC + 

£ (tycmyn №)кус. -лин*
c(t) = cdl^E1t + -^-E2t2-, (11.53)

с (t) — Е± E2t',

с (/) = Е2.

(11. 54)

(11. 55)

Метод суперпозиции сохраняет свою справедливость, потому что 
было сделано предположение о том, что изменения параметров упра
вляемой системы всегда происходят с такой скоростью, которая очень 
мала сравнительно с постоянными времени системы управления.

В начале интервала управления, т. е. при t = 0+, регулируемая 
величина и ее первые две производные имеют значения:

с (0+) - cdx = Ео; с(0+) - Е1; ё(0+) = Е2. (11. 56)

Конечно, это и должно быть так, потому что значение управляю
щего воздействия было вычислено с целью обеспечить эти условия. 
Иными словами, соответствие между действительной и требуемой 
характеристиками при данном типе системы управления устанавли
вается в начале интервала управления. Однако, как следует из урав
нений (11.53) и (11.54), это соответствие не существует по мере 
увеличения времени в пределах интервала управления. Следова- 
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тельно, от момента времени tx до момента tx + Т требуемая характе
ристика описывается cd = 1 —а выходная величина опреде
ляется уравнением (11.53). Аналогично первая производная cd (/) 
равна в то время как первая производная регулируемой вели
чины дается уравнением (11. 54). Очевидно, что с уменьшением интер
вала управления между действительной и требуемой характеристи
ками будет более точное соответствие. С целью исследовать влияние 
изменяющейся динамики системы на вычисление управляющего 
воздействия рассмотрим коэффициенты ошибок в последующем интер
вале управления, обозначив их через Ео, £2- Далее предположим, 
что динамика системы изменяется таким образом, что передаточная 
функция управляемой системы изменяется от

G(S) = A

До
G*  (s) = K+sSK--

При этом условии величину импульса можно найти, использовав 
новое значение коэффициента G, т. е. 6^. Тогда

и

Ео
/< + ДК

6(з)импульс “ s К + АК ’
Отсюда,

^импульс

Это показывает, что импульсная функция имеет еще такое влияние 
что в состоянии отрегулировать выходную величину до требуемого 
значения, несмотря на изменение динамики системы. Аналогичный 
аргумент сохраняется для других компонентов вынуждающей функ
ции.

Какие ограничения имеет самонастраивающаяся система управ
ления описанного выше типа? Несколько серьезных ограничений 
обладает этот тип системы, но одно возможно является наиболее суще
ственным. Эта система ведет себя описанным выше образом при усло
вии, что передаточная функция управляемой системы имеет избыточ
ное число полюсов относительно нулей, равное единице и не больше, 
когда нет компонента вынуждающей функции более сложного харак
тера, чем импульсная функция.

Следовательно, когда число полюсов передаточной функции пре
вышает число нулей на 2, то для создания соответствия между выход
ной величиной и требуемым значением необходимо будет ввести 
интегрирующее звено. В подобном случае компонент импульсной 
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функции окажет влияние только на создание соответствия между чле
нами первых производных, компонент ступенчатой функции — между 
членами вторых производных и т. д. Конечно, не исключается возмож
ность введения нуля в передаточную функцию управляемой системы 
для устранения этого затруднения. Возможно, что наилучшим реше
нием будет такой расчет регулятора, который бы создавал соответ
ствие между выходной величиной и требуемым значением в конце 
интервала управления, а не в его начале.

Другой существенный фактор, влияющий на эффективность 
системы управления данного типа, связан с необходимостью получать 
надежные результаты измерения регулируемой величины и ее произ
водных непосредственно до и непосредственно после подачи коррек
тирующего сигнала, являющегося управляющим воздействием. 
Кроме того, с увеличением числа используемых членов разложения 
в ряд функции е (/) возрастают трудности расчета не только при реше
нии задачи измерения высших производных выходной величины, 
но также вследствие удлинения времени, необходимого для обработки 
этой информации в цифровом вычислительном устройстве. Отсюда 
проистекает увеличение интервала времени, что означает увеличение 
ошибки.

11. 4. ДРУГИЕ СЛУЧАИ ПРИМЕНЕНИЯ УПРАВЛЯЕМЫХ ДИСКРЕТНЫХ 
СИСТЕМ

В связи с ограничениями для системы, описанной в разделе 11.3, 
может оказаться желательным определить схему управления, кото
рая бы устраняла необходимость применения импульсного компо
нента вынуждающей функции, а также схему, которая бы уменьшила 
требование, обусловленное точностью соответствия между действи
тельной и требуемой характеристиками в начале интервала управле
ния. Как правило, желательно устранить необходимость в импульсе 
в силу практических трудностей его генерирования. Хаддад и Миш
кин предложили один способ устранения импульса, который огра
ничивает изменение настраиваемого параметра только ступенчатыми 
изменениями, как изображено на фиг. 11. 12. По понятным причинам 
подобную функцию называют многоступенчатой. Второе ограничение 
устраняется путем генерирования величины вынуждающей функции 
таким образом, чтобы требуемое значение выходной величины было 
получено в конце интервала управления, а не в его начале.

Теория этого метода в основном та же самая; однако необходимы 
некоторые изменения. Вследствие многоступенчатой формы вынуж
дающей функции целесообразно характеризовать динамику управляе
мой системы через ее реакцию на единичную входную функцию, 
а не через ее импульсную характеристику. Тогда регулируемая 
выходная величина и настраиваемый параметр могут быть еще свя
заны интегралом свертки, но в несколько измененной форме, а именно 

t
с (/) = J т' (т) и (t — г) dr, (11.57) 
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где mr (/)— производная настраиваемого параметра и и (t) —реак
ция управляемой системы на ступенчатую функцию. Для устранения 
влияния первоначально накопленной энергии в уравнении (11.57) 
непосредственно до подачи корректирующего сигнала в начале 
нового интервала управления, можно последнее уравнение написать 
в виде

о t
с (t) = j т' (т) и (t — т) dx + J/n' (т) и (/ — т) dx. (11.58) 

— оо О

В действительности можно показать, что влияние накопленной 
энергии к моменту времени, когда новый корректирующий сигнал

Фиг. 11. 12. Прямоугольно-ступенчатое изменение регу
лируемой переменной величины.

должен быть подан в управляемую систему, определяется первым 
членом уравнения (11. 58), который, в свою очередь, может быть раз
ложен в ряд Маклорена следующим образом:

С] (/) = J т' (г) и (t — т) dx = с (О-) + с (0") t + с(0“) -J Н------ (11.59)
— оо

Вторая часть уравнения (11. 58) представляет изменение функции 
с (t), обусловленное изменением вынуждающей функции в начале 
интервала управления. Следовательно,

t
f2(0 — $ m'(x)u(t— х) dx. (11.60)

0"

Ввиду того, что вынуждающая функция ограничена изменениями, 
графически показанными на фиг. 11. 12, общее выражение может 
быть написано в следующем виде:

т (/) = mou (/) + пци (/— Г) + т2и (t — 2T) + . . .
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После введения этого выражения в уравнение (11. 60) и вычис
ления результата при t = Т~, т. е, в конце интервала управления, 
получаем

^2 = (m0 — m_i) и (7")j. ' (11. 62)

Здесь т0 — т_х представляет изменение настраиваемого пара
метра в течение «первого» интервала управления после предыдущего 
интервала (см. фиг. 11. 12). Причина использования нижнего предела 
0“ в уравнении (11.60) должна быть теперь очевидна. Величина и (Г")1 
означает реакцию управляемой системы на единичную функцию 
в конце первого интервала управления. Вычисление уравнения 
(11. 59) также при значении t = Т~ и введение полученного резуль
тата вместе с уравнением (11. 61) в уравнение (11. 58) дают 

с(Г-) = [с (О’) -|- Тс (О") + -^ё(О-) + • • •] +

т
с (Т"> = S + (т» - аЕ62)

л=0
Отсюда реакция на единичную функцию может быть

т

. «--у™

—-•
Как правило, в конце /г-того интервала управления

т

и=0

выражена

(11.63)

« (^’)а =

В результате применения этого уравнения можно рассчитать 
самонастраивающиеся свойства данной системы. Уравнение (11.64) 
устанавливает, что реакцию управляемой системы на единичную 
функцию можно вычислить путем измерения действительного значе
ния регулируемой величины непосредственно перед концом /г-того 
интервала управления, вычитания этого значения регулируемой 
величины и ее производных, обусловленных накоплением энергии 
в конце предыдущего интервала управления и, наконец, путем деле
ния на величину изменения вынуждающей функции, возникающего 
в начале данного интервала управления. Эти вычисления могут быть 
осуществлены при помощи дискретных или непрерывных методов. 
Однако, существенный момент состоит в том, что в случае, когда эта 
вычисленная реакция на единичную функцию отличается от некото
рого требуемого значения, тогда сигнал ошибки может быть создан 
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для настройки этих параметров системы, чтобы создать соответствие 
между двумя характеристиками. Следовательно, динамическая 
настраиваемость будет осуществлена.

При анализе до сих пор предполагалось, что значения вынуждаю
щей функции были известны. В действительности, конечно, они 
должны быть генерированы. Поэтому необходимо направить теперь 
внимание на способ осуществления подобной вынуждающей функции.

Как раньше упоминалось, принцип управления состоит в том, 
чтобы входную величину сделать равной требуемому значению 
в конце интервала управления. Математически это выражается 
уравнением (11. 65)

c(kT-) = cd [(k — 1) Т~]. (11. 65)

Для удовлетворения этого условия достаточно использовать сиг
нал команды, характеризуемый графиком на фиг. 11. 12. Рассмотрим 
случай, когда требуется вычислить значение, обозначенное 
на упомянутой фигуре. Предположим, что т0 уже известно. Для опре
деления величины т1 необходимо написать выражение для выходной 
величины в конце второго интервала управления, т. е. при t = 2Т~. 
Введение k = 2 в уравнение (11. 64) дает

т
с (2?_) = X + ('"1 - '"о)«(7”)2. (11.6S)

гг=О

В соответствии с уравнением (11. 65) получаем с (2Т~) = cd (Г"). 
Следовательно, уравнение (11. 66) приобретает вид

m
СЛТ~} = 2 + {ГП1 _ то} и (Т~)2. (11.67)

Как видно, это уравнение содержит два неизвестных, т. е. 
и и (Т~)2. Однако во всех практических случаях остается в действи
тельности только одна неизвестная величина, а именно тг. Хотя 
и, (Т~)2 не может быть известна при t = Т~ вполне целесообразно 
предположить, что

и (ГД2 = и (Т-)р (11. 68)

Справедливость этого предположения основана на том факте, что 
интервал управления Т очень мал сравнительно с временем, необхо
димым для изменения параметров управляемой системы. Поэтому 
значение корректирующей вынуждающей функции, создаваемое при 
t = 2Т, будет

m

n=0

Tncn (т~)
nl

+ m0. (11.69)
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Обобщенный вариант уравнения (11. 69) имеет следующую форму:

Тпсп (kT~) 
п\

(mk-i — тк_2) + т^. (11.70)
Тпсп [(/г — 1) Т~]

п\

Теперь совершенно ясно, что в результате применения уравнений
(11.64) и (11.70) выходная величина может быть сделана равной

r(t) =

п действительнойФиг. 11. 13. Кривые требуемой
реакции, полученные по методу регулирования, 

описываемого уравнением (11.69):
— входной сигнал управления; б — регулируемая 

величина в интервале управления Т = 0,5 сек.

требуемому 
в концах 
управления таким спо
собом, который учитыва
ет влияние изменяющих
ся параметров системы.

Для иллюстрации 
понятий, описанных 
выше, рассмотрим про
стой пример. Предполо
жим, что управляемая 
система представляет 
чистый интегратор, так 
что G (s) = 1/s. Далее 
предположим, что тре
буемая характеристика 
идентична команде, ко
торая представляет еди
ничную функцию, как 
показано на фиг. 11. 13. 
Сигнал команды подан 
согласно предположе-

значению 
интервалов

=

нию в момент времени 
t = 0“ для того, чтобы уравнение (11. 70) имело значение, отличаю
щееся от нуля и тем самым корректирующее воздействие будет гене
рироваться, чтобы достигнуть требуемого результата. Кроме того, 
для удобства будем считать инвариантным параметр системы. 
Из этого предположения следует, что реакция системы на единич
ную функцию остается также инвариантной и может быть просто 
описана выражением

M(0 = S’-14-v = ^ (Н.71)

Наконец, реакция на единичную функцию в конце первого интер- 
1вала управления при Т — сек.
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Уравнение (11.70) может быть упрощено, если нетизменений
параметров управляемой системы,

tn

т*=-----------------------------------+т^- о1 • 72>

Из уравнения (11.72) определяется при k -- 0 значение ступенча
той вынуждающей функции G (s) =-“ , вводимой в управляемую 
систему в начале первого интервала управления. Таким образом,

ьрвпя

Фиг. 11. 14. Изменение вынужда
ющей функции с целью обра
зования выходного сигнала 

согласно фиг. 11. 13, б.

т0 = + 0 = 2. (11.73)

Когда в управляемую систему вво
дится это значение ступенчатой выну
ждающей. функции, тогда кусочно-ли
нейная выходная функция, генерируе
мая системой, будет определяться

с (t) = 2tu (/). (11. 74)

Заметим, что в конце интервала 
управления, т. е. при t = Т = 1/2 сек 
выходная величина точно равна требуемому значению. Измене
ние во времени функции в течение первого интервала управле
ния показано на фиг. И. 13. Для исследования поведения системы 
в течение второго интервала управления необходимо вычислить 
новое значение вынуждающей функции при начальных условиях 
в конце первого интервала управления. Следовательно, при t = Т~

cd (ГД - 1,0; с(Т-) = 1,0; с = 2,0. 
Отсюда

_ С(/(Т-)-[С(Т-) + П(7’-)] о > о П--------------------+(7^)----------------=------------у----------- + 2- - 2 + 2 = U.

2 (11.75)

На фиг. 11.14 показано изменение функции m (I) в течение первых 
двух интервалов управления. Совершенно очевидно, что в начале 
второго интервала управления требуется отрицательное значение 
величины mQ для получения необходимого значения т1. Тогда ясно, 
что выходная величина, генерируемая при этом отрицательном зна
чении ступенчатой вынуждающей функции —2 (/ — Т) и (I — Т), 
так что полное выражение для регулируемой величины в течение 
первых двух интервалов времени

с (/) = 21и (/) — 2 (/ — Т) и (t — Т). (И. 76)
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Дальнейшие исследования показывают, что это выражение спра
ведливо для всех последующих интервалов управления.

Какими ограничениями обладает система управления этого типа? 
Применение изложенного выше способа к более сложным системам 
(например, G (s) = показывает, что, несмотря на обеспечение 

соответствия выходной величины с требуемым значением в конце 
интервалов управления, т. е. при t = 7, 27, ЗТ и др., возможно, что 
реакция будет отличаться в течение этих интервалов управления. 
Улучшение системы при подобных условиях может быть обычно 
достигнуто в результате применения измененного принципа управ
ления. Например, дополнительное ограничение может быть сопря
жено с тем, что вынуждающая функция будет генерироваться для 
сравнения крутизны выходной величины с крутизной требуемой 
функции, а также сравнения действительных и требуемых значений 
выходной функции. Математическое выражение этих условий будет

c(kT-) - cd[(k — 1) 7"]; с (kT~) = cd[(k — Т~]. (11.77)

Установлено, что для удовлетворения обоих условий требуется, 
чтобы вынуждающая функция содержала как кусочно-линейный 
компонент, так и ступенчатый. Конечно, это означает повышение 
требований к регулятору. Кроме того, в некоторых условиях может 
оказаться необходимым значительное расширение условий по уравне
нию (11. 77) с целью обеспечить устойчивость системы.

Надежность результатов измерения величин уравнений (11.64) 
и (11. 70) необходима как в случае расчета системы на основании этих 
уравнений так и для системы, изображенной на фиг. 11. 10. 
Это утверждение справедливо также относительно выбора продол
жительности интервала управления Т. Хотя возможны случаи, 
когда неустойчивость возникает вследствие применения упрощенного 
принципа управления, основное назначение рассматриваемого метода 
изучения данного вопроса состоит в описании понятий, так как они 
сами по себе представляют значительный интерес. №

11. 5. НЕЛИНЕЙНЫЕ САМОНАСТРАИВАЮЩИЕСЯ СИСТЕМЫ

В настоящем разделе внимание обращается на другой метод 
создания самонастраивающихся систем, основанный на использо
вании больших коэффициентов усиления цепи и введения нелиней
ностей. Рассмотрим, например,-систему управления, схема которой 
показана на фиг. 11. 15. Эквивалентная структурная схема изобра
жена на фиг. 11. 16. Передаточная функция замкнутой системы будет

+ ■ <1L78>
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При очень большом коэффициенте усиления цепи, т. е. 
последнее выражение приобретает вид

4(s) = GHs). (И. 79)

так что реакция управляемой системы становится одинаковой с реак
цией модели. Интересно отметить, что этот результат получается, 
несмотря на изменения, которые могут возникнуть в управлемой

Фиг. И. 15. Система управления с большим коэффи
циентом усиления в цепи обратной связи.

системе G (s) при условии, что КНСХ G (s)^> 1. Таким образом, 
регулируемая величина оказывается нечувствительной к изменениям 
параметра управляемой системы. Конечно, это свойство присуще 
обратной связи. Когда система управления обеспечивает подобного 
рода нечувствительность к изменениям параметра системы, то, по- 
видимому, более оправдано назвать ее инвариантной, чем самонастраи-

Фиг. 11. 16. Эквивалентная структурная схема.

вающейся. Самонастраивающиеся системы обычно выполняют опера
ции измерения, вычисления и настройки.

Необходимость очень больших коэффициентов усиления цепи 
исключает применение линейной системы вследствие неустойчивости, 
которая почти всегда при этом возникает. Нелинейный элемент тре
буется в виде ограничителя или двухпозиционного переключателя, 
причем ограничитель должен иметь постоянный конечный коэффи
циент усиления заданного значения до наступления насыщения. 
Включение нелинейного элемента в цепь управления позволяет полу
чать переменное усиление в системе, которое необходимо для того, 
чтобы сохранить устойчивость и высокие коэффициенты усиления 
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цепи. Однако нелинейный элемент создает также высокочастотные 
колебания, амплитуда которых определяется частотной характери
стикой линейных элементов, следующих после нелинейного устрой
ства. Принятие соответствующих мер предосторожности позволяет 
свести эту амплитуду до приемлемых небольших значений.

Большой
коэффициент

усиления Ограничитель Сервопривод Самолет

Фиг. 11. 17. Структурная схема нелинейной системы упра
вления с большим коэффициентом усиления.

На фиг. 11. 17 показана структурная схема системы управления 
самолетом. В этом случае нелинейным элементом является ограничи
тель. Практически его можно рассматривать как ограничитель ско
рости сервопривода, в данном случае идеального интегратора. Дина-

Фиг. 11. 18. Кривая годографа линейной части системы 
предыдущей фигуры.

микой сервопривода пренебрегают. Передаточная функция цепи обрат
ной связи выбрана таким образом, чтобы создать желательную реак
цию, характеризуемую годографом системы, без учета нелинейности. 
На фиг. 11. 18 предполагается, что полюса передаточной функции 
самолета перемещаются где-то в пределах заштрихованной площади 
в зависимости от условий полета. С целью создания характеристики, 
нечувствительной к этим изменениям, желательно, конечно, приме
нить инвариантную систему управления. Очевидно, что применение 
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большого коэффициента усиления сопряжено с тем, что корни харак
теристического уравнения практически будут совпадать с нулем 
передаточной функции системы управления, так что положение соот
ветствующего полюса передаточной функции самолета становится 
почти неприемлемым. Однако изучение годографа, начинающегося 
в полюсе передаточной функции системы управления позволяет обна
ружить, что подобный большой коэффициент усиления связан с кор
нем, расположенным в правой полуплоскости, что приводит к неус
тойчивости системы. Наличие нелинейного элемента предотвращает 
переход к неустойчивости системы в результате ограничения влияния 
высокого усиления на высокочастотные низкоамплитудные незату
хающие колебания. К этому выводу можно придти, если рассматри-

Усилитель с регулируемы» 
коэффициентом усиления

Фиг. 11. 19. Самонастраивающаяся система управления с нелинейной харак
теристикой.

вать ограничитель как устройство с переменным коэффициентом 
усиления, зависящим от входного сигнала. Следовательно, эффек
тивное усиление цепи при малых ошибках будет большим, а при боль
ших ошибках усиление будет слабым. Путем тщательного проектиро
вания возможно создать систему, которая будет работать с таким 
усилением, что преобладающие корни замкнутой системы будут распо
ложены очень близко с нулем передаточной функции системы управле
ния, а колебания, обусловленные годографом,начинающимся в полюсе 
передаточной функции системы управления, будут иметь приемлемую 
малую амплитуду.

Нафиг. 11. 19 показана структурная схема инвариантной системы 
управления, которая была с успехом проверена при летных испыта
ниях на самолете типа F-84 С. Этот окончательный вариант 
системы управления был получен после неоднократных исследований 
при помощи электронных моделирующих устройств. Например, эти 
исследования показали, что система управления может быть сделана 
инвариантной в широком диапазоне условий режима полета путем 
введения ограничителя с переменным коэффициентом усиления, 
когда сигнал рассогласования превышает определенный уровень. 
Применение сигнала с частотой 2000 гц для реле преследует цель 
линеаризации выходной функции при малых входных сигналах.
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Конечно, это реле электронного типа, так как был применен сигнал 
высокой частоты.

Самонастраивающиеся системы управления, рассчитанные 
на принципе высокого линейного усиления в сочетании с нелиней
ным элементом, обладают тремя важными свойствами: во-первых, они 
обладают очень высоким качеством переходного процесса, во-вторых 
состоят из простых элементов и, в-третьих, обладают надежностью, 
что является особенно важным свойством. Но, с другой стороны, 
им присущи недостатки, связанные с необходимостью допускать 
незатухающие колебания во время работы. Кроме незначительных 
искажений амплитуды выходной величины, вводимое ограничение 
вызывает повышенной износ некоторых частей оборудования.

ЗАДАЧИ

11. 1 Система управления с обратной связью спроектирована 
в соответствии со схемой, показанной на фиг. 11. 20. Когда входной 
сигнал имеет отрицательное значение, переключатель переводится 
в положение а; при положительном сигнале он остается в положе
нии Ь.

а) Описать поведение этой системы, когда сигнал команды изме
няется так, как показано на фиг. 11.20, б. Предполагается, что все 
параметры системы остаются инвариантными.

б) Определить приемлемый критерий качества, примененный 
для этой системы.

в) Предполагается, что эта система следует за входным сигналом 
в установившемся режиме. Управляемая система подвергается изме
нению по коэффициенту скорости Kv. Описать поведение измененной 
системы. Пояснить, является ли эта система самонастраивающейся.

И. 2. Показать, что уравнение (11. 12) справедливо.
11. 3 Проверить справедливость уравнения (11.59).
11.4. Применить принципы самонастраивающегося управления,

изложенные в разделе 11.3, к управляемой системе с передаточной 
функцией G (s) = . Предположить, что в начале первого интер
вала управления измерены ошибки регулируемой величины и ее 
первых двух производных, равные соответственно ЕОу Еу и Е.3. Соста
вить уравнение, которое описывает функцию управляющего воздей
ствия, необходимую для уменьшения этих ошибок до нуля непосред
ственно после начала интервала управления. Найти также полное 
выражение для выходной величины, ее первой и второй производных.

Каким серьезным практическим недостатком обладает конструк
ция регулятора, необходимого для этой системы? Что можно рекомен
довать для некоторого упрощения конструкции регулятора?

11.5. Повторить решение предыдущей задачи, когда управляемая
система имеет передаточную функцию G (s) = .

11. 6. Показать справедливость уравнения (11. 70).
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11.7. Применить принципы самонастройки, описанные в разделе 
11. 4, к управляемой системе с передаточной функцией G (s) — -4- . 

Применить уравнение (11.65) в качестве критерия, на основании 
которого выводится вынуждающая функция. Предполагается, что
сигнал команды пред
ставляет единичную 
входную функцию, а 
изменение выходной ве
личины следует по
строить в функции вре
мени. Будет ли эта си
стема реагировать устой
чивым образом на сту
пенчатую команду?

11.8. Повторить ре
шение задачи 11.7, 
используя уравнение 
(11. 77) в качестве кри
терия для вычисления 
вынуждающей функции, 
применяемой для упра
вляемой системы.

11.9. Исходя из 
обозначений на струк
турной схеме, показать, 
как схему нафиг. 11. 16 
можно вывести из схе
мы на фиг. 11. 15.

11. 10. Система упра
вления самолетом со
стоит из сервопривода, 
автопилота и самолета. 
Передаточные функции 
самолета и автопилота 

Модель

Фиг. И. 20. Структурная схема системы с обрат
ной связью.

имеют соответственно 
следующие выражения:

2?а \ | j I Г S2 I

и передаточная функция автопилота
Gj = К (1 + str).

Если пренебречь динамикой серводвигателя, то не возникает основ
ной проблемы устойчивости, кроме построения годографа для пере
даточной функции разомкнутой системы. Однако, когда вводится 
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действительная динамика серводвигателя, то проблема определения 
устойчивости усложняется. .Предположим, что передаточная функ
ция серводвигателя выражается.

Фиг. 11. 21. Структурная схема системы управления самолетом: 
а — кривые годографов; б — структурная схема.

а соответствующий годограф показан на фиг. И. 21, а. Кривая пока
зывает, что неустойчивость может возникнуть при больших коэффи
циентах усиления.

Для устранения этой трудности предложена система управления 
со схемой, показанной на фиг. 11. 21, б.

а) Определить принцип, по которому работает эта система управ
ления. Указать и ясно подчеркнуть назначение каждого звена.

б) Объяснить, может ли эта система управления быть использо
вана в условиях, когда недостаточна или совсем не известна инфор
мация об управляемой системе (например, в случае самолета).
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11. И. Система управления с обратной связью имеет блок-схему, 
показанную на фиг. 11. 22. Известно, что е — cd(t) — с (/);

г = cd (0 — с (Oi £*  = +' •

Фиг. И. 22. Структурная схема системы управления с обратной связью.

Коэффициент переменного усиления был настроен в соответствии 
со значениями е и е и имеет определенные нижний и верхний пределы.

а) описать работу этой системы.
И. 12. На фиг. 11.23 показана схема самонастраивающейся 

системы управления. Величина Gd (z) означает z-преобразование

Вычислительное устройство Управляемая

Фиг. 11. 23. Структурная схема самонастраивающейся системы.

передаточной функции действительной управляемой системы, 
в то время как G (г) представляет z-преобразование передаточной 
функции действительной управляемой системы.

а) Обсудить относительные качества и недостатки подобной 
системы управления.

б) Выяснить влияние корня, расположенного в правой полупло
скости для G (z), оказываемое на конструкцию вычислителя и устой
чивость системы.



ОТВЕТЫ К НЕКОТОРЫМ ЗАДАЧАМ

1. 1. 9 (/) = (5/ — 1 + е-5/) и (0; со (0 = 5 (1 — е~ъ1) и (t).
1. 2. а) <лп— 10 рад/сек-, t,— 0,8; со^ — рад/сек-,
б) 1; в) 4.

/ 1+К Л
, 0 1 , К i/f ) ... ,, ПнКдКаКм1.3. б) ме (/) = t + j + g lu(0, где 7( =----- .

в) теоретически нет
1.5. а) £= 0,6; б) 0,179 рад; в) нет; г) 1,880 X 104.
1. 6. а) 0,14 рад; б) £ = 0,7;
в) 1,4 X 10-5 X кгм/рад/сек;
г) 16 X 10~4;
д) при демпфировании, пропорциональном скорости рассогласования, ts = 

— 0,286 сек; при демпфировании, пропорциональном выходной скорости ts = 
= 0,143 сек;

е) только в случае демпфирования, пропорционального скорости рассогласо
вания.

1. 7. 0,77 сек.

1. 8. a) s2 4- f+ s + А, где Qe = n2AKSKM, Qt = п^КаКм

и К = k2KaKsKm'’ б) 0,694;
в) 0,52 рад; г) изменение коэффициента Qt путем варьирования р или Kt или nt.
1. 13. а, б) соп — 13,32л при £ = 0,8, = Юл при £ = 0,6;
в) F — 0,377 X п\ кгм/рад/сек;

г) 0,00562 и 0,01 X кг-см2.

1. 14. а) ■ ■1 dt2 М + (n2F + D + г^КрАВ) л^КВО^ =

^КрКВду + КрАВ-^--, б) К =1610, Л = 1,39.

1. 15. а) 87,2 в/в; б) соп = 100 рад/сек; — 96,7 рад/сек; в) 0,01 рад; г) ноль, 
предполагая идеальные звенья.

1. 19. а) 0,13 рад/сек; б) £ = 0,6; в) 265 X 10"6; г) 30,4 рад/сек.
1. 20. а) 645 X 10~4; б) 964 X 10~в; в) применение тахометрической связи 

для демпфирования приводит к уменьшению времени регулирования вследствие 
увеличения собственной частоты.

1. 22. а) 612 об/мин; б) —2,36 об/мин; в) 0,024 в.
1. 23. 10 рад/сек.

/7!= 0,1382; 77а = 1,3569-10*.
550



' 2. 1. Асимптоты логарифмической амплитудно-частотной характеристики со
стоят из следующих участков:

а) прямая с начальным наклоном — 12 дб/октава, вслед за ней прямая с накло
ном — 6 дб/октава, точка сопряжения при и — 1 и 20 дб;

б) прямая с начальным наклоном 0 дб/октава, после нее наклон — 6 дб/октава,
3

точка сопряжения при и = — и —9,54 дб.

9 4 г 18,1(1+/“)
4 (/“)(! /1,025«) ‘

3 3 =__________.
Ei 1 + (Ti + т2 + т1г)s + И^2 ’

Tj — ^2 — ^2^2» ^12 —

3.5.

1 -j- (xts . __Ci + С2 , _ RCiC2
14- Ts ’ Ci Cj ^2

1 Ц- ars 1 , , k2
тйг: Т = a = 1 + v

3.7. 100-^- +250-^2-= ez.

3.8.

______________ '<(1)

FLs2 + p7/? + Lk H- № J s + kR

3. 10. (/co) = 2
(/co + l)2

3.11.4»-
ШМ4р.+(4)л-,

£2

4. 2. а) Преобразованная структурная схема при отделении Нх состоит из пере
даточной функции прямой цепи, определяемой

С fi 2С3
1 + h2g2 + H3G2G3 ’

н

и передаточной функции обратной связи ; при отделении Н2 передаточная 

функция прямой цепи будет
GXG2G3

1 + HiGfi2-\- H3G2G3

и передаточная функция обратной связи .
О jGg

б) Преобразованная структурная схема при отделении Н2 содержит переда
точную функцию прямой цепи

CxG2
1 + H3G -fi 2

и передаточную функцию обратной связи

"■(i+4
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4.3. 6) C(s) = — G,G.,R, + G.,R. 4- G.GJi.R,, — G2R*
1 -{■ G2/У2 + G \G2 /7 j

4. 4. а) по действительной кривой предельный сдвиг фазы cppm = 45,6°, предель
ный коэффициент усиления 4,76;

б) при кусочно-линейной входной функции

с (t) = t — 0.1 + 0,00259е“ 38’4Z + 0,108е“ 4-6/ cos (10,1/ + 24,6°).

. R _ nRaKgKt 1 1 Lf
■ ■ co0 “ Rf (FR + КуКт) • (1 + stf) ■ (1 + srm)' ГДО T/ ~ ~R[ 11 

r - ,R
m ~ FR + K,KT '

4. 7. Первый сервомеханизм: б) £ -- 0,5, on = 6,94; в) e (/) = 1,154е"4Г cos X 
X (6,94/+ 30°);
второй сервомеханизм:

6) £ = 0,5; (Dj = 9,8; в) e (/) = 1,02e~5’65/ cos (9,8/ — 13,5°).

4. 8. 6)
dt

det 25000 . 
dt + л ’

яв) e0 = 100 в; г) т = сек.

4.9. a) o)„ = 12 рад/сек\ £ = 0,333; 6) Kv = 18, ess = 0,556 pad.
5. 1. а) неустойчивая; б)’ неустойчивая.
5. 4. а) неустойчивая; б) пересекает при о) = 0,35 рад/сек.
5. 5. б) всегда неустойчивая; в) s3 + s2 + 1 = 0; г) всегда неустойчивая, s3 + 

+ s2 + 10 = 0; д) устойчивая, sa + s2 + 4s + 1 = 0.

5. 6. а) HG = ________ К
(1 + TjS) (1 + T2s) 6) HG = К (1 + sTi) 

s2(l + STa) при TX > ra.

6. 1. Только опережающий корректирующий контур.
6. 4. Имеется только одна возможность

6. 5. а) —0,1°; б) опережающий корректирующий контур, имеющий

Gc (joj) = 0,2 1 + 0,05s \
1 + 0,01s ) ‘

6. 6. Двойной опережающий контур, имеющий а = 13,8 и первую частоту 
точки сопряжения около 2 рад/сек.

6. 7. б) —12° (соответственно частоте среза при использовании асимптотической 
характеристики затухания);

в) одна возможность состоит в функции

G (/со) = Г1 +/(w^]
1 +/(‘6J15')J t1 +i (l5j)]

6.8. 6)

в) приблизительно 1,25 сек.
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7. 2. б)
7. 3. б)

1А. a) HG s*  (s + 12) (s2 + 6s + 34) ’

в) нет, неустойчивая при всех значениях /<' > 0;

.л нс - /<'(з + 6)(з + 2)2 .
' s2(s + 12) (s2 + 6s + 34) ’

д) устойчивая при всех значениях /('> 0.

8 5 G (s) - —(£±2Hl±_2dL

n п л, / х / 1 + 0,357$ \28.8. Одна возможность соответствует функции Gc (s) = j q 0'74s~ / *
8. 9. а) Одно решение равняется

С ~Ь 2) (s + 6)
с{ > (s + 13,4)(s + 22,6) *

39. 1. Последовательное соединение R = 1 ом, R = — ом с параллельной емко-

2 1стыо С = -т— ф, R = -гг- ом3 о
пение R ~ ом, R = 4 ом

с последовательной емкостью

2
с параллельной емкостью С—2 ф; параллельное соеди-

1 8с последовательной емкостью С = -г- ф, R = ом о 3
г 3 лС = — ф', лестничная

ное сопротивление R = 1 ом, параллельная емкость

о 4сопротивление R = -у ом, параллельная

о 1сопротивление R — — ом, шунтирующее

емкость

схема состоит: п ос ледов а тел ь-

С= ф, последовательное
3

С = -х- ф, последовательное о

ничная схема: параллельное сопротивление

2 UU
С = -у ф, параллельное сопротивление R = ом,

42

короткое замыкание; следующая лест- 

о 8R = —- ом, последовательная
3

88

емкость

49
-tz. 88

С == Ф> параллельное сопротивление R =
(22) (оо) о

последовательная емкость

ом.

2 
q q „ I za (za + zc) . „ | Za

9. 3. б) zn — z22 — гь Н------ _ , 9------ , г12 — zb + | 9 ' •
zc г zza zc -г zza

9. 4. б) Начинают с зажимов 1—/; контур содержит последовательную
1 5

С = -у Ф, параллельное сопротивление R — -^-олг, последовательную

С = Ф, параллельное сопротивление R = 5 ом\ выход берется па зажимах 
сопротивления 5 ом\ К = 1. в) Начинают с зажимов 1—/; схема состоит из после- 

8 3довательнои ветви у ом с последовательным сопротивлением -у ом, шунтирован-

емкость

емкость
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ным емкостью ф; выход берется с зажимов параллельной ветви, состоящей

7 9 7из сопротивления -г=- ом и последовательной емкости -37- ф, К = -77- .
1о 2118

$2 _ j ___ . j __
9.5. а) т; = —ТТрзГГГ- ; в) Vo = 4---- 0,068е~0,38< + 0,468е—2,62< .

9. 6. Н = 3,52 дб.

g у _£г_ _ _____________________ 1 4~ т2$____________________ .
El S1 (Т12Т3 4" TJ3T2 + Т2Тз) + S (Т12 + Из + Т2Тз) + 1 ’

т2 = -/?2^2’> ^12 — -^i^2> тз = 7?зС3; т13 = RjC3.
t ю7Ю.4. е = 50 — ; t =сек.

Ю.5. -^_ = 

ю. 6. ^- =

1Rs
Ri s’-R2R3 ____ R2R3_____

Ri + R% 4~ R3 )+■
______________________ 1_____________________

s2(sRyR3C2G3 + R3G2 4~ RiG2 4~ ^1^3)

11. 1. б) Применить J e (/) dt к положению выходного вала тахометра.
11. 4. Вынуждающая функция в области s будет 

ш (s) = S 4-
Oi

£,
01

s-i+ ...

соответствующее выражение во временной области

Дт(,)=-^б(/)+|1-б(/)+4ч

выходные величины

с (/) — Ео + E-jt -|—g- Ег1-', с (/) = Ei + E2t', с (t) = Е2.

11.5. c(t) = c(t)UMniJMC-\-c (t)cmyni + с(0кус,лин^ — (£0 + £0/) + 

+ [(£!-£„)/ + 4*( £i-£0) /2] + [4-(£2-£i + £o)^ + 

+ 4t(£2 -£i + £0)/3] ;
c (0 = Ei + (Ei - £0) t + (£2 - Ei + £„) I + 4" (£2 “ £i + £o)

c (t) — E2 4~ (£2 — Ei 4" Ro) t-
11.7. В течение первого интервала управления, а именно 0 < t<Z Т 

с (/) = 4t2, при Т = 0,5 сек;
в течение второго интервала управления T<Zt<Z2T

с (/) = 4/2 и (/) — 12 (/ — Т)2 и (/);
в течение третьего интервала управления 2Т < /< ЗТ

с (/) = 4Z2 и (/) — 12 (£ — 71)2 и (t — Т) + 16 (Z — 271)2 и (t — 2Т).
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