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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Основное назначение этой книги - служить учебником по 
курсу <<Теория автоматического управления и регулированию> 
для студентов специальностей <<Автоматика и телемеханика>> и 
<<Информационно-измерительная техника>> политехнических вузов. 
Этим определяются содержание и объем книги. 

В соответствии с учебным планом курс подкрепляется практи
ческими занятиями в виде упражнений и лабораторных работ. 

Книга может быть рекомендована также в качестве учебного 
пособия по одноименному курсу для других специальностей поли
технических и радиотехнических вузов. 

В основу книги положен курс лекций, читаемых автором на 
электромеханическом факультете Ленинградского политехниче
сн:ого института имени М. И. Калинина. 

Настоящее, второе, издание книги по сравнению с первым 
изданием 1969 г. дополнено новыми материалами по нелинейной 
1шррекции (глаnа десятая) и оптимальным и адаптивным систе
мам. Одновременно ряд материалов справочного характера выне
сен в приложения. 

Замечания и отзывы по книге просьба направлять по адресу: 
192041, Ленинград, Марсово поле, д. 1, Ленинградское отделение 
издательства <<Энергию>. 
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ПЕРЕЧЕНЬ ОСНОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

Х -выходная величина объ-
екта 
общем 

управления, в 
случае-пере-

менная велпчпна; 
F -возмущающее воздей

ствие; 
G- задающее воздействие;
И - управляющее воздей

ствие на входе объента 
управления; 

У - выходная величина от-
дельного звена; 

Хо , Fo , .•. 
пли 
Хст , Fст , ... -значения Х, F, ... в 

статическом режиме; 
Хуст , 

Fуст, ... -значения Х, F, в 
установившемся ре-
Jt;име; 

ЛХ, ЛF, ... -приращения Х, F, 
относительно их уста
новившихся значешrй; 

х, f, ... -приращения Х, F, ... 
в относительных еди
ницах (отнесенные к их 
установившимся значе
ниям); 

х, тх, М [х]-среднее значенпе по
1шо�иес1ву (математп-

4 

tJеское ожидание) слу
чайной величины х; 

х-среднее значение по 
времени случайной ве
личины х; 

х0 (t) -центрированная случай
ная функция времели; 

Dx -дисперсия случайной 
вешrчnны х; 

ах-среднеJ{вадратичное от
клонение случайной ве
лпчпны х; 

Rx (т) -автокорреляционная фу
нкция случайного про
цесса х (t); 

Rxy (,)-взаимная норреляцион
ная функция случайных 
процессов х (t) и у (t); 

S х (со) -спектральная плотность 
случайного процесса 
х (t); 

S ху (со) -взаимная спектральная 
плотность случайных 
процессов х (t) и у (t); 

1 (t)-единичная ступенчатая 
функцпя; 

б (t)- едпничная: импульсная 
функция, дельта-функ
ция; 

h (t) -переходная (временная) 
характеристика; 

w (t) -импульсная переходная 
характеристика, весо
вая функция; 

р= 1t- -. оператор дифференци

ровашш по временп; 
1,-комплексная перемен

ная в преобразовании 
Лап.паса; 



q = Т пs - безразмерная комплекс
ная переменная в дис
кретном преобразовании 
Лапласа; 

z=еq-переменная в Z-преоб
раsовании; 

i\.=a ± ;�-корень характеристи-
ческого уравнения си
стемы; 

а - действительная 
корня i\.; 

часть 

� -мШiмая часть корня i\.; 
Т -постоянная времени 

звена; 
Т п - период квантования по 

времени в импульсных 
системах; 

Т и -ширпна импульса; 
т у= т:- относительная ширпна

и�шульса в импульеной 
системе; 

оо = Т пW - относительная частота 
в импульсных систе
!V•ах; 

w а -час1ота автоколебаний; 
Wc - частота среза л. а. х.; 
wp - резонансная частота; 

k -коэффициент передачи 
(усиления) звена или 
разомннутой системы; 

kи- коэффициент передачи 
импульсного звена; 

kco, kc1 - :коэффициенты стати-
стичесной линеариза
ции соответственно для 
средних значений и для 
центрированной случай
ной составляющей сиг
нала; 

k�l), k��) -последпий коэффици
ент при первом и вто
ром способах статисти
ческой линеаризации; 

kго, k1,, k� - коэффициенты гармони
чес1юй лпнеаризации; 

kсг , kcгi- коэффициенты совмест
ной статистической и 
гармонической линеа
ризации; 

kv, ka - добротность по скоро-
сти и по уснорению; 

X(s)= 
=L [х (t)]-изображение Лапласа 

Х* (z)= 
функции х (t); 

Z { х [ п] }- Z-преобраsование ре-
шетчатой функции 

х [п]; 
W (р), W 3 (р) -пере.п;аточная функция 

разомкнутой системы, 
(или звена) и замкну-
той системы; 

W* (z), 
w; (z)-диснретная передаточ-

W (jw), 

ная функция разомrшу
той и замкнутой сис
тем; 

W з (jw) - амплитудно-фазовая 
частотная характерис
тика разомкнутой и 
замкнутой систем; 

А (w), А3 (w)-амплитудная частотная 
характеристика разом
кнутой и замкнутой 
систем; 

L(w)= 

=20 lg А (w), 
L3 (w)= 
=20lgА3 (w)-логарифмическая ам-

плитудная частотная ха
рактеристика разомкну
той и замкнутой: сис
тем; 

<р (w), <ра (w)-фазовая частотпая ха
рактеристика разомкну
той и замкнутой сис
тем; 

U ( w), U 3 ( w) -действительная частот-· 
ная характеристика 
разомкнутой и замкну
той систем; 
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V (ro), V3(rо)-мнимая чаr,тотная ха
рактерисТИRа ра:зомкну
той и :замкнутой сис
тем; 

tп - время переходного про
цесса; 

11'] = 1 Сtмин 1- степень устойчивости; 

µ = 1 � 1 - степень колебатель-а макс 
ности; 

/ -интегральный критерий 
качества переходного
процесса; 

J -критерий качества уп
равления в адаптивных 
системах; 

Q- критерий оптимально
сти в оптимальных си
стемах. 



ВВЕДЕНИЕ 

§ В-1. ПОНЯТИЕ ОБ АВТОМАТИЧЕСКОМ УПРАВЛЕНИИ

Управление каким-либо объектом - это процесс воздействия 
на него с целью обеспечения требуемого течения процессов 
в объекте или требуемого изменения его состояния. Основой 
управления является получение и обработка информации о состоя
нии объекта и внешних условиях его работы для определения 
воздействий, которые необходимо приложить к объекту, чтобы 
обеспечить достижение цели управления. 

Объект управления может принадлежать как к неживой при
роде, в частности, быть техническим устройством (самолет, ста
нок и т. п.), так и к живой природе (н:оллектив людей, животное 
и т. п.). В свою очередь, само управление тю<же может осущест
вляться как человеком (пилот управляет самолетом), так и техни
ческим устройством (самолетом управляет автопилот). 

Управление, осуществляемое без участия человека, назы
вается а в т  о м  а т  и ч е с  к и м  у п р  а в л е н  и е м. Предметом 
настоящей книги является т е о р и я а в т о м а т и ч е с I< о -
г о у п р а в л е н и я т е х н и ч е с к и м и о б ъ е к т а м и. 
Общая теория управления, охватывающая КЮ{ неживую, так и 
живую природу, является предметом науки к и б е р н е т и к  и 
[14]. Теория автоматического управления - часть 1<ибернет1ши. 

Техническое устройство, с помощью которого осуществляется 
автоматическое управление объектом, называется у п р а в л я ю -
щ и м у с т р о й с т в о м. В соответствии с 1<онкретным техни
ческим выполнением управляющее устройство может также име
новаться управляющим прибором, системой или комi:ше1,сом. 
Совокупность объекта управления и управляющего устройства 
образует с и с т е м у а в т о м а т и ч е с к о г о у п р а в л е -
п и я (САУ) или а в т о м а т и ч е с к у ю с и с т е м у у п р а -
в л е н  и я. 

В общем виде система автоматического управления представ
лена на рис. В-1, а, где О - объект управления, УУ - управ
ляющее устройство. Состояние объекта харю{теризуется в ы  х о д  -
н о й в е л и ч и н о й Х. В общем случае выходных величин 
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несколько, и тогда состояние объекта характеризуется ве1<тором Х, 
координатами которого являются отдельные выходные величины. 
От управляющего устройства на вход объекта поступает у п р а в -
л я  ю щ е е  в о з д е й с т в и е  (у п р  а в лен и е) U. Помимо 
управляющего воздействия, к объекту приложено также в о з -
м у щ а ю щ е е в о з д е й с т в и е (возмущение, помеха) F, 
которое изменяет состояние объекта, т. е. Х, препятствуя управ
лению. На вход управляющего устройства подается з а д а ю -
щ е е  в о з д е й с т в и е  (задание) G, содержащее информацию 
о требуемом значении Х, т. е. о цели управления. Переменные 
U, G и F в общем случае являются векторами, как и Х. 

Как показано на рис. В-1, а, в самом общем случае на вход 
управляющего устройства, помимо задающего воздействия G, 

а) 

G 

Рпс. В-1. Блок-схема (а) и функциональная схема {б) системы автоматиче-
ского управления 

поступает также информация о текущем состоянии объекта в виде 
выходной величины Х и о действующем на объект возмущении F. 
Управляющее устройство перерабатывает получаемую информа
цию по определенному заложенному в нем алгоритму (правилу). 
В результате на его выходе возникает управляющее воздействие. 

На рис. В-1, б изображена ф у н к ц и о н а л ь н а я с х е м а 
СА-У, на которой показаны основные составные части управляю
щего устройства: чувствительное устройство ЧУ, вычислительное 
устройство ВУ и исполнительное устройство ИУ. 

Ч у в с т в и т е л ь н ы е у с т р о й с т в а (измерительные 
устройства) служат для измерения переменных Х, G и F. 

В ы ч и с л и т е л ь н о е у с т р о й с т в о реализует алго
ритм работы управляющего устройства, соответствующим образом 
перерабатывая поступающую от чувствительных устройств вход
ную информацию. В простейшем случае оно осуществляет про
стые математические операции, такие, как операция сравнения, 
определяющая разность Х - G, операции интегрирования, ·диф
ференцирования, статического нелинейного преобразования и т. п. 
В более сложных случаях вычислительное устройство может 
представлять собой вычислительную машину и даже RОl\Шлекс 
таких машин. 

И с п о л н и т е л ь н ы е у с т р о й с т в а предназначены 
для непосредственного управления объентом, т. е. изменения его 
состояния в соответствии с сигналом, выдаваемым вычислитель
ным устройством. 
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Помимо перечисленных выше частей, в состав управляющего 
устройства могут входить различные специальные устройства, 
например преобра3ователи, служащие для согласования отдельных 
частей системы, устройства связи и т. п. 

§ В-2. RЛАССИФИRАЦИЯ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСRОrо УПРАВЛЕНИЯ

Для ознакомления с . основными видами систем автоматиче
Сf:ого управления и соответствующей терминологией рассмотрим 
классификацию САУ по ряду признаков, существенных с точки 
зрения теории автоматического управления. 

А. Разомкнутые, замкнутые и комбинированные системы 

В схеме САУ, изображенной на рис. B-i, вэ. управляющее 
устройство поступают три вида информации: информация о вели
чине Х, определяющей состояние объекта, информация о вели
чине G, задающей цель управления, информация о F - возму
щениях, нарушающих режим работы объекта. Однако возможны 
САУ, в которых используется лишь часть перечисленной инфор
мации. При этом в зависимости от видов используемой управляю
щим устройством информации различают два основных типа 
САУ - разомкнутые системы и замкнутые системы. 

В р а з о м к н у т ы х САУ выходная величина объекта Х не 
измеряется, т. е. нет контроля за состоянием объекта. Разомк
нутыми такие системы называются потому, что вследствие этого 
в них отсутствует о б р а т  н а я с в я з  ь между выходом объекта 
и входом управляющего устройства, при наличии которой объект 
и управляющее устройство образуют замкнутый контур. 

Возможны разомкнутые САУ, в которых управляющее устрой
ство измеряет только одно задающее воздействие G, одно возму
щение F и, наконец, оба эти сигнала одновременно. 

В первом варианте разомкнутой САУ управление осуществ
ляется п о  з а д  а ю щ е м  у в о з д ейс т в и ю: поступающие 
извне команды G приводят путем изменения управляющего воз
действия U к соответствующему изменению выходной величины 
объекта Х. Точность обеспечиваемого при этом соответствия между 
Х и G целиком определяется постоянством параметров системы и 
возмущений и никак не контролируется. Поэтому практически 
такие системы пригодны лишь при достаточно высокой стабиль
ности указанных выше условий работы системы и невысоких тре
бованиях к точности. 

Примером системы этого типа служит разомкнутая система 
программного управления напряжением синхронного генератора, 
изображенная на рис. В-2, а. Объектом управления здесь является 
синхронный генератор Г, вращаемый с постоянной скоростью дви
гателем Д. Выходная величина объекта - напряжение генера-
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тора - определяется напряжением возбуJ-Iщения, подаваемым на 
обмот:ку возбуждения генератора ОВ от устройства задания гра
фи:ка напряжения УЗГ. Последнее является управляющим устрой
ством. Напряжение возбуждения автоматичес:ки изменяется во 
времени в соответствии с заложенной в УЗГ программой, обеспе
чивая соответствующее изменение напряжения генератора. 

В та:кой системе управления действительное напряжение может 
значительно отличаться от заданного, например, вследствие из
менения величины нагруз:ки генератора, с:корости вращения дви
гателя, температуры обмотон: генератора. 

а) 

@� 
ов_n 

� 

о) 

(Эf 
ов 

8)(--:\ ��f,��Ш3
ОВ 1 --ТН1 

i В f-HII 
R у i ::::, [ 

___ J 

Uз 

Рис. В-2. Системы уираnленпя напряжением синхронного 
генератора: а - разомкнутая система программного уп
равления; б - разомкнутая система компенсации влияния 
нагруюш; в - sамrшутая система управления по откло
нению; г - комбинированная система управления по от-

клонению с 1,омпенсацией влияния нагрузки 

Вторым вариантом разо:м::кнутой САУ является с и с т  е :и а 
а в т о м а т и ч е с :к о г о  у п р а в л е н и я  п о  в о з м у щ е 
н и ю, или, :ка:к ее еще называют, с и с т е м а а в т о м а т и ч е -
с :к о й :к о м п е н с а ц и и. Та:кие системы находят применение, 
в частности, :когда задача управления сводится :к поддержанию 
постоянства выходной величины Х объе:кта. 

На рис. В-2, 6 в :качестве примера та:кого типа системы по:ка
зана система стабилизации напряжения синхронного генератора 
при переменной элен:тричес:кой нагруз:ке на его зажимах. Чувст
вительное устройство, состоящее из трех трансформаторов то:ка 
Т Т и выпрямителя В, выдает напряжение постоянного то:ка, про
порциональное току генератора. Это напряжение подается в цепь 
возбуждения генератора, изменяя ток возбуждения. При увели
чении, например, нагрузI{И напряжение на зажимах генератора 
соответственно уменьшится за счет увеличившегося падения 



напряжения на обмотке статора. Однако одновременно благодаря 
действию сигнала по току нагрузки генератора, создаваемого чув
ствительным элементом, ток возбуждения генератора увеличится 
настолько, что в результате напряжение генератора возвратится 
к своему исходному значению. Таким образом происходит ком
пенсация влияния изменения нагрузки на напряжение генера
тора и обеспечивается поддержание напряжения на постоянном 
уровне в условиях переменной нагрузки. 

Си с т е м а  у п р а в л е н и я  п о  з а д а ю щ е м у  и в о з 
м у щ а ю щ е м у в о з д е й с т в и я м является наиболее пол
ным видом разомкнутой САУ. В этом случае управление объек
том осуществляется в функции двух величин G и F, т. е. здесь 
объединены оба предыдущих варианта разомкнутых систем. 

Примером такой системы может быть система программного 
управления напряжением генератора, объединяющая схемы, изоб
раженные на рис. В-2, а и б. (В этом случае в схеме рис. В-2, б

напряжение питания цепи возбуждения должно подаваться от 
устройства задания графика напряжения УЗГ, показанного на 
рис. В-2, а.) В отличие от системы программного управления, 
изображенной на рис. В-2, а

, 
в данной схеме устраняется основная 

ошибка по напряжению, вызванная непостоянством нагрузки 
генератора. 

Принцип компенсации возмущения позволяет существенно по
высить точность управления в разомкнутых САУ. Однако все же 
эта точность остается невысокой, во-первых, вследствие невозмож
ности охватить компенсацией все возмущения, действующие на 
систему (в том числе и на управляющее устройство), и, во-вторых·, 
из-за изменения во времени параметров объекта и управляющего 
устройства. Последнее в полной мере относится и к параметрам 
цепи компенсации. Неточность и изменение настройки цепи ком
пенсации тоже вызывают изменение выходной величины объекта. 
В силу изложенного разомкнутые САУ нашли применение только 
при невысоких требованиях к точности управления. 

В з а м к н у т ы х САУ на вход управляющего устройства 
подаются задающее воздействие G и выходная величина объекта Х. 
Исходя из величины G, управляющее устройство определяет со
ответствующее требуемое значение Х и, имея информацию о те
кущем значении Х, обеспечивает необходимое соответствие между 
Х и G путем воздействия на объект. 

В такой САУ управляющее устройство стремится ликвидиро
вать все отклонения Х от его значения, определяемого заданием G, 
независимо от причин, вызвавших эти отклонения, включая лю
бые возмущения, внешние и внутренние помехи, а также измене
ния параметров системы. 

Rак видно из рис. В-1, САУ такого типа представляют собой 
з а м к н у т ы й  к о н  т у р, образованный объектом и управляю
щим устройством. При этом управляющее устройство создает 
о б р а т н у ю с в я з ь вокруг объекта, связывая его выход со 
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входом. Замкнутые САУ называются поэтому еще с и с т е м а м и 
с о б р а т н о й с в я з ь ю или с и с т е м а м и у п р а в л е -
Н И Я П О О Т К Л О Н е П Il Ю, 

Эти системы могут обеспечить принципиально неограниченную 
точность управления и представляют собой основной т1ш САУ. 
Основным содержаnием настоящей книги является изучение именно 
замкнутых САУ. Везде ниже, где говорится о системах автомати
ческого управления без уточнения их типа, будет подразумеваться 
замкнутая система. 

На рис. В-2, в показана в качестве примера замкнутая система 
управления напряжением синхронного генератора. Управляю
щее устройство системы состоит из измерителя напряжения ИН, 

который включает в себя трансфор
матор напряжения Т Н с выпрямите

Ur 

0'-------------

Рис. В-3. Переходный процесс 
измененпя напряжения генера
тора в системе, показанной на 

рис. В-2, в

лем В и является чувст:gительным 
устройством; устройства задания ве
личины напряжения Из в виде дели
теля напряжения R3 , питаемого ста-
билизированным · напряжением, и 
усилителя У, являющегося одно
временно и исполнительным устрой
ством, воздействующим на объект. 
Вычислительное устройство в схеие 
на рис. В-2, в представляет собой 

ряжений И и Из на 
ность ЛИ = Из - И. 

простейшую схему сравнения нап
входе усилителя, определяющую раз-

Напряжение И постоянного тока на выходе измерителя напря-
· жения ИН однозначно связано с напряжением генератора Иг ,
Когда И = И

з, сигнал t:..U на входе усилителя У равен нулю и
управляющее устройство не действует на генератор, являющийся
объектом управления. Если по какой-либо причине, например
вследствие изменения нагрузки генератора или скорости его вра
щения, напряжение генератора изменится, на входе усилителя
появится напряжение ЛИ соответствующей величины и знака.
В результате на выходе усилителя возникнет напряжение, которое
изменит ток возбуждения генератора, что приведет к возврату
напряжения генератора к исходному значению. Возможный вид
процесса изменения напряжения генератора Иг, вызванного скач
ком сопротивления нагрузки Rн, показан на рис. В-3. Аналогично
происходит процесс управления и при изменении задающего на
пряжения Из , Возникшая при этом величина ЛИ вызовет путем
изменения тока возбуждения генератора соответствующее изме
нение его напряжения.

Если в схеме на рис. В-2, в вместо делителя напряжения R з 

поставить устройство задания графика напряжения, получится зам
кнутая система программного управления напряжением гене
ратора.
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R о м б и н и р о в а н н ы е САУ представляют собой объеди
нение в одну систему замкнутой системы управления по откло
нению и разомкнутой системы управления по внешнему воздей
ствию. Показанная на рис. В-1 схема является схемой такой ком
бинированной САУ. 

Добавление к замкнутой сиотеме управления разомкнутой 
системы компенсации влияния на выходную величину объекта 
какого-либо возмущения облегчает задачу замкнутой САУ и тем 
самым позволяет упростить ее и повысить точность управления. 
Луqшее качество управления в комбинированных системах объяс
няется тем, чт-о в них наиболее полно используется информация 
об объекте и внешней ситуации. 

Примером комбинированной системы может служить система 
автоматического управления напряжением синхронного генера
тора, изображенная на рис. В-2, г и представляющая собой 
объединение схем рис. В-2, б и в.

В. Системы автоматического регулирования -
системы стабилизации, системы программного управления 

и следящие системы 

Частным, но широко распространенным видом систем автома
тического· управления являются с и с т е м ы а в т о м а т и ч е -
с к о г о р е г у л  и р о в а н  и я (САР), или а в т  о м  а т  и ч е -
с к и е  с и с т  е м  ы р е гу л и р о в а н  и я. Системой автома
тического регулирования называется САУ, задача которой заклю
чается в поддержании выходной величины объекта Х на заданном: 

уровне G, т. е. в поддержании равенства Х = G. 
В зависимости от характера задающего воздействия САР 

делятся на три вида: системы стабилизации, системы программ
ного регулирования (управления) и следящие системы. 

В системах стабилизации задающее воздействие постоянно, 
в системах программного регулирования оно изменяется по 
заранее заданному закону, в следящих системах оно тоже изме
няется, но закон изменения заранее не известен. В последнем 
случае задающее воздействие поступает на систему извне и зада
чей системы является обеспечение слежения выходной величиной 
объекта за изменяющейся задающей величиной так, чтобы все 
время поддерживалось равенство Х = G. 

Управляющее устройство в системах автоматического регули
рования называется р е г у л я т о р о м, а выходная величина -
р е г у л и р у е м о й в е л и ч и н о й. 

Примерами систем автоматического регулирования служат 
системы, показанные на рис. В-2. Объектом регулирования здесь 
является синхронный генератор, регулируемой величиной - его 
напряжение. 

Другим примером системы автоматического регулирования 
может служить автопилот, ведущий самолет по заданн;ому курсу. 
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Однако, если автопилот дополнить вычислительным устройством, 
которое определяет необходимое направление движения самолета 
исходя па задачи достижения определенной точ.1ш пространства 
за минимальный промежуто1{ времени пли при минима.лыюм 
расходе rорючего и т. п., такую систему автоJ11а·rичесr{ого управле
ния уже нельзя назвать системой регулирования. 

В. Одномерные и мио1·омерные системы 

В зависпмостп от количества выходных координат объекта 
управления, образующих вектор выходной величины Х, САУ 
делятся на о д н о м е р н ы е и м н о г о м е р п ы е (двухмер
пые и т. д.). 

Рассмотренные вы::nе системы автоматического регулировашш 
папряжения синхронного генератора (см. рис. В-2) являются одно-

\-::.-::.-::.-::.-::.==· ::;:==�_:j. 
мерными системами. Если на
ряду с напряжением регули-

ОВД 

Pnc. В-4. Система автоматического 
регу лпрования напряжения п частоты 

синхронного генератора 

РН - регулятор напряжения; РЧ - регу
лятор частоты; ИЧ - измеритель частоты; 

У - усилитель; Rз - потенциометр зада

ния уставии частоты; ОВД, ОВГ - обмот-
ии возбуждения двигателя и генератора 

ровать частоту этого генератора 
путем воздействия на снорость 
вращающего его двигателя, по
лучите /f- двухмерная система 
автоматического регулирова
ния. Схема таRой САР приве
дена на рис. В-4. Здесь изме
ритель частоты ИЧ представ
ляет собой схему, выходом ко
торой яв.;.яется напряжение 
постоянного тока, пропорцио
нальное величине частоты син
хропного генератора. В осталь
ном схема регулят,ора частоты 
подобна схеме регулятора нап

ряжения, приведенной на рис. В-2, в. Управление частотой осущест
вляете,� воздействием на скорость вращения двигателя путем измене
ния его тона возбуждения. (Разумеется, регулятор частоты тоже lllO

a,eт быть комбинированным, как и регулятор напряжения, в резуль
тате введения воздействия пп нагрузне па возбуждение двигателя.) 

Многомерные САУ (и САР), в свою очередь, делятся на системы 
несвязанного и связанного управления (регулирования). 

С и с т е м а н е с в я з а н н о r о у п р а в л е н и я имеет 
несколько управляющих устройств, каждое из ноторых осущест
вляет управление своей выходной координатой объента. При этом 
все эти устройства не имеют взаимных связей. (Последнее, однано, 
пе исключает возмо;-rшости влияния управляющих устройств друг 
на друга через объект управления или, например, общий источ
пин питания.� 

В с и с т е JII е с в я з а н п о r о у п р а в л е н и я отдельные 
упrJавляющие устройства связаны друг с другом внешними связям:и. 
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Входящая в состав многомерной системы управления (кая свя
занной, так и несвязанной) отдельная система управления назы
вается а в т о н о м н о й, если управляемая ею выходная коорди
ната объекта не зависит от значений остальных управляемых 
координат, так что изменение последних не вызывает изменения 
этой координаты. Часто с целью полученил автономности (необ
ходимой по какой-либо эксплуатационной причине) вводят внеш
ние связи между отдельными управляющими устройствами. 

Система автоматического регулирования напряжения п частоты 
синхронного генератора является несвязанной двухмерной систе
мой, если между регуляторами напряжения и частоты нет внешних 
связей. Однако входящие в нее системы неавтономны, так как при 
изменении частоты происходит изменение напряжения генератора 
(всJrедствие изменения скорости его вращения) и наоборот (вслед
ствие зависимости от напряжения величины нагрузки на валу 
двигателя). Эти системы принципиально можно сделать автоном
ными путем наложения переI{рестных" связей 11Iежду обои11Iи регу
ляторами. При этом: получится система связанного регулирования 
uапряжения и частоты генератора. 

Г. Систеl\'IЫ линейные и нелинейные 

Л и н  с й н ой пазывается система, которая описывается ли
нейными уравнениями. В противном случае система является 
н е л и н е й н о й. Чтобы система была нелинейной, ;::,;остаточно 
иметь в ее составе хотя бы одно нелинейное звено, т. е. звено, 
описываемое нелинейным уравнением. Например, причинами 
нелинейности системы автоматичесRоrо регулирования напряже
ния, изображенной на рис. В-2, в, могут быть насыщение генера
тора, делающее нелинейной зависимость напряжения генератора 
от тока возбуждения, нелинейная зависимость величины нагрузки 
от напряжения, нелинейная зависимость выходной величины от 
входной у какой-либо части регулятора. 

Для линейных систем справедлив п р и н ц и п с у п е р п о -
з и ц и и. Он заключается в том, что реакция системы на любую 
комбинацию внешних воздействий равна сумме реакций на каж
дое из этих воздействий, поданных на систему порознь. Принцип 
суперпозиции позволяет выразить реакцию системы на любое про
извольное воздействие через реакцию системы на элементарное 
типовое воздействие, например, в виде ступеньки. Для этого до
статочно представип-, данпое входное воздействие в виде совокуп
ности выбранных типовых воздействий. Благодаря принципу 
суперпозиции разработана общая теория линейных систем автома
тического управления, описываемых линейными дифференциаль
ными уравнениями любого порядка. 

К нелинейным системам принцип суперпозиции не применшr. 
Нет и общей теории нелинейных дифференциальных уравпений, 
на основе которой могла бы быть создана общая теория нелиней-
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ных систем автоматического управления. Существует лишь ряд 
частных методов для решения некоторых видов нелинейных урав
нений. Вместе с тем, если не ограничивать диапазона измене
ния входных воздействий, то все реальные системы автомати
ческого управления оказываются нелинейными. Трудность ис
следования нелинейных систем заставляет упрощать их опи
сание. Желательным пределом такого упрощения является 
приближенное описание их линейными уравнениями, хотя бы в не
которых из интересующих нас режимов. Это называется л и не - . 
а р и з а ц и е й нелинейных систем. 

Д. Системы стационарные и нестационарные 

С т а ц и о н а р н о й назывдется система, все параметры 
которой не изме:е:яются во времени. Н е с т а ц и о н а р н а я 
система - это система с переменными параметрами. При матема
тическом описании нестационарной системы это проявляется в том, 
что некоторые коэффициенты дифференциального уравнения си� 
стемы являются функциями времени. Пример нестационарной 
системы - система управления ракетой, масса которой изме
няется вследствие расхода топлива. 

В соответствии с данным определением, в отличие от неста
ционарной системы, реакция стационарной системы на одно и то 
же воздействие не зависит от момента приложения этого воздей-
ствия. 

Е. Системы непрерывного и дискретного действия 

САУ бывают непрерывного или дискретного действия в зависи
мости от характера действия составляющих систему звеньев. 

С и с т е м а н е п р е р ы в н о г о д е й с т в и я, или, ко
роче, н е  п р  е р ы  в н а  я с и с т  е м  а, состоит только из звеньев 
непрерывного действия, т. е. звеньев, выходная величина которых 
изменяется плавно при плавном изменении входной величины. 

С и с т е м а д и с к р е т н о г о д е й с т в и я, или д и с -
к р е т н а я с и с т е м а, - это система, содержащая хотя бы 
одно звено дискретного действия. Звеном дискретного действия 
называется звено, выходная величина которого изменяется дис
кретно, т. е. скачками, даже при плавном изменении входной 
величины. (Скачни выходной величины могут происходить либо 
при прохождении входной величиной определенных пороговых 
значений - звено релейного действия, либо через определенный 
интервал времени - звено импульсного действия.) 

Ж. Адаптивные и неадаптивные системы 

А д а п т и в н ы е, или с а м о п р и с п. о с а б л и в а ю -
щ и е с я, системы обладают способностью приспосабливаться 
к изменению внешних условий работы, а также улучшать свою 
работу по мере наr<опления опыта. Н е а д а п т и в н ы е, или, 
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нан их еще называют, о б  ы R н о  в е н н ы е, с и с т  е м  ы таной 
способностью не обладают. Они имеют постоянную настройку. 
Если вследствие наного-либо изменения условий работы обынно
венной системы ее настройну требуется изменить для того, чтобы 
сохранить заданное начество управления (например, точность, 
быстродействие), эту перенастройку должен сделать человек. 
В адапт.ивной системе это осуществляется автоматически самим 
управляющим устройством системы. 

Область применения адаптивных САУ - это управление объек
тами, свойства или условия работы ноторых недостаточно известны 
или существенно непостоянны. В этих условиях обыкновенная, 
неадаптивная, система либо будет работать неудовлетворительно, 
либо потребует постоянного надзора. 

В заключение остановимся на общей харантеристике процессов, 
происходящих в системах автоматичесного управления. Rак и 
у всякой щшамической системы, процессы в САУ делятся на уста
новившиеся и переходные. На рис. В-3 показаны два варианта 
п е р е х о д н о г о п р о ц е с с а в системе регулирования 

,напряжения генератора, изображенной на рис. В-2, в. До момента 
изменения нагрузни генератора, вызвавшего переходный процесс 
регулирования напряжения, и по окончании э·rого процесса в си
стеме имеет место у с т а н о в и в ш и й с я п р о ц е с с, харю{
теризуемый постоянством внешних возмущений и других условий 
работы системы. 

При рассмотрении процессов в САУ важное значение имеют 
следующие понятия: устойчивость системы, качество процесса 
управления и точность управления. 

У с т о й ч и в о с т ь - это свойство системы возвращаться 
в установившееся состояние после того, нан она была выведена 
из этого состояния наним-либо возмущением. Замкнутые СА У, 
нак всякие замкнутые системы, весьма снлонны к потере устой
чивости, что чаще всего проявляется в возникновении расходя
щихся нолебаний (генерации). Например, такая неустойчивость 
системы регулирования напряжения генератора, изображенной 
на рис. В-2, в, выразится в вознинновении колебаний напряже
ния генератора со всевозрастающей амплитудой. Переходные про
цессы, показанные на рис. В-3, соответствуют устойчивой системе, 
поскольку отклонения напряжения со временем не возрастают, 
а уменьшаются, затухают. Если отбросить особые случаи, можно 
сназать, что устойчивость является необходимым условием работо
способности всякой САУ. 

R а ч е с т в о п р о ц е с с а у п р а в л е н и я характери
зуется тем, наснолько процесс управления близок к желаемому. 
Количественно оно определяется нритериями начества, ноторые 
выбираются в соответствии с целью управления. Например, для 
упомянутой выше системы регулирования напряжения генера. 
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тора :качество может оцениваться такими :критериями, :ка:к вели
чина максимального отклонения напряжения генератора, вызван
ного скачком нагрузки, :колебательность переходного процесса, 
его длительность. 

Т о ч н о с т ь у п р а в л е н и  я характеризуется погреш
ностью системы в установившихся режимах. Например, для 
системы регулирования напряжения генератора точность опреде
ляется величиной установившегося отклонения напряжения гене
ратора от заданного значения по окончании переходного процесса. 

С учетом рассмотренной :классификации систем автоматиче
ского управления ниже принят такой порядок изложения. 

В начале, в первой части, 1-шиги дается теория обыкновенных 
линейных САУ непрерывного действия. Во второй части изJ�а
гаются общие вопросы теории нелинейных САУ. Третья часть 
посвящена теории дискретных систем, а в четвертой, последней, 
части описываются адаптивные системы. Основным объектом 
рассмотрения, связываrощим все части :кйиги, являются одномер
ные замкнутые системы автоматической стабилизации. 



Часть первая 

Теория линейных систем автоматического 
управления непрерывного действия 

Глава первая 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

§ 1-1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. РАЗБИЕНИЕ СИСТЕМЫ НА ЗВЕНЬЯ

Целью рассмотрения системы автоматического управления мо
жет быть решение одной из двух задач - задачи а н а л и з а сис
темы или задачи ее с и н  т е з а. В первом случае дается система, 
включая значения параметров, и требуется определить ее свойства. 
Во втором случае, наоборот, задаются свойства, н:оторыми дош1ша 
обладать систе:ма, т. е. требования к ней, и необходимо создать 
систему, удовлетворяющую этим требованиям. Очевидно, что 
задача синтеза много сложнее задачи анализа уже из-за ее неодно
значности. 

В самом общем виде порядо1, исследования САУ в обоих слу
чаях ю,лючает математическое описание системы, исследоnание ее 
установившихся режимов и исследование переходных режимов. 

Математическое описание системы, т. е. получение ее матема
тической модели, начинается с разбиения ее на звен1?Я и описания 
этих звеньев. Последнее :может осуществляться либо аналити
чески в виде уравнений, связывающих входные и выходные вели
чины звена, либо графически в виде характеристи1,, описыв·ающих 
ту же связь. По уравнениям или характеристикам отдельных 
звеньев составляются уравнения или характеристики системы 
в целом, на основании н:оторых и исследуется систем.а. 

Выше при рассмотрении принципа действия систем автоматиче
ского управления было дано понятие о фуюш;иональной схеме 
САУ (см. рис. В-1, 6). R функциональной схеме система разбита 
на звены1 исходя и;1 выполняемых ими функций, т. е. назначения. 
Для математического описания систему разбивают на звенья по 
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другому принципу, а именно - исходя из удобства получения 
этого описания. Для этого систему следует разбивать па возlftожко 
более простые (<<мелкие>>) звепья, по вlftecme с тем пеобходимо, чтобы 
они обладали направлепностью действия. 

3 в е н  о м  н а п р а в л е н н о  r о д е й с т в  и я называется звено, 
передающее воздействие только в одном направлении - со входа 
на выход, так что изменение состояния такого звена не влияет на 
состояние предшествующего звена, работающего на его вход. 
В результате при разбиении системы на звенья направленного 
действия математичесI{Ое описание каждого такого звена может 
быть составлено без учета связей его с другими звеньями. Соот
ветственно математическое описание всей системы в целом: может 
быть получено как совокупность составленных независимо друг 
от друга уравнений или характеристик отдельных звеньев, обра
зующих систему, дополненных уравнения:ми связи между звеньями. 

В результате разбиения САУ на звенья направленного дей
ствия и получения математического описания зве_ньев состав
ляется с т р у к т у р н а я с х е м а с и с т е м ы, которая и 
является ее математической моделью. Структурная схема системы 

Rн состоит из прямоуголь
ников, изображающих 
звенья схемы, и стре
лок, соединяющих вы
ходы и входы звеньев 

Рис. 1-1. Разбиение на звенья системы автома
тпчес�,ого регулирования напряжения син

хронного генератора 

согласно связям между 
звеньями в системе. 
Стрелками пон:азывают
ся также внешние воз
действия, приложенные 
к отдельным звеньям 

системы. :Каждому звену структурной схемы придается описы
вающее его уравнение или характеристика. При это:м уравнение 
обычно записывается прямо на схеме внутри изображающего звено 
прямоуrольни1{а в виде передаточной функции (см. § 1-2). Полу
чение структурной схемы является конечной целью математичес
кого описания системы. 

В качестве примера на рис. 1-1 показано разбиение на звенья 
системы автоматического регулирования напряжения синхрон
ного генератора, изображенной на рис. В-2, в. При этом принято, 
что усилитель регулятора состоит из двух частей - усилителя 
напряжения УН и усилителя мощности УМ в виде, например, 
электромашинного усилителя. :Каждый из этих усилителей обла
дает направленностью действия и поэтому может быть выделен 
в виде отдельного звена. 

На рис. 1-1 стрелками показаны внешние воздействия - за
дающее воздействие И 

3 и возмущение в виде сопротивления на
грузки Rн на зажимах генератора. На этом же рисунке в виде 
кружочка, разделенного на секторы, дано условное изображение 
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элемента сравнения, т. е. суммирующего элемента, выявляющего 
разность ЛИ = Из - И. Рядом показаны знаки сигналов (плюс 
у Из и минус у И). Часто сектор, соответствующий вычитаемому 
сигналу, чернится, как показано на рис. 1-1. 

§ 1-2. УРАВНЕНИЯ ЗВЕНЬЕВ СИСТЕМЫ. ЛИНЕАРИЗАЦИЯ

Основная сложность, которая существует при выводе уравне
ний звеньев системы, заключается в необходимости установления 
допустимой степени идеализации и упрощения звеньев. Главным 
упрощением, к которому следует стремиться при выводе уравне
ний звеньев системы, является их линеаризация, т. е. описание 
линейными дифференциальными урав
нениями. Линеаризация нелинейности, 
содержащейся в уравнении звена, зак
лючается в замене этой нелинейности 
приближенной линейной зависимостью. 

Рассмотрим звено, описываемое не
линейной статической зависимостью 
У = <р (Х) (рис. 1-2, а). Пусть устано
вившийся режим звена соответствует 
значениям входной и выходной вели
чин Х0 и У0 (рис. 1-2, 6) и отклонения 
Х от Х0 в процессе работы звена доста

а) 

�
�

б) 
у 

Уа 

х

точно малы. В этом случае исходную Рис. 1-2. Линеариаация ста-
нелинейную зависимость У = <р (Х) тического авена 
можно разложить в ряд Тейлора в ок-
рестностях точки установившегося режима и, отбросив члены 
ряда выше первого порядка малости, получить следующую приб
лиженную зависимость: 

У� <р (Х0) + (:J)o (Х -Х0), (1-1) 

где (;i )о - значение производной функции <р (Х) по Х при под
становке в выражение этой производной Х = Х0 • 

Это уравнение можно переписать в таком окончательном виде: 

ЛУ�kЛХ, (1-2) 
где 

ЛХ=Х-Х0; ЛУ=У-Уо; k=(1})
0

• 

Проведенная линеаризация имеет простую графическую интер
претацию; она соответствует, как показано на рис. 1-2, 6, замене 
действительной нелинейной характеристики касательной к ней 
в точке, соответствующей установившемуся режиму. Коэффи
циент k в уравнении (1-2) равен тангенсу угла наклона этой 
касательной относительно оси абсцисс. Поэтому его величина 
может быть найдена чисто графическим построением без нахожде-
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ния аналитического выражения для исходной нелинейной зависимости ер (Х). 
Расс11Iотрим теперь более общий случай, н:огда звено описывается нелинейным уравнением, вrшючающим производные по времени от входной и выходной величин: 

ср(Х, Х', Х", ... , У, У', У", ... )=0. (1-3)
Разложив, кан: и прежде, нелинейную функцию, находящуюсяв левой части уравнения, в ряд Тейлора в точке установившегосярежима, получим следующее линейное дпфференциальное уравнение для приращений переменных:

(fJ-)0 ЛХ + (:;, )0 ЛХ' + (:J,,)0 ЛХ" + ...
. . . + (:; )0 ЛУ + (ai, )0 ЛУ' + (а<��' )0 ЛУ" + ... =О. (1-4)

Здесь (� )0 , (;J, )
0 

и т. д. - значения производных функции ер,
получающиеся при подстановн:е значений Х0 , У0 и нулевых значений производных, соответствующих установившемуся режиму.Показанная процедура линеаризации нелинейных звеньев приводит н: приближенному описанию их линейными дифференциальны11ш у р а в н е  н и  я м  и в о т  н: л о н е н и  я х (в в а р  и а -ц и я х). Допустимость такой линеаризации ограничена следующимиочевидными условиями. Во-первых, 01-1,а примеnима только для
малых откло1-1,е1-1,ий, т. е. полученные в результате линеаризацииуравнения пригодны для приближенного исследования толы{Отаr{их режимов в системах, при I{оторых переменные величины навходе звеньев претерпевают достаточно малые отклонения от установившихся значений. При этом точность исследования растетс уменьшением отr{лонений. Во-вторых, поскольку такая линеаризация основана на разложении в ряд Тейлора, она применима только к непрерывно дифференцируемым нелинейностям. Поэтому такие нелинейности называются л и н е а р и з у е м ы м и. Нелинейные звенья, не удовлетворяющие этому требованию, называются с у щ е с т в е н н он е л и н е й н ы м и. R существенно нелинейным звеньям, например, относятся звенья с прерывистыми характеристиr{амитипа релейных хараrперистик и с неоднозначными характеристиками типа петли гистерезиса. 

В теории автоматического управления приняты определенныеформы записи линеаризованных дифференциальных уравненийзвеньев. При этом уравнение (1-4) (с учетом только приведенныхтам членов) должно записываться таr{: 
(Tfp2 + Т 2р + 1) у= (k1 + k2p + k3p

2
) х. (1-5) 

d Здесь р = dt - оператор дифференцирования по времени;
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ЛХ ЛУ 
х = Хо ; У= у

0 

- приращения переменных в относительных еди-
ницах; 

k-_(:l)o_Xo. k-_(/f,\_xo.
1 (дер) Уо' 2- (дер) Уо'

дУ о дУ о 

(дi·) х k
3 = - (дер ) 0 • у: - 1-юэффициенты передачи;

дУ о

(}:,,) (:;,) Tf= (дер)о ; Т
2

= (д
ер
)о - постоянные времени.

дУ о дУ о 

Особенности приведенной формы записи заключаются в сле
дующем. Выходная величина и ее производные находятся в левой 
части урщшения, а входная величина и ее производные - в пра
вой. :Коэффициент при приращении выходной величины равен 
единице [в результате деления обеих частей уравнения на 

(:; )0]. Приращения переменных обозначаются строчными бук

вами и выражены в относительных единицах. Правда, иногда 
более удобно использовать абсолютные значения приращений 
переменных. В этом случае выражения для коэффициентов пере
дачи, стоящих в правой части уравнения, соответственно изме
няются. 

:Коэффициенты левой части уравнения - постоянные вре
мени - в обоих случаях остаются без изменения. Размерность 
пх - секунда в степени, равной порядку производной, перед 
которой стоит данный коэффициент. 

Другой формой записи линейных уравнений звеньев является 
запись с помощью п е р ед а т  о ч н ой фун к ц и и. -Урав
нение (1-5) при этом принимает вид: 

или 

где 

k1 + k2p + kзр2 

У =т1р2+т2Р+1 :» 
(l-б)

у= И' (р) х, 

W ( ) _ k1 +k2p +kзр2 

р - Tjp2+T2p+i. 

(1-7) 

Дробь W (р) называется передаточной функцией звена. Пока
будем рассматривать ее просто как удобный способ записи диф
ференциальных уравнений. Полное определение передаточной 
функции будет дано в следующем параграфе с помощью преобра
зования Лапласа. 

Рассматривая выше формы записи уравнений, принятые в тео
рии автоматического управления, мы оперировали для опреде-
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ленности уравнением второго порядка с одной входной величи
ной х. Однако в результате линеаризации реальных звеньев
могут быть получены уравнения любого порядка. В общем случае
звено системы автоматического управления, имеющее п входов,,
описывается дифференциальным уравнением

n 

Q (р) у=� Ri (р) Xj (1-8) 
i=1 или в другом виде

п 

у= � wi (р) xi . (1-9)
i=1 

Здесь xi - входные воздействия на звено (i = 1, 2, ... , п); Q(p)
и R;(p) - полиномы относительно р; Wi (р) = �\�) - переда
точная функция звена для i-го входного воздействия .

. �ов Гl;1
� -��

;;{ 
б) (J) 

Iв 

lва 

В) 

.. Uв � 

�-

ш 

8) 

Рис. 1-3. R выводу уравненпя генератора постоян
ного тока 

Рассмотрим в :качестве примера линеаризации вывод уравнения
генератора постоянного тока, пон:азанного на рис. 1-3, а. Такой
генератор может, например, входить в состав системы регулиро
вания :напряжения, приведенной на рис. 1-1, в :качестве элен:тро
машинного усилителя мощности.

Входной величиной генератора в данном случае является
напряжение возбуждения И в, а выходной - напряжение на его
зажимах И. Скорость вращения якоря Q и величину сопротивления
нагрузки Rн примем постоянными. Рею{ция якоря предпола
гается скомпенсированной и не учитывается.
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Напряжение генератора 
И= R :нR Е. (1-10)а 1 

1н Здесь Е - э. д. с. генератора; Ra 
- сопротивление цепи ю,орягенератора; Rн -- сопротивление нагрузки (принято чисто активным). Э. д. с. генератора пропорциональна скорости вращения якоряи магнитному потоку, т. е. (1-11)

где Q - угловая скорость вращения якоря; Ф - сцепляющаясяс якорем часть магнитного потока, со,щаваемого обмоткой возбуждения; С1 - коэффициент, постоянный для данной машины. Поскольну скорость вращения якоря постоянна, перепишемвыражение (1-11) в виде (1-12)
где с; = C1Q, Поток Ф является функцией тока возбуждения, т. е.

Ф=ср(Jв), (1-13)
Эта зависимость нелинейна и по1{азана на рис. 1-3, б. В свою очередь, ток возбуждения зависит от напряжения возбуждения согласно следующему уравнению цепи возбуждения:

Ив
= Rвlв + wарФ, (1-14)

где р = d/ dt; И в - напряжение возбуждения; I в - ток возбуждения; Rв - еопротивление цепи возбуждения; w - чиело витков обмотки возбуждения; а - коэффициент раеееяния магнитного потока, с помощью которого полный пото1{, еоздаваеиыйобмоткой возбуждения, выражаете.я в виде аФ (а> 1). Уравнения (1-10), (1-12), (1-13) и (1-14) в еовокупности определяют искомую зависимость И от И в через промежуточные переменные Е, Ф и J в• Эта зависимость нелинейна из-за нелинейностихарактеристики намагничивания генератора (1-13). Эта нелинейность с.вязана с насыщением магнитной цепи, а также с гистерезис.ом. Линеаризовать такую нелинейность по вышеизложенной методике путем перехода к малым приращениям переменных можнотолько, если пренебречь гистерезис.ом, т. е. ограничитьея учетомосновной кривой намагничивания, показанной на рие. 1-3, беплошной линией. Предположим, что петля гиетерезиса узка и еюзаведомо можно пренебречь. Тогда, переходя к приращенияi1 переменных, получаем следующую систему линейных уравнений 
ЛИ= в:+Rн ЛЕ;
ЛЕ=С1 ЛФ;
ЛФ=(:� )0 

Лlв; 
(1-15)

ЛИв
= Rв Лlв+ wap (ЛФ).

25 



Здесь (�;J
0 

определяется как тангенс угла наклона I{асательной
к основной кривой намагничивания в точке установившегося режима (рис. 1-3, б). Ис1шючив из (1-15) промежуточные переменные ЛЕ, ЛФ и Лlв,получим ис1{омое уравнение, связывающее ЛИ с ЛИв: 

(Т вР + 1) Ли= kв1 Ли в, (1-16)
где Тв - постоянная времени цепи возбуждения:

Тв = �: (�;J0 ; 

kв1 - коэффициент передачи генератора по возбуждению:
k _ RнС; (dФ)Bl - Rв (Ra +Rн) \dl в о• 

Обратим внимание на то, что как Тв, так и kв1 зависят от выбранной точки установившегося режима, в которой осуществляетсяшшеаризация. Если перейти к относительным: единицам, уравнение (1-16)примет вид:
где

ли U=-•Ио ,

(1-17)

С введением передаточной функции получим следующее выражение: и=Wв (р) Uв, (1-18)где
w В (р) = Т B;D-f-1 •

В структурной схеме системы, в состав которой входит рассматриваемое звено, последнее должно быть изображено, какпоказано на рис. 1-3, в. Выше при выводе уравнения генератора было принято, чтоскорость вращения якоря и нагрузка постоянны. Изменение этихвеличин является возмущением. Рассмотрим, I{ак изменится уравнение генератора, если, например, учесть непостоянство скоростивращения якоря. В этом случае в систему исходных уравненийгенератора вместо уравнения (1-12) надо ввести уравпение (1-11):
Е=С1QФ.

С учетом непостоянства скорости Q это уравнение оказываетсянелинейным, поскольку включает в себя произведение переменныхQ и Ф. Произведя линеаризацию этой нелинейности разложениемв ряд Тейлора, получим следующее линейное уравнение для при-
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ращений переменных:
ЛЕ=(:�)

0 
bl"l + (:�)

0 
ЛФ = С1Ф0 ЛQ+C1Q0 ЛФ=Сi' ЛQ +Cf ЛФ,

(1-19)
где

С{= С1Ф0; Cf = C1Qo.
Подставив уравнение (1-19) в систему (1-15) вместо уравнения

ЛЕ = С1ЛФ и ис:ключив, :ка:к и прежде, промежуточные перемен
ные, получим следующее уравнение генератора вместо ранее вы
веденного (1-16):

где
(Т вР + 1) ли= kв1 Ли в+ (Т вР + 1) kc1 ЛQ,

k. Rн С" c1
= R +R 1.а н 

(1-20)

Если перейти :к относительным единицам, уравнение (1-20)
примет вид:

(1-21)
где

ffi = �� ; kc2 = kc1 �: •
С использованием передаточной фун:кции уравнение (1-21)

можно представить та:к:
U = W в (р) Uв + kc2ffi. (1-22)

Коэффициент kc2 является, таrшм образом, передаточной фун:к
цией генератора по СI{орости вращения я:коря, в то время :каr,
Wв(Р) - его передаточная фун:кция по напряжению возбуждения.

На рис. 1-3, г nо:казано соответствующее изображение данного
звена в стру:ктурной схеме системы.

Если учесть еще одно возмущение - изменение сопротивления
пагруз:ки генератора ЛRн, в правой части уравнения появится соот
ветствующий третий член, а в стру:ктурной схеме - третье воз
действие.

§ 1-3. ПЕРЕХОДНЫЕ И ЧАСТОТНЫЕ ХАРАRТЕРИСТИRИ ЗВЕНЬЕВ
Динамичесr{ие свойства линейных звеньев и систем автомати

чес:кого управления в цедом могут быть описаны уравнениями,
I{а:к по:казано выше, и графичес:кими хара:ктеристи:ками. в· теории
автоматичес:кого управления применяются два типа таких хара:к
теристи:к - переходные и частотные.

Эти хара:ктеристи:ки могут быть сняты э:кспериментально или
построены по уравнению звена. Имеется и обратная возможность -
по э:кспери�:\:ентально полученным хара:ктеристи:кам составить урав
нение звена. И.роме того, с помощью этих хара:ктеристи:к можно
опредеJiить реа:кцию звена на Jiюбое возмущение произвольного
вида. Все это будет рассмотрено ниже.
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Таким образом, переходные и частотные характеристики одно
значно связаны с уравнением звена и наряду с ним являются ис
черпывающим описанием динамических свойств звена.

А. Переходные характеристики 

П е р е х о д н а я, или в р е м е н н а я, х а р а к т е р и с -
т и к  а (функция) звена представляет собой реакцию на выходе
звена, вызванную подачей на его вход единичного ступенчатого
воздействия. Е д и н и ч н о е с т у п е н ч а т о е в о з -
д е й с т в и е (е д и н и ч н а я с т у п е н ч а т а я ф у н-
к ц и я) - это воздействие, которое мгновенно возрастает от,

a)3-Q-!-
x у 

6) 
у 

x=f(t) 

t 

8) 
!J 

X=cf'(t) 

Рис. 1-4. Переходные характеристини 

t 

нуля до единицы и далее остается неизменным. Сказанное ил
люстрируется рис. 1-4, а и б. На рис. 1-4, б показаны три различ
ных вида переходных характеристик, соответствующих различным
типам звеньев, которые будут подробно рассмотрены в следующем
параграфе.

Переходная характеристика обозначается h(t). Единичное
ступенчатое воздействие обозначается 1 (t) и может быть описано
следующим равенством: 

1 (t) ={ О при t < О, (1-23)1 при t�O.
Таким образом, h (t) - это выражение для y(t) при x(t) = 1(t).
Наряду с переходной характеристикой применяется и м п у л ь

с н а я п е р е х о д н а я (в р е м е н н а я) х а р а к т е р и с -
т и к а или функция, называемая еще в е с о в о й ф у н к
ц и е й  (ф у н к ц и е й  в е с а). Эта характеристика представляет
собой реакцию звена на единичный импульс. Е д и н и ч н ы й
им п у л ь с (е д и н и ч н а я и м п у л  ь с н а я ф у н к ц и я,
и л и д @ л ь т а-ф у н I{ ц и я) - это математическая идеали
зация предельно короткого импульсного сигнала. Единичный
импульс - это импульс, площадь I{оторого равна единице при
длительности, равной нулю, и высоте, равной бесконечности.
На рис.1-4, в он условно показан в виде утолщения на оси ординат.
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Т;э.м же изображены и типичные формы самих импульсных переходных хараRтеристиR. Импульсная переходная хараRтеристиRа обозначается w (t);единичный импульс обозначается 6 (t). ТаRим образом, w (t) -это у (t) при х (t)= 6 (t). МатематичесRи дельта-фунRцию можно записать таR:
б (t)= '{ оо при t=O·

о при ts;o.

При этом, согласно определению,
00 � б(t)dt=1.

-оо 

(1-24)

(1-25)
Дельта-фунRция просто связана с единичной ступенчатойфунRцией: б (t) = 1' (t). (1-26)
Из (1-26) следует аналогичная связь между переходной и весовой фунRциями линейных звеньев: 

и наоборот w (t) =h' (t) (1-27)
t h (t) = � w (t) dt. (1-28)
о 

Учитывая это простое соотношение между переходной и :весовойфунRциями, ниже будем применять главным образом первую изних, имея в виду, что вторую при необходимости всегда можнополучить дифференцированием по формуле (1-27). Зная переходную или весовую фунRцию, можно определитьреаRцию звена на произвольное входное воздействие при нулевыхначальных условиях с помощью следующих формул: 
t 

у (t)=h (t) х (О)+� h (t-'t) х' ('t) d't, 
о 

где х {О) - значение х (t) при t = О;
t 

у (t) = h (О) х (t) + � w (t -'t) х ('t) d't.о 

(1-29)

· (1-30)
На рис. 1-5, а дана геометричесRая интерпретация выражения(1-29). РеаRция звена у (t) на произвольное воздействие х (t) определена RaR предел суммы реаRций на ступенчатые воздействия высотой Лх = х' • Л't, на Rоторые можно разложить х (t), приЛ't-+ О. Выражение (1-30) для у (t) через весовую фунRцию w (t). геометричесни интерпретируется на рис. 1-5, б RaR предел суммы
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реаRций на импульсы шириной Л,: при Л,: -. О. Его мо:кно пред
ставить еще в таRом виде: 

t 

у (t) = h (О) х (t) + � w (,:) х (t - ,:) d,:. (1-30а) 
о 

Выражения (1-29) и (1-30) лerRo получаются друг из друга, 
являясь вариантами и н  т е  r р а л а Д ю а м е л я, или и н т е г
р а л а с в е р т R и. Заметим, что первое слагаемое h (О) х (t) 
в выражениях (1-30) и (1-30а) у реальных инерционных звеньев 
равно нулю, таR каR реаRция на их выходе всегда отстает от вход
ного воздействия, т. е. h (О) = О. Поэтому в дальнейшем выра
жения (1-30) и (1-30а) приводятся без первого слагаемого. 

:r: 
а) 

Рпс. 1-5. Геометрическая интерпретацпя выраженпя для 
реаIЩШI звена на произвольное воздействие х (t) через 

h (t) и w .(t). 

В выражениях (1-29), (1-30) и (1-30а) в Rачестве верхнего пре
дела интеграла вместо t может стоять оо, таR RaR при ,: > t, т. е. 
при отрицательных значениях аргумента, фунRции h (t - ,:) и 
w (t - ,:) равны нулю. 

Переходные хараRтеристиRи могут быть выражены непосред
ственно через передаточную фунRцию звена с помощью преобра
зования Лапласа. 

Осуществим прямое преобразование Лапласа (см. приложение 
1, п. А) над уравнением звена, записанным в общем виде сог
ласно (1-8): 

Q (р) y=R (р) х. (1-31) 

Считая начальные условия нулевыми и учитывая, что обе 
части этого уравнения представляют собой сум11Iу производных 
с постоянными Rоэффициентами, получим: 

Q (s) У (s) =R (s) Х (s). (1-32) 

Здесь Х (s) = L [х (t)], У (s) = L [у (t)] ,- изображения Лапласа 
функций х (t) и у (t); Q (s) и R (s) - полиномы, отличающиеся 
от исходных цолиномов Q (р) и R (р) только заменой оцератора 
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дифференцирования р на 1\ОМ11лексную переменную s = с + ju). 
Отсюда 

Y(s)=W(s)X(s), (1-33) 
где iv (s) = � �:� -11ередаточная функция звена (с заменой р на s).

В случае когда входное воздействие х (t) 11редставляет собой 
единичный им11ульс б (t), учитывая, что его изображение 110 
Ла11ласу L [б (t)] = 1, из (1-33) IIОлучаем следующее выражение 
для изображения весовой функции звена: 

т. е. 

L[w (t)]= W (s), 

w (t) =L-1 [W (s)]. 

(1-34) 

(1-35) 
Таким образом, весовая функция 011ределяется через 11ере

даточную функцию 110 формуле обратного 11реобразования Ла11ласа, 
т. е. является ее оригиналом. 

В случае когда х (t) = 1 (t), учитывая, что L [1 (t)] = 1/s,
из (1-33) 11олучаем выражение для изображения 11ереходной 
харю{теристики: 

L[h(t)]=W(s). 
s 

(1-36) 

Соответственно 11ереходная характеристика звена 

li (t) =L-1 [W ;s) ]. (1-37) 

Выражения (1-33) и (1-34) можно трактовать как о 11 р е
д е л  е н и  я 11 е р  е д  а т  о ч н о .й: ф у н к ц и и. Согласно (1-33), 
11ередаточная функция 011ределяется как отношение изображений 
Ла11ласа выходной и входной величин 11ри нулевых начальных 
условиях. Согласно (1-34), 11ередаточная функция есть изображе
ние Ла11ласа весовой функции. 

В. Частотные характеристики 
Частотные харю<теристики 011исывают установившиеся вынуж

денные колебания на выходе звена, вызванные гармоническим воз
действием на входе. Рассмотрим такой режим. 

Пусть на вход звена (рис. 1-6, а) 11одано гармоническое воздей-
ствие 

Х=Хманс sin wt,

где Хмdнс - ам11литуда, а ro - угловая частота этого воздействия. 
По окончании 11ереходного 11роцесса на выходе звена будут 

существовать гармонические колебания с той же частотой, что и 
входные колебания, но отличающиеся в общем случае 110 аl\шлитуде 
и фазе, т. е. в установившемся режиме выходная величина звена 

У= Уманс sin (wt + <р), 
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где Уманс - амплитуда выходных установившихся колебаний·(fJ - фазовый сдвиг между входными и выходными колебаниями:При фиксированной амплитуде входных колебаний амплитудаи фаза установившихся колеба.ний на выходе звена зависят отчастоты к_,олебаний. Если постепенно увеличивать от нуля частотуколебании и определять установившиеся значения амплитудыи фазы выходных колебаний для разных частот, можно получитьзависимость от частоты отношения амплитуд А = Уманс/Хманс и сдвига фаз (fJ выходных и входных установившихся колебаний. 
_Эти зави�имости называются соответственно А ( w) - а м п л и -т У д н о и ч а с т о т н о й х а р а к т е р и с т и к о й (а. ч. х.) 

8) 1'

O�---------

а) Ч .. __ _:----'� 
б) 

А 

0------------

Рис. 1-6. Частотные характеристики 

w 

и (fJ (ro) - ф а з о в о й  ч а с т  о т  н о й  х а р а к т е р  и с т  и
к о й  (ф. ч. х.). Примерный вид этих характеристик у обычных 
инерционных звеньев изображен на рис. 1-6, б и в. Н.ак показано 
на этих рисунках, у таких звеньев в силу их инерционности 
амплитудная частотная характеристика по мере увеличения 
частоты в конце концов спадает до нуля. При этом, чем менее 
инерционно звено, тем длиннее его амплитудная частотная харак
теристика, т. е. тем больше полоса пропускаемых звеном частот, 
или, просто, его по л о с а п р  о п  у с к а н  и я. 

Теоретически частотная характеристика продолжается до бес
конечности, но практически полоса пропускания оценивается зна
чением частоты, при котором отношение амплитуд А окончательно 
становится меньше определенного, достаточно малого конечного 
значения. Это значение обычно берут равным 0,05 (на этой частоте 
амплитуда выходных колебаний падает до 5 % амплитуды входных 
колебаний). 

Наличие максимума у амплитудной частотной характеристики 
говорит о резонансных свойствах звена. Частота, соответствующая 
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максимуму амплитудной характеристики, называется р е з о -
на н с  н о й. 

Фазовая характеристика у обычных инерционных звеньев, 1,ак 
показано на рис. 1-6, в, отрицательна (ер < О), т. е. выходные 
колебания отстают по фазе от входных, и это отставание растет 
с частотой. 

При исследовании систем автоматического управления ампли
тудную и фазовую частотные характеристики удобно строить в ло
гарифмических 1,оординатах. Это связано с двумя обстоятельст
вами. Во-первых, в логарифмических координатах характерис
тию1 деформируются таким образом, что вознинает возможность 
в подавляющем большинстве практичес1,их случаев упрощенно 
изображать амплитудные частотные характеристики ломаными 
линиями. 

Второе удобство связано с построением амплитудных частот
ных харюперистик цепочни последовательно соединенных звеньев. 
Из самого определения амплитудных частотных характеристик 
следует, что амплитудная частотная характер:истина цепочки 
звеньев равна произведению амплитудных частотных характери
стин составляющих ее звеньев, т. е. 

где 
А-= Хманс i

' Хмакс 1i-11 

п 

А_ Хманс п
-

' Хманс о 

(1-38) 

а Хманс о, ••• , Хманс(i-I), Хманс i, ... ," Хманс п -
амплитуды колебаний

на входе цепочни, входе и выходе i-го звена, выходе последнего
п-го звена цепочки.

Если прологарифмировать выражение (1-38), получим: 
11 

lg А=� lg Ai, 
i=l 

(1-39) 

т. е. в логарифмическом масштабе амплитудная частотная харак
теристю,а цепочки звеньев равна сумме амплитудных- характери
стик отдельных звеньев. 

Амплитудная частотная характеристика в логарифмических 
координатах строится в виде зависимости 20lgA от lg ш,

называемой л о г а р и ф :м и ч е с к о й а :м п л и т у д н о й 
х а р а к т  е р  ис т и к ой (л. а. х.), а фазовая - в виде зави
симости ер от lg ffi, называемой л о г а р и ф м и ч е с к о й ф а
з о в о й х а р а к т е  р и с т и к  о й (л. ф. х.). 

Величина 20 lg А обозначается L. В качестве единицы этой 
величины используется д е  ц и б е л, равный одной десятой бела. 
Б е л - это единица десятичного логарифма коэффициента уси
ления мощности сигнала, т. е. 1 бел соответствует усилению 
:мощности в 10 раз, 2 бела - в 100 раз, 3 бела - в 1000 раз и т. д. 
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Так как мощность сигнала пропорциональна квадрату амплиту
ды, а lg А 2 = 2 lg А, то усиление в белах, выраженное черев от• 
ношение амплитуд А, равно 2 lg А. Соответственно в децибе
лах оно равно 20 lg А. При этом существуют следующие со
отношения между значениями А и L: 

А 1 0 ,001 1 0 ,01 1 0,1 1 0,316 1 0 ,89 1 1 1 1,12 / 3,16 1 10 1 _100 1 1000

20 1- 40 1 60 

При применении л. а. х. логарифмическая фазовая характе
ристика строится в полулогарифмических координатах, т. е. в 
виде зависимости q> от lg ro, чтобы обе характеристики были 
связаны одним масштабом на оси абсцисс. Использование логариф
мического масштаба на оси ординат фазовой характеристики не 
имеет смысла, так как фавовый сдвиг цепочки звеньев и 'l'ак полу
чается просто в виде суммы фазовых сдвигов на отдельных ее 
звеньях. 

На оси абсцисс указываются либо прямо значения lg ffi, либо, 
что практически более удобно, значения самой частоты (J). В пер
вом случае единицей приращения lg (J) является декада, соответ
ствующая изменению частоты в 10 рав. Применяется также деле
ние оси абсцисс на октавы. Октава соответствует изменению 
частоты в два раза. (Одна октава равна 0,303 декады, так,как 
lg 2 = 0,303.) 

Заметим также, что, так как при испольвовании логарифмиче
ского масштаба точка, соответствующая ffi = О, находится слева 
в бесконечности, логарифмические характеристики строятся не от 
нулевой частоты, а от достаточно малого, но конечного значения(!), 
которое и откладывается в точке пересечения координатных 
осей. 

Обыкновенные амплитудная и фазовая частотные характерис
тики можно объединить в одну характеристику - а м п л  и
т у д  н о-ф а з о в у ю  ч а с т о т н у ю  х а р а к т е р и с т и к у 
(а. ф. ч. х.), используя А (ro) и q> (ro) в качестве полярных коорди
нат (рис. 1-6, г). Rаждая точка амплитудно-фазовой частотной 
характеристики соответствует определенному значению частоты ffi, 
Значения ro для конечного количества точек характеристики на
носятся вдоль характеристики, как показано на рис. 1-6, г. Имея 
амплитудно-фазовую частотную характеристику, можно по этим 
точкам построить характеристики А (ro) и q> (ro). 

Амплитудно-фазовую частотную характеристику можно строить 
и в прямоугольной системе координат - в комплексной плос
кости. При этом координатами будут показанные на рис. 1-6, г 
проекции И и V вектора А на соответствующие оси. Зависимости 
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U (w) и V (w) называются соответственно д е й с т вит е л ь н о й(в е щ е с т в е н н о й) и м н и м о й ч а с т о т н ы м и х а -р а к т е р и с т и к а м и. В дальнейшем для краткости будем в названии различныхчаетотных характеристик опускать слово «частотнаю>, говоряпросто об амплитудной характеристике, фазовой характеристике.Аналитические выражения для рассмотренных выше частотныххарактеристик могут быть легко получены по передаточной функции. Если в выражение передаточной функции звена W (р) подставить р = jw, то получится комплексная величина W (jw), котораяпредставляет собой функцию ro и является амплитудно-фазовойчастотной (или просто частотной) характеристикой звена. Еемодуль представляет собой амплитудную частотную характеристику А (w), а аргумент - фазовую частотную характеристику ер (ro).Докатем это. Для удобства воспользуемся символической формой записи гармонических функций, т. е. представим установившиеся колебания на входе и выходе звена в виде 
X=Xмaнcejwt; }У= Умансеj (rot+QJ) • (1-40)

Согласно (1-8), уравнение звена в общем случае запишем так:
Q (р) y=R (р) х. (1-41)

Поставим задачу найти параметры установившихся вынужденных колебаний на выходе звена, т. е. их амплитуду и фазу, еслиизвестно· уравнение звена (1-41) и входное воздействие х. Дляэтого подставим в уравнение (1-41) выражения (1-40) для х и у. Полученное таким образом уравнение и определяет искомые значения амплитуды и фазы у как значения, удовлетворяющие этомууравнению. При подстановке учтем следующие очевидные выражения для k-й производной от х и у: 
pk (xмaнcejwt) = (jw)k Xмaнcejrot ; 

pk (Умансеj (rot+QJ)) = (iw)k Умансеj (rot+QJ),
Так как слева и справа в уравнении (1-41) стоят суммы производных, то в результате подстановки (1-40) в (1-41) получим: 

Отсюда
Но

Q (iw) Yмaнcej (rot+QJ) =R (iro) Xмaнcejwt.
R (jro) = Уманс ejfP.
Q (jro) Хманс 

ll (jro) 
W (" ) а Уманс _ А 

Q (iro) = l(J) ' а:манс - •
поэтому окончательно имеем:

W (iw) = А (ro) ejfP (ro). (1-42)
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Формула (1-42) определяет искомую связь передаточной функции с частотными характеристиками звена, указанную выше: модуль частотной функции W (jro) есть А (ro), а аргумент - ер (ro).Если представить W (jro) не в показательной, как в (1-42),а в алгебраической форме, т. е. 
W (jro) = И (ro) + jV (ro), (1-43)

то здесь И (ro) и V (ro) будут введенными ранее действительной имнимой частотными характеристиками, являющимися координатами амплитудно-фазовой характеристики в комплексной плоскости. Согласно (1-42) и (1-43), связь между приведенными вышечастотными характеристиr,ами следующая: 
А (ro) = V U2 (ro) + V2 (ro); j V (ro) <р (ro) = arctg И (ro) ;

И (ro) =А (ro) cos ер (ro); } 
V (w) = А (ro) sin <р (ro). 

(1-44)

(1-45)
Порядок получения выражения для перечисленных выше частотных характеристик по передаточной функции звена несложен.После подстановки в выражение для передаточной функции р == j ro получаем: . R (jro) и R (ro) + ;v R (ro} 

W (7w) = Q (jro) = И Q (ro) + ;v Q (ro) •
где индексами R и Q отмечены части соответствующих комплексных величин в числителе и знаменателе. После освобождения от мнимости в знаменателе окончательноимеем: 

где
W(') [Ин (ro)+jVн(ro)][UQ(ffi)-iVQ(ffi)] U(ro)+J'V(ro),Jro = UQ (ro}+ VQ (ffi} 

U R (ro) И Q (ro) + V R (ro) V Q (ffi) И (ro) = И� (ro) + Vb (ro) ;
) _ V 1'/, (ro) И Q (ffi) - И R (ro) V Q (ro) V (w - ИЬ (ro}+ VQ (ro) •

По.тrученное выше выражение для амплитудно-фазовой частотной характеристики в виде W (р) lv=iш формально может бытьвыведено и непосредственно из определения передаточной фуннции, согласно (1-33); кан отношение изображений Лапласа выходной и входной величин. Если перейти в выражении (1-33) от изображения Лапласа к изобрюн:ению Фурье (см. приложение 1, п. А),получим: 
У (jro) = JV (iro) Х (jw), (1-46)
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где Х (jro) и У (jro) - частотные характеристики входной и выход
ной величин, т. е. представления их в виде частотных спектров.

На основании выражения (1-46) амплитудно-фазовую частот
ную характеристику W (jro) можно определить в более общем виде
как от11,оше11,ие изображеnий Фурье выходnой и входnой ве.личи11,
при 11,у.левых 11,ача.льnых ус.ловилх. 

Выше были выведены выражения для частотных характеристик
через передаточную функцию. Рассмотри111 теперь связь между
частотными и переходными характеристиками. Наиболее просто
она определяется для весовой функции. Если в выражениях (1-34)
и (1-35) перейти от преобразования Лапласа к преобразованию
Фурье (см:. приложение 1, п. А), получи!\I соответственно выраже
ния:

и 

00 

W (iro) = � w (t) e-jrot dt
о 

00 

w (t) = 2� � W (iro) ejrot dro.

-оо

(1-47)

(1-48)

Первое выражение опреде.;1яет частотные харантеристпки звена
по его весовой функции, а второе, наоборот, - весовую функцию
по амплитудно-фазовой характеристике.

По частотным характеристикам звена можно непосредственно
определить его реакцию не только на импульсное воздействие, но
и на входное воzдействие любого вида. Это будет рассмотрено
в § 6-2.

В. Особенности частотных характеристик устойчивых 
и минимально-фазовых звеньев 

В общем случае- исчерпывающее описание звена с помощью
ча�тотных характеристик требует знания амплитудно-фазовой
частотной характеристики ·w (jro) либо, согласно (1-42) и (1-43),
любой пары характеристик: А (ro) и <р (ro) или U (ro) и V (ro)'.
Однако оказывается, что для некоторого класса звеньев сущест
вует однозначная связь между образующими эти пары функция11Iи,
п поэтоl\Iу для полного описания таких звеньев достаточно иметь
только одну из них.

Остановимся вначале на связи между действительной U (ro) и
мнимой V (ro) частотными характеристиками. Доказано [4], что
в случае устойчивых звеньев эти фушщии однозначно связаны,
т. е. по любой из них можно найти другую. У с т о й ч и в ы м
з в е н о  м называется звено, все полюсы передаточной функции
которого, т. е. нули ее знаменателя Q (р) или r<орни уравнения
Q (р) = О, имеют отрицательные действительные части. Смысл
саморо названи!1 будет ясен из следующего параграфа. Таким обра-
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зом, устойчивые звенья полностью описываются любой из двух 
харантеристин: И (ro) или V (ro). 

Теперь обратимся R определению связи между амплитудной 
А (ro) и фазовой <р (ro) частотными харантеристинами. Доназано [41, 
что эти фуннции однозначно связаны у минимально-фазовых 
звеньев. М и н и м а л ь н о - ф а з о в ы м з в е н о м назы
вается звено, у ноторого все полюсы и нули передаточной фунн
ции имеют отрицательные или равные нулю действительные части. 
Свое название минимально-фазовые звенья получили в связи с тем, 
что они дают минимальный фазовый сдвиг <р при любом ro по срав
нению с любыми другими звеньями, имеющими таную же ампли
тудную харантеристину А (ro), но у ноторых уназанное выше усло
вие в отношении полюсов и нулей передаточной фуннции не вы
полняется. Чтобы проиллюстрировать последнее, рассмотрим 
звено с уже знаномой нам передаточной фуннцией 

k W1 (р)=тр+1· 

Согласно определению, это звено является минимально-фазо
вым, таR RaR его единственный полюс равен - 1/Т, т. е. отрица
тельный действительный, а нулей вообще нет. Амплитудно-фазо
вая харантеристина этого звена 

W (. ) k _ k-jkTro 
1 /ffi = 1+iTro - 1+т2ю2' 

и, следовательно, амплитудная харантеристина 

А1 (w) = V И2 (ro) + V2 (ro) = 
V

k ,1+т 2ю2 

а фазовая 
V (ю) ())i (w) =arctg и (ю) =-arctg Tro.

При w-+ оо значение <р1 изменяется от О до -n/2. 
Возьмем теперь звено с передаточной фуннцией 

k W2(P)=
Tp-1'

Это звено не является минимально-фазовым, тан RaR его пере
даточная фуннция имеет положительный действительный полюс 
+ 1/Т. (Заметим, что по этой причине данное звено является танже
и неустойчивым.) Амплитудно-фазовая харантеристина этого звена

W . ) k -k-jkTro 
2 (7ro = -1+jTro = 1+т2ю2 • 

Соответственно его амплитудная харантеристина совпадает с ам
плитудной харантеристиной первого звена, т. е. А 2 (ro) = А1 (ro), 
а фазовая фуннция <р2 (ro) = arctg Tro - 'Л = -[<р1 (ro) + n]. При 
ro-+ оо значение <р2 изменяется от - 'Л до - n/2. Таним образом, 
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второе звено создает большее фазовое запаздывание, чем первое -минимально-фазовое. 
Для графического описания минимально-фазовых звеньев применяют амплитудную частотную характеристику. В случае необходимости по ней :может быть построена фазовая характеристика [4]. Принципиально связь между этими характеристиками такова, чтовеличина фазы ер растет с увелич�нием наклона амплитудной характеристики. При этом в случае применения логарифмическойамплитудной характеристики можно приближенно считать, чтоучастку л. а. х. с наклоном 20 дБ/дек соответствует фазовый сдвиг,близкий к л/2, а участку л. а. х. с наклоном 40 дБ/дек - сдвиг л. Конкретно взаимосвязь между амплитудной и фазовой характеристиками можно проследить на примере характеристик, приведенных на рис. 1-7, 1-8, 1-10, 1-11.

§ 1-4. ТИПОВЫЕ ЗВЕНЬЯ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ
Рассмотрим уравнения, переходные и частотные характеристин:и наиболее часто встречающихся типовых звеньев. 

А. Апериодическое звено 

Уравнение этого звена имеет вид:
(Tp+1)y =kx.

Соответственно передаточная функция
k 

W (р) =тр+1·

(1-49)

(1-50)
В установившемся статическом режиме входная и выходнаявеличины связаны уравнением

Уст =kХст•
Примером апериодического звена является рассмотренныйв§ 1-2 генератор постоянного тока, описываемый уравнением (1-17).Переходная функция такого звена, являющаяся решениемуравнения (1-49) при х = 1 (t), представляет собой экспоненту

Весовая функция 
h (t) =k (1 -е-} ). (1-51)

k _!_ w (t) = h' (t) = т е т • (1-52)
Соответствующие.характеристики изображены на рис. 1-7, а и б. 

Если эти характеристики получены экспериментально, по .ним
можно определить значения Т и k, кан: пон:азано на рисунках, и,
таким образом, получить уравнение звена.
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Величина постоянной времени Т определяет инерционность звена: чем она больше, тем длительнее переходный процесс в звене. Хотя теоретически время нарастания экспоненты h (t) равно бесконечности, практически за длительность переходного процесса принимают время, которое прошло от начала процесса до момента, когда выходная величина достигла 95% ее конечного установив-
а) 

h 

D т 

В) 
j 

ш=оо 
k 
2 ш=О 

k 

/ш w==.1. W(jш) 
т 

б) 
w 

2) 

20lgk 
L 

д) 

-1�- F ---------------

lgш 

Рис. 1-7. Характеристики апериодического звена первого порядка 

mегося значения. В случае h (t) в виде экспоненты это вре:vш равно 3Т.

где 
Амплитудно-фазовая частотная характеристика 

. k k-jkTro ( ) W Uro) = 1 + ;тrо = 1 +т2
002 И (ro) + fV ro ' (1-53) 

Ее графю{ показан на рис. 1-7, в. Эта характеристика представляет собой полуокружность с радиусом k/2 и центром в точБе 
(k/2, jO) на действительной оси. Согласно (1-53), 

А (ro) = УИ2 (ro) + V2 (ro) = k · ) V 1+т2002, 
q, (ro) = arctg � �:� =- arctg Tro.

(1-54) 
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Логариф111ическая а11Iплитудная частотная характеристика 

L (ro) = 20 lg А (ro) = 20 lg k-20 lg V 1 + T2ro2
• (1-55)

Она показана на рис. 1-7, г. 
Логарифмическая амплитудная частотная характеристик;э. рас

сматриваемого звена может быть приближенно представлена лома
ной линией, которая показана на том же рисунне. Эта приближен
ная характеристика называется а с и м  п т о т и ч е с к о й  л. а. х. 
Такое название связано с тем, что эта характеристика составлена 
из двух асимптот, к которым стремится л. а. х. при ro -+ О и 
ro -+ оо. Найдем эти асимптоты. 

При малых значениях ro < 1/Т в выражении (1-55). 

V 1+т2rо2=1, т. е. L(ro)=20lgk. 
Соответственно харантеристика представляеl' собой пря111ую, 

параллельную оси абсцисс и проходящую на уровне 20 lg k. Это 
есть первая асимптота, н ноторой стремится л. а. х. при ro-+ О. 

С другой стороны, на больших частотах, когда ro >, 1/Т в (1-55) 

V1+T2ro2 =Tro, т. е. L(ro)=20lgk-20lgTro. 
В этом случае харантеристика представляет собой прямую, 

иl\lеющую нанлон - 20 дБ/ден. Действительно, при увеличении ro 
на декаду, т. е. в 10 раз, 

L (ro) = 20 lg k-20 lg Т. 10ro= 20 lg k-20 lg Tro -20 lg 10. 

Таким образом:, величина L ( ro) уменьшилась на 20 lg 10, 
т. е. на 20 дБ. Эта линия является второй асимптотой, к которой 
стремится л. а. х. при ro-+ оо. Обе асимптоты пересекаются в точ
ке, соответствующей частоте ro = 1/Т. Поэтому эта частота назы
вается с о п р я r а ю щ е й ч а с т о т о й. 

При ro = 1/Т, согласно (1-55), 

L (ro) =20 lgk-20lg V2=20 lg k-3 дБ. 
Таким образом, 1\lаксимальное расхождение между истинной 

и асимптотической л. а. х. равно всего 3 дБ. Поэтому при пранти
ческих построениях л. а. х. апериодических звеньев используют 
обычно асимптотическую л. а. х. 

Фазовая частотная характеристика, соответствующая выраже
нию (1-54), показана в логарифмическом 1\lасштабе на рис. 1-7, д:

приrо -+ оо значение ер изменяется от О до - л:/2. При этом в точке 
ro = 1/Т и111еем ер = - л:/4. 

Если частотны� характеристики получены экспериментально, 
по ним нетрудно определить параметры звена Т и k, пользуясь 
описанной выше зависимостью между этими харантеристиками 
и п_ереда·точной фую-щией. 

На примере рассмо·rренного звена можно проиллюстрировать 
сформулированное в предыдущем параграфе положение о том, что 
величина полосы пропуснаемых звеном частот, т. е. ширина ча-
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стотной хараRтеристиRи, является мерой быстродействия звена: 
чем длиннее частотная хараRтеристиRа звена, тем Rороче его пере
ходная хараRтеристиRа, т. е. меньше инерционность звена. В слу
чае апериодичесRого звена инерционность определяется постоян
ной времени Т. Выше было поRазано, что длительность переход
ной хараRтеристиRи у этого звена пропорциональна Т, в то время
RaR сопрягающая частота его л. а. х., а следовательно, и длина
всей этой хараRтеристиRи обратно пропорциональны Т. 

Если можно пренебречь инерционностью апериодичесRого
звена, т. е. принять в его уравнении (1-49) Т = О, получим идеаль
ное статичесRое звено с уравнением 

y =kx (1-56) 
"' u ф u и передаточнои унRциеи 

W (p) =k. (1-57) 
Это звено без исRажения пропуснает все сигналы и имеет, со

гласно (1-56), 
h(t)=k•1(t) и W(jffi)=k. 

Б. Колебательное звено 

Уравнение этого звена 
(Tfp2 + Т2р+1) y =kx,

причем Т1 и Т2 связаны условием 
(1-58) 

'=�1 <1.
(1-59) 

Это условие означает, что Rорни хараRтеристичесRого урав
нения 

(1-60) 
соответствующего дифференциальному уравнению (1-58), равные 

(1-61) 
ЯВЛЯЮТСЯ RОМПЛеRСНЫМИ. 

Уравнение установившегося статичесRого режима этого звена,
согласно (1-58), имеет тот же вид, что и у апериодичесRого звена:

Уст =kХст• 
Передаточная фунRция, соответствующая уравнению (1-58), 

k 

W (p) =
Tfp2+тzP+1· (1-62) 

Переходная фунRЦИЯ, являющаяся решением уравнения (1-58)
при· х = 1 (t), имеет вид: 

h (t) =k [ 1 - -V� ecxt sin (�t + arctg � )]. (1-63) 

Здесь а;=-
2
тт

2
2

, � = V4Tf-T� - соответственно действитель-
1 

2Tf 
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ная и мнимая части корней (1-61) характеристического уравне
ния (1-60). 

На рис. 1-8, а показаны переходные характеристики колеба
тельного звена для ряда значений � = Т2/(2Т1 ). Как видно из 
рисунка, с ростом значения � колебательность переходного про
цесса уменьшается, исчезая совсем при � � 1. 

Дифференцируя выражение (1-63), можно найти весовую 
функцию звена. Возможный ее вид показан на рис. 1-8, 6. Приме
рами колебательного звена являются электрический резонансный 
контур при достаточно малом активном сопротивлении и электри
ческий двигатель при достаточно большой постоянной времени 
цепи якоря. 

По экспериментально снятой переходной характеристике можно 
найти параметры Т1 , Т2 и k, определяющие уравнение звена: 

k = у ст при Хст = 1; 1
т2 1

1= а,2+�2;

Т 2а
2=-а2+�2 •

(1-64) 

Входящие сюда величины а и � вычисляются непосредственно 
по переходной характеристике следующим образом. Согласно 
(1-63), величина [3, являясь частотой колебаний, равна 

(1-65) 

гд� 't - период колебаний, определяемый по переходной характе
ристике (рис. 1-8, а). Величина а в соответствии с (1-63) характе
ризует степень затухания колебаний и может быть найдена из 
выражения 

ЛУманс2 erx't:,Луманс1 
где ЛУманс 1 и ЛУманс 2 - амплитуды колебания у относительно 
конечного установившегося его значения, отстоящие друг от друга 
на время, равное периоду колебаний 't (рис. 1-8, а). Отсюда 

а=_!_ ln ЛУманс2 = _!_ 2,3 lg ЛУманс2. (1-66) 
1: ЛУманс1 1: ЛУманс1 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика, согласно ( 1-62), 
. k k(1-Tf(jJ2)-jkT2(jJ 

W (Jw) = (1-T!(jJ2)+iT2(jJ = (1-Ti(jJ2)2+T�(jJ2 • (1-67)

Соответствующая характеристика показана на рис. 1-8, в. 
Исходя из выражения (1-67) 

k 
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(1-69) 

На рис. 1-8, г приведены л. а. х. колебательного звена при
k = 1. Там ,не показана асимптотическая л. а. х. Она представ
ляет собой ломаную линию, состоящую из двух асимптот, к кото
рым стремится л. а. х. при со-+ О и со-+ оо. Одна асимптота -
ось абсциес; в общем: случае она идет вдоль оси абсцисс на рас
стоянии 20 lg k. Другая асимптота имеет наклон - 40 дБ/JJ;еК. 
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Рис. 1-9. Графини поправон н асимптотичес1,ой л. а. х. нолебательноrо звена 

Точка пересечения асимптот соответствует со = 1/Т1 • Уравнение
первой асимптоты получается из (1-69) при со< 1/Т1 : 

L(w)=20lgk. 

Уравнение второй асимптоты соответствует со>, 1/Т
1

. При 
этом 

L (w) = 201g k-40lg Т1 w.

Из последнего выражения следует, что при увеличении частоты 
на декаду L (со) понижается на 40 дБ, что и определяет указанный 
выше наклон второй асимптоты -40 дБ/дек. 

При 0,4 < � < 0,7 расхождение между асимптотической и 
истинными л. а. х. не превышает 3 дБ, как и в случае апериоди
ческого звена. Поэтому для звеньев с таким значением � можно 
пользоваться асимптотическими л. а. х. При других значениях 
� асимптотическую л. а. х. корректируют с помощью готовых 
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графиков поправок, дающих разность между истинной и аспмптотической л. а. х. Эти графики приведены на рис. 1-9. Фазовая частотная характеристика (ф. ч. х.) колебательногозвена показана на рис. 1-8, г вместе с л. а. х. Исходя из рассмотренной выше связи между параметрамиколебательного звена и частатными характеристиками, по э1,спериментально полученным ч.астотным характеристикам всегдаможно определить эти параметры и, таким образом, составитьуравнение звена. Остановимся теперь на звене, описываемом уравнением (1-58)
(Тiр2 

+ Т2р + 1) y=kx, но при�= Т2 /(2 Т1 ) ?:1, т. е. при невыполненном условии (1-59).В этом случае, согласно (1-61), характеристическое уравнение,соответствующее данному дифференциа.11ьному уравнению, имеетне комплексные, а отрицательные действительные корни. Поэтомутакое звено уже не является колебательным. Оно называетсяапериодическим звеном второго порядка. Левая часть уравнения(1-58) :может быть разложена на два множителя, а уравнениепредставлено в виде 
где (Т3р+1) (Т4р+1) y=kx, (1-70)

Т _Т2 ± YT§-4Tf
3, 4-- 2 

Действительно, если раскрыть скобки в (1-70), получим исходное уравнение (1-58). Такое разложение имеет смысл толькопри Т2 /(2Т1)?: 1, так как только в этом случае Т3 и Т4 являютсядействительными величинами. Дифференциальное уравнение второго порядка (1-70) :может быть заменено двумя дифференциальными уравнениями первого порядка: 
(Т зР + 1) z =kx;}(Т4р+ 1) y=z, где z - новая промежуточная переменная. Это означает, чторассматриваемое апериодическое звено второго порядка можетбыть заменено в структурной схеме двумя звеньями первогопорядка, описываемыми этими у vавнениями, и, следовательно,его нельзя считать элементарным: звеном. Еще одним частным случаем звена, описываемого уравнением(1-58), является так называемое к о н с  е р в а т  и в н о е з в е н о.У этого звена Т2 = О и, следовательно, уравнение имеет вид: 
(T2p2 +1)y=kx. (1-71)Переходная характеристика такого звена представляет собойнезатухающие колебания. Все рассмотренные выше звенья описываются в статике одинаковым уравнением: 

Уст =kХст и называются статическими.
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В. Интегрирующее звено 

Это звено называют еще а с т а т и ч е с н и м. Его уравнение , 

ру = kx (1-72) 
или в интегральной форме 

t 
y=!!_x=k \ xdt+x0 .' р -' 

Таким образом, выходная величина :ного звена пропорцио
нальна интегралу от входной величины, чем и объясняется назва
ние звена. 

а) 

7r 

о 

В) 

20lg1r -------:-
1 

-20д5/дек 
1 
1 
1 

о 

'-.lL 'f 2-+------"""'--'-----

t 

Lgш 

б) 
j 

�=ею 

о 

f W(jш) 
3

Рис. 1-10. Характеристики иде
ального интегрирующего звена 

Примером интегрирующего звена может служить гидравли
чесний сервомотор, выходом которого является перемещение 
поршня, а входом - давление жидности, подаваемой в его 
цилиндр. 

Отметим, что ноэффициент передачи интегрирующего звена 
имеет размерность 1/с. 

Переходная фуннция интегрирующего звена 

h(t)=kt, 
а весовая фуннция 

ш (t) =h' (t) =k. 

(1-73) 

(1-74) 

Соответствующие характеристини приведены на рис. 1-10, а. 
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Передаточная функция
k 

W(p)=-.
р 

(1-75)

Амплитудно-фазовая частотная характеристика

liV (iro)=
i
: =- j �, (1-76)

т. е. опа, как показано па рис. 1-10, б, проходит по отрицательной
мнимой оси.' Согласно (1-76), 

Л. а. х.

А 
(ro)= 00;

k ) 

( k) (1-77) 

q:> (ro) = arctg � 00 = - ; .

k L (ro)
= 

20 lg 00 = 20 lg k - 20 lg ro. (1-78)

Соответствующие амплитудная и фазовая характеристики изоб
ражены па рис. 1-10, в. Л. а. х. представляет собой прямую, 
имеющую наклон к оси абсцисс - 20 дБ/дек. Ордината ее при
ro = 1 (lg ro = О) равна 20 lg k. 

Иногда применяется другая форма записи уравнения инте
грирующего звена: 

Тру=х, 
где Т = 1/k измеряется в сенупдах и называется постоянной
времени интегрирующего звена. 

Р е а л ь п ы е и п т е г р и р у ю щ и е з в е п ь я обычно
обладают определенной инерционностью, вследствие чего их
выходная величина пе равна точно интегралу от входной величины. 
Соответственно уравнение реального (инерционного) интегрирую
щего звена имеет вид: 

(Tp+1)py=kx. (1-79)
Это уравнение второго порядка можно заменить следующей

системой двух уравнений первого порядна: 
pz=kx; 

}
(Tp+1)y=z, 

где z - новая промежуточная переменная. 
Эта система соответствует последовательному соединению иде

ального интегрирующего звена и апериодического звена первого
порядка. Таним образом, реальное интегрирующее звено не яв
ляется элементарным типовым звеном, так как его можно предста
вить в виде последовательного соединения уже известных нам типо
вых звеньев - идеального интегрирующего и апериодического
первого порядка. 
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Г. Дифференцирующее звено 
Уравнение этого sвенс1 

у=Арх, ( 1-80) 

т. е. в еоответствии с названием выходнан величина такого звена 
пропорциональна производной от входной величины. Коэффициент 
передачи дифференцирующего звена k из111еряется в секундах. 

Переходная функция, согласно ( 1-80), равна 

11 (t) = k8 (t). 
Передаточная функция 

W(p)=kp. 
А111шrитудно-фаsовая частотная характеристика 

W (jcu) =jkw, 

а) б) в) 
L 'f' 

W(jш) +20дБ/дек

8 +1!с
! 2 

а 

О ш=О lgш О lgш 

Pnc. 1-11. Характзрпстшш идеального дифференцирую
щего звена 

(1-81) 

( 1-82) 

(1-83) 

т. е. она, как показано на рис. 1-11, а, совпадает с положительной
мни:мой полуосью. Согласно (1-83), 

Соответственно 

А (w)=kw; 

} (J)(w)=arctg( kJ) = + �. 

L (w) = 20 lg k + 20 lg w.

(1-84) 

(1-85) 

Амплитудная и фазовая характеристики звена приведены 
на рпс. 1-11, 6 и в.

Передаточная функция и соответственно характеристики диф
ференцирующего звена обратны передаточной функции и характе
ристикам интегрирующего звена. 

Ре а л ь н ые д и ф ф е р е н ц и рую щ и е  з в е н ь я  
обладают конечной инерционностью, вследствие чего осуществляе
lliое ими дифференцирование не является точным. Уравнение 
реального дифференцирующего звена имеет вид: 

(1-86) 
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Его можно заменить системой уравнений:
z=kpx; 

}
(Тр+ 1) y=z. 

Поэтому, нан и реальное интегрирующее звено, реальное диф
ференцирующее звено не является типовым: его можно заменить
последовательным соединением идеального дифференцирующегu
звена и апериодического звена первого порядна. 

д. Звено с постоянным запаздыванием 

Это звено без искажения воспроизводит на выходе входную
величину, нан идеальное статическое звено, но с той разн.ицей,

о) ,., 

v 
w=ktf(t-,) 

лh=k(t-r:) 
k -

/ 

t 
01-----+----------

Рис. 1-12. Характеристики ввена 
с постоянным вапавдыванпем 

б) 

20lgk 

Igw 

что выходная величина запаздывает относительно входной на
постоянное время. Уравнение такого звена имеет вид: 

y=k-1 (t--r), (1-87) 

причем у = О при t < 't'. Здесь 't' - время запаздывания. 
Характеристики звена приведены на рис. 1-12, а и б. При

этом, очевидно, 
А (O))=k; 

}
(J)(O))=-'t'O). 

Поэтому амплитудно-фазовая частотная характеристика

W (jO)) =ke-Jtoo,
а передаточная функция

J,V (p}=k�-tP.
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Таким образом:, с применением оператора р в символическом
виде уравнение (1-87) звена с постоянным: запаздыванием может
быть представлено так: 

(1-91) 

Е. Неустойчивые звенья 

Рассмотренные выше звенья, кроме интегрирующего, устойчивые, так как все полюсы их передаточных функций имеютотрицательные действительные части. Они являются также, кромезвена с постоянным запаздыванием, и минимально-фазовыми,так как их передаточные функции не имеют еще и нулей с положительной действительной частью.

6) 

в) 
L_ 

20Lgk 1--"'------

Lgш 

j 

W(jш) 

Рис. 1-13. Характери
стшш неустойчивого :;ве

на первого порядка 

П ри.мером неустойчивого звена является звено с передаточной
функцией 

Тр-1'

которая отличается от передаточной: функции апериодического
звена первого порядка другим знаком перед единицей. Это звено
мы уже рассматривали в предьтдущем параграфе в качестве при
мера неминимально-фазового звена. Его переходная характери
стика 

весовая функция 

k _t_ 
w (t) =тет ' 

(1-92) 

(1-93) 
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а амплитудно-фазовая характеристика 

. k+jkro 
W (1w) = 1+т2

(J)
2. (1-94) 

Соответствующие характеристики приведены на рис. 1-13, а,

б, в. 
Неустойчивыми являются также все звенья, передаточные 

функции которых отличаются от передаточных функций рассмот
ренных выше статических звеньев изменением знака любого из
членов знаменателя на отрицательный. Примерами неустойчивых 
звеньев слун--ат звенья со следующими передаточными функциями: 

k k k 

-Тр+1 ; Тр-1; -Tfp2 +Trp+1'
k k

Tfp2 -T2p+1 ' Tfp2 +T2P-1'

Физический смысл термина <шеустойчивосты> в самом общем 
виде был раскрыт во введении и детально будет рассмотрен в чет
вертой гJrаве. Пока же отметим только, что переходные характе
ристики неустойчивых звеньев неограниченно растут со временеи. 
:Кроме того, напомним, что все неустойчивые звенья являются 
и неминимально-фазовыми. 

§ 1-5. ПОЛУЧЕНИЕ ПЕРЕДАТОЧНЫХ: ФУНКЦИЙ И ЧАСТОТНЫХ

ХАРАКТЕРИСТИК СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

УПРАВЛЕНИЯ ПО ПЕРЕДАТОЧНЫМ ФУНКЦИЯМ 

И ЧАСТОТНЫМ ХАРАКТЕРИСТИКАМ ЗВЕНЬЕВ 

В результате разбиения САУ на звенья направленного действия 
и получения математического описания звеньев в виде передаточ
ных функций, частотных или переходных характеристик состав
ляется структурная схема системы. По структурной схеме можно 
затем получить передаточные функции или хараRтеристики си
стемы в целом. Рассмотрим этот последний этап математичесRого 
описания САУ. 

А. Получение передаточных функций одномерной системы
по передаточным функциям звеньев 

Если имеются уравнения всех звеньев системы, то описанием 
последней является система этих уравнений. Исключив из нее 
обычным порядком промежуточные переменные, можно получить 
одно дифференциальное уравнение высокого порядка, связывающео 
интересующую нас выходную величину системы с определенной 
входной величиной - Rаким-либо возмущением или задающим воз
действием. Наиболее просто эту процедуру можно выполнить

2 
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если оперировать передаточными фуннциями звеньев. Начнем
с простейших с.т�учаев. 

Передаточная фующия цеш,чки последовательно соединенных
звеньев напршшенного действия (рис. 1-14, а). В этом случае
имеем систему уравнений: 

:; : �}i �:,: ]
У = W п (р) Y1i-i• 

Исключив отсюда промежуточные переменные, получим:

Здесь
У= [И71 (р) W2 (р),,. Wn (р)] Х= W (р) Х,

п 
w (Р)= П wi (р), (1-95)

i=1 

т. е. передаточная фунrщия цепочки последовательно соединенных
звеньев равна произведению передаточных функций звеньев. Это

а) 
�J'z- J::lL -.Г::l...!__

-L::.Ji.2:..Г ______ -� ,_---- �� -

б) 

xl 

. 6) 
у 

Рис. 1-14. Соединения звеньев 

значит, что такую цепочку можно заменить в структурной схеме
однпl\I эквивалентным звеном с передаточной функцией· W (р).

В качестве примера можно вспомнить рассмотренное в преды
дущем параграфе реальное интегрирующее звено с передаточной
функцией Р (Т;

+ f). Как было показано, это звено эквивалентно
последовательному соединению звеньев с передаточными функ-

k 1 ция11ш Р и Tp+f. Этот же результат следует и из общей фор-
мулы (1-95). 
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Параллельное соединение звеньев наиравленного действия 
(рис. 1-14, 6). Здесь

У=У1 + У2+• .. + Уп = [W1 (р) + W2 (р) + ... + Wn (р)] Х= vV (р) х,

где
n 

w (р)= � wi (р). (1-96)
i=l 

Таким образом, передаточная функция группы параллельно
соедипею�ых звеньев равна сумме передаточных фуf�кций отдельnых 
звеnьев. В структурной схеме такую группу звеньев можно заме
нить одниJ\r эквивалентным звеном с соответствующей передаточ
ной функцией W (р). 

Звено, охваченное обратной связью (р ис. 1-14, в). Обратная
связь может быть положительной, если сигнал обратной связи
х0 . с складывается со входным сигналом х (плюс у суммирующего
элемента на рис. 1-14, в), или отрицательной, если Хо.с вычитается
из х (минус на рис. 1-14, в). Схема описывается следующими
уравнениями: 

y = W1(P) (х + хо.с);}
Хо. с = W2 (р) у. 

Здесь в первом уравнении знак плюс соответствует положитель
ной обратной связи, а знаr{ минус - отрицательной. :Исключив
отсюда Хо.с, получим: 

или

где

а

= W1 (р) 
х у 1+W1(r)W2(P)

У= Wз (р) х,

W (р) fV1 (р)
8 =1+W(p)' (1-97) 

Здесь положительной обратной связи соответствует минус, а
отрицательной - плюс. 

Функция: W3 (р) называется п е  р ед а т  о ч н о й  фу н к
ц и е й з а м к н у т о й с п с т е ы ы, а W (р) - п е р е д а
т о ч н о й ф у н к ц и е й р а з о м к н у т о й с и с т е м ы,
т. е. цепочки из всех звеньев систеыы, получающейся после раз
рыва обратной связи. 

В н.ачестве примера рассмотрим интегрирующее звено с пере
даточной функцией W1 (р) = k

1 /p, охваченное отрицательной
обратной связью через идеальное статическое звено с передаточ
ной фующией W2 (р) = k2 • Заметим попутно, что обратная связь,
осуществляемая через статическое звено, называется жесткой
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обратной связью. (О ней подробнее будет говориться в § 7-3.) 
Согласно (1-97), 

1 

где введены следующие обозначения: 

1 1 

k =-k; Т =k-Т-" 2 1 2 

ТаRи111 образом, интегрирующее звено, охваченное жестr-юй 
обратной связью, эRвивалентно апериодичесRому звену, т. е. не 
является уже интегрирующим. 

Хо.с 

ф & 

W,(p) 

W,,_ (p) Wi(p) 

W(p) 

�(р) 

Рис. 1-15. Структурные схемы одноконтурпой САУ 

Одноконтурная САУ (рис. 1-15, а). На рис. 1-15, а х - инте
ресующая нас выходная величина, / - возмущение, а g - задаю
щее воздействие. Выведем выражение для передаточных фующий, 
связыва�ощих х с / и g. Для этого достаточно воспользоваться
формулой (1-97), учитывая при этом, что в САУ общая обратная 
связь, создающая зю,шнутый в:онтур системы, всегда о т р и
д а т е л ь н а я. Это определяется самим принципом действия 
САУ, управляющее устройство Rоторых осуществляет управле
ние объеRтом в фунRции отRлонения х от его значения, определяе
мого заданием g. При этом именно за счет того, что управляющее 
устройство осуществляет отрицательную обратную связь, все 
изменения выходной величины объеRта, вызванные в:аRим-либо 
возмущением, будут лиRвидироваться в результате противопо
ложного действия управляющего устройства. 
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Итак, с учетом сказанного, согласно (1-97), в общем с.11уч:ае 
одноконтурной САУ 

Wx, (р) 
X=1+W(p)!' 

т. е. передаточная функция за11Iкнутой САУ, связывающая выход
ную величину х с внешним воздействием/, приложенным в uро
извольной точке системы, 

• х Wц(Р)
Wз1 (р) =т = 1 + w (р). 

(1-98)

Здесь числитель представляет собой передаточную функцию 
Wxf (р), определяющую, как показывают инденсы, зависимость 
х от f при отсутствии обратной связи. Эта передаточная функция 
зависит от места нахождения х и f в системе. Знаменатель W31 (р) 
внлючает в себя передаточную фуннцию разомн.нутой системы 
W (р) и не зависит от места нахождения х и /. 

Для схемы, изображенной на рис. 1-15, а,

Wx1 (р) = W2 (р), а W (р) = W1 (р) W2 (р) Wз (р).

Индене / у передаточной фуннции зюшшутой системы W31 (р) 
поназывает, н наному внешнему вовдействию она относится. 
В дальнейшем, н.огда это не может вызвать недоразумения, этот 
индене будет опуснаться. 

В соответствии с (1-98) передаточная фуннция, связывающая 
х с задающим воздействием g,

х Wxg (р) 
Wзg(p)=g

= 
i+W(p), (1-98а) 

где для схемы, поназанной на рис. 1-15, а,

Wxg (р) = W1 (р) W2 (р). 
В распространенном частном случае систем" автоматичесного 

регулирования - в следящих системах, задачей ноторых является 
обеспечение слежения величиной х за величиной g (см. введе
ние), обычно Wxg (р) = W (р), т. е. струнтурная схема системы 
соответствует рис. 1-15, б. Таная система называется системой 
с е д и н  и ч н о й  о б  р а т  н о й  с в я зью. В этом случае 
выражение (1-98а) принимает вид: 

W(p) Wм (р) = 1-f-W (р)" (1-99) 

При исследовании систем автоматичесного регулирования 
часто, поми11Iо выходной величины х, интерес представляет вели
чина оmибни 

в=g-хо.с, 
где Хо.с поназано на рис. 1-15, а. Подставив сюда полученное 
согласно (1-98) выражение 

Хо.с 
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будем иметы 

(1-100) 

В частности, величина е, определяемая по этой формуле, 
широко используется при исследовании точности следящих систем 
(рис. 1-15, 6). 

В общем случае, в:огда на систему действует одновременно 
несколько возмущений, на основе принципа суперпозиции полу
чаем: 

(1-101) 

В частности, для системы, изображенной на рис. 1-15, а, при 
одновременном действии на нее / и g 

w Xf (р) f + w xg (р) g 
Х= 

1+W(p) 
• (1-102) 

И схеме, представленной на рис. 1-15, а, сводятся все одно
в:онтурные САУ, струв:турные схемы которых содержат вместо 
показанных на этой схеме звеньев с передаточными функциями 
}V1 (р), П'2 (р) и W3 (р) J1юбое число последовательно и параллельно 
соединенных звеньев, а также 
звеньев, охваченных местными 
обратными связями. Действитель
но, на основании выведенных выше 
формул каждая такая группа зве
ньев может быть заменена одним 
эквивалентным звеном, в резуль
тате чего схема примет вид, изоб
раженный на рис. 1-15, а. 

Дело не усложняется и в более 
общем случае, когда внешние воз
действия подаются на суммирую
щие элементы не непосредствен-

Рис. 1-16. Структурная схема 
спстемы автоматического регули
рования напряжения синхронного 

генератора

но, как в схеме на рис. 1-15, а, а через звенья с передаточными 
функциями W4 (р) и W5 (р), как показано на рис. 1-15, в. Поскольку 
эти новые звенья не входят в замкнутый конур системы, а вклю
чены с ним последовательно, их наличие не изменяет передаточной 
функции разомкнутой системы W (р) и, следовательно, знамена
телей передаточных функций замкнутой системы. Изменятся 
только числители этих функций, поскольку туда войдут переда
точные функции новых звеньев. Для схемы на рис. 1-15, в, в част-
ности, 

Wx1 (р) =-= Ws (р) W2 (р), 
а 

W xg (р) = W4 (р) W1 (р) W2 (р). 
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В качестве примера напишем выражение для передаточной 
функции системы автоматического регулирования напряжения 
синхронного генератора, изображенной на рис. 1-1 (см. также 
рис. В-2, в). Структурная схема системы приведена на рис. 1-16. 
В схему входят три апериодических звена: звено 1 - измеритель 
напряжения, звено 2 - усилитель и звено 3 - генератор, являю
щийся объектом регулирования. В качестве внешних воздействий 
на схеме указаны изменение задающего воздействия u3 , опреде
ляющего регулируемое значение напряжения, и изменение 
активного сопротивления нагрузки rн. (Аналогично может быть 
учтено изменение скорости вращения генератора и другие воз
можные возмущения.) 

где 

Согласно формуле (1-98), 

W ( ) 
Uг kн 

З р = Тн = 1+ W (р)' 

kиkykв k. 
W (р) = (ТиР+ 1) (Тур+1) (Твр+1) = (Тир+1) (Тур+1) (Твр+1)' 

а k = kиkykв. 
После освобождения от дроби в знаменателе 

W 
_ иг _ kн (ТиР+1) (Тур+1) (Твр+1) 

8 (р)-rн - (ТиР+1) (Тур+1) (Твр+1)+k' 
(1-103) 

Если раскрыть скобки в числителе и знаменателе, получим 
многочлен третьего порядка. 

Передаточная функция для задающего воздействия 

kykв 

= (Тир+1) (Тур+1) (ТвР+1)+k' 
(1-104) 

Таким образом, числитель второй передаточной функции имеет 
первый порядок. 

Многоконтурная одномерная САУ. Рассмотрим теперь общий 
случай одномерной системы, когда она содержит произвольное 
число связанных друг с другом контуров. Здесь возможны два 
пути. Первый - это преобразование многоконтурной схемы 
в эквивалентную одноконтурную, а второй - применение гото
вых формул для передаточной функции замннутой системы произ
вольной сложности. 

Рассмотрим вначале первый путь. При проведении указанного 
преобразования струнтурной схемы системы руководствуются 
рядом правил. В их число входят прежде всего уже изложенные 
выше правила замены групп последовательно и параллельно 
соединеннык звеньев, а также звена с обратной связью одним 
эквивалентным звеном. Нроме того, применяются правила пере
носа воздействий из одной точки системы ,в другую, приведенные 
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на рис. 1-17. Эти правила очевидны и вытекают из условия сохра
нения неизменными сигналов на выходе схемы при выполнении 
соответствующих преобразований. 

Rак показано на рис. 1-17, а, при перенесении суммирующего 
элемента, т. е. выхода параллельной ветви, вперед (по стрелке 
основного контура) в ветвь добавляется фиктивное звено с пере-

а) 

х 

-GJ-

х 

Рис. 1-17. Правила переноса входных и выходных сигналов в струR• 
турных схемах 

даточной функцией W2 обойденного при этом звена основного 
контура. При перенесении суммирующего элемента назад_ добав
ляется звено с обратной передаточной функцией 1/W1 . Нетрудно 
видеть, что в обоих случаях сигнал на выходе рассматриваемой 
части основного контура сохраняется неизменным:. 

При перенесении точки разветвления, т. е. входа параллельной 
ветви (рис. 1-17, 6), правило преобразования обратное: при пере
носе этой точки вперед в ветвь добавляется звено с обратной 
передаточной фующией 1/W

2 
обойденного звена, а при переносе 

назад - звено с передаточной функцией W1 • 

Основной задачей преобразования многоконтурной структур
ной схемы является приведение ее к схеме с н е п е р е к р е щ и-
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в а ю щ и м и с я с в я з я м и, когда отдельные контуры схемы 
не сцепляются друг с другом. После этого каждый из этих контуров 
может быть заменен одним эквивалентным звеном с передаточ
ной функцией, определенной: по формуле (1-97). В результате 
исходная схема приводится к одноконтурной. 

б) 
+ 

Рлс. 1-18. Прmrеры преооразования 

структурных схем 

На рис. 1-18 даны примеры преобразований струнтурпых 
схем, устраняющих перекрещивающиеся обратные связи. На 
рис. 1-18, а показано преобразование участка схемы с прямыми 
перекрещивающимися связяl\IИ, на рис. 1-18, 6 - с обратными 
перекрещивающимися связями, т. е. с перекрещпвающпмися замк
нутыми контурами, а на рис. 1-18, в - преобразование схемы 
с пере:крещиванием прямой св�1зи с обратной. 
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Изображенное на рис. 1-18, а последовательное преобразо
вание схемы начинается с переноса назад входа верхней параллель
ной ветви. В результате перенрещивание связей пропадает. Далее 
объединяются в одно звено звенья W1 , W2 и W5• После этого 
уже может быть написано выражение для общей передаточной 
фуннции. Тот же результат можно получить и путем переноса 
вперед входа нижней параллельной ветви с добавлением: в нее 
нового звена с передаточной фуннцией 1/W1 • По1шзанные на 
рис. 1-18, 6, в· преобразования таюне могут быть выполнены 
по-другому, путем: переноса других воздействий. 

Второй путь получения выражения для передаточной фунн
ции сложной многононтурной системы занлючается в приме
нении следующей формулы Мейсона [36], 1,оторая дается без 
доназательства: 

Wз (р) = л :р) ! Wпр; (р) Л;(р).
i 

(1-105) 

Здесь TVпpi (р) - передаточные фуннции отдельных прямых путей 
от входа R выходу схемы, т. е. от входного воздействия R выходной 
величине; 
л (р) = 1 - � W; (р) + � W; (р) wj (р) - � W; (р) wj (р) w k (р) + ... ,

где � W; (р) - сумма передаточных фуннций всех нонтуров; 
� Wj (р) W; (р) и� Wi (р) W/p)Wk (р) - суммы произведений двух, 
трех и т. д. передаточных фуннций нонтуров, не сопринасающихся 
друг с другом; Лi (р) - это Л (р) после изъятия из схемы i-го 
прямого пути (при этом пропадают параллельные другие пути, 
начинающиеся или зананчивающиеся в общих с этим путем точнах). 

Все передаточные фуннции в (1-105) должны писаться со знаном 
плюс или минус в зависимости от знана сигналов на выходе соот
ветствующих звеньев в струнтурной схеме. 

Продемонстрируем: применение формулы Мейсона на примере 
схемы, поназанной на рис. 1-19, а. Здесь имеются три нонтура, 
обозначенных I, II и III, и шесть прямых путей. Передаточные 
фуннции нонтуров (обратите внимание на знани): · 

W1=- WзW10 ; Wп=-W9W6; Wш = -- W2vVзW4W9 . 
Передаточные фуннции прямых путей: 

Wпр1 = W1W6Vv\; Wпr2
= - W7W10W8; vVпрз = W1W2W3W4vV5; 

И1пр4
= W7W4W5; Wпр5 = W1W2W8; Wпp6

= -W7W4W9TV2W8• 

Знаменатель ис1,омой передаточной фуннции, согласно (1-103), 
Л (р) = 1- W1 - vVп - Wш + W1Wп =-= 1 + vV3W10 + vV0W6 +

+ vV2TV3 rV4W9+ W3W10W9W6• 

Соответственно 
Л1 (р)= 1-Wr = 1 + W3W10 

(с изъятым первым прямым путеи не сопринасается только нонтур 
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l, и поэтому только его передаточная функция остается в этом 
выражении); 

Л2 (р) = 1-Wп = 1+ W9W6 

(со вторым прямым путем не соприкасается только контур //); 

Лз (р) = Л4 (р) = Ль (р) = Л6 (р) = 1 

( с соответствующими 
контура схемы). 

прямыми путями соприкасаются все три 

а) 

+ з; 

+ 

б) Wв 

f��=-5-"x 
W1 

-Wз Wв

Рис. 1-19. Пример сложной многоконтурноii схемы 

Для получения искомого выражения для W3 остается под
ставить приведенные выше выражения в формулу (1-105). 

Кроме структурной схемы, САУ можно также изображать 
графически в виде д и а г р а м м ы п р о х о ж д е н и я с и г
н а л о в [5,36]. На рис. 1-19, б показана диаграмма прохожде
ния сигналов, соответствующая структурной схеме, представлен
ной на рис. 1-19, а. Диаграмма состоит из узлов и соединяющих 
их направленных ветвей. Rак видно из сравнения рис. 1-19, а

и б, ветвь диаграммы соответствует звену структурной схемы, 
а узел - стрелке, изображающей переменную. У каждой 
ветви пишется соответствующая передаточная функция, а у каж
дого узла - переменная (сигнал). Изложенные выше правила 
преобразования структурных схем полностью применимы и к диаг
раммам прохождения сигналов. 

Диаграммы прохождения сигналов удобны в сложных много
контурных системах и особенно при применении формулы Мейсона, 
так как на них более просто прослеживаются взаимосвязи отделъ-
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ных контуров. Кроме того, их использование оказывается естествен
ным, когда при выводе уравнений отдельных звеньев применяется
теория графов, откуда диаграмма прохождения сигналов и заимст
вована. Поэтому ее называют таюке г р а ф о м п р о х о ж д е
н и я с и г н а л о в.

По найденной передаточной фунrщии одномерной замкнутой
системы, в общем виде имеющей вид выражения (1-101), легко
получить записанное в обычной форме дифференциальное уравне
ние системы. Для этого надо предварительно освободиться в числи-
теле и знаменателе этого выражения от дробей W (р) = � �1

)

Rxf. (р) и TVxt - (р) = -
Q 

i ( ) • В результате получим уравнение
i xfi р 

п 

D (р) х = � Mi (р) fi, (1-106)
i=l 

где D (р) = R (р) + Q (р), а Mi (р) зависят от места прило,юшия
воздействий fi • 

Многомерная САУ. В общем случае многомерная система,
содержащая произвольное число т выходных величин и Z входных
воздействий, описывается ml передаточными функциями:

l 

Xk = � Wзki (p)fi, k=1, 2, ... , т. (1-107)
i=l 

Wxk f. (р) Здесь W эki = 1 + W� (р) - передаточная функция замкнутой
системы, определяющая зависимость k-й выходной величины
xk от i-го входного воздействия.

Систему уравнений (1-107) удобно представить векторным
уравнением
r,це 

(1-108)
Х1 

Х= х2 -матрица-столбец (т-мерный вектор);

!1

f= �2 -матрица-столбец (l-мерный вектор);

!1

Wз11 (р) W312 (р) 

\\-'э (р) = Wa21 (р) Wa22 (р)
Wщ (р) 

Wз21 (р)

Wзml (р) Мзт2 (р) • • • Wэт/ (р)
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- матрица типа т Х l передаточных функций зам:кнутой систем:ы
Waki (р) = ;: - 111 а т  р и ч н а я п е  р е д а т  о ч н а я ф у  н к
ц и я з а 111 к н у т о й с и с т е 111 ы.

Матричная передаточная фующия зам:кнутой систем:ы W3 (р)
определяется по формулам, аналогичным форм:улам, выражающим
передаточную функцию замкнутой одномерной системы по струк
турной cxellie и передаточным функциям звеньев, с той только
разницей, что вместо передаточных функций в данном случае
фигурируют матрицы. В частности, аналогично форм:уле (1-98)
для одномерной системы

где

\Vз (р) =[Е т + W(p)]-1 Wxt (р),
И1

11 (р) W12 (р) lV1m (р)
W (р)= W21 (р) W22 (р) . .  . W2m (р)

Wm1 (р) Wm2 (р) , , , W тт (р)

(1-109)

- матрица типа т Х т передаточных функций W1,i (р) разомк
нутой системы - м а т р и ч н а я п е р е д а т о ч н а я ф у н к
ц и я р а з о 111 к н у т о й с и с т е м ы;

Wx1f1 (р) Wx1f2 (р)

W xf (р) = Wx2f1 (р) Wx2f2 (р)

Wx nJ1 (р) Wxmf2 (р) · · · Wxm fl (р)
- м:атрица типа т Х l передаточных функций Wxk

t
i (р) =��,

определяющая зависимость х от f для разомкнутой системы;
Ет - единичная матрица типа т Х т (элементы ее главной
диагонали равны единице, а остальные - нулю); [Em + W (р)J-1

-

обратная матрица.
Выражение (1-109) выводится аналогично выражению (1-98)

для одноконту рной систем:ы, если оперировать вместо перемен
ных и передаточных функций матрицами [3].

Б. Построение частотных характеристик системы
по частотным хара1tтеристикам звеньев

Связь между частотными характеристиками системы и состав
ляющих ее звеньев определяется выражением для передаточной
функции, если подставить в него р = jro (c!II. § 1-3, п. Б).

Соответственно а м п л и т у д н о - ф а з о в а я ч а с т о т-
н а я х а р а к т  е р и с т  и к а ц ел о ч к и  п о  с л е д  о в а
т е л ь н о с о е д и н е н н ы х з в е н ь е в разомкнутой си
стемы, согласно (1-95),
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где Т-V; (jw) - амплитудпо-фазовая частотная хар:штеристина 
i-го звена цепочки. Отсюда 

т. е. 

Aejq, = П A;ejq'i,
i 

А (w) = I} А; (w);

) 
ер (w) =�ер; (w), 

i 

(1-111) 

где А (w) и ер (w) - амплитудная и фазовая характеристики 
цепочки звеньев, а А; ( w) и ер; ( w) - эти харантеристики i-го 
звена. 

L,дб 

20ig'k 

_Jl 
2 .---� 

-п

_Jн
2 

ш 

-6Одб/дек l,gш

Рпс. 1-20. Л. а. х. п л. ф. х. цепочки последовательно сое
диненных одного интегрирующего п двух апериодических 

звеньев первого порядка 

Логарифмирование первого равенства (1-111) дает следующее 
выражение для л. а. х. цепочки звеньев: 

L (w) = � L; (ш), (1-112) 

где L; (w) - л. а. х. отдельного звена. 
Ию, следует из выражений (1-111) и (1-112), наиболее просто 

строятся частотные характеристики цепочки звеньев _в виде 
л. а. х. и л. ф. х.: они получаются путем суммирования ординат 
характеристик отдельных звеньев, как об этом уже упоминалось 
в§ 1-3. На рис. 1-20 в качестве примера приведены л. а. х. и л. ф. х. 
цепочки последовательно соединенных одного интегрирующего 
и двух апериодических звеньев. 

Л. а. х. цепочки звеньев строится сразу без построения л. а. х. 
отдельных звеньев. Вначале откладывается ордината общей 
л. а. х. при w = 1, равная 20 lg k, где k - коэффициент передачи 
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всей цепочки звеньев, равный произведению коэффициентов пере
дачи звеньев. (См. выражения для л. а. х. отдельных :;шеньев, 
выведенные ранее в § 1-4.) Затем через найденную точн:у прово
дится асимптота с наклоном 20 (т - r) дБ/дек, где т - число 
дифференцирующих, а r - число интегрирующих звеньев. После 
этого на оси абсцисс откладываются значения сопрягающих 
частот, равных 1/Ti, где Ti - постоянные времени звеньев. 
(В случае колебательного звена это Тн,) Напомним, что на оси 
абсцисс удобно указывать наряду с lg ro непосредственно и зна
чения ro. Далее первая асимптота проводится от оси ординат до 
наименьшей сопрягающей частоты. В этой точке производится ее 
излом с изменением наклона в соответствии с типом звена, которому 

а) б) 
j 

J 

Рис. 1-21. А. ф. ч. х. цепочRИ последовательно соединенных звеньев: а -
построение а. ф. ч. х. двух последовательно соединенных апериодичес1шх 
звеньев; б - а. ф. ч. х. последовательно соединенных звеньев, где 1, 2, 3 
и 4 - соответственно для одного, двух, трех и четырех апериодических звень
ев, а 5 - для трех апериодических звеньев и одного идеального интегри-

рующего звена 

принадлежит данная сопрягающая частота. (В случае, изобра
женном на рис. 1-20, при ro = 1/Т2 наклон увеличивается на 
20 дБ/дек.) Таким же образом характеристика продолжается 
в сторону увеличения частоты, претерпевал последовательно 
изломы на каждой сопрягающей частоте. При необходимости 
построенная л. а. х. уточняется путем учета поправок для коле
бательных звеньев, как указано в предыдущем параграфе. 

Ординаты л. ф. х. звеньев суммируются обычным способом. 
В результате предельное значение ер цепочки звеньев, получаемое 
при ro -+ оо, будет равно - (п - т) л/2, где п - порядок диф
ференциального уравнения цепочки, а т - число идеальных 
дифференцирующих звеньев. 

Построение амплитудно-фазовой характеристики цепочки зве
ньев непосредственно по амплитудно-фазовым характеристикам 
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отдельных звеньев осуществляется в соответствии с выражением ('l-110) путем п1сремножения векторов Wi (jш) при одинаковых значениях частоты. (Модули A i перемножаются, а фазы cpi складываются). На рис. 1-21 приведены примеры амплитудно-фазовых характеристик последовательно соединенных звеньев. А м п л и т у д н о-ф а з о в а я х а р а к т е р и с т и к а г р у п п ы п а р а л л е л ь н о  с о е д и н е н н ы х з в е н ь е в, согласно (1-96), 
w (/ш) = � wi (jш). (1-113) 

Соответственно она строится путем геометрического суммирования векторов Wi (jro) при одинаковых частотах. Амп л и т у д н о-ф а з о в а я  ха р актери с т и к а зв е н а  с обр а т н о й  с в я з ь  ю (см. рис. 1-14, в), согласно (1-97), W(.) Wi(iw) (1 114) 3 JШ = 1 + W (iш) • -
Оперируя векторами W1 (jш) и W (jш) при одинаковых значениях ш в соответствии с этим выражением, можно графически построить амплитудно--фазовую характеристику звена с обратной связью W3 (jш) по амплитудно-фазовым характеристикам звена без обратной связи W1 (jш) и разомкнутого н:онтура W (jш).Последняя характеристика предварительно строится как характеристика цепочки последовательно соединенных звеньев, входящих в контур и описываемых фушщиями W1 (jш) и W2 (jш). Для графического построения амплитудной и фазовой харак':.. теристик соответственно используют получаемые из (1-114) следующие формулы: 

з ш - з Jffi - 11 + W (jw) \ ' (1-115) А ( ) � \ W ('- ) \- 1 W1 (jw) ! • 
}сrз (ш) = arg W3 (jш) =arg W1 (jш) - arg [1 + W (jш)]. На основании выражений (1-115) могут быть получены соотношения, связывающие логарифмические частотные характеристики звена с обратной связью с теми же характеристиками входящих в схему звеньев W1 (j ro) и W2 (j ro). Практически в большинстве случаев задача построения логарифмических частотных характеристик звена с обратной связью существенно упрощается благодаря наличию номограмм, позволяющих по известным логарифмическим характеристикам разомкнутого контура W (jш) получить логарифмические характеристики замкнутого контура W3 (j ro) для случая, когда . W (jw) Wa (Jш) = 1+ W (jш)' (1-116) 

т. е. когда на рис. 1-14, в W2 (р) = 1 и обратная связь отрицательна. 
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Для того чтобы использовать эти номограммы в боJ1ее общем
случа.е отрицательной обратной связи через звено с произвольной
передаточной функцией, выражение 

W , 
) 

W1 (jro) 3 (/ffi = 1 + W (jro)' 
где 

надо предварительно привести к следующему виду: 

где 
Wз (iro) =r1: ;���) J W1 (jro), 

' , 1 -W Р (Jro) = W (jro).

(1-117) 

, 

По номограммам могут быть найдены логарифмические харак
теристики для выражения, стоящего в квадратных скобках. После
этого искомые характеристики легко определяются по только
что найденным характеристикам и характеристинам, соответст
вующиlll W1 (j ro), как в случае последовательно соединенных
звеньев. 

Кроме уназанных номограмм, имеются еще номограммы, 
позволяющие находить любые виды частотных харантеристин ·
звена с отрицательной обратной связью, т. е. замннутоrо контура, 
по любым частотным характеристикам разомкнутого контура
(12, 33]. Некоторые из этих номограмм приведены в приложении 2.

Все эти номограммы также составлены для частного случая,
соответствующего выражению (1-116). Однако с помощью формулы
(1-117) их нетрудно применить и в более общем случае, охваты
ваемом этой формулой. 

Ча с т о т н ы е  х а рак т е р и с т и к и  з амк н у т ой
с и с т  е м  ы определяются согласно формуле (1-98): 

. JV xt (jro) 
Wз (l(t)) = 1 + W (iro)' (1-118)

Порядок пqстроения при этом совпадает с рассмотренным
выше случаем для звена, охваченного обратной связью. Однако
здесь в зависимости от сложности структурной схемы предва
рительный этап построения характеристик W (jro) и Wxf (jro)
может оказаться существенно бoJree сложным. В частности, если
система мноrоконтурная, необходимо вначале преобразовать ее,
устранив перекрещивающиеся связи, затем построить частотные
хараI{Теристики отделъншх контуров и после этого строить харак
теристику разомкнутой в основном контуре системы, как в слу
чае цепочки последовательно соединенных звеньев. 
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В. О построении переходных характеристик замкнутой 
системы 

Переходную характеристику замкнутой системы можно по
строить по переходным характеристикам отдельных звеньев, 
о чем еще будет говориться в § 6-2. Однако для получения мате
матического описания системы такой путь не используется, так 
как более удобным описанием системы в целом являются пере
даточные функции и частотные характеристики. Поэтому, н:огда 
отдельные звенья системы описаны эн:спериментально получен
ными переходными харан:теристин:ами, от последних следует 
переходить н: передаточным фунн:циям, н:ак было пон:азано ранее. 

В связи с тем, однан:о, что переходные характеристин:и являют
ся все-тан:и наиболее наглядным описанием динамичесн:их свойств 
системы, в ходе исследования систем построение этих харан:тери
стик всегда производится хотя бы в зан:лючение исследования, 
но строятся они, н:ан: правило, не по переходным характеристин:ам 
звеньев, а, что более просто, по передаточной фунн:ции системы 
или по ее частотным харан:теристин:ам. Методика построения 
будет рассмотрена в шестой главе. 

В заключение настоящей главы, посвященной математическому 
описанию звеньев и САУ в целом, отметим, что принятое выше 
опиеание их с помощью передаточных функций и частотных и 
переходных харан:теристин: является достаточно полным тольн:о 
с точки зрения исследования процессов управления, т. е. при 
абстрагировании не только физичесн:ой природы входных и выход
ных величин звеньев, но и их энергетичесн:их характеристик 
и учете тольн:о информационной стороны процессов. При ·rаком 
подходе, например, транзисторный усилитель напряжения и мощ
ный электромашинный усилитель могут иметь совершенно оди
наковое матема1·ическое описание. 

Однако при решении задачи реализации определенной струк
турной схемы в виде соответствующей аппаратуры такого одно
стороннего описания недостаточно. Здесь уже необходимо учиты
вать физическую природу сигналов и ряд других их свойств, 
в том числе и мощность. Без этого невозможно осуществить сочле
нение входящих в систему звеньев. Однако этот аспект выходит 
за рамки настоящего курса и относится к задаче расчета и про
ектирования аппаратуры. 

Глава вторая 
СТАЦИОНАРНЫЕ РЕЖИМЫ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ ПРИ 
ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ 

§ 2-1. ВВЕДЕНИЕ
Рассмотрев математическое описание САУ, перейдем теперь 

к их исследованию. Начнем с более простого - с установившихся 
режимов. 
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Как всякая динамическая система, система автоматического 
управления может находиться в одном из двух режимов - ста
ционарном (установившемся) и переходном. В настоящей и сле
дующей главах будут рассмотрены стационарные режимы. Сущест
вуют два вида таких режимов САУ - статические и динамические. 

С т а т и ч е с к и й р е ж и м (статика) - это режим, при 
котором система находится в состоянии покоя вследствие того, 
что все внешние воздействия и параметры самой системы не ме
няются во времени. 

Ди н а м и ч е с к и й  с т а ц и она р н ый р е ж им 
возникает, когда приложенные к системе внешние воздействия 
изменяются по какому-либо установившемуся закону, в резуль
тате чего система приходит в режим установившегося вынужден
ного движения. 

· Стационарные динамnческие режимы, в свою очередь, бывают
двух типов. Д е т е р м и н и р о в а н н ы й д и н а м и ч е
е 1, и й с т а ц и о н а р н ы й р е ж и м - это режим, при кото
ром на систему действует детерминированное (регулярное) ста
ционарное воздействие. Примером такого режима является уста
новившийся гармонический режим, описываемый рассмотренными 
выше частотными характеристиками. 

С л у ч а й н ы й с т а ц и о н а р н ы й р е ж и м является 
установившимся в статистическом смысле и имеет место, когда 
приложенные к системе воздействия представляют собой елу
чайные, но стационарные функции времени. 

В этой главе будут рассмотрены дет е р м и н  и р о в а н н ы е 
стационарные режимы САУ - статический и динамические. 

где 

§ 2-2. СТАТИЧЕСКИй РЕЖИМ (СТАТИКА) СИСТЕМ

АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

А. Статический режим статических систем 

Уравнение статики САУ шшучается из уравнения динамики 
Х= Wa (р) /, 

Wз (р) 
\,V Xf (р) 

1+ W (р)' 

если подставить Э3 него р = О, что соответствует постоянству 
всех переменных, т. е. равенству нулю их производных. 

В результате имеем следующее уравнение: 
Wц (О)

Хст '= Wa (0) /ст= 
1 + W (О) /ст• (2-1) 

Здесь Xcr - статичеСI{Ое приращение выходной величины САУ, 
вызванное приращением внешнего воздействия /ст• 

Вид W (О) и Wxf (О) в (2-1) зависит от того, содержатся ли 
в системе интегрирующие звенья или нет. Рассмотрим вначале 
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САУ, которая п о с л е приведения R одноконтурной схеме содержит 
тольRо статичесние звенr,я. Такие системы называются с т а т и
чес к и м  и. 

Сделанное уточнение по поводу предварительного преобразо
вания системы в одноконтурную связано с тем, что статическая 
система может содержать интегрирующие звенья, охваченные 
жесткой обратной связью, т. е. обратной связью через статическое 
звено. Дело в том, что, как уже было показано в предыдущей главе, 
интегрирующее звено, охваченное жестн:ой обратной связью, 
эквивалентно статическому звену, т. е. заменяется им при приве
дении схемы САУ к одноконтурной. 

В случае статической системы в выражении (2-1) 

w (О)= k и Wxf (О) =kxf , 

так каR знаменатели передаточных функций всех звеньев, входя
щих сомножителями в выражения W (р) и Wxf (р), при р = О 
обращаются в единицу. 

В результате выражение (2-1) принимает вид: 

(2-2) 

n 

Здесь k = W (О)= П ki - коэффициент передачи разомкнутой 
i=1 

системы, предварительно приведенной к одноконтурному виду; 
он равен произведению коэффициентов передачи всех ее звеньев; 
kxt = Wxf (О) - коэффициент передачи участка системы от места 
приложения воздействия / до места нахождения выходной вели
чины х. Величина kxt, елРдовательно, определяет статическую 
зависимостh между х и / при разомкнутом контуре системы, т. е. 
при отсутствии управления. 

Выряжение (2-2) определяет статическое отклонение выходной 
величины САУ, вызванное установившимся приращением внеш
него воздействия f в произвольной точRе системы. Из этого выра
жения следует, что замыкание системы автоматического управле
ния приводит к уменьшению статической зависимости х от f
в (1 + k) раз. ТаRим образом, для уменьшения этой зависимости 
надо увеличивать коэффициент передачи системы k.

Из выражения (2-2) можно определить величину статического 
отклонения х, приходящуюся на единицу воздействия /: 

(2-3) 

Эта величина является мерой статической точности системы 
и называется с т а т и з м о м. Rроме принятог.о в (2-3) обозна
чения бет, статизм иногда обозначают через S.
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В частном случае следящей системы, согласно (1-100), статическая ошибка слежения за g 

(2-4) 

В общем случае нескольких внешних воздействий в соответствии с (1-101) суммарное статическое отклонение 
1; kxt/icт 

i '\'1 Хст= i+k = .i,,,.Ocтi/icт, 
i 

kxf.где Остi = 1 +ik - статизм системы по возмущению f i• 

(2-5)

В качестве примера рассмотрим статический режим уже знакомой нам системы автоматич;,еского регулирования напряжениягенератора (см. рис. 1-16). Передаточная фушщия этой системы повозмущению в виде изменения нагрузки rн имеет вид (1-103): 
1 _ иг __ kн (Тир+1) (Тур+1) (ТвР+ 1) 

И 8 (р)-rн - (Тир+1) (Тур+1) (Tвp+i)+k'
где k = kиkykв. Отсюда статизм системы регулирования напряжения генератора 

Ост = Wз (О)= i�k'
Пусть, например, при отсутствии регулирования напряженияестественная зависимость напряжения от нагрузки в статикеопределяется значением kн = 0,2. Это значит, что при изменениисопротивления нагрузки на 100% изменение напряжения генератора иг = kнrн будет равно 20%. Если коэффициент передачи разомкнутой системы k = 100,

то при этом Ост = 1 �•;00 = 0,002. Это значит, что при наличии
замкнутой системы автоматического регулирования изменениенагрузки на 100% приводит к изменению напряжения генератора
Uг = бет/ всего на rv 0,2%. Таким образом, применение автоматического регулированияпривело к повышению статической точности поддержания напря
жения в (1 + k) раз, т. е. в 101 раз. Для того чтобы еще больше повысить точность, необходимоувеличить коэффициент передачи системы k путем, например,соответствующего увеличения коэффициента усиления ky усилителя, входящего в состав регулятора. Повышение статическойточности системы при увеличении коэффициента передачи регулятора физически связано с тем, что при этом то же изменение выходной величины регулятора, т. е. тока возбуждения генератора, происходит при меньшем отклонении выходной величины 
объекта, т. е. напряжения генератор!l,
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Б. Способы устранения статического отклонеи:ия 

В ряду САУ для их правильной работы необходимо иметь 
вполне определенное значение статизма. При этом как увеличе
ние его, так и уменьшение одинаково недопустимы. Это относится, 
например, к системам регулирования напряжения паралле.11ьно 
работающих на общую нагрузку электрических генераторов 
и системам регулирования ряда других параллельно работающих 
объектов. Однако в большинстве случаев наличие статичесн:ой 
зависимости выходной величины от внешних воздействий является 
нежелательным, создавая погрешность управления. Поэтому 
статиз:м надо уменьшать. 

Из ранее изложенного следует, что статическое отклонение 
уменьшается при увеличении коэффициента передачи системы. 
Однако, как видно из выражения (2-2), для полного устранения 
статического отклонения при этом требуется увеличивать коэф
фициент передачи до бесконечности. 

Вместе с тем ·имеются другие пути полного устранения ста
тического отклонения в системе при конечном значении коэф
фициента передачи. Для того чтобы выяснить эти пути, обратимся 
вновь к общему выражению для Хст, получаемому через переда
точную функцию путем подстановки в нее р = О: 

(2-6) 

При наличии /ст статическое отклонение Xc·r будет отсутство
вать, если прир = О выражение W3 (р) обратится в нуль. Согласно 
выражению (2-6), принципиально это возможно в двух случаях: 
если W (О) = оо или если Wx1 

(О) = О. Оба пути практически 
могут быть реализованы. При этом, как будет показано ниже, 
первый путь реализуется введением в систему интегрирующего 
звена, т. е. переходом к так называемой астатической системе 
управления, а второй - введением компенсирующего воздействия 
по возмущению. 

Применение астатической системы управления. Введем в рас
сматриваемую статическую САУ интегрирующее звено, причем 
так, чтобы оно находилось вне участка системы от мес-та прило
жения / до х, т. е. чтобы его передаточная функция не входила 
в W:xf (р). В этом случае, как следует из (2-6), статическое откло
нение Хст будет равно нулю, так как при конечном значении 
W xf (О) = kxt имеем W (О) = оо · из-за нали1ия в знаменателе 
W (р) :множителя р, обязанного своим появлением передаточной 
функции k/p интегрирующего звена. 

Наличие интегрирующего звена между точками нахождения / 
и х, т. е. в составе передаточной функции Wxf (р), не устра-
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няет Хст • Чтобы показать это, приведем выражение,_(2-6) к следую
щему виду: 

1 JV' ( ) W Xf (р) 1 
р Х/ р Хст = 1+W(р) _0/ст = 1 /ст, 

Р- 1+-W' 
р (р) p=U 

Здесь W' (р) и W;1 (р) - передаточные функции W (р) и Wxt (р) 
после выделения из их знаменателей множителя р, обязанного 
своим появлением интегрирующему звену, т. е. W (р) = _!_ W' (р) 
и W xf (р) = _!_ W�1 (р), причем W' (О) = k, а W�t (О) = kxf • 

р 

Отсюда 
W�f (р) 

1 
kxf Хст = р+W'(р) Р=0/ст = k·/ст,

т. е. в данном случае существует статизм 
Хст kx1 бст = fст = Т· 

(2-7) 

(2-8) 
Обратим внимание на то, что выражение (2-8) отличается or 

выражения (2-3), выведенного для статической системы, отсут
ствием единицы в знаменателе. 

Таким образом, условием устранения статического отклонения
Хст от возмущения /ст является наличие интегрирующего звена
в системе вне участка, описываемого передаточной функцией W xf (р).

Система авто:л�атического управления, структурная схема 
которой после приведения ее к одноконтурному виду содержит
интегрирующее звено, называется астатической системой. Аста
тической система может быть благодаря наличию астатического 
управляющего устройства или астатического объекта. В первом 
случае интегрирующее звено имеется в составе управляющего 
устройства, а во втором - в составе объекта. 

Если астатическим является управляющее устройство, все 
возмущения, приложенные к объекту управления, не будут созда
вать статического отклонения его выходной величины х. Если 
астатическим является объект управления, все возмущения, прило
женные ко входу объен:та, будут вызывать статическое отклонение 
Хст, определяемое выражением (2-8). Однако в характерном, напри
мер, для следящих систем случае, когда интерес представляет стати
ческая ошибка Ест, вызванная задающим воздействием, она устра
няется и за счет астатизма объе1{та. Действительно, при этом 

1 Ест = 1+W(О) g = O, 
поскольку передаточная функция интегрирующего звена не входит 
в числитель последнего выражения. 

Вывод о том, что для устранения Хст надо в системе иметь интег
рирующее звено, передаточная функция которого не входит 
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в wxf (р), был сделан выше в предположении, ЧТО wxf (р) не 
содержит передаточных фушщий интегрирующих звеньев, т. е. 
Wxf 

(О) конечно и равно kxf • Покажем, что этот вывод справедлив 
при любо:м Wxf 

(р), в то:м числе и при наличии в Н',.1 (р) переда
точных функций интегрирующих звеньев. Ига�,, пусть в выражении 

vVXf (р) 1 Хст = i+W (р) р=ОJст 
в Wx1 (р) входит l интегрирующих звеньев, а в W (р) входит r

таких звеньев. Тогда это выражение :можно представить в виде 
p-iw;f (р) 1 pr-iw;f (р) 1 

Xc1· = 1+p--'W'(p) Р=0 fст = pr+W'(p) р=О fст ,

а) 

е 1-'=--::_-::_-::_-::_-::_-::_-::_-::_-::_�-::_-::_-::_-::_-::_-:,-::_-::_-::_-;_-::_-::_�--;:_-=i� Нагрvзка

б) 

и 

Рис. 2-1. Астатическая система регулирования напряжения 
синхронного генератора 

Здесь, как и прежде, сделана подстановка: 

W (р) = p-rw' (р); Wxf (р) = p-1 W�1 (р), 

причем W' (О) = k, а W;t (О) = kxt· 
Из этого выражения следует, что Хс1, = О, если т· > l, т. е. 

если в системе имеется хотя бы одно интегрирующее звено, пере
даточная функция которого не входит в W xt (р). 

В качестве примера на рис. 2-1, а показана астатическая 
система регулирования напряжения генератора, которая отли
чается от статической системы, изображенной на рис. В-2, в,

наличием интегрирующего звена в регуляторе. Роль интегрирую
щего звена играет электрический двигатель постоянного тока ВД. 
Изменение тока возбуждения генератора производится в этой 
системе путе:м изменения сопротивления реостата R. Это осуществ
ляется перемещением его движка вспомогательным двигателем 
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ВД. Этот двигатель в данной схеме служит интегрирующим 3Ве
пом, поскольку угол поворота его вала является интегралом 
от скорости вращения, которая, в свою очередь, пропорциональна 
подаваемому на якорь двигателя напряжению. При всяком и3ме
нении напряжения генератора Uг во3никает сигнал ЛU = U8 -

- U, который, будучи усилен усилителем У, приводит во враще
ние двигатель ВД. Это вы3ывает и3менение тока во3буждения 
генератора, а следовательно, и его напряжения Uг. Двигатель 
остановится, и система вернется в состояние покоя только после 
того, как исче3нет сигнал ЛU, т. е. когда напряжение генератора 
вернется к своему первоначальному 3начению. 

На рис. 2-1, б И3ображена структурная схема рассмотренной 
систе:м:ы регулирования, где двигатель ВД представлен как реаль
ное интегрирующее 3вено с передаточной функцией 

kд 

р (Тдр+1). 

В соответствии с и3ложенным выше в данной системе стати
ческое отклонение иг должно отсутствовать не только при И3Ме
нении нагру3КИ rн, но и при И3менении других во3мущений, при
ложенных к системе на участке от точки иг до выхода интегрирую
щего 3вена, т. е. до точки ив, если идти против направления переда
чи сигнала. Таким обра3ом, статическое отклонение регулируемой 
величины иг будет отсутствовать при и3менении напряжения 
питания цепи во3буждения, параметров этой цепи, а также ско
рости вращения генератора (рис. 2-1, а). Вместе с тем во3мущения, 
действующие на все элементы регулятора - усилитель, и3мери
тель напряжения и сам двигатель ВД, - будут вы3ывать стати
ческое отклонение иг, поскольку интегрирующее звено нахо
дится между этими точками системы и регулируемой величиной иг. 

Для устранения статического отклонения Хст от возможно 
большего числа возмущений, действующих на систему, желательно, 
вводя интегрирующее 3вено в управляющее устройство, помещать 
его во3можно ближе ко входу последнего, т. е. дальше от х. В 
частности, например, если в рассмотренную систему регулиро
вания напряжения (см. рис. В-2, в) включить вместо двигателя 
ВД в качестве интегрирующего звена электронный интегратор на 
входе усилителя У, будет исключено статическое отклонение 
регулируемого напряжения, вызванное возмущениями, действую
щими на этот усилитель и проявляющимися в виде дрейфа его 
нуля. 

Заканчивая рассмотрение первого способа ликвидации стати
ческого отклонения Хст путем применения астатического управ
ляющего устройства, укажем, что практическое применение этого 
способа всегда связано с определенным усложнением системы. 
(Это видно и из сравнения статичес1<ой системы регулирования 
напряжения, изображенной на рис. В-2, в, с астатической, пока
занной на рис. 2-1, а). Поэтому переход к астатической системе 
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целесообразен только в случае, ногда для получения заданной 
статической точности требуется достаточпо большой коэффициент 
передачи статиче.)1-1:ой системы, что тоже затрудпнтельпо. Подроб
нее об этом будет сказано в § 7-5. 

:Компенсация RО31\1ущений. Рассмотрим теперь второй путь 
устранения статичесного отнлонения выходной величины Хст 
системы, который заключается в обращении в нуль числителя 
выражения (2-6) для Хст, т. е. в получении 

Wxt (0)=0. 
Такой результат может быть получен применением управле

нпя по возмущению. Суть способа занлючается в том, что на основе 

а) 

уу 

kur 

Рис. 2-2. Система компепсацпп статического отклонения па 
выходе объекта 

измерения внешнего возмущения управляющее устройство осу
ществляет таное воздействие на объе1{т управления, чтобы ком
пенсировать естественное влияние данного возмущения на выход
ную величину объекта. 

Схема компенсации показана на рис. 2-2, а. С учетом приве
денных на этом рисунне обозначений ноэффициентов передачи, 
соответствующих статическому режиму системы, условие компен
сации ВJiияния /ст на Хст имеет вид: 

Хст = (lc�t + kutkxu) f ст =О• 
Отсюда коэффициент передачи управляющего устройства по воз
мущению f должен быть равен 

k�f 
kuf = -- -k-. (2-9) 

хи 

Выражение (2-9) определяет коэффициент передачи управляю
щего устройства УУ в зависимости от параметров объекта управ-
ле:ния О, при котором Хст не зависит от /ст• 

На рис. 2-2, 6 изображена 1< о м б и н и р о в а н н а я с и с -
т е м а а в т о м а т и ч е с к о г о у п р а в л е н и я. В ней 
замкнутая САУ, которую мы рассматривали ранее, дополнена 
р а з о м к н у т  о й с и с т  е м  о й  к о м  п е н  с а ц и и влия
ния возмущения /ст на Хст• В этой системе 

WXf (О) 
Хст = 1 + W (О) f ст,

где W xt (О) - Wf1 (О) + W иt (О) W хи (О) = klt + kи1kхи. 
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При выполнении условия (2-9) Wxt (О) = О и с точки зрений 
статики система освобождается от· влияния возмущения /. 

На рис. В-2, б и г приведен пример системы компенсации и 
комбинированной системы регуJшрования напряжения синхрон
ного генератора. 

Разумеется, компенсация с равным успехом может быть при
менена к возмущениям, действующим не только на объект, но 
и на любое звено управляющего устройства. Компенсация не 
делает систему астатической, так как другие, нескомпенсирован
ные возмущения по-прежнему создают статическое отклонение 
Хст• Однако она позволяет резко снизить суммарное статическое 
отклонение Хст, вызванное всеми возмущениями и определяемое 
формулой (2-5) 

ikxt/icт 
• 

• Хст = i+k 
благодаря исключению из числителя этого выражения одного 
из слагаемых. При этом, так как Iiомпенсацию осуществляют, 
естественно, по наиболее сильно влияющему на Хст основному 
возмущению, введение ее часто позволяет при неизменном коэф
фициенте пер�дачи системы k снизить величину Хст на целый 
порядок или наоборот - при неизменном значении Хст снизить 
коэффициент передачи системы k и тем самым упростить ее. 
(В частности, последнее может позволи1ъ ограничиться стати
ческим управлением вместо перехода к астатическому.) 

§ 2-3. ДИНАМИЧЕСКИЕ СТАЦИОНАРНЫЕ РЕЖИМЫ СИСТЕМ
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПР АВЛЕНИ.Я 

Rак было сказано в § 2-1, стационарные (установившиеся) 
режимы iз системах автоматического управления возникают в ре
зультате приложения к ним внешних воздействий, изменяющихся 
во времени по определенному установившемуся закону. Типо
выми воздействиями такого вида являются гармоническое воз
действие и воздействия, изменяющиеся с постоянной производ
ной - скоростью или ускорением. Рассмотрим последовательно 
соответствующие стационарные режимы. 

А. Стационарный режим САУ при гармоническом 
воздействии 

В этом режиме выходная величина системы х приходит в вынуж
денное колебание с частотой, равной частоте внешнего воздей
ствия. Амплитуда и фаза колебаний х определяются известными 
нам частотными характеристиками замкнутой системы, т. е. в ста
ционарном режиме, вызванном воздействием 

/=/маис sin wt, 
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выходная величина системы 
Х = Хманс sin ( Wl + ера), 

где Хмь.нс = 1 Wa (iw) 1 /манс; cra= arg Wa (jw). 
Таким образом, гармонический стационарный ре,-1шм САУ 

определяется ее частотными характеристиками, которые были 
рассмотрены в первой главе. 

Б. Стационарный динамический режим САУ 
при воздействиях, изменяющихся с постоянной производной 

В этом случае практически имеются в виду воздействия, 
изменяющиеся с постоянной скоростью v, когда f = vt, и с,постоян
ным ускорением а, когда f = at2 /2. 

Для общности рассмотрения будем считать, что воздействие 
изменя�тся с постоянной т-й производной f;'с

т 
= pmf. Выходная 

величина системы 

W 
W xf (р) W xf (р) f��i 

Х= 
a(P)/=1+W(p/=1+W(p)

. 
рт.

Установившееся значение Хуст найдем по-прежнему 
ною,ой в это выражение для х значения р = О, т. е. 

- WXf (р) 
1 f<т> Xycт-[i+W(p)Jpm р=О уст· 

подста-

(2-10) 

Из выражения (2-10) видно, что в статической системе, у 
которой W (О) = k, а Wxf (О) = kx1

, Хуст = оо при любом k =1=- О 
из-за наличия множителя рт в знаменателе, т. е. в статической 
системе при непрерывно возрастающем воздействии выходная 
величина х тоже непрерывно возрастает. Этот результат оче
виден и из ранее полученного соотношения (2-2), согласно кото
рому в статической системе установившееся отклонение х про
порционально воздействию. 

Рассмотрим средства, с помощью которых можно ограничить 
и даже ликвидировать установившееся от�шонение Хуст при непре
рывно изменяющемся воздействии. J{ак и в случае рассмотрения 
условий устранения установившегося отклонения в статическом 
режиме, здесь принципиально возможны два пути. Первый путь 
связан с выбором определенной передаточной функции разомкну
той системы W (р), стоящей в знаменателе выражения (2-10) 
для Хуст, а второй - с выбором Wxf (р) в числителе этого выра
жения. Нак будет показано ниже, первый путь по-прежнему 
сводится к введению в систему интегрирующих звеньев, а второй -
к компенсации влияния возмущений. Рассмотрим последовательно 
эти пути. 

Применение астатической системы уиравления. Пусть в общем 
случае в передаточную функцию разомкнутой системы W (р) 
входят передаточные функции r интегрирующих звеньев, а в пере-
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даточную функцию Wx1 (р) части этой системы - l таких звеньев. 
Тогда выражение (2-10) для установившегося отклонения х мож
но переписать так: 

p-lW't (р} 1 prr-l,-т W'1(P) 1 �--,--=х,--,---.,...,.-- f(m) - х f(m) Хуст [1 + p-rW' (p)J рт р=О уст - pr + W' (р) р=О уст•
Здесь, как и раньше, использована подстановка: W (р) = p-rw, (р)
И Wxf (р) = р-1 

w�, (р), пpif'Ieм W' (О) = k, а W�t (О) = kxt· 
Из приведенного выражения для Хуст следует, что при (r -

- Z) > т значение Хуст = О, при (r - Z) < т величинах неогра
ниченно возрастает со временем, а если (r - Z) = т, установив
шееся отклонение х будет иметь конечное значение 

k 

Х -� f(m) уст- k уст• (2-11) 

Для оценки точности системы в последнем случае вводя 
понятие д о  б р о т  но с т и, 1юторая равна klkxt • 

Если значение Хуст конечно при изменении во3действия с посто
янной скоростью, т. е. когда tr;,�= pf= v, соответствующая 
добротность называется д о б р о т н о с т ь ю по с к о р о с т и
и обо3начается 

V k k
v

= - = -
k

, 1/с. (2-12) Хуст xt 
Добротность по скорости имеет размерность 1/с и численно

равна скорости изменения воздействия, дающей единичное зна
чение Хуст• 

Если Хуст конечно при изменении воздействия с постоянным 
ускорением, т. е. когда f��i=p2f=a, соответствующая доб
ротность называется д о  б р отн о с  т ь ю п о  у с к о р е н и ю: 

а k k
a 

=- = -, 1/с2
• (2-13)Хуст kXf 

Эта добротность измеряется в 1/с2 и равна постоянному уско
рению, соответствующему Хуст = 1. 

Как видно из приведенных формул, добротность системы
пропорциональна коэффициенту передачи k. 

Рассматриваемый установившийся динамический режим
характерен для изменения задающего воздействия в следящих
системах и системах программного управления. В этом случае
интерес представляет величина установившейся оmиб1<и еуст• 
В соответствии с выражением (1-100) для передаточной функции
ошибки 

1 /(т) 8уст= 7с уст, (2-14)

т. е. для ошибки добротность равна коэффициенту передачи
разомкнутой системы k. 

Система, имеющая конечную добротность по скорости, является
астатической, т. е. ее статизм равен нулю. В свою очередь,
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система, имеющая конечную добротность по ускорению, не имеет 
установившегося отклоnl:'ния при изменении воздействия с посто
янной скоростью, т. е. у нее kv = оо. 

Количество интегрирующих звеньев в системе называется 
п о р я д к о 111 а с т а т и з м а с и с т е м ы. Если ввести еще 
понятие порядка воздействия, под которым надо понимать поря
док фикеированной производной воздействия, то полученный 
р�:,зуJ1ьтат можно кратко сформулировать так: 

Есди в Wxt (р) не имеется передаточных функций интегри
рующих звеньев, установившееся оттмонение Хуст = О, когда поря
док астатизма системы выше порядка воздействия, и Хуст конечно 
и равно (2-11) в случае равенства этих порядков. Если Wxf (р} 
содержит передаточные функции l интегрирующих ввеньев, для 
получения тех же результатов надо порядок астативма увеличить 
на l. 

Таким образом, введение в систему определенного количества 
интегрирующих звеньев позволяет ограничить или совсем ликви
дировать установившееся отклонение х при наличии воздействия, 
непрерывно изменяющегося с постоянной производной. 

Компенсация влияния возмущений, изменяющихся с постоян
ной производной. Выше при рассмотрении статического режима 
работы САУ был изложен способ устранения статического откло
нения выходной величины объекта путем применения управляю
щего воздействия по возмущению с целью компенсации естествен
ного влияния этого возмущения на выход объекта. 

Такая же компенсация может быть осуществлена и в стацио
нарпом динамическом режиме в отношении возмущений, изме
няющихся с постоянной производной. Однако в отличие от ком
пенсации в статическом режиме здесь управляющее устройство 
должно действовать на объект в функции не толы-ю самого воз
мущения, но и его производных. 

В результате получается комбинированная система управ
ления, показанная на рис. 2-2, 6. -У этой: системы 

[W11 (р)+ Wщ (р) Wxu (р)]р-т 
I 

f(m)Хуст 1 + W (р) р=О 
уст• (2-15) 

Определим вид передаточной функции управляющего уст
ройства Wuf (р) по возl\1ущению, при котором Хуст обращается 
в нуль. Для этого рассмотрим числитель выражения (2-.15), при
ведя его R _общему знаменателю: 

[Wit (р) + Wuf (р) Wxu (р)] р-т= 
1 

Здесь через R (р) и Q (р) с соответствующими индексами обозна
чены числитель и знаменатель соответствующих передаточных 
функций. 
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Если рассматриваемая система является статической, все 
полиномы Q (р) при р = О обращаются в единицу. Чтобы все полу
ченное выражение при р = О обратилось в нуль, в выражении, 
стоящем в квадратных скобках, все слагаемые должны иметь р

в степени выше порядка во3мущения т. Это может быть обеспе
чено, если полином Rut (р) имеет вид: 

Ruf (р) =kuto +kиt1P+kиt2P
2 + ... +kиtmPm , (2-16) 

Действительно, полином R�t (р) Quf (р) Qxu (р) и полином 
Rхи (р) Q�, (р), являющийся множителем у Rut (р), включают в себя 
члены с р в степени от О до величины, определяемой порядком этих 
полиномов. Если коэффициенты полинома Rut (р) сделать отри
цательными, то несложно найти выражения для них чере3 · коэф
фициенты остальных полиномов, стоящих в квадратных скобках, по 
условию, чтобы все слагаемые полиномов R�t (р) Quf (р) Qxu (р) 
и Rut (р) Rхи (р) Q�1 (р), имеющие степень р от О до т, в3аимно 
уничтожились. 

Полином Rut (р) вида (2-16) 03начает, что управляющее уст
ройство во3действует на объект в функции во3мущения / и его т
последовательных прои3водных. 

Таким обра3ом, в статической системе при наличии во3му
щения, и3меняющегося с постоянной скоростью, можно обеспечить 
Х-уст = О применением I{омпенсирующих во3действий по этому 
во3мущению и его первой прои3водной. Для получения того же 
эффекта при во3мущении, и3меняющемся с постоянным ускоре- · 
нием, необходимо добавить во3действие по второй производной. 

В астатической системе в 3ависимости от порядка астати311ш и 
количества передаточных функций интегрирующих 3веньев в 
Wxf (р) порядок прои3водных от во3мущения, которые должны 
и3меряться управляющим устройством, соответственно увели
чивается. 

Глава третья 

СТАЦИОНАРНЫЕ РЕЖИМЫ ЛИНЕИНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ ПРИ СЛУЧАИНЫХ 

ВОЗДЕИСТВИЯХ 

§ 3-1. ВВЕДЕНИЕ

Для того чтобы наиболее точно исследовать поведение системы 
автоматического управления, необходимо прежде всего распола
гать как можно более точными данными о приложенных к системе 
во3действиях. Предельно точным описанием этих во3действий 
является 3адание их в виде детерминированных функций времени. 
Однако последнее далеко не всегда во3можно либо по недостатку 
сведений, либо в свя3и с самой природой во3действия. В этих слу
чаях во3действия на систему следует рассматривать как случай-
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ные функции времени и, соответственно, описывать их статиетн 
чески. 

Обратимся, например, к рассмотренной ранее системе автоматн 
чесного регулирования напряжения генератора (см. рис. В-2). 
Основным внешним воздействием здесь является изменение па
грузки. Если нагрузка представляет собой достаточно большое 
число отдельных потребителей, время работы и мощность которых 
не могут быть заранее точно определены, будущее изменение 
ТаI{ОЙ нагрузки во времени может быть описано только статисти
чески на основе обработки ранее полученных опытных записей. 
Аналогичный случайный характер в этой же системе регулирова
ния может иметь изменение напряжения питания цепи возбужде
ния генератора. Принципиально случайным по своей природе 
является возмущение в виде шума в усилителе регулятора. 

Другими примерами случайных воздействий являются для 
автопилота воздействие ветра на самолет, колебания тяги двигате
лей или для следящей системы радиолокационной станции сопро
вождения - перемещение цели. 

При наличии случайных воздействий на САУ ее выходная 
величина будет также изменяться случайным образом, т. е. тоже 
будет случайной функцией времени. 

Математическим аппаратом, применяемым для исследования 
систем, находящихся в условиях случайных воздействий, является 
т е о р и я в е р о я т н о с т е й. Некоторые ее понятия, которые 
будут использоваться в дальнейшем, приведены в приложении 3. 

§ 3-2. ПРОХОЖДЕНИЕ СЛУЧАИНОГО СИГНАЛА
ЧЕРЕЗ ЛИНЕЙН)'I() СИСТЕМУ 

Стационарные случайные воздействия f (t) вызывают соответ
ственно стационарные случайные изменения выходной величины 
х (t) системы автоматического управления (если последняя, разу
меется, тоже стационарна). Найдем связь между характеристи
ками процессов f (t) и х (t) на входе и выходе системы. 

В общем случае случайное воздействие f (t) состоит из среднего 
значения т1 (t) и центрированной случайной части /0 (t), т. е. 

f (t) =m1 (t) + /0 (t). 

Соответственно может быть представлена и выходная величина 
системы: 

х (t) =mx (t) +х0 (t). 

Для линейной системы на основании принципа суперпозиции 
каждая из этих двух составляющих х (t) может быть определена 
порознь: тх (t) - как реакция на т1 (t), а х0 (t) - как реакция 
на /0 (t). 

Средние значения т
1 (t) и тх (t) являются неслучайными вели

чинами и связаны через передаточную функцию системы: 

тх (t) = W3 (р) т1 (t). (3-1) 
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В частности, для стационарного случайного процесса т1 (t) 
и соответственно тх (t) представляют собой постоянные величины. 
Поэтому сuязь между пим.и определяется по уравнению статин:и 
системы, как показано в § 2-2, т. е. 

(3-2) 
Перейдем теперь к определению центрированной стап;ионарной 

случайной величины х0 (t) по /0 (t). 
Входное воздействие /0 (t) может быть задано либо корреляцион

ной функцией R
1, (т), либо спектральной плотностью S r,( ш). 

Эти характеристики могут быть получены, в частности, в рыуль
тате обработки экспериментально снятых кривых / (t). 

Выходная величина х0 (t) также может быть охарактеризована 
фующиями Rxo (т) ИЛИ Sx o (w). 

Определим связь между коррешщионными функциями и спект
ральными плотностями на входе и выходе системы. Начнем с кор
реляционных функций. 

Чтобы получить искомое выражение для корреляционной 
функции выходной величины 

по корреляционной функции входного воздействия, воспользу
емся связью между входной и выходной величинами системы 
через ее весовую функцию w (t). Согласно (1-30а), 

OJ 

х (t) = � иJ (т1) / (t - т1) dт1. 
о 

(3-3) 

Перепишем это выражение дшr х (t-f-т), введя новую неза
висимую переменную т2 : 

OJ 

х (t + i-) = � w (т2) / (t + т- т2) dт2. 
о 

Тогда входящее в Rx (i:) пропзведение 
OJ OJ 

х (t) х (t + т) = � w (т1) / (t - т1) dт1 � w (т2) / (t + т - т2) dт1 dт2 = 
о о 

OJOJ 

= � � w (т1) w (т2) / (t - т1) / (t + т - т2) dт1 dт2• о о 

Отсюда корреляционная функция как среднее значение этого 
выражения 

OJOJ 

Rx (т) = � � w (т1) w (т2) R 1 (т + т1 - т2) dт1 dт2 . (3-4) 
о о 

Получили искомое выражение, связывающее Rx (т) с R
1 

(т) 
через весовую функцию w (t) системы. Чтобы пояснить смысл 
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этого выражения, представим его в следующем виде: 

ш (т2) у (т - 't'2) d,;2; ) У (т) = r ш (т1) R1 (т + т1) d-r1• 

(3-5) 

Отсюда видно, что корреляционная функция Rx (т) процесса на выходе системы получается двукратным взятием интеграла Дюамеля (интеграла свертки) от корреляционной функции R 1 (т)входного воздействия. 
Выражения (3-4) и (3-5) определяют связь между R1 (т) и Rx (т) 

в интегральной форме. Ее можно представить и в дифференциаль
ной форме через передаточную функцию системы в следующем 
виде: 

(3-6) 

Это выражение непосредственно вытекает из (3-5), так как 
интегральной зависимости (3-3) между входом и выходом системы 
эквивалентна зависимость через передаточную функцию: х (t) = Wa (р) f (t). 

Соответственно двукратной зависимости (3-5) эквивалентно 
произведение передаточных функций в выражении (3-6). Переда
точная функция W8 (-р) соответствует второму уравнениН? (3-5), 
где по сравнению с выражением (3-3) вместо т1 стоит -т1

. Фор
мально это означает изменение направления течения времени 
и, следовательно, изменение знака у производных, т. е. знака 
оператора р в соответствующей передаточной функции. 

Выведем теперь выражение, связывающее спектральные плот
ности входной и выходной величин системы, т. е. рассмотрим 
связь между частотными характеристиками этих сигналов. 

Функция спектральной плотности является изображением 
Фурье корреляционной функции [см. приложение 3, формулу 
(П-64)], т. е. 

00 

8х (ro) = � Rx (т) e-irot dт. (3-7) 
-оо

Подставив сюда найденное выше выражение (3-6) для Rx (т), 
получим: 

т. е. 

8х (ro) = Wa (jro) Wa (- jro) 81 (ffi) = 1 Wa (jro) J2 81 (ro), (3-8) 

Sx (со)= А� (ro) 81 (ro}. 
Таким образом, спектральная плотность стационарного случайного процесса на выходе системы равна спектральной плотности входного воздействия, умноженной на квадрат амплитудной частотной характеристики системы. 
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Собственно, формула (3-8) очевидна n из чисто физических пред
ставлений, если учесть, что амплитудная частотная характеристика
определяет отношение амплитуд колебаний на выходе и входе
системы, а спектральная плотность есть частотная характеристика
для средних значений r1вадратов амплитуд гармони11.

Рассмотрим простой прю1ер. Пусть Wз (р) = Tp� i ' а
S1 ((J)) = S1 = const, т. е. входное воздействие - белый шум.
По формуле (3-8) спектральная плотность на выходе будет

1 k 12 k�s1 Sx ((J)) = 1+iTw S1 = 1+т2w2•
Таким образом, в результате прохождения через инерционную

систему бесконечный спектр входного воздействия ограничивается
в соответствии с амплитудной частотной характеристикой системы.

Рассм9трим теперь более общий случай, когда к системе одно
временно приложены в разных точках два стационарных случай
ных сигнала /1 (t) и /2 (t). На основе принципа суперпозиции в этом случае вместо (3-3)
имеем:

00 00 

Х (t) = � Ш1 (t1) /1 (t - 't1) d't1 + � Wz (т1) /2 (t - 't1) dт1.о о 
Здесь w1 и w2 - весовые функции системы для воздействий /1 и f 2 соответственно. 

Написав, ка1' и ранее, выражение для произведения х (t) Х 
Х х (t + т) и усреднив его, получим следующее выражение для
Борреляционной функции выходной величины:

0000 

Rx ('t) = � � [w1 ('t1) W1 ('t2) Rt, (т+ 't1 -'t2) +о о 
+ W1 (т2) Ш2 (т1) Rt,t, (т + 't1 - 't2) + W1 (т1) W2 (т2) R1,1, (т + т1 - 't2) + 

+ Wz (т1) Wz ('t2) Rt, ('t + 't1 - 't2)] dт1 dт2. (3-9)
Здесь R1,1, и R1 ,1, - взаимные корреляционные функции; в общем
случае они не равны друг другу. 

Совершив над полученным выражением преобразование Фурье,
получим в соответствии с (3-6) следующее выражение для спеr1т
ральной плотности на выходе системы:
Sx ((J)) = Wз1 (j(J)) ТVз1 (- /(J)) S1, (w) + W31 (jw) Wз2 (-- jw) St,t, (w) + 
+ Wз2 (iw) Wз1 (-- jw) Sм, (w) + Wa2 (jw) Wa2 (--- jw) S1, (w). (3-10)
Здесь W31 и W32 - передаточные фунrщии системы для воздей
ствий /1 и /2 , 

а St,t, (w) и Sм, (w) - взаимные спектральные
плотности. 

Если случайные функции fi (t) и /2 (t) взаимно независимы
и хотя бы одна из них является центрированной, их взаимные
корреляционные фуш1ции и взаимные спеь:тральные плотности
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обращаются в нуль, и формулы (3-9) и (3-10) принимают более 
простой вид: 

сосо 

Rx (т) = � � w1 (т1) w1 (т2) Rt, (т + т1 - т2) dт1 dт2 + 
о о 

Здесь 

сосо 

+ � � W2 (т1) w2 (т2) Rt, (т + т1 - Т2) dт1 dт2;
о о 

Sx (ffi) = А�1 (ffi) St, (ffi) + А�2 (ffi) St, (ffi). 

Аа1 (ffi) = 1 }v\1 (/ffi) J; Аэ1 (ffi) = 1 Wa1 (jffi) J. 

(3-9а) 

(3-10а) 

Выше мы рассмотрели, как изменяется при прохождении ста
ционарного случайного сигнала через линейную систему его кор
реляционная фующия и спектральная плотность. Одновременно 
происходит изменение и закона распределения плотности вероят
ности. Можно показать [22], что если входной сигнал имеет нор
мальное распределение, то сигнал на выходе линейной системы 
будет тоже распределен нормально, но с другими значениями 
математического ожидания и дисперсии (см. § 3-3). В случае про
извольного распределения входного сигнала при прохождении его 
через инерционную линейную систему происходит его нормали
зация, т. е. приближение к нормальному закону, и тем сильнее, 
чем уже полоса пропускания системы по сравнению со спектром 
входного сигнала. 

§ 3-3. ТОЧНОСТЬ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ
ПРИ СТАЦИОНАРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ 

При стационарном случайном воздействии 
f(t)=m1+f0 (t) 

выходная величина системы 
х (t)=mx +x0 (t). 

Точность системы в этом режиме определяется средним зна
чением т

х 
выходной величины х (t) и дисперсией центрированной 

ее части х0 (t) или средним значением и дисперсией ошибн:и s (t) = 
= g (t) - х (t). В последнем случае обе составляющие М()гут быть 
объединены в одну оценку точности в виде с р е д н е г о к в а д
р а т а о ш и б к и системы 

(3-11) 
Среднее значение выходной величины определяется по формуле 

(3-2). Дисперсия выходной величины может быть определена 
по корреляционной функции и функции спектральной плотности 
центрированной части выходной величины. 

В первом случае (см. приложение 3) 
(3-12) 
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Во втором случае надо воспользоваться выражением для кор
реляционной функции как оригиналом преобразования Фурье 
функции спектральной плотности [см. приложение 3, формулу 
(П-66)): 

Отсюда с учетом 

00 

Rx• (,;) = 2� � Sx• (ffi) eirot d,;.

(3-12) 00 

00 00 

Dx =Rx- (О) = 2� � Sx- (ffi) dffi= � � Sx• (ffi) dffi. 
-оо о 

(3-13) 

(3-14) 

Формула (3-14) означает, что дисперсия случайного процесса 
пропорциональна площади между кривой спектральной плотности 
и осью абсцисс. 

Средний квадрат ошибки е2 (t) в соответствии с выражением 
(3-11) может быть сразу определен по формуле (3-12) или (3-14), 
т. е. 

00 

e2 (t) = m�+D8
= R8 (0)= _!. \ S8 (ffi)dffi,n.) 

о 

(3-15) 

если использовать корреляционную функцию или функцию спек
тральной плотности для всей нецентрированной величины ошиб�ш 
е (t). 

В свою очередь, входящие в приведенные формулы корреля
ционная функция и функция спектральной пло�ности выходной 
величины могут быть найдены по известным корреляционным 
функциям и функщшм спектральной плотности входных воздей
ствий по формулам (3-4), (3-9) или (3-8), (3-10). 

Таким образом, с помощью последних формул может быть 
решена задача анализа точности системы автоматического управ
ления при стационарных случайных воздействиях на нее. Эти 
соотношения дают возможность решать и sадачу синтеза САУ 
на заданную точность при статистически заданных внешних воз
действиях. 

При решении обеих задач в качестве характеристики стацио
нарной случайной функции более просто брать спектральную 
плотность, поскольку это позволяет использовать графические 
методы исследования, основанные на применении частотных 
хара�перистик. Входящий в формулу (3-14) интеграл от спектраль
ной плотности определяют графически или численным интегри
рованием. Для облегчения последнего процесса в приложении 
4 приведены готовые формулы [34]. При применении этих формул 
выражение для спектральной плотности выходной величины х 
предварительно приводится к следующему виду: 
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G (ro) Sx (ffi) = h \ H(fro) 12• (3-16) 



где h - постоянный множитель, а полином G (w) имеет степепь
ниже 2n, если п - степень полинома Н (jw). 

Представление Sx (w) в виде выражения (3-16) возможно прак
тически для любой реальной устойчивой системы. 

Рассмотрим пример. Пусть к системе с простой передаточной
ф u k u 

б ункциеи Tp+f приложено воздеиствие в виде елого шума
соответственно со спектральной плотностью S1 (w) = S1 = const.

По формуле (3-14) с учетом (3-8) дисперсия
00 00 

Dx=� �A�(w)S1•(w)dw=� �\t+:-тuJS1 dю= 

о о 

(Здесь интеграл может быть определен по формуле приложения 4.)
Дисперсия входного воздействия в виде белого шума равна беско
нечности [см. формулу (3-14)]. Согласно полученному выражению,
после прохождения случайного процесса через инерционную
систему его дисперсия становится конечной и тем меньше
по величине, чем больше инерционность (постоянная времени)
системы. Аналогично происходит сглаживание случайного про
цесса при прохождении его через инерционную систему любого
порядка.

Задача синтеза САУ по условию обеспечения требуемой точ
ности в стационарном случайном режиме сводится к определению
передаточной функции системы, при которой выполняется нера
венство

где Dx доп - предельно допустимое значение дисперсии выходной
величины системы, а Sx (w) определяется амплитудной частотной
характеристикой системы и спектральной плотностью воздей
ствия согласно (3-8) или в более общем случае согласно (3-10).

Если при синтезе системы по условию обеспечения требуемой
точности в детерминированном стационарном режиме. задача
сводится к определению порядка астатизма и коэффициента пере
дачи, то в рассматриваемом случае стационарного случайного
режима точность системы определяется всей передаточной функ
цией системы. Задача синтеза поэтому существенно усложняется, 
требуя определения амплитудной частотной характеристики
системы, при которой выполняется неравенство D х � D х доп•

Общий порядок синтеза частотной характеристики системы
сводится к следующему. Прежде всего находится частотная
характеристика известной части системы, которая включает
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в себя объект управления, а также связанные с ним звенья управ
ляющего устройства. Затем с помощью выведенных выше выраже
ний, связывающих амплитудную частотную характеристику системы 
с заданной дисперсией D х доп и спектральной плотностью S 1, опре
деляется, как надо скорректировать частотную характеристику 
известной части системы, чтобы обеспечить требуемую точность. 
В результате находится частотная характеристика неизвестной 
части управляющего устройства, по которой далее определяется 
соответствующая передаточная функция. 

а) в) 
--------------------- 3 

St 

1 

2 
----------

1 

Шпs ш 

Рис. 3-1. R синтезу 
системы при воздей
ствии случайных за• 
дающего воздействия 

и возмущения 

Подробно методы синтеза САУ будут изложены в седьмой 
главе. Здесь же особо остановимся только на одном специфическом 
вопросе, связанном с синтезом САУ по требованию к точности 
в стационарных случайных режимах. 

:Когда все случайные воздействия, приложенные к системе, 
являются либо возмущениями, т. е. помехами, либо задающими 
воздействиями, теоретически соответствующим выбором переда
точной функции можно обеспечить любую точность системы. 

Однако в случае, когда к системе одновременно приложены 
оба вида воздействий, т. е. как возмущение, так и задающее воз
действие, существует оптимальное выражение для передаточной 
функции системы, однозначно определяе!У,[ое спектральными плот
ностями внешних воздействий и обеспечивающее минимум диспер
сии D

x
, меньше которого она не может быть сделана, если не выхо

дить из рамок линейных систем. Таким образом, в этом случае 
не всякие требования по точности могут быть практически реали
зованы в линейной САУ. Поэтому, если эти требования достаточно 
жестки, задача синтеза системы должна решаться как задача 
обеспечения м и н и м у м а д и с п е р с и и в ы х о д н о й 
в е л и ч и н ы и определения соответствующей оптимальной пере
даточной функции системы. 
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Покажем вначале, что в рассматриваемом случае действительно 
существует минимум D х· Если привести возмущение f к точке при
ложения задающего сигнала g, система примет вид, изображенный 
на рис. 3-1, а. Дисперсия выходной величины соответственно 
с принципом суперпозиции при взаимной независимости g и / 

D
x

=Dx

g 
+Dx

1
• 

Здесь первая составляющая D x определяет погрешность изменеg ния величины х в соответствии с заданием g при отсутствии /, 
а вторая составляющая D x - погрешность, вызванную отклоне-uf f нием х от задания под деиствием возмущения . 

На рис. 3-1, б приведены в качестве иллюстрации примерные 
графики обеих составляющих и полной дисперсии D х в функции 
полосы пропускания системы ffiп для случая, когда спектр возму
щения является белым (рис. 3-1, в), т. е. мощность ра;вномерно 
распределена по всем частотам. (:Кривые 1, 2, 3 на рис. 3-1, б
соответствуют аналогичным кривым на рис. 3-1, в.) С увеличением 
полосы пропускания ffiп системы величина D х уменьшается 

u g вследствие улучшения условии прохождения сигнала g. При этом 
особенно существенно уменьшаетсяDх , пока еще полоса пропуска-
ния системы уже полосы частот, з% нимаемой спектром S g ( ffi). 
Дисперсия D x при этом, наоборот, возрастает, так как увеличи-

t вается та часть спектра возмущения, которая проходит на выход 
системы. Полная дисперсия D х имеет минимум при определенной 
полосе пропускания ffiп .опт системы. Величина ffiп _ опт уменьша
ется при увеличении уровня возмущения S 1 ( см. штриховые кривые 
2 и 3 на рис. 3-1, 6). Соответственно при этом возрастает мини
мум D

x
. 

Если спектр S1 (ffi) начинается не с нулевой, а с некоторой 
конечной частоты ffi1 (штриховая линия 4 на рис. 3-1, в), кривая 
D x на рис. 3-1, б будет начинаться не с начала координат, а с этой 

f частоты и оптимальное значение ffiп (точка (J)П4 на рис. 3-1, в) будет 
лежать между этим значением ffi1 и максимальной частотой спектра 
Sg (ffi), причем тем ближе к последней, чем ниже уровень возму
щения. 

Также между концом спектра Sg (ffi) и началом спектра S1 (ffi) 
будет находиться оптимальное значение ffiп (точка ffiщ на 
рис. 3-1, в), если последний спектр начинается правее конца спе
ктра Sg (ffi) (штриховая линия 5 на рис. 3-1, в), т. е. если оба 
спектра не имеют общей части. 

Изложенное можно доказать строго, выразив дисперсию через 
спектральные плотности воздействий и амплитудную частотную 
характеристику системы согласно (3-10а) или (3-10), если сущест
вует взаимная корреляция между g (t) и/ (t). Исходя из этих выра
жений, можно в общем виде вывести выражение для оптимальной 
передаточной функции системы через спектральные плотности g (t) 
и / (t), обеспечивающее минимум D

x
, Эта задача была решена 
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А. Н. Колмогоровым и Н. Винером. При этом задача системы 
формулировалась в общем виде как задача преобразования вход
ного задающего воздействия согласно уравнению 

X0 =Wo(p) g,

где W0 (р) - заданная (желаемая) передаточная функция. Для 
возмущения f (t), приведенного в точку приложения g (t), было 
получено выражение для оптимальной амплитудно-фазовой частот
вой характеристики, обеспечивающей минимум дисперсии для 
(х - х0), т. е. минимум М [(х - х0)2]. При отсутствии корреляции 
между g (t) и f (t) и при условии, что хотя бы одна из этих фующий 
является центрированной, это выражение имеет вид: 

(3-16) 

В частно111 случае, когда W0 (р) = 1 (например, для следящей 
системы, задачей которой является воспроизведение на выходе 
системы входного воздействия g), 

Xo=g 
и 

(3-17) 

Если, например, в последнем случае возмущение f (t) пред-· 
ставляет собой белый шум, т. е. S1 (ffi) = S1 = const, причем его 
уровень много больше полезного сигнала g, т. е. S1 >, Sg (ffi), 

. Sg (w)
Wз.ош (Jffi) �-8-. 

f 
Таким образом, в данном случае оптимальная частотная харак

теристика в первом приближении пропорциональна спектральной 
плотности задающего воздействия, т. е. повторяет его кривую. 
Такой вывод при очень высоком уровне возмущающего воздей
ствия физически очевиден. 

Следует отметить, что в большинстве практических задач 
формула (3-16) дает физически не реализуемые выражения для 
оптимальной передаточной функции. В этих случаях из получен
ного выражения выделяют физически реализуемое слагаемое 
и далее практически рассматривают только его. 

Более подробно об определении оптимальной передаточной 
функции линейных САУ в стационарных случайных режимах 
можно прочесть в работе [21]. 

Отметим, что нахождение оптимальной передаточной функции 
не следует рассматривать как полное решение задачи синтеза 
системы. Во-первых, найденная теоретически оптимальная пере
даточная функция чаще всего не может быть реализована в силу 
своей сложности, и поэтому результаты такого синтеза надо рас-

92 



сматривать как теоретически возможный предел, к которому 
следует стремиться и знание которого позволяет оценить степень 
совершенства практически реализованной системы. 

Во-вторых, при синтезе системы, помимо точности в режимах 
со стационарными случайными воздействиями, необходимо прини
мать во внимание и другие требования, а именно: требования 
к точности в стационарных детерминированных режимах и к каче
ству переходных процессов. !{роме того, к системе предъявляется 
и ряд других требований и ограничений, связанных с энергети
ческими соображениями, условиями эксплуатации и т. п. Поэтому 
синтез САУ - это всегда 1-юмплексная задача, при решении кото
рой надо учитывать целый ряд требований. Rак уже отмечалось, 
основные методы и порядок синтеза САУ будут рассмотрены 
в седьмой главе. 

Глава четвертая 

УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

§ 4-1. ПОНЯТИЕ ОБ FСТОИЧИВОСТИ

В предыдущих двух главах исследовались установившиеся 
процессы в САУ. В настоящей главе переходим к рассмотрению 
переходных процессов. В этой главе будет рассмотрено общее 

а) ,6) 
х 

х 

t 

Рис. 4-1. R понятию устойчивости системы 

свойство переходных процессов в САУ, связанное с понятием 
устойчивости. Исследованию более детаJ1ьных свойств переходных 
процессов, связанных с понятием их качества, будет посвящена 
следующая, пятая, глава. 

У с т о й ч и в о с т ь - это свойство системы возвращаться 
в исходный или близкий к нему установившийся режим после 
всякого выхода из него в результате какого-либо воздействия. 

На рис. 4-1 показаны типичные кривые переходных процессов 
в неустойчивой (рис. 4-1, а) и устойчивой (рис. 4-1, б) системах. 
Если система н е  у с т  о й  ч и в а, то достаточно любого толчка, 
чтобы в ней начался расходящийся процесс ухода из исходного 
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установившегося состон нпя. Этот процесс может быть апериоди
ческим (кривая 1 на рис. 4 1 , а) или колебательным (кривая 2 
на рис. 4-1, а). 

Апериодический расходящийся процесс может, например, 
возникнуть в САУ, если в ее управляющем устройстве ошибочно 
переключить полярность воздействия на объект, в результате чего 
управляющее устройство будет осуществлять не отрицательную, 
а положительную обратную связь вонруг объекта. При этом управ
ляющее устройство будет не устранять отклонение х, а действо
вать в обратном направлении, вызывая лавинообразное его изме
нение. 

Н.олебательный расходлщийся процесс, как будет показано 
далее, может наступить, наприм€р, при неограниченном увеличе
нии ноэффициента передачи системы, вследствие чего управля
ющее устройство станет излишне энергично воздействовать на объ
ект, стремясь ликвидировать первоначально возникшие отнлонения 
х. В этом случае при каждом очередном возврате х к нулю пuд дей
ствием у�1равляющеrо устройства кривая х будет пересекать ось 
абсцисс все с большей скоростью и процесс в целом будет расхо
дящимся. 

В случае устойчивой системы (рис. 4-1, 6) переходный процесс, 
вызванный каким-либо воздействием, со временем затухает апе
риодически (:кривая 1) или колебательно (кривая 2), и система 
вновь возвращается в установившееся состояние. 

Тюшм образом, устойчивую систему можно определить также· 
как систему, переходnые процессы в которой являются затухаю
щими. 

Приведенное понятие устойчивости определяет у с т о й ч и
в о с т ь у с т а н о в и в ш е г о с я р е ж и м а системы. Однако 
система может работать в условиях непрерывно изменяющихся 
воздействий, когда установившийся режим вообще отсутствует. 
С учетом та1шх условий работы можно дать следующее, более 
общее определение устойчивости: система устойчива, ес.л,и ее
выходная ве.л,ичипа остается ограпичеппой в условиях действия 
на систему ограпичепных по ве.л,ичипе воамущепий. 

Нетрудно показать, что если переходный процесс в системе 
является затухающим, то система будет удовлетворять и послед
нему определению. Формальное доказательство этого будет дано 
в следующей главе. 

Рассмотрюr, от чего зависит устойчивость системы, чем она 
определяется. Обратимся для этого к уравнению динамики системы 

где 
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х=Wз (p}f,

Wз (р) 
R(p) 

w (p) = Q(p); 

Wx1 (р) •
1+W(p)' 
V ) RX/ (р) 

f xf (р 
= QXf (р). 



Освободившись от дробей в числителе и знаменателе переда
точной функции, можно представить ее так: 

М(р) Wa (р) = 

D (р)
и соответственно перейти к обычной форме записи в виде диффе
ренциального уравнения 

Решение этого 
виде состоит, как 

D (р) х=М (р) f. (4-1) 

линейного неоднородного уравнения в общем 
известно, из двух составляющих: 

х (t) =Хуст (t) +хп (t). (4-2) 

Здесь. Хуст (t) - частное решение неоднородного уравнения (4-1) 
с правой частью, описывающее вынужденный режим системы, 
устанавливающийся по окончании переходного процесса; такие 
режимы были рассмотрены ранее; Хп (t) - общее решение однор<щ
ного уравнения 

D (р) Х=О, 
описывающее переходный процесс в системе, вызванный данным 
возмущением. 

Н.ак показано выше, система будет устойчива, если переходные 
процессы Хп (t), вызв1шные любыми возмущениями, будут зату
хающими, т. е. если с теqением времени Хп (t) будет стремиться 
к нулю. 

Решение Хп (t) однородного дифференциального уравнения, 
как известно, имеет вид: 

n 
Хп (t) = L C/"i1 . (4-3) 

i=l 

Здесь Ci - постоянные интегрирования, определяющиеся началь
ными условиями и возмущением, лi - корни характеристического 
уравнения 

D (л)=О, (4-4) 

где полином D (л), нмываемый харан.теристическим, есть левая 
часть уравнения (4-1) динамики системы после замены оператора 
дифференцирования·р на комплек�ную переменную л. 

Полином D (л) является знаменателем передаточной функции 
W8 (р) системы после освобождения в нем от дроби и· замены 
р на л, т. е. 

(4-5)

где R (л) и Q (л) - числитель и знаменатель передаточной. функ
ции W (р) разомкнутой системы при замене р на л. 

Таким образом, переходный процесс Хп (t) представляет собой 
сумму составляющих, число которых определяется числом кор
ней лi характеристического уравнения (4-4), т. е. порядком урав
нения системы. 
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В общем случае норни л; ЯВJ1Яются номплексными. При этом 
опи образуют пары сопряженных корней: 

лi, i+1 = ai +· i�i • 
где ai может быть положительной или отрицатеш,ной величиной. 

Каждая такая пара корней дает в выражении (4-3) сосrав
ляющую переходного процесса, равную 

Cie(at +313i) 1 + Ciнe(a;-jfЗi) 1 =еа/ (Cie jB ;f +C i+1
e-iB/ ) = 
=С�еа/ sinф;t+<pi),

где Ct и <pi определяются через Ci и Сiн• 
Как видим, эта составляющая представляет собой синусоиду · 

с амплитудой, изменяющейся во времени по экспоненте. При 
1 

этом, если cii < О, эта составляющая 
будет затухать. Наоборот, при ai > О 

1 
1 

* 

>f( 
1 
1 
1 

1 0 
1 

* 

Рис. 4-2. Rорни характери
стического уравнения си
стемы на комплексной плос-

кости 

получатся расходящиеся колебапия. 
Если ai = О, что соответствует паре 
мнимых корней, будут незатухающие 
синусоидальные колебания. 

Таким образом, условием затухания 
данной составляющей переходного про
цесса является отрицательность дейст
вительной части ai соответствующей 
пары сопряженных корней характери
стического уравнения. 

В частном случае, н:огда �i = О, име
ем действительный корень лi = ai. Со

ответствующая ему составляющая переходного процесса Cieait пред
ставляет собой экспоненту, ноторая будет затухать или увеличи
ваться тоже в зависимости от знана ai. 

Итак, в общем случае переходный процесс в системе состоит 
из r-юлебательных и апериодичесних составляющих. Каждая коле
бательная составляющая обязана своим появлением паре ко11ш
лексных сопряжений корней, а наждая апериодическая - дейст
вительному норню. Отсюда следует, _что общим условием затухания 
всех составляющих, а значит, и всего переходного процесса 
в целом является отрицате.лыюстъ действите.лъпых частей всех
корпей характеристического уравпепия cucmeJ11,ы, т. е. всех по.люсов 
(ну.лей знамепате.ля) передаточной функции системы. 

Если хотя бы один корень имеет положительную действитель
ную часть, он даст расходящуюся составляющую переходного 
процесса и система будет неустойчивой. Наличие пары сопряжен
ных чисто мнимых корней лi,i+l = + j�i даст незатухающую 
гармоническую составляющую переходного процесса. При этом 
в системе установятся незатухающие колебания с частотой, 
равной �i · Этот случай является граничным между устойчивостью 
и неустойчивостью - система при этом находится на г р а н и ц е 
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у с т  о й  ч и в о с т  и. Такая система, очевидно, также неработо
способна, как и неустойчивая. 

Если изобразить корни характеристического уравнения системы 
'rочками на комплексной плоскости (рис. 4-2), то найденное выше 
общее условие устойчивости линейной системы можно сформули
ровать еще так: ус.ловием устойчивости системы яв.ляется распо.ло
жение всех корпей характеристического уравнения, т. е. по.люсов 
передаточной функции системы, в .левой комп.лексной по.луп.лоскости 
и.ли, короче, все они до.лжны быть .!lевы.ми. 

Наличие корня на мнимой оси означает, что система находится 
на границе устойчивости. 

Для суждения об устойчивости системы практически не тре-
1__ буется находить корней ее характеристического уравнения в связи 

с тем, что разработаны косвенные признаки, по которым можно 
судить о знаках действительных частей этих корней и тем самым 
об устойчивости системы, не решая самого характеристического 
уравнения. Эти косвенные признаки называются к р и т е р и я м  и 
у с т о й ч и в о с т и. 

Существуют три основных критерия устойчивости: критерий 
Рауса - Гурвица, критерий Михайлова и критерий Найквиста. 
Рассмотрим их последовательно. 

§ 4-2. RРИТЕРИИ: УСТОЙЧИВОСТИ РАУСА - ГУРВИЦА

Это алгебраический критерий, по которому условия устойчи
вости сводятся к выполнению ряда неравенств, связывающих 
коэффициенты уравнения системы. В разной форме этот критерий 
был предложен английским математиком Е. Раусом и затем швей
царским математиком А. Гурвицем в конце прошлого века. При
ведем без доказательства этот критерий в форме Гурвица. 

Возьмем характеристический полином, определяющий левую 
часть уравнения (4-1) системы, 

D (л)=а0лп +а1лп-1 + ... +ап-1л+ап , (4-6) 

где полагаем а0 > О, что всегда можно обеспечить умножением 
при необходимости полинома на -1. Составим из коэффициентов 
этого полинома определитель 

Лп = 

� 4 m. И. Юревич 

a1i а3 1 as 1
---1 1 1 

1 1 

ао а2 ! а4: 
_______ , 1 

о 
1 

а1 аз! 
----------• 

о 

о 

о 

ао а2 

. . . . . . . . .  о 

ав . . . . . . . . .  о

as . . . . . . . . .  о 

(4-7) а4 ав .. . . .  о

. ап-1 о
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Этот определитель пазывается определителем Гурвица. Оп 
имеет п строR и п столбцов. Первая строка содержит все нечетные 
«оэффициенты до последнего, посJ1е чего стро1ш заполняется 
до положенного числа п элементов нулями. Вторая строн:а 
внлючает все четные «оэффициенты и тоже заканчивается нулями. 
Третья стро«а получается из первой, а четвертая - из второй 
сдвигом вправо на один элемент. На освободившееся при этом 
слева место ставится нуль. Аналогично сдвигом вправо на эле
мент получаются все последующие нечетные и четные строRи 
из предыдущих одноименных строR. 

В результате в главной диагонали определителя о«азываются 
последовательно все Rоэффициенты, «роме а0

• 

-Условие устойчивости заRлючается в требовании п о л о ж и
т е л ь н о с т и  о п р е д е л и т е л я  Г у р в и ц а  и в с ех 
е г о д и а г о н а л ь н ы х м и н о р о в. 

Эти мипоры отчерчены в выражении ( 4-7) штриховыми линиями.
Развернем Rритерий Гурвица для пес«ольRих Rонкретных 

значений п. 
Для п = 1 

D (л)=а0"л+а1 
и условия устойчивости сводятся R неравенствам: 

ао>О; а1 >0. 
Отсюда, например, звено первого порядRа с передаточной фунR-. 

u k u u 

ф циеи Тр + 1 является устоичивым, а звено с передаточпои yнR-
u k u циеи Тр-1 - пеустоичивым.
Для п = 2

-Условия устойчивости: 

а0>0; а1>0; а2>0 
(R последнему неравенству сводится неравенство Л2 

> О, если 
учесть предыдущее неравенство а1 > О). 

k 
Например, звено с передаточной функцией Tfp2 +т2p+i

устойчиво, если перед всеми членами в знаменателе стоит зна« 
плюс. 

Для п = 3 
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а1 а3 О 
Л3 = а0 а2 О 

О а1 аз 



условия устойчивости: 
а0 >О; а1 >0;

Л2 =1 а1 аз l=а1а2-аоаз > О;ао а2 Л3=а3Л2 > О. 
Последнее неравенство с учетом предпоследнего условияЛ

2 > О сводится к требованию а3 > О. Таким образом, в целомэти условия устойчивости зан:лючаются в положительности всех1{оэффициентов и предпоследнего минора Л2 • (Необходимостьположительности а2 вытеrшет из условия Л2 > О и положительности всех остальных I{оэффициентов.) Для п = 4 D (л) = аол4 + а/А3 + а2Л2 + а3'А + а4;

Условия устойчивости:

а1 а3 0 О 
о 

о 

а0 > О; а1 > О; Л2
= а1а2 -а0а3 > О;

Л3
= а3 Л2 - а1 1 а1 О \ = а3 Л2 -afa4 > О;ао а4 Л,1

= а
4 Л3

>0. 
Легко видеть, что условия устойчивости опять сводятся к требованию положительности всех коэффицпентов и предпоследнегоминора Л3• (Условие Л2 > О при этом выте�шет из неравенстваЛ

3 > О с учетом того, что а4 > О.) ДJIЯ n = 5 
D ('А)= ао'А5 + а1л4 + а2'А3 + аз'А2 + а4л + as, 

Условия устойчивости, если действовать аналогично, сведутсяздесь к поло;кительности всех коэффициентов и двух lllиноров:Л2 и предпоследнего Л4 • Можно показать в общем случае системы п-го порядr<а, чтов условия устойчивости в качестве их части входит т р е _ б о в а -н и е п· о л о ж и т е л ь н о с т и в с е х к о э ф ф и ц и е н -т о в у р а в н е н и я. Анализ устойчивости надо начинатьс проверки этого простого необходимого, но недостаточногоусловия устойчивости. При его невыполнении, естественно, отпадает надобность в составлении и проверке остальных неравенств.Условия устойчивости, получаемые из критерия Рауса -Гурвица, как видно из изложенного, усложпяются с ростомпорядна системы. При этом для систем достаточно высокогопорядка 01<азывается затру.днительным выяснять влияние на устой-
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чивость системы значений отдельных. параметров звеньев, входящих в состав коэффициентов уравнения. Это связано с тем1 что, как правило, одни и те же параметры одновременно входят в несколько коэффициентов уравнения системы. Поэтому критерий Рауса - Гурвица применяют только для систем невысокого порядка и прежде всего для анализа устойчивости, когда надо определить, устойчива ли система при известных значениях всех ее параметров. При решении задачи синтеза системы, когда требуется выбрать значения отдельных параметров системы, критерий Рауса - Гурвица становится неудобным уже для систем выше четвертого порядка. Рассмотрим в качестве примера систему третьего порядка, состоящую из трех статических звеньев первого порядка. Передаточная функция этой системы имеет вид: 
W (р) 

k1k2k3 

= (Т1р+1) (Т2р+1) (ТзР+1) (см., например, систему на рис. 1-16). В этом случае 
т. е. Здесь 
где 

'D, (л) = аол3 + а1'А2 + а2л + а3. а0
= Т1Т2Т 3; а1

= Т1Т2+ Т2Т3 + Т3Т1 ; а2
= Т1 + Т2+ Т3; a3

= k1k2k3 + 1= k+ 1, k= k1k2k3 • 

(4-8) 

Условие устойчивости, как показано выше, для п = 3 сводится к следующим неравенствам: Т1Т2 1'3 >0; Т 1Т2+Т2Т 3+Т3Т 1>0; Т1+Т2+Тз>О; ] k+1>0; а1а2 - а0а3
= (Т1Т2+ Т2Т3+ Т3Т1) (Т1 + Т2 + Т 3)-Т1Т2Т3 (1 +k) > О. (4-8а) 

Первые три неравенства н0 представляют интереса, если мы ограничиваем рассмотрение положительными значениями постоянных времени. Следующее, четвертое, неравенство налагает ограничение на отрицательное значение коэффициента передачи k. Абсолютное значение k при этом должно быть меньше единицы. Практически это неравенство тоже не имеет значения, показывая только, что система теряет устойчивость при неправильном замыкании обратной связи, когда она будет положительной, а не отрицательной, т. е. когда k < 1. (В§ 1-5 показано, qто изменение знака обратной связи приводит к изменению знака W (р) в знаменателе Wз (р),
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что и соответствует изменению знака свободного члена полинома 
D (л).) Реальные ограничения на значения параметров системы нала
гает последнее неравенство (4-8а). Его удобно переписать в такомвиде: 

k<(T1 -j-T2 -\-T3)(i
1 

+)2 +)J-1. (4-86) 
Это неравенство показывает, что устойчивость системы в конце 

концов нарушится при неограниченном увеличении коэффициента 
передачи k при любых значениях постоянных времени. Предельное по устойчивости значение k определяется постоянными времени 
системы. Согласно ( 4-86), это критическое значение 

kнp =(T1-f-T2+T3)(;
1 

+)2 
+iJ-1. (4-8в) 

§ 4-3. КРИТЕРИИ УСТОИЧИВОСТИ МИХАИЛОВА
Это графический критерий. Он предложен в 1938 г. советским 

ученым А. В. Михайловым и тоже основан- на рассмотрении 
полинома D (л). 

а) 6) 6

j 

5 

Рис. 4-3. К :критерию устойчивости А. В. Михайлова 
Подставим в этот полином вместо л мнимую переменную jш. 

В результате получим комплексную функцию 
D (iш) = UD (ш) + jV D (ш). 

Здесь И D ( ffi) - действительная часть, полученная из членов 
D (л), содержащих четные степени л, а VD (ш) - мнимая часть, полученная из членов D (л) с нечетными степенями л. Изобразим D (jш) в виде годографа в комплексной плоскости 
(кривая 1 на рис. 4-3, а). Этот годограф называется годографом Михайлова. :Каждому значению ffi соответствуют определенные
значения И D ( ffi) и V D ( ffi) и определенная точка па плоскости. 
При ffi = О функция D ( jш) = ап

, т. е. годограф начинается на действительной оси. При w ➔ оо функция D (jш) тоже неограниченно возрастает. 
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Критерий Михайлова формулируется так: система устойчива,
если годограф D (jro), 11,ачи11,аясъ 11,а действителшой положителъ-
11,ой полуоси, огибает против ·часовой стрелки 11,ачало коорди11,ат, 
проходя последователшо п квадра11,тов, где п - порядок системы.
Доказательство критерия см. в работах [3, 11, 33). 

На рис. 4-3, а годограф 1 относится к устойчивой, а годографы 
3, 4 и 5 - к неустойчивым системам. 

-Условием нахождения системы на границе устойчивости 
является прохождение годографа Михайлова через начало коорди
нат (штриховая кривая 2 на рис.. 4-3, а). Действительно, в этом 
случае существует значение ro, при котором D (jro) = О, т. е. 
характеристическое уравнение системы имеет пару сопря;кенных 
мнимых корней')..=+ jro. Последнее и означает наличие в системе 
незатухающих колебаний, т. е. нахождение ее на границе устой
чивости. Незначптельное изменение параметров системы, в резуль
тате чего годограф D (jro) на рис. 4-3, а отойдет влево или вни:э 
от начала координат, делает систему устойчивой, а изменение пара
метров в другую сторону - неустойчивой. 

На рпс. 4-3, б приведены годографы устойчивых систем разных 
порядков до п= 6. 

При прю,тnческом построении годографа D (jro) преж.пе всего 
находят точ1ш его пересечения с координатными осями. ДJIЯ этого, 
определив из уравнения 

значения частот, соответствующих точкам пересечения годографа. 
D (jю) с мнимой осью, подставJшют их в выражение Vn (ro). 
В результате получают соответствующие ординаты. Аналогично 
находят точ1ш пересечения D (jro) с действительной осью, прирав
нивая нулю мнимую часть Vn (ю) и подставляя затем найденные 
при этом значения ro в выражение для И п ( ro). 

Собственно, после того как найдены значения ro, при ноторых 
годограф D (jco) пересенает оси 1юординат, т. е. найдены нули 
Ип (ю) и Vn (ro), для суждения об устойчивости системы нет 
необходимости строить сам: годограф. Из формулировки 1,ритерия 
Михайлова следует, что устойчивость имеет место, если нули 
Иv (ro) и Vn (ro) чередуются с pocтollI ro, начиная с ro = О, коl'Да 
Vn (ro) = О, а Ип (ro) > О. 

Чтобы не иметь дело с высоними степенями ro, построение 
годографа D (jю) можно производить по звеньям системы. Пред
ставим D (jю) таним образом: 

D (jro) =R (iro) + Q (jro) = П Ri (jro) + П Qi (jro), (4-9) 
i i 

где Ri (jcu) и Q i (jw) - числи1·ель и sнамепате.ттъ амплитудно
фазовой частотной харю,терист1ши i-го звена приведенной одно
контурной системы. 
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Согласно выражению (4-9), построение годографа D (jffi) начи
нают с построения годографов R

i 
(jffi) и Q; (jffi) отдеJ1ьных звеньев. 

Затем строят годографы R (jffi) и Q (jffi) путем перемножения 
соответственно годографов R; (jffi) и Q; (jffi). Годографы перемно
жают по обычным правилам перемножения векторов, как и при 
построении частотных харантеристиr{ цепочки звеньев по харак
теристикам отдельных звеньев (см. § 1-5). Для Iшждого значения ffi 
модули (величины векторов, проведенных из начала координат 
в соответствующую точку годографов) перемножают, а аргументы 
(фазы этих векторов) складывают. 

Заметим при этом, что для обычных типовых звеньев, исключая 
дифференцирующие, R; (jffi) равны просто коэффициенту передачи 
звена k; и соответственно у системы, состоящей из таких звеньев, 
годограф R (jffi) = k, т. е. вместо его построения для получения 
годографа D (jffi) достаточно просто сдвинуть ранее построенный 
годограф Q (jffi) вправо на величину k. 

§ 4-4. КРИТЕРИИ УСТОИЧИВОСТИ НАИКВИСТА

Этот критерий, предложенный в 1932 г. американским ученым 
Г. Найквистом, позволяет судить об устойчивости замкнутой 

а) j 

8) 
j 

б) j 

Рлс. 4-4. К критерию устой
чивости Г. Найквпста 

системы по амплитудно-фазовой частотной характеристике 
(а. ф. ч. х.) W (jffi) разомкнутой системы (рис. 4-4, а).

Рассмотрим сперва этот критерий для случая, когда известно, 
что система в разомrшутом состоянии устойчива. Условие устой
чивости замкнутой системы тогда сводится к требованию, чтобы

а. ф. ч. х. раао.м;кпутой системы пе охватывала точку (-1, jO). 
На рис. 4-4, а характеристики 1 и 4 соответствуют устойчивым 

системам, характеристика 3 - неустойчивой, а характеристика 

103 



2 - нахождению системы на границе устойчивости. Если, напри
мер, уменьшать коэффициент передачи в неустойчивой системе, 
ее а. ф. ч. х. будет сжиматься к началу координат, в результате 
чего система станет в конце концов устойчивой. Наоборот, при 
увеличении коэффициента передачи характеристика ранее устой
чивой системы в конце концов охватит точку ( -1, jO), и система 
потеряет устойчивость. 

Нахождение системы на границе устойчивости при прохожде
нии характеристики W (jw) через точку (-1, jO) очевидно, так как 
в этом случае существует значение w, при котором W (jw) -
= � �:=� =- 1, т. е., согласно (4-5), D (jw) = R (jw) + Q (jw) = 

= О и характеристическое уравнение системы имеет пару сопря
женных мнимых корней. +j w.

Амплитудно-фазовые характеристики, показанные на рис. 4-4, а,
принадлежат статическим системам. На рис. 4-4, б приведены 
а. ф. ч. х. астатических систем с разным порядком астатизма. 
Кривые 1, 2 и 3 относятся к системам соответственно с астатизмом 
1, 2 и 3-го порядков. А. ф. ч. х. астатических систем при w = О 
уходят в бесконечность, так как в знаменателе амплитудно-фазо
вой функции W (jw) имеется множитель (jw)Т , где r - порядок 
астатизма. Соответственно, как показано на рис. 4-4, б, при 
r = 1 характеристика W (jw) при w = О уходит в бесконечность 
вдоль отрицательной мнимой полуоси, при r = 2 - вдоль отри
цательной действительной полуоси, а при r = 3 - вдоль положи
тельной мнимой полуоси. Для суждения об устойчивости астати
ческой системы находящееся в бесконечности начало ее а. ф. ч. х., 
соответствующее w = О, надо мысленно соединить с положитель
ной действительной полуосью против часовой стрелки дугой 
бесконечного радиуса, как условно изображено на рис. 4-4, б
штрих-пунктирными линиями. В случае устойчивой системы 
точка (-1, jO) не должна охватываться а. ф. ч. х., мысленно 
дополненной дугой, соединяющей ее с положительной действитель
ной полуосью. Сказанное иллюстрируется на рис. 4-4, б. Здесь 
сплошные кривые 1, 2, 3 относятся к устойчивым, а штриховые 
кривые la, 2а и За (36) - к неустойчивым системам с астац13мом 
соответственно 1, 2 и 3-го порядков. _. 

Как было указано, данная выше формулировка критерия
Найквиста относится к системам, которые являются устойчивыми 
в разомкнутом состоянии. В случае одноконтурной системы 
устойчивость в разомкнутом состоянии всегда обеспечивается, 
если система состоит только из устойчивых звеньев. При наличии 
местных обратных связей должна быть еще проверена устойчи
вость образованных этими связями контуров. Для этого, в свою 
очередь, может быть применен критерий Найквиста или любой 
другой. -----

Для систем, неустойчивых в разомкнутом состоянии, критерий 
Найквиста имеет такую формулировку: для устойчивости системы
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в аамкпутом состоянии а. ф. ч. х. рааомкпутой систе.¾ы должна 
охватывать точку (-1, jO). При этом число пересечений ею отри
цательной действителъпой полуоси левее точки (-1, jO) сверху 
впив должно быть па k/2 больше числа пересечений в обратном 
направлении, где k - число правых полюсов передаточной функции 
W (р) рааомкпутой системы, т. е. число полюсов с положителъпой 
действителъпой частью. 

Доказательство критерия Найквиста можно найти, например, 
в работах [3, 11, 21, 33]. 

На рис. 4-4, в в качестве примера показаны две а. ф. ч. х. 
разомкнутой системы, неустойчивой в разомн.нутом состоянии 
вследствие наличия правых корней, но устойчивой в замкнутом 
состоянии. ,Характеристика 1 соответствует k = 1, а харю,тери
стика 2 - значению k = 2. (В перво111 случае имеем <шоловину>> 
пересечения действительной оси левее точки (-1, jO).) 

Таким образом, в общем случае при применении критерия 
Найквиста необходимо предварительно определить число правых 
полюсов W(p). Для одноконтурной системы, когда знаменатель 
W (р) представляет собой произведение знаменателей передаточ
ных функций отдельных звеньев, это число находится легко, по
скольку полюсами W (р) являются полюсы передаточных функ
ций отдельных звеньев. У многоконтурных систем, особенно с 
перекрестными связями, задача определения числа k усложняется, 
и поэтому в этих случаях целесообразно отказаться от применения 
критерия Найквиста. В соответствии с критерием Найквиста об 
устойчивости можно судить не только по а. ф. ч. х., но и совместно 
по а. ч. х. и ф. ч. х. разомкнутой системы. Обычно при этом поль
зуются логарифмическими характеристиками, что представляет 
большое удобство в силу простоты их построения. 

Согласно критерию Найквиста, для системы, устойчивой 
в разомкнутом состоянии, условием устойчивости ее в замкнутом 
состоянии является неохват а. ф. ч. х. W (jro) точки (-1, jO). 
Последнее имеет место, если при частоте, на которой А (ro) = 1, 
абсолютное значение фазы меньше :rt. 

Сказанное непосредственно следует из рис. 4-4, а. 
Таким образом, применительно к логарифмическим характе

ристикам, если учесть при этом, что значению А = 1 соответст
вует L = 20 lg А = О, критерий устойчивости Найквиста для 
систем, устойчивых в разомкнутом состоянии, сводится к тому, 
что л. а. х. должна пересечь ось абсцисс раньше, чем фааа, спадая, 
окопчателъпо перейдет аа апачепие - :rt. Или иными словами: на 
частоте среаа ffic величина фааы должна быть меньше :rt. 

Изложенное иллюстрируется рис. 4-5. Здесь изображены 
л. а. х. L ( ro) и четыре варианта л. ф. х. <р ( ro). В случае л. ф. х. 
1 и 4 замкнутая система устойчива, причем характеристика 4 соот
ветствует а. ф. ч. х. 4 на рис. 4-4, а. Л. ф. х. 2 соответствует 
нахождению замкнутой системы на границе устойчивости, л. ф. х. 
З - неустойчивой замн:нутой системе, 



Для астатических систем и систем, неустойчивых в разомкну
том состоянии, требования к л. а. х. и л. ф. х. в отношении устой
чивости можно сформулировать, исходя из соответствующих 
требований к а. ф. ч. х. В частности, для систем, неустойчивых 
в разомкнутом состоянии, условием устойчивости в замкнутом 
состоянии является сл,едующее: при положительной л. а. х. 
число пересечений л. ф. х. уровня - п спиау вверх должно быть 
па k/2 раа больше числа пересечений в обратном направле
нии. 

При оценке устойчивости систем одного факта устойчивости 
недостаточно. Необходимо еще оценить величину з а п  а с а 
у с т  о й  ч и в о с т  и, т. е. степени удаленности системы от гра
ницы устойчивости. Система, которая теоретически является 
устойчивой, но находится очень близко к границе устойчивости, 

пра.ктически при ее реализации 
ер 1, может оказаться неустойчивой 

lgw 

как вследствие неточности мате-
матического описания системы, 
использованного при оценке 
устойчивости, так и из-за изме
нения во времени параметров си
стемы. 

В случае применения крите
рия Рауса - Гурвица о запасе 
устойчивости можно судить по 
тому запасу, с которым выпол

Рис. 4-5. Логарифмический крn- няются входящие в этот критерий 
терий устойчивости Г. Найквиста неравенства. При использовании 

графических критериев Михайлова 
и Найквиста запас устойчивости определяется удаленностью соот
ветствующих характеристик от критичесного положения, при 
котором система находится на границе устойчивости. Для кри
терия Михайлова это будет. удаленность годографа D (jro) от 
начала координат, а для критерия Найквиста - удаленность 
характеристики W (jro) от точки (-1, jO). 

Основное распространение в качестве меры запаса устойчи
вости получили вытекающие из критерия Найквиста две вели
чины - запас устойчивости по фазе Лер и запас устойчивости 
по амплитуде ЛL. Эти величины показаны на рис. 4-5 для системы 
с л. ф. х., представленной кривой 1. Аналогично они могут быть 
найдены и по а. ф. ч. х. 

3 а п а с у с т о й ч и в о с т п п о ф а з е определяется вели
чиной Лер , на которую должно возрасти запаздывание по фазе 
в системе на частоте среза Фе, чтобы система оказалась на границе 
устойчивости. 

3 а п а с у с т о й ч и в о с т и п о а м п л и т у д е опреде
ляется величиной ЛL допустимого подъема л. а. х., при котором 
система окажется на границе усто'йчивости. Таким образом, запас 
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по амплитуде представляет собой запас по коэффициенту пере
дачи k разошшутой системы по отношению к его критическому 
по устойчивости значению. 

При проектировании САУ рекомендуется выбирать Л<р ?: 30°,
а ЛL ;;:,:: 6 дБ. Последнее соответствует примерно двойному запасу 
коэффициента передачи по устойчивости. 

§ 4-5. ОБЛАСТИ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМ

АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

При синтезе САУ, когда требуется определить влияние значе
ний каких-либо варьируемых параметров на устойчивость, строят 
о б л а с т ь у с т о й ч и в о с т и системы в пространстве этих 

- варьируемых параметров.
Область устойчивости определяет совонупность значений пара

метров системы, при J{оторых система устойчива. 
В случае если варьируемых параметров два, область устойчи

вости изображается на плосности, как показано на рис. 4-6, а. 
Здесь А и В - варьируемые параметры. (Это могут быть постоян
ные времени, коэффициенты передачи звеньев и любые пх комби
нации.) На рисунке линией изображена граница устойчивости. 
Д.ля указания, с I{акой стороны границы находится область 
устойчивости, вдоль границы наносится штриховка, которая 
обращена в сторону области устойчивости. В данном случае 
область устойчивости является замкнутой, что, однако, не обяза
тельно. Каждая точка внутри области устойчивости (рис. 4-6, а) 
определяет I{омбинацию варьируемых параметров A i и B i, при 
которых система устойчива. 

Все пространство вне области устойчивости называется о б л а -
с т ь ю н е у с т о й ч и в о с т и. Все точки ее соответствуют 
значениям параметров, при которых система неустойчива. 

При трех варьируемых параметрах область устойчивости 
получается трехмерной, I{ак по1шзано на рис. 4-6, б, где А, В 
и С - варьируемые параметры. Граница устойчивости при этом 
представляет собой трехмерную поверхность. При практических 
расчетах в этом случае область устойчивости изображается, как 
по1{азано на рис. 4-6, в, тоже в плоскости двух параметров в виде 
границ устойчивости, соответствующих нескольким фиксирован
ным значениям третьего параметра. Это соответствует сечениям 
исходной области устойчивости рядом плоскостей, опредеш:rемых 
фиксированными значениями одного параметра (см. штриховые 
линии на рис. 4-6, б). 

В общем случае п варьируемых параметров область устойчи
вости представляет собой гиперповерхность в п-мерном про
странстве. 

Если система в пространстве в с е х своих параметров не имеет 
области устойчивости, она называется с т р у к т у р н о н е -
у с т о й ч и в о й. Структурно неустойчивая система не может 
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быть сделана устойчивой путем выбора значений ее параметрой. 
Для получения устойчивости в этом случае необходимо изме
нить структурную схему системы. 

Построение границы устойчивости осуществляется с помощью 
критериев устойчивости. В качестве примера на рис. 4-6, г с по
мощью критерия Гурвица построена граница области устойчивости 
для системы третьего порядка с передаточной функцией (4-8), 

а) в г) � 

2 

А 

Рис. 4-6. Области устой1IИвости САУ 

рассмотренной выше при изложении этого критерия устойчивости. 
Граница устойчивости построена в плоскости коэффициента пере
дачи k разомкнутой системы и одной из постоянных времени Т

1
• 

Область устойчивости получилась незамкнутой. Она ограничена 
тремя линиями 1, 2 и 3. Уравнения этих границ области устойчи
вости получаются из условий устойчивости Гурвица (4-8а) для 
этой системы, если заменить в них неравенства равенствами, что 
соответствует нахождению системы на границе устойчивости. 
Граница 1 соответствует последнему условию (4-8а), которое дает 
уравнение границы в виде (4-8в). По этому уравнению можно 
построить границу 1, задаваясь, например, значениями варьируе
мого параметра Т

1 и находя соответствующие r{ритические по устой
чивости значения k, при которых система оказывается на границе 
устойчивости. 
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Граница 2 соответствует предпоследнему условию (4-8а), 
которое дает уравнение этой границы в виде 

k=-1. 
Граница 3 определяется первым условием ( 4-8а), которое 

дает уравнение 

Выше мы полагали, что постоянная времени Т1 - величина
положительная. Интересно отметить, что если ввести в рассмотре
ние отрицательные значения Т1, то, согласно условиям устойчи
вости (4-8а), в плоскости параметров k, Т1 появится новая часть
области устойчивости в третьем квадранте, которая показана 
на рис. 4-6, г штриховой линией. 

В общем случае границы области устойчивости по критерию 
Рауса - Гурвица строятся по следующим уравнениям: 

Лп-1=0;
) ап=

О; 
а0

= 0. 
(4-10) 

:Как известно из алгебры, здесь первое уравнение, т. е. равен
ство нулю предпоследнего минора Гурвица, соответствует нали
чию у характеристического уравнения (4-6) 

D (л)=О 
пары сопряженных мнимых корней; второе равенство соответствует 
наличию нулевого корня, а третье - наличию бесконечного 
корня. 

Эти три уравнения охватывают три возможных случая попада
ния системы на границу устойчивости, т. е., иными словами, 
три принципиально возможных пути перехода какого-либо корня 
характеристичесrюго уравнения из левой комплексной полупло
скости в правую. Первый путь соответствует превращению кан:ой
либо пары комплексных корней в чисто мнимые, т. е. переходу 
этих корней из левой полуплоскости на мнимую ось и, соответст
венно, возникновению в системе незатухающих колебаний. Второй 
путь соответствует превращению одного из действительных корней 
в нулевой, т. е. переходу его в начало координат, а третий -
превращению этого корня в бесконечный корень, т. е. переходу 
его из левой полуплоскости в бесконечность. Последние два слу
чая учитывают возможность перехода корня из левой полупло
скости в правую, минуя превращение его в мнимый н:орень, через 
начало координат или бесконечность. 

Варьируемые параметры А и В, в плоскости которых строится 
область устойчивости, входят в выражения для Лп-� (А, В), 
ап (А, В) и а0 (А, В) в (4-10).

После построения линий, соответствующих уравнениям (4-10), 
плоскость варьируемых параметров оказывается разделенной 
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этими линиями на ряд областей, из числа которых надо найти
область устойчивости. Обычно она бывает очевидной по чисто
физичес1ш111 соображенияllI. Однако в oбщelll случае для этого
требуется прибегнуть к кююму-либо критерию устойчивости,
проверив условия устойчивости в произвольной точке каждой
из этих областей, пока не найдется область устойчивости. 

'У приведенной на рис. 4-6, г обля.сти устойчивости линия 1,
линия 2 (k = -1) и .линия 3 (Т1 = О) соответствуют первому,
второму и третьему уравнениям (4-10). Эти линии разбивают
плоскость k, Т1 на ряд областей, из которых в данном случае,
несомненно, областью устойчивости является область, шшю
чающая в себя положительную полуось Т 1, поскольку точки этой
полуоси соответствуют -коэффициенту передачи системы k = О.
Последнее предопределяет устойчивость системы, так как она
состоит из устойчивых звеньев. 

По критерию Михайлова система находится на границе устой
чивости, когда годограф D (jco) = Uп (ro) + jVп (ro) проходит
через начало координат. Таким образом:, уравнения границы
устойчивости в пространстве варьируемых параметров А и В,
согласно этому критерию, им:еют вид: 

И п (А, В, ro) = О; 
} (4_11)

Vv(A, В, ro)=O. 
Эти уравнения, разумеется, включают все три названных выше

случая попадания системы на границу устойчивости. Нулевой
корень при этом соответствует ro = О, а бесконечный ro = оо.

Исключив из уравнений (4-11) параметр ю, 11южно получить
уравнение границы устойчивости, связывающее входящие в выра
жения U п (А, В, ro) и V п (А, В, ro) варьируемые параметры А и В. 
Однако практически проще строить границу устойчивости, исполь
зуя ro каR параметр, который изменяют от О до оо. Каждому
значению ro при этом соответствует определенная точка границы
устойчивости. 

При некоторых значениях ro может оказаться, что система
(4-11) превращается в одно уравнение, ноторое даст на плоскости
А, В линию. Такие линии называются о с о б ы м и  л и н и я ми.
В случае построения области устойчивости, изображенной на
рис. 4-6, г, с помощью критерия Михайлова такими особыми
линиями являются прямые 2 и 3. Первая из них соответствует
со = О, а вторая ro = оо. Линия 1 соответствует конечным зна
чениям ro, причем вдоль нее ro увеличивается при движенип
в сторону уменьшения Т1. 

После построения линий, соответствующих уравнениям (4-11),
надо по-прежнему из всех областей, на 1юторые они разбивают
пространство варьируемых параметров, найти облясть устойчи
вости. 

В случае применения критерия Михайлова последнюю опе
рацию можно упростить, воспользовавшись специальной мето-
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дикой, позволяющей сразу указать ту единственную область,
которая может претендовать быть областью устойчивости.
Если проверка на устойчивость в произвольной точке этой области
дает отрицательный результат, это_ означает, что во всем рас
сматриваемом пространстве варьируемых параметров область
устойчивости вообще отсутствует. 

-Упомянутая методика заключается в следующем правиле
нанесения штриховки на построенные по уравнению (4-11) линии.
Составляется определитель 

fJUD
fJUD

Л= 
fJA fJB 

fJVD
fJVD

fJA fJB 

Rаждая линия mтрихуется слева при движении по ней. в сто
рону увеличения ffi, если знак определителя Л при значениях
варьируемых параметров, соответствующих точкам этой линии, 
положителен, и справа - в противном: случае. 

После нанесения таким образом штриховки на все линии обла
стью, претендующей быть областью устойчивости, будет область,
в сторону которой обращены штриховкой все ограничивающие
ее линии. При этом, поскольку вдоль особых линий величина ю
не меняется, эти линии штрихуются в зависимости от направления
штриховки основных, т. е. неособых, линий, с которыми они имеют
общие точки, включая схождение их в бесr{онечности. Особые
линии штрпхуются только в случае, если в таких общих точках
определитель Л меняет знак. Они штрихуются тогда навстречу
основным линиям. (В результате, в зависимости от направления
штриховки основных- линий, штриховки особых и основных линий
получаются направленными либо друг к другу, либо, наоборот,
в противоположные стороны.) Для иллюстрации на рис. 4-6, д
показано нанесение штриховки по этому правилу для приведен
ного на рис. 4-6, г примера. Rак видно из рис. 4-6, д, основные
JIИНИИ, на н:оторых ffi изменяется, штрихуют двойной штриховкой. 

:Методика построения областей устойчивости на основе крите
рия Михайлова, включая описанный выше метод штриховки, 
разработана советским ученым Ю. И. Неймарком и получила наз
вание м е т о д а D - р а з б и е н и я. 

Согласно критерию Найквиста, уравнения, опред�ляющие
границу устойчивости, имеют вид: 

Иw(А, В, ffi)=-1;
} (4_12)

V w (А, В, ro) =0, 
где U w и V w - действительная и мнимая части W (j ro). Эти урав
нения соответствуют прохождению а. ф. ч. х. W (jffi) через точку
(-1, j0). 

-Уравнения (4-12) приводят к тем же параметрическим выраже
ниям, что и уравнения (4-10), полученные из критерия Михайлова. 
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Глава пята.я 

КАЧЕСТВО ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ В ЛИНЕИНЫХ 
СИСТЕМАХ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

§ 5-1. ПОНЯТИЕ О RA ЧЕСТВЕ ПЕРЕХОДНЫХ. ПРОЦЕССОВ

R процессам управления предъявляются следующие три основ
ных требования: по точности в установившихся режимах, по устой
чивости и по качеству переходных процессов. Точность в уста
новившихся режимах и устойчивость САУ рассмотрены выше. 

а) 
Перейдем теперь к рассмотрению 

х качества переходных процессов в

б) 
х 

САУ. 
Устойчивость САУ, т. е. зату

хание переходных процессов в ней, 
является необходимым, но далеко 
не достаточным условием практи-

t ческой пригодности системы. Су
щественно еще к а ч е с т в о 
п е рех о д н ы х  п р  о ц е с с о в, 
т. е. сам характер протекания пе
реходных процессов, и прежде все
го их длительность и колебатель-

Хст НОСТЬ. 

На рис. 5-1 приведены примеры 
переходных характеристик САУ, 
представляющих собой переходные 

t процессы на выходе системы, выз
Рис. 5-1. Переходные характери- ванные воздействием в виде еди-

стики САУ яичного скачка (см. § 1-3). Харак-
теристики на рис. 5-1, а соответ

ствуют внешнему воздействию в виде возмущения, а на рис. 5-1, 
б - в виде изменения задающего воздействия, в соответствии с 
которым выходная величина х системы по· окончании переходного 
процесса управления получает приращение Х

ст
, 

Качество переходных процессов численно характеризуется 
следующими п о  к а з  а т  е л я м  и к а ч е с  т в  а. 

Время переходного процесса tп , Оно характеризует быстро
действие системы и определяется как интервал времени от начала 
переходного процесса до момента, когда отклонение выходной 
величины от ее нового установившегося значения становится 
меньше определенной достаточно малой величины. Обычно в каче
стве последней берут 5 % максимального отклонения в переходный 
период для процессов типа изображенных на рис. 5-1, а или 5% 
от нового установившегося значения для процессов, подобных 
изображенным на рис. 5-1, б.
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Максимальное отклонение в переходный период. В случае 
переходных процессов, вызванных возмущением (рис. 5-1, а), 
максимальное отклонение определяется величиной Хманс�, при
ходящейся на единицу возмущения f = 1 (t). В случае переход
ных процессов, вызванных изменением задающего воздействия 
(рис. 5-1, б), максимальное отклонение определяется относительно 
нового установ:ившегося значения Хст и равно в процентах 

О' =Хманс-:.:ст 100.
Хст 

(5-1) 

Заметим, что эта величина аналогична предыдущей, поскольку 
здесь Хст пропорционально задающему воздействию. 

Величина а часто называется п е р е р е г у л и р о в а н и е м. 
Колебательность переходного процесса. Эта характеристика 

переходного процесса обычно определяется числом колебаний, 
равным числу минимумов кривой переходного процесса в интер
вале времени tп, или для кривых, как на рис. 5-1, б, ·_ ч и с л о м 
п е р е р е г у л и р о в а н и й за этот же интервал. 

Часто колебательность переходного процесса оценивают отно
шением соседних максимумов Хманс21Хманс1. Эта величина так 
и называется к о л е б а т е л ь н о с т ь ю и выражается в про
центах. Незатухающие колебания при этом соответствуют коле
бательности 100%. :Колебательность стремится к нулю при умень
шении до нуля второго максимума переходной характеристики, 
когда получается неколебательный процесс. 

Обычно приемлемым числом колебаний в САУ считается 1-2. 
Однако бывают системы, в которых колебательность не допуска
ется совсем. С другой стороны, в ряде систем иногда допускаются 
три и более колебаний. 

При выборе структурной схемы и значений параметров САУ 
в процессе ее синтеза выполнение требований в отношении пере
численных показателей качества переходного процесса заставляет 
искать компромисса в связи с противоречивостью этих требований. 

Так, например, если в рассмотренной в предыдущей главе 
системе, состоящей из·трех статических звеньев первого порядка 
(область устойчивости системы показана на рис. 4-6, г), установить 
достаточно малый коэффициент передачи, переходная характе
ристика системы будет неколебательной и плавной вроде харак
теристик 1 на рис. 5-1, а и б. При увеличении коэффициента пере
дачи переходные характеристики сперва примут вид характе
ристик 2, а затем характеристик 3 (рис. 5-1, а и б), т. е. при этом 
будет увеличиваться быстродействие системы (уменьшаться tп), 
но одновременно с этим появится и будет нарастать колебатель
ность. При дальнейшем увеличении коэффициента передачи 
вплоть до его критического по устойчивости значения, соответ
ствующего границе устойчивости, колебательность постепенно 
возрастет до 100%. Вследствие этого одновременно и длительность 
переходного процесса tp

, которая: вначале умецьшалась, начнет 
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вновь нарастать до бесконечности. Максимальное отклонение х 
в переходном процессе, вызванном возмущениеlli (рис. 5-1, а), 
уменьшается с ростом коэффициента передачи. Зато при этом 
по мере роста колебательности воЮI:икает и увеличивается пере
регулирование переходного процесса, вызванного изменением 
задающего воздействия (рис. 5-1, б). 

Выше мы говорили о качестве переходного процесса приме
нительно к воздействию в виде скачка. В общем случае произволь
ного внешнего воздействия переходный процесс х (t) в системе, 
обусловленный этим воздействием, представляет собой решение 
уравнения (4-1): 

т. е. имеет вид (4-2): 

где по (4-3) 

D (р) Х=М (р) f' 

Х (t) = Хуст (t) + Хп (t), 

п 

Хп (t)= � С/1,/, 
i=1 

При этом, очевидно, качество переходного процесса будет 
зависеть не только от собственных свойств системы, но и от самого 
внешнего воздействия {от места его приложения, величины, харак
тера изменения во времени), что определяет правую часть урав
нения (4-1). :Кроме того, качество переходного процесса будет. 
зависеть также от начальных условий, т. е. от состояния системы 
в момент приложения воздействия. Это сказывается на постоян
ных интегрирования С i в решении ( 4-3). 

В одной и той же системе переходный процесс при одном воз
действии может быть совсем неколебательным, а при другом -
иметь недопустимо большую кол.ебательность. Более того, пере
ходный процесс, вызванный одним и тем же воздействием, может 
в широких пределах изменять свои показатели при изменении 
начальных условий. Например, может оказаться, что при нулевых 
начальных условиях единственная колебательная составляющая 
переходного процесса, входящая в J:.Cie'A/ решения для Хп (t), 
имеет очень малую постоянную интегрирования Ci и поэтому 
практически не сказывается на кривой переходного процесса, 
который получается монотонным. И вместе с этим при некоторых 
других начальных условиях эта составляющая может возрасти 
и оказаться доминирующей в общей сумме составляющих, делая 
весь процесс существенно колебательным. 

Таким образом, при оценн.е качества переходных процессов 
в САУ необходимо оговаривать воздействие и начальные условия, 
при которых имеет место данное качество. При общей характери
стике качества переходпых процессов в системе его обычно оцени
вают · для единичного ступенлатого воздействия при нулевых 
начальных условиях, т. е. для переходной характеристики, при
чем это делается для основного внешнего воздействия (или для 
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нескольких основных воздействий, например одного основного 
возмущения и задающего воздействия). 

Исчорпывающе1-J представление о I{ачестве переходных про
цессов дает, естественно, сама нривая процесса х (t). Однано при 
синтезе систем: необходимо иметь возможность судить об основных 
поназателях начества переходных процессов в системе без построе
ния их кривых, по наним-либо носвенным: призню{а�,1, которые 
определяются более просто, чем кривая х (t), и, кроме того, поз
воляют связать показатели качества непосредственно со значени
ями параметров системы. Тание носвенные признаки разработаны 
и называются к р и т е р и я м и к а ч е с т в а. п е р е х о д
н ы х п р  о ц е с с о в. При исследовании качества переходных 
процессов они играют ту же роль, что и 11:ритерии устойчивости 
при исследовании устойчивости САУ. 

Существуют три группы критериев начества - частотные, 
корневые и интегральные. Ниже они будут рассмотрены последо
вательно. 

§ 5-2. ЧАСТОТНЫЕ КРИТЕРИИ КАЧЕСТВА
ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ 

Эти критерии позволяют судить о начестве переходных про
цессов по частотным характеристинам: системы. При этом могут 
использоваться разные ча-
стотные харю{теристики зам
юrутой системы. 

Длл минимально-фазовых 
систем: качество переходных 
процессов может быть оценено 
по одной амплитудной харан
теристине за!\шнутой системы 
А 3 (ш) (рис. 5-2, а). Нан: из
вестно (см. § 1-3), у таких 
систем а. ч. х. и ф. ч. х. одно
значно связаны, и, следова
тельно, по одной а. ч. х. 
можно полностью опреде
лить все свойства системы, 
в том числе и начество 
переходных процессов. 

По а. ч. х. можно оце
нить колебательность и дли
тельность переходной харак
теристики системы. 

а)
Аз

А3 (0)1---.,е;

б} о
Шр ш

Из.паке

ш

Рис. 5-2. Частотные критерии 1,ачества
переходных процессов

Нолебательность определяется по величине относительного 
максимума характеристики, который поэтому называется пона
зателем колебательности: 

М _Аз.маис _ А
з (Шр) 

- Аз (О) - Аз (О) • 
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При М < 1 переходная характеристика системы неколеба
тельна (штриховая кривая на рис. 5-2, а.) Чем больше М, тем 
больше колебательность. При М - оо колебательность возрастает 
до получения не3атух!1ющих колебаний, соответствующих нахож
дению системы на границе устойчивости. 

Действительно, поскольку Аз (ш) представляет собой модуль 
W3 (jro), тот факт, что А в (ш) - оо, 03начает, что передаточная 
функция 3амкнутой системы имеет пару сопряженных мнимых 
полюсов +jro

p
, и, следовательно, в системе существуют не3атухаю

щие колебания с частотой ffip. 
С такой свя3ью колебательности с относительным максимумом 

а. ч. х. мы уже по3накомились ранее на примере типового коле
бательного 3вена (см. § 1-4, рис. 1-8). 

Оптимальным обычно считается М = 1,1 + 1,5. При этом 
переходная характеристик/\ имеет слабую колебательность с часто
той, бли3кой к частоте ffip ре3онансного пика а. ч. х. 

Для более точной численной оценки колебательности надо 
учитывать помимо величины М еще и другие свойства характе
ристики А 3 ( ш ). Соответствующие формулы можно найти в работе [ 12 ]. 

Длительность tп переходной характеристики определяется 
шириной частотной характеристики А в (ш). При этом 3ависимость 
3десь такая: чем шире частот11,ая характеристика системы, тем -по

роче ее переходная (временnая) характеристика, т. е. тем менъше tп. 
С такой обратной 3ависимостью мы уже 3накомы по типовым . 

3веньям (см. § 1-4). Так, в случае апериодичес.кого 3вена с переда-
u ф u k б точнои ункциеи Тр+ 1 

ширина а. ч. х. о ратно пропорцио-
нальна постоянной времени Т 3вена. (Вспомним, что сопрягающая 
ч:астота, соответствующая началу спадания л. а. х., равна 1/Т -

см. рис. 1-7.) В то же время длительность переходной характе
ристики tп � ЗТ, т. е. прямо пропорциональна Т.

'У колебательного 3вена второго порядка с передаточной 
v u k u 

q>ункциеи Tfp2 + Т2Р + 1 длительность частотно и характеристики
и tп аналогично свя3аны чере3 постоянную времени Т

1 , определяю
щую инерционность 3Вена. 

В первом приближении длительность. переходной характе
ристики может быть оценена по величине ре3онансной частоты ffip, 
Так как частота колебаний переходной характеристин:и примерно 
равна ffip, время tманс достижения первого максимума переходной 
характеристикой бли31ю половине периода колебаний этой частоты, 
т. е. 

п tманс � - • (5-2) 
(i)p 

Если при этом предположим, что переходная характеристика 
системы в течение tп имеет 1-2 колебания, 
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Формулы для более точной оценки длительности переходной 
характеристики по А 3 (ю) имеются в работе [12]. 

Хотя приведенные выше численные оценки качества переход
ных харю,теристик относятся к минимально-фазовым: системам:, 
однако в первом приближении они могут быть применены и к нем:и
ним:ально-фазовым: системам:. При этом возможная погрешность 
тем больше, чем больше фазовая характеристика системы отли
чается от минимально-фазовой харю,теристики, соответствующей 
данной а. ч. х. 

Показатель колебательности JJ,1 и резонансная частота юр 

а. ч. х. замкнутой систе,.м:ы м:огу'r быть определены и непосред
ственно по частот�ым: �характеристикам: разомкнутой систем:ь!
исходя из известнои свft;зи между харан:теристикам:и зам:1шутои
и разомкнутой систем, определяемой следующим: выражением: 
для амплитудно-частотной функции: 

Wx1 
(iw) 

Wз (jю) 1+ W (jw)
На основании этой связи предложены графические приемы 

и составлены номограммы для определения указанных выше пока
зателей а. ч. х. замкнутой .системы по а. ф. ч. х. или л. а. х. 
разомкнутой системы [12, 33]. 

При использовании этих приемов и номограмм: необходимо 
учитывать, для какой передаточной функции Wxf (р) они рас
считаны. Rак правило, принимается Wxf (р) = W (р). В прило
жении 5 дан ряд номограмм: для определения качества переходной 
характеристики по л. а. х. разомкнутой системы. 

В первом приближении длительность и колебательность пере
ходной характеристики замкнутой системы могут быть оценены 
непосредственно по частоте среза и величинам: запасов по фазе 
и по амплитуде, определенным: по л. а. х. разомкнутой системы. 
При этом в случае колебательной переходной харю,теристики 
резонансная частота юр а. ч. х. замкнутой системы близка к частоте/ 
среза юс л. а. х. разомкнутой системы. Поэтому значения tманс 
и tп могут быть определены по формулам: (5-2) и (5-3) при подста
новке в них Юр � Юс, 

В случае неколебательной переходной характеристики 

(5-4) 

Что касается колебательности, то, как уже указывалось 
в § 4-5, можно считать, что переходная харю,теристюш имеет 
достаточно малую колебательность, если запас по фазе не менее 
30°, а запас по амплитуде не менее 6 дБ, что соответствует 2 в линей
ном: масштабе. 

ДJrя оценки колебательности минимально-фазовой системы 
достаточно иметь одну л. а. х. Rолебательность считается допусти
мой, если на частоте среза, т. е. в точке пересечения с осью абсцисс, 
л. а. х. имеет наклон не более 20 дБ/дек. При этом, чем шире 

117 



участок с таким наклоном, тем меньше колебательность. В част
ности, при ширине этого участl{а 01юло одпой денады и нахождении 
частоты среза ближе к его н:опцу перереrулирование в системе 
не будет превышать 20-30%. 

Приведенные оценки качества переходных процессов в замкну
той системе по л. а. х. раз'омн:нутой системы справедливы для 
случая Wxf (р) = W (р), харантерноrо, в частности, для следящих 
систем. В общем случае произвольной передаточной фуннции 
Wxf (р), и особенно при нен;улевых начальных условиях, этими 
оценнами можно пользоваться только кан: сугубо ориентировоч
ными. При этом погрешность будет тем больше, чем значительнее 
Wxt (р) отличается от W (р).

Однако для минимально-фазовых систем при Wx1 (р) = W (р)
с помощью л. а. х. разомкнутой системы наиболее просто выпол
няется кап анализ 1шчества переходных процессов, таl{ и синтез 
САУ на заданное качество. Общий порядок синтеза при этом 
следующий. 

1. Определение т р е б  у е м  о й  л. а. х. САУ, то есть л. а. х.,
при которой выполняются заданные требования к начеству перР
ходных процессов. Собственно, качество, кан и устойчивость, 
определяется не всей, а среднечастотной частью л. а. х., распо
.ттоженной в районе частоты среза. Как было сказано, нанлон 
л. а. х. в районе частоты среза должен быть не более 20 дБ/дек, 
а ширина участка с таким наR.лоном и величина частоты среза 
определяются заданными значениями колебательности и длитель
ности переходной характеристики системы (см. приложение 5). 

Высокочастотный конец л. а. х. не имеет существенного зна
чения для качества переходного процесса, сказываясь только 
в самой начальной его части. Поэтому эту часть л. а. х. при син
тезе регламентировать не следует - она уточняется в ходе реали
зации требуемой л. а. х. соответствующей структурной схемой. 

Низкочастотная часть л. а. х., прилегающая н нулевой частоте, 
ноторая сама в логарифмических координатах отсутствует, опре
деляет установившиеся детерминированные режимы САУ. Поэтому 
эту часть л. а. х. выбирают, руководствуясь требованиями к точ
ности в этих режимах. Порядок астатизма системы определяет 
наклон низкочастотной части л. а. х.: у статических систем он 
равен нулю, при первом порядке астатизма нашюн -20 дБ/дек, 
при втором порядке -40 дБ/деп и т. д. "Уровень этой части л. а. х. 
определяется требуемым коэффициентом передачи: он равен 
20 lg k у статических систем и той же величине при ro = 1 у аста
тических. (Действительно, у интегрирующего звена L (ro) =
= 20 lg k - 20 lg ro, т. е. L (1) = 20 lg k.) 

Соединяя ранее полученную среднечастотную часть л. а. х. 
с низкочастотной частью прямой с наклоном - (40 + 60) дБiдек, 
получают требуемую л. а. х. разомкнутой СА-У. 

2. Определение л. а. х. в а р ь и р у е м  о й  ч а с т  и С А "У.
Как правило, при синтезе СА-У мы не имеем полной свободы 
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в выборе всей ее структурной схемы. Часть системы, и прежде 
всего объект управления, оказывается заданной или однозначно 
выбирается по другим соображениям. 

ВЫ'lитая иэ требуемой л. а. х., найденной выше, л. а. х. 
известной части системы, находят л. а. х. неизвестной пока, 
т. е. варьируемой, части системы. Добавка ее к л. а. х. известной 
части САУ обеспечит получение в целом требуемой л. а. х., а сле
довательно, и требуемой переходной характеристики. 

3. Определение передаточной функции варь.1руемой части
САУ. Эта функция определяется по найденной л. а. х. с помощью 
известных методов теории цепей [36]. 

Rолебательность и длительность переходной характеристики 
могут быть определены и по д е й с т в и т е л ь н о й U 3 ( ro) 
или м н  и м  о й  V3 (ro) част о т  н ы м х а р а к т е р и с т и к  а м 
3 а м к н у т  о й с и с т  е 111 ы. При этом, поскольку эти характе
ристики однозначно связаны не только у минимально-фазовых, 
но и у всех устойчивых систем (см. § 2-3), точная оценка качества 
переходных процессов в любой устойчивой системе может быть 
осуществлена по любой иэ этих характеристик. 

Rак и в случае использования а. ч. х. А
3 (ro), колебательность 

и длительность переходного процесса зависят эдесь от относитель
ного максимума и ширины частотной характеристики. 

На рис. 5-2, б приведены раэJrичные формы характеристики 
U3 (ro). В случае вогнутой характеристики 1 переходная харак
теристика не имеет перерегулирования. В случае кривой 2 (отно
сительный максимум Uз.манс/U3 (О) = 1) величина перерегули
рования cr � 18%. Кривые 3 и 4 соответствуют колебательной 
переходной харантеристике, причем величина перерегулирования 
растет с увеличением относительного максимума Uз.манс/U3 (О). 
При U3_манс/U3 (О) - оо колебания возрастают до незатухающих, 
т. е. система приходит на границу устойчивости. В случае кривой 
3 при Uз.манс/U3 (О) = 1,2 величина О'� 50%, при Uз .манс/Uз(О) = 
·= 1,5 величина cr � 80%. Наличие минимума у характеристики 
(1<ривая 4 на рис. 5-2, б) также увеличивает колебательность 
переходной характеристики. 

Длительность переходной характеристики в первом прибли
жении оценивается шириной характеристики U3 (ro), определяе
мой значением частоты @п, при котором положительная часть 
U3 (ro) становится меньше 0,2 U3(0). Величину @п называют 
интервалом положительности U3 (ro). При этом всегда длитель
ность переходной характеристики 

(5-5) 

Для характеристики U3 (ro) в виде кривой 1 на рис. 5-2, б 

4:rt 
tп�-. 

Фц 
(5-6) 
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Для кривой 2 на рис. 5-2, б

lп = (1+4)-.::.. 
ОJп 

(5-7) 

Для кривых 3 и 4 на рис. 5-2, б tп тоже связано с Фп обратно 
пропорциональной зависимостью, аналогичной (5-7). Однако зна
чение коэффициента пропорциональности в этом случае зависит 
от величины относительного максимума характеристики Ив· (ro), 
увеличиваясь вместе с ним. При этом оно может быть значительно 
больше величины, стоящей в (5-7). 

Более детальные и точные зависимости, связывающие пока
затели переходной характеристики системы с ее характеристикой 
Ив (ro), а также с V3 (ro), имеются в работах [12, 33). 

В целом характеристики И в ( ro) и V3 
( ro) позволяют наиболее 

точно оценить качество переходного процесса, хотя при этом 
и требуется больший труд, чем, например, при применении л. а. х. 
С их помощью можно также графическим способом построить 
весь переходный процесс х (t). Последнее будет показано в сле
дующей главе. 

Решение задачи синтеза САУ на заданное качество переход
ного процесса с помощью действительной или мнимой характери
стик начинается, как .и в случае применения л. а. х., с построе
ния требуемой характеристики. После этого выбирают переда
точную функцию варьируемой части системы, которая обеспечи
вает получение требуемой в целом характеристики. Для нахож
дения варьируемой части системы, особенно в случае минимально
фазовых систем, удобно использовать л. а. х., переходя к ним 
с помощью номограмм (см. § 1-5). 

Выше рассматривалась связь частотных характеристик 
системы с качеством ее переходной характеристики. Изложен
ные методы можно распространить на случай оценки качества 
переходного процесса, вызванного не единичным ступенчатым, 
а произвольным воздействием, путем предварительного преобра
зования структурной схемы системы с произвольным воздейст
вием в эквивалентную ей схему с воздействием в виде единичной 
ступеньки. При нулевых начальных условиях преобразование 
сводится к введению перед входом схемы, куда приложено внеш
нее воздействие, фиктивного звена с передаточной функцией 
WФ (s) = sL [j (t)]. Выход такого звена при воздействии на него 

единичной ступеньки 1 (t) равен, согласно (1-37), L-1 [
W

�(s)J, 

т. е. заданному произвольному воздействию f (t). В общем слу
чае, включая произвольные начальные условия, такое преобра
зование для частотных характеристик сводится к переходу к так 
называемым обобщенным частотным характеристикам, которые 
будут рассмотрены в § 6-2, 
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§ 5-3. RОРНЕВЫЕ RРИТЕРИИ RA ЧЕСТВА

ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ 

Эта группа нритериев основана на оценне начества переход
ных процессов по значениям полюсов и нулей передаточной фунн
ции системы. 

Передаточная фуннция системы, связывающая выходную вели
чину х с наним-либо воздействием f,

(5-8) 

где 
D (р) = a0pn + a1pn-l + ... + ап-1Р + ап ;

М (р) = Ьорт + b1pm-l + ... + bm-lP + Ьт. 
Разложив многочлены в числителе и знаменателе на множи

тели, передаточную фуннцию системы можно представить в виде 

Ъо П (p-Aoj) 

Wв (р
) = 

ll ( л) , 
(5-9) 

ао р- i 

i 

где лi - полюсы передаточной фушщии; Лоj - нули передаточ
ной фуннции, зависящие от места приложения воздействия. 
Отсюда видно, что полюсы и нули с точностью до постоянного 
коэффициента Ь0 /а0 определяют передаточную фуннцию системы. 
Следовательно, изучая их расположение в номплексной плосности, 
можно судить о качестве переходных процессов в системе. 

Заметим попутно, что при исследовании устойчивости нас 
интересовали тольно полюсы передаточной фуннции, а здесь при 
рассмотрении I{ачества ОI{азывается необходимым учитывать и ее 
нули. Тольно в частном случае, I{Огда передаточная функция не 
имеет нулей, т. е. 

W ( )- Ьо 

вР- JJ( ')'ао p-"i 
i 

(5-9а) 

начество переходных процессов тоже определяется только полю
сами передаточной фуннции. 

Начнем с этого частного случая, т. е. рассмотрим, нан I{аче
ство переходных процессов в системе зависит от полюсов ее пере
даточной фушщии. 

В общем виде переходный процесс в системе, описываемой 
передаточной функцией (5-8), имеет вид (4-3): 

п 

Xn (t) = � C/"i1
, (5-10) 

i=1 

где по-прежнему лi - норни харантеристичесного уравнения, т. е. 
полюсы щ�редаточной функции, а Ci - постоянные интегриро-
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вания, зависящие для данной системы от воздействия f, места
его пр1шожения, а танже от начальных условий. 

СогJiасно выражению (5-10), ню< уже было поназапо в § 4-1,
переходный процесс в устойчивой системе распадается на зату
хающие апериодичесr,ие и I{Олебательные составляющие. Первые
определяются действительными норнями характеристичесного
уравнения, а вторые - парами сопряженных номшrексных норней.

Если найти длительность самой длительной составляющей
и величину нолебательности самой нолебательной составляющей,
то по ним можно оценить верхние пределы величин длительности
и нолебательности всего переходного процесса. 

Понажем, нан можно найти уназанные величины. 
Критерий длительности - степень устойчивости '11· Время за

тухания отдельной составляющей переходного процесса в (5-10)
. 1 --

1 определяется величиной е
а

/, т. е. е т;, где Т i = I а; I - постоян-ная времени затухания, а а; - действительная часть i-го норня
харантеристичес1юго уравнения (см. § 4-1). Можно считать, что
длительность данной составляющей tпi � ЗТi. (Вспомним, напри
мер, переходные харантеристини звеньев первого и J\ТОрого
поряднов, рассмотренные в § 1-4.) Таним образом, длительность
отдельных составляющих переходного процесса пропорциональна
пх постоянным времени затухания, т. е. обратно пропорциональна
абсолютному значению действительной части определяющих их
норней харантеристичесного уравнения. Наиболее длительной
составляющей является, следовательно, составляющая, соответ
ствующая корню с минимальной величиной действительной части
[ а[мин, Абсолютная ве,1ичина I а I мин называется с т е п е н ь ю у с -
т о й ч и в о с т и и обозначается

При этом длительность всего переходного процесса будет
(5-11)

Название <<степень устойчивостю> связано не с рассматривае
мым здесь вoпpocollI, а с тем, что эта величина [ а [мин геометри
чесни представJiяет собой расстояние от мнимой оси до ближай
шего норня и, таним образом, служит :мерой удаления системы
от границы устойчивости, ноторой в номплексной плосности
является мнимая ось. 

На рис. 5-3, а дана соответствующая иллюстрация для слу
чая, ногда ближайшим к мнимой оси является действительный
норень. В равной мере это может быть и пара сопряженных ном
пленсных норней.
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Критерий колебательности - степень колебательности µ. :Коле
бательность колебательной составляющей переходного процесса 
(см. § 4-1) 

C
i/

1,/ siн (�it + rp;) 
определяется отношением соседних максимумов (рис. 5-3, 6): 

х1макс2 

Здесь, согласно рис. 5-3, б, т i = 2:п:/� i - период колебаний дан-
ной составляющей. 
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Рис. 5-3. Корневые критерии качества переходных процессов 

А 

t 

a
i 

Тю<им образом, I<олебательность равна е 2лJ3i или, т�к как 
-2л15.1ai < О, е 13; · Следовательно, 11Iерой колебательности является

отношение I �� I : чем оно больше, тем больше колебательность
составляющей переходного процесса. Наиболее колебательной 
является составляющая, у которой это отношение максимально. 
Соответствующая величина обозначается 
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и называется с т е п е н ь ю к о л е б а т е л ь н о с т и. Она 
является оценкой сверху колебательности всего переходного 
процесса, т. е. его I{олебательность 

(5-12) 

В комплексной плоскости корень, определяющий_ наиболее 
колебательную составляющую, соответствует наибольшему зна-
чению угла у= arctg J �: / между лучом, направленным через
корень из начала координат, и действительной осью (рис. 5-3, в). 

3пачепия степепи устойчивости 'У) и степепи ко,11,ебате,11,ъnости 
µ .можпо опредмить через пара.метры системы с по.мощью крите
риев устойчивости. Покажем, например, как это делается с по
мощью критериев, использующих многочлен 

D (л) = а0лп 
+ а1лп-1 + ... + ап-1л + ап 

(критерии Рауса - Гурвица и Михайлова). 
Введем новую переменную q подстановкой в D (л) 

л.=q-ri, (5-13) 

где 'YJ - пока неизвестная положительная действительная вели
чина. 

Раскрыв скобки двучленов (q - ri)i по формуле бинома Нью
тона, получим новый многочлен 

D (q) = boqn + b1qn-l + ... + bn-lq + Ьп , 

коэффициенты bi которого определены через коэффициенты ai 

многочлена D (л) и неизвестный параметр 'YJ. 
Нули D (q) 

qi,i+i = (ai +ri) + i�i = - (1 ai 1- 'YJ) + i�i
Они отличаются от нулей D (л) 

л;, ю = ai + j�i 

только уменьшением действительной части на величину 'YJ, так 
как, согласно (5-13), переход от D (л) к D (q) соответствует в ком
плексной плоскости смещению мнимой оси влево на 'YJ. 

Применив критерий Рауса - Гурвица или критерий Михай
лова, можно аналогично, например, тому, как в § 4-5 находилось 
критическое по устойчивости значение коэффициента передачи 
системы, определить критическое значение 'YJ как варьируемого 
параметра, при котором многочлен D (q) окажется <<На границе 
устойчивостю>, т. е. приобретет корень на смещенной влево 
мнимой оси (рис. 5-3, а). Очевидно, это значение и будет искомой 
величиной степени устойчивости 'YJ = 1 а I мин•. 

Если стоит задача синтеза, когда надо выбрать каr{ой-либо 
варьируемый параметр системы с учетом его влияния на степень 
устойчивости 'YJ, следует по обычной методике построения границы 
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устойчивости построить по многочлену D (q) зависимость предель
ного по устойчивости значения 11 от этого варьируемого пара
метра в виде <<границы устойчивостю> в плоскости 11 и данного 
варьируемого параметра. 

В случае двух варьируемых параметров строятся <<границы 
устойчивостю> в их плоскости для ряда значений 11 по многочлену 
D (q). Граница, соответствующая 11 = О, очевидно, является 
границей устойчивости реальной системы, соответствующей много
члену D (л). В результате внутри действительной области устой
чивости системы получаем л и н и и р а в н о й с т е п е н и у с т о й
ч и в о с т  и 11 (см. рис. 5-3, г, где 111 < 112 < 11з < 114). Таким обра
зом, для любой точки внутри области устойчивости можно, интер
полируя, указать величину 11 и соответственно максимально воз
можную длительность переходного процесса. 

Аналогично находится степень колебательности µ и строятся 
линии равных значений µ. При этом делается следующая замена 
переменной: 

л.=-jqeiv
, (5-14) 

где у= arctg µ. 
Если подстановка л = q - 11 означает параллельное смещение 

влево мнимой оси, то подстановка (5-14) соответствует повороту 
u u 

(п ) мнимои оси против часовои стрелки на угол 2 - у .
Искомое значение µ при анализе определяется значением 

параметра у, при котором полученный после подстановки (5-14) 
многочлен D (q) окажется <ша границе устойчивостю>, т. е. один 
из его корней попадает на мнимую ось в результате поворота 
последней. 

Как было отмечено выше, оценка длительности и колебатель
ности переходных процессов в системе по значениям 11 и µ является 
оценкой сверху, т. е. действительный переходный процесс может 
иметь значительно лучшее качество. Это будет в том случае, 
когда составляющие процесса, по которым определяются значе
ния 11 и µ, м11-лы по сравнению с другими составляющими, т. е. 
соответствующие им постоянные интегрирования в сумме (5-10) 
малы по сравнению с постоянными интегрирования других состав
ляющих. 

Рассмотренная методика оценки качества переходных процес
сов по расположению корней характеристического уравнения, 
т. е. полюсов передаточной функции, в комплексной плоскости 
пригодна только для систем, передаточные функции которых не 
имеют нулей, т. е. имеют вид (5-9а) (и при этом только для нуле
вых начальных условий). В общем случае, когда передаточная 
функция (5-8) имеет нули, т. е. может быть представлена в виде 
(5-9), при оценке качества необходимо учитывать и эти нули или, 
другими словами, правую часть М (р) уравнения системы. Оценка 
качества ·rолько по полюсам передаточной функции в этом случае 
может дать большую ошибку, причем в любую сторону, т. е. 
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действительный переходный процесс может быть как лучше, так
и хуже. 

Вместе с тем, п р и п р о ч и х р а в н ы х у с л о в и я х
и в &том случае качество переходного процесса будет тем лучше,
чеl\1 больше 11 и меньше µ. Таким образом, при выборе варьируе
мых параметров в uбщем случае системы учет значений 11 и µ
имl!ет определенный смысл. 

Ч'Гобы пояснить характер влияния нулей передаточной функ
ции на :качество переходного процесса, представим формально
систему с передаточной функцией � �� , как показано на
рис. 5-3, д, в виде последовательного соединения звена с пере
даточной фующией D �р), не имеющ�й нулей, и звена с переда
точной функцией 

М (р)
= Ьорт 

+ b1pm-l +, .. + Ь111-1р + Ьт,
дающего на выходе сумму входного воздействия и его т произ
водных. Оценка :качества переходного процесса с помощью 11 и �L 

справед;�ива для кривой переходного процесса величины у на
выходе первого звена. На выходе второго авена кривая у (t)
будет дополнена составляющими, представляющими собой про
изводные у (t). В результате члены М (р) с положительными коэф
фициентами bi приведут к повышению :колебательности и убы
стрению переходного процесса, а отрицательные члены, наобо- •
рот, - к затягиванию процесса х (t) на выходе по сравнению
с процессом у (t).

Сказанное иллюстрируется на рис. 5-3, е на примере произ
вольной кривой у (t) для М (р) = Ь0р + Ь1. :Кривая 1 соответ
ствует Ь0 > О, а кривая 2 - Ь0 < О (принято Ь1 = 1). На том же
рис. 5-3, е приведены вторая у" и третья у"' производные у, :кото
рые следует прибавить I( кривой у (t) (или вычесть из нее) при
М (р) соответственно второго и третьего порядков.

Таким образом, действительно, наличие нулей у передаточ
ной функции, т. е. наличие в ее числителе М (р) членов с р, может
существенно влиять на :качество переходного процесса в направ
лении, определяемом знаками этих членов.

Например, для системы автоматического регулирования, изо
браженной на рис. 1-16, переходный процесс, вызванный воз
мущением в виде изменения нагрузки, описывается передаточной
функцией (1-103), имеющей три левых нуля, а переходный процесс
при изменении устав:ки регулятора определяется передаточной
функцией (1-104) с одним левым нулем. Соответственно процесс
регулирования при изменении нагрузки будет существенно более
:колебательным, чем при изменении устав:ки.

Заметим, что аналогично влияют на переходный процесс и
ненулевые начальные условия, т. е. ненулевые значения произ
водных выходной величины х в начале переходного процесса.
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Это очевидно, если вспомнить, что решение неоднородного диф
ференциального уравнения, т. е. уравнения с правой частью, 
ЭI{вивалентно решению одпородпого уравнепия при соответственно 
измененных начальных условиях. 

Рассмотрим теперь другой корневой метод, предназначенный 
для синтеза СА-У на заданное качество переходного процесса и
основанный на использовании формул Виетта, которые выражают 
корни уравнения через его коэффициенты [23]. Все сказанное 
выше об ограниченности 1юрневых критериев относится и к этом:у 
методу. 

Пусть имеем характеристическое уравнение систем:ы 

аолп + a1лn-l + ... + ап-1"-+ ап = о.
Коэффициенты уравнения определяются параметрами системы, 

которые надо выбрать по условию обеспечения требуемого каче
ства переходного процесса. 

Разделив это уравнение на а0, перепишем его в другой форме: 

(5-15) 

Как известно, по формулам: Виетта ноэффициенты уравнения 
(5-15) можно выразить через его 1юрни: а1 = �л;; а1 = �"-;"-;+1, 

а; равен сумме произведений трех корней и т. д., а;, = Пл;. 
Если теперь, исходя из требуемого начества переходного про

цесса, задаться расположением корней характеристического урав
нения в номпленспой плоскости, т. е. действительными частями 
корней, определяющими длительность составляющих переходного 
процесса, и отношениями мнимых и действительных частей, опре
деляющих нолебательность этих составляющих, то по формулам 
Виетта можно найти значения коэффициентов ха рантерпстического 
уравнения или соотношения между ними, из которых определятся 
исномые значения варьируемых параметров системы. 

Обратим прежде всего особое вни11нiние на последний коэффи
циент а�. Тан кан он равен произведению всех корней характе
ристического уравнения, то чем больше ero величина, тем при 
прочих равных условиях будут больше действительные части 
корней и, следовательно, короче переходный процесс в системе. 
В частности, если все корни действительные и кратные, то они 
равны 

�i
,г


CG= - v a;,.

-Уравнение (5-15) удобно привести к такому виду: 

л п 
+ А 1Qол n-l + A 2Q; л п-2 

+ ... + An -lQ;- 1 л + Q; = о. (5-16)

Здесь коэффициент Q0 = ",1/ а� - тан называемый с р е д н е -
Ге ОМ е Т р И Ч е С КИЙ Н О р е Н ь. В комплеI{СНОЙ плосности 
он определяет точну на действительной оси, являющуюся гео
метричесним центром всех иорней харантеристического уравне-
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ния. В случае кратных действительных корней Q0 = - а, т. е. 
Q0 определяет этот корень. 

Таким образом, Q0 характеризует среднюю длительность всех 
составляющих переходного процесса, т. е. является мерой дли
тельности всего переходного процесса. 

Если задаться отношением мнимой и действительной частей 
корней, что определит колебательность соответствующих состав
ляющих переходного процесса, а также отношением действитель
ных частей, что определит отношение длительностей соответству
ющих составляющих переходного процесса, это однозначно опре
делит безразмерные коэффициенты A i уравнения (5-16). Выбор 
же коэффициента Q0 при этом дает абсолютные значения действи
тельных корней и, следовательно, длительность процесса. Иными 
словами, коэффициенты A i определяют взаимное расположение 
корней в комплексной плоскости, а коэффициент Q0 - расстоя
ние всей группы корней от мнимой оси. При этом коэффициенты
A

i 
определяют кривую переходного процесса в относительном

времени Q0t, а величина Q0 - масштаб времени. 
В связи с введением величины Q0 попутно заметим, что

в а; = ап lа0 входит коэффициент ап, который зависит от коэф
фициента передачи системы: у статических систем он равен 1 + k,
а у астатических - просто k. Отсюда следует уже известный нам 
факт, что с ростом коэффициента передачи системы должно расти 
ее быстродействие. Таким образом, через коэффициент Q0 связы
вается быстродействие системы с зависящей от коэффициента · 
передачи точностью в установившихся режимах. 

В приложении 6 даны оптимальные расположения корней 
в комплексной плоскости и соответствующие значения коэффи
циентов характеристического уравнения (5-16), обеспечивающие 
максимально быстрый неколебательный ( с одним перерегули
рованием) переходный процесс для различных типов передаточ
ных функций системы. 

Задавать любое желаемое расположение всех корней характе
ристического уравнения и соответственно выбирать все коэффи
циенты уравнения (5-16), как предполагалось выше и рекомен
дуется в приложении 6, можно только при наличии достаточно 
большого количества независимых варьируемых параметров. 
Однако очень часто при синтезе САУ получается так, что только 
часть коэффициентов характеристического уравнения может быть 
изменена. Остальные коэффициенты оказываются фиксирован
ными, т. е. не содержат варьируемых параметров. В этом случае 
свобода- выбора расположения корней в .комплексной плоскости 
ограничивается и приходится располагать их следующим обра
зом. Из всех корней характеристического уравнения выделяют 
два или три основных корня, которые должны определять качество 
переходного процесса. Остальные корни <<задвигаютсю> в глубь 
левой комплен:сной полуплоскости путем наложения соответст
вующего требования на величины их действительных частей по 
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сравнению с действительными частями основных корней. Отно
шение 11ши1110й и действительной частей этих корней не регламен
тируется, поскольку в силу быстроты затухания определяемых 
ими составляющих переходного процесса они сн:ажутся только 
на самом начале процесса. 

Основные корни выбираются в зависимости от желаемого вида 
переходной харантеристики. Для получения апериодического про
цесса, а также при наличии нулей у передаточной функции замк
нутой системы основные корни берутся действительными крат
ными. Однако чаще в качестве оптимальной переходной характе
ристики принимают характеристику с одним перерегулированием. 
В этом случае выбирают пару комплексных сопряженных основ
ных корней и для снижения перерегулирования еще один дейст
вительный корень, равный действительной части комплексных 
корней. Отношение мнимой и действительной частей комплекс
ного корня рекомендуется брать равным л/2, что соответствует 
колебательности данной составляющей в 2% (за один период 
колебаний амплитуда затухает на 98 % ) . -Удалить остальные корни 
от мнимой оси можно, располагая действительные части всех 
корней по геометрической или арифметической прогрессии, начи
ная с основных корней, или любым другим способом. 

Если задать такие требования к расположению корней харак
теристического уравнения, то этим определится только часть 
коэффициентов уравнения (5-16), остальные же могут иметь любое 
значение, т. е. не быть варьируемыми. Так решается задача опре
деления значений коэффициентов характеристичесного уравне
ния, содержащих варьируемые параметры. Разумеется, качество 
переходного процесса при этом получается хуже, чем в случае 
свободного выбора всех коэффициентов харан:теристического урав
нения. 

Таким образом, общий порядок синтеза изложенным способом 
состоит в задании распределения корней характеристического 
уравнения в комплексной плоскости, определении соответству
ющих значений коэффициентов характеристического уравнения 
(5-16) и, далее, в выборе значений входящих в эти коэффициенты 
варьируемых параметров системы (коэффициенты передачи и 
постоянные времени отдельных звеньев), обеспечивающих требуе
мые значения коэффициентов характеристического уравнения. 

Описанная методика синтеза с выделением двух или трех основ
ных корней основана, как мы видим, на общей идее оценки каче
ства переходного процесса по степени устойчивости 'YJ и степени 
колебательности µ. Подробнее об этом варианте синтеза при огра
ниченном числе варьируемых параметров см. в работе [29]. 

:Кроме описанных аналитических корневых критериев качества 
переходного процесса, существует графо-аналитический м е т о д
к о р н е  в ого г о д  о г р  а ф а  [36J, который заключается в по
строении в комплексной плосности траекторий (годографов) 
корней характеристического уравнения при изменении каких-
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либо варьируемых параметров системы и, ТЮ{ИМ образом, связы
вает значения этих параметров с I{ачеством переходных процес
сов. 

§ 5-4. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ КРИТЕРИИ RA ЧЕСТВА

ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ 

Косвенной оценкой качества могут служить следующие инте
гралы: 

00 

11 = � Лх(t) dt; 
о 

00 

12
= � (Лх)2 dt; 

о 

00 

13 = � [ (Лх)2 
+ Т2 ( d:tx)2] dt.

о 

(5-17) 

(5-18) 

(5-19) 

Здесь Л (х) = х (со) - х ( t) - отклонение выходной величины х 
от нового установившегося значения х (оо), которое будет после 
окончания переходного процесса. 

а) 
х х 

t 

t Рис. 5-4. Интегральные
критерии качества пере-

ходных процессов 

Целесообразность применения этих критериев заключается 
в том, что существуют готовые формулы, выражающие их через 
коэффициенты передаточной функции системы [11, 35]. 

Первый интеграл [1 геометрически представляет собой заштри
хованную на рис. 5-4, а площадь. (Первый переходный процесс
на рис. 5-4, а вызван возмущением, второй - изменением задаю
щего воздействия.) Чем меньше эта площадь, тем предпочтитель
нее переходный процесс. 

Этот и все остальные интегральные критерии I{ачества исполь
зуются для определения оптимальных значений варьируемых 
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параметров. Само по себе абсолютное вначение интеграла /
1 при 

этом роли не играет. Испольвуя готовые выражения для /
1 черев 

коэффициенты передаточной функции системы, в конечном счете 
получают выражение для этого интеграла черев варьируемые 
параметры системы. Затем обычным обравом можно найти опти
мальные вначения этих варьируемых параметров, соответствую
щие минимуму I 1 • 

Интегральный критерий /1 
применим только к системам, 

о которых ваведомо иввестно, что у них переходные процессы 
монотонны, т. е. х (оо) - х (t) не меняет внака. Это ревко ограни
чивает вовможность данного критерия. Если переходный процесс 
колебателен, то величина /1 

-не может служить мерой его качества, 
так как площади равного внака под кривой переходного процесса 
будут вычитаться друг ив друга. Например, ухудшение качества 
переходного процесса при переходе к неватухающим колебаниям 
(рис. 5-4, б) будет сопровождаться уменьшением 11 до нуля. 
Поэтому в случае вовможности колебательного переходного про
цесса следует применять квадратичный интегральный критерий 
12 (5-18), в котором внаки площади не принимаются во вни
мание. 

Этот критерий является наиболее широко испольвуемым интег
ральным критерием. Однако, как покавывает опыт, выбор варьи
руемых параметров по минимуму /2 дает колебательный переход
ный процесс обычно с довольно большой колебательностью. 
Поэтому в тех случаях, когда такой процесс неприемлем, переходят 
к интегральному критерию /

3 
(5-19). 

Интеграл /3 состоит ив двух частей, т. е. может быть пред
ставлен в виде двух интегралов. Первый является прежним инте-
гралом /2 от (Лх)2, а второй - интегралом от (dtx)2 . Если при
одном и том же вначении площади переходного процесса, т. е. 
неивменной величине первого интеграла, вамедлить (растянуть) 
переходный процесс во времени, то соответственно уменьшится 
второй интеграл от квадрата скорости ивменения х. Поэтому 
при вариации какого-либо параметра системы минимум интеграла 
13 по сравнению с интегралом /2 будет при более медленном, 
а следовательно, и менее колебательном переходном процессе. 
При этом вамедление процесса будет тем больше, чем больше 
ввята величина Т, определяющая относительный вес составляю-

/ л 
dЛхщих интеграла 3 от х и Тt· 

Равницу между критерияlllи /2 и /3 можно пояснить еще следу
ющим обравом. В случае переходного процесса, покаванного на 
втором рис. 5-4, а, идеалом, при стремлении к которому /

2 
- О, 

является ступенька высотой х ( оо). В случае же испольвования 
критерия /3 идеальным переходным процессом, к которому мы стре-

мимся, минимизируя /
3 , является экспонента (1-е-;) х (оо)
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(штриховая кривая на втором рис. 5-4, а). Действительно, 
00 

13
= � [(Лх)2 

+ Т2 (а:;)
2

] dt=

00 00 

= � ( Лх + Т а:; у dt - � 2Т Лх d:
t
x dt =

о о 

00 

= � ( Лх+ Т dt
x

)
2 

dt-T [Лх (0)]2
• 

Таким образом, 13 будет мини�ален при 

Л +Т dЛх _О 
х 

dt - '
t 

т. е. коrдаЛх(t)=Лх(О)е-т или, так как Лх (t) = х (оо) - х (t),

когда x(t)=(1-e-f )х(оо)· 

Имеются еще более сложные интегральные критерии качества, 
содержащие вторую и следующие производные от Лх. Их приме
нение приближает переходный процесс соответственно к кривой 
второго и следующих порядков. 

В заключение ун:ажем основные области применения всех 
рассмотренных критериев качества переходных процессов. 

1. Частотные и интегральные критерии используются при
исследовании качества переходных процессов, вызванных основ
ными ( главными) воздействиями. Эти критерии позволяют учесть
конкретную форму воздействия и начальные условия. 

2. Интегральные критерии применяются в этом же случае
для определения оптимального значения какого-либо варьируе
мого параметра; численной оценки показателей качества они не
дают. 

3. Корневые критерии используются главным образом для
оценки в среднем качества переходных процессов при всевозмож
ных воздействиях и начальных условиях. 

4. Для систем выше пятого порядиа применяются в основном
частотные иритерии 1 иак графические. 



Глава шестая 
ПОСТРОЕНИЕ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ В ЛИНЕЙНЫХ 

СИСТЕМАХ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

§ 6-1. АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ

ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ 

Пос·r роение переходных процессов в САУ, вызванных основ
ными для данной системы воздействиями, является завершаю
щим этапом исследования системы. 

Существуют три группы методов построения переходных про
цессов: аналитические методы, графические методы, использую
щие частотные и переходные характеристики, и построение пере
ходных процессов с помощью вычислительных машин. 

-основным путем получения кривых переходного процесса
является применение вычислительных машин непрерывного дей
ствия и цифровых. В наиболее сложных случаях используют 
цифровые машины. В тех же случаях, когда может быть приме
нена вычислительная машина непрерывного действия, стремятся 
использовать именно ее, поскольку здесь метод решения задачи 
заключается, по существу, в моделировании исследуемой САУ 
и поэтому как по форме, так и в методическом отношении весьма 
близок к экспериментальному исследованию реальной системы 
вплоть до возможности подключения к машине отдельных частей 
реальной системы. 

Другие методы (аналитические и графические) построения 
переходных процессов являются вспомогательными и применяются 
в случае простых систем, а также на этапе предварительного 
исследования при существенном упрощении системы. 

Аналитические методы оонованы на решении дифференциаль
ного уравнения (4-1) системы 

D (р) х=М (р) f. (6-1) 

Искомое решение состоит из установившейся, т. е. вынужден
ной, и переходной составляющих и имеет вид (4-2): 

где 
Х (t) = Хуст (t) + Хп (t),

Хп (t) = � Ci/-it •
i 

(6-2) 

Основная трудность нахождения этого решения заключается 
в определении постоянных интегрирования Ci и корней характе
ристического уравнения лi , Задача облегчается, если использо
вать для решения этого уравнения п р е о б р а з о в а н и е 
Ла п л а с  а (см. приложение 1, п. А). В этом случае постоян
ные интегрирования находятся по готовым формулам (П-14а), в то 
время как при непосредственном решении диффере.нциальноrо 
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уравнения (6-1) они определяются из системы алгебраических 
уравнений, полученных путем многократного дифференцирования 
выражения (6-2) и подстановки туда начальных условий для х 
и его производных. 

В частном случае, когда требуется найти реакцию системы 
на единичный импульс, т. е. найти весовую функцию системы, 
она определяется, согласно формуле (П-17), просто как оригинал 
Лапласа передаточной функции системы. Аналогично переход
ная характеристика определяется по формуле (П-18) как ориги
нал Лапласа передаточной функции, деленной на s. 

В случае если в результате решения дифференциального 
уравнения системы или другим способом мы получим весовую 
функцию системы или ее переходную характеристику, то реакцию 
системы на воздействие, по-другому изменяющееся во времени, 
можно далее найти с помощью интеграла Дюамеля согласно фор
мулам (1-29) или (1-30). 

Эту операцию можно выполнить и приближенным графиче
ским построением, заменив истинную функцию f(t) ступенчатой и 
построив искомый процесс как сумму реакций на эти ступеньки. 

Если известна переходная функция системы для воздействия, 
приложенного в тан:ой точке системы, что соответствующая пере
даточная функция· не имеет нулей, т. е. в уравнении (6-1) 
М (р) = Ь0 , по этой переходной функции легко получить пере
ходную функцию для воздействия, приложенного в любой другой 
точке. Действительно, положим, что нам известна переходная 
функция h0 (t), соо.тветствующая уравнению 

(6-3) 

и требуется определить переходную функцию h (t) для уравнения 
с другой правой частью, содержащей нули: 

или 
D (р) х= (Ь� + Ь{р + Ь�р2 + ... ) 1 (t) 

D (р)х=Ь�1 (t)+ь;1' (t)+ь;1" (t)+ ... 

(6-4) 

(6-4а) 

Решение (6-4а) в этом случае можно выразить через h0 (t) 
следующим образом: 

(6-5) 

т. е. оно получается как сумма функции h0 ( t) и ее производных. 
Решение (6-5) может быть легко получено, в частности, путем 

графического дифференцирования характеристики h0 (t). 
В случае если к системе одновременно приложено несколько 

воздействий, соответствующий переходный процесс надо строить 
на основании принципа суперпозиции по составляющим, вызван
ным каждым воздействием в отдельности, с rrоследующим сум
мированием, 
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§ 6-2. ПРИБЛИЖЕННЬШ ГРАФИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ

ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ 

Графические методы построения переходных процессов осно
ваны на применении частотных и переходных характеристик. 
Основное применение для линейных систем получили частотные 
методы построения переходных процессов. 

По формуле (П-6) обратного преобразования Фурье (см. при
ложение 1, п. А) 

+оо 

х (t) = 2�- � Х (jro) ejrot dro, (6-6) 
-оо 

где, согласно (П-12), 
Х (iro) = Wз (jro) F (jro) + W н (jro).

Это выражение определяет переходный процесс через частот
ные характеристики системы и внешнего воздействия. 

Однако область применения выражения (6-6) ограничена слу
чаями, когда х ( t) является абсолютно интегрируемой функцией,
т. е. удовлетворяет условию 

00 

� \ х ( t) \ dt < оо.
о 

Это условие выполняется у всех устойчивых систем для пере
ходной составляющей Хп (t) процесса, которая является затуха
ющей функцией времени, и, следовательно, интеграл от нее всегда 
конечен. 

Рассмотрим задачу построения с помощью частотных характе
ристик по (6-6) переходной характеристики 

h (t) = hуст (t) + lzп (t),
где в общем случае hуст ( t) = h ( оо) =1= О.

Согласно вышеизложенному, формулой (6-6) можно выразить 
только переходную составляющую 

hп (t) =h (t)-h (оо)
функции h (t), так как в общем случае функция h (t) не является
абсолютно интегрируемой. 

В соответствии с (П-18) изображение Лапласа h (t) равно Wзs (s).
Поэтому изображение Лапласа hп (t) = h (t) - h (оо) · равно
W 3 (s)- W 3 (О). Следовательно,

8 

-оо
00 

= 2� �
-00 

где ТVз (О) = Из (0), так как Уз (О) = О.

Wн (jro)-U� (О) jrot d jro е ro,
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Принимая во внимание, что h (оо) = W3 (О) = Из (О), находим 
следующее выражение для переходной функции: 

00 

h(t)=U3 (0)+ 2� � Wз(iro��Uз(O) ej001 dю. (6-7) 
-00 

Подставив в (6-7) выражения 

Wз (jю) =Из (ю) + jV3 (ю); 
ejrot = cos юt + j sin юt,

получим: 

-оо

00 

_ __J_ \ [Uз (ro)- U3 (О)] cos rot- V з (ro) sin rot d
ю

. 
2зt J ro 

-00 

Второй интеграл равен нулю, что следует уже из того факта, 
что h (t) является действительной функцией . Часть первого инте
грала 

00 

2
� � U3 (O�sin rot dю = � Из (О).

-оо 

Кроме того, вся подынтегральная функция первого интеграла 
представляет собой четную функцию ю, и поэтому нижний предел 
этого интеграла можно взять равным нулю, одновременно удвоив 
значение интеграла. В результате имеем: 

00 00 

h (t) = � U 
3 

(О)+� � U в (ro�sin rot dю + � � V з (ro�cos rot dю. (6-В) 
о о 

Если изменить в (6-8) знак у времени t, то, учитывая, что 
h (- t) = О, получим уравнение 

00 00 

О= � Из 
(О)-: � U3 (ro�sin rot d

ю + � � V3 (ro)
ro

cos rot dю. (6_9) 
о о 

Вычтя (6-9) из (6-8), найдем следующее окончательное выра
жение переходной функции через действительную частотную 
характеристику системы: 
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00 

h (t) = :!-_ \ U3 (ro) sin rot d
(J)

, 
зt � 

(!) 
(6-10) 



Сложив (6-8) и (6-9), получим другое выражение переходной 
функции через мнимую частотную характеристику: 

00 

h (t) = Из (О)+.! \ V з (оо) cos oot dro , 
:rt .) (J) 

о 

где, напомним, Из (О) представляет собой значение h (оо). 

(6-11) 

Рассмотренные в § 5-2 критерии качества переходного процесса 
по действительной или мнимой частотным характеристикам систе
мы получены из анализа именно этих выр·ажений. 

а) 
Uз 

б) 

Uз 

IJз(o) 
U3(D) 

о w о 

llзi h 

w о 

,, ', 1 ,, 1 

-x.=o>,J 
1', 

4 

1 ............ 1 
1 .......... 

Wd Wo 

8 

w 

Рис. 6-1. Построение переходной харантеристини по действитель
ной частотной харантеристине системы 

С помощью выражений (6-10) и (6-11) можно построить иско
мую переходную функцию h (t) путем графического нахождения 
входящих в них интегралов по заданному графику соответствую-
щей частотной характеристики Из (ro) или Vз (ro). 

Рассмотрим разработанную В. В. Солодовниковым методику 
такого построения по действительной характеристике Из (ro), 
т. е. используя выражение (6-10). Для этого, как показано на 
рис. 6-1, а, действительную характеристику Из (ro) заменяем лома
ной линией. В результате Из (ro) представляем алгебраической 
суммой нескольких трапеций Uзi ( ro) (трапеции 1, 2, 3на рис. 6-1, а).
Соответственно искомую переходную характеристику h (t) можно, 
согласно (6-10), записать в виде алгебраической суммы нескольких 
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составляющих, каждая из которых определяется одной из трапе-
ций, т. е. 

где 

h (t) = � hi (t), 

00 

hi (t) = � \ Uai (ro) sin rot d@. 
:rt J (i) 

о 

(6-12) 

(Для характеристики, изображенной на рис. 6-1, а, полу
чаются три трапеции: трапеция 1 входит в сумму (6-12) со знаком 
плюс, а трапеции 2 и 3 вычитаются из нее.) 

Построение отдельных составляющих hi (t) легко осуществ
ляется с помощью приведенных в приложении 7 таблиц переход
ных функций h (,;), рассчитанных для н о р м и р о в а н н ы х
т р а п е ц и й. Нормированные трапеции имеют (рис. 6-1, 6) 
И8 (О) = 1, @0 = 1, и, таким образом, каждая характеризуется 
одним варьируемым параметром х = @d/@0, который может им:еть 
значение от нуля (трапеция превращается в треугольник) до 
единицы (трапеция превращается в прямоугольнин:). В н:ачестве 
примера на рис. 6-1, в приведены переходные функции, соответ
ствующие нормированным трапециям со значениями х, равными 
О; 0,3 и 1. 

Для каждой составляющей харан:теристин:и Из (@) - трапе ... 
ции (рис. 6-1, а) - находим три определяющих ее параметра: 
высоту Изi (О) и частоты ffioi и ffidi (рис. 6-1, 6). По значениям 
@oi и @di вычисляем н:оэффициент х; = oodi !@Gi и в таблице нахо
дим соответствующую ему фунн:цию hi (1:). Искомую составляю
щую hi (t) получаем из этой фунн:ции путем умножения ординат 
h i (,;) на величину Иэi (О), посн:ольку hi (,;) соответствует высоте, 
равной единице, и деления абсцисс, т. е. времени,;, на величину 
@0, тан: как длительность переходной характеристики обратно 
пропорциональна ширине частотной харан:теристики. С послед
ним положением мы уже встречались в предыдущей главе. Физи
чески оно очевидно, а формально определяется общим свойством 
преобразования Лапласа (см. четвертую строку табл. П-1), непо
средственно следующим из выражения прямого или обратного 
преобразования. 

Описанный метод построения перех9дного процесса по дейст
вительной частотной характеристин:е системы применим для пост
роения не только переходной характеристики h (t), т. е. реан:ции 
системы на единичное ступенчатое воздействие при нулевых началь
ных условиях, но, кан: было пон:азано ранее, и п ерех о д н о й
с о ст а в л я  ю щ е й  Хп (t) любого затухающего процесса, выз
ванного другими воздействиями и при любых начальных усло
виях. 

Если повторить проведенное выше преобразование выражения 
(6-6) в общем случае произвольной подынтегральной частотной 
функции Х (j@), получим вместо выражений (6-10) и (6-11) анало-
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гичные выражения, в которых вместо действительной U3 (ro) 
и мнимой V3 (ro) частотных характеристик системы будут стоять 
действительная и мнимая части выражения jroX (jro), т. е. соот
ветственно характеристики - roVx 

(ro) и ro Ux
(ro), где И

х 
(ro) и 

V х (rо)-действительная и мнимая части функции 

Х (jro) = W0 (jro) F (jro) + W н (jro), (6-13) 

определяемой по формуле (П-12) при подстановке s = jro. Частот
ные характеристики Х (jro), И

х 
(ro) и V

x 
(ro) называются об об

щ е н н ы м и ч а с т о т н ы м и х а р а к т е р и с т и к а м и. 
Таким образом, в рассмотренной выше методике построения 

переходного процесса с помощью трапецеидальных частотных 
характеристик при произвольном воздействии и ненулевых началь
ных условиях вместо действительной частотной характеристики 
системы надо использовать график функции - roV

x 
(ro). Если при 

этом заранее неизвестно, что результат построения представляет 
собой абсолютно интегрируемую функцию, формальным признаком 
применимости описанного метода построения переходного процесса 
по частотным характеристикам является нахождение всех полюсов 
подынтегральной функции Х (s) [см. выражение (П-12)] левее 
мнимой оси. 

Наряду с графическими методами построения кривых переход
ного процесса с помощью частотных характеристик имеются 
методы, использующие переходные характеристики отдельных 
звеньев системы. Время процесса в этом случае делится на доста
точно малые интервалы. :Кривая внешнего воздействия заменяется 
ступенчатои линией. В результате этого в пределах каждого 
интервала воздействие принимается постоянным. Выходная вели
чина первого звена, на которое подано воздействие, определяется 
как сумма реакций на постоянные в течение каждого интервала 
ступенчатые воздействия. Полученная в результате кривая, кото
рая является входным воздействием для следующего звена, в свою 
очередь, заменяется ступенчатой линией, и по ней аналогичным 
образом строится выходная величина второго звена. Далее после
довательно определяются выходные величины следующих звеньев 
вплоть до последнего. В случае замкнутой системы выходная 
величина последнего звена прибавляется к внешнему воздействию, 
поданному на вход первого звена. Имеющееся при этом чистое 
временное запаздывание рассчитанного таким образом сигнала 
обратной связи относится к погрешности метода и уменьшается 
с уменьшением длины интервалов, т. е. шагов, на которые разбит 
процесс. 

Такое построение переходного процесса можно вести по пере
ходным характеристикам отдельных звеньев и по их уравнениям. 
В последнем случае речь идет о численно-графическом решении 
дифференциального уравнения системы путем интегрирования его 
по шагам. Вместо графического построения это решение можно 
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выполнить и чисто аналитически, т. е. методом численного инте
грирования. 

В случае использования цифровых вычислительных машин 
для решения дифференциальных уравнений САУ применяется 
по существу то же численное интегрирование, но осуществляемое 
уже автоматически вычислительной машиной. 

Главным достоинством этих графических и численных методов 
построения переходных процессов является применимость их 
к нелинейным и нестационарным системам [23, 33J. Для линейных 
систем в большинстве случаев проще методы, основанные на исполь
зовании частотных харан:теристик. 

Глава ,седьмая 

КОРРЕКЦИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ СВОИСТВ И ПОРЯДОК 
СИНТЕЗА ЛИНЕИНЫХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

УПРАВЛЕНИЯ 

§ 7-1. НАЗНАЧЕНИЕ J: ВИДЫ КОРРЕКЦИИ ДИНАМИЧЕСКИХ

СВОИСТВ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

Rоррен:ция динамичесн:их свойств САУ осуществляется для 
выполнения рассмотренных выше требований по точности, устой
чивости и н:ачеству переходных процессов. 

С точки зрения требований н: точности·САУ в установившихся 
режимах коррен:ция динамических свойств САУ может понадо
биться для увеличения коэффициента передачи или порядка 
астатизма при сохранении устойчивости и определенного качества 
переходных процессов. 

:Коррекция применяется также как средство обеспечения 
устойчивости неустойчивой системы или расширения области 
устойчивости и повышения качества переходных процессов. 

Осуществляется коррекция с помощью введения в систему 
специальных к о р р е к т и р у ю щ и х з в е н ь е в с особо по
добранной передаточной фунн:цией. Принципиально корректиру
ющие звенья могут включаться либо последовательно с основ
ными звеньями САУ, либо параллельно им. Соответственно по 
способу вн:лючения в систему корректирующие звенья делятся 
на п о с л е д о в а т е л ь н ы е к о р р е к т и р у ю щ и е 
з в е н ь я и п а р а л л е л ь н ы е. 

Сн:азанное иллюстрируется рис. 7-1. Здесь W0 (р) - переда
точная фунн:ция основных звеньев системы, а Wн (р) и W0 • с (р) -
передаточные функции корректирующих звеньев. На рис. 7-1, а 
пон:азано вн:лючение последовательного корректирующего звена. 
На рис. 7-1, б и в приведены два возможных способа включения 
параллельных корректирующих звеньев. В дальнейшем, однако, 
будем рассматривать тольн:о последний вариант включения парал
лельного корректирующего звена (рис. 7-1, в), н:огда это звено 
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W0 _ с (р) образует местную обратную связь в системе. Это связано 
с тем, что в замкнутом :контуре САУ корректирующее звено, изо
браженное на рис. 7-1, б, тоже может расс11Iатриваться :как обрат
ная связь, но относительно дру- а)гой части системы, показанной 
штриховыми линиями. С другой 
стороны, схему на рис. 7-1, б б} 
можно свести и к последователь
ной коррекции (рис. 7-1, а), приняв 
за передаточную функцию :коррек
тирующего звена cyмllfy W0 (р) +

1 

1 
1 
1 

1 

1 

1 

+ Wн (р), включающую в себя
передаточную функцию W0 (р) ос
новного звена системы. 

1 г---, 1 

L---------1 1-----------..J 

Действие 1<орректирующих зве
ньев сводится к следующему: 

1) введение в :контур САУ
воздействий по производныllf и 
интегралам; 

в) 
L---.J 

+ 

2) введение :корректирующих Рис. 7-1. Способы внлючения нор•
обратных связей вокруг отдель- рентирующик звеньев в систему 
ных частей системы; 

3) введение :корректирующих воздействий в функции внеш
них воздействий и их производных. 

Дополнительные воздействия по производным и интегралам 
D :контуре САУ или в функции внешних воздействий и их произ
водных осуществляются с помощью последовательных корректи
рующих звеньев, :корректирующие обратные связи - с помощью 
параллельных корректирующих звеньев. 

§ 7-2. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЕ RОРРЕRТИРУЮЩИЕ ЗВЕНЬЯ

В ROHTYPE СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСRОГО УПРАВЛЕНИЯ

Наибольшее применение получили следующие последователь
ные :корректирующие звенья: пропорционально-дифференцирую
щее, пропорционально-интегрирующее, пропорциональпо-интегро
дифференцирующее. 

А. Процорциоиальио-дифференцирующее звено 

Ид е а л ь н о е п р о п о р ц и о н а л ь н о - д и ф ф е р е н 
ц и р у ю щ е е з в е н о имеет спедующую передаточную фунн
цию: 

Wпд (р)=kп + kдР• (7-1) 

Отсюда видно, что в соответствии с назначением этого звена его 
выходная величина содержит две составляющие - пропорцио
нальную входной величине и определяемую коэффициентом kп 
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и пропорциональную ее первой производной, определяемую коэф
фициентом k

д
. Последняя составляющая может быть положи

тельной или отрицательной. 
Существуют еще пропорционально-дифференцирующие звенья, 

дающие на выходе составляющую, пропорциональную и второй 
производной. Однако значительно чаще такую составляющую 
получают последовательным включением двух звеньев с переда
точной функцией (7-1). 

Включение пропорционально-дифференцирующего звена в САУ 
приводит к тому, что передаточная функция W (р) = R (p)/Q (р) 
разомкнутой системы умножается на передаточную функцию 
Wпд (р) этого звена, т. е. принимает вид: 

W (р) Wпд (р) R (р) (kп ± k
д
Р)

Q (р) 

В результате левая часть дифференциального уравнения си
стемы получается такой: 

D (р) =R (р) (kп + kдР) + Q (р), (7-2) 
где 

Q (р) = а0рп 
+ a1pn-I + ... + ап-1Р + ап.

Так как обычно R (р) = k, видно, что введение дополните.пь
ного воздействия по производной с помощью пропорционально
дифференцирующего зве!_!._а позволяет изменить величину коэффи
циента при р в первой степени в многочлене D (р). Применение 
пропорционально-дифференцирующего звена со второй произ
водной или двух последовательных звеньев с передаточной функ
цией (7-1) приводит к изменению коэффициента и у р2 и т. д. 
Изменение этих коэффициентов изменяет условия устойчивости 
и качество переходных процессов в системе. 

Рассмотрим в качестве примера применение пропорционально
дифференцирующих звеньев для стабилизации, т. е. обеспечения 
устойчивости САУ с астатизмом выше первого порядка. 

Передаточную функцию разомкнутой системы с порядком 
астатизма, равным r, можно представить в таком виде (см. § 2-2 
и 2-3): 

R (р) R (р) 
w (р) = Q (р) = pTQ' (р) '

где Q' (р) = 1 при р = О. 
Соответственно левая часть дифференциального уравнения 

замкнутой системы 
(7-3) 

Вспомним полученное в § 4-2 следствие из критерия устойчи
вости Рауса - Гурвица, по которому необходимым условием 
устойчивости является положительность :коэффициентов при р

всех степеней от О до п, где п - порядок уравнения системы. 
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Если R (р) , k, т. е. нет воздействий по производным, то из
общего вида выражения (7-3) следует важный вывод о том, что 
такие САУ с порядком астатизма r > 1 .являются структурно
неустойчивыми, поскольку при этом в D (р) отсутствуют члены 
с р в степени от 1 до r - 1. 

Введем теперь в систему пропорционально-дифференцирующие 
звенья, дающие положительные дополнительные воздействия по 
производным от первого до (r - 1)-го порядка. При этом в много
члене D (р) появятся недостающие члены, так как теперь

D (p)=k (kп+kдip+ .. . +kд(r-11Pr-1) + prQ' (р). (7-4)

Следовательно, САУ становится структурно устойчивой. 
Таким образом, система с астатизмом порядка r может быть 

сделана структур]f,о устойчивой при введении положителшых 
воздействий по производным от первого до (r - 1)-го порядка. 

Аналогично можно показать, что с помощью дополнительных 
воздействий по производным можно сделать устойчивой систему, 
структурно неустойчивую из-за наличия в ней неустойчивых 
звеньев, которые создают в многочлене D (р) члены с отрицатель
ными коэффициентами. Применение дополнительных воздействий 
по производным соответствующего порядка позволяет изменить 
знак этих коэффициентов добавлением в них положительных сла
гаемых. 

Влияние пропорционально-дифференцирующего звена на каче
ство переходных процессов продемонстрируем на примере после
довательного соединения этого звена с апериодическим звеном 
с передаточной функцией 

Wo (р) = т
о

;+1 · 
Передаточная функция такой цепочки (рис. 7-1, а) 

W ( )W ( ) 
_ (kп ± kдР) ko 

о р пд р - Тор+1 •

Соответствующая переходная функция, согласно (6-5), 

(7-5) 

h (t) =kпho (t) + kц
h� (t), (7-6) 

где h0 (t) - переходная функция одного апериодического звена 
при отсутствии пропорционально-дифференцирующего. 

На рис. 7-2 приведены переходные характеристики для несколь
ких значений коэффициента kд воздействия по производной. 
Характеристика 1 соответствует отрицательному воздействию по
производной, а характеристика 2 - такому же, но положитель
ному воздействию. Характеристика 3 получена при увеличенном 
вдвое положительном коэффициенте k

ц
. Отсюда видно, что отри

цательное дополнительное воздействие по производной снижает 
быстродействие, а положительное, наоборот, повышает его. 

В рассматриваемой схеме по мере увеличения этого воздейст
вия инерционность основного звена компенсируется во все боль-
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шей степени и, нанонец, при kц lku. = Т 0, чему соответст1!ует 
харантеристина 4 на рис. 7-2, получается идеальное безынерцион
ное звено. Это следует непосредственно из выражения (7-5). Дейст
вительно, согласно (7-5), при kц lku. = Т0 

( 1 + � р) ku.ko 
WO (р) W пд (р) = т оР + 1 = ku.ko.

В соответствии с выражением (7-6) аналогично влияет про
порционально-дифференцирующее звено и на переходную харан
теристику любого инерционного звена произвольного порядка. 
При этом, чем выше порядок инерционного звена W0 (р), тем до 
h . более высокого порядка целесообразно 

,_,/5 использовать дополнительные производ-
4 ,, вые. Так, например, для полной ком-

....... ___ _ 

Рис. 7-2. Переходные ха
рактеристики последова
тельного соединения апе
риодического и пропорцио
нально-дифференцирующего 

звеньев 

пенсации инерционности звена второго 
поряд:ка требуются дополнительные воз
действия по первой и второй производ
ным. (При этом числитель произведения 
W0 (р)Wп.д (р) будет иметь тот же по
рядок, что и знаменатель.) Практически 

t применение нашли главны1v.С образом 
дополнительные воздействия по произ
водным первого и второго порядков.
Более высокие производные использу
ются редко В связи со СЛ6ЖНОСТЬЮ их
получения. 

Описанное выше влияние- дополни-
тельных воздействий по производным 

на быстродействие понятно из чисто физических представ
лений. Положительное воздействие по производной, т. е. по 
снорости изменения входного сигнала, увеличивает этот сигнал, 
складываясь с ним, ногда он растет, и, наоборот, уменьшает 
сигнал, вычитаясь из него, когда он начинает уменьшаться. 
Таним образом, это воздействие форсирует течение :�;rереходного 
процесса, убыстряет его. Отрицательное воздействие действует 
наоборот, замедляя течение переходного процесса. 

Повышение быстродействия при введении положительных воз
действий по производным хорошо видно и из частотных харанте
ристик. На рис. 7-3 поназаны л. а. х. и л. ф. х. пропорционально
дифференцирующего звена при положительном воздействии по 
первой производной. Тан кан передаточная функция этого звена 
обратна передаточной фуннции апериодического звена, то, соот
ветственно, обратны и частотные характеристики. Пропорцио-
11,алы-tо-диффереицирующее авеnо является фильтром верх1-tих ча
стот, т. е. его л. а. х. (рис. 7-3, а) растет с увещrчепием частоты. 
Поэтому введение этого звена в систему расширяет ее полосу 
пропускания, т. е. повышает быстродействие, 
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Фазовая характеристика такого звена (рис. 7-3, б) положи
тельна,. т. е. это звено уменьшает суммарное запаздывание по 
фазе в системе в режиме установившегося гармонического воз
действия. 

Аналогично можно объяснить с помощью частотных характе
ристик и описанное выше влияние пропорционально-дифферен
цирующего звена на устойчивость САУ. 

а) L

20lgkпi------r 

О lgш 

Рис. 7-3. Логарифмические 
частотные характеристики 
пропорционально-дифферен-

цирующего звена 

а) L

20lgkпl----,,,--

О k 1 ......
.. 1 lg_д 1 .,.... Zg-

__ }&_J..,....... Тпд 

lgw 

б) 

·:t�,.�
Рис. 7-4. Логарифмические ча
стотные характеристикииперцион
ного пропорционально-дифферен-

цирующего звена 

Инерционное (реальное) пропорционально-дифференцирующее 
звено. Практически в большинстве случаев пропорционально
дифференцирующие звенья имеют существенную инерционность, 
и тогда их передаточная функция приобретает вид: 

W kп :!: kдР пд (р) = ТпдР+ 1'
где Тпд ,< kцlkп, т. е. достаточно мало. 

(7-7) 

Инерционное пропорционально-дифференцирующее звено 
можно представить как последовательное соединение идеального 
пропорционально-дифференцирующего звена и обычного апери
одического звена. Поэтому все сказанное выше о влиянии идеаль
ного пропорционально-дифференцирующего звена на rстойчи
вость и качество переходного процесса справедливо и для инер
ционного звена такого типа с той только разницей, что последнее 
звено влияет слабее на быстродействие системы и соответственно 
на ее область устойчивости. Это влияние уменьшается до нуля 
с ростом постоянной времени Тпд, когда Тпд __ kц lkп , 

Если переходная характеристика идеального пропорционально
дифференцирующего звена представляет собой наложение иде
ального импульса kпf3 (t) на ступеньку kд1 (t), то в случае инер
ционного пропорционально-дифференцирующего звена переходная 
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хара:ктеристика прп положительном воздействии по производной 
имеет вид :кривой 5 на рис. 7-2. Форсирующее действие звена 
происходит за счет начального всплес:ка этой хара:ктеристики 
над уровнем ступеныш 4. С уменьшением Т пд этот всплеск уве
шrчивается, стремясь к идеальному импульсу 8 (t). Соответст
венно растет и форсировка переходного процесса. 

В рассмотренном выше примере последовательного соедине
ния пропорционально-дифференцирующего звена с апериодиче
с:ким звеном в случае ре7льного, т. е. инерционного, пропорцио
нально-дифференцирующего звена невозможно получить полную 
:компенсацию инерционности, так как дробь 

( 1 + z:P) kпka
Wa (р) W пц (р) = (Т

0р+ 1) (ТпцР + 1) (7-В) 
имеет знаменатель второго порядна. При kц lkп = Та будет с:ком

а) 
с 

пенсирована постоянная време
ни Та, но сохранится Тпд , 

Рис. 7-5. :Электрические пассивные 
пр опор цио нально-дифференцирую
щие четырехполюсники на постоян-

На рис. 7-4, а и б построены 
соответственно л. а. х. и л. ф. х. 
инерционного пропорциональ
но-дифференцирующего звена. 
Они получены :ка:к сумма хара:к
теристи:к идеального пропорцио
нально дифференцирующего зве
на и инерционного звена пер
вого порядна. ном токе 

П ра:ктичес:ки наиболее просто 
пр оп о рционально-дифференци-

рующие звенья реализуются в электрических системах постоян
ного тока, где они представляют собой пассивные RC и RL-цепоч:ки. 
На рис. 7-5 в :качестве примера приведены принципиальные схемы 
та:ких инерционных пропорционально-дифференцирующих звеньев. 
На рис. 7-5, а изображена схема с дифференцирующей ем:костью С.
В этом случае в выражении (7-7) для передаточной функции 

kп = Ri�R2
; kц =Тпц =kпR�С.

Л. а. х. та:кого звена по:казана на рис. 7-4, а штриховой линией. 
Она лежит ниже оси абсцисс, та:к :ка:к здесь kп < 1, и при со - оо 
фун:кция Wпд (jco) - 1. На рис. 7-5, б дана схема пропорционально
дифференцирующего звена с дифференцирующим трансформа
тором Тр.
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Б. Пропорционально-интегрирующее звено 
Передаточная функция та:кого звена 

kи_!_ ::!:: kп
Wпи(Р) = Т�р+1 , (7-9) 



В случае Т пи = О получаем идеальное пропорционально
интегрирующее звено. 

Выражение (7-9) можно представить ·гак: 
1 kи- + kп 

W ( ) _ р - _ _!_ . kи ± kпр (7 10) пи Р - ТпиР+1 - р ТпиР+1 •
-

Таким образом, пропорциона.льно-интегрирующее звено экви
валентно последовательному соединению интегрирующего звена 
и пропорционально-дифференцирующего звен;а. Такое звено при-
меняется вместо простого интег- Lрирующего звена для повыше-
ния порядка астатизма в тех 
случаях, когда введение интег
рирующего звена требует до пол - гolgkп
нительной коррекции для сохра-
нения устойчивости или необхо
димого качества переходных 
процессов. 

о 

-2Oдб/дек

l kп gkи 

1 ',._
._,,.

-20дб/дек. 
1 ... 
1 " 

1 
... 

1 lg
Тпи 

lgw

Заметим, что знак при коэф- Рис. 7-6. Л. а. х. пропорциональ-
фициенте kп воздействия по но-интегрирующего звена 
интегралу ·всегда должен быть 
положительным, в то время как перед коэффициентом kп он 11ю
жет быть любым. Это очевидно из выражения (7-10): коэффи
циент kи входит в коэффициент передачи системы. по интегралу 
в статике, а коэффициент kп определяет воздействие по произ
водной от него. По своим: частотным: свойствам пропорционально
интегрирующее звено противоположно пропорционально-диффе
ренцирующему, являясь фи.лътром нижних частот. Л. а. х. 
идеального пропорционально-интегрирующего звена (при положи
тельном kп) приведена на рис. 7-6. Штриховой линией показано 
ее изменение при наличии инерционности. 

В. Пропорционально-интегро-дифференцирующее звено 
Его передаточная функция 

1 k11 - ± kп ± kдр 
Wпид(Р) = РТпидР+1 (7-11)

Нетрудно показать (вынеся перед дробью множитель 1/р), 
что это звено эквивалентно последовательному соединению инте
грирующего звена и пропорционально-дифференцирующего с воз
действием по двум производным или, что то же самое, последова
тельному соединению пропорционально-интегрирующего звена 
и пропорционально-дифференцирующего с одной производной. 
Таким образом, пропорционально-интегро-дифференцирующее 
звено повышает порядок астатизма, как и пропорционально-инте
грирующее, но при этом одновременно дает более сильную кор
рекцию динамических свойств СА-У. 
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Частотные характеристики этого эвена получаются сложе
нием характеристик пропорционально-интегрирующего и пропор
ционально-дифференцирующего \ эвеньев. Соответственно такое 
эвено подчеркивает как нижние, так и верхние частоты, подавляя 
средние. На рис. 7-7, а иэображена л. а. х. рассматриваемого 
эвена. Штриховой линией покаэано иэменение характеристики 
при учете инерционности эвена. В свяэи с видом этих л. а. х. 
часто интегро-дифференцирующими эвеньями наэывают не только 
эвенья с передаточной функцией (7-11), но и любые другие эвенья, 
а. ч. х. которых имеет минимум на средних частотах и растет 
в сторону как нию{их, так и высоких частот. Такую характери
стику имеет, например, эвено с передаточной функцией 

k (Т2р+1) (Т3р+1) 
(Т1р+1) (T,ip+1) ' 

л. а. х. которого приведена 
выше наименования типов 

на рис. 7-7, б. Вообще укаэанные 
последовательных корректирующих 

а) 
L 

б) f 
20lgk 

+20д6/дек
-20д6/дек

+20д6/дек
-20д6/дек

эвеньев в эначительной степени 
условны прежде всего иэ-эа 
инерционности реальных кор
ректирующих эвеньев. 

Рассмотренные выше кор
ректирующие эвенья имеют в 
числителе передаточной функ

Zgw ции сумму пропорционального, 
дифференцирующего и интег
рирующего слагаемых. Поэтому 
эти эвенья можно представить 
в виде параллельного соедине-
ния. эвеньев соответствующего 
действия. Часто именно в виде 

о совокупности таких простейших 
lgi lgi lgr» эвеньев они и реалиэуются. Это 

иллюстрируется на рис. 7-8, а
Рис. 7-7. Л. а. х. пропорционально- на примере пропорциональноинтегро-дифференцирующего звена и нт  е гр O _диф ференцирующего 

эвена. (Здесь ku. = 1, что, раэу
меется, не уменьшает общности этой схемы, так как существенны 
соотношения между имеющимися тремя воэдействиями, а не 
абсолютные их эначения.) 

Иногда в роли дифференцирующих эвеньев можно применить 
отдельные чувствительные эвенья, как это покаэано на рис. 7-8, б 
на примере, когда величина х представляет собой скорость вра
щения какого-либо вала. В обычном порядке эдесь следует поста
вить после иэмерителя скорости ИС эвено с передаточной функ
цией- WIIИд (р), воэможно, и в виде варианта, иэображенного 
на рис. 7-8, а, с параллельным присоединением дифференцирую
щего и интегрирующего устройств. Однаr{о на рис. 7-8, б принят 
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другой путь. Здесь параллельно измерителю скорости ИС вклю
чены отдельные измерители ускорения ИУ и угла поворота ИЛ.

В результате исключения промежуточных операций дифферен
цирования и интегрирования точность получения суммарного
выходного сигнала повышается при одновременном снижении
инерционности. При этом возникает возможность, в свою очередь,
путем введения после ИУ пропор- а)

ционально-дифференцирующего звена 
получить дополнительное воздействие 
по второй производной, а включением 
после ИЛ пропорционально-интегри
рующего звена повысить порядок 
астатизма. б) 

-Указанный способ коррекции с 
помощью отдельных чувствительных 
звеньев применим, к сожалению, 
далеко не всегда из-за физической =х__,,......... ... 
невозможности или сложности не
посредственного выявления необхо
димых корректирующих сигналов. kн -х

р 
В системах автоматичес1юго ре

гулирования в зависимости от вида 
примененной коррекции регуляторы 
классифицируются на следующие 

Рис. 7-8. Варианты получения 
пропорционально-интегро-диФ.

ференцирующего звена 

типы: пропорциональный (П-регулятор), пропорциональнс-диф
ференцирующий (ПД-регулятор), пропорционально-интегрирую
щий ЩИ-регулятор) и пропорционально-интегро-дифференцирую
щий (ПИД-регулятор). Соответственно говорят об одноименных
алгоритмах или законах регулирования. 

§ 7-3. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ КОРРЕКТИРУЮЩИЕ
. 

ЗВЕНЬЯ - ОБРАТНЫЕ СВЯЗИ 

Рассмотрим коррекцию динамических свойств СА-У, осущест
вляемую с помощью дополнительных обратных связей вокруг
отдельных частей системы (рис. 7-9). 

При охвате-.:�вена с передаточной функцией W0 (р) обратной
связыо через корректирующее звено с передаточной функцией
W0• с (р) получим, согласно (1-97), передаточную функцию 

W() 
Wo(p)

р = 1 ::!:: W о (р) W о.с (р)'
(7-12) 

где плюс в знаменателе соответствует отрицательной, а минус -
положительной обратным связям. 

Корректирующие обратные связи, помимо классификации
на о т р и ц а т е л ь н ы е и п о л о ж и т е л ь н ы е, делятся
на ж е с т к и е и г и б к и е. Ж е с т к а я о б р а т н а я
с в я з ь осуществляется статическим звеном, т. е. когда
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W0 _ с (О) -=/= О, г и б  к а я о б р а т н а  я с в я з ь  - дифферен
цирующим звеном. В последнем случае W0 _ с (О) = О, и, следова
тельно, в статике сигнал обратной связи отсутствует, т. е. гибкая 
обратная связь действует только в динамике, с че:м: и связаио ее 
наименование. 

А. Жесткие корректирующие обратные связи 

Рассмотрим вначале действие и д е а л ь н о й ж е с т к о й 
о б р а т н о й  с в я з и. Ее передаточная функция W0 . с (р) = 

х 

\No(p) 

Wo,c(P) 

Рис. 7-9. Rорректирующая 
обратная связь 

т,, 

k 

t 

Рис, 7-10. Переходные хара�{
терпстики апериодического 
звена без обратной связи h 0 (t) 
и охваченного отрпцательной 
жесткой обратной связью h (t) 

= k0 • с, В случае если эта обратная связь охваты:аает простое апе
риодическое звено, когда W0 (р) = To:

o
+i' согласно (7-12) 1 

или. 

где 

ko 

k
= 

ko • Т = То 
1 ± koko.c' 1 :!.: kuko.c 

(7-13) 

Таким образом, в результате охвата апериодического звена 
жесткой обратной связью его постоянная времени и коэффициент 
передачи изменяются в (1 + k0k0.c) раз, т. е. они уменьшаются 
в случае отрицательной обратной связи и увеличиваются при поло
жительной обратной связи. На рис. 7-10 показаны переходные 
характеристики звена при отсутствии h0 (t) и при наличии h (t) 
отрицательной обратной связи. Здесь же приведены кривые х0 • с 

и результирующего сигнала Хвх на входе звена. Последняя кривая 
имеет всплеск вначале. За счет его происходит форсировка на 
входе п о с р а в н е н и ю с о к о н ч а т е л ь н ы м у с т а -
н о в и в ш и м с я з н а ч е н и е м Хвх 1 которая и дает ускоре
ние переходного процесса. 
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В качестве корректирующей обратной связи применяется в ос
новном отрицательная обратная связь для уменьшения инер
ционности. 

Заметим попутно, что отрицательная обратная связь имеет 
'и другие достоинства: она уменьшает остающуюся пока вне рас
смотрения нелинейность статической характеристики звена, не
стабильность его параметров во времени, а также при наличии 
шумов (помех) на входе или внутри звена уменьшает уровень 
шумов на выходе. 

Влияние положительной обратной связи противоположно 
и в отношении перечисленных выше дополнительных факторов. 

Нетрудно показать, что при охвате жесткой обратной связью 
статического звена любого порядка, т. е. когда W0 (р) = k0 /Q (р), 
где Q0 (О) = 1, происходит такое же изменение в ( 1 + k0k0 • с) 
раз r<оэффициента передачи звена k0 и всех коэффициентов полинома 
Q0 (р) . В частности, для звена второго порядна, когда и,·0 (р) =

k o 
б - т1 2 +т +i' жесткая о ратная связь приводит к передаточ-

10Р 20Р 

ной функции 

(7-14) 
где 

При этом величина, определяющая колебательность переходной 
характеристики этого звена (см, § 1-4), 

,=� = 

Т20 
• 

2Т1 2Т10 J/ 1 ± k o k o .c 
Из последнего выражения следует, что отрицательная обрат

ная связь, снижая инерционность звена второго порядка, одво
временно увеличивает его колебательность. В случае неколеба
тельного звена с � >, 1 это полезно, однако для колебательного 
звена с � < 1 нежелательно, так ка�{ может способствовать росту 
колебательности САУ в целом. 

При охвате жест1юй обратной связью интегрирующего звена 
с И,'0 (р) = k0 /p имеем: 

где 

k o 

W(p)= р = k0 =-k-
i + koko.c р ± koko .c Тр ± 1' 

- р

k-_1_. Т--1-- k o .c' - k o k o .c •

· (7-15)

Таким образом, получили важный результат, который ранее 
в качестве примера был нами найден в § 1-5: при охвате иnтегри
рующего звеnа жесткой обратnой связью ono превращается в ста
тическое звеnо. Практический интерес при этом представляет 

151 



толыю отрицательная обратная связь, так как, согласно (7-15), 
при положительной обратной связи получается неустойчивое 
звено. Отрицательная обратная связь вокруг интегрирующего 
звена широко прим�няется для снижения порядка астатизма 
системы и соответственно для улучшения ее устойчивости и ка
чества переходных процессов в тех случаях, когда у системы 
оказывается излишний порядок астатизма. С этой целью, например,• 
часто охватывают жесткой обратной связью электрические и гид
равлические двигатели, используемые

✓

в качестве исполнительных 
звеньев управляющих устройств для перемещения органов управ
ления объектами. Без обратной связи эти двигатели представляют 

h 

t 
t 

Рис. 7-11. Переходные харак
теристики интегрирующего 3Ве
на, охваченного отрицательной 

Рис. 7-12. Влияние инерционности об
ратной свя3и на переходную характе-

жесткой обратной свя3ью 
ристику апериодического 3вена 

собой интегрирующие звemrn, если выходной величиной является 
перемещение (или угол поворота вала). 

Для пояснения физической картины превращения интегрирую
щего звена в статическое введением жесткой обратной связи на 
рис. 7-11 поназаны переходные характеристики этого звена без 
обратной связи h0 (t) и при наличии обратной связи h (t). Обратная 
связь приводит к постепенному замедлению роста выходного сиг
нала вследствие уменьшения результирующего сигнала Хвх = 

=1 (t) - х0 • с на входе звена, которому пропорциональна скорость 
изменения выходного сигнала интегрирующего звена. В окон
чательно установившемся режиме h (оо) = 1/ko.c, так как при 
этом х0 . с = k0 . с h (оо) = 1 и, следовательно, Хвх = О. 

В случае и н е р ц и о н н о й жесткой обратной связи 

W 
ko.c 

о, с
=

т +1 ·о.сР 
(7-16) 

Соответственно при этом порядок знаменателя передаточной функ
ции W (р) повышается на единицу против порядка охватываемого 
обратной связью звена. Инерционность обратной связи при сохра
нении принципиальных выводов, сделанных выше, следующим 
образом сказыnается па динамике охватываемого звена. Иnерциоn-
11,ость отрицателшой обратnой связи приводит r. увеличеnию 
быстродействия за счет замедления роста сигнала х

0
_ с обратной 
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связи и, следовательно, удлинения форсировки на входе звена. 
Это иллюстрирует рис. 7-12, где штриховыми линиями даны кри
вые при идеальной обратной связи, а сплошными линиями - при 
инерционной. 

Изложенное можно показать и с помощью передаточной фун:к
ции. 

Если, например, 
Wo (р)=то;+1'

то с учетом выражения (7-16) в случае отрицательной обратной 
СВЯЗИ 

W(p)= Т0р+1 

1 koko.c 
-t- (Тор+1) (То.сР+1) 

При То. с <; 1 и То. с <; То

ko 
1+k k (To.cP+i) _ k (Та.сР+1)W(p)R=:--'-'o�

T
�o�.c ____ _ 
о - Тр+1 

1+kk p+i о о.с 

где выражения для k и Т прежние, как в (7-13). 
Таким образом, инерционность отрицательной обратной связи 

привела к появлению в числителе передаточной функции дополни
тельного форсирующего воздействия по производной, как в случае 
применения пропорционально-дифференцирующего звена. 

Инерционность положителшой обратной связи, наоборот, за
тягивает переходный процесс. 

Б. Гибкие корректирующие обратные связи 

И д е а л ь н а я г и б 1< а я о б р а т н а я с в я з ь имеет 
место, когда звено в цепи обр.атной связи представляет собой 
идеальное дифференцирующее звено. Rогда это звено дает первую 
производную, т. е. когда 

Wo.c (p)=ko.cP, (7-17) 

такая обратная связь называется о б р а т н о й с в· я з ь ю 
п о с к о р о с т и. В этом случае для звена с передаточной функ
цией 

имеем: 
ko 

W(p)- Qo(p) _ ko 
-

1 + koko.cP - Qo (р) ±. koko.cP •
- Qo (р) 

(7-18) 
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Таким образом, гибкая обратная связь, не влияя на коэффи
циент передачи охватываемого звена, изменяет коэффициент при
р в знаменателе его передаточной функции. 

В случае апериодического звена первого порядка 1 когда

имеем:
W(p) ko 

(То :t koko.c) р + 1 '
т. е. постоянная времени звена изменяется на величину k0k0 . с,
пропорциональную коэффициенту об ратной связи, причем отри-

цательная обратная связь увеличивает
постоянную времени, а положитель
ная - уменьшает. При этом в отли
чие от отрицательной жесткой обрат
ной связи применение положительной1 гибкой обратной связи позволяет по-

t) , вышать быстродействие без снижения
-----::-Xo.c=ko.c h 

Н �--__;:,.,..__�----"=---t коэффициента передачи звена. а
Рис. 7-13. Переходная харак
теристика апериодичесrюго зве
на, охваченного положитель
ной гибrюй обратной связью 

рис. 7-13 приведены переходные ха
рактеристики и кривые х0• с и Хвх 

апериодического звена, охваченного
положительной гибкой обратной
связью. Из рисунка видно, что по

ложительная гибкая обратная связь форсирует входной сигнал Хвх, 

Отрицательная обратная связь, наоборот, уменьшает Хвх в начале
переходного процесса и этим затягивает процесс. 

В случае звена второго порядка гибкая обратная связь изменяет
постоянную времени Т 2, стоящую в знаменателе передаточной фун-
1-щии при р в первой степени. При этом отрицательнал обратная
связь, увеличивая Т2, а с ней и величину� = Т2/ (2Т

1
), является

эффективным средством уменьшения колебательности рассматри-
ваемого звена. \

Для интегрирующего звена с передаточной функцией WO (р) = ko
римеем:

W(p) =
(1+ :o

k )р= P
k

,- о о.с 

(7-19)
k 

где k = 1 :t k
o
oko.c, т. в. гибкая обратная связь изменяет коэффи-

циент передачи, не изменяя типа звена, как это делает жесткая
обратная связь. 

Г и б к а я о б р а т н а я с в я з ь п о у с к о р е н и ю,
т. е. по второй производной, когда W0 . с (р) = k0 • 0р2 , дает

(7-20) 
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т. е. она изменяет коэффициент при р2 в знаменателе передаточной 
функции. Такую обратную связь имеет смысл применять для 
звеньев второго и более высокого порядка. 

Инерционность гибкой обратной связи сказывается на динами.ке 
охватываемого звена таким же образом, как и в случае жесткой 
обратной связи, т. е. при отрицательной обратной связи инерци
онность повышает быстродействие, а при положительной - сни
жает его. 

Благодаря простоте реализации инерционные обратные связи 
широко применяются для повышения быстродействия ( форсиро
вания переходных процессов). Особенно широкое распространение 
получила инерционная гибкая обратная связь вокруг интегрирую
щего звена, которая называетс,я и з  о д р  о м  н о  й о б р а т  н о  й 
с в я з ь ю. В этом случае 

W ( ) 
ko.cP 

о.с р =т р+1"о.с 
(7-21) 

Действие такой обратной связи в переходном процессе, вызван
ном ступенчатым воздействием на входе охваченного ею интегри
рующего звена, можно пояснить так. В начале переходного про
цесса, когда скорость изменения переменных на входе и выходе 
звена велика, единицей в знаменателе W0 • с (р) по сравнению с чле
нами с р можно пренебречь, т. е. принять W0 . с (р) � k0 . с!Т0.с. 
Поэтому в первой половине переходного процесса инерционная 
гибкая обратная связь ведет себя, как жесткая обратная связь, 
превращая, следовательно, охваченное ею интегрирующее звено 
в статическое. В результате облегчаются условия стабилизации 
САУ в целом и возникает возможность увеличить коэффициент 
передачи системы и тем самым повысить быстродействие в начале 
переходного процесса. Во второй половине переходного процесса 
постепенно, по мере его замедления сигнал обратной связи х0 • с

спадает до нуля, в результате чего интегрирующее звено начинает 
вести себя, как звено без обратной связи, обеспечивая астатизм 
САУ в целом, т. е. устраняя установившуюся погрешность. 

Рассмотрим интересный случай охвата обратной связью идеаль
ного звена с большим коэффициентом передачи k0 , т. е. практи
чески усилителя. Здесь 

(7-22) 

так как k0 >, 1. 
Таким образом, с помощью практически безынерционного 

усилителя можно получить звено с передаточной функцией, обрат
ной передаточной функции звена обратной связи. В частности, 

1если Wo.c (р) = ko.cP, то W(p)�-
k

-, т. е. с помощью диф
о.сР 

ференцирующего звена в цепи обратной связи получается интег-
рирующее звено. Можно создать и обратный эффект. Аналогично 
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1
с помощью обычного статического звена, когда Wo.c (р) = т + 1, 

_ 
о.сР 

получается пропорционально-дифференцирующее звено с переда
точной функцией (То. сР + 1). 

Этот способ соадания более трудных в реализации передаточ
ных функций с помощью более простых обратных им передаточных 
функций нашел, в частности, широкое применение в вычислитель
ных машинах непрерывного действия. 

В. Сравнение последовательных и параллельных 
корректирующих звеньев 

В линейных системах оба рассмотренных типа коррекции экви
валентны, т. е. последовательное звено может быть заменено па
раллельным и наоборот при сохранении неизменными динами
ческих свойств СА-У. 

Приравняем результирующие передаточные функции 1 
получен

ные при применении обоих типов коррекции: 

W0 (р) Wн (р) = 1 ± w:;�pto .c (р)" (7-23) 

Отсюда вытекают следующие выражения для передаточных функ
ций последовательного корректирующего звена, эквиваJ[ентного 
данной обратной связи, и, наоборот, параллельного корректирую
щего звена, эквивалентного данному последовательному коррек- ·
тирующему звену: 

1 
Wн (р) = 1 ± Wo (р) Wo.c (р); 

W --+ 1-1VR (р) 
o .c --Wo (p)Wн (p). 

(7-24) 

(7-25) 

С помощью этих формул можно, например, показать, что после
довательное инерционное пропорционально-дифференцирующее 
звено эквивалентно для интегрирующего звена с передаточной 
функцией W

0 (р) = k0Yp инерционной гибкой обратной связи, 
а для апериодического звена - идеальной гибкой обратной 
связи. Последовательное идеальное пропорционально-дифферен
цирующее звено эквивалентно для интегрирующего звена инерцион
ной гибкой обратной связи по двум производным, а для аперио
дического звена - этой же обратной связи, дополненной инер
ционной жестr{оЙ обратной связью.

Однако, несмотря на эквивалентность обоих способов коррек
ции с точки зрения nлияния их на передаточную функцию системы, 
обратные связи. получили несr{олько большее распространение
благодаря главным образом следующим двум обстоятельствам.

Во-первых, обратную связь, как правило, легче реализовать 
из-за того, что на ее вход поступает более мощный сигнал, чем 
уровень мощности в той точке системы, куда подключен выход 
цепи обратной связи. 
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Второе преимущество обратных связей относится к отрица
тельным обратным связям, вследствие чего этот вариант обратных 
связей получил основное применение. Речь идет об уже упомяну
том свойстве отрицательных обратных связей уменьшать отрица
тельное влияние нелинейностей, имеющихся в охваченной части 
системы, а также нестабильность ее параметров. 

Последовательные корректирующие звенья наиболее удобны 
в электрических САУ, особенно постоянного тока. В этом случае 
последовательные корректирующие звенья осуществляются в виде 
пассивных четырехполюсников, передаточные функции которых 
можно просто и плавно изменять в очень широких пределах, 
ограниченных лишь достаточно свободными условиями физиче
ской реализуемости. 

§ 7-4. КОРРЕКТИРУЮЩИЕ ВОЗДЕИСТВИЯ В ФУНКЦИИ
ВНЕШНИХ ВОЗДЕЙСТВИИ И ИХ ПРОИЗВОДНЫХ 

В § 2-2 говорилось о способе повышения точности САУ путем 
применения компенсирующих сигналов по внешнему воздействию 
и его производным. Однако такие воздей- f'
ствия влияют не только на точность, но .----,.,,.,...--... ,.,о ":rr(P)и на качество переходных процессов, 
форсируя процесс управления. 

На рис. 7-14 показана уже извест
ная нам схема. САУ с компенсирующим 
воздействием по внешнему возмущению f.
Для осуществления дополнительных 
форсирующих воздействий по произ

Рис. 7-14. Коррекция по
внешIШМ воздействиям

водным f, а также по производным задающего воздействия g 
в управляющее устройство системы должны быть введены пропор
ционально-дифференцирующие звенья, передаточные функции ко
торых войдут в виде сомножителей в передаточные функции 
Wuf (р) И Wug (р). 

Если представить всю САУ по отношению к внешнему воздей
ствию f в виде одного звена, а компенсирующие воздействия по f
через управляющее устройство УУ как параллельные дополни
тельные корректирующие воздействия, то становится очевидным, 
что влияние этих корректирующих воздействий на переходную 
характеристику системы принципиально ничем не отлича�тся от 
рассмотренного ранее их влияния на переходную характеристику 
отдельного звена. 

Вместе с тем между коррекцией с помощью последовательных 
корректирующих звеньев в контуре САУ и рассматриваемой кор
рекцией по внешним воздействиям существуют следующие два 
различия. Первое состоит в том, что коррекция по внешним воз
действиям принципиа.л,ыю не влияет на устойчивость системы. 
Это объясняется тем, что I{орректирующие звенья в цепи внешних 
воздействий не входят в замкнутый контур САУ, и, соответственно, 
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не влияют на левую часть D (р) уравнения системы. Данное обстоя
тельство позволяет, применяя рассматриваемый способ коррекции
с целью повышения точности и качества переходных процессов,
не бояться ухудшения при этом условий устойчивости САУ, т. е.
здесь нет противоречия между требованиями устойчивости и ка
чества, как в случае ранее рассмотренных способов коррекции.

Вторым существенным отличием рассматриваемого способа
коррекции является то, что эта коррекция влияет на качество
переходных процессов, вызванных только тем воздействием, по
которому она осуществлена. Качество переходных процессов от
других воздействий при этом, разумеется, остается без иэменения
и определяется только коррекцией, имеющейся в замкнутом: кон
туре СА-У. Ниже рассматривается случай внешнего воздействия в
виде возмущения f. Однако все результаты в равной мере справед
ливы и для случая, когда внешним воздействием является задающее
воздействие g.

где

В соответствии с рис. 7-14

_ WxJ (р) f X-1+W (р) '

Wxf (р)= И'�! (р) + Wuf (p)Wxu (р).

(7-26)

(7-27)
Первое слагаемое в выражении (7-27) определяет естественную

связь выходной величины х с возмущением f, а второе - компен
сационное воздействие по f, осуществляемое через управляющее
устройство. 

Переходя к дифференциальному уравнению, имеем:

D (р) х=[М (р) +Мн (p)]f, (7-28)

где М (р) обязано своим происхождением первому члену (7-27),
а Мн (р) - второму. Отсюда изображение Лапласа выходной
величины, опреде_ляющее переходный процесс в системе, 

( 

Х (s)= [М (s}+Мн �]
(� (s)+Мн (s}. (7_29)

Здесь по-прежнему F (s) - изображение Лапласа для возмущения,
а Мн (s) - мнuгоqлен, определяемый ненулевыми начальными
условиями [ер. с ура]1Jlением (П-11)]. 

Из (7-29) следует, что если выбором коррекции получить
Мн (s)=-M(s), (7-30) 

то п р и н у л е в ы х н а ч а л ь н ы х у с л о в и я х, когда
Мн (s) = О, будет иметь место полная независимость или, как гово
рят, и н  в а р  и а н  т н о  с т  ь в ы х о д н о й  в е л  и ч и н ы  о т
в н е ш н е г о в о з д е й с т в и я. В этом случае любое измене
ние данного воздействия вообще не будет вызывать отклонения
выходной величины х от заданного значения. 
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Условие (7-30) инвариантности при нулевых начальных усло
виях можно получить также в другой форме и из (7-27) путем 
приравнивания нулю этого выражения: 

Wtt (р) Wu1(P)=- Wxu (p)" (7-31) 

Реализация условия (7-30) или (7-31) была бы идеальным реше
нием проблемы повышения качества переходных процессов при 
нулевых начальных условиях, однако практически можно ставить 
вопрос только об известном приближении к этому идеалу. Основной 
причиной этого является то обстоятельство, что выполнение ра
венства (7-30) или (7-31) требует применения дополнительных 
воздействий по идеальным производным f, как правило, достаточно 
высоких порядков. Действительно, передаточная функция W�t (р)
в выражении (7-31) является частью передаточной функции Wxu (р) 
объекта. Поэтому порядок знаменателя у первой передаточной 
функции ниже, чем у второй. Следовательно, правую часть выра
жения (7-31), определяющую искомую передаточную функцию 
корректирующего звена Wuf (р), можно представить в виде такого 
ряда: 

(7-32) 

Рассмотрим в качестве примера систему автоматического регу
лирования напряжения, изображенную на рис. 1-16. В случае 
возмущения в виде изменения нагрузки W�t (р) = kн. :Компенса
ционное воздействие по нагрузке должно подаваться на вход 
усилителя (звено 2 на рис. 1-16), поэтому 

W ( ) ky kв 
хи р =т-ур +1. Твр +1 ·

Таким образом, согласно (7-31), передаточная функция кор
ректирующего звена в цепи компенсации 

W ( )=- W�t (р) = - (Тур+1) (Твр +1) = - (k +k +k 2) uf р W хи (р) kнkykв 
п ДJ.Р д2Р ' 

(7-32а) 

т. е, в данном случае для обеспечения инвариантности напряже
ния генератора от изменения нагрузки требуется применение 
воздействий по величине нагрузки и идеальным первой и _второй 
производным от нее. 

Помимо большой практической сяожности осуществления точ
ного многократного дифференцирования, невозможность полной 
инвариантности выходной величины от возмущения вызвана также 
пока не учитываемыми нами, но всегда существующими ограниче
ниями переменных в системе. Например, в случае рассмотренной 
системы регулирования напряжения скачкообразное изменение 
нагрузки вызовет, согласно выражению (7-32а), бесконечно боль
шое импульсное воздействие на входе уси.лителя регулятора, 
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Rоторое, одпаRо, пе может быть пропущено усилителем, и, тем 
более, цепью возбуждения генератора в силу неизбежного насыще
ния обоих звеньев, т. е. из-за нелинейности их статичесRих хараR
теристиR. Особенности Rомпенсирующих воздействий по внешним 
возмущениям с учетом ограничений переменных будут рассмот
рены позднее в тринадцатой главе. 

В праRтичесRом плане можно говорить, таRим образом, не 
о полной инвариантности от внешних воздействий, а о возмож
ности существенного повышения Rачества переходных процессов 
путем применения форсирующих воздействий по производным 
от этих возмущений. 

С учетом произвольных н е п у л е в ы х п а ч а л ь н ы х 
у с л о в  и й, Rогда в правой части уравнения (7-29) появляется 
определяемый ими член Мн (s), задача получения полной инва
риантности от / еще более усложняется. В этом случае праRтичесRи 
можно говорить о целесообразности пеRоторого отхода от условий 
инвариантности (7-30) или (7-31) и учитывать неRоторые средние 
начальные условия, наиболее типичные для определенных условий 
работы данной системы. 

Подробнее о теории инвариантности выходных величин САУ 
от внешних воздействий см. в работе [9]. 

§ 7-5. ПОРЯДОК СИНТЕЗА ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

· АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ .

Изложенные выше методы исследования системы позволяют 
осуществить RaR анализ, таR и синтез простейших линейных САУ. 

Остановимся подробнее на общем порядRе синтеза. Задача 
синтеза САУ в рамRах рассматриваемых в настоящем Rypce вопро
сов заRлючается в определении управляющего устройства в виде 
его математичесRого описания для заданных объеRтов управления, 
требований R точности и Rачеству управления и условий работы, 
вв:лючая хараRтеристиRи внешних воздействий, требования R на
дежности, весу, габаритам, потребляемой мощности и т. д . 

. Задача синтеза есть всегда задача па оптимум, посRольRу 
требуется создать устройство, наилучшим образом удовлетворяю
щее всем требованиям, т. е. являющееся оптимальным. ОдпаRо 
большое число требований и их разнообразие не дают, RaR правило, 
возможности объединить всех их в одном сложном I{ритерии опти
мальности и решить задачу синтеза RaR строго математичесRую 
вариационную задачу па эRстремум этого Rритерия. 

Поэтому праRтичесRи синтез САУ разбивается путем извест
ного упрощения на ряд этапов, на Rаждом из Rоторых решается 
RаRая-то часть задачи синтеза, т. е. рассматривается RаRой-то 
один ее аспеRт. При решении неRоторых из этих отдельных задач 
часто удается сформулировать численный Rритерий оптималь
ности и, таним образом, решить задачу средствами вариационного 
исчисления (см. об этом тринадцатую главу). 
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Поскольку общий критерий оптимальности отсутствует, для 
нахождения наилучшего решения обычно приходится произво
дить расчет несколышх вариантов управляющего устройства и 
только в результате их сравнения выявлять оптимальный вариант. 

Рассмотрим общий порядок поэтапного синтеза линейной САУ. 
При этом ограничим пока свое рассмотрение синтезом простей
ших САУ - систем автоматического регулирования. Особенности 
синтеза систем с более сложным алгоритмом, а также нелинейных 
систем будут рассмотрены позднее. 

А. Определение порядка астатизма и коэффициента передачи 
системы 

Эти параметры находятся исходя из требований к точности 
в установившихся режимах при детерминированных воздействиях, 
н:ак показано во второй главе. При этом, если коэффициент пере
дачи системы, определенный по требуемой величине статизма 
или добротности (в случае астатических САУ), оказывается на
столько большим, что существенно затрудняет даже просто стаби
лизацию системы, целесообразно повысить порядок астатизма 
и этим свести до нуля заданную установившуюся ошибку вне зави
симости от значения коэффициента передачи системы. В резуль
тате становится возможным величину этого коэффициента выби
рать, исходя только из соображений устойчивости и качества пере
ходных процессов. 

На этом же этапе решается вопрос о применении воздействий 
по основному возмущению (или по нес1юльки:м основным возмуще
ниям:), т. е, о переходе к комбинированной СА "У. Это целесообразно 
если, во-первых, имеется возможность достаточно просто измерить 
данное возмущение и, во-вторых, когда в результате введения ком
пенсации этого возмущения существенно упростится зам1шутый 
контур СА-У. Последнее будет иметь место, если при отсутствии 
компенсации для получении нужной точности требуется доста
точно большой коэффициент передачи в контуре, а введение ком
пенсации позводяет его значительно уменьшить. 

И.роме того, следует помнить, что воздействия по внешним 
возмущениям повышают и качество переходных процессов, что 
рассмотрим на следующих этапах синтеза. 

В. Определение основной, т. е. иеварьируемой, части системы 

Часть звеньев СА-У обычно однозначно определяется сразу 
непосредственно по заданию на разработку системы. Сюда отно
сятся прежде всего объект управления и смежные с объектом 
и поэтому определяемые им исполнительные и чувствительные 
звенья управляющего устройства. Разумеется, при выборе этих 
звеньев необходимо исходить из предъявляl:'мых к САУ rребова-
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ний, в том числе и по точности и быстродействию. Часто одно
значно определяемыми или даже заданными оказываются и другие 
звенья управляющего устройства (преобразователи, усилители, 
вычислительные устройства). 

В результате составляется костяr, структурной схемы системы, 
которая должна быть дополнена норректирующими звеньями, 
а также звеньями, выбор которых требует учета устойчивости 
и качества переходных процессов. :Кроме того, некоторые из пара
метров основных звеньев системы тоже могут оказаться неопре
деленными, т. е. варьируемыми, и, следовательно, подлежащими 
определению. 

В. Выбор коррекции и составление структурной схемы САУ 

При невысоких требованиях к качеству переходных процессов 
и точности в стационарных случайных режимах выбор корректи
рующих звеньев, а также варьируемых параметров всех других 
звеньев системы осущест�ляется по условию обеспечения устой
чивости с получением достаточно большой области устойчивости 
в пространстве варьируемых параметров системы (см. четвертую 
главу). 

После этого выбираются значения варьируемых параметров 
(рабочая точка в области устойчивости), обеспечивающие выполне
ние требований к качеству переходных процессов и точности в ста
ционарных случайных режимах. 

При достаточно высоких требованиях к качеству переходных 
процессов или точности в стационарных случайных режимах может 
оказаться, что эти требования нельзя будет удовлетворить путем 
выбора значений параметров корректирующих звеньев, которые 
ранее были выбраны только по условию устойчивости, и потребуется 
дополнительная коррекция. Поэтому в таких случаях следует 
синтезировать коррекцию, сразу исходя из требований к качеству 
переходных процессов (см. пятую главу) или к точности при ста
ционарных случайных воздействиях (см. третью главу) в зависи
мости от того, какие из этих двух требований наиболее жесткие. 

После выбора коррекции проверяется выполнение другой 
группы требований. При этом в случае необходимости уточняется 
коррекция. Например, в результате синтеза корректирующих 
звеньев на минимум среднеквадратичного отклонения выходной 
величины при заданном стационарном случайном воздействии 
переходная характеристика САУ обьlчно получается с повышенной 
колебательностью в два-три периода. Поэтому при наличии более 
жестких требований к колебательности переходных процессов 
приходится изменять настройку корректирующего звена в сторону 
снижения колебательности САУ за счет некоторого снижения точ
ности в стационарном случайном режиме. 

В каком случае какие методы синтеза следует применять, было 
определено при изложении этих методов. Напомним только,что при 
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синтезе САУ на заданное качество переходных процессов исполь
зование корневых и интегральных методов синтеза требует предва
рительного выбора корректирующих звеньев. Сами же названные 
методы позволяют лишь определять числовые значения парамет
ров этих звеньев, а также значения варьируемых параметров 
основных звеньев системы. 

При использовании частотных методов синтеза находится час
тотная характеристика варьируемой части системы. Эту часть 
системы затем следует синтезировать с помощью любых корректи
рующих звеньев. 

Если применяется последовательное корректирующее звено, 
найденная частотная характеристика варьируемой части системы 
и будет являться непосредственно частотной характеристикой 
этого корректирующего звена. По ней затем определяется пере
даточная функция этого звена. Если предполагается применить 
корректирующую обратную связь, ее передаточную функцию 
можно легко найти по ранее полученной передаточной функции 
последовательного корректирующего звена с помощью формулы 
(7-25). Если используется одновременно последовательная и па
раллельная коррекция, то из полученной передаточной функции 
варьируемой части системы выделяется сперва передаточная функ
ция последовательного корректирующего звена, а затем по остав
шейся части этой передаточной функции находится согласно (7-25) 
передаточная функция звена обратной связи. 

Что же касается того, какой способ коррекции в каком случае 
выбирать, то об этом говорилось в двух предыдущих параграфах. 
При прочих равных условиях следует останавливаться на наиболее 
простом варианте корреrщии. 

Мощным методом синтеза САУ является с и н т е з с п о -
м о щ ь ю  выч и с л и т е л ь н ы х  м а ш и н. Применение вы
числительных машин позволяет, варьируя передаточные функции 
корректирующих звеньев и значения их параметров в широких 
пределах, быстро получить большое количество соответствующих 
кривых переходных процессов и значений среднеквадратичных 
отклонений выходной величины при случайных воздействиях. 
Поэтому выбор коррекции и значений варьируемых параметров 
:может быть выполнен простым перебором возможных вариантов. 
Для этого по каждому варианту коррекции строятся области устой
чивости в пространстве варьируемых параметров. Внутри этих 
областей наносятся линии равных значений выбранных. показа
телей качества (длительность переходного процесса, перерегули
рование или колебательность и т. д.). Иногда просто для достаточно 
большого количества точек в области устойчивости приводятся 
непосредственно переходные характеристики. Полученная картина 
позволяет выбрать оптимальную коррекцию. Аналогично опреде
ляется значение среднеквадратичного отклонения в разных 
точках области устойчивости при наличии случайного воздей
ствия. 
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Г. Построение переходных процессов 

Это завершающий этап синтеза (см. шестую главу). При по
строении переходных процессов необходимо по возможности учесть 
все те упрощения, которые были сделаны при математическом опи
сании звеньев системы и в процессе ее синтеза. 

При этом одновременно уже в порядке анализа должна быть 
количественно подтверждена допустимость принятых ранее 
упрощений. 

§ 7-6. ОСОБЕННОСТИ СИНТЕЗА НЕКОТОРЫХ ОСОБЫХ СИСТЕМ

А. Особенности синтеза систем с постоянным 
запаздыванием 

До сих пор, рассматривая линейные САУ, мы не учитывали 
возможности наличия в них звеньев с запl:J.здыванием. Вместе с тем 
в последнем случае .возникает известная специфика, требующая 
внесения определенных изменений в описанные ранее методы 
исследования САУ. 

Передаточная функция идеального звена с запаздыванием, 
согласно (1-90), имеет вид ke-,;P. При наличии в САУ такого звена 
передаточная функция разомкнутой системы может быть представ
лена так: 

где 

W (р) = R (р) е-,;р = W (р) е-,;р
Q (р) 

о , (7-33) 

Соответственно характеристическое уравнение замкнутой сис
темы будет таким: 

(7-34) 

�о т р а н с ц е н д е н т н о е  у р а в н е н и е  с б е с к о н еч
н ы м ч и с л о м к о р н е й. 

В связи с последним обстоятельством при исследовании систем 
с запаздыванием наиболее удобны графические частотные методы. 
Устойчивость при этом проще всего исследовать с помощью кри
терия Найквиста, качество оценивать по показателю нолебатель
ности и полосе пропускания, а переходные процессы строить по 
действительной или мнимой частотным хара-ктеристикам. 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика идеального 
звена с запаздыванием равна ke-i•"'. Та�шм образом, его ампли
тудная харан:теристr,ша постоянна и равна k, а фазовая харак
теристика paвнa--rffi, т. е. запаздывание по фазе растет пропор
ционально частоте. В соответствии с этим на рис. 7-15, а показано 
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построение а. ф. ч. х. разомкнутой системы, содержащей звено 
с запаздыванием и описываемой частотной функцией 

W (jro) = W O (jro) e-j-rro. (7-35) 

Эта характеристика получается из а. ф. ·ч. х. W0 (j ro) путем 
поворота по часовой стрелке вокруг начала координат всех ее 
точеr{ на угол, пропорциональный текущему значенпю частоты 
и равный ,;roi. Таким образом, запаздывание приводит к <<закру
чиванию>> а. ф. ч. х. системы вокруг начала координат. Обычно 
это ухудшает устойчивость, уменьшая запас по фазе {см. рис. 
7-15, а). Однано в отдельных случаях запаздывание может улуч
шить устойчивость и качество переходных процессов. Это иллюст
рирует рис. 7-15, б, где введение запаздывания удаляет а. ф. ч. х.
от точки (-1, j О).

а) 
j 

-1

б) j 
W0(jшJ 
�i 

1 

1 

-1\

Рис. 7-15. А. ф. ч. х. разомкнутой 
системы с запаздыванием 

Все изложенное выше в равной мере относится не только 
к системам с запаздыванием, но и к с и с т е м а м с р а с п р е -
д е л е н н ы м и п а р а м е т р а м и. Это системы, в состав 
которых входят звенья с распределенными параметрами, опи
сываемые дифференциальными уравнениями в частных произ
водных типа волнового уравнения. 

Примерами таких звеньев являются длинные электрические 
линии и трубопроводы, при описании которых надо учитывать 
гидравлический удар. Уравнения таких звеньев приводятся к ли
нейным дифференциальным уравнениям, содержащим функцию 
е-т:р, как и в случае систем с запаздыванием. (Параметр ,; при этом 
характеризует время распространения волнового процесса в звене.) 

Б. Особеm1Ости синтеза нестационарных систем 

В отличие от рассмотренных выше линейных стационарных 
систем нестационарные линейные системы - это с и с т е м ы 
с п е р е м е н н ы м и п а р а :м е т р а м и, описываемые линей-
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ными дифференциальными уравнениями, коэффициенты которых 
являются -функциями времени: 

[а0 (t) pn + ai (t) pn-l + ... + an-i (t) р + an (t)] Х= 
=[Ьо (t) Рт + Ь1 (t) рт-1 + ... + Ьт-1 (t) Р+ Ьт (t)]f. (7-36) 

Зависимости ai (t) и bi (t) могут задаваться либо аналитически, 
либо в виде графиков. 

Непостоянство коэффициентов уравнения возникает вследствие 
изменения во времени параметров отдельных звеньев системы. 
Примером звена с переменными параметрами является самолет 
или ракета, масса, а следовательно, и постоянные времени которых 
изменяются по мере сгорания топлива. 

Параметры звеньев могут изменяться также из-за изменения 
во времени внешних условий работы - температуры, напряже
ния питания и т. п. 

Переменность коэффициентов дифференциального уравнения 
САУ приводит к тому, что функциями времени оказываются также 
передаточная функция W3 (р, t) и частотная фунrщия W3 (jffi, t) 
системы. Переходная функция будет зависеть от момента времени 
приложения входного воздействия, и соответственно ее обозна
чают h (t -v, v), где v - момент подачи на САУ ступенчатого 
воздействия. Поскольку все эти функции содержат в качестве 
параметра время t, они называются п а р а м е т р и ч е с к и м и 
(параметрическая передаточная функция и т. д.) 

Непостоянство коэффициентов уравнения во времени услож
няет задачу исследования динамики подобных систем. Только урав
нения с переменными параметрами первого и второго порядков 
могу1· быть решены в общем виде. Уравнения более высоких поряд
ков решаются методами численного интегрирования, а также на 
вычислительных машинах. 

Синтез САУ с переменными параметрами наиболее удобно 
осуществлять с помощью вычислительных машин, строя области 
устойчивости и линии равных значений показателей качества 
переходного процесса или среднеквадратичного отклонения вы
ходной переменной при случайном воздействии на систему. 

Синтез, как и анализ нестационарной системы с переменными 
параметрами, резко упрощается и появляется возможность исполь
зовать все методы, разработанные для стационарных систем, если 
система может рассматриваться как квазистационарная. 

R в а з  и с т  а ц и о н  а р  н а  я с и с т  е м  а - это система, 
параметры которой изменяются настолько медленно по сравнению 
с быстродействием системы, т. е. длительностью переходных 
процессов, что при рассмотрении последних можно . приближенно 
считать параметры системы постоянными. 

Квазистационарные системы могут исследоваться с помощью 
двух приближенных методов - метода замороженных коэффициен
тов и метода замороженных реакций. В обоих случаях задача 
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сводится к многократному исследованию системы с постоянными 
коэффициентами всеми известными нам способами. 

М е т о д з а м о р о ж е н н ы х к о э ф ф и ц и е н т о в яв
ляется более простым, но менее точным. Во всем интервале вре
мени работы САУ выбирается ряд последовательных моментов 
времени, в которые переменные параметры принимают предельные 
или другие наиболее критические по влиянию на динамику сис
темы значения. В каждой из этих точек производится исследование 
системы, причем параметры ее принимаются постоянными, т. е. 
<<замороженнымю>. Если точность и качество переходных процессов 
во всех выбранных точках удовлетворяют предъявляемым к сис
теме требованиям, считается, что и исходная система с перемен
ными параметрами тоже будет удовлетворять этим требованиям. 

М е т о д з а м о р о ж е н н ы х р е а к ц и й более точен, 
но соответственно сложнее. Применяется он в тех случаях, когда 
в рассматриваемой САУ можно выделить одно звено с переменными 
параметрами, в то время как остальная часть системы является 
стационарной. Rак и в предыдущем методе замороженных коэффи
циентов, выбирается последовательный ряд наиболее характерных 
по значениям переменных параметров моментов времени t = "i • 
Для каждого из этих моментов определяется переходная характе
ристика h (t - vi, vд звена с переменными параметрами. Это осу
ществляется точно с учетом изменения параметров во времени 
(проще всего с помощью вычислительных машин или аналитически 
[11]). По каждой найденной переходной функции определяется 
э к  в и в а л е н т н а  я п е р е д а т  о ч н а я  ф у н к ц и я wi (р), 
т. е. передаточная функция звена с постоянными параметрами, 
имеющего такую же переходную функцию. Согласно формуле 
(П-18), передаточная функция легко находится по переходной 
фующии с помощью формулы прямого преобразования Лапласа: 

где 't' = t - v. 

00 

Wi (р) = р � hi (-r, vi) е-,:р d-r, 
о 

(7-37) 

Аналогично можно использовать весовую функцию w (t - vi, 
vд, Тогда, согласно (П-16), 

00 

Wi (р) = � w (-r, v;) с,:Р d,;. 
о 

(7-38) 

В результате в каждый в1,1бранный момент времени рассматри
ваемая система заменяется эквивалентной стационарной системой, 
описываемой передаточной функцией с постоянными коэффициен
тами. R этой системе, таким образом, применимы все известные 
нам методы исследования стационарных систем. Однако в отличие 
от действительно стационарной системы такое исследование необ
ходимо провести для всех выбранных точек, как и в случае метода 
замороженных коэффициентов. 

167 



В. Особенности синтеза миоrомериых систем 

В многомерных СА У выходная в1:Jличина является вектором 
Х, т. е. представляет собой совокупность нескольких выходных 
переменных xi. Поэтому многомерная система является мноrо
контурной. Rак показано в § 1-5, п. А, математическое описание 
сложных многоконтурных систем в общем виде осуществляется 
с помощью матричных передаточных функций. 

На рис. 7-16 приведена схема двухмерной СА-У, состоящей из 
объекта О с двумя выходными переменными х

1 
и х2 и двух управ

ляющих устройств YYl и УУ2. Таr<ую схему может иметь изобра
женная на рис. В-4 система регулирования напряжения и частоты 

синхронного генератора, включаю
щая в себя регулятор напряжения 
и регулятор частоты. 

А н а л и 3 многомерной си
стемы не имеет принципиальных 

.1'2 особенностей по сравнению с ана
лизом одномерной системы, хотя, 
как правило, и более трудоемок. 

Рис. 7-16. Пример двухмерной Устойчивость исследуется по
системы полной многоконтурной структур-

ной схеме системы. Определение 
точности системы, качества переходных процессов и их построе-. 
ние осуществляются отдельно для каждой выходной переменной 
xi с помощью написанной для нее передаточной функции системы 
или соответствующих частотных характеристик. При этом :зна
менатель передаточных функций для всех переменных, очевидно, 
одинаков. 

Например, для системы, изображенной на рис. 7-16, входящие 
в нее два контура описываются следующими уравнениями: 

D1 (р) Х1 =м_н (р) /1 +N12 (р) Х2;
}

D2 (р) Х2 =М22 (р) f2 +N21 (р) Х1, (7-39) 

Здесь /1 
и f 2 - основные учитываемые соответственно для х

1 

и х2 
внешние воздействия. Член N12 (р) х2 учитывает влияние на 

х1 
изменения х2 , которое воспринимается первой переменной как 

возмущение. Аналогично во втором уравнении член N21 (р) х1 

отражает обратное влияние х
1 

на х2 • 

Если исключить из каждого уравнения вторую переменную, 
уравнения можно :записать в другой форме: 

D (р) Х1 =М1 (р) /1 +М12 (р) /2; 
} 

D (р) Х2 =М2 (p)f2 +M21 (р)/1· 
(7-40) 

Здесь D (р) - характеристический полином,• определяющий ус
тойчивость системы. Второй член :в правой части каждого урав
нения по-прежнему учитывает взаимное влияние контуров. 
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Точность и показатели качества переходных характеристик 
для каждой из выходных переменных определяются независимо 
по своему уравнению. При этом, как видим, анализ статини 
и динамики для каждой из выходных переменных ничем не отли
чается от анализа одномерной системы с несколькими внешними 
воздействиями. 

Другое дело - задача с и н  т е з  а многомерной системы. 
Решение ее имеет существенную особенность, заключающуюся 
в необходимости одновременного удовлетворения требований по 
точности и качеству переходных процессов для нескольких вы
ходных переменных, которые в общем случае взаимно связаны 
и qасто нуждаются в противоположных мерах норрекции. Поэтому 
здесь необходимо компромиссное решение, прu котором удовлет
воряются требования, предъявляемые ко всем выходным перемен
ным. 

Рассмотрим связанные с этим особенности синтеза, переходя 
от простых случаев к более сложным. 

Самый простой случай многомерной САУ - когда она состоит 
из а в т о н о м н ы х о д н о м е р н ы х С А У. Здесь, хотя 
контуры управления отдельными выходными переменным.и xi 

физически в системе связаны друг с другом, изменение любой из 
этих переменных не вызывает изменения остальных, т. е. с точки 
зрения динамики управления они являются независимыми. При
менительно к ·уравнениям (7-39) и (7-40) это означает, что в их 
правых частях отсутствуют вторые члены. 

Таким образом, при наличии автономности многомерная сис
тема просто распадается на ряд самостоятельно синтезируемых 
одномерных систем управления отдельными выходными перемен
ными. 

Иногда для упрощения синтеза неавтономные контуры можно 
в первом приближении принять автономными. Это, очевидно, 
возможно, когда связи между выход!J:ыми переменными Xi доста
точно слабы. Такие системы называются к в а з и а в т о н о м -
н ы м и. 

Синтез таких систем осуществляется в два этапа. Вначале он 
ведется в предположении о полной автономности. Затем иссле
дуется уже в порядке анализа влияние взаимных связей и при не
обходимости осуществляется уточнение коррекции. 

Возможность применения идеи квазиавтономности определяется 
по относительной малости вторых членов в уравнениях (7-39) 
или (7-40). Оценку их часто удобно производить с помощью частот
ных характеристик (в том числе и для внешних воздействий). 
Может, например, оказаться, что с точки зрения статического 
режима переменные существенно взаимосвязаны, а при исследо
вании динамини их можно принять квазиавтономными вследствие 
резной разницы в быстродействии (частотных спектрах). Действи
тельно, если длительность переходного процесса для одной пере
менной на порядок больше, чем для другой, каждый из процессов 

169 



можно исследовать независимо, предполагая при этом постоянство
другой переменной. 

:Многомерная САУ с неавтономными, т. е. связанными, выход
ными переменными может быть сделана автономной или квазиав
тономной с возможностью независимого синтеза отдельных кон
туров путем введения специальных перекрестных связей между
этими контурами, т. е. речь идет о применении здесь упомянутой
ранее идеи инвариантности к каждой из выходных переменных
системы относительно остальных переменных с помощью вве
дения компенсирующих связей между ними. Применительно к двух
мерной системе, описываемой уравнениями (7-39), для поJ1учения
автономности надо ввести дополнительные корректирующие воз
действия по х2 в первое управляющее устройство и по х1 - во
второе, как показано штриховыми линиями на рис. 7-16. При этом
уравнения (7-39) принимают вид: 

D] (р) х1 =Мн (р) /i + [Niz (р) +Nн1 (р)] Х2;} (7_41)
D2 (р) Х2 = М22 (р) f2 + [N21 (р) +Nн2 (р)] Х1, 

Здесь Nн1 (р) и Nн2 (р) - полиномы, определяющие корректи
рующие связи между контурами. Условие автономности сводится
к следующим равенствам: 

Nн1(р)= -N12(p);}
Nн2 (р) = -N21 (р). 

(7-42) 

Отсюда можно найти передаточные функции корректирующих
звеньев, которые осуществляют указанные перекрестные связи
между контурами. 

Как и в общем случае инвариантности, для получения автоном
ности обычно необходимы корректирующие воздействия по иде
альным производным различного порядка. Поэтому практически
можно ставить вопрос лишь о достаточно приближенном выпол
нении условий автономности. 

Обеспечение автономного управления отдельными выходными
переменными, при котором изменение любой из них не вызывает
изменения других, иногда выставляется в качестве обязательного
требования к САУ, выполнение которого необходшю для правиль
ной эксплуатации системы. Часто, особенно в сложных многомер
ных САУ, к автономности прибегают также с целью получения
возможности независимой настройки и перенастройки отдельных
каналов управляющего устройства по отдельным выходным пере
менным и тем самым упрощения условий наладки и эксплуатации
системы в целом. Однако переходить к автономному управлению
исключительно из соображений упрощения синтеза системы, ра
зумеется, недопустимо. Другое дело, если автономность получается
в результате синтеза многомерной системы на заданные точность
и качество переходных процессов. Но, к сожалению, чаще всего
переход к автономному управлению сопровождается ухудшением

170 



качества по сравнению с оптимальной многомерной системой 
связанного управления. 

Если связи между выходными переменными настолько сильны, 
что ими нельзя пренебречь даже для проведения синтеза в первом 
приближении с последующим уточнением, как предполагалось 
выше, возможны, в свою очередь, следующие методы синтеза. 
Из всех переменных выделяется одна, требования к динамике 
управления которой значительно жестче, чем у остальных пере
менных, и синтез коррекции осуществляется вначале исходя только 
из rребований по этой переменной. После этого определяются точ
ность и качество переходных процессов для остальных выходных 
переменных и при необходимости методом последовательных 
приближений осуществляется уточнение коррекции, так чтобы 
удовлетворялись требования к динамике всех переменных. 

Если требования ко всем выходным переменным одного порядка, 
можно вначале провести общий синтез коррекции САУ без учета 
нулей передаточных функций соответствующих контуров. В слу
чае уравнений (7-40) это означает синтез без учета правых частей 
уравнений, т. е. по общей левой части D (р). Для этого могут 
быть использованы любые методы синтеза. Затем опять методом 
последовательных приближений производится синтез дополни
тельных корректирующих звеньев в отдельных контурах (в том 
числе и корректирующих воздействий по возмущениям) и допол
нительных перекрестных корректирующих связей между конту
рами, обеспечивающих все требования к динамике каждой 
выходной величины в отдельности. 

При невысоких требованиях к качеству переходных процессов 
первоначальный общий синтез САУ целесообразно осуществлять 
на устойчивость с получением достаточно большой области устой
чивости в пространстве такого числа варьируемых параметров, 
чтобы их могло хватить для последующего обеспечения требова
ний к качеству переходных процессов или точности в режимах 
со случайными воздействиями. 

Заметим здесь, что при слабых связях между выходными пере
менными исследование устойчивости всей сложной многоконтур
ной системы иногда можно свести, как и исследование качества, 
к исследованию контуров отдельных переменных. Формально эта 
возможность проявляется в том, что многочлен D (р) может быть 
представлен в виде произведения нескольких многочленов, опи
сывающих отдельные н:онтуры системы. В этом случае корни ха
рактеристического уравнения всей системы представляют собой 
нули этих многочленов и, следовательно, условия устойчивости 
определяются в виде суммы независимых условий, налагаемых 
на эти отдельные многочлены. 

Во всех описанных выше случаях синтеза путем последователь
ных приближений особенно удобно применение вычислительных 
машин. 



Часть вторая 

Теория нелинейных систем автоматичесхоrо 
управления 

Глава восьмая 

ОСОБЕННОСТИ НЕЛИНЕИНЫХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ. 

ИХ СТАЦИОНАРНЫЕ РЕЖИМЫ 

. § 8-1. ВВЕДЕНИЕ 

С точRи зрения математичесRого описания системы автомати
чесRого управления делятся на линейные и нелинейные. Не
линейная система - это система, содержащая хотя бы одно не
линейное звено, т. е. звено, описываемое нелинейным уравне
нием (см. § В-2, п. Г). 

Все реальные САУ нелинейны, однаRо часто имеется возмож
ность, ограничившись рассмотрением малых отRлонений от уста
новившегося режима, свести задачу R исследованию линейной 
модели реальной системы путем линеаризации последней. :КаR было 
поRазано в § 1-2, это возможно для' систем, содержащих тольRо 
несущественно нелинейные звенья. 

Условия линеаризации звепьев определяют область примене
ния рассмотренной в первой части Rниги теории линейных САУ. 
:Кроме того, эта теория может быть использована для приближен
ного исследования САУ, содержащих и существенно нелинейные 
звенья, если эти нелинейности достаточно малы и ими в первом 
приближении можно пренебречь. TaR, например, часто можно 
не учитывать имеющуюся у RаRого-либо звена зону нечувствитель
ности, если она мала по сравнению с установившимися отRлоне
ниями в системе, определяемыми без ее учета. ТаRже может быть 
отброшена петля гистерезиса (например, в статичесRой хараRте
ристиRе элеRтромашинного усилителя), если она достаточно узRа. 
Примером существенной нелинейности, Rоторой ниRогда нельзя 
пренебречь, является релейная хараRтеристиRа. ВRлючение в сис-
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тему звена с такой характеристикой придает системе качественно 
новые свойства. 

В приложении 8 приведены характеристики II уравнения не
которых типовых существенно нелинейных звеньев. В частности, 
показаны следующие нелинейности: насыщение (ограничение), 
нечувствительность, неоднозначность в виде мертвого хода (люфта) 
и релейные характерис·rики. Все эти нелинейности симметричны. 
Аналогично можно составить описание и для несимметричных 
нелинейностей, а также нелинейностей, представляющих собой 
комбинации указанных простых нелинейностей, например мерт
вого хода с насыщением и т. п. 

В результате математического описания нелинейной САУ 
составляется структурная схема, состоящая из линейных, т. е. 
линеаризованных, и существенно нелинейных звеньев. При опи
сании последних, в свою очередь, осуществляется идеализация 
с целью упрощения этого описания вплоть до перехода в большин
стве случаев к типовым нелинейностям (см. приложение 8). 

Нелинейности существенно усложняют исследование систем, 
так как нет общих методов решения описывающих их нелинейных 
дифференциальных уравнений. Однако в настоящее время имеется 
ряд методов решения отдельных классов нелинейных задач. 
Эти методы достаточно просты и позволяют путем их совместного 
применения успешно решать задачи анализа нелинейных САУ. 

Хотя нелинейности затрудняют исследование САУ, их нельзя 
рассматривать как обязательно нежелательное явление. Нели
нейности в равной степени могут оказывать как вредное, так и 
полезное влияние на работу системы. Более того, наряду с нелиней
ностями, присутствующими в САУ помимо нашего желания, на
пример, в объекте управления, широко применяются нелинейности, 
специально вводимые в управляющее устройство системы с целью 
получения определенного положительного эффекта в работе САУ. 
R таким нелинейностям относятся, в частности, релейные управля
ющие устройства (см. одиннадцатую главу) и нелинейные коррек
тирующие звенья в системах непрерывного действия. 

Нелинейности придают САУ ряд качественно новых свойств, 
невозможных в линейных САУ. Нелинейные системы неизмеримо 
богаче по своим возможностям, чем линейные. Последние образуют, 
собственно говоря, довольно узкий класс систем, представляющих 
собой резу,11ьтат предельного упрощения реальных нелинейных 
систем. 

§ 8-2. СТАЦИОНАРНЫЕ РЕЖИМЫ НЕЛИНЕИНЫХ СИСТЕМ

ПРИ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ ВОЗДЕИСТВИЯХ 

Все основные результаты, полученные ранее во второй главе 
при рассмотрении точности линейных САУ в стационарных ре
жимах, остаются справедливыми и для нелинейных систем. Сюда 
относятся, в частности, поло;кения о влиянии на точность САУ 

173 



величины коэффициента передачи системы, порядка астатизма, 
компенсирующих возд�йствий по внешним возмущениям. 

Вместе с тем наличие нелинейностей в системе создает опреде
ленные особенности в стационарных режимах. 

· Рассмотрим вначале с т а т и ч е с к и й р е ж и м нелиней
ных статических САУ. Статический режим САУ определяется_зави
си11юстью статического значения выходной величины Хст системы 
от статического значения внешнего воздействия Fст - 1 Для линейной 
САУ эта зависимость линейна и характеризуется величиной ста
тизма (см. § 2-2). В нелинейных системах наличие нелинейных 
статических характеристик у отдельных звеньев приводит :к тому, 
что зависимость Хст от Fст получается также нелинейной. С:ка
занное иллюстрирует рис. 8-1, а, где приведена эта зависимость 

а) 
Хст 

о Fст О Fст 

Рис. 8-1. Статические характеристики нелинейных САУ. 

для линейной системы (кривая 1) и возможный ее вид для нели
нейной системы (кривая 2). В последнем случае зависимость может 
быть неоднозначной, :как и по:казано на рисун:ке, если в систему 
входит звено с соответственно неоднозначной хара:ктеристикой. 

Если в систему входит звено с зоной нечувствительности, то 
та:кую зону может иметь и статическая хараr{теристи:ка всей сис
темы (рис. 8-1, 6). 

Та:ким образом, для оцен:ки точности нелинейных САУ в ста
тических режимах необходимо иметь статичес:кую харантеристи:ку 
системы, связывающую Хст и Fст- Для приближенной оцен:ки 
можно оперировать максимальны.м отклонением выходной вели
чины, соответствующим ма:ксимально возможному изменению 
внешнего воздействия, а также диапазоном изменения крутизны 
ЛХст/ЛFст статичесной .хара:ктеристи:ки системы, т. е. ее статизма, 
:который здесь получается переменным. Последняя величина, как 
и в случае линейных систем, обычно выражается в относительных 
единицах (см. § 2-2). 

Статичес:кая хара:ктеристика нелинейной системы строится 
по статическим характеристикам составляющих ее звеньев исходя 
из их соединения, определяемого стру:ктурной схемой. 

1 Здесь переменные обо3начены 3аrлавными буквами, поскольку это не 
приращения, а полные 3начения (см. § 1-1). 
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Построение производится графичесRи. Общая его последова
тельность таRая же, что и при выводе передаточной фунRции 
линейной САУ (см. § 1-5). Вначале по хараRтеристиRам отдельных 
звеньев строим хараRтеристиRи групп последовательно и парал
лельно соединенных звеньев, а таRже звеньев, охваченных мест
ными обратными связями. Способ построения пов:азан на рис. 8-2. 
Для последовательно соединенных звеньев (рис. 8-2, а) задаемся 
рядом дисRретных значений входной величины Х. Для в:аждого 
из этих значений Xi определяем соответствующее значение вы
ходной величины Yli первого звена, по последнему значению 

а) 

� Yns-:-,_� 
�-� 

6) у 

J 

х 

Рис. 8-2. Построение статической характеристики нелинейной САУ 

на·ходим значение выходной величины Y2i следующего звена 
и т. д. до получения значения выходной величины всей цепочв:и У;. 

При параллельном соединении звеньев (рис. 8-2, б) ординаты 
исRомой зависимости У от Х определяем каR сумму ординат 
характеристик отдельных звеньев, т. е . 

. n 

У=� Yk. 
k=I 

Построение статической характеристиRи звена, охваченного 
обратной связью, пов:азано на рис. 8-2, tt. Здесь в:ривая 1 - это 
статичесв:ая харав:теристив:а основного звена 1, т. е. статическая 
зависимость У от ЛХ, а Rривая 2 - статичесRая хараRтеристиRа 
звена 2 в цепи обратной связи, т. е. статичесRая зависимость 
Хо.с 01· У. Из уравнения 

ЛХ=Х+Хо.с, (8-1) 

где верхний знак (плюс) соответствует положительной обратной 
связи, а нижний (минус) - отрицательной, получаем выражение 
для входного сигнала 
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где по-прежнему верхний знав: соответствует положительной об
ратной связи, а нижний - отрицательной. 

Для каждого конкретного значения выходной величины У 
соответствующее значение входной величины Х определяется по 
этому выражению, где ЛХ и Хо.с находятся для данного У по 
соответствующим характеристикам 1 и 2. Соответственно при 
положительной обратной связи исн:омая характеристика полу
чается вычитанием абсцисс характеристик 1 и 2, а при отрицатель
ной - их суммированием. Таким образом получена характерис
тика 3 - результирующая харав:теристиl{а при отрицательной 
обратной связи и характеристика 4 - при положительной обрат
ной связи. 

Rав: видим, отрицательная обратная связь уменьшает, а поло
жительная увеличивает I{рутизну результирующей хараl{терис
ТИI{И, Это соответствует уже известной нам зависимости коэффи
циента передачи 9хваченного обратной связью звена от знака 
и величины обратной связи (см. § 7-3). Приведенное на рис. 8-2, в 
построение иллюстрирует таl{же указанное ранее положение 
о том, что в случае линейной обратной связи отрицательная об
ратная связь уменьшает, а положительная увеличивает нелиней
ность результирующей статической характеристики. Это объяс
няется тем, что происходящее при этом пропорциональное изме
нение абсцисс соответственно изменяет влияние нелинейности 
исходной хараl{теристив:и звена на результирующую характерис
тику звена с обратной связью. 

Построения на рис. 8-2 для простоты выполнены в первом I{Вад
ранте. Разумеется, все изложенное справедливо при любом рас
положении хараl{теристив: относительно I{Оординатных осей. 

С помощью уl{азанных построений многов:онтурная САУ мо
жет быть приведена I{ одноl{онтурной схеме, состоящей из объеl{та 
управления О и управляющего устройства УУ, каждый из 
которых характеризуется своей статичесl{ОЙ харав:теристИI{ОЙ 
(рис. 8-3, а). 

Если исходная схема имеет перекрещивающиеся ветви, они 
должны быть предварительно устранены путем преобразования 
схемы в соответствии с правилами, изложенными в § 1-5. Опери
ровать надо при этом не передаточными фунl{циями, как там 
говорилось, а статическими характеристиками. 

Объект управления О (рис.8-3, а) имеет две входные величины -
управляющее воздействие U и внешнее возмущение F. Поэтому 
он описывается показанным на рис. 8-3, б семейством стати
ческих зависимостей Х от U, каждая из которых соответствует оп
ределенному значению F. 

На рис. 8-3, б приведено построение искомой статической 
зависимости Х от F замкнутой системы по статическим характе
ристикам объекта и статической характеристике управляющего 
устройства_ (кривая 1). Последняя харю{Теристика строится в той 
же системе координат, что и характеристика объекта, только 
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для нее Х является входной, а И - выходной величиной. Точки 
пересечения характеристик объекта с характеристикой управляю
щего устройства определяют значения переменных, удовлетво
ряющие характеристикам обоих звеньев и, следовательно, дают 
значения Х и F, по которым может быть построена искомая ста
тическая характеристика системы, приведенная на рис. 8-3, в
(кривая 1). На этом,же рисунке показана характеристика объекта 
при постоянстве И, т. е. при отсут-
ствии управления (кривая 2). Эта а)

@ 

характеристика соответствует точкам 0пересечения характеристик объекта 
на рис. 8-3, б с вертикальной линией 2, U Х
уравнение которой уу 

И=И1 =const. б) х

Штриховой кривой на рис. 8-3, в
показана характеристика зашшутой 
системы, получающаяся при увеличе
нии в:оэффициента передачи управ
ляющего устройства и соответственно 
при более пологой характеристике 
управляющего устройства (штрихо
вая в:ривая на рис. 8-3, б). 

Характеристика 3 на рис. 8-3, в
соответствует харав:теристике 3 уп
равляющего устройства на рис. 8-3, б в) о 
и .получается при увеличении до бес
в:онечности коэффициента передачи 
управляющего устройства, т. е. при 
введении в это устройство интег
рирующего звена с переходом, следо
вательно, к астатической САУ. 

х

о F, 

и

1

F

Если СА 'У в:омбинированная, на Рис. 8-3. Статические хара:кте-
ее управляющее устройство помимо Х ристики нелинейной САУ 
подается еще сигнал от внешнего 
возмущения F. В этом случае управляющее устройство описы
вается, как и объект управления, семейством статических харак
теристик, в:аждая из I<оторых соответствует определенн_ому :ша
чению F. Характеристив:и замкнутой системы при этом строятся 
по точкам пересечения харав:теристик объекта и управляющего 
устройства, соответствующим одинав:овому значению F.

Например, если в в:ачестве конкретной системы взять систему 
автоматического регулирования напряжения генератора, при
веденную на рис. В-2, в, то для нее у изображенных на рис. 8-3 
характеристик переменные Х, И и F соответственно означают 
регулируемое напряжение генератора, напряжение его возбуж
дения и нагруз:ку. 
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Аналогично строится статическая зависимость выходной ве
личины Х от внешнего воздействия в виде задающего воздействия G.

В этом случае управляющее устройство характеризуется се
мейством зависимостей U от Х при ряде заданных значений G.

Таким же образом можно строить характеристики САУ для 
с т а ц и о н а р н ы х д и н а м и ч е с к и х р е ж и м о в, рас
смотренных во второй главе. 

Описанная методика построения статических характеристик 
позволяет оценивать влияние нелинейности и нестабильности 
отдельных звеньев на характеристику всей системы, а также взаим
но согласовывать характеристики звеньев с целью получения 
желаемой результирующей характеристики САУ. 

§ 8-3. СТАЦИОНАРНЫЕ РЕЖИМЫ НЕЛИНЕИНЫХ

СИСТЕМ ПРИ СЛУЧАИНЫХ ВО3ДЕИСТВИ.ЯХ. 

СТАТИСТИЧЕСКАЯ ЛИНЕАРИ3АЦИ.Я 

А. Прохождение случайного сигнала через нелинейное звено 

Стационарные случайные режимы САУ возникают при дейст
вии на систему стационарных случайных воздействий. Предметом 

а) 
X(t)=mx

rX0(t)� Y(t)=my
rY0(t) 

б) у 

8) 

1 
1 

г) 1 

1 

х 

XI 
х 

у 

Рис. 8-4. Искаженпе нривойрас
rrределения сигнала при прохо
ждении '!ереа нелпнейное звено 

исследования САУ в таких режимах 
является точность системы, оценивае
мая средним значением (математи
ческим ожиданием) и дисперсией или 
среднеквадратичным отклонением вы
ходной величины. 

Методика исследования стацио
нарных случайных режимов для ли
нейных систем была рассмотрена в 
третьей главе. 

В случае нелинейных систем за
дача существенно усложняется вслед
ствие неприменимости здесь принципа 
суперпозиции. В связи с этим был 
создан метод п р и б л и ж е н н о г о 
исследования точности нелинейных 
САУ в стационарных случайных 
режимах, называемый методом с т а
т и с т и ч е с к о й л и н е а р и з а
ц и и. Этот метод разработан И. Е. :Ка
заковым и Бутоном в 1954 г. и зак
лючается в замене нелинейной системы 
.линейной, эквивалентной исходной 
системе в отношении реакции на за-
данное случайное воздействие. В 

результате возникает возможность применить для исследования 
нелинейных систем описанный в третьей главе аппарат исследова
ния линвйных систем. 
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Прежде чем перейти к изложению метода статистической 
линеаризации, рассмотрим особенности прохождения стационар
ного случайного сигнала через нелинейное звено. В качестве при
мера возьмем нелинейное звено НЛ (рис. 8-4, а) со статической 
характеристикой с насыщением (рис. 8-4, 6). Для простоты при
мем коэффициент передачи звена, соответствующий линейному 
участку характеристики, равным единице. Пусть на вход звена 
поступает случайная величина X(t) = тх + X0(t) с нормальным рас
пределением, график плотности вероятности р (Х) которой пока
зан на рис. 8-4, в. 

На рис. 8-4, г изображен график плотности вероятности выход
ной величины Y(t) = ту + Y0(t), построенный по графику р (Х) и 
статической характеристике звена. Значения Х, лежащие внутри 
линейной зоны характеристики звена, т. е. по абсолютному значе
нию не выходящие за уровень ограничения Ь, проходят через звено 
без ис1{ажения. Поэтому часть кривой р (У), лежащая в пре
делах У = + Ь, совпадает с соответствующей частью кри
вой р (Х). 

Все значения Х, превыщающие по абсолютной величине уро
вень Ь, дают на выходе звена одну и ту же величину У, равную 
Ь, знак которой определяется знаком Х. Вероятность появления 
сигнала У, по величине большего Ь, равна нулю. В результате 
участкам кривой р (Х) при I Х 1 > Ь соответствуют в кривой 
р (У) бесконечно узкие импульсы при У = + Ь, площадь каждого 
из которых равна заштрихованной на рис. 8-4, в площади под 
кривой р (Х). На рис. 8-4, г для наглядности эти импульсы пока
заны условно конечной ширины и высоты. 

· Если изменять среднее значение тх входной величины, то
соответственно будет изменяться как среднее значение ту выход
ной величины, так и ее дисперсия. В частности, при увеличении 
тх величина ту будет возрастать, стремясь к значению Ь, а диспер
сия уменьшаться, стремясь в конце концов I{ нулю, ногда тх 
станет много больше Ь. Если при неизменном тх сужать или рас
ширять кривую р (Х), изменяя дисперсию входной величины, 
будут изменяться тоже как среднее значение выходной вели
чины, так. и ее дисперсия. При этом в случае сужения кривой 
р (Х) величина ту будет увеличиваться, стремясь к тх по мере 
того, как кривая р (Х) будет все больше входить внутрь диапа
зона+ Ь, а дисперсия выходной величины будет стремиться к нулю 
одновременно с дисперсией входной величины. 

Таким . образом, при прохождении случайного сигнала через 
нелинейное звено закон распределения плотности вероятности его 
искажается. При этом среднее значение величины на выходе 
звена и ее дисперсия зависят каждая как от среднего значения, 
так и от дисперсии входной величины. В этом проявляется непри
менимость н нелинейным звеньям принципа суперпозиции в от
личие от линейных систем, где возможно независимое определение 
реакции системы на среднее значение, т. е. на детерминированную 
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ч.ас1'ь внешнего воздействий, и на его центрирова:Еtную случайную 
составляющую (см. третью главу). 

На рис. 8-5, а� б приведены 3ависимостп шу и ау от тх и ах, 
построенные для рассмотренного 3вена со статической характерис
тикой с насыщением (см. рис. 8-4, б) при Ь = 1 в случае нормального 
распределения входного сигнала. 

Как видно и3 рис. 8-5, а, наличие случайной составляющей 
сигнала сглаживает нелинейную 3ависимость между выходом и 
входом для среднего 3начения, т. е. для детерминированной состав
ляющей сигнала. При отсутствии случайной составляющей, т. е. 
при ах = О, эта зависимость, естественно, совпадает с нелинейной 

а) ту б) а'у 

1,0г--т--Jl�p--:::=,--:i:===i 1,0 

r,,=U 

·-о.в х 
o,в1----P...._,,....::i,,.....,i.;i 

�61--4",.t......J�--h,''--l--,,..f"C--I 

0,41--,,,,_,----ь,'----c�=f---i,..-,::.-j 

0,6t----+-'""ri-+---l"'..---t---l 

0,4t--P...-+------t--t---t 

0,2i-d-==-t-�t---,��---I 

Рис. 8-5. Прохождение случайного сигнала через нелинейное 
звено с насыщением 

статической характеристикой 3вена, а по мере роста ах ее наклон 
уменьшается, все более усредняясь, т. е. случайная, составляющая 
входного сигнала со3дает эффект линеари3ации нелинейного 3вена 
для детерминированной составляющей сигнала. 

Такая же линеари3ация нелинейной характеристики под дейст
вием случайной составляющей сигнала с получением 3ависимостей 
ту от тх и ох, подобных приведенным на рис. 8-5, а, будет, напри
мер, и в случае релейной характеристики. При этом во3никает 
любопытное положение, когда 3а счет действия случайной состав
ляющей релейное звено ведет себя по отношению к детерминиро
ванной составляющей сигнала как 3вено непрерывного действия. 

Зависимости, показанные на рис. 8-5, б, иллюстрируют обрат
ное влияние детерминированной составл·яющей сигнала на про
хождение случайной составляющей. Здесь с ростом тх передача 
звеном случайной составляющей тоже ослабляется 3а счет того, 
что звено насыщается детерминированной составляющей сигнала. 

Б. Идея статистической линеаризации 
Рассмотрим нелинейное 3вено, характеристика которого пока

зана на рис. 8-4, б. При наличии на его входе стационарного 
случайного сигнала 

х (t)=mx +хо (t) (8-2) 
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установившаяся реакция на выходе звена тоже представляет собой 
стационарный случайный сигнал 

У (t) =ту+ уо (t). (8-3) 

Rак показано выше, каждая из составляющих последнего оигна
ла зависит от обеих составляющих входного воздействия. 

Задача статистической линеаризации заключается в том, чтобы 
найти линейное звено, дающее при том же входном сигнале Х (t) 
выходной сигнал 

(8-4) 

с достаточной точностью приближающийся к сигналу У (t) на 
выходе нелинейного звена. 

Точность линеаризации зависит от того, какой выбран крите
рий для сравнения У0 с У. Наиболее распространенными критерия
ми статистической линеаризации являются следующие два. Пер
вый состоит в том, что уравнение эквивалентного линейного звена 
определяется по условию сохранения неизменными среднего зна
чения и дисперсии выходного сигнала, т. е. исходя из следующих 
равенств: 

(8-5) 

Второй критерий заключается в определении уравнения экви
валентного линейного звена по условию минимума среднеквадра
тичного отклонения У0 (t) от У (t). 

· Рассмотрим вначале статистическую линеаризацию на основе
первого критерия, т. е. по условию (8-5). При выполнении пер
вого условия (8-5) линейное звено будет полностью эквивалентно 
исходному нелинейному звену в отношении пропускания заданной 
детерминированной составляющей входного сигнала. Второе усло
вие (8-5) является условием эквивалентности в отношении про
пускания центрированной случайной составляющей входного сиг
нала. В связи с тем что дисперсия не определяет полностью закона 
распределения случайной величины, выбор уравнения эквивалент
ного линейного звена исходя только из дисперсии случайной 
составляющей входного воздействия определяет погрешность данной 
статистической линеаризации. 

Например, при статистической линеаризации нелинейного 
звена с насыщением (см. рис. 8-4) на выходе эквивалентного линей
ного звена вместо случайной величины с законом распределения, 
изображенным на рис. 8-4, г, будет случайная величина с тем же 
законом распределения, что и входная величина (см. рис. 8-4, в), 
но со средним значением и дисперсией, совпадающими с их значе
ниями для истинной кривой на рис. 8-4, г. Т. е. приближенность 
статистической линеаризации заключается в пренебрежении иска
жением закона распределения случайного сигнала, ?существляе-
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мым нелинейным звеном. Эта приближенность, в свою очередь, 
приводит к тому, что оценка точности замн.нутых САУ, выполняе
мая с помощью этого метода, является принципиально прибли
женной. 

Ограничим пока свое рассмотрение безынерционными нелиней
ными звеньями, описываемыми однозначной нечетной статической 
характеристикой (позиции 1, 2, 3, 6 приложения 8). В этом случае 
исходя из условия (8-5) нелинейное звено может быть заменено 
тоже безынерционным эквивалентным линейным звеном, описывае
мым уравнением 

(8-6) 

т. е. идеальным статическим звеном с разными коэффициентами 
передачи для детерминированной (коэффициент kco) и случайной 

Yj(t)=m
r, 

+Y,0(t)

о) 
ту 

X0(t} Yj(t)= ту. + Уз°(t) 

Рис. 8-6. Эквивалентное ли
нейное звено, полученное в 
результате статистической 

линеаризации 

(коэффициент kc1) составляющих сигнала. На рис. 8-6, а условно 
изображена схема этого звена, состоящая из двух параллельных 
звеньев. Одно звено (kc0) пропускает среднее значение, а другое 
(kc1) - только центрированную случайную составляющую сигнала. 
Штриховыми стрелками условно показана зависим9сть каждого 
коэффициента kco и kc1 от обеих составляющих входного сигнала. 

'Уравнение (8-6) непосредственно вытекает из условий (8-5). 
Согласно первому из них, коэффициент передачи эквивалентного 
линейного звена для среднего значения сигнала 

(8-7) 

В соответствии со вторым равенством (8-5) коэффициент пере
дачи центрированной случайной составляющей сигнала 
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- -./Dy О'у
kc1 =+ 

V Dx =+ ах' 

Действительно, возведя в квадрат уравнение 

У� (t) = kc1X0 (t) 

(8-8) 



и осуществив усреднение, чтобы перейти R дисперсии, получим 
равенство 

соответствующее выражению (8-8). Знак kc1 в этом выражении опре
деляется линеаризуемой функцией: если она возрастает в точке 
Х = тх, то kc1 > О, если убывает, то kc1 < О. 

:Коэффициенты kco и kc1 называются R о э ф ф и ц и е н т а м и 
с т а т и с т и ч е с к о й  л и н е а р и з а ц и и  и л и  с т а
т и с т и ч е сRи ми к о э ф ф и ц и е н т а ми п е р е д а ч и  
с о о т в е т с т в е н н о  д л я ма т е ма т и ч ес к о г о  о ж и
да н и я  и д л я  ц е н т р и р о в а н н ой с л у ч а йно й 
с о с т а в л я ю щ е й. 

:Коэффициенты kco и kc1 однозначно определяются статической 
характеристикой У = ер (Х) нелинейного звена и заноном рас
пределения р (Х) входной величины. Покажем это. В соответствии 
с формулой (П-49) среднее значение У Rак неслучайной функции 
ер (Х) случайной величины Х равно 

00 

mv=M [ер (Х)] = � ер (Х) р (Х) dX.
' -оо 

(8-9) 

Поэтому, согласно (8-7), получаем окончательное выражение для 
kco через ер (Х) и р (Х): 

00 

kco =-
1 

\ ер (Х) р (Х) dX.rn
x 

J 
-оо 

(8-10) 

Аналогично в соответствии с определением дисперсии [см. 
формулу (П-53)) 

00 

Dv= � ер2 (Х) р (Х) dX - т\,-. (8-11) 
-оо 

Поэтому, согласно (8-8), имеем выражение 

(8-12) 

Формулы (8-10) и (8-12) позволяют определ_ить коэффициенты 
статистической линеаризации kco и kc1 для заданной нелинейно
сти ер (Х) при известном законе распределения р (Х) входной ве
личины. В приложении 9 приведены готовые выражения для 
kco и kc1 для ряда типовых нелинейностей в случае нормального 
распределения входной величины. 
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Фующия распределения плотности вероятности для нормаль
ного закона 

р(Х)= � е crx 2n 

Поскольку, как видим, она полностью определяется значения
ми тх и ах, в случае нормального распределения коэффициенты 
статистической линеаризации kco и kc1 тоже однозначно опреде
ляются через тх и бх (см. приложение 9). 

При статистической линеаризации нелинейных звеньев, вхо
дящих в замкнутую систему, закон распределения случайной вели
чины на входе этих звеньев заранее неизвестен. Поэтому его 
приближенно принимают нормальным и используют выражения 
для коэффициентов kco и kc1 , приведенные в приложении 9. До
пустимость этого связана с двумя обстоятельствами. Во-первых, 
как говорилось в § 3-2, при прохождении случайного сигнала 
через инерционную систему, какой является реальная САУ, закон 
распределения его приближается к нормальному и тем больше, 
чем уже полоса пропускания линейной части системы по сравне
нию со спектром внешнего воздействия. Поэтому даже тогда, 
когда приложенное к САУ внешнее воздействие имеет распределе
ние, далекое от нормального, распределение случайной величины, 
попадающей на входящее в систему нелинейное звено, будет 
значительно ближе к нормальному. Таким же образом нормали
зуется искаженный нелинейностью закон распределения плотности 
вероятности сигнала на выходе нелинейнго звена при прохожде
нии по контуру замкнутой системы, прежде чем вновь попасть на 
вход этого звена. Во-вторых, расчеты показывают [16, 21, 22], что 
при изменении в широких пределах закона распределения вели
чины на входе нелинейного звена значения kco и k01 изменяются 
незначительно. 

Таким образом, в целом приближеппость раr:четов методом 
статистичесt.ой липеаризации связапа с допущепием, что вели
чипа па входе пелипейпого звепа имеет пормалшое распределепие, 
и, далее, с пеучетом искажепия этого закопа пелипейпым звепом. 
При этом действительный закон распределения величины на выходе 
нелинейного звена заменяется тоже нормальным с сохранением 
прежних среднего значения и дисперсии. Погрешность расчетов, 
основанных на статистической линеаризации, будет тем меньше, 
чем ближе распределение внешнего воздействия к нормальному 
и чем шире его частотный спектр по сравнению с полосой пропуска
ния линейной части системы. 

Выше была изложена идея статистической линеаризации, 
основанная на условиях (8-5), т. е. равенстве средних значений 
и дисперсий величин У и У0 • 

Остановимся теперь на другой возможной форме статистичес
кой линеаризации, основанной на критерии минимизации средне-
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квадратичного отклонения Уз от У. В этом случае уравнение 
эквивалентного линейного звена определяется исходя из условия 

М [(У -Уз)2 J =min. 

Подставив сюда выражение (8-6) для Уз, получаем: 

М {[У -kc0mx-kc1X0 (t)]2 } = k�om2x +kg1Dx+M [Y2 J -
-2kc0mxmy -2kc1M [X0YJ = min. 

Приравняв нулю частные производные от этого выражения по 
kco и kc1, получим следующее уравнение для определения искомых 
формул для kco и kc1: 

Отсюда 

-2тхту+ 2kc0m2x_ = О; 
-2М [Х0У] +2kc1Dx= 0. 

ту kco =

m;х 
1 kc1 = nM[YX0 ].
х 

Ив выражения (8-13) 
00 

kc1 = п� �- (f) (Х) Х0р (Х) dX.

-оо 

(8-13) 

(8-14) 

Таким образом, и здесь статистическая лицеаризация бевы:нер
ционного нелинейного звена тоже сводится к замене нелинейного 
звена идеальным линейным с разными коэффициентами передачи 
для среднего значения и центрированной случайной составляю
щей. При этом значение первого коэффициента статистической 
линеаризации совпадает с ранее найденным по первому условию 
(8-5) коэффициентом kco• Выражение для второго коэффициента 
статистической линеаризации получается другим. 

В приложении 9 приведены танже выражения и для этого коэф
фициента kc1. Rак видно, этот способ линеаризации дает более 
простые выражения для kc1 и поэтому более предпочтителен. 

Погрешность расчетов точности САУ, основанных на послед
ней и ранее изложенной идеях статистической линеаризации, как 
показывает опыт, в обоих случаях получается примерно одинако
вой по величине, хотя, как правило, равных знаков. В связи с этим 
рекомендуется для повышения точности расчетов использовать в 
качестве коэффициента kc1 среднее арифметическое значение этого 
коэффициента, полученного обоими способами, т. е. брать 

k'l'+k'21 

k _ с1 с1
с1-

2 , (8-15) 

где k'N и kc1, - значения kc11 соответствующие первому и второму
способам статистической линеаризации. 
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:Как было сказано, все изложенное выше относится к нелиней
ному звену с однозначной нечетной характеристикой. Остановимся 
теперь на особенностях статистической линеаризации других ти
пов нелинейных звеньев. 

Если с т а т и ч е с к а я х а р а к т е р и с т и к а ер (Х) н е -
л и н е й н о г о з в е н а н е о д н о з н а ч н а, его уравнение 
включает, помимо входной переменной Х, еще и ее производную Х 
(см. позиции 3, 5, 7 приложения 8). В этом случае формулы (8-9) -
(8-12) и (8-14) уже не применимы. Они должны быть усложнены 
учетом производной Х. Выражения для kco и kc

1 
в приложении 9 

получены по этим уточненным формулам, которые, однако, :м:ы 
приводить не будем, поскольку сами по себе они нам не требуются. 

Если х а р а к т е р и с т и к а ер (Х) н е л и н е й н о г о 
з в е н а н е  я в л я е т с я не ч е т н о й, т . е. н е с и :м: -
м е т р и ч н а  о т н о с и т е л ь н о  н а ч а л а  к о о р д и н а т
(см, позиции 8-11 приложения 8), искажение левой и правой 
частей кривой плотности вероятности входного сигнала при 
прохождении его через нелинейное звено будет неодинаковым и 
при тх = О. В этом легко убедиться, выполнив мысленно соот
ветствующее построение кривой плотности вероятности р (У), 
аналогичное приведенному на рис. 8-4, для любой характеристики 
указанного вида. Поэтому в данном случае среднее значение my

0 

нельзя выражать через тх с помощью коэффициента статистичес
кой линеаризации kco, т. е. в виде 

ту =kcomx, 
э 

так как здесь my
8 

=1= О при тх = О. В связи с этим эквивалентное 
линейное звено для такого вида нелинейных звеньев следует пред
ставить в виде схемы, изображенной на рис. 8-6, б. Соответственно 
вместо (8-6) получаем уравнение 

(8-16) 

Здесь kc1 - определяемый по-прежнему коэффициент статисти
ческой линеаризации для центрированной случайной составля
ющей, а ту находится для однозначной нелинейности по формуле 
(8-9) без перехода к kco с помощью формулы (8-10). 

В соответствии с изложенным для рассмотренных нелиней
ностей в приложении 9 вместо kco даны выражения для ту. 

В. Методика исследования точности нелинейных САУ 
с помощью статистичесхой линеаризации 

Рассмотрим замкнутую САУ, изображенную на рис. 8-7. 
В произвольной точке системы приложено стационарное случайное 
воздействие 

(8-17) 
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создающее в системе стационарный случайный режим. Звено - 1 
на входе линейного звена Wл (р) показывает, что обратная связь 
в системе отрицательна. Наша задача заключается в том, чтобы 
определить среднее значение и дисперсию выходной величины САУ, 
которая в общем случае тоже находится в произвольной точке 
системы. 

Начнем рассмотрение с систем с одной нелинейностью в виде 
однозначной нечетной характеристики. 

Первым этапом решения является выполнение статистической 
линеаризации нелинейного звена. Полагая, что Х (t) имеет нор
мальное распределение, осуществляем статистичесн:ую линеариза
цию нелинейного звена, заме
нив его идеальным статиче-
ским звеном, поr-шзанным на WXF(,oJрис. 8-6, а, с коэффициентом 
передачи kco для среднего Y(t)=my+Y0{t) ,----, X(tJ=mx+X0{t)
значения и коэффициентом 
передачи kc1 для центриро
ванной случайной составляю-

u 

Х ( ) Рис. 8-7. Статистическая линеаризациящей входнои величины t , нелинейной замrшутой системы 
Эти 1-шэффициенты находятся 
по приложению 9 в виде фующий пока неизвестных величин тх 
и ах, которые, таким образом, нам необходимо найти, чтобы оп
ределить значения kco и kc1. 

Заметим, что полученная в результате линеаризации САУ 
является линейной толы<о при фиксированных тх и ах, т. е. при 
стационарном воздействии на систему, но при изменении этого 
воздействия она по-прежнему нелинейна, так как содержит коэф
фициенты, зависящие от тх и ах. 

Для нахождения тх и ах можем применить известные нам 
методы теории линейных САУ. В соответствии с проведенной 
линеаризацией для полученной линейной системы находим две 
передаточные функции - одну для детерминированной состав
ляющей 

W ( )- тх _ Wxp (P) 
зоР- -1 k W ) тр + со (тх, ах) л (р 

(8-18) 

и вторую для центрированной случайной составляющей процесса 
. xo(t) Wxp (p) 

Wз1(Р)= FO(t) = 1+kc1(mx, crx)Wл(p)'
(8-19) 

Эти передаточные функции отличаются только коэффициентами 
передачи эквивалентного линейного звена. -У этих коэффициентов 
в сr<обках указаны переменные, функциями которых они являются. 

Из (8-18) получаем следующее выражение для тх: 
Wxp(O} 

mx=Wзo(O)mp=
1+k (т а )W (О)"со х, х л 

(8-20) 
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Здесь принято р = О, поскольку mp постоянно, и, следовательно,
для детерминированной составляющей процесса имеет место ста
тический режим (см. § 2-2). 

С помощью передаточной функции (8-19) находим выражение
для ах, пользуясь формулами (3-14) и (3-8), выведенными в третьей
главе для линейных систем: 

ах = { � � А�1 (ro) SPo (ro) dro• (8-21)

Здесь А 81 (ro) = 1 W81 (jro) 1 - амплитудная частотная характе
ристика, соответствующая передаточной функции W81 ,(р); Spo ( ro) -

спектральная плотность центри
рованной части F0 (t) внешнего
воздействия. 

Полученные уравнения (8-20)
для тх и (8-21) для ах содержат
в правых частях обе искомые
величины тх и ах в выражениях
для коэффициентов kco (тх, ах)
и kc1 (тх, ах)- Поэтому найти
значения тх и ах можно только

о тх4 тх путем совместного решения
Рис. 8-8. Графическое определение 
т

х 
и а

х 
при статистической линеа

ризации 

уравнений (8-20) и (8-21). Их
решают либо методом последова
тельных приближений, либо
графически. В первом случае

вначале задаются грубо приближенными значениями kco и kc1 и
по формулам (8-20) и (8-21) находят тх и ах в первом приближе
нии. По найденным значениям тх и ах уточняют величины kco
и kc1• Затем вновь определяют тх и ах во втором приближении
и т. д. вплоть до момента, когда полученные значения тх и ах
окажутся достаточно близкими. 

Решение уравнений (8-20) и (8-21) графическим методом выпол
няют, как показано на рис. 8-8. Вначале, задаваясь значениями
тх, строят зависимость ах от тх, определяемую уравнением (8-20)
(кривая 1 на рис. 8-8). Затем строят в тех же координатах зависи
мость ах от тх, находя ах по уравнению (8-21) путем подстановки
в его правую часть значений тх и ах, определенных кривой 1 
(кривая 2 на рис. 8-8). Точка пересечения обеих кривых дает иско
мые значения тх и ах, удовлетворяющие обоим уравнениям. По
этим значениям определяют искомые величины коэффициентов kco 
и kc1, чем и завершается первый этап исследования нелинейной
САУ, т. е. линеаризация системы с определением параметров эк
вивалентного линейного звена. 

Вторым этапом исследования является определение среднего
значения и среднеквадратичного отклонения выходной величины
системы, находящейся в ее произвольной точке, т. е. где-то внутри
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линейной части Wл (р) в схеме на рис. 8-7. Эта задача не составляет 
труда, поскольку мы имеем дело уже с линейной системой с извест
ными параметрами kco и kc1, Искомые величины среднего значения 
и среднеквадратичного отклонения находятся по прежним фор
мулам (8-20) и (8-21) с тем только изменением, что в числителях 
соответствующих передаточных функций замкнутой системы W80 (р) 
и W81 (р) ставятся другие передаточные функции, связывающие 
F не с Х, а с точкой нахождения интересующейнас выходной пере
менной системы. 

Мы рассмотрели методику применения статистической линеари
зации для систем с одной однозначной нечетной нелинейностью. 
Если характеристика нелинейного звена не является нечетной, 
т. е. несимметрична относительно начала координат, в результате 
статистической линеаризации такого звена получается эквива
лентное линейное звено, которое описывается уравнением (8-16) 
и схема которого приведена на рис. 8-6, 6. Согласно такому пред
ставлению эквивалентного линейного звена, оно в явном виде 
не замы1{ает си.стему для среднего значения, т. е. постоянной 
составляющей сигнала, и поэтому при исследовании точности 
САУ вместо уравнения (8-20) для тх следует пользоваться таким 
уравнением: 

(8-22) 

Здесь выражение для ту (тх, ах) в виде функции тх и ах берется 
из приложения 9. 

Совместное решение этого уравнения с уравнением (8-21) 
для ах дает значения тх, ах. По ним находятся значения kc1 (тх, 
ах) и ту (тх, ах), т. е. определяются неизвестные параметры 
эквивалентной линейной САУ. 

Среднеквадратичное отклонение центрированной составляю
щей искомой выходной величины замкнутой системы определяется 
далее по-прежнему. Среднее значение в соответствии с новым пре
дставлением линейного эквивалентного звена определяется по 
уравнению, аналогичному (8-22), но с другими передаточными 
функциями, связывающими F и У на входе линейной части не с 
Х, а с точкой нахождения выходной величины системы. 

Заметим, что представление эквивалентного линейного звена 
в виде схемы на рис. 8-6, б с введением_ в рассмотрение ту вместо 
kc0mx в равной мере возможно и при нечетных нелинейных характе
ристиках. Однако в этом случае получается менее наг.лядным 
взаимное влияние детерминированной и центрированной случай
ной составляющих сигнала, проходящего через нелинейное звено. 

Описанная методика применима и к системам с несколькими 
нелинейными звеньями. Каждое из них заменяется эквивалентным 
линейным звеном, параметры которого выражаются через среднее 
значение и дисперсию сигнала на его входе. В результате по
лучается система, сос·rоящая уже не из двух, а из стольких пар 
уравнений, скоЛЫ{О нелинейных звеньев входит в СА "У. Совме-
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стное решение этих уравнений, естественно, значительно сложнее, 
чем в случае одной нелинейности. 

Заметим, однако, что сказанное относится к случаю, когда 
нелинейные звенья разделены инерционными линейными звеньями. 
Если же нелинейные звенья включены непосредственно друг за 
другом, они все сводятся к одному нелинейному звену, характерис
тика которого строится по характеристикам отдельных звеньев, 
как это описано в предыдущем параграфе. 

Г. Применение статистической линеаризации 
для исследования нестационарных процессов 
с высокочастотной случайной составляющей 

В заключение настоящего параграфа укажем на возможность 
применения статистической линеаризации для исследования не
стационарных процессов, если внешнее воздействие 

имеет медленно изменяющуюся во времени детерминированную 
составляющую mp (t) и высокочастотную стационарную случай
ную составляющую F0 (t), т. е. речь идет о режиме, когда спентры 
детерминированной и случайной составляющих разнесены по 
частоте относительно друг друга. 

В более общем случае случайная и детерминированная состав-. 
ляющие могут представлять собой самостоятельные внешние воз
действия, приложенные в разных точнах системы. В частности, 
сюда относится практически часто встречающийся случай, когда 
медленно изменяющаяся детерминированная составляющая пред
ставляет собой задающее воздействие, а высокочастотная случай
ная составляющая - внешнюю помеху (шум). Задача при этом 
сводится к исследованию процесса отработки задающего воздей
ствия в присутствии помех. Применив статистическую линеариза
цию, по-прежнему получим два уравнения: одно для среднеквад
ратичного отклонения crx центрированной случайной составля
ющей, а другое - для среднего значения тх детерминирован
ной составляющей. Первое уравнение является прежним уравне
нием (8-21). Однако в качестве второго уравнения уже нельзя 
использовать уравнение статики (8-20) [или (8-22)], полученное из 
(8-18) подстановкой р = О, тю< как теперь среднее значение сиг
нала непостоянно. Поэтому надо брать соответствующее ему исход
ное дифференциальное уравнение 

Wxp(p) тх (t) = Wa0 (p)mp(t) =i+k ( ) W ( ) mp(t). (8-23) 
со тх, ах л Р 

Совместное решение этих двух уравнений существенно слож
нее, чем в случае стационарного режима, по двум причинам. 
Во-первых, входящие в эти уравнения коэффициенты kco и kc1 
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теперь не постоянны, а медленно изменяются во времени вместе 
с mp (t). Во-вторых, второе уравнение для детерминированной 
составляющей из алгебраического стало дифференциальным (8-23). 

Однако благодаря тому, что детерминированная составляющая 
является медленно изменяющейся по сравнению со случайной, 
задача облегчается возможностью при решении уравнения (8-21) 
для случайной составляющей сигнала ,считать процесс квазиста
ционарным и применить известный нам по § 7-6, п. Б метод <<замо
раживанию> коэффициента kc1 , т. е. решать это уравнение по-ста
рому, полагая этот коэффициент постоянным. 

Графическое решение уравнения (8-21) дает определяемую им 
зависимость ах от тх. Подставив эту зависимость в выражение 
для kco (тх, ах), получим нелинейную зависимость kco только 
от тх. Подставив ее в уравнение (8-23) для детерминированной 
составляющей, получим нелинейное уравнение, содержащее толь
ко детерминированную составляющую: 

mx (t) W XF (р)
( ) (8-24) 

1+kco(mx)Wл(P)
mp t.

Решение этого уравнения дает искомый процесс тх (t). В даль
нейшем по найденным значениям тх и ах можно описанным ранее 
способом найти детерминированную и случайную составляющие 
процесса в любой точке системы. 

Решение нелинейного дифференциального уравнения (8-24) 
облегчается тем, что входящая в него нелинейная зависимость 
kco от тх обычно, во всяком случае при достаточно большой слу
чайной составляющей, очень слаба, т. е. в широком диапазоне 
изменения тх можно считать kco постоянным. При этом уравнение 
(8-24) становится линеаризуемым и его решение не представляет 
труда. 

Слабая зависимость kco от тх объясняется описанным выше 
явлением сглаживания нелинейностей случайным сигналом. На
пример, как следует из рис. 8-5, а, в случае нелинейности типа 
насыщения с ростом а;, т. е. случайной составляющей сигнала, 
зависимость ту от тх все более сглаживается и соответственно 
статистический коэффициент передачи kco = my/mx, уменьшаясь, 
все более стабилизируется относительно тх. 

Описанное влияние высокочастотной случайной составляющей 
на коэффициент передачи нелинейного звена для детерминирован
ной составляющей создает характерные особенности динамики 
нелинейных систем, отсутствующие в линейных системах. В ча
стности, если высокочастотная случайная составляющая пред
ставляет собой помеху, то при изменении уровня помехи будут 
изменяться точность и качество реакции САУ на детерминирован
ные воздействия. Например, если, как в рассмотренном выше 
случае, с ростом уровня случайной помехи величина коэффициента 
kco уменьшается, это значит, что одновременно падают точность 
и быстродействие детерминированных процессов управления. 
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Более того, за счет изменения уровня случайной помехи 
нелинейная САУ может из устойчивой превратиться в неустойчи
вую и наоборот. Например, нелинейная САУ с линеаризуемой 
нелинейностью в виде насыщения, неустойчивая вследствие того, 
что ее I{оэффициент передачи выше критического по условию устой
чивости, может быть сделана устойчивой путем приложения к ней 
случайного сигнала. Обратное превращение устойчивой САУ 
в неустойчивую под влиянием случайной помехи возможно, в част
ности, если ту же характеристику с насыщением имеет корректи
рующее звено, которое стабилизирует систему. 

Рассмотренное влияние случайной помехи на уотойчивость 
нелинейной САУ представляет собой совершенно новое явление, 
не укладывающееся во введенное ранее применительно к линей
ным системам понятие об устойчивости. Там мы привыкли, что 
устойчивость есть внутреннее свойство системы, не зависящее 
от внешних воздействий. В случае же нелинейных систем, ока
зывается, устойчивая система, имеющая затухающую переходную 
характеристику, может начать раскачиваться при приложении 
к ней ограниченной по величине случайной помехи или при воз
никновении ее внутри самой системы. 

В ходе рассмотрения статистической линеаризации мы перешли 
к вопросу об особенностях динамики нелинейных систем, являю
щемуся предметом следующего параграфа. Однако, прежде чем 
окончательно остановиться на рассмотрении этого вопроса, в 
заключение отметим еще одно важное обстоятельство в отношении 
применимости статистической линеаризации. Использование ста
тистической линеаризации предполагает, что исследуемая система 
устойчива и в ней отсутствуют незатухающие колебания. В против
ном случае вследствие неприменимости к нелинейным системам 
принципа суперпозиции необходимо при статистической линеари
зации учесть прохождение через нелинейное звено этих нолеба
ний. Для этого применяется м е т о д с о в м е с т н о й с т а -
т и с тич е с к о й  и га р м о н и ч е сн о й  л и н е а р и з а
ци и, о нотором будет сказано позднее в § 9-3. 

Более подробно о статистической линеаризации см. в работах 
[16, 21, 22]. 

§ 8-4. ОСОБЕННОСТИ ДИНАМИКИ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

Выше при рассмотрении установnшихся режимов нелиней
ных САУ было выяснено, что в отличие от линейных систем точ
ность нелинейных систем зависит от величины внешних воздей
ствий. Такая же зависимость существует и в отношении устойчи
вости и качества переходных процессов в нелинейных системах. 

У линейных систем, как было показано в первой части книги, 
точность, устойчивость и качество переходных процессов не за
висят от величины внешних воздействий. Благодаря применимости 
н линейным системам принципа суперпозиции изменение величины 
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внешнего воздействия вызывает в ·них только пропорциональное 
изменение абсолютного отклонения выходной величины, не ска
зываясь на качестве переходного процесса (его колебательности, 
длительности). Последнее иллюстрируется рис. 8-9, а, где приве
дены переходные харан:теристики для трех значений внешнего 
воздействия, пропорциональных числам, которыми отмечены харак
теристики. 

-Устойчивость линейных СА-У вообще не зависит от внешних 
воздействий и определяется параметрами самой системы. Если 
линейная система устойчива, то ::�то значит, что она устойчива 
относительно любого установившегося режима и переходная 
составляющая любого процесса всегда будет сходящейся. 

а)х гJ 

t 

t 

2 

t 

х 

д) 
х 

Рис. 8-9. R особенностям динамики нелинейных систем 

t 

В нелинейных системах дело обстоит сложнее. Качество пере
ходных процессов в них изменяется при изменении величины 
внешнего воздействия, например, как показано на рис. 8-9, б. 
При этом в отличие от линейных систем период колебаний процес
са не постоянен, а изменяется по мере изменения отклонения. 
(Чаще всего он уменьшается с уменьшением отклонения - см. 
рис. 8-9, 6.) Более того, как мы уже видели в предыдущем парагра
фе при рассмотрении случайных процессов в нелинейных системах, 
нелинейная система, устойчивая при одних значениях внешних 
воздействий, может оказаться неустойчивой с возникновением 
расходящегося переходного процесса при других значениях этого 
воздействия или при других внешних воздействиях. Такая же 
зависимость условий устойчивости от внешних воздействий су
ществует и для одних детерминированных воздействий. Последнее 
иллюстрируется рис. 8-9, в и г. 
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На рис. 8-9, в показан случай, когда система, устойчивая при 
малых воздействиях (кривая 1), неустойчива при бо.11ьших воз
действиях с получением 11:олебательного (кривая 2) или 1\ЮНО
тонного (нривая 3) расходящегося переходного процесса. На рис. 
8-9, г представлен другой случай, когда, наоборот, при малых
возмущениях переходный процесс является расходящимся (кри
вая 1), а при больших - затухающим (кривая 2). В этом случае,
очевидно, установившимся режимом при отсутствии внешних
воздействий будут незатухающие колебания (иривые 3). После
всякого воздействия, сбивающего эти колебания к нулю, в системе
будет возникать расходящийся процесс их восстановления, а
после всякого воздействия, создающего большое отклонение
выходной величины, будет возникать процесс, сходящийся опять
I{ этим колебанияllI.

Возможной причиной получения случая, показанного на 
рис. 8-9, в, может быть, например, нал:ичие насыщения в корректи
рующем звене, обеспечивающем устойчивость системы, а причиной 
второго случая, пшшзанного на рис. 8-9, г, - наличие зоны 
нечувствительности у этого же звена. Здесь в первом случае 
неустойчивость вознюшет при больших отклонениях от установив
шегося режима вследствие ослабления действия I{орректирующего 
звена из-за его насыщения. Во втором случае неустойчивость 
будет в точке покоя, поскольку при 11Iалых отклонениях относи
тельно этой точI{И коррекция не действует из-за наличия зоны 
нечувствительности. При больших отклонениях корректирующее· 
звено выходит из зоны нечувствительности и обеспечивает зату
хающий переходный процесс вхождения обратно в эту зону. 
В установившемся состоянии, следовательно, в системе будут 
существовать незатухающие колебания, амплитуда r<оторых огра
ничена зоной нечувствительности, несколько превышая ее. 

Такие устойчивые собственные колебания с постоянной ампли
тудой, определяемой нелинейностями системы, называются а в т  о -
к о л е б а н и  я м  и. Автоколебания представляют собой новый 
вид установившегося режима, возможного при отсутствии внешних 
воздействий наряду со статическим установившимся режи11Iом 
и характерного только для нелинейных систем. В линейных си
стемах, как мы знаем, собственные незатухающие колебания могут 
быть при нахождении системы на границе устойчивости, однако 
аl\iплитуда этих колебаний опреде�яется внешними воздействиями, 
будучи пропорциональна им. При этом такая линейная САУ 
является неработоспособной. 

Если же в нелинейной САУ возможны автоколебания, то это 
еще не означает, что она непригодна к эксплуатации. Во-перщ,тх, 
эти автоколебания могут быть настолько 111алы по амплитуде, что 
не будут оказывать заметного влияния на работу системы. Эта 
часто относится, например, r< автоколебаниям, вызываемым нали
чием зоны нечувствительности. Во-вторых, может быть другой 
случай

1 
когда в системе принципиально возможны автоколебания 
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с большой амплитудой, однако, для того, чтобы они возникли, 
требуется соответственно очень большой внешний толчок. В ре
зультате может оказаться, что при всех практически возможных 
воздействиях на систему в ней могут быть только устойчивые 
переходные процессы. Этот случай соответствует кривым 1 и 2 
на рис. 8-9, в, если предположить, что кривая 2 расходится не 
до бесконечности, а до автоколебаний с определенной амплитудой. 
Подобный случай может быть, например, если наряду с насыще
нием корректирующего звена, приводящим при больших воздей
ствиях к нарушению устойчивости с переходом от кривой 1 к 
кривой 2, в системе имеется еще другое последовательное звено 
с насыщением на значительно большем уровне, которое и ограни
чивает амплитуду колебаний кривой 2. 

Возможны нелинейные системы, в которых в зависимости от 
величины внешних воздействий возникают разные автоколебания, 
с разными амплитудами и частотами. Это иллюстрируется рис. 8-9, д.

Здесь при малых воздействиях переходные процессы стягиваются 
I< автоколебаниям с амплитудой А 1, а при больших - I< авто
колебаниям с амплитудой А 2 (моменты времени t1 и t2 - начала 
соответствующих переходных процессов). 

Описанные особенности устойчивости нелинейных систем тре
буют при рассмотрении устойчивости таких систем оговаривать 
начальные условия и внешние воздействия, как это делалось ранее 
при рассмотрении качества линейных систем. В результате в слу
чае нелинейных систем надо говорить не об устойчивости системы 
вообще, а об устойчивости определенного ее статического и.ли 
динамического режима, т. е. определенного ее состояния или дви
жения при определенных отклонениях от него. В связи с этим 
при и3учении нелинейных систем употребляются понятия устой
чивости в малом, в большом и в целом. 

У с т о й ч и в о с т ь в м а л о м - это устойчивость при 
бесконечно малых отклонениях от исходного режима. У с т  о й -
ч и в о с т ь в б о л ь ш о м - это устойчивость при конечных 
отклонениях, воз11южных в данной системе по условиям ее работы. 
У с т о й ч и в о с т ь в ц е л о м - это устойчивость при неогра
ниченных отклонениях, т. е. при отсутствии каких-либо ограниче
ний их. Нелинейная система может быть устойчива в малом, но 
неустойчива в большом (рис. 8-9, в). В линейных систе11Iах таr<их 
градаций устойчивости не существует, там система либо неустой
чива, либо устойчива в целом. При этом в последнем случае будут 
устойчи�ы не только положения равновесия системы, но и любые 
вынужденные процессы. 

При качественном рассмотрении процессов в нелинейных 
системах удобно использовать геометрическое представление, 
основанное на понятии фазового пространства 1

• Ф а з о в о е 

1 Тер мпн <<фааа>> оаначает стадию, состояние р ассматриваемого процесса.
Вместо фааового пространства можно говорить о п р о с т р а н с т в е 
с о ст о я ни й. 
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п р о с т р а н с т в о - это пространство в прямоугольной си
стеме координат Xi, которыми являются величины, определяющие 
состояние системы. В общем случае у системы п-го порядка таких 
координат будет п. Ими могут быть, например, выходная величина 
системы и ее (п - 1) производных, п выходных величин отдель
ных звеньев системы или других связанных с ними переменных, 
которые в совокупности полностью определяют состояние системы. 
Для системы второго порядка фазовое пространство двухмерное, 
т. е. представляет собой ф а з о в у ю п л о с к о с т ь, а для 
систем третьего порядка фазовое пространство представляет 
собой трехмерное геометрическое пространство. При бо
лее высо:иом порядке п это соответственно п-мерное прост
ранство. 

Состоянию системы в каждый момент времени, определяемому 
значениями ее п координат, соответствует определенная точка 
фазового пространства. Эта точка называется и з  о б р а ж  а ю -
щ е й т о ч к о й. На рис. 8-10, где для наглядности показано 
трехмерное фазовое пространство, она обозначена М. При изме
нении состояния системы изображающая точка будет перемещаться, 
описывая траекторию, которая называется ф а з о в о й т р а -
е к т о р и е й. Фазовая траектория дает полное представление 
о характере процесса в системе, кроме его временной оценки, 
поскольку время здесь из рассмотрения исключено. 

Если в качестве координат взять отклонения xi = Xi - Хi уст 
величин Xi от их значений Хiуст, соответствующих некоторому 
установившемуся режиму системы, то этому режиму будет соот
ветствовать равенство нулю всех xi, т. е. начало координат фазо
вого пространства. В этом случае для оценки устойчивости системы 
надо знать, как при t - оо перемещается изображающая точка 
относительно начала координат. Для линейных систем в случае 
устойчивой системы все фазовые траектории асимптотически стя
гиваются в начало координат, а в случае неустойчивой - уходят 
в бесконечность. 

На рис. 8-11 показаны примеры фазовых траекторий в фазовой 
плоскости, т. е. применительно к нелинейной системе второго 
порядка. Для определенности будем полагать, что х

1 
и х2 - это 

отклонения соответственно выходной величины и ее производной 
от их установившихся значений. Эти фазовые траектории описы
вают поведение системы после того, как она выведена из устано
вившегося режима каким-либо воздействием, в результате чего 
изображающая точка оказалась в произвольном месте фазовой 
плоскости. Изображенные на рис. 8-11 картины фазовых траекторий 
называются ф а з о в ы м и п о р т р е т а м и с и с т е м ы. Фа
зовые портреты, показанные на рис. 8-11, а и б, соответствуют 
нелинейной системе, устойчивой в малом, но неустойчивой в боль
шом. Этим случаям отвечают переходные процессы на рис. 8-9, в.

При наличии устойчивости фазовые траектории стягиваются к на
чалу координат, а при неустойчивости - расходятся в бесконеч-
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ность. Между этими траекториями в качестве водора:щела нахо
дится замкнутая траектория, показанная толстой линией. 

При колебательном переходном процессе (кривые 1 и 2 на 
рис. 8-9, в) фазовые траектории вьются вокруг начала координат 
вследствие периодического характера изменения координат (рис. 
8-11, б и область внутри замкнутой траектории на рис. 8-11, 6).
Неколебательному переходному процессу (кривая 3 на рис. 8-9, в)
соответствуют фазовые траектории, подобные изображенным на
рис. 8-11, б вне замкнутой траектории. В случае устойчивых
процессов с одним перерегулированием (рис. 8-9, а) фазовые траек
тории имеют вид, изображенный на рис. 8-11, в. На этом рисунке
одновременно продемонстрирован
случай, когда в системе имеется зона 
нечувствительности по переменной Х 1• 

В этом случае установившееся со
стояние системы определяется не на
чалом координат, а отрезком, равным
зоне нечувствительности.

На рис. 8-11, г показаны фазовые 
траектории системы, неустойчивой в 
малом и имеющей устойчивый авто
колебательный режим. Переходные 
характеристики такой системы при
ведены на рис. 8-9, г. 

Незатухающим колебаниям соот
Ве'J.'СТвует замкнутая траектория, по-

l1o(t=O)

х, 

Рис. 8-10. Фазовое простра:н-
ство 

скольку при этом переменные колеблются с постоянной ампли• 
тудой и, следовательно, изображающая точка бесконечно движется 
по одной и той же замкнутой траектории. 

Замкнутые фазовые траектории называются предельными цик
лами. Они бывают устойчивыми и неустойчивыми. У с т о й ч и -
в ы й  п р е д е л ь н ы й ц и к л  (рис. 8-11, г) соответствует 
автоколебаниям. Он характерен тем, что соседние фазовые траекто
рии с обеих сторон от устойчивого предельного цикла наматывают
ся на него. У н е у с т о й ч и в о г о п р е д е л ь н о г о ц и к -
л а (рис. 8-11, а) соседние фазовые траектории отходят с обеих 
сторон. Неустойчивый предельный цикл соответствует неустой
чивым колебаниям, которые практически в системах не существуют, 
являясь промежуточным состоянием при переходе от одног� уста
новившегося режима к другому. 

На рис. 8-11, д показан случай с двумя предельными циклами 
1 и 2. Цикл 1 неустойчивый, а цикл 2 устойчивый. Этот случай 
отличается от рис. 8-11, а тем, что при больших отклонениях от 
установившегося режима возникают колебания, которые не расходят
ся бесконечно, а стягиваются к установившимся автоколебаниям. 

На рис. 8-11, е и ж представлены фазовые портреты неустой
чивых систем с апериодической неустойчивостью. Здесь же при
ведены соответствующие им переходные характеристики. 
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На рис. 8-11, а для сравнения изображен фазовый портрет линей
ной системы, находящейся на границе устойчивости вследствие 
того, что ее характеристическое уравнение имеет пару сопряжен
ных мнимых корней. Здесь каждому начальному отклонению от 

0) Xz б) 

Рис. 8-11. Примеры фа
зовых портретов нели

нейных систем 

установившегося состояния соответствует своя амплитуда неза
тухающих 1юJrебаний. 

Если х2 = �1

, то все фазовые траектории в верхней полуплоско
сти идут слева направо (так как х2 > О), а в нижней - в обратном 
направлении (х2 < О). Ось абсцисс они пересекают под прямым 
углом (х2 = О). Между собой фазовые траектории пересекаются
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только в особых точках. О с о б  ы ми т о чкам и называются 
точки, соответствующие состоянию рав.новесия системы. На :всех 
рис. 8-11, кроме рис. 8-11, в, такой осо·бой точкой является начало 
I{оординат. На рис. 8-11, в особые точ1ш образуют целый о с о -
б ы й о т р е з о к. 

Особые точки бывают четырех видов - центр, фокус, узел 
и седло. Це н тр ом называется особая точка в начале коорди
нат, изображенная на рис. 8-11, а. Фо к у с может быть устой
чивым (начало координат на рис. 8-11, а, б и д) и неустойчивым, 
т. е. соответствующим неустойчивому состоянию равновесия (на
чало координат на рис. 8-11, г). Начало координат на рис. 8-11, е 
является особой точкой, называемой н е у с т о й ч и в ы м у з -
л о м. 

Если подобные фазовые траектории будут входить в начало 
координат, что соответствует устойчивой системе, начало коорди
нат будет называться у с т о й ч и в ы м у з л о м. С е д л о - · 
вто особая точка в виде начала координат на рис. 8-11, ж. Седло 
всегда неустойчиво, т. е. соответствует неустойчивому состоянию 
равновесия. 

Системы с фазовым портретом, представленным на рис. 8-11, г,
называются с и с т е м а м и с м я г к и м р е ж и м о м в о з -
б у ж д е н и я к о л е б а н и й. В таких системах после их 
включения всегда устанавливаются автоколебания при любых 
начальных условиях и внешних воздействиях. 

Системы с фазовым портретом на рис. 8-11, д называются 
с и с т е м а м и  с же с т к и м  р е ж и м о м  в о з б у ж д е
н и я к о л е б а н и й. Для того чтобы в втих системах вознюши 
автоколебания, соответствующие устойчивому циклу, необходимо 
создать достаточно большое начальное отклонение приложением, 
например, возмущения, при котором изображающая точка ока
жется вне устойчивого предельного цикла 1. Если после уста
новления автоколебаний какое-либо возмущение сместит изобра
жающую точку в сторону начала координат внутрь неустойчивого 
цикла 1, колебания в системе опять затухнут. 

При рассмотрении устойчивости нелинейных систем в дополне
ние к ранее введенным понятиям устойчивости в малом, в большом 
и в целом используется еще понятие а с и· м п т о т и ч е с к о й 
у с т  о й  ч и в о с т  и. Асимптотическая устойчивость имеет место, 
если фазовые траектории вблизи начала координат асимптотиче
ски стягиваются к нему. Данное в § 4-1 определение устойчивости 
линейных систем означает именно асимптотическую устойчи
вость. 

Примером неасимптотически устойчивой нелинейной: системы 
является система с зоной нечувствительности и фазовым портре
том, показанным на рис. 8-11, в. Системы с фазовыми портретами 
на рис. 8-11, а, б и д асимптотичес1<И устойчивы в малом, т. е. при 
воздействиях, при которых изображающая точка не выходит за 
предельный неустойчивый цикл, 
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Напомним еще раз, что, говоря здесь об устойчивости нелинейной системы, мы должны всегда иметь в виду устойчивость ее определенного установившегося режима, соответствующего началу координат фазового пространства. 
§ 8-5. ИССЛЕДОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

НА ФАЗОВОЙ ПЛОСКОСТИ Фазовый портрет дает полное представление о динамике нелинейной системы второго порядка при детерминированных воздействиях, включая точность, устойчивость и качество процессов. В связи с тем что на фазовой плоскости в явном виде отсутствует время, из фазового портрета непосредственно нельзя определить только быстродействие системы. Однако приблизительную оценку его все же дать можно по величине скорости dx!dt выходной пере-1\rенной, которая обычно используется в качестве второй координаты, откладываемой по оси ординат. Действительно, в этом случае время перехода изображающей точки из одного положения в достаточно близкое последующее может быть приблизительно определено по формуле 
лt-� 

-. ' 

Хер где Лх - приращение х, соответствующее данному перемещению изображающей точки, а Хер - среднее значение скорости dx/dt этого перемещения, определяемое как ордината середины отрезка фазовой траектории между данными точками. Пользуясь этой формулой, можно по фазовой траектории приближенно построить соответствующую ей кривую переходного процесса х (t). В случае автоколебательного процесса можно таким же образом определить величину периода колебаний. Фазовая плоскость является основным методом исследования нелинейных систем второго порядка. Это связано с тем, что для этих систем построение фазового портрета можно выполнить непосредственно по дифференциальному уравнению системы, не решая его. Рассмотрим методику построения фазового портрета нелинейной системы второго порядка. В качестве координат примем отклонение х выходной величины системы от ее значения, соответствующего установившемуся режиму системы, и ее первую производную у= dx/dt. Предварительно описание системы должно быть приведено к системе двух уравнений первого порядка следующего вида: 
:; = Q (х

, у
)
; ] :: =Р (х, у

)
, 

(8-25) 

где у = dx/dt, а Q и Р - нелинейные функции от выходной величины х и ее производной у.
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Если, например, математическое описание системы представ
ляет собой уравнение второго порядка 

d2x ( dx)dt2 = f х, dt ' 
(8-26) 

то, введя обозначение у = dx/dt, из (8-26) непосредственно полу
чим систему (8-25) в виде 

fj{ = f (х, у); 
) dx 

dt =у. 

Р:.�зделив первое уравнение (8-25) на второе, получим уравне
ние фазовых траекторий в виде нелинейного дифференциального 
уравнения первого порядка: 

dy = Q (х, у) = R (х )dx Р (х, у) ' У · 
(8-27) 

Таким образом, путем исключения времени мы упростили 
задачу, перейдя от уравнения второго порядка (или, что то же 
самое, от двух уравнен;ий первого порядка) к одному уравнению 
первого порядка. Однако построение траекторий в общем случае 
не требует решения и этого уравнения и может быть выполнено 
так называемым м е т о д о м и з о к л и н. Для этого вначале на 
фазовой плоскости строятся линии, соответствующие алгебраиче
скому уравнению 

R (х, у)=С, (8-28) 

где С - постоянная величина, для которой задается ряд произ
вольных значений от - оо до + оо. 

Каждому значению С соответствует своя линия. Эти линии 
называются и з о к л и  н а м и. Rак следует из уравнения (8-27), 
для каждой изоклины имеется равенство dy/dx = С, т. е. изо
клина - это геометрическое место точек с одинаковым наклоном 
фазовых траекторий, проходящих через эти точки. Величина С

при этом определяет тангенс угла наклона фазовой траектории 
относительно оси абсцисс. 

На рис. 8-12, а дан пример построения изоклин. Стрелочками 
на них показано направление фазовых траекторий. Здесь же 
цифрами обозначены соответствующие величины С.

По изоклинам нетрудно построить сами фазовые траектории, 
руководствуясь стрелочками. На рис. 8-12, б дается пояснение 
этой операции. Из произвольно выбранной начальной точки М

0 

проводятся два луча до пересечения со следующей изоклиной. 
Один луч имеет наклон, соответствующий стрелке на данной 
изоклине, а другой - стреш,е на следующей изоклине. Точка 1111 

данной фазовой траектории на следующей изоклине определяется 
как середина отрезка между точками пересечения лучей с этой 
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иэоклииой. Таким же обраэом находится следующая точка М2 

и т. д. 
Точность построения фаэов?й траектории может быть сущест- _ 

венно повышена, если имеется воэможность решить уравнение 
(8-27). В этом случае иэоклины не строятся, а непосредственно 
путем интегрирования уравнения (8-27) находится эависимост1, 
между у их, определяющая выражение для фаэовых траекторий. 
В частности, такая воэможность существует для широко распрост
раненных нелинейностей, которые могут быть представлены 
кусочно-линейными характеристиками. R таким нелинейностям, 
например, относятся все типовые нелинейности, приведенные 
в приложении 8, кроме нелинейностей 8 и 10. BпpoчellI, и послед
ние нелинейности тоже могут быть аппроксимированы ломаной 
линией. 

б) 
у 

х 

Рис. 8-12. Построение фазовых траекторий с помощью изоI-шин 

В случае таких кусочно-линейных характеристик нелиней
ных эвеньев правая часть уравнения (8-27) системы представляет 
собой набор нескольких линейных функций, соответствующих 
отдельным линейным участкам характеристики нелинейного эвена. 
В процессе иэменения х и у происходит эамена одной такой функции 
на другую в моменты прохождения череэ точки иэлома нелинейной 
характеристики. В реэультате фаэовая характеристика раэби
вается соответственно на ряд участков, в пределах каждого иэ 
которых уравнение (8-27) является линейным и, следовательно, 
легко интегрируемым. Такой метод интегрирования по участкам 
уравнения с кусочно-линейной нелинейностью наэывается м е -
т о до м п р  и п а  с о в ы  в а н  и я (или сшив а н  и я). 

На фаэовой плоскости точкам иэлома кусочно-линейной ха
рактеристики соответствуют так наэываемые л и н и и п е р е -
к л юч е  н и  я. При пересечении фаэовой траекторией этих линий 
происходит иэлом траекторий вследствие И3!\Iенения правой части 
описывающего их уравнения (8-27). 

Рассмотрим для примера фаэовый портрет нелинейной системы, 
структурная схема которой приведена на рис. 8-13, Здесь ер (в) -
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кусочно-линейная статическая характеристика. В качестве этой 
характеристики возьмем некоторые релейные характеристики, 
приведенные в приложении 8. Такую структурную схему может 
:иметь, например, релейная 
следящая система. В этом G +
случае Х - это угол пово- �-�--i 

х 

х 

рота вала исполнительного 
двигателя, G - подлежащее 
отработке заданное значение 
х 

Рис. 8-13. Структурная схема нелпней-' а Т - постоянная времени ной САУ двигателя. 
Изображенная на рис. 8-13 схема описывается следующей 

системой уравнений: 
р (Тр+ 1) Х =kИ; 

] И=ср(в);
в=G-Х. 

(8-29) 

Исключив промежуточные переменные, получим одно уравне
ние: 

р (Тр+ 1) Х =kcp (G-X). (8-30) 
Ограничим свое рассмотрение поведением системы при откло

нениях от установившегося режима, соответствующего постоян
ному значению задающего сигнала G. В этом случае, введя обозна
чения х = Х - G и у= рх, будем иметь систему уравнений: 

Т 1tlf =- y-kcp (х);]
dx 

dt =у. 
(8-31) 

Разделив первое уравнение на второе и исключив таким обра
зом время, получим дифференциальное уравнение фазовых тра
екторий: 

(8-32) 

Здесь релейная функция ер (х) может принимать только посто
янные значения + В, - В, а при трехпозиционном реле еще и О 
(см. приложение 8) в зависимости от значения х. При каждом из 
этих значений ер (х) уравнение (8-32) является линейным и поэтому 
легко интегрируется. Его решение имеет вид: 

Х=- Т [y+kcrc ln (y-kcpc)] +с1, (8-33) 

где С1 = Т [у0 + kcpc ln (Уо - kcpc)J + хо; х0, у0 - начальные з:в:а
ч.ения х и у, а (ре может быть равно + В, - В или О. При (ре = О,
в частности, уравнение (8-33} принимает вид:

х = Т (Уо - у) + Хо. (8-34) 
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Таким образом, фазовые траектории рассматриваемой системы 
описываются тремя друг друга сменяющими по ходу изображаю
щей точки линейными уравнениями. Моменты перехода от одного 
уравнения к другому, т. е. моменты изменения величины <ре в 
уравнении (8-33), соответствуют переключениям реле и определя
ются его характеристикой. По ней легко строятся на фазовой пло
скости линии переключения, представляющие собой геометри
ческое место точек, в которых происходит переключение реле. 

На рис. 8-14 приведены построенные по уравнению (8-33) 
фазовые траектории рассматриваемой системы для трех вариантов 
релейных характеристик <р-(х), изображенных здесь же. Жириыми 
линиями показаны линии переключения. В первом случае 

а) 6) 
у 

!J 

ь 
в) 

у 

cp=D 

Рис. 8-14. Фаэовые портреты нелинейных систем 

(рис. 8-14, а) эта линия совпадает с осью ординат, поскольку ее 
уравнение, определяющее момент переключения реле, в соот
ветствии с его характеристикой имеет вид: 

х=О. 

Во втором случае (рис. 8-14, б) уравнение линий переключения 
(их здесь две) будет 

х={ 
Ь при у>О; 

-Ь при у<О,

а в третьем случае (рис. 8-14, в) оно имеет вид: 
х=+Ь. 

В последнем случае отрезок оси абсцисс между этими линиями 
представляет собой особый отрезок, определяющий зону застоя 
системы из-за нечувствительности реле. 

Справа от линий переключения фазовые траектории описыва
ются уравнением (8-33) при <ре = + В, слева - при <ре = - В, а 
между линиями переключения (в случае трехпозиционного реле -
рис. 8-14, в) - при <ре = О. 

Построение фазовой траектории, начатое в произвольно выбран
ной точке с координатами х

0
, у0, ведется по уравнению (8-33) при 

соответствующем значении <ре вплоть до линии переключения. 
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Здесь происходит изменение ере, т. е. переход к другому уравнению. 
В качестве начальных значений х0 и у0 для этого очередного участка 
траектории берутся конечные значения переменных предьrдущего 
участка. При следующем переходе через линию переключения 
вновь изменяется (j)c и т. д. 

Фазовый портрет на рис. 8-14, а соответствует устойчивой в 
целом системе. (Для такой двухпозиционной релейной системы 
в начале координат теоретически должны существовать автоколе
бания бесконечно малой амплитуды с бесконечно большой час
тотой - см. одиннадцатую главу.) На следующем фазовом порт
рете (рис. 8-14, б) имеется устойчивый предельный цикл и, сле
довательно, существует неустойчивость в малом. Физически 
последний факт очевиден. В данном случае двухпозиционное реле 
с зоной неоднозначности в 
отличие от такого же реле 
без этой зоны (рис. 8-14, а) 
не имеет состояния покоя G + - е U 
при х = О. Установившийся q:,(s) 

х 

k 

pjТp+ij 
режим системы с таким реле 
представляет собой автоколе
бания относительн� точки Рис. 8-15. Структурная схема нелиней-
х = О. Система с фазовым ной системы с гибкой обратной связью 
портретом на рис. 8-14, в

устойчива в целом, но неасимптотически из-за наличия зоны 
нечувствительности у реле. 

Чтобы продемонстрировать, как может изменяться фазовый 
портрет системы при изменении ее схемы, рассмотрим систему, 
структурная схема которой приведена на рис. 8-15. Эта система 
отличается от предыдущей введением корректирующей гибкой 
обратной связи (по скорости) через дифференцирующее звено с 
передаточной функцией ko .cP• 

Дифференциальное уравнение фазовых траекторий получается 
таким: 

Т dy =- k ер (x+ko. с у)_ 1_ 
dx у 

(8-35) 

В связи в введением на входе реле дополнительного сигнала по 
производной в этом уравнении в отличие от уравнения (8-32) 
функция ер определяется не только х, но и ее произв·одной у.

На рис. 8-16 показаны фазовые портреты данной системы при 
двух вариантах релейнQй характеристики. 

Уравнение линии переключения на рис. 8-16
2 

а

x+ko.cY=O. (8-36) 

Переключение реле на рис. 8-16, б происходит, когда сумма 
х + ko.cY равняется + Ь при у> О или - Ь при у < О. Соот-
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ветственно уравнение линий переключения здесь следующее:

{ 
b-ko.cY при У> О;

х

- -b-ko.cY при у<О. (8-37)

Введение дополнительного воздействия по скорости привело
к наклону линий переключения, т .. е. к зависимости значений х,
при которых происходит переключение реле, от скорости измене
ния х. (Направление наклона линий переключения _определяется
при этом знаком сигнала по скорости, т. е. знаком обратной связи. 
Соответственно при положительной обратной связи линии повер
нутся в противоположную сторону.) 

Рпс. 8-16. Фазовые портреты системы, изображенной на рис. 8-15 

Сравнение рис. 8-16, а и 8-14, а показывает, что введение воз
действия по производной привело к принципиально новому типу
переходного процесса. Rолебательность процесса уменьшилась, 
причем число колебаний стало конечным в связи с тем, что на
линии переключения появился участок аЬ, к которому фазовые
траектории подходят с обеих сторон, а отходящих траекторий нет.
Изображающая точка, попав на этот участок, движется по нему
в начало координат со скоростью, определяемой текущей коорди
натой у. В соответствии с уравнением (8-36) линии переключения
уравнение движения при этом будет 

(8-38)
Таким образом, будучи вначале колебательным, переходный

процесс заканчивается апериодическим хвостом. (См. внизу справа
на рис. 8-16, а.) 

Для пояснения причины появления участка аЬ на рис. 8-16, а
показана касательная 1 к фазовой траектории в точ1{е ее отхода от
линии переключения. Чем ближе эта точка к началу координат,
тем круче идет касательная. Когда ее наклон станет равным на�-шо
ну линии переключения, изображающая точка пойдет по шшии
перен:лючения, т. е. будет <<скользиты> по этой линии к началу
1юординат. 
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Описанный режим, соответствующий участку аЬ, называется 
поэтому с к о л ь з я щ и 111 р е ж и м о м . В этollI режиме пере
ходный процесс в релейной системе протекает, как в системе не
прерывного действия [см. уравнение (8-38)]. 

При значениях х и у, соответствующих линии переключения, 
peJre должно переключаться. Поэтому физически скользящий 
режим заключается в бесконечно быстрых переключениях реле, 
вызывающих соответственно колебания х с бесконечно малой ам
плитудой относительно постепенно спадающего к нулю среднего 
значения х. В реальных системах частота и амплитуда колебаний 
конечны, т. е. изображающая точка движется к началу координат, 
колеблясь относительно линии переключения. Поэтому в действи
тельности хвост переходной характеристики на рис. 8-16, а пред
ставляет собой высокочастотные колебания, а изображенная на 
рисунке н:ривая является постоянной составляющей величины х.

Скользящий режим является одним из возможных способов 
осуществления так называемой в и б р а ц и о н н о й л и н е -
а р  и з  а ц и и, о которой мы будем говорить в следующей главе 
(см. § 9-3) и позднее при рассмотрении релейных систем автома
тического управления в одиннадцатой главе (см. § 11-3). Пока 
отметим только, что природа этой линеаризации та же, что и у 
рассмотренной в § 8-3, п. Г линеаризации нелинейных звеньев 
случайным сигналом. 

На рис. 8-16, б и в показаны фазовые портреты расс11Iатривае
мой системы с двухпозиционным: реле, имеющим: зону нечувстви
тельности. При малом значении ko .c и соответственно малом накло
не линий переключения относительно оси ординат (рис. 8-16, б) фа
зовый портрет мало отличается от случая при k0 _c = О (рис. 8-14, б).
Однако при достаточно сильной обратной связи в этой системе 
тоже возможен скользящий режим. Он показан на рис .. 8-16, в.
Rак и в предыдущем случае, скользящий режим начинается в 
точке линии переключения, в которой наклон касательной (пря
мая 1 на рис. 8-16, б) к фазовой траектории (линия 2 на том же ри
сунке) становится больше наклона линии переключения. В резуль
тате фазовая траектория не пересекает линию переrшючения, 
а <<отражаетсю> от нее обратно, совершая колебания между двумя 
линиями переключения, соответствующими ширине петли стати
чес1юй характеристики реле. Показанные на рис. 8-16, в штрихами 
линии переключения относятся к <<отраженным>> от сплошных 

· линий переключения траекториям, соответствующим (j)c = + В
в верхней полуплоскости и (j)c = - В в нюкней. На рис. 8-16, б и
8-14, б эти линии не даны, таи. как там нет <<отраженных>> траекто
рий. Переходный процесс заканчивается установлением автоко
лебаний, амплитуда которых определяется шириной петли ха
рактеристики реле.

Тю{им образом, с ростом k0_c амплитуда устойчивых автоколе
баний в системе уменьшается вплоть до величины, определяемой 
шириной петли характеристики реле. 
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Скользящий режим возможен и при трехпозиционном реле. 
В последнем случае изображенные на рис. 8-14, в линии переклю
чения тоже наклоняются против часовой стрелки, а скользящий 
режим происходит путем движения изображающей точки по одной 
линии переключения до особой линии застоя на оси абсцисс. Это 
соответствует быстрым отключениям и включениям реле все время 
в одну и ту же сторону. 

Линии переключения не обязательно являются прямыми ли
ниями, как на рис. 8-14 и 8-16. Если, например, в системе, изобра
женной на рис. 8-15, измеритель скорости имеет нелинейную 

Рис. 8-17. Метод точечных преобравований 

характеристику 'Ро.с (у), уравнение (8-36) линии пероолючения 
для случая, соответствующего рис. 8-16, а, примет вид: 

(8-39) 

Соответственно линия переключения будет непрямой. Анало
гичное искривление этой линии произойдет, если имеется нелиней
ность в канале основной обратной связи по х.

Для получения более точных количественных оценок фазо
вых траекторий и, в частности, значений частоты и амплитуды 
возможных автоколебаний А. А. Андроновым разработан м е -
т о д т о ч е ч н ы х п р е о б р а з о в а н и й. Сущность его 
состоит в следующем. 

Возьмем начальное положение изображающей точки М O в 
произвольном месте положительной полуоси х с абсциссой х0 

(рис. 8-17, а). Обойдя один раз вокруг начала координат, изобра
жающая точка окажется в некоторой другой точке М1 этой оси 
с абсциссой х1• Значение х1 

может быть выражено как функция 
значения х0 через уравнение фазовых траекторий. Возможный 
вид этой фующии х1 = f (х0) показан на рис. 8-17, б. По виду этой 
функции можно судить о характере поведения системы. Если 
х1 < х0 !рис. 8-17, а), процесс является затухающим, а если 
х1 > х0 - расходящимся. При х1 = х0 имеет место предельный
цикл (автоколебания). 
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Проведем на рис. 8-17, б биссектрису координатного угла, кото
рая соответствует уравнению х1 = х0 • Тогда значения х0, соответ
ствующие затухающим процессам, определятся участками зависи
мости f (х0), лежащими ниже биссектрисы (на рис. 8-17, б это участ
ки левее точки 1 и правее точки 2), а расходящимся процессам будут 
соответствовать участки зависимости f (х0) выше биссектрисы (на 
рис. 8-17, б это участок между точками 1 и 2). Точка пересечения 
зависимости f (х0) с биссектрисой определяет амплитуду А воз
можных автоколебаний в системе. При этом, если кривая f (х0

) 
пересекает биссектрису сверху вниз (точка 2 на рис. 8-17, б), 
колебания устойчивы, а если снизу вверх (точка 1 на рис. 8-17, б) -
неустойчивы. 

Для пояснения последнего утверждения на рис. 8-17, б тон
н:ими линиями со стрелками показана последовательность изме
нения х во времени на разных участках зависимости f (х0). Здесь, 
начиная с произвольного исходного значения х0, вначале опреде
ляют соответствующее ему значение х1 путем проведения вертикаль
ной линии с выбранной абсциссой х0 до пересечения с кривой f (х

0
). 

Далее, принимая это значение х1 за новое х0 , определяют соответ
ствующее ему новое значение х1• Для этого от первой точки кривой 
f (х0) проводят вначале горизонтальную линию до биссектрисы 
(перевод х

1 
в х0), а затем - вертикальную линию от нее до кривой 

f (х0). Из этой точки вновь проводят горизонтальную, затем верти
кальную линии и т. д. 

Графиr{ на рис. 8-17, б соответствует устойчивости в малом 
системы, имеющей фазовый портрет, приведенный на рис. 8-11, д.

Определение х1 по х0, т. е. нахождение точки М1 по точке М0, 

называется т о ч е ч н ы м п р е о б р а з о в а н и е м. В ре
зультате обхода изображающей точкой начала координат точн:а 
М

0 
преобразуется в точку М1• Зависимость х1 = f (х0) определяет 

такое точечное преобразование всех точек положительной полу
оси х в соответствующие другие точки этой же полуоси, т. е. зави
симость х1 = f (х0) описывает т о ч е ч н о е п р е о б р а а о -
в а н и е  п о л о ж и т е л ь н о й  п о л у о с и  х в с а м у
с е б я, происходящее при обходе изображающей точкой начала 
координат. Графив: х1 = f (х0) называется д и а г р а м м о й т о -
ч е ч н о г о п р е о б р а з о в а н и я. 

С помощью точечного преобразования, которое осуществля
ется по уравнению фазовых траекторий, можно, таким образом, 
исследовать характер возможных режимов в системе, не· строя 
фазового портрета. Метод точечных преобразований удобен, в 
частности, для определения влияния изменения разных парамет
ров системы на характер переходных процессов в ней. При этом 
могут быть определены критические, так называемые б и ф у р -
в: а ц и о н н ы е значения параметров, переход через которые 
качественно меняет фазовый портрет системы. 

Для иллюстрации на рис. 8-17, в показано возможноо измене
ние диаграммы точечного преобразования системы при вариации 
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ее параметров. Кривая 1 повторяет диаграмму на рис. 8-17, 6.

Кривая 3 соответствует устойчивости в целом. Кривая 2 касается 
биссе1<трисы в точке, соответствующей полуустойчивому циклу. 
Эта кривая определяет бифуркационные значения параметров_ 
системы, при которых система находится на границе между ка
чественно различными типами фазового портрета. При бесконечно 
малом отклонении параметров в одну сторону система становится 
устойчивой в целом (крмвая 3 на рис. 8-17, в), а в другую - устой
чивой толы<о в малом с переходом к устойчивым автоколеб.аниям 
при больших отклонениях от установившегося режима (кривая 1 
на рис. 8-17, в.) 

Точечное преобразование можно осуществлять не обязательно 
для действительной полуоси х. Иногда, например, проще строить 
диаграмму точечного преобразования для полуоси у. В тех слу
чаях, когда фазовый портрет симметричен относительно одной из 
координатных осей, как, например, на рис. 8-14, достаточно на
ходить точечное преобразование для половины оборота изобра
жающей точки вокруг начала координат, т. е. точечное преобразо
вание положительной полуоси в отрицательную. 

Если на фазовом портрете есть линии переключения, то обычно 
вместо I<оординатных полуосей удобнее находить точечное пре
образование для этих линий. 

Глава девята.f:!: 

УСТОИЧИВОСТЬ НЕЛИНЕИНЫХ СИСТЕМ 

АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

§ 9-1. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ

А.М. ЛЯПУНОВА 

Единственным общим методом точного исследования динамики, 
в тollI числе и устойчивости, нелинейных систем является рас
смотренный в § 8-5 метод фазовых траекторий. Однако область 
его применения практически ограничена системами второго по
рядка. 

Разумеется, мощным средствои исследования нелинейных 
систем автоматического управления являются вычислительные 
машины. 

Трудности точного исследования нелинейных систем привели 
к разработке, во-первых, методов, дающих д о  с т  а т  о ч ные 
критерии устойчивости, т. е. критерии, позволяющие определить 
часть полной области устойчивости систе11Iы, и, во-вторых, п р и -
б л и ж е н н ы х методов исследования. В первом случае нам за
ранее известен знак погрешности в определении предела устой
чивости - nредел всегда будет занижен, т. е. погрешность идет 
в запас устойчивости. Однаr<о величина этой погрешности неиз
вестна и может быть сноль угодно большой, Во втором случае 
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знак погрешности неиавестен, но зато часто имеется возможность 
как-то оценить сверху абсолютную величину погрешности. 

В настоящей главе рассмотрим вначале наиболее общие ме
тоды исследования устойчивости нелинейных систем, соаданные 
А. М. Ляпуновым и составляющие основу общей теории устойчи
вости. Затем будут наложены представляющие большой практи
ческий интерес достаточный критерий устойчивости В. М. Попова 
и метод гармонической линеариаации, являющийся приближен
ным методом исследования автоколебаний и устойчивости. 

В § 8-4 было дано понятие об устойчивости нелинейных систем 
с испольаованием фааового пространства. 

Впервые строгая теория устойчивости нелинейных систем 
была предложена в 1892 г. А. М. Ляпуновым, который дал такое 
определение устойчивости (устойчивость по Ляпунову): невозму
щенное движе1f,ие устойчиво, если при достаточно малых началь
ных возмущениях выаванное ими воамущеппое движение сколь 
угодно мало отличается от невоа.11tущенного; при этом движение 
асимптотически устойчиво, если при t - оо возмущенное дви
жение стремится к певоамущеппому. 

Под невоамущенным движением Ляпунов понимал любой ин
•rересующий нас в отношении устойчивости режим системы. В фа
аовом пространстве, описанном в § 8-4, ему соответствует начало 
координат. Этим режимом в общем случае может быть как уста
новившийся статический или динамический режим, так и неуста
новившийся режим. В качестве воамущений Ляпунов рассматри
вал только ненулевые начальные условия, соответствующие на
чальному смещению иаображающей точки иа начала координат 
в определенную точку фааового пространства при неиа:менных 
внешних воадействиях, соответствующих невоамущенному движе
нию. Это практически неудобное ограничение понятия во3111уще
ния. Однако можно покааать, что при достаточно общих условиях 
режим, асимптотически устойчивый по Ляпунову, будет оста
ваться устойчивым и при включении в понятие воамущения откло
нений внешних воадействий [42]. 

Ляпунов рааработал два общих метода исследования устойчи
вости нелинейных систем. Первый метод применим толыю для 
исследования устойчивости в малом линеариауемых систем. (Ме
тодика линеариаации была описана в § 1-2). Поскольку к та�им 
системам полностью применима описанная в первой части _книги 
линейная теория, включая и все существующие критерии устой
чивости (см. главу четвертую), не будем останавливаться на этом 
методе. Отметим только, что Ляпунов при этом впервые докааал 
допустимость суждения об устойчивости в малом нелинейной 
системы по устойчивости линейной системы, полученной путем 
линеариаации исходной нелинейной системы. Далее, он доказал 
также, что в критических случаях, ногда линеаризованная си
стема находится на границе устойчивости, об устойчивости исход
ной нелинейной системы ничего нельзя сказать: она может быть 
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устойчива или неустойчива в зависимости от конкретного вида 
нелинейностей. 

Вто р о й  м ето д Л я п  у но в а, называемый п рям ы м
м е т  о д о м, является наиболее общим методом исследования 
устойчивости любых нелинейных систем. Он дает д о  с т  а т  о ч н ы е  
условия устойчивости, т. е. определяет часть области устойчи
вости. Идея метода проста, и ее удобно объяснить с помощью 
фазового пространства (рис. 9-1). Рассмотрим в этом пространстве 
некоторую замкнутую поверхность произвольной формы, описы
ваемую уравнением 

(9-1) 

Здесь V (х1, х2, ••• , хп) - фушщия координат системы х1, х2, , .. , Хп, 
а С - параметр, определяющий величину функции. Каждому его 

м 

значению соответствует определенная по
верхность. С уменьшением С поверхность 
сжимается так, что поверхность, соответ
ствующая меньшему С, находится целиком 
внутри поверхностей, соответствующих 

r----i<-J--J---x--,,::.2 большим С. При С -о поверхность стяги
вается в начало координат. 

Предположим, нам известно, что при 
всех возможных траекториях движения 
изображающей точ1-ш М она все время 

Рис. 9-1. К прямому движется только внутрь поверхности 
методу Ляпунова (9-1), т. е. переходит с поверхности, со-

ответствующей большему значению С функ
ции V, на поверхность с меньшим значением функции V. Очевидно, 
что этот факт является достаточным признаком устойчивости си
стемы, поскольку в этом случае все фазовые траектории должны 
неизбежно кончаться в начале координат. 

Аналитически такой характер движения изображающей точки 
означает, что вдоль фазовых траен:торий производная dV / dt функ
ции V (х1, х2, ... , Хп) отрицательна. На основании изложенного 
можно, пользуясь терминологией Ляпунова, сформулировать сле
дующее достаточное условие устойчивости: возмущеппое движепие 
асимптотически устойчиво, если можпо указать такую зпакоопре
деле-н,-н,ую фующию V (х1, х2, ... , Хп), производпая которой по вре
мепи dV /dt, определе-н,-н,ая -н,а оспавапии дифферепциаль-н,ых уравпе
пий системы, тоже является зпакоопределе-н,-н,ой фупкцией, no про
тивоположмго зnака. 

Знакоопределенной функцией называется функция, 1-юторая 
при всех значениях переменных имеет один знак, а в начале 
координат обращается в нуль. 

Если в приведенном определении ослабить требование к про
изводной dV /dt, допустив обращение ее в нуль и вне начала коор
динат, получим соответственно более слабое условие устойчиво
сти, включающее и неасимптотическую устойчивость. Действи-
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тельно, в этом случае иаображающая точка может аастрять на
определенной поверхности (9-1) с получением dV /dt = О, не дойдя
до начала координат (штриховая траектория на рис. 9-1). 

Сформулированное выше условие устойчивости составляет
основу прямого метода Ляпунова. Он ааключается в отыскании
для исследуемой нелинейной системы функции V, удовлетворяю
щей укааанному выше требованию. Такие функции нааываются
ф у Н К Ц И Я М И Л Я II у Н О В а.

Смысл прямого метода Ляпунова состоит в том, что для опре
деления анака проиаводной dV /dt вдоль фааовых траекторий,
которые определяются уравнениями системы, не требуется решать
эти уравнения, а достаточно лишь представить их в форме Rоши:

�1 = /1 (Х1, Х2, · · ·, Хп);

d;t
2 = f 2 (х1, Х2, · · · , Хп);

(9-2)

Выражение для первой проиаводной dV /dt выбранной функ
ции V (х1, х2, ... , Хп) содержит наряду с переменными первые про
иаводные этих переменных. Но эти производные определяются
непосредственно из (9-2). Поэтому, подставив их в выражение
dV /dt, получим последнее как функцию только самих переменных
и параметров системы. Отсюда определяются границы изменения
начальных аначений переменных и аначений параметров системы,
при которых dV/dt сохранит знакоопределенность, т. е. находятся
условия устойчивости. 

Трудность применения прямого метода Ляпунова состоит в от
сутствии общих правил отыскания функций Ляпунова. Здесь
в аначительной степени приходится рассчитывать на интуицию.
Это, конечно, существенно ограничивает практическое приме
нение данного метода.

В этом отношении большое аначение для раавития прямого
метода Ляпунова имеют работы А. И. Лурье, который для целого
класса нелинейных систем указал общий метод выбора функций:
Ляпунова [1, 5].

Для иллюстрации идеи прямого метода Ляпунова рассмотрим
один простой пример [42]. Пусть имеется система уравнений

;: =- (х- �у) (1- ах2 - Ьу2); )

�; =- (у+ах) (1-ах2 - Ьу2), 
(9-3) 
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где а, �. а и Ь - положительные постоянные I{оэффициенты. 
Предложим для этой системы следующую функцию Ляпунова: 

V =ах2 +�у2 • 

Ее производная 
dV dx 

2
А dy

dt·= 2ах ds + t->Y dt.

Подставив сюда выражения (9-3), получим: 
dV аг=-2 (1- ах2 - Ьу2 ) (ах2 + �у2). 

Производная dV /dt < О при 
ах2 +Ьу2

< 1.

(9-4) 

(9-4а) 

Это значит, что при выполнении условия (9-4а) функция (9-4) 
является функцией Ляпунова, т. е. условие (9-4.а) представляет 
собой достаточное условие устойчивости системы. Границей устой
чивости в фазовой плоскости является, следовательно, неустой
чивый предельный цикл в виде эллипса 

ах2 +Ьу2 =1.

В заключение подчеркнем еще раз, что прямой метод Ляпунова 
дает только достаточные условия устойчивости. Если для кон
кретной нелинейной системы удалось найти функцию Ляпунова 
и с ее помощью определить условия, т. е. границы, устойчивости 
системы, то вне этих границ мы ничего не можем сказать об устой
чивости системы. Иными словами, мы ничего не знаем о том, 
какая часть полной области устойчивости нами найдена. Это це
ликом зависит от того, насколько удачную функцию Ляпунова 
удалось найти. При этом, выбирая разные функции Ляпунова, 
будем находить для одной и той же систе111ы разные по величине 
части полной области устойчивости. 

§ 9-2. КРИТЕРИИ АБСОЛЮТНОЙ УСТОИЧИВОСТИ В. М. ПОПОВА

А б с о л ю т н а я у с т о й ч и в о с т ь - это асимптотиче
ская устойчивость в целом при задании нелинейностей системы 
принадлежностью к определенному классу. Под этим понимается 
задание нелинейности не конкретной характеристикой, а в более 
общем виде - с точностью только до определения ее класса. 
Основным случаем такого определения нелинейности, которое 
в дальнейшем и будем рассматривать, является задание стати
ческой нелинейной характеристики тем, что она должна нахо
диться в определенном угле между осью абсцисс и некоторой 
прямой, как показано на рис. 9-2. При этом конкретная форма 
характеристики может быть любой, в том числе и нестационарной. 
При таком определении характеристики говорят, что характери
стика задана в угле (0

1 
k). Здесь О и k - тангенсы углов наклона 
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линий, ограничивающих этот угол. При этом нуль соответствует 
оси абсцисс. -Условия абсолютной устойчивости нелинейных систем: 
исследованы в основном применительно к нелинейностям, задан
ным именно тан:им образом, т. е. в угле. 

Исследование устойчивости систем при таком некою:ретном 
задании нелинейностей, т. е. исследование абсолютной устойчи
вости, вызвано не только чисто математичесними соображениями 
в смысле упрощения задачи, но имеет и практический смысл в тех 
случаях, когда нелинейности из-

. вестны неточно или могут изме
няться. 

Критерий абсолютной устойчи
вости В. М. Попова, предложенный 
в 1959 г., относится 1< системам, 

у

arctg k

которые можно представить в виде х 
схемы, приведенной на рис. 9-3, а.

Она состоит из линейной части с 
передаточной функцией Wл (р) и 
безынерционного неJ1инейного зве-
на НЛ: Характеристика qJ (Х)этого 
звена должна быть о д н о  з н ач- Рис. 9-2. R понятию абсолютной 

н о й и лежать в угле (О, k) (см. устойчивости 
рис. 9-2). Звено с коэффициентом 
передачи - 1 показывает, что обратная связь в системе отрица
тельна. Для определения устойчивости по этому критерию исполь
зуется частотная характеристина 

W1 (jш) = Re Wл (jw) + jw Im Wл (jш). (9-5) 

Эта характеристю<а получается из а. ф. ч. х. WJI (jш) линейной 
части системы путем: умножения ординат последней характе
ристи1<и на те1<ущее значение ш (рис. 9-3, 6). 

Рассмотрим вначале 1<ритерий В. М. Попова, ногда л ин е й -
н а я ч а с т ь с и с т е м ы у с т о й ч и в а. В этом случае 
критерий за�шючается в следующем: система абсолютно устой
чива, если при устойчивой линейной части систе.м,ы через точку 
(-1/k, jO) можно провести хотя бы одну прямую линию, не пере
секающуюся с характеристикой W;; (jw). Такая линия называется 
л и н  и е й  П о п о  в а. На рис. 9-3, 6 показан пример, когда 
имеет место абсолютная устойчивость. 

В случае сплошной характеристики на рис. 9-3, в I-{ритерий 
абсолютной устойчивости не выполняется. Разумеется, тем более 
он не выполняется, если харантеристика И'; (jш) охватывает точну 
(-1/k, jO) (штриховая нривая на рис. 9-3, в). 

Н'ритерий В. М. Попова является д о  с т  а т  очн ым, т. е. он 
дает часть области абсолютной устойчивости и его невыполнение 
не означает еще неустойчивость. 

Интересно сравнить условия абсолютной устойчивости В. М. По
пова с условиями устойчивости линейной системы, получаемой 



при предположении, что характеристика ер (Х) в угле (О, k) яв
ляется линейной. Это значит, что нелинейное звено Н Л заме
няется идеальным линейным звеном с коэффициентом передачи k0 , 

лежащим в пределах О � k0 � k.

Передаточная функция для такой разомкнутой системы равна 
k0Wл (р). Согласно критерию Найквиста (см. § 4-4), условие 
устойчивости рассматриваемой линейной системы заключается 
в том, что а. ф. ч. х. k0Wл (jro) не должна охватывать точку 
(-1, jO). Последнее эквивалентно условию, чтобы а. ф. ч. х. 
Wл (jw) линейной части системы не охватывала точку (-1/k, jO). 

а) 
в) 

у 

j 

Рис. 9-3. Критерий абсолют
ной устойчивости В. М. По

пова 

(Действительно, граница устойчивости по Найквисту соответствует 
равенству k0Wл (jw) = -1 или Wл (jw) = -1/k0.) При изменении 
величины k0 в диапазоне от О до k точка (-1 /k0 , jO) перемещается 
по действительной оси от - оо до -1/k0• Поэтому условием устой
чивости линейной системы при k0 = О + k является прохождение 
характеристики Wл (jw) правее точки (-1/k, jO), т. е. непересе
чение ею действительной оси левее этой rочки. 

Характеристики Wл (jw) и W� (jro) имеют одинаковые действи
тельные части и, следовательно, пересекают действительную ось 
в одних и тех же точках. Поэтому сформулированное условие 
устойчивости линейной системы полностью относится и к характе
ристике w: (j ro). 

Таким образом, достаточное условие устойчивости при произ
вольной форме однозначной нелинейной характеристики ер (Х) 
в угле (О, k) оказывается строже необходимого и достаточного 
условия устойчивости в случае линейной характеристики ер (Х) 
в этом угле тем, что помимо необходимости нахождения характери
стики w; (jw) правее точки (-1/k, jO), требует еще возможности 
проведения через эту точку линии Попова. Например, в случае 
характеристики w; (jco), изображенной на рис. 9-3, в сплошной 
линией, система устойчива при линейной характеристике в угле 
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(О, k), но не обладает абсолютной устойчивостью. Точка а на дей
ствительной оси определяет критический по устойчивости коэф
фициент передачи k0 для линейной систеlliы, а точка Ь - крити
ческое значение k по условию абсолютной устойчивости в случае 
произвольной нелинейной характеристики <р (Х). Таи.им образом, 
при произвольной форме а. ф. ч. х. w; (jю) абсолютная устойчи
вость обеспечивается в меньшем угле по сравнению с устойчиво
стью в случае линейной системы. 

Если же характеристика w; (jro) слева выпукла, достаточное 
условие устойчивости совпадает с условием устойчивости линей
' ной системы в том же угле. 

а) 

�-IJI (p)f:.._- - ----- --, 
1 1 

у 

/ k/JI 1 
1 ....__ .... 1 
1 1 
1 -� 1 
1 1 

�,--t,c},--:_w._'Л_(P._�... 1 
L __________ J 

г----------, 
1 1 

,- + 
1 

Cfq, (X}-r 
1 
1 k

q, 1 ,______, 1 
L _________ .J 

х 

б} у 

k

х 

Рис. 9-4. R абсолютной устойчивос1·и 
системы с неустойчивой линейной 

частью 

Приведенная выше формулировка критерия В. М. Попова 
относится к системам с устойчивой линейной частью, т. е. когда 
все полюсы передаточной функции Wл (р) левые. Чтобы распрост
ранить этот критерий на с и с т е м ы с н е у с т о й ч и в о й 
л и н е й н о  й ч а с т  ь ю, преобразуем предварительно схему 
системы, как это показано на рис, 9-4, а. Здесь в схему введены два 
фиктивных звена с коэффициентом передачи kф , (Они, очевидно, 
ничего не изменяют в системе, так как их выходные сигналы вза
имно компенсируют друг друга на входе линейной части системы.) 
В результате получаем систему, состоящую из линейной части с пе
редаточной функцией 

Wл(Р) 
Wл.Ф(Р) 1+kФWл(р) (9-6) 

и нелинейной части с характеристикой 

(9-7) 

Выберем величину коэффициента передачи kФ такой, чтобы 
за счет введенной отрицательной жесткой обратной связи вокруг 
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звена Wл (р) новая линейная часть оказалась устойчивой, т. е. 
все полюсы передаточной функции Wл.ф (р) были левыми. 

Заметим, что если последнее не может быть осуществлено, то 
это уже означает отрицательный ответ на вопрос об абсолютной 
устойчивости исходной системы, так нак при этом она оназывается 
неустойчивой даже при линейной харантеристине ер (Х) произволь
ного наклона. 

Применив н преобразованной согласно рис. 9-4., а системе
с устойчивой линейной частью критерий абсолютной устойчивости 
В. М. Пбпова, получим следующее условие абсолютной устойчи
вости исходной системы с неустойчивой линейной частью: система
абсолютно устойчива, если через точку ( - k__!kФ, jO) можно
провести прямую линию, проходящую слева от характеристики

у 

х 

WJ.Ф (jш). Абсцисса уназанной точни 
определена в соответствии с соотноше
нием (9-7). При этом k определяется 
углом, в котором задана характеристи
ка ер (Х). 

В соответствии с критерием В. М. По
пова характеристюш ерФ (Х) должна .ле
жать в угле, ограниченном с одной 
стороны осью абсцисс. С учетом (9-7) 

Рпс. 9-5. НеJшнейнал ха- это означает, что характеристика ер (Х)
раюеристика в угле (k1 , k2) должна лежать вне угла (О, kф), Таким 

образом, сформулированный I{ритерий 
должен быть дополнен 1·ребованием, чтобы х а р а к т е -
р и с т  и к а ер (Х) л е ж а л  а в угле (kф, k), как показано 
на рис. 9-4, б. Характеристика ерФ (Х) при этом будет лежать 
в угле Ю, (k - kФ)]. 

Из этого, в частности, нетрудно видеть, что когда передаточная 
функция W л (р) линейной части системы имеет м н и м ы е и л и 
н у  JI е в  ы е п о л ю  с ы при остальных левых полюсах, изло
женный критерий абсолютной устой:'1:ивости совпадает с ранее 
сформулированным критерием для системы с устойчивой линейной 
частью, который, однако, дополняется двумя следующими усло
виями. 

Во-первых, должна обеспечиваться так называемая п р  е -
д е  л ь н а  я у с т о й ч и в о с т  ь, под которой понимается устой
чивость линейной системы с передаточной функцией kWл (р) при
k-0.

Во-вторых, исключается касание характеристикой нелиней
ного звена оси абсцисс, т. е. абсолютная устойчивость рассматри
вается в угле (в, k}, где в - бесконечно малая величина. 

Нритерий В. М. Пбпова несложно распространить на более 
общий случай нелинейности, когда х а р а к т е р и с  т и н а ер (Х} 
л е ж и т в у г л е (k1, k2}, где k1 может быть как положитель
ным 1 таи и отрицательным (рис. 9-5). Этот случай сводится к основ-
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ному случаю с характеристикой <р (Х) в угле (О, k), если преобра
зовать схему системы, как показано на рис. 9-4, а, приняв kФ = k1 . 

В результате получаем схему, которая содержит нелинейность 
с характеристикой 

(9-8) 

лежащей в угле (О, k), где k = k2 - k1, и линейную часть с пере
даточной функцией 

(9-9) 

Выше, изучая критерий устойчивости В. :М:. Попова, мы имели 
в виду устойчивость установившегося режи111а системы в точке 
Х = О. Однако этот критерий 111ожет быть применен и для иссле
дования устойчивости любых динамических режимов. В этом слу
чае, как это делалось ранее, необходимо перейти к приращениям 
переменных Х и У относительно рассматриваемого режима и соот
ветственно определить угол, в нотором лежит нелинейность, для 
текущего значения переменной. В результате к р и т е р и й 
а б с о л ю т н о й у с т о й ч и в о с т и п р о ц е с с а, в ы -
з в а н н о г о о г р а н и ч е н н ы м в о з д е й с т в и е м, в 
с л у ч а е н е л и н е й н о с т и в у г л е (О, k) и у с т о й -
ч и в о й л и н е й н о й ч а с т и с и с т е 111 ы сведется н сле
дующи111 условия111: 1) существованию .1шнии Попова, параллельной 
мнимой оси, и 2) нахождению производной характеристики <р (Х) 
в пределах О - k.

В случае неустойчивой: линейной части этот критерий изме
няется, к1:1к указано выше (см. рис. 9-4), введением Iiоэффици
ента kФ [5]. 

§ 9-3. ГАРМОНИЧЕСКАЯ ЛИНЕАРИЗАЦИЯ

А. Назначение метода гармонической линеаризации 

Идея метода гармонической линеаризации была предложена 
в 1934 г. Н. М. Крыловым и Н. Н. Боголюбовым. Применительно 
к системам автоматического управления этот метод разработан 
Л. С. Гольдфарбом и Е. П. Поповым. Другие названия этого ме
тода и его модификаций - метод гармонического баланса, метод 
описывающих функций, метод эквивалентной линеаризации. 

:Метод гар111онической линеаризации - это метод исследова
ния автоколебаний. Он позволяет определять условия существо
вания и параметры возможных автоколебаний в нелинейных си
стемах. 

Автоколебания определяют предельные циклы в фазовом 
пространстве системы, которые разделяют его на обJiастп зату
хающих и расходящихся процессов. Поэтому знание параметров 
автоколебаний nозвоJiяет представить картину возможных про
цессов в системе и, в частности, оп р е д  е JI и т ь у с л о в и я 
у с т о й ч и в о с т и. 
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Предположим, например, что в результате исследования авто
колебаний в некоторой нелинейной системе мы получиJIИ зависи
мость амплитуды этих автоколебаний А от коэффициента передачи k
линейной части системы, показанную на рис. 9-6, и знаем, что 
автоколерания устойчивы. Из графюш следует, что при большом 
значении коэффициента передачи k, когда k > kнр, в системе 
существуют автоколебания. Их амплитуда уменьшается до нуля 
А [ при уменьшении коэффициента передачи 

1 f k до kнр, На рис. 9-6 стрелками условно 

! t показан характер переходных процессов 

t 
при разных значениях k: при k > kнр

t t 
переходный процесс, вызванный началь-

О kнр _ k 

Рис. 9-6. Зависимость 3.1\Ш

литуды А автоколебаний от 
коэффициента передачи k 

системы 

ным отклонением, стягивается к авто-
колебаниям. Из рисую{а видно, что при 
k < kнр система оказывается устойчивой. 
Таким образом, kнр - это критическое 
по условию устойчивости значение коэф
фициента передачи. Его превышение 
приводит к тому, что исходный режим 
системы становится неустойчивым и в ней 

возникают автоколебания. Следовательно, знание условий существо
вания автоколебаний в системе позволяет определить и условия 
устойчивости. 

Метод гармонической линеаризации может быть применен и 
для исследования вынужденных колебательных режимов, а также 
для приближенной оценки качества переходных процессов в си
стеме (см. десятую главу). 

Б. Идея гармонической линеаризации 

Рассмотрим нелинейную систему, схема которой представлена 
на рис. 9-7, а. Система состоит из линейной части с передаточной 
функцией W л (р) и нелинейного звена Н Л с конкретно заданной 
характеристикой <р (Х). По-прежнему звено с коэффициентом - 1 
показывает, что обратная связь в системе отрицательна. Пола
гаем, что в системе существуют автоколебания, амплитуду и ча
стоту которых мы хотим найти. В рассматриваемом режиме вход
ная величина Х нелинейного звена и выходная У являются перио
дическими функциями времени. 

Метод гармонической линеаризации основан на предположении, 
что колебания на входе нелинейного авена являются синусоидаль-
HЫJ/1,U, Т. е. ЧТО 

(9-10) 

где А - амплитуда и' Фа � частота этих автоколебаний, а Х0 -

возможная в общем случае постоянная составляющая, когда ав
токолебания несимметричны. 
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В действительности автоколебания в нелинейных системах 
всегда несинусоидальны вследствие искажения их формы нели
нейным ввеном. Поэтому укаванное исходное предположение овна
чает, что метод гармонической линеаривации является п р  и н  -
ц и п и а л ь н о п р и б л и ж е н н ы м и область его применения 
ограничена случаями, когда автоколебания на входе нели
нейного ввена достаточно бливки к синусоидальным. Для того 
чтобы это имело место, линейная часть системы должна не пропу
скать высших гармоник автоколебаний, т. е. являться ф и л ь  т -
р о м н и ж н и х ч а с т о т. Последнее иллюстрируется 
рис. 9-7, б. Если, например, частота автоколебаний равна @а1, 

то линейная часть с покаванной 
на рис. 9-7, б а. ч. х. Ал (ю) а) 
будет играть роль фильтра ниж-
них частот для этих колебаний, 
так как уже вторая гармоника, 
частота которой равна 2@а1, 

практически не пройдет на вход 
нелинейного ввена. Следователь
но, в этом случае метод гармо
нической линеаривации при
меним. 

Если частота автоколебаний 
равна @а2, линейная часть будет 
свободно пропускать вторую, 
третью и другие гармоники авто
колебаний. В этом случае нельвя 
утверждать, что колебания на 

б) 
Ал 

О Waz 2wa2 Wa1 2ша, ш 
Рис. 9-7. R идее гармонической ли

неаризации 

входе нелинейного ввена будут достаточно бливки к синусоидаль
ным, т. е. необходимая для применения метода гармонической 
линеаривации предпосылка не выполняется. Заметим, что не 
всегда следующей после первой гармоники будет вторая гармоника, 
как предположено было выше. При нечетных нелинейных харак
теристиках второй гармоники на выходе нелинейного ввена не 
будет, и условие фильтра следует проверять по третьей гармонике. 

Для того чтобы установить, является ли линейная часть си
стемы фильтром нижних частот и тем самым определить примени
мость метода гармонической линеаривации, необходимо внать 
частоту автоколебаний. Однако ее можно увнать только в ревуль
тате испольвования этого метода. Таким обравом, при;л,�енимость 
метода гармонической линеаризации приходится определять уже 
в конце исследования в порядке проверки. 

Заметим при этом, что если в ревультате этой проверки гипо
тева о том, что линейная часть системы играет роль фильтра ниж
них частот, не подтверждается, это не овначает еще неверности 
полученных ревультатов, хотя, равумеется, ставит их под сом
нение и требует дополнительной проверки каким-либо другим 
методом. 
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Итак, предположив, что линейная часть системы есть фильтр 
нижних частот, считаем, что автоколебания на входе нелинейного 

х 

у 

t 

Рис. 9-8. Прохождение гармониче
ского колебания черес1 нелинейное 

ввено 

колебания У (t) в ряд Фурье и 
результате получим: 

Здесь 

звена синусоидальны, т. е. име
ют вид (9-10). Колебания на 
выходе этого звена будут при 
этом уже несинусоидальны 
вследствие их искажения не
линейностью. В начестве при
мера на рис. 9-8 построена 
кривая на выходе нелинейного 
звена для определенной ампли
туды входного чисто синусои
дального сигнала по харанте
ристике звена, приведенной 
тallI же. 

Однако, поскольку мы счи
таем, что линейная часть си
стемы пропускает только ос
новную гармонику автоколе
баний, имеет смысл интересо
ваться только этой гармоникой 
на выходе нелинейного звена. 
Поэтому разложиl\1 выходные 

отбросим высшие гармонюш, В 

(9-11) 

Перепишем выражение (9-11) · в более удобном для последую
щего испо.nьзования виде, подставив в него получающиеся из 
(9-10) следующие выражения для sin ffiat и cos @at: 
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Подставив эти выражения в (9-11), будем иметь:

или
У =0�kг0Хо+ (kг + ;: Р) (Х - Хо).

Здесь введены обозначения:
kго=хУо;

() 

k __ С1_.
г- А' 

k'_Cz 
г-- А. J 

(9-13)

(9-14)

(9-15)

Дифференциальное уравнение (9-14) справедливо для сину
соидального входного сигнала (9-10) и определяет выходной сиг
нал нелинейного звена без учета высших гармоник.

а) 

а) 

Asinшat l<г kг+
ш; Р

k'kг+иfаР 

Рис. 9-9. Эквивалентное линейное звено, полученное в 
результате гармоничес1юй линеариsацпи 

Коэффициенты kго, kг и k; в соответствии с выражениями (9-12)
для коэффициентов Фурье являются функциями постоянной
состав,тшющей Х 0 , амплитуды А и частоты Фа автоrюлебаний на
входе нелинейного звена. При фиксированных А, Фа и Х0 уравне
ние (9-14) является линейным. Таким образом, если отбросить
высшие гармоники, то для фиксированного гармонического сиг
нала исходное нелинейное звено может быть заменено эквивалент
ным линейным, описываемым уравнением (9-14). Эта замена и
называется г а р м о н и ч е с к о й л и н е а р и з а ц и е й.

На рис. 9-9, а условно изображена схема этого звена, состоя
щая из двух параллельных звеньев. Одно звено (kго) пропусiшет
постоянную составляющую, а другое - только синусоидальную
составляющую автон:олебаний.

Коэффициенты kго, kг и k� называются к о э ф ф и ц и е н -
т а м и г а р м о н и ч е с к о й л и н е а р и з а ц и и или г а р -
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м о н и ч е с к и м и к о э ф ф и ц и е н т а м и п е р е д а ч и: 
kго - коэффициент передачи постоянной составляющей, а kг и 
k; - два коэффициента передачи синусоидальной составляющей 
автоколебаний. Эти коэффициенты определяются нелинейностью 
ер (Х) и значениями А, ffia и Х0 по формулам (9-12). В приложе
нии 9 приведены определенные по этим формулам: готовые выра
жения для kго, kг и k; для ряда типовых нелинейных звеньев. Для 
этих и вообще всех безынерционных нелинейных звеньев вели
чины kго, kг и k; не зависят от ffia JI являются функциями только 
амплитуды А и Х 0• 

Постоянная составляющая У0 на выходе нелинейного звена 
[см:. уравнения (9-11), (9-13)] появляется по одной из двух при
чин: если к системе приложено внешнее постоянное воздействие, 
создающее Х0 [см. уравнение (9-10)], или если характеристика 
нелинейного звена несимметрична относительно начала коорди
нат, вследствие чего происходит явление выпрямления входного 
синусоидального сигнала (см. нелинейности 8-11 в приложе
нии 8). 

При гармонической линеаризации нелинейных звеньев с такими 
характеристиками нельзя выражать У0 через Х0 с помощью коэф
фициента гармонической линеаризации kго, т. е. в виде 

Уо = kгоХо,
так как здесь У0 =1=- О и при Х0 = О. Поэтому для несимметричных: 
нелинейностей нельзя пользоваться уравнением (9-14), а следует 
применять уравнение (9-13). Соответствующая схема представ
лена на рис. 9-9, б. В связи с этим для таких нелинейностей в при
ложении 9 вместо kго даны выражения непосредственно для У0 • 

При отсутствии внешнего воздействия и симметричной харак-
1.·еристике ер (Х) постоянная составляющая У0 = О и уравнение
(9-13) принимает вид:

У=(kг+�: р)х
или 

У== Wнл(Р) Х,
k' 

где W нл (р) = kг + __Е._ р - передаточная функция 
(i)a 

(9-16) 

(9-17) 

эквивалент-
ного линейного звена, которую можно назвать г а р  м о н  и ч е -
с к о й  п е р е д  а т  о ч н о й  ф у н к ц и е й  нелинейного звена. 

В соответствии с (9-14) и (9-15) коэффициент kг определяет 
выходную гармоническую составляющую, совпадающую по фазе 
с входным гармоническим сигналом, а коэффициент k; - выход
ную составляющую, сдвинутую по фазе относительно входного 
сигнала на л/2 вперед или назад в зависимости от знака k;, т. е. 
знака С2 • 

:Коэффициент k; появляется в �авнении (9-14) в случае неодно
значных характеристик ер (Х) (в приложении 9 это нелинейно
сти 3 2 5, 7). 
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Неоднозначность характеристюш приводит к тому, что при 
изменении знака входного сигнала происходит запаздывание в из-
11Iенении выходного сигнала в связи с переходом на другую ветвь 
характеристики ер (Х). В резу.тrьтате при гармоническом входном 
воздействии возникает запаздывание по фазе первой гармоникп на 
выходе относительно входного сигнала. Поэтому в данном слу
чае в выражении (9-11) коэффициент С2 при косинусоидальной 
составляющей не равен нулю и отрицателен. Соответственно отри
цательным получится и k; в уравнении (9-14). 

о ь в 
7f 

А 

б) 

28 

7r,b 

о А 

2В- 7r,b 

48 

- 1tb -

Рис. 9-10. Графики коэффициентов гармонической лпнеарпзацпи 

В случае безынерционной однозначной нелинейности первая 
гармоника на выходе нелинейного звена обязательно совпадает п:1 
фазе с входным сигналом (см., например, рис. 9-8). Поэто111у 
уравнение (9-14) принимает вид: 

У=kго(А, Хо) Х0 +kг(А, Х0)(Х-Х0). (9-1Н) 

Здесь в скобках показано, что величины kго и kг являются фую;
циями А и Х0• 

При нечетной однозначной характеристиRе и отсутствии по
стоянного внешнего воздействия уравнение (9-18) предельно уп
рощается: 

(9-19) 
На рис. 9-10, а и б в качестве примера приведены графики kг (А) 

и k; (А) для трех нечетных нелинейностей, построенные по форму
лам приложения 9. Эти графики имеют ясный физический смысл, 
и их можно получить экспериментально подобно частотным ха
рактеристикам. Во всех случаях, когда характеристика нелиней
ного звена имеет насыщение, коэффициенты гармонической линеа
ризации стремятся к нулю при А - оо, поскольну при этuм 
амплитуда выходного сигнала остается ограниченной. EcJIИ ха
рактеристика имеет зону нечувствительности, наоборот, влияние 
нелинейности падает с ростом А и коэффициент kг стремится к зна
чению н:оэффициента передачи k линейного участка харантери
стики. При неоднозначной релейной харантеристике ВJJИЯние 
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неоднозначности проявляется в запаздывании по фазе, и соответст
венно величина коэффициента k� уменьшается по мере увеличе
ния А по сравнению с шириной петли. 

При изучении гармонической линеаризации уместно вспом
нить о рассмотренной ранее в восьмой главе статистической ли
неаризации. При статистической линеаризации нелинейное звено 
заменяется линейным, эквивалентным для постоянной состав
ляющей входного сигнала и приближенно эквивалентным для 
его случайной составляющей. При этом в отношении послед
ней составляющей приближенно принимается, что входной сигнал 
имеет нормальное распределение, и пренебрегается его искаже
нием в результате прохождения через нелинейное звено. 

При гармонической линеаризации нелинейное звено заме
няется линейным, эквивалентным для постоянной составляющей 
входного сигнала и приближенно эквивалентным для его колеба
тельной составляющей. При этом приближенно принимается, что 
спектр колебательной составляющей входного сигнала состоит из 
одной гармоники, и пренебрегается ее искажением в нелинейном 
звене. 

Условием применимости обоих методов линеаризации к замкну
той системе является выполнение линейной частью системы роли 
фильтра нижних частот. При статистической линеаризации ее по
лоса пропускания должна быть мала по сравнению со спектром 
СJiучайного сигнала, а при гармонической линеаризации - по 
сравнению с высшими гармониками автоколебаний. 

В. Методика исследования автоколебаний с помощью 
гармонической линеаризации 

Рассмотрим замкнутую СА-У, изображенную на рис. 9-7, а.

Наша задача - найти параметры возможных автоколебаний в оп
ределенной, интересующей нас точке системы. 

Первым этапом решения является осуществление гармониче
ской линеаризации и с ее помощью определение параметров воз
можных автоколебаний на входе нелинейного звена. 

Рассмотрим вначале более простой случай, когда отыскиваются 
автоколебания в виде 

Х =А sinffiat, 

т. е. без постоянной составляющей. Это будет, если нелинейное 
звено имеет нечетную характеристику и нет внешнеl'о постоянного 
воздействия, создающего Х0• Применив гармоническую линеари
зацию, заменим нелинейное звено линейным, описываемым урав
нением (9-17): 

У= Wнл(р)Х. 

В результате получим линейную СА-У с передаточной функ-
цией 

(9-20) 
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Входящие в Wнл (р) величины kг (А, ro8
) и k; (А, roa) выражаем 

как нелинейные функции искомых неизвестных А и ro8 • В случае 
типовых нелинейностей используем готовые формулы приложе
ния 9. 

Заметим еще раз, что получаемая система является линейной 
только при фиксированных величинах А и ro8 • При их изменении 
система по-прежнему нелинейна, так как содержит коэффициенты 
kг и k;, являющиеся функциями этих величин. 

Искомые значения параметров А и Wa, входящих в передаточ
ную функцию (9-20) линейной САУ, соответствуют наличию в этой 
системе незатухающих колебаний, т. е. нахождению ее на границе 
устойчивости из-за наличия у характеристического уравнения 
пары сопряженных мнимых корней. Иными словами, значения 
А и roa могут быть найдены с помощью известных критериев устой
чивости линейных систем как значения варьируемых параметров, 
при которых система оказывается на границе устойчивости, соот
ветствующей незатухающим колебаниям. 

Таким образом, дело сводится \' применению известных мето
дов определения границы устойчhвости линейных систем (см. 
§ 4-5).

Так, по критерию Гурвица условие наличия у характеристи
, ческого уравнения мнимых корней сводится к равенству 

Лп-i=О, 

где Л
п
-1 

- предпоследний минор определителя Гурвица, соста
вленного из коэффициентов левой части D(p) уравнения замкну
той системы. Левая часть D(p), как известно, - равна сумме числи
теля и знаменателя передаточной функции W(p). 

По критерию Найквиста то же условие имеет вид: 

т. е. с учетом (9-20) 
W (jro)=-1, 

Wл (jro) Wнл (jro) =-1. 

Из критерия Михайлова это условие получаем в виде 

D (jro)=0. 

(9-21) 

(9-22) 

Выбор того или иного критерия устойчивости для нахождения 
значений А и Wa зависит от конкретной схемы системы и опреде
ляется общими рекомендациями, данными в § 4-5. 

В ре!Jультате находятся параметры возможных автоколеба
ний в системе, например, в виде зависимости A(ro8). Если при 
синтезе САУ требуется исследовать зависимость автоколебаний 
от какого-либо параметра системы, получаются уже три неизвест
ных параметра и решение находится в виде зависимостей А и roa 
от варьируемого параметра системы. Примером для этого случая 
может служить зависимость А от коэффициента передачи k линей
ной части системы, изображенная на рис. 9-6. (Она должна быть 
дополнена еще зависимостью roa от k.) При двух варьируемых: 
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параметрах системы решение получается в виде линий фиксированных значений А и roa в плоскости этих параметров. Нелинейный характер зависимостей входящих в Wнл (р) коэффициентов kг :и k; гармонической линеаризации от А и roa делаетзадачу нахождения искомых значений А и roa значительно болеесложной, чем в случае определения границ устойчивости линейных систем. Поэтому обычно прибегают к методу последо,вательныхприближений или графическим метода111 (как и в случае решенияаналогичных уравнений при статистической линеаризации). В частности, при использовании уравнения (9-21) можно рекомендовать следующий графический способ, предложенныйЛ. С. Гольдфарбом. В комплексной плоскости строятся годограф
Wл (jro), то есть а. ф. ч. х. линейной части, и годограф - Wнл1Uro) •При этом значения А уRазываются как параметр на текущих точках последнего годографа. В соответствии с (9-21) точки пересечения годографов определяют искомые значения амплитуды А ичастоты ro

3 
автоколебаний. (Значение А берется с годографа нелинейного звена, а roa - с годографа линейной части.) Можно,1 наоборот, находить точку пересечения годографов 

W л (jro) и
- Wнл (jco), как предложил :Коченбургер. При применении логарифмического критерия устойчивостиусловие (9-21) принимает вид: 

Lл(rо)+Lнл(о))=О; } (9-23)(!)л (ro) + IРнл (ro) =- л. 
В этом случае строится серия л. а. х. и л. ф. х. системы дляряда значений А. Искомыми значениями А будут те, при которыхл. ф. х. пересечет уро:Qень - л на частоте среза. В свою очередь,частота среза определяет значение частоты roa. В тех случаях, когда входящие в Wнл коэффициенты kг и k;достаточно слоншо зависят от А и roa, так что вычислить Wнл по А и (!)а затруднительно, реномендуется следующий способ.На основе (9-21) или (9-22) находятся сперва зависимости kг � ro) иk; ( ro). Затс�, берутся зависимости kг (А, roa), k; (А, ro3), определяе-11ше по (9-15) или из приложения 9, и совместно с первыми зависимостями графическим решением находятся значения А и roa,удовлетворяющие обеим парам зависимостей. При этом приравнивается (I) = roa, Нанонец, в наиболее сложных случаях приходится прибегатьн методу последовательных приближений. Например, при примененпп условия (9-22) по критерию Михайлова последовательнозадаются рядом значений А и, строя каждый раз годограф D (jro), ищут значение А, при Rотором годограф пройдет через началокоординат. После того нак найдены возможные автоколебательные режимы,необходимо иеследовать их на устойчивость, Реально существо-
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вать в системе могут только устойчивые колебания. Для ис
следования устойчивости осуществляют линеаризацию системы 
переходом к приращениям относительно рассматриваемого коле
бательного режима и применяют обычные критерии устойчивости 
линейных САУ. Существуют также более простые необходимые 
критерии устойчивости колебаний [24]. Часто вопрос об устой
чивости найденного периодическо1·0 решения оказывается ясным 
и из чисто физических соображений. 

Наконец, как уже отмечалось, необходимо осуществить про
верку гипотезы о том, что линейная часть системы в достаточной 
мере является фильтром нижних частот для найденных зн,ачений 
частоты ffia автоколебаний. 

а) гос

Рис. 9-11. Структурная схема 
. следящей системы 

А втоно.лебания 

о 

Рпс. 9-12. Область устойчивости 
сuстемы, изображенной на 

рис. 9-11 

В результате применения гармонической линеаризации опре
деляются значения амплитуды А автоколебанnй на входе не
линейного звена. Если нам надо знать амплитуду колебаний 
в другом месте системы, ее легко найти обычным путе!II по а. ч. х. 
участка линейной части систе11Iы, заключенного между входом 
нелинейного звена и интересующим нас местом системы. 

Рассмотрим пример применения метода гармонической ли
неаризации для исследования условий устойчивости и автоколе
баний следящей системы, структурная схема которой показана 
на рис. 9-11, а [24]. Систе11Iа состоит иэ двигателя Д с nосrоянной 
вре11Iени Т д, усилителя У с постоянной времени Т

.., 
и коэффи

циентом передачи k
-., 

и корректирующей гибкой обратной связи ГОС 
с коэффициентом передачи ko.c, Выходной величиной системы яв
J1яется угол поворота Х

д 
вала двигателя, а входной величиной, 

которая отслеживается системой, - задающее воздействие G. Дви
гатель представляет собой �елинейное звено вследствие ограниче
ния скорости вращения рХ

д 
его вала. Согласно схеме, уравнение 

двигателя имеет вид: 
(Т дР+ 1) рХд = ср (Х), 
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где (1) (Х) - одновначная нечетная характеристика с насыщением, приведенная на рис. 9-11, б.Ограничим рассмотрение случаем, когда G = О. Тогда гармоническая линеаризация нелинейности qJ (Х) дает уравнение (1) (Х) =kг (А) Х.Здесь, согласно приложе�ию 9, коэффициент kг гармонической линеаризации является функцией только амплитуды А автоколебаний и равен 
( kд при А�Ь; kг= 2kд ( . Ь Ь -. �) (9-24) 
л arcsш А+ А V 1 +А2 

при А�Ь, 
где kд = В /Ь - коэффициент передачи двигателя на линейном участке его характеристики (1) (Х). Соответствующий график характеристики kг (А) для такой нелинейности показан на рис. 9-10, а. В результате передаточная функция разомкнутой гармонически линеаризованной системы имеет вид: 
где 

Wд(Р) 
W (р)= Wy(p) 1+ W0 • с (р) JVд (р)'

k
y 

kг (А) Wy(p)= Typ+i; Wд(Р)= (Тдр+1)р;Wo.c (p)= ko.cP• Отсюда левая часть у.равнения замкнутой системы, равная сум.ме числителя и знаменателя W (р), D (р)= (Т ур+ 1) (ТдР+ 1) Р+ [ko.cP (Тур+ 1) +ky J kг (А)= 
где = а0р3 + а1р2 

+ а2р + а3 , (9-25) 
а0

= ТуТд; ai = Ту [1 + k0.ckг (A)J + Т д; а2= 1 +ko_ckг (А); a8
= kykг (А). При малых отклонениях от установившегося режима, соответствующего Х = О, когда Х < Ь, рассматриваемая система является линейиой. В этом случае в (9-25) надо заменить kг (А) на kд , "Условие устойчивости такой линейной системы, согласно критерию Гурвица (см. § 4-2), имеет вид: (9-26) 

. при положительности всех коэффициентов а0 , а1 , а2, а3• На рис. 9-12 построена область устойчивости этой системы в первом квадранте плоскости коэффициентов ky и k0•0, которые 
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приняты в :качестве варьируемых параметров системы. Область 
устойчивости ограничена слева осью ko.c, на :которой а3 = О, 
а справа - параболой абв, уравнение :которой находится и3 ра
венства Лn -i = О и имеет вид: 

(9-27) 

Определим теперь с помощью гармоничес:кой линеари3ации, 
:ка:к влияет нелинейность <р (Х) на устойчивость системы. И3 чисто 
фи3ичес:ких соображений можно предположить, что эта нелиней
ность хара:ктеристи:ки двигателя должна ухудшить условия устой
чивости вследствие того, что при выходе с:корости двигателя И3 
линейной 3оны + В хара:ктеристики <р (Х) ее величина фи:ксируется 
на уровне В и поэтому перестает действовать :корре:ктирующая 
гиб:кая обратная СВЯ3Ь. 

Во3можные авто:колебания в нелинейной системе определяются 
и3 условия наличия мнимых :корней у хара:ктеристичес:кого урав
нения, соо.тветствующего дифференциальному уравнению (9-25). 
Если по-прежнему восполЬ3оваться :критерием Гурвица, то это 
условие сведется R равенству 

Лп-1 = а1а2-аоаз = О, 

составленному И3 :коэффициентов многочлена (9-25). Отсюда по
лучаем уравнение, определяющее условия появления авто:коле
баний и совпадающее с уравнением (9-27), но с 3аменой kд на kг (А): 

1 l Ту
+Тд ] kу =

т д kг(А)
Т

у 
+ko . c [1+ko_ ckг (A)]. (9-28)

И3 уравнения (9-28) можно, 3адаваясь 3начениями ky и k0 _0, 

найти вначале величину kг, а 3атем И3 (9-24) определить соответ
ствующее 3Начение амплитуды А авто:колебаний. В соответствии 
с (9-24) авто:колебания, очевидно, будут во3можны при данных 
3начениях ky и ko.c толь:ко в случае, если найденная величина :коэф
фициента kг будет лежать в пределах от kд до О. В противном слу
чае авто:колебания в системе при В3ятых 3начениях ky и ko.c о:ка3ы
ваются нево3можными. 

И3 (9-28) видим, что при ky - оо амплитуда А - оо и, наобо
рот, чем меньше :коэффициент передачи ky, тем при неи3менном 
3начении ko.c будет меньше и амплитуда А во3можных авто:коле
баний. Нас интересует граница авто:колебаний в плос:кости :коэф
фициентов ky и k0 _0• Она определяет для :каждого 3начения ko .c то 
минимальное, т. е. :критичесв:ое, 3начение ky, при :котором еще удов
летворяется уравнение (9-28) с учетом (9-24) и при .переходе 3а :ко
торое в сторону меньших ky решение (9-28) при О � kг � kд отсут
ствует и, следовательно, авто:колебания в системе уже нево3можны. 

Для нахождения у:ка3анного минимального 3начения ky надо 
приравнять нулю прои3водную dky!dA, определив ее И3 (9-28) 
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с учетом (9-24). Однако, посколыiу 
дk

у 
dk

y 
dkг 

дА = dkг . dA 
и производная dkг ldA на рассматриваемом нелинейном участке 
зависимости kг(А), т. е. при А > Ь, везде отлична от нуля, иско
мое значение k

y находится из равенства нулю производной dk
y
!dkг, 

определяемой по (9-28). В результате получаем: 

при 

ko.c( "1/ Тд)2
kу,мин=

тд 
1+Ji 1+ту 

, 1 "1 / Тдko. с � ko . с_ kд J1 1 +Ту . 

(9-29) 

При ko .c < k�.c минимума k
y 

не существует во всем диапазоне kг 
от О до kд , Это означает, что при любом ko .c < k�.c при уменьше
нии k-y вплоть до значения, соответствующего границе устойчивости 
линейной системы, амплитуда А уменьшается до нуля. Следова
тельно, при таких малых значениях ko.c граница автоколебаний 
совпадает с границей устойчивости линейной системы. При этом 
на самой границе амплитуда А автоколебаний равна нулю. ·На 
рис. 9-12 этим участком границы автоколебаний при ko.c < k�.c 
является линия аб. 

Граница автоколебаний при ko.c � k�_c, соответствующая урав
нению (9-29), изображена на рис. 9-12 линией бг. Каждой точке 
этой части гра.ницы автоколебаний соответствует своя амплитуда А
автоколебаний. Она уменьшается с уменьшением ky

, т. е. по мере 
приближения к точке б, начиная с которой и ниже А = О. 

Область левее границы абг является областью устойчивости 
в целом. Она оказалась, как мы и предполагали, меньше области 
устойчивости, найденной при линейном рассмотрении, на область 
гбв. Последняя, следовательно, представляет с_обой область устой
чивости в малом, но с неустойчивостью в целом. 

Полученную картину можно дополнить при необходимости 
построением в области автоколебаний линий постоянной ампли
туды А. Одна из них показана на рис. 9-12 mтрихами. При увели
чении А эта линия будет сдвигаться вправо. 

Если путем увеличения коэффициента передачи k
y 

перевести 
систему из области устойчивости через границу автоколебаний на 
участке аб, в системе возникнут автоколебания, амплитуда кото
рых будет постепенно возрастать от нуля по мере удаления от 
границы. Такой характер развития автоколебаний, как указы
валось в § 8-4, называется м я г к и м в о з б у ж д е н и е м. 

При переходе через границу бг уже при бесконечно малом уда
лении от нее в системе возникают автоколебания конечной ампли
туды, величина которой будет тем больше, чем выше cиcтGl\Ia 
находится от точки б. Такой переход к автоколебаниям, согласно 
§ 8-4, называется ж е с т к и м в о з б у ж д е н и е м.
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Соответственно с изложенным найденная при линейном рас
смотрении граница устойчивости абв делится на два принципи
ально различных участка. Участок аб является б е з о п  а с -
н о й г р а н и ц е й у с т о й ч и в о с т и. Сколь угодно близ
кий подход к ней, даже небольшой переход за нее вполне допу
стимы. Участок бв, наоборот, является о п а  с н о й г р  а н  и -
ц е й, так как, даже не дойдя до нее, система может перейти к ав
токолебаниям с большой амплитудой в результате воздействия 
достаточно большого внешнего возмущения, выводящего скорость 
двигателя из линейного участка характеристики <р(Х). 

Приведенный пример наглядно показывает, насколько не
достаточно и опасно ограничиваться при исследовании устойчи
вости даже линеаризуемых в малом САУ линейным приближе
нием. 

Rак было ранее отмечено, после определения параметров авто
колебаний в системе необходимо проверить их устойчивость,
а также убедиться в справедливости гипотезы о том, что линейная
часть системы является фильтром нижних частот. Устойчивость
автоколебаний в данном случае очевидна исходя из физических
соображений и результатов исследования устойчивости в линей
НО!\I приближении. 

Для проверки гипотезы о фильтре надо предварительно найти
частоты автоколебаний. Они находятся из уравнения, получаемого
приравниванием нулю многочлена D(p) (9-25) после подстановки
Р = juJa, 

Выше в данном примере мы использовали критерий Гурвица.
С равным успехом можно было бы применить любой другой кри
терий устойчивости, кю, было показано ранее. 

Мы рассмотрели методику гармонической линеаризации для
случая симметричных нелинейностей при отсутствии внешних
постоянных воздействий, когда автоколебания отыскиваются в виде
чисто гармонических колебаний Х = А sin uJat без постоянной
составляющей. 

Если к САУ приложено в произвольной точке постоянное воз
действие F0, оно создает на входе нелинейного звена постоянный
сигнал Х0, и автоколебания следует искать в виде 

Х =Хо+ А sinuJat,

Если в этом случае нелинейное звено имеет симметричную 
(нечетную) характеристику, то в результате гармонической линеа
ризации оно заменяется линейным звеном, приведенным на 
рис. 9-9, а и описываемыl\I уравнением (9-14): 

У =kгоХо+(kг+ ;: Р) (Х -Хо),

где kго, kг и k; - функции уже трех подлежащих определению
параметров: А, ffia и Х0• 
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Для постоянной составляющей автоколебаний получаем сле
дующее уравнение: 

где
Xo= Wзo(0)F0 , 

W (0)-
W хр(О) 

зо -1+kго (А, ro8, Х0) Wл (О)•

(9-30)

Для гармонической составляющей система по-прежнему опи
сывается передаточной функцией (9-20): 

W (р)= W л(Р) Wнл (р),
где

Методика нахождения параметров автоколебаний остается
принципиально прежней с той только разницей, что к А и roa
прибавился третий параметр Х0 и соответственно новое уравнение
(9-30), которое следует решать совместно с прежними уравнениями,
определяющими условия существования у характеристического
уравнения гармонически линеаризованной системы мнимых кор
ней. Можно рекомендовать следующий порядок решения. 

Сперва, используя передаточную функцию (9-20), описанным
выше способом находим А и ro8 как функции Х0 , считая Х0 пока
неизвестным варьируемым параметром, т. е. находим зависимости

А (Х0); } 
roa (Х0). 

(9-31)

Затем, подставляя эти зависимости в уравнение (9-30), опреде
ляем (обычно графически) искомое значение А. После этого из
(9-31) находим ro8 • 

Если нелинейное звено имеет несимметричную характеристику,
то при его гармонической линеаризации нельзя вводить для по
стоянной составляющей автоколебаний коэффициент kго - Поэтому
такое звено следует представлять схемой, изображенной на
рис. 9-9, б, и соответственно описывать уравнением (9-13): 

У=Уо+(kг+ �: р) (Х-Х0),

где У0, kг и k; - функции А, ffia и Х0 • 
Поскольку при таком представлении нелинейного звена оно

в явном виде не замыкает систему по постоянной составляющей, 
для этой составляющей вместо уравнения (9-30) следует пользо
ваться уравнением 

(9-32)

где W xF - передаточная функция между точками нахождения
в системе Х0 и F0• 
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Если постоянное внешнее воздействие отсутствует, но харак
теристика нелинейного звена является несимметричной, автоко
лебания по-прежнему будут содержать постоянную составляющую. 
В этом случае уравнение для постоянной составляющей имеет вид: 

(9-33) 
Это уравнение отличается от уравнения (9-32) только отсутст

вием внешнего воздействия F 0• 

До сих пор мы предполагали, что САУ содержит ·одну нелиней
ность. Однако описанная методика принципиально применима 
и к системам, имеющим несколько нелинейностей, разделенных 
линейными звеньями. При этом, если эти линейные звенья яв
ляются фильтрами нижних частот, то каждая из нелинейностей 
линеаризуется порознь. В противном случае эти нелинейности 
вместе с промежуточными линейными звеньями рассматриваются 
как одна сложная нелинейность. 

Г. Применение rармоничес:кой линеаризации 
для исследования переходных процессов, вызванных медленно 
меняющимися воздействиями, при наличии автоколебаний 

Описанная выше методика исследования автоколебаний в САУ 
при наличии постоянного внешнего воздействия F0 может быть 
распространена на случай, когда внешнее воздействие не является 
постоянным, но изменяется достаточно медленно по сравнению 
с периодом автоколебаний. В частотном выражении это означает, 
что максимальная частота внешнего сигнала должна быть значи
тельно меньше минимальной частоты возможных автоколебаний 
в системе. 

В этом случае внешнее воздействие, а следовательно, и по
стоянную составляющую Х O на входе нелинейного звена можно 
считать постоянными в течение очередного периода автоколебаний. 
Поэтому исходные формулы (9-12) и последующие формулы гар
монической линеаризации остаются в силе. 

В отличие от случая пос11оянного внешнего воздействия в урав
нениях (9-30) и (9-32) для постоянной составляющей теперь уже, 
разумеется, нельзя принимать р = О, и они приобретают вид: 

при симметричных нелинейностях 

где 
Х0 (t) = W80 (р) F0 (t);

WXF(p) Wзо (р) = 1 +kго (А, Фа , Х) Wл (р);в общем случае 
X0 (t)=-Wл (p)Y0 (A, roa, X0)+WXF(p)F0 (t). 

(9-34) 

(9-35) 
Порядок нахождения реш:ения Х0 (t) при заданном F0 (t) тот 

же, что и при постоянном F0• Вначале по передаточной функции 
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(9-20) W (р) = Wл (р) Wнл (р) находим зависимости А (Х0
) и 

ffia (Х0). Подставив их в выражение для У0 (А, ffia, Х0), получим 
нелинейную зависимость У0 (Х0) только от Х0 • Подставив ее в урав
нение (9-34) или (9-35), будем иметь нелинейное уравнение, содер
жащее только искомую переменную Х 0• Решение этого уравнения 
облегчается тем, что входящая в него нелинейная зависимость У0 

от Х O обычно оказывается весьма плавной даже для релейных 
исходных характеристик У (Х) нелинейного звена и допускает 
обычную линеаризацию. Это означает, что в значительном диапа
зоне изменения Х O коэффициент kго = У 0/ Х O можно считать по
стоянным. В результате уравнение (9-34) или (9-35) получается 
линейным, и решение его не составляет труда. 

Указанное явление сглаживания нелинейных характеристик 
колебательной составляющей сигнала называется в и б р а ц и -
о н  н ой л и н е  а р  и з  а ц и ей. Эта линеаризация имеет ту же 
природу, что и описанная в§ 8-3, п. Г линеаризация высокочастот
ным стационарным случайным сигналом. Благодаря этому эф
фекту при наличии автоколебаний даже релейная СА-У может 
вести себя по отношению к медленно меняющемуся внешнему 
воздействию как линейная система непрерывного действия. В свою 
очередь, это внешнее воздействие влияет на параметры автоколе
баний вплоть до того, что при определенных его значениях авто
колебания могут вообще пропадать. В этой взаимосвязи, т. е. 
в отсутствии суперпозиции, проявляется нелинейность системы. 

д. Совместна.я статистическая и гармоническая линеаризация 

Если на СА-У, в которой существуют автоколебания, подается 
случайное воздействие 

F (t)=mp(t) +FO,
сигнал на входе нелинейного звена будет иметь вид: 

Х (t) = тх (t) + Х0 (t) + А sin ffiat, (9-36) 
где тх (t) = Х0 (t). (Автоколебания предполагаем по-прежнему 
синусоидальными.) В этом случае при исследовании прохождения 
через систему любой из входящих сюда трех составляющих необ
ходимо в силу неприменимости принципа суперпозиции учиты
вать наличие всех составляющих. Для этого надо осуществлять 
со в м е с т н у ю  с т а т и с т и ч е с к у ю  и г а р м о нич е
с к у ю л и н е а р и з а ц и ю. В результате сигнал на выходе 
нелинейного звена может быть представлен так: 

( k� г ) .
Y(t)=my(t)+ kс. г+ w·a 

р Asшroat+ko.г1X0 (t), (9-37) 

где kс.г, k�.г и kc.Pi - коэффициенты совместной статистической 
и гармонической линеаризации. 

В случае симметричной нелинейной статической характе
ристики постоянную составляющую ту (t), т. е. У0, можно запи
сать в виде ту (t) = kс.готх. 
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Величина ту и :коэффпциенты передачи kс.го, kс.г, k�.г, kсг1 
отдельных составляющих входного сигнала нелинейного звена 
определяются по приведенныllI ранее формулам гармонической 
и статистической линеаризаций с той, однако, разницей, что 
в рассматривае11Iом: случае все эти величины являются функциями 
уже четырех неизвестных: тх, ах, А и ffia. 

В приложении 9 для ряда типовых нелинейностей приведены 
выражения для kс.г и kс.г1 

при тх = О. 
При исследовании систе11Iы иско11Iые величины тх, ах, А и ffia 

определяются совместным решением уравнения для автоколеба
тельной составляющей, содержащего коэффициенты kс.г и k�_г, 
уравнения для ау случайной составляющей, содержащего kс.г1, 

и уравнения для постоянной составляющей ту, содержащего тх 
ИЛИ kс.го-

Применяя совместную статистическую и гармоническую линеа
ризацию, можно исследовать влияние внешних случайных воз
действий на параметры воз11Iожных автоколебаний в САУ, выражая 
А и ffia как функции тх и ах. При иной пос·rановr{е задачи этот 
метод позволяет исследовать точность САУ в случайных режимах 
при наличии в системе гармонических колебаний, т. е. выразить тх 
и ах как функции А и ffia, 

В заключение укажем еще на следующие возможности метода 
гар11Iоничесrюй линеаризации. 

Во-первых, этот 11Iетод позволяет после определения парамет
ров основной гармоники автоколебаний принять во внимание 
отброшенные ранее высшие гармоники и путем п о с л е д о в а -
т е л ь н ы х п р и б л и ж е н и й уточнить значения найден
ных параметров путем учета высших гармоник [24). 

Во-вторых, как уже упоминалось, метод гармонической лине
аризации может быть применен для исследования не только авто
колебательных режимов, но и в ы н у ж д е н н ы х  к о л е б а  -
н и  й н е л и н е й н ы х  с и с т  е 111, создаваемых внешним пе
риодическим. воздействием. 

Наконец, метод гармонической линеаризации 11юже1· быть при
менен и для приближенной оценки качества переходных процессов 
в нелинейных системах, о чем будет сказано в следующей главе. 

Глава десятая 

КАЧЕСТВО ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ И КОРРЕКЦИЯ 
В НЕЛИНЕИНЫХ СИСТЕМАХ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

УПРАВЛЕНИЯ 

§ 10-1. МЕТОДЫ ОЦЕНRИ КАЧЕСТВА ПЕРЕХОДНЫХ

ПРОЦЕССОВ В НЕЛИНЕйНЫХ СИСТЕМАХ 

:Качество переходных процессов и нелинейных САУ оцени
вается те11Iи же известны11ш нам показателями, что и в линейных 
системах, т. е. прежде всего временем переходного процесса tп, 
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максимальным отклонением, :колебательностью. Одна:ко в отличие 
от линейных систем эти пон:азатели в нелинейных системах зави
сят от величины внешнего воздействия, вызвавшего переходный 
процесс. 

Рассмотрим методы определения показателей качества пере
ходных процессов в нелинейных системах. Наиболее простым яв
ляется случай, когда можно заранее полагать, что входящие в си
стему нелинеаризуемые нелинейности не оказывают определяю
щего влияния на динамику системы. В этом случае можно вначале 
в поряд:ке первого приближения исследовать :качество переходных 
процессов и строить сам процесс, исключив из рассмотрения все 

о) лУ 

х 

Рис. 10-1. К оценке сверху погрешности в по
строении переходных процессов, вы3ванной не-

учетом малых нелинейностей 

нелинейности, и, та:ким образом, исследовать систему ка:к линей
ную. Такая ситуация возможна, например, для САУ непрерыв
ного действия с насыщением, небольшой зоной нечувствительности, 
неоднозначной характеристикой с достаточно узкой петлей и т. п. 
После проведения такого исследования (это может быть :ка:к ана
лиз, так и синтез системы) оценивается влияние на динамику САУ 
неучтенных нелинейностей. При синтезе системы после этого 
в случае необходимости производится дополнительное изменение 
:корре:кции. Точный учет нелинейностей осуществляется постро
ением переходных процессов с учетом этих нелинейностей. Для 
этого могут быть использованы методы численного интегрирова
ния и особенно вычислительные машины (см. шестую главу). 

Величина погрешности, :которая может получиться в кривых 
переходных процессов в результате пренебрежения достаточно 
малыми нелинейностями, может быть легко оценена сверху после 
получения переходной характеристи:ки линеаризованной таким 
образом системы. Предположим, что в системе имеется звено 
с нелинейной характеристикой, изображенной на рис. 10-1, а.

Вследствие относительно малой нелинейности этой характеристики 
мы пренебрегли этой нелинейностью, заменив действительную ха
рактеристику У (Х) прямой Ул (Х). На рис. 10-1, 6 приведен гра
фик разности ЛУ = У - Ул и показана величина :максимального 
значения этой разности ЛУманс-

Реальный сигнал У (t) на выходе рассматриваемого звена 
можно представить как сигнал на выходе линейного звена Ул (t) 
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с наложенным на него сигналом ошибки ЛУ (t). Изменение вы
ходной величины линейной системы, вызванное сигналом ошибки 
ЛУ, выразим через интеграл свертки (см. § 1-3): 

t 
ЛХвых (t)" = � li'ЛY (т) ЛУ (t -т) dт, 

о 

где hлу (т) - переходная функция системы для воздействия, при
ложенного в точке нахождения У (считаем hлу (О) = О). Для того 
чтобы оценить сверху величину ЛХвых (t), сделаем следующие 
упрощения в этом выражении. Во-первых, заменим в его правой 
части переменную величину ошибки ЛУ (t) на постоянную вели
чину в виде ее максимально возможного значения ЛУмаис. Во
вторых, перейдем под интегралом к абсолютным значениям: 

t 
ЛХвых (t) < � \ h'ЛУ (т) ЛУ маис (t -т) 1 dт � 

о 
t t 

� � 1 hлу (т) 11 ЛУ маис (t- т) 1 dт � ЛУ маис� 1 h'лу (т) 1 dт. 
о о 

Если бы производная переходной функции h'лу не изменяла 
, своего знака, то последний интеграл равнялся бы просто значе
нию этой функции. С учетом возможного изменения знака произ
водной переходной функции этот интеграл следует брать по участ
кам между экстремумами переходной функции, где эта функция 
знакопостоянна. В результате получаем следующее выражение 
для верхней оценки погрешности, вызванной неучетом нелиней
ности: 

00 

ЛХвых�ЛУмаис � (liлyi
-hлyi_1). i=l 

Здесь hлУ. - значения экстремумов переходной -функции. 

(10-1) 

Погрешность ЛХвых (t) растет со временем, и формула (10-1) 
дает оценку ее предельного значения при t - оо. Для конечной 
длительности переходного процесса погрешность ЛХвых (t) соот
ветственно будет меньше вследствие сокращения числа слагаемых 
в сумме до числа экстремумов, расположенных на участке пере
ходной характеристики, соответствующем рассматриваемому ин
тервалу времени процесса. 

Для приближенной оценки влияния нелинейностей можно 
воспользоваться идеей гармонической линеаризации. Нелинейное 
звено заменяется гармонически линеаризованным звеном, и при
нимается, что его передаточная функция остается справедливой 
в случае произвольной формы входного сигнала Х с заменой А
на Х. Выразив таким образом параметры передаточной функции 
через входной сигнал и определив затем, как зависит качество 
переходных процессов в линейной системе от значений этих пара
метров, можно качественно определить, как повлияет нелиней-
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ность звена на переходные процессы. Например, в случае звена 
с насыщением такой подход сводится к заl\Iене его эквивалентныl\I 
звеном, коэффициент передачи которого уменьшается с ростом вход
ного сигнала так же, как гармонический 1-юэффициент передачи 
этого звена уменьшается с увеличением аl\Iплитуды входных коле
баний. 

Чтобы оценить качество процессов в подобныl\I образом гармо
нически линеаризованной системе, можно применять показатель 
колебательности М и полосу пропускания как показатель быстро
действия. В отличие, однако, от линейных систем здесь вместо 
одной частотной характеристики получится серия таких характе
ристик, как функция амплитуды А. Соответственно и качество 
переходных процессов будет зависеть от величины отклонения 
от установившегося режима. 

Для нелинейных систем второго порядка качество переходных 
процессов полностью определяется по фазовому портрету системы 
(см. § 8-5). 

Оценка длительности переходных процессов по степени устой
чивости с помощью прямого l\1етода Ляпунова и критерия абсо
лютной устойчивости В. М. Попова. Для нелинейных систем, 
устойчивость которых исследовалась с помощью прямого метода 
Ляпунова или критерия абсолютной устойчивости В. М. Пбпова, 
имеется возможность провести далее оценку длительности пере
ходных процессов с помощью этих же методов путем введения 
понятия с т е п е н и у с т о й ч и в о с т и 11. Идея оценки 
заключается в том, что длительность переходных процессов Х (t)
в нелинейной системе сравнивается с длительностью затухающего 
экспоненциального процесса е-11 1 • Длительность последнего про
цесса определяется величиной 11 и, как известно (см. § 5-3), прини
мается обычно равной 3/11, т. е. трем постоянным времени 1/11 этой 
экспоненты. 

Предположим, что у нас есть возможность определить макси
мальное значение 11, при котором для всех возможных процессов 
Х ( t) в нелинейной системе произведение Х ( t) еТJ 1 

- О при t - оо, 
а при бесконечно l\Iалом превышении этого значения 11 это усло
вие уже не выполняется. Это значит, что переходные процессы 
в системе затухают не медленнее, чем экспонента e-тit. Следова
тельно, найденная величина 11 l\Iожет служить оценкой сверху 
длительности tи 

переходных процессов в системе, т. е. 
3 

lц�
ТJ

. 

Понятие степени устойчивости было ранее введено для линей
ных систем в § 5-3. Пос:кольRу в линейной системе переходный 
процесс может быть представлен в виде суммы 

Х (t)=l: Ciei-;t, 
где лi - I{орни харат{теристического уравнения, то уl\Iножение X(t) 
на еТJ 1 эRвивалентно в этом случае уменьшению на 11 действителFJ-
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ных частей корней характеристического уравнепия. Таким обра
зом, введенное здесь понятие степени устойчивости для линейных 
систем совпадает с уже известной нам степенью устойчивости 'YJ, 
представляющей собой величину минимальной действительной 
части корней характеристического уравнения систе11Iы. 

В линейных системах величина степени устойчивости нахо
дится с помощью критериев устойчивости путем применения их 
к таким образо111 измененному уравнению системы, что это соот
ветствует у11Iножению решения на еТJ1• В частности, при использо
вании в критерии устойчивости многочлена D (л) для этого вво
дится новая переменная q = л. + 'YJ. 

Аналогично в общем случае нелинейной системы для нахожде
IJИЯ величины степени устойчивости 'YJ тоже можно использовать 
существующие критерии устойчивости нелинейных систе!II, а 
именно прямой метод Ляпунова и критерий абсолютной устойчи
вости В. М. Пбпова. Для этого необходимо предварительно в урав
нении системы произвести замену переменной Х (t) на Х (t) еТJ1

• 

Соответственно при применении критерия абсолютной устой
чивости В. М. Пбпова условием наличия у системы степени устой
чивости не менее 'У) является выполнение этого нритерия для 
характеристики W� (-'YJ + jw) вместо W� (jw) [5]. 

I{ак и в случае линейных САУ, при анализе качества нели
нейных систем находят величину 'У) нак критическое значение 
неизвестного параметра, при нотором для измененного уравнения 
система оказывается на границе устойчивости. При синтезе 
систе111ы могут быть построены линии равных значений 'У) внутри 
области устойчивости системы в плоскости каких-либо варьируе
мых параметров. Сама граница области устойчивости, очевидно 
соответствует 11 = О. 

Определение степени устойчивости 'YJ с помощью гармонической
линеаризации. Метод гармонической линеаризации можно приме
нить для исследования не только гармонических нолебаний, но и 
колебательных переходных процессов [24). При этом гармониче
ская линеаризация осуществляется для сигнала на входе нелиней
ного звена в виде 

причем 
Х (t) = Х0 (t) + А sin 1j,, 

dA -А . d'lj) _ 
dt- 'YJ, dt-ffi.

(10-2) 

Такая запись соответствует затухающему при 'YJ < О к·олеба
нию с изменяющимися со временем степенью затухания 'YJ и часто
той колебаний ro. В частном случае, когда 'YJ и w постоянны, выра
жение (10-2) принимает вид: 

Х (t) = Х0 (t) + А 0 e-ТJt sin roal. 
:Коэффициенты гармоничесни линеаризованного уравнения не

линейного звена получаются в виде функций неизвестных пара
метров Х 0, А 0, w и 11 ис1юмого решения ( 10-2). Результатом 
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исследования является нахождение этих параметров, внлючая 
и величину степени устойчивости У), определяющей время пере
ходного процесса. При синтезе САУ таним же образом может быть 
найдена зависимость У) от варьируемых параметров системы, 
например, путем построения JIИНИЙ постоянных значений У) в пло
сности этих параметров. 

:Методика здесь та же, что и для определения степени устой
чивости линейных САУ (см. § 5-3), с той тольно разницей, что 
применяется она к предварительно гар1Vrоничес1{и линеаризованной 
системе. 

§ 10-2. ОСОБЕННОСТИ КОРРЕКЦИИ ДИНАМИЧЕСКИХ СВОЙСТВ

НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ

А. Особенности коррекции динамических свойств 
нелинейных систем 

:Как и у линейных СА-У, коррекция динамичесних свойств 
нелинейных систем осуществляется с помощью коррентирующих 
звеньев. Эти звенья могут быть линейными и нелинейными. Линей
ные корректирующие звенья были рассмотрены в седьмой главе. 
Все изложенное там о них в полной мере справедливо и в случае 
применения этих звеньев для коррекции нелинейных СА-У. 

Здесь мы остановимся на принципиально новых возможностях, 
которые возникают при применении с целью корре�щии динами
чесних свойств системы нелинейных звеньев. 

Первым, наиболее очевидным случаем, когда целесо0бразно 
использование нелинейных корректирующих звеньев, является 
применение их для устранения или уменьшения отрицательного 
влияния на работу системы какой-либо входящей в нее нежела
тельной нелинейности. Например, с помощью звена со специально 
подобранной нелинейной статической характеристикой может 
быть выровнена или вообще нужным образом деформирована стати
ческая характеристина всей СА-У в целом. Другой пример -
уменьшение влияния насыщения, которое часто имеет место, 
особенно в исполнительных звеньях СА-У. Насыщение в стати
ческих харантеристиках этих звеньев приводит н сильному затя
гиванию переходных процессов, т. е. н снижению быстродействия 
системы, при больших внешних воздействиях. В этих случаях 
можно добиться значительного усноренил переходных процессов, 
если линейные корректирующие звенья, создающие форсирующие 
воздействия, заменить или дополнить нелинейными звеньями, 
которые затягивалп бы форсировку, задерживал исполнительный 
сигнал на предельно возможном с учетом насыщения значении. , 
В одиннадцатой главе будет поназано, что для получения макси
мального быстродействия при наличии ограничений переменных 
управление должно быть нелинейным, а именно - релейным. 
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При рассмотрении вопроса об устранении отрицательного влия
ния отдельных нелинейностей в качестве одного из способов ре
шения этой задачи следует иметь в виду в и б р а ц и о н н у ю 
л и н е  а р и з  а ц и ю. Последняя заключается в сглаживании 
нелинейностей, например в устранении влияния зон нечувстви
тельности и неоднозначности статических характеристин: звеньев, 
с помощью высокочастотного сигнала. Существуют четыре способа 
вибрационной линеаризации: путем создания высокочастотных 
автоколебаний в системе (см. § 9-3, п. Г), с помощью вынужденных 
колебаний, создаваемых специальным генератором детер:ииниро
ванных колебаний, с помощыо вынужденных колебаний, созда
ваемых генератором случайного сигнала (см. § 8-3, п. Г), и, нако
нец, применением скользящих режимов (см. § 8-5). 

Компенсация нежелательных нелинейностей далеко не исчер
пывает области применения нелинейной коррекции. Последняя 
является более общим средством 
коррекции, чем линейная коррек- h 
ция, которую следует рассматри-
вать как очень частный случай ,,�-, 
коррекции. Нелинейная коррекция 1 t--!'--т-=::=-r"--.=="?"!::.:-=_,.,,_,,_., -
позволяет повышать качество САУ, 

,... ..._

в том числе и линейных, с полу- :,,<1
чением результатов, совершенно ,,, 

недостижимых средствами линей
ной коррекции. 

tНапример, с по11ющью введе- о 
ния нелинейной коррекции в чисто 
линейную САУ можно устранить 
1швестное противоречие между 
быстродействием и колебательно
стыо, обеспечив возможность не-

Рис. 10-2. Переходная характе
ристика системы при нелШiейной 

коррекции 

зависимого выполнения требований по каждому из этих показа
телей. Если в линейной САУ для повышения быстродействия уве
личивать коэффициент передачи разомкнутой системы, то предел 
этому увеличению создает возрастающая в конце концов колеба
тельность переходного процесса. Применение линейной коррекции 
позволяет повысить максимально достижимое при этом значение 
коэффициента передачи, однако принципиально не снимает ука
занного противоречия, требующего компромиссного решения при 
выборе коэффициента передачи и. самой коррекции (см. седьмую 
главу). Сказанное иллюстрируется рис. 10-2, где приведены пере
ходные характеристики 1, 2 и 3 линейной САУ при трех настрой
ках коррекции, дающих все возрастающую форсировку процесса. 

Указанное противоречие можно устранить, если изменять кор
рекцию в ходе переходного процесса так, чтобы в первой его части 
коррекция определялась только по условию обеспечения требова
ния к быстродействию, а затем: изменялась, исходя из требования 
к устойчивости и колебательности процесса. При этом коррекция, 
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выбранная для первой части переходного процесса, будет на
стоJ1ько сильной, что если ее не изменять к концу, переходный про
цесс получится с очень большой колебательностыо вплоть до не
устойчивости. 

Такое изменение корре1щии в ходе переходного процесса и 
означает переход к нелинейной коррекции, поскольку сводится 
к изменению структурной схемы или параметров корректирую
щих звеньев в фующии переменных величин, характеризующих 
процессы в систе:ме. При больших отклонениях от установившегося 

у режима, соответствующих началу переходного 
процесса, коррекция должна обеспечивать 
максимально быстрое устранение этого от
клонения, а затем, когда отклонение снижено 
до достаточно малой величины, необходима 

х коррекция, обеспечивающая неколебательное 
окончание процесса. 

Практически такая нелинейная коррек
ция реализуется либо с помощью реле, ocy

Pnc. 10_3_ Статиче- ществляющих переключение корректирующих 
звеньев в функции выходнойвеличинысистемы 
или какой-либо другой переменной, либо с по
мощью нелинейных звеньев со специально по
добранными характеристиками, включенных 

сная харантеристина 
нелинейного 1,оррек

тирующеrо ввена 

последовательно с линейными корректирующими звеньями и изме
няющих коэффициент передачи в ходе переходного процесса. На
пример, требуемая форсировка при больших отклонениях от уста
новившегося состояния может быть получена включением после
довательно в прямой канал САУ или в каналы форсирующих 
корректирующих воздействий нелинейного звена с вогнутой 
характеристикой, подобной приведенной на рис. 10-3. Того же 
результата можно достигнуть введением нелинейного звена с вы
пуклой хараr<теристикой типа характеристики с насыщением в цепь 
отрицательной обратной связи или в цепь корректирующих воз
действий, демпфирующих переходный процесс. 

В результате применения такой нелинейной коррекции может 
быть получен процесс, изображенный на рис. 10-2 сплошной 
линией. Начальная часть процесса совпадает с переходной харак
теристикой 3 линейной системы, а далее происходит увеличение 
демпфирования и процесс переходит в монотонное окончание, 
подобное концу характеристики 1. 

В. Нелинейные :корректирующие звенья 

Нелинейные корректирующие звенья бывают двух типов: не
линейные корректирующие звенья, включаемые последовательно 
или параллельно с основными звеньями системы, и переключаю
щие корректирующие звенья, релейно изменяющие настройку 
или структурную схему системы при соответствующем измене-
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нии ее состояния или внешних условий. Последний тип Itорре:к
тирующих звеньев присущ только нелинейной коррекции. 

В качестве нелинейных 11:оррен:тирующих звеньев применяются 
нелинейные звенья непрерывного и дискретного действия, их 
комбинации друг с другом, а также с линейными корректирую
щи11ш звеньями. 

Простейшим видо111 нелинейных корректирующих звеньев яв
ляются к о р р е к т и р у ю щ и е з в е н ь я с н е л и н е й -
н ы м и с т а т и ч е с к и м и х а р а в: т е р и с т и в: а м и. 
Первая область их применения, в:ав: уже говорилось, - это кор
рекция статических харах<теристив: системы и, в частности, в:ор
рекция нежелательных нелинейностей ее основных звеньев. Вторая 
область применения - это коррекция дина�ических свойств. 
В этом случае такие безынер-
ционные в:орректирующие 1 2 3

звенья часто применяются в 
в:омбинации с линейными 
корректирующими звеньями, 
образуя вместе н е л и н е й
н ы е д и н а м и ч е с кие 
к о р р е к т и р у ю щ и е
зв е н ь я. 

Т:,>Тi 

'2р+1 

Т:,р +1 

Рис. 10-4. Структурная схема нелиней
ного динамического корректирующего 

звена 

В качестве нелинейных статических характеристик исполь
зуют при этом характеристики с насыщением, зоной нечувстви
тельности, петлевые, а также различные специально подобран
ные нелинейности. Если пользоваться частотным описанием таких 
нелинейных динамических корректирующих звеньев (на основе 
гармонической линеаризации), то их назначение можно опреде
лить следующим образом. Во-первых, они применяются для 
,получения определенной желаемой зависимости частотных харак
теристик от амплитуды сигнала и тем самым для получения раз
личной реакции системы на воздействия разной величины или, 
наоборот, для устранения нежелательных та:ких зависимостей, 
обусловленных имеющимися в системе нелинейностями основных 
звеньев. Во-вторых, такие корректирующие звенья применяются 
для преодоления той жесткой зависимости между амплитудной и 
фазовой частотными характеристиками, которая существует в ли
нейных системах, с целью независимой корре1<тировки каждой 
из этих характеристик. Для последней цели часто используются 
так называемые п с е в д о л и н е й н ы е к о р р е к т и р у ю -
щ и  е з в е н ь я (см. ниже). 

На рис. 10-4 в качестве примера показана структурная схема 
нелинейного динамичес:кого корректирующего звена, состоящего 
из двух линейных норректирующих звеньев 1 и 3 и нелинейного 
звена с насыщение!II 2. При Т 1 > Т 2 звено 1 является обычным 
пропорциона�ьно-дифференцирующим звеном, т. е. фильтром верх
них частот, а звено 3 - соответственно инерционным звеном, т. е. 
фильтром нижних частот, Для малых входных сигналов, когда 
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нелинейное звено 2 не входит в насыщение, передаточная функ
ция всей схемы равна 1, т. е. это звено не влияет на работу си
стемы, в которой находится. При достаточно больших сигналах, 
н:огда звено 2 входит в насыщение, схема ведет себя н:ак дипами
ческое звено со спадающей с ростом частоты амплитудной частот
ной харан:теристикой, степень спадания н:оторой зависит от вели
чины входного сигнала, и с примерно постоянным фазовым сдвигом. 

Такое корректирующее звено применяется в качестве последо
вательного корректирующего звена, например, для устранения 
автоколебаний при больших возмущениях и соответствующего 
увеличения критического по устойчивости значения коэффициента 
передачи системы. Это корректирующее звено применяется также 
в цепях обратной связи, например, следящих систем для улуч
шения качества переходных процессов при больших входных 
сигналах [19]. 

П с е в д о л и н е йн ы е  н: о р р е н: т и р у ю щ и е  зв е 
н ь я - это нелинейные корректирующие звенья, эквивалентные 

1 2 Х J /Х/ 

х.� 

амплитудные и фазовые ча
стотные характеристики н:о
торых не зависят от ампли
туды входного сигнала, чем 
и объясняется их название.
:Как уже говорилось, основ

Рис. 10-5. Схема нелинейного фильтра ным свойством этой группы 
с амплитудным ослаблением корректирующих звеньев яв-

ляется практическое отсутст
вие связи между эквивалентными амплитудной и фазовой частот
ными характеристиками. 

У линейных минимально-фазовых звеньев амплитудная и фа
зовая частотная характеристики связаны однозначно (см. § 1-3, 
п. В). Применение неминимально-фазовых звеньев принципиально 
позволяет осуществлять некоторое изменение амплитудной харак
теристики без изменения фазовой и наоборот, но только в узкой 
полосе частот. Применение псевдолинейных звеньев создает воз
можность независимо формировать каждую из этих характеристик 
во всем диапазоне частот, что существенно облегчает задачу 
синтеза системы по сравнению со случаем применения линейной 
коррекции и создает принципиально новые возможности повыше
ния устойчивости и качества переходных процессов. 

Существуют два основных типа псевдолинейных корректирую
щих звеньев: фильтры с амплитудным ослаблением - для коррек
ции амплитудной характеристин:и без изменения фазы и фильтры 
с фазовым опережением - для коррекции фазовой характеристин:и 
без изменения амплитудной характеристики. 

На рис. 10-5 показан пример схемы фильтра с амплитудным 
ослаблением. Здесь звено 1 - реле, 2 - фильтр нижних частот
ФНЧ, звено 3 дает абсолютное значение (модуль) входного сиг
нала Х

1 
(в электричесн:их системах постоянного тона это выпря-
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мительная схема), 4 - множительное звено. Выходной сигнал У 
получается нак произведение входного сигнала Х на модуль Х1 . 
Сигнал Х

1 
не зависит от амплитуды входного сигнала благодаря 

наличию релейного звена перед фильтром Ф НЧ и изменяется 
с частотой в соответствии с выбранной амплитудной частотной 
харантеристикой фильтра ФНЧ. В результате рассматриваемая 
схема имеет независимую от амплитуды входного сигнала ампли
тудную частотную характеристику, близкую этой характеристике 
фильтра Ф НЧ, но при отсутствии существенного фазового запаз
дывания. 

На рис. 10-6 представлена схема фильтра с фазовым опереже
нием:. Желаемая фазовая частотная характеристика создается 

Рис. 10-6. Схема нелинейного 
фильтра с фа3овым опереже

нием 

Рис. 10-7. Схема двухканаль
ного фильтра с ра3деленными 
каналами для амплитуды и 

фазы 

фильтром верхних частот ФВЧ. Соответственно сигнал sign Х
1 

опережает по фазе входной сигнал Х и имеет постоянную вели
чину, не зависящую от амплитуды и частоты входного сигнала. 
Выходной сигнал У получается нан произведение сигнала sign Х

1 

на модуль входного сигнала Х. В результате рассматриваемая 
схема создает опережение по фазе без изменения амплитуды сиг
нала. 

На рис. 10-7 изображена схема двухканального нелинейного 
фильтра, объединяющая обе рассмотренные выше схемы. В верх
нем: канале этой схемы с помощью фильтра Ф НЧ формируется 
желаемая амплитудная харан:теристина, а в нижнем канале с по
мощью фильтра ФВЧ - фазовая характеристика с опереже
нием. 

Рассмотренные нелинейные фильтры применяются в качестве 
последовательных корректирующих звеньев и в каналах обратной 
связи. 

Помимо приведенных выше схем:, существует много ·других 
псевдолинейных корректирующих устройств, в том числе и не 
содержащих множительные звенья [19]. Имеются, например, 
псевдолинейные интегрирующие звенья, амплитудная характе
ристика 11:оторых совпадает с амплитудной характеристикой обыч
ного линейного интегрирующего звена, а фазовый сдвиг вдвое 
меньше, что облегча,ет задачу стабилизации астатических систем 
с таким интегрирующим звеном. Предложены псевдоJ1инейные диф
ференцирующие звенья, обладающие характеристиками, более 
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близкиl\IИ к хара:ктеристикам идеального дифференцщ1ующего 
звена, чем у реальных линейных дифференцпрующих звеньев. 

Сложные нелинейные динаl\Iические корректирующие звенья 
получаются в результате синтеза оптимальных САУ (см. главу 
тринадцатую). Они включают, помимо функциональных зависимо
стей, логические операции и зачастую требуют для своей реали
зации специального вычислительного устройства. 

П е р е:кл ю ч а ю щ и е  к о р р е к т и р у ю щ и е  з в е
н ь я осуществляют коррекцию диню11ичес1{их свойств системы 
путем дискретных изменений ее параметров и структурной схемы 
в ходе процесса управления в функции переменных системы и 
внешних воздействий. Эти изменения могут осуществляться как 
в основных, так и в корректирующих звеньях системы. 

Примером такой ко,Jрекции является упомянутая выше релей
ная форсировка переходных процессов в системах с насыщением, 
I<оторая осуществляется при больших отклонениях от заданного 
режима путем дискретного изменения настройки :коррекз:ирую
щих звеньев системы. Н.ак будет показано в главе тринадцатой, 
именно I{ схемам переключающих корректирующих звеньев чаще 
всего приводит синтез оптимальных САУ. 

Переключающие I<орректирующие звенья применяются также 
для изменения алгоритма работы управляющего устройства си
стеl\Iы при значительных изменениях внешних условий или свойств 
самой системы. Системы с такой коррекцией относятся к простей
шим самоорганизующимся САУ (см. § 15-1). 

В системах, управляющее устройство н:оторых включает в себя 
вычислительную машину, реализующую алгоритм управления, 
переключающие I<орректирующие звенья часто также могут быть 
реализованы алгоритмически в этой ЦВМ без создания их физи
чески в виде отдельного функционального блока (см. § 12-5). 

Изложенное показывает большие возможности нелинейной 
:коррекции. Вместе с тем, говоря о достоинствах нелинейной кор
рекции, следует отметить, что такая коррекция по своей природе 
является более специализированной по отношению к режимам 
системы, при которых она дает нужный эффект. Может получиться, 
например, так, что нелинейная коррекция, выбранная для опре
деленного вида внешних воздействий, окажется не только неэф
фективной, но даже вредной при других неучтенных режимах САУ. 
Поэтому, чем шире диапазон внешних воздействий и вообще усло
вий работы системы, тем труднее выбрать нелинейную коррекцию 
и те111 скорее может оказаться наиболее приемлемой линейная кор
рекция. Последнее обстоятельство усугубляется тем, что, I< сожа
лению, не существует I<акой-либо общей методики выбора нели
нейных корректирующих звеньев и практически при синтезе 
приходится прибегать к методу проб и последовательных при
ближений, используя опыт и известные рекомендации по приме
нению отдельных частных приемоn и схем нелинейной коррекции 
(см. например, (8, 19, 32)). 
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§ 10-3. ПОРЯДОК СИНТЕЗА НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

Общий порядок синтеза нелинейных систем тот же, что и линей
ных (см. § 7-5 и 7-6). Особенности синтеза отдельных типов нели
нейных систем (дискретных и адаптивных) будут рассмотрены 
в следующих частях книги. 

Основным :папом синтеза по-прежне11Iу является определение 
варьируемой части системы, сводящееся к выбору коррекции 
исходя из заданных требований к точности и качеству переход
ных процессов. Как и для JIИнейных САУ, при невысоких тре
бованиях к качеству переходных процессов и точности в слу
чайных режимах синтез осуществляется по условию обеспече
ния устойчивости с последующим выбором наилучших значений 
варьируемых параметров в пределах полученной области устой
чивости в их пространстве. 

Выбор коррекции по условию устойчивости осуществляется 
с помощью прямого метода Ляпунова, критерия абсолютной устой
чивости В:- М. Пбпова или определения границ области устойчиво
сти методом гармонической линеаризации. 

Синтез коррекции по требованиям к качеству переходных про
цессов выполняется с поlllощью критерие_в качества нелинейных 
САУ, изложенных в § 10-1. При этом, кан: и в случае линейных 
систем, большие удобства, связанные с графическим харан:теро111 
работы, дает синтез с помощью частотных характеристик, и в част
ности логарифмических. В случае нелинейных САУ частотные 
характеристики могут быть использованы при синтезе на основе 
гармонической линеаризации и критерия В. М. Пбпова. В первом 
случае синтез проводится с помощью частотных характеристик 
гармонически линеаризованной системы. Как говорилось, эдесь 
в отличие от линейной САУ нелинейная система будет описана не 
одной, а серией частотных характеристик, являющихся функцией 
амплитуды А. Последнее отражает факт зависимости качества 
переходных проце_ссов от величины отклонения Х от установив
шегося значения и соответственно от величины вызвавшего это 
отклонение внешнего воздействия. Если необходимо скорректиро
вать степень этой зависимости, например уменьшить ее, следует 
использовать нелинейную коррекцию, которая должна нужным 
образом изменить зависимость частотных характеристик от А.

При применении для синтеза с помощью частотных характе
ристик критерия В. М. Пбпова частотные характеристики варьиру
емой части системы выбираются так, чтобы выполнить требова
ния, налагаемые на характеристику W� (jw) или при синтезе 
на заданное значение 11 - на характеристику W� (-11, +jw). 
Синтез в этом случае также удобно проводить с помощью лога
рифмических характеристик [5]. 

Особенно эффективным методом синтеза нелинейных СА У яв
ляется синтез с помощью вычислительных машин (см. § 7-5). 



Часть третья 

Дискретные и оптимальные системы 
автоматического управления 

Глава одиннадцатая 

РЕЛЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

УПРАВЛЕНИЯ 

§ 11-1. ПОНЯТИЕ О ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМАХ

АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

И ИХ КЛАССИФИКАЦИЯ 

Сигналы, действующие в системах автоматического управления, 
бывают н е п р е р ы в н ы м и и д и с к р е т н ы м и. Соответ
ственно этому все САУ делятся на с и с т е м ы н е п р е р ы в -
н о г  о д е й с т в и я  и с и с т е м ы  д и скр е т н о г о  д е й
с т в  и я. 

В системах непрерывного действия (в непрерывных системах) 
существуют только непрерывные сигналы, являющиеся непре
рывными функциями времени (рис. 11-1, а). Все звенья этих 
САУ - звенья непрерывного действия, т. е. их входные и выход
ные величины представляют собой непрерывные сигналы. 

САУ дискретного действия (дискретной САУ) называется 
система, в которой хотя бы одна величина представляет собой 
дискретный сигнал. Дискретный сигнал изменяется во времени 
дискретно, скачками (рис. 11-1, б, в, г). Существуют дискретные 
САУ, в которых имеются только дискретные сигналы. Такие 
системы состоят полностью из звеньев дискретного действия, 
входные и выходные величины которых являются дискретными. 
Однако в большинстве дискретных систем имеются как дискрет
ные, так и непрерывные сигналы. В состав таких систем наряду 
со звеньями непрерывного и дискретного действия входят звенья, 
преобразующие непрерывные сигналы в дискретные, и звенья, 
осуществляющие обратное преобразование. 

Преобразование непрерывного сигнала в дискретный называ
ется к в ан то в а н  и ем сигнала. Существуют два основных 

250 



вида квантования: п о  у р о в н ю  (рис. 11-1, б) и п о  в р е м е  н и
(рис. 11-1, в). Сигнал, квантованный по уровню, может принимать 
только вполне определенные дискретные вначения, соответствую
щие уровням, покаванным на рис. 11-1, б горивонтальными лини
ями. Сигнал, квантованный по времени, ивменяется скач1{ом в фик
сированные моменты времени, покаванные на рис. 11-1, в вер
тикальными линиями. 

На рис. 11-1, г ивображен сигнал, квантованный и по уровню 
и по времени. 
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Рис. 11-1. Непрерывные и дискретные сигналы 

t 

t 

В соответствии с навванными выше видами дискретных сигна
лов САУ дискретного действия делятся на три типа: р е л е й -
н ы е, и м п уль с н ы е  и ц ифр о в ы е. Релейные САУ -
это системы с квантованием по уровню, импульсные - с кван
тованием по времени, а цифровые - с применением обоих видов 
квантования 1

. 

В настоящей главе рассмотрим релейные САУ. Импульсным 
и цифровым САУ будет посвящена следующая глава. 

§ 11-2. RЛАССИФИRАЦИЯ РЕЛЕЙНЫХ СИСТЕМ

АВТОМАТИЧЕСRОГО УПРАВЛЕНИЯ 

Большинство релейных САУ можно представить, как покавано 
на рис. 11-2. Здесь НП - непрерывная часть системы, а РЭ -
релейный элемент. Релейный элемент осуществляет квантование 
непрерывного сигнала Х по уровню, преобравуя его в дискрет
ный сигнал У. Вовможны и более сложные САУ, содержащие 

1 Иногда [3, 21] под дискретными системами понимают только системы, 
в которых существует квантование по времени, т. е. импульсные и цифровые, 
а релейные системы выделяют в особый тип САУ. 

251 



несколько релейных элементов, разделенных частями непрерыв
ного действия. 

Релейный элемент - это звено релейного действия, статиче
ская характеристика I{оторого может иметь вид одной из харак
теристик, приведенных в пунктах 4, 5, 6 и 7 приложения 8. Ре
лейная характеристика может быть и несимметричной. Релейным 
элементом в системе может быть собственно реле (электрическое, 
пневматическое и т. п.), двигатель постоянной скорости (управ
ляемый только командами <<включею>, <шыключею> и, возможно, 

F 

нп 

у х 

РЭ 

Pnc. 11-2. Релей
ная система авто
матического уп-

равления 

Рис. 11-3. Двухпозиционная 
система регулпрованпя напря
жения генератора постоянного 

тока 

<<реверс>> без изменения величины скорости), какое-либо чувстви
тельное звено релейного действия и т. п. 

Релейный элемент функционально может быть любым звеном 
управляющего устройства системы - чувствительным, усилитель
ным, исполнительным или входить в состав объекта управления. 

Типичным примером релейной САУ являются широко распро
страненные релейные следящие системы с эле1{трическим испол
нительным двигателем. В этих системах усиление сигнала рас
согласования и управление исполнительным двигателем осущест
вляются с помощью реле. К подобным системам относятся, в част
ности, исследованные в § 8-5 с помощью фазовой плоскости системы,
изображенные на рис. 8-13 и 8-15. 

Системы автоматического регулирования часто выполняются 
релейными. На рис. 11-3 приведена схема релейной _ системы 
автоматического регулирования напряжения генератора постоян
ного тока с двухпозиционным реле. Напряжение генератора 
подается на электромагнитное реле Р, контакты которого вклю
чают или выключают сопротивление R в цепи обмотки возбуж
дения генератора, изменяя тем самым ток возбуждения, а следо
вательно, и напряжение генератора. -Установившийся режим 
работы системы - колебательный. Повышение напряжения гене
ратора вызывает срабатывание реле и размыкание его размы
кающих контактов, благодаря чему происходит уменьшение· тока 
возбуждения и напряжения генератора. В результате реле вновь 
отпускает, опять замыкая свои размыкающие контакты. 
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Далее процесс замыкания и размыкания контактов повторяется. 
В установившемся режиме ток возбуждения генератора колеб

лется относительно некоторого среднего значения, определяю
щего среднее значение напряжения генератора. Благодаря инер
ционности цепей генератора колебание его напряжения отно
сительно среднего значения невелико, но, разумеется, оно должно 
быть достаточным для обеспечения режима периодического срабаты
вания и отпускания реле. Всякое возмущение, например изменение 
нагрузки генератора, приводит к временному отклонению напря
жения генератора от его установившегося значения и соответ
ственно к длительной задержке реле в одном из своих крайних 
положений. После восстановления напряжения устанавливается 
новый устойчивый режим вибраций реле, однако с другой скваж
ностью импульсов тока возбуждения и соответственно с другим 
средним значением этого тока. 

Описанный регулятор напряжения называется в и б р а -
ц и о н н ы м р е г у л я т о р о м. Он широко применяется для 
регулирования напряжения генераторов небольшой мощности 
(например, в автомобилях). В случае регулирования напряжения 
генераторов большей мощности в цепь возбуждения генератора 
включают контакты не самого чувствительного реле Р, а управ-, 
ляемого им более мощного промежуточного реле или контактора. 
В случае регулирования напряжения еще более мощных генера
торов в схему вводится в качестве усилителя мощности возбуди
тель, т. е. вспомогательный генератор постоянного тока, работаю
щий на обмотку возбуждения основного генератора и управляемый 
описанным вибрационным регулятором, реле Р которого подклю
чается на зажимы основного генератора. Релейными часто де
лаются автопилоты самолетов и системы управления космическими 
объектами. 

Основными достоинствами релейных САУ являются их п р о -
с т  о т  а, связанная с ней высокая н а д е ж н о с т  ь, а также 
э к о н о м и ч н о с т ь в расходе энергии питания. Именно этим 
обусловлено, в частности, широкое применение релейных систем 
в летательных аппаратах. 

Простота релейных систем объясняется тем, что устройства 
ре�ейного действия, как правило, значительно проще устройств 
непрерывного пропорционального действия. (Чтобы убедиться 
·в этом, достаточно сравнить двигатель с пропорциональным
управлением и двигатель постоянной скорости, линейный усили
тель и реле с одинаковой выходной мощностью, какой-либо чув
ствительный элемент с линейной статической характеристикой
и его же вариант в релейном исполнении, выявляющий несколько
дискретных значений входной ве.личины.)

Экономичность релейных систем можно продемонстрировать
сравнением к. п. д. линейного усилителя и усилителя, выпол
ненного на тех же элементах, но работающих в релейном (:ключе
вом) режиме.
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Кроме того, благодаря тому, что релейные элементы осуществ
ляют предельную форсировку выходного сигнала, релейные САУ 
могут иметь максимально возможное быстродействие и в этом 
отношении превосходят САУ непрерывного действия (см. три
надцатую главу). 

Релейные элементы подразделяются по числу уровней выход
ной величины на двухпозиционные, трехпоэиционные и т. п. При
мером первых двух типов релейных элементов являются соот
ветственно двух- и трехпоэиционные поляризованные реле. При
мером многопоэиционного релейного элемента служит управ
ляемое сопротивление, имеющее -конечный ряд дискретных эна
чений. (Простейшим таким элементом является многопоэицион
ный переключатель сопротивления.) 

Основное применение в релейных САУ получили двух- и трех� 
поэиционные релейные элементы. По типу релейных элементов 
релейные САУ называются двухпозиционными, трехпозицион
ными и т. д. Многопоэиционное квантование по уровню приме
няется главным обраэом в цифровых САУ (см. двенадцатую главу). 

§ 11-3. ОСОБЕННОСТИ ДИНАМИКИ РЕЛЕйНЫХ СИСТЕМ

АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

Начнем с д в у х  п о  э и ц и о н н ы х  р е л е  щ н ы х С А У.
На рис. 11-4, а иэображена типовая статическая харантеристика 
двухпоэициопного релейного элемента (штриховая прямая соот
ветствует идеальному двухпоэиционному релейному элементу), 
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Рис. 11-4. Переходный процесс в двух
позиционной релейной системе автоматиче

ского управления 

а на рис. 11-4, б покаэан 
характер переходного про
цесса в рассматриваемой 
САУ. Как видно, переход
ный процесс сводится к 
иэменению скважности вы
ходных импульсов релей
ного элемента. Примером 
двухпоэиционнойрелейной 
САУ является описанная 
выше вибрационная систе
ма регулирования напря
жения. 

П е р в а я о с о б е п
н о с т ь двухпоэицион -
ных релейных САУ эаклю-
чается в отсутствии у них 

статического режима. Поскольку выходная величина двухпоэи
ционпого релейного элемента может принимать только одно иэ 
двух предельных эначений, единственно воэмо�ным установив
IПИl\IСЯ невоэмущенным режимом в таких системах являются 
автоколебания. Точность двухпоэиционных релейных САУ в 
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установившемся режиме определяется, таRим образом, средним 
значением выходной величины и амплитудой установившихся 
автоRолебаний относительно этого среднего значения. Величина 
этой амплитуды зависит от частоты автоRолебаний и в соответ
ствии с частотной хараRтеристиRоЙ непрерывной части системы, 
являющейся фильтром нижних частот, принципиально может быть 
сделана сRоль угодно малой путем повышения частоты автоRо
лебаний. 

В т о р а я о с о б е н н о с т ь динамиRи релейных САУ -
возможность получения эффеRта в и б р а ц и о н н о й л и н е а -
р и з а ц и и путем создания 

� достаточно высоRочастотных _а_о
+-

---
Rолебаний на входе релей- Х

ного элемента. В этом случае 
релейный элемент линеари
зуется, и поэтому вся система 
в целом ведет себя, RaR си
стема непрерывного действия. 
Эффект вибрационной линеа
ризации был описан с по
щью метода гармонической 
линеаризации в § 9-3, п. Г. 
Как там отмечено, он также 
аналогичен рассмотренному 
в§ 8-3 эффекту линеаризации 
нелинейного звена высокоча
стотным случайным сигналом. 

у 

в

о

t

у 

-в

б)

t 
Сущность вибрационной 

линеаризации применительно 
R релейному нелинейному 
звену иллюстрирует рис. 11-5. 
На рис. 11-5 приведено по
строение сигнала на выходе 

Рис. 11-5. R идее вибрационв:ой. линеа
ризации

реле для чисто переменного 
входного сигнала Х- и для суммы этого переменного сигнала 
и постоянного сигнала Х 0• В первом случае выходной сигнал 
получается тоже чисто переменным У-, а во втором случае 
вследствие изменения скважности выходных импульсов в выход
ном сигнале появляется постоянная составляющая У 0, величина 
которой зависит от величины постоянной составляющей Х0 на 
входе реле. Соответствующая зависимость У0 от Х0 показана на 
рис. 11-5, б. Форма этой зависимости определяется формой вход
ного переменного сигнала и релейной характеристикой. ТаRим 
образом, при наличии переменного воздействия Х- на входе 
релейного элемента этот элемент пропускает постоянный (точ
нее, низкочастотный по сравнению с переменным высоRочастотным 
сигналом Х_) сигнал Х0 как звено непрерывного действия. При этом 
для малых величин последнего сигнала звено является линейным. 
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Процесс вибрационной линеаризации можно трактовать как 
процесс модуляции, где релейный элемент является модулятором, 
выстшчастотное воздействие Х~ - сигналом несущей частоты, 
а входной низкочастотный сигнал Х

0 
- модулирующим сигна.11ом. 

Здесь имеет место mиротно-импульсная модуляция, когда функ
цией модулирующего сигнала является ширина выходных импуль
сов (см. § 12-1). Отсюда вытекает следующее условие неискажен
ной передачи низкочастотной составляющей релейным элемен
том [17]: 

(11-1) 

где f ~ и f O - соответственно частоты высокочастотного и низко
частотного входных сигналов. 

При работе релейного элемента в составе САУ низкочастот
ный сигнал Х0 представляет собой сигнал управления, т. е. изме
нение его во времени и есть переходный процесс в системе. 

Высокочастотное воздействие, осуществляющее вибрационную 
линеаризацию, может быть получено тремя способами: с помощью 
внешнего генератора, создающего вынужденные колебания системы, 
путем автоколебаний в самой САУ и, наконец, путем создания 
скользящего режима. 

Применение внешнего генератора позволяет наиболее просто 
выбирать частоту и амплитуду высокочастотных колебаний си-· 
стемы. Обычно наиболее выгодно эти колебания подавать неiюсред
ственно на сам релейный элемент. При этом в случае достаточно 
высоrюй частоты вынужденных колебаний эти колебания прак
тически будут существовать толыю в этом элементе, не проходя 
дальше в систему вследствие инерционности последующих звеньев. 
Недостатком этого способа вибрационной линеаризации является 
необходимость в специальном генераторе колебаний. 

Поскольку в двухпозиционной релейной САУ при отсутствии 
внешнего высокочастотного воздействия всегда существуют авто
колебания, то установление вынужденного высокочастотного ко
лебательного режима происходит в результате подавления этих 
автоколебаний. Такой режим называется р е ж и м о м з а х в а -
ты в а н  и я. 

Использование автоколебаний для осуществления вибрацион
ной линеаризации требует принятия специальных мер для повы
шения частоты автоколебаний до нужного значения. Для этой 
цели применяются обычные средства коррекции, повышающие 
быстродействие системы (см. седьмую главу). Примером систем, 
в которых используется вибрационная линеаризация автоколе
баниями, являются так называемые вибрационные системы авто
матического регулирования. К их числу относится описанная 
выше вибрационная система регулирования напряжения гене

ратора. 
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Вариантом рассмотренного второго способа осуществления 
вибрационной линеаризации является создание с помощью мест-
ной обратной связи вокруг релейного элемента автоколебатель
ного контура. Такой контур можно рассматривать так же, 11:ак 
генератор вынужденных высокочастотных колебаний, встроен
ный в саму систему, т. е. выполненный на базе самого релейного 
элемента этой системы. Типовой схемой такого автоколебатель
ного контура является охват релейного элемента отрицательной 
:инерционной жесткой обратной связью [ 11]. 

Третьим способом осуществления вибрационной линеаризации 
является создание скользящего режима, который был описан 
с помощью фазовой плоскости в § 8-5. Скользящий режим может 
существовать либо в течение всего переходного процесса, либо 
возникать только в его конце. 

При наличии в системе вибрационной линеаризации высоко
частотные колебания л:инеаризуют не толы{о релейный элемент, 
но и другие нелинейности 
(зоны нечувствительности, Xt
неоднозначности и т. д.), 
имеющиеся в системе (см. 
§ 9-3, п. Г).

:Как уже говорилось,
при наличии вибрационной 
линеаризации переходные 
процессы в релейной САУ 
подобны процессам в систе
мах непрерывного дейст
вия. При этом высокоча

о

Рис. 11-6. Переходный процесс в релейной 
системе при наличии вибрационной лииеа

ризации 

стотные :колебания, вызывающие линеаризацию, образуют высокоча
стотный фон, накладывающийся на переходный процесс подобно вы
сокочастотной помехе в обычной системе непрерывного действия. 
Последнее иллюстрируется рис. 11-6, где показан переходный про
цесс для интересующей нас некоторой промежуточной переменной Х i 
непрерывной части системы. (Ею может быть, например, напря
жение генератора в схеме на рис. 11-3.) 

Точность релейных САУ в установившихся режимах при нали
чии вибрационной линеаризации выше, чем при ее отсутствии, 
вследствие того, что в последнем случае в двухпозиционных си
стемах будут существовать автоколебания более низкой ч;астоты 
и, следовательно, значительно большей амплитуды. 

Тот факт, что при вибрационной линеаризации релейные САУ 
приближаются по :качеству переходных процессов к системам 
непрерывного действия, отнюдь не означает, что такие релейные 
системы во всех случаях обеспечивают бo.J'Jee высокое начество 
переходных процессов, чем релейные САУ без вибрационной 
линеаризации. В тринадцатой главе будет показано, что при опре
деленных условиях наилучшее начество переходных процессов 
обеспечивается именно при чисто релейном управлении. Поэтому, 
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например, в САУ непрерывного действия часто вводят специадь
ные приставки, осуществляющие релейное управление объе1по111 
при больших от1шонениях от заданного режима, sa счет чего 
достигается снижение макси""шльпого отклонения управляемой 
величины и повышается быстродействие. 

Обратимся теперь к т р е х п о s и ц и о н н ы 111 р е л е й -
н ы м С А У. В этом случае характеристика релейного элемента 
(характеристики 6 и 7 в приложении 8) имеет зону нечувствитель
ности. Благодаря этому в таких систе:мах принципиально воз
можен статический режим покоя беs автоколебаний, когда вели
чина на входе Х релейного элемента находится в зоне нечувстви
тельности и соответственно его выходная величина У = О. Для 
реализации такого режима, когда он желателен, в непрерывную 
часть системы вводят коррекцию, которую выбирают по усJ1овию 
отсутствия в системе автоколебаний. В остальном, включая ре
жимы вибрационной линеаризации, все изложенное выше остается 
в силе и для этих систем. 

§ 11-4. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ РЕЛЕЙНЫХ СИСТЕМ
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПР АВЛЕНИ.Я 

Общий порядок исследования релейных СА-У тот же, что и для 
СА-У непрерывного действия. Он включает в себя математическое 
описание системы, исследование точности, устойчивости, качества 
переходных процессов и, наконец, построение переходных про
цессов. 

Об особенностях м а т е м а т и ч е с к о г о о п и с а н и я 
нелинейных систем говорилось в § 8-1. В результате составляется 
структурная схема системы, состоящая иs непрерывной части и 

у х ® э 
fпp= Wxrf P)F 

Рис. 11-7. Перенос внеш
него воздействия F на вход 
релейного !элемента через 
участок с передаточной 

функцией WxF (р)

релейного элемента с внешним воздейст
вием, приложенным в произвольной 
точке непрерывной части (см.·рис. 11-2). 
Если участок непрерывной �асти между 
местом придожения внешнего воздейст
вия и входом релейного элемента яв
ляется линейным, это воздействие может 
быть перенесено на вход релейного 
элемента. В результате схема СА-У 
принимает типовой вид (рис. 11-7). 

Релейный элемент описывается ста
тической характеристикой и временем 

запаздывания. Время запаздывания определяется по времени 
срабатывания и времени отпускания релейного элемента [43], 
которые в общем: случае могут быть раздичными. Запазды
вание релейного элемента учитывается введением в струн
турную схему системы звена с постоянным запаздыванием ( см. 
§ 1-4 1 

п. Д), которое включается в непрерывную часть системы.
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Динамика релейных САУ второго порядка может быть 
исчерпывающе исследована с помощью фазовой плосности 
(см. § 8-5). 

Ис с л е д о в а н и е· ус т ойч и в о с т и  и а в т о к о л е
б а н и й релейных систем произвольного порядка может осу
ществляться с помощью гармонической линеаризации (см. § 9-3). 
Этот метод, как известно, является приближенным и требует 
в каждом конБретном случае проверки выполнения определенных 
условий применимости (условие фильтра).:Когда непрерывная часть 
системы линейна, то, учитывая, что релейные характеристики 
являются кусочно-линейными, в этом случае возможно точное 
решение уравнения динамики таких САУ методом п р и п а с о -
в ы  в а н  и я, путем последовательного решения нескольких 
линейных уравнений, каждое из которых справедливо для отдель
ного отрезка процесса (см. § 8-5). С помощью метода припасовы
вания возможно точное исследование релейных_ САУ, в том числе 
их устойчивости и автоколебаний [3, 5, 39]. 

И с с л е д о в а н и е т о ч н о с т и и к а ч е с т в а п е г с
х од н ы х п р  о ц е с с о в релейных САУ в случае, если в систеnН' 
имеет место вибрационная линеаризация, осуществляется обыч
ными методами исследования САУ непрерывного действия. При 
этом релейный элемент заменяется эквивалентным для постоянной 
составляющей сигнала линейным звеном. :Коэффициент передачи 
этого звена может быть определен методом гармоничес1{0Й линеа
ризации (см. § 9-3, п. Г и конец параграфа). При исследовании 
точности в установившихся режимах необходимо учитывать и 
высокочастотную составляющую на выходе системы, наклады
вающуюся на постоянную составляющую процесса. 

При наличии случайных воздействий на систему исследование 
точности проводится методом статистической липеаризацпи (ем. 
§ 8-3). Если при этом в системе существуют автоколебания или
вынужденные колебания, необходимо применить совместную
статистическую и гармоническую линеаризацию (см. § 9-3,
п. д). 

В общем случае релейной САУ без вибрационной линеариза
ции 1{ачество переходных процессов исследуется с помощью 
общих методов исследования качества нелинейных систем, опи
санных в § 10-1, и прежде всего с помощью вычислительных 
l\lашин, а также аналитически методом гармопической .линеари
зации. 

Построение переходных процессов релейных САУ при нали
чии вибрационной линеаризации осуществляется, как для системы 
непрерывного действия (см. шестую главу). При отсутствии вибра
ционной линеаризации в случае линейной непрерывной: части 
системы применяется метод припасовывания. Самым универсаль
ным способом всегда остается применение вычислительных lllamпн. 



Глава двенадца'llая 

ИМПУЛЬСНЫЕ И ЦИФРОВЫЕ СИСТЕМЫ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

§ 12-1. КЛАССИФИКАЦИЯ И ОСОБЕННОСТИ ДИНАМИКИ
ИМПУЛЬСНЫХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО )"ПРАВЛЕНИЯ 

А. Классификация импульсных систем автоматичесноrо 
управления 

Импульсные системы - это системы, в которых действуют 
сигналы, квантованные по времени (см. § 11-1). Большинство 
замкнутых импульсных САУ можно представить, как показано 
на рис. 12-1. Здесь НП - непрерывная часть системы, а И:Э -
импульсный элемент. Импульсный элемент осуществляет кванто
вание непрерывного сигнала Х по времени, преобразуя его, таким 

у х 

у 
/ 

� 

/ 

/ 

--

t о t 

Рис. 12-1. Замкнутая импульсная си
стема автоматического управления 

образом, в дискретный сигнал У. На рис. 12-1 приведен возможный 
вид сигналов на входе и выходе импульсного элемента. Проходя 
непрерывную часть, дискретный сигнал сглаживается и превра
щается опять в непрерывный сигнал. 

Возможны и более сложные импульсные САУ, содержащие 
несколько импульсных элементов. :Квантование, осуществляемое 
импульсным элементом в виде преобразования непрерывного 
сигнала в последовательность импульсов, называется и м  п у л ь  -
с н о й м о д у л я ц и е й. Импульсная модуляция заключается 
в изменении одного из параметров выходных импульсов (моду
лируемого параметра) в функции величины входного сигнала 
(модулирующего сигнала). Модулируемым параметром для после
довательности импульсов на выходе импульсного элемента может 
быть высота (амплитуда) импульса, его ширина и пауза между 
импульсами. Соответственно существуют три вида импульсной 
модуляции: амплитудно-импульсная модуляция (АИМ), широтно• 
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импульсная модуляция (ШИМ) и время-цмпульспая модуляция 
(ВИМ). Последняя, в свою очередь, подразделяется на фазо-им
пульсную модуляцию (ФИМ) и частотно- а) 
импульсную модуляцию (ЧИМ). Во всех Х 
случаях форма импульсов в процессе мо
дуляции принимается неизменной. 

Рис. 12-2 поясняет сущность каждого 
вида модуляции. При АИМ (рис. 12-2, 6) 
модулируемым параметром, зависящим от 
значения входного сигнала Х (рис. 12-2, а) 
в начале очередного периода Тп повторе-
ния импульсов, является высота (ампли
туда) импульсов А. 

Изображенный ранее на рис. 11-1, в 
квантованный по времени сигнал представ
ляет собой тоже амплитудно-модулирован
ный сигнал при ширине импульсов, равной 
периоду их повторения. При ШИМ (рис. 
12-2, в) модулируемым параметром яв
ляется ширина Ти импульса, а при ФИМ
(рис. 12-2, г) - запаздывание Т 8 импульса
относительно начала периода. В случае
ЧИМ (на рис. 12-2 не показана) модулируе
мым параметром, изменяющимся в функ-
ции величины Х, является частота f п =
= 1/Тп следования импульсов.

По виду модуляции импульсные САУ 
делятся соответственно на амплитудно
импульсные, широтно-импульсные и т. д. 
Основное . распространение получили ам
плитудно-импульсные, затем широтно-им
пульсные системы. Поэтому в дальнейшем 
будем ориентироваться на них. 
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Pnc. 12-2. Виды импульс
ной модуляции: а - мо
дулирующий сигнал; б -
амплитудно-импульса а я 
модуляция; в - широт
но-импульсная; а - фа-

ао-импульсная 

Импульсный элемент может входить в любую функциональ
ную часть управляющего устройства или в объект управления. 

Основные достоинства импульсных САУ обусловлены преры
вистым характером передачи сигналов между отдельными частя
ми системы и состоят в возможности м н о г о т о ч е ч н о г о 
у п р а в л е н и я, м н о г о к р а т н о г о и с п о л·ь з о в а -
н и я л и н и й с в я з и, а также в п о в ы ш е н н о й 
п о м е х о з а щ и щ е н н о с т и. 

Первое достоинство заключается в том, что с помощью одного 
управляющего устройства импульсного действия можно управлять 
несколькими объектами путем циклического подключения этого 
управляющего устройства последовательно к каждому из объек
тов. Промежуток между двумя очередными импульсами, посту
пающими на один и тот же объект, используется для обмена дис
кретными сигналами с остальными объектами. В результате система 
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управления всеми объектами в целом существенно упрощается 
по сравнению со случаем применения для каждого объекта отдель
ного управляющего устройства. Примером такой с ис т  е м  ы м н  о -
г о т о ч е ч н о г о у п р а в л е н и я является система регули
рования температуры большого числа прессов горячей вулкани
зации с помощью одного регулятора. Каждый пресс снабжен 
термопарой, выявляющей температуру, и исполнительным реле, 
контакты которого включены в цель питания элен:троподогревателя. 
С помощью шагового распределителя происходит <<обегание)> регу
лятором всех прессов, при подключении к каждому из которых 
регулятор либо включает, либо выключает нагрев в зависимости 
от величины температуры. 

Возможность м н о г о к р а т н о г о и с п о л ь з о в а н и я 
о д н  о г о к а н  а л  а с в я з  и для управления неснолькими 
объектами, уда.ленными от места нахождения управляющих 
устройств импульсного действия, основана на том же принципе 
последовательного соединения объектов и соответствующих управ
.�т яющих устройств линий связи с помощью синхронно действую
щих на обоих концах линии шаговых распределителей. Такое 
временное разделение каналов широко используется, в частности, 
для связи с летательными объектами и их управления. 

П о в ы m е н н а я п о l\I е х о з а щ и щ е н н о с т ь им-
пульсных систем обусловлена возможностью передавать инфор
мацию в. виде очень коротких импульсов, в промежутке между 
которыми система оказывается разом�шутой и не реагирует 
на внешние возмущения. 

В ряде случаев системы являются импульсными вне зависи
мости от указанных их достоинств - просто в связи с принципом 
действия отдельных частей системы. Сюда относятся САУ, вклю
чающие радиолокаторы, высотомеры импульсного дейст�ия и т. п. 

Б. Особенности динамики импульсных систем 
автоматическоrо управления 

Импульсную СА 'У можно представить как систему непрерыв
ного действия, в которой происходит периодическое прерывание 
контура, осуществляемое импульсным элементом (см. рис. 12-1). 
Обычно частота работы импульсного элемента выбирается значи
тельно выше полосы пропускания непрерывной части системы. 
В этом случае импульсная СА'У оказывается эквивалентной сис
теме непрерывного действия, т. е. наличие квантования по вре
мени не создает никю,ой принципиальной особенности в поведе
нии системы. Это очевидно и из того, что в пределе при увеличе
нии частоты повторения импульсов, т. е. при Тп - О, импульсная 
система превращается в систему непрерывного действия. 

Непрерывная часть Н П импульсной системы играет роль 
фильтра нижних частот. Она, как показано на рис. 12-3 для слу
чая АИМ, реагирует только на низкочастотную составляющую 
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У0 импульсного сигнала У на ее входе, несущую всю информацию 
о непрерывном сигнале на входе импульсного эле11Iента ИЭ.

Дискретность работы импульсного элемента вызывает лишь в ка
честве побочного явления возникновение на выходе непрерывной 
части системы высокочастотной составляющей в виде фона (clll, 
кривую Хна рис. 12-3), частотный спен:тр которой кратен частоте 
работы импульсного элемента. 
Таким образом, в данном слу- -= 
чае происходит то же явление, � -
что и в релейных системах с 
вибрационной линеаризацией с 
помощью вынужденных колеба
ний. Эти системы, как видно из 
предыдущей главы, подобны 
импульсной системе с ШИМ. 

Если частота 1 / Т п работы 
импульсного элемента недоста
точно цлика по сравнению с 
полосой пропускания непрерыв
ной части системы, наличие 
этого элемента в системе суще
ственно изменяет ее динамиче-
ские свойства по сравнению с 

о t

Рис. 12-3. Переходный процесс в ш.1-
nульсной САУ с АИМ при большой 

частоте импульсов 

системой непрерывного действия, и, следовательно, при исследо
вании такой системы необходимо учитывать дискретный харак
тер сигналов. 

В отличие от релейных САУ импульсные системы :могут бытъ 
как нелинейными, так и линейными. Линейной является импульс
ная система, у которой линейными уравнениями описываются 
как непрерывная часть, так и Иlllпульсный элемент. 

§ 12-2. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ИМПУЛЬСНЫХ СИСТЕМ

АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

А. Описание лиь:ейных систем автоматичес:кого управления 
сАИМ 

Математическое описание импульсной САУ (см. рис. 12-1) 
состоит из описания непрерывной части, методы которого нам 
уже известны, и описания импульсного элемента. Для описания 
последнего необходимо знать форму выходных импульсов, ста
тическую характеристику элемента и его время запаздывания, 
если оно существенно. (На рис. 12-2, иллюстрирующем работу 
импульсного эле11Iента, время запаздывания для простоты при
нято равным нулю.) 

Ст а т иче с к а я  х а рак т е р и с т и к а  и мпульс
в о г о э л е м е н т а - это зависимость модулируемого пара
метра от входного модулирующего сигнала, При описании им-
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пульсного элемента его статическая характеристика играет ту 
же роль, что и статические характеристики звеньев непрерывного 
действия при описании последних. В линейном приближении, 
т. е. для ограниченного диапазона изменения входного сигнала, 
статическая характеристика импульсного элемента может быть 
заменена прямой линией, и соответственно вместо статической 

а) 

..... -----1-1 

·ШtUлр t:,r,.
ИЗ t t1lli1lh.L 

о) 
bt 

J. 

\ :=· ==::::;;--"""7,; ==::::;· \ 
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_J_ __ ,... Wqi(P) 

z 

Хвых 

Wнn(P) 

Рис. 12-4. К математическому описанию импульсной САУ с АИМ 

характеристики импульсный элемент будет характеризоваться 
коэффициентом передачи, определяемым наклоном этой характе
ристики в точке установившегося режима. 

Начнем рассмотрение математического описания импульсных 
систем с линейной системы с АИМ. Такая система состоит из 
линейной непрерывной части, описываемой передаточной функ
цией Wнu (р), и линейного импульсного элемента И9 с АИМ (рис. 
12-4, а). Импульсный элемент в этом случае характеризуется фор
мой импулъсов

2 
временем запаздывания и коэффициентом передачи

(12-1) 
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где х - величина сигнала на входе импульсного элемента в начале 
очередного периода повторения импульсов Т п, а а - высота 
(амплитуда) выходного импульса в том же периоде. 

Для описания такой системы после получения математического 
описания непрерывной части и импульсного элемента выполняем 
следующие т р и п р е о б р а з о в а н и я е е с т р у к т у р -
н о й  с х е мы: разлагаем реальный импульсный элемент на 
идеальный и формирующий элементы, переносим внешнее воз
действие на вход импульсного элемента и заменяем действующие 
в системе реальные непрерывные сигналы на фиктивные дискрет
ные сигналы. 

Р е а л ь н ы й и м п у л ь с н ы й э л е м е н т с выходными 
импульсами произвольной формы можно представить, как показано 
на рис. 12-4, б, в виде последовательного соединения идеального 
импульсного элемента, выдающего на выходе идеальные мгновенные 
импульсы, и формирующего элемента (формирователя), преобра
зующего эти импульсы в импульсы, соответствующие выходным им
пульсам реального импульсного элемента. На рис. 12-4, б дано ус
ловное изображение идеального импульсного элемента. Идеальными 
импульсами будем считать импульсы бесконечно малой ширины и 
бесконечно большой высоты, площадь которых, однако, конечна 
и численно равна входному сигналу в начале периода повторения. 
Иными словами, это б-импульсы (см.§ 1-3, п. А), но не единичной, 
а переменной площади, которая является мерой входного сигнала 
в дискретные моменты времени. Эти идеальные импульсы условно 
показаны на рис. 12-4, б стрелками, длина которых соответствует 
величине площади импульса. В дальнейшем такой сигнал на выходе 
идеального импульсного элемента будем называть идеальной 
и м п у л ь с н о й ф у н к ц и е й. 

Идеальный импульсный элемент называют б-импульсным эле
ментом или простейшим импульсным элементом. 

Передаточная функция формирующего элемента легко нахо
дится как изображение Лапласа от выражения для формы импульса 
на выходе реального импульсного элемента. Действительно, 
вспомним, что передаточная функция звена непрерывного действия 
представляет собой изображение Лапласа его весовой функции, 
т. е. реакции его на б-импульс (см. § 1-3). Но поскольку на входе 
формирующего элемента действуют именно б-импульсы, следо-
вательно, 

W Ф (s) =L [Уи (t)], (12-2) 

где Уи (t) - выражение для импульса е д ин и ч ной выс о ты 
на выходе импульсного элемента. 

Рассмотрим, например, импульсный элемент с выходными 
импульсами прямоугольной формы и ширины Т и• Такой импульс 
можно представить в виде разности положительной и отрицатель
ной единичных функций, сдвинутых на время Т и, т. е. здесь 

Уи (t)=kи [1 (t)-1 (t- Ти)]. 
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Отсюда, согласно (12-2), 

т.v ( ) _ k ( 1 1 -т s) _ kи ( 1 -е - т иs)YфS--иs-se и - s • (12-3)

На рис. 12-5 показана соответствующая этой передаточной 
функции структурная схема формирующего элемента. Как видим,
формирующий элемент представляет собой линейное звено непре
рывного действия и мон;ет быть отнесен к непрерывной части
системы. 

Если в формуле (12-3) уменьшать длительность импульса 
Т и-, сохраняя его площадь неизменной, т. е. одновременно про
порционально увеличивая kи, то в пределе при Ти - О получим: 

WФ(Р)=kиТи, (12-3а) 
где величина kи Ти - площадь импу,11ьса на выходе импульсного 
элемента, соответствующая входному сигналу, равному еди

Рис. 12-5. Структурная схема формирую
щего элемента при прямоугольной форме 

импульсов 

нице. Таким образом, в 
случае достаточно корот
ких импульсов формирую
щий элемент может быть 
представлен в виде идеаль
ного звена с коэффициен
том передачи, равным отно
шению площади выходного 
импульса к величине вход

ного сигнала. Практически это допустимо, когда длительность 
импульсов Ти меньше основных постоянных времени непрерывной 
части системы. В этом случае реакция системы на такой короткий 
импульс равна весовой функции и не зависит от ширины и реаль
ной формы импульса, определяясь только его площадью. 

При наличии в импульсном элементе запаздывания оно учи
тывается отдельным последовательным звеном запаздывания и 
вместе с остальной передаточной фушщией формирующего эле
мента вносится в состав передаточной функции непрерывной
части системы. 

П е р е н о с в н е ш н е г о в о з д е й с т в и я на вход им
пульсного элемента осуществляется обычным пересчетом через 
передаточную функцию, как показано на рис. 12-4, в. 

В результате двух указанных выше преобразований схема 
импульсной САУ с произвольной формой импульсов и внешним 
воздействием, приложенным в произвольной точке, приводится 
к типовой схеме, показанной на рис. 12-4, в. Это позволяет при 
исследовании различных реальных импульсных систем пользо
ваться единым математическим описанием и соответственно общей 
методикой. 

Для общности на рис. 12-4, в в качестве выходной величины 
Х

вы
х, связь которой с внешним воздействием/ в виде передаточной 

функции или частотной характеристики нам требуется найтц 



в результате матеJ1Iаrичесного описания системы, поназана вели
чина в произвольной точне непрерывной части систе11rы. 

Т р е т ь е п р е о б р а з о в а н и е с х е 111 ы занлючается 
в замене действующих в непрерывной части системы непрерывных 
сигналов на фиктивные диснретные сигналы. В результате полу
чается система, в ноторой существуют тольно диснретные пере
менные. Это существенно упрощает математичесное описание 
импульсной САУ путем применения вместо обычных дифферен
циальных уравнений разностных уравнений и соответственно 
вместо обычного преобразования Лапласа дискретного преобра
зования Лапласа (с111. приложение 1, п. Б). 
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Рис. 12-6. Решетчатая функция 

!i 

п 

Возможность таной замены основана на том, что выходной 
сигнал импульсного элемента определяется значениями входного 
сигнала х (t) в диснретные моменты времени в начале наждого 
периода Т п повторения импульсов. Поэтому в работе импульс
ного элемента ничего не изменится, если заменить непрерывную 
фуннцию х (t) на его входе диснретной фуннцией, значения ноторой 
в начале наждого периода, т. е. в моменты пТп, где п = 1, 2, ... , 
совпадают со значениями непрерывной фуннции, а в остальное 
время равны нулю. Таная диснретная функция называется р е  -
ш е т ч а т  о й  ф у  н н ц и е й  и обозначается х [пТп] (рис. 
12-6, а и б). Непрерывная фуннция х (t) является, очевидно,
огибающей решетчатой фуннции х [пТп] .. При рассмотрении ди
снретных фуннций удобно переходить н относительному времени
t = t!Тп, т. е. измерять время числом периодов Тп. В этом случае 
относительный период повторения импульсов ·т п = 1, а решет
чатая фуннция обозначается в виде х [п], где п = 1, 2, ... (рис. 
12-6, в). Это запись ее в н о  р м и р  о в а н  н о  й ф о :р м е.

Переход в струнтурной схеме, изображенной на рис. 12-4, в,
от непрерывных функций времени R решетчатым фуннциям выпол
няется в следующем порядне. 

Прежде всего осуществляется переход от операторной записи 
н изображениям Лапласа непрерывных фуннций и затем н отно-
сительному времени t = t/T п- Переход R изображениям Лап
ласа сводится R нахождению по оригиналу приведенного внешнего 
воздействия его изображения и к замене в передаточных функ
циях оператора дифференцирования р на комплекснуюпеременнуюs. 
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Переход далее к относительному времени заключается для 
изображения Лапласа внешнего воздействия в замене s на q/Тп, 
где q = Т п s - комплексная переменная в относительном времени, 
и делении этого изображения на Тп, т. е. в замене Fпр (s) на 

1 
т
-Fпр (.s) \в=q/Т •п п 

Это непосредственно следует из формулы прямого преобразо
вания Лапласа (см. приложение 1, табл. П-1, п. 4). 

Соответственно переход к относительному времени для пере
даточных функций, поскольку они являются отношением иsобра
жений выходной и входной величин, сводится к замене s на q!Тп, 
т. е. к замене W(s) на W (s) ls=q/T . 

п 

Исключение составляет выражение для передаточной функции 
формирующего элемента в случае определения его через изо
бражение функции времени по формуле (12-2). Осуществив в послед

нем: изображении переход к отно
сительному времени по вышепри
веденному правилу, получаем: 

1
WФ(q)=

т
-L[Yи(t)]ls=q/Т, (12-2а) 

П 
11 

т. е. искомое выражение 
1WФ (q)=

т
-WФ(s)\s=q/T, 

п п 

где WФ (s) определяется по фор
Рис. 12-7. Преобра3ование струк- муле (12-2). турной схемы импульсной САУ В результате перехода к изоб-

ражениям Лапласа и относи
тельному времени приведенная на рис. 12-4, в схема принимает 
вид

2 
показанный на рис. 12-7, а. Здесь 

1
W1пр (q)=

тп 
WФ (р) W1 (р) \р=qfтп ; 

W2 (q)= W2 (р) \р=q/Т
п ; 

W (q)= W1np (q) W2 (q)=т
1 

W ф (р) W1 (р) W2 (р) \p=q/T • 
n п 

Переход далее к решетчатым функциям дает окончательную 
схему, представленную на рис. 12-7, б. Здесь F�p (z), Х;ых (z), 
Х* (z), Z*(z) - дискретные изображения Лапласа решетчатых функ
ций, огибающими которых являются исходные непрерывные функ
ции /пр (t), Хвых (t), х (t), z (t), показанные на рис. 12-4, в;
W* (z)=Z* (z)/X* (z) и Wfпp (z)=Х:ых (z)/X* (z) - д и с к р е  т -
н ы е п е р е д а т о ч н ы е ф у н к ц и и, соответствующие пере
даточным функциям W (р) и W1пр (р) (см. приложение 1, п. Б). 

Переход от F пр (q) к F�p (z) - это определение дискретного 
изображения FJp (z) решетчатой функции /пр [п]

2 
соответствующей 
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непрерывной функции /пр (i), обычным изображением Лапласа
которой является Fпр (q). Эта операция в общем виде состоит из
двух этапов. Сперва по изображению Fпр (q) определяют оригинал
/пр {i), а затем после замены этой непрерывной функции времени на
соответствующую ей решетчатую функцию /пр [п] находят ИСI{омое
дискретное изображение F;p (z) последней. При этом пользуются
таблицами непрерывного и дискретного преобразований Лапласа.
Посколы{у обычно F пр (q) представляет собой рациональную
дробь, не содержащуюся в таблице изображений Лапласа, ее
предварительно разлагают на простые дроби (см. приложение 1).
Соответственно дискретное изображение F;p (z) тоже получается
в виде суммы простых дробей. 

В частности, например, если рациональная дробь Fпр (q) =
= �

1 ��) 
не имеет кратных полюсов, она может быть представлена

в виде (П-14): 
F ( ) � Ci 

пр q = � q-q/

где qi - ну,11и многочлена Н (q), а
с G (qi) 

i = ll' (qi)'
Оригинал

/пр (t)=L-l [Fпр (q)] = � Cieqit .
i 

Соответствующая решетчатая функция

/пр [п] = � Cieq in ,
i 

(12-4)

Совершая прямое дискретное преобразование Лапласа и поль
зуясь приведенной в приложении 1, п. Б таблицей дискретных
изображений Лапласа, находим: 

FJp (z) =Z {! Cieqin
} = i Z {cieqin} = l 

z�:qi
. (12-5)

i i i 

Выражение (12-5) представляет собой общую формулу для
нахождения F;p (z) непосредственно по Fпр (q) в виде рациональ
ной дроби при отсутствии у последней кратных полюсов. Анало
гичная формула существует и при наличии кратных полюсов [40]. 

Дискретные передаточные функции Wi�p (z) и W* (z) находятся
по соответствующим непрерывным передаточным функциям
W1пр (q) и W (q) аналогичным образом: путем предварительного
разложения их на простые дроби. Передаточная функция W* (z)
называется д и с к р е т н о й п е р е д а т о ч н о й ф у н к -
ц и е й  р а з о м  к н у т  о й с и с т  ем: ы. R'ак показано на рис. 
12-7, б, она связывает дискретное изабражение Z* (z) на выходе
разомкнутой системы с дискретным изображением Х* (z) на выходе
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:импульсного элемента. Соответственно дискретная передато11на.н 
функция Witp 

(z) связывает изображение х:ых (z) с Х* (z). 
Для пояснения понятия дискретной передаточной функции 

выразим дискретную передаточную функцию разом1шутой системы 
через весоnую функцию приведенной непрерывной части системы. 

Сигнал в виде последовательности идеальных импульсов, 
поступающий на вход приведенной непрерывной части системы 
с выхода идеального импульсного элемента, можно представить 
в следующем виде: 

00 

x(t) � 6 (t -п), 
n=O 

где 6 (t - п) = О при t =1= п. 
Реакция на выходе приведенной непрерывной части на один 

такой импульс, поступающий в момент вре111ени t = т, равна 

w (t- т) kих [т], 

где х [т] - значение х (� при Г = т, а w (t - т) - весовая 
функция приведенной непрерывной части системы, равная нулю 
при t � т.

На основании принципа суперпозиции реакция приведенной 
разомкнутой системы на последовательность импульсов с выхода 
идеального импульсного элемента равна сум111е реакций на каждый 
импульс, т. е. 

n 

z(t)= � w (t-т)х[т]. 
m=O 

Перейдем: к решетчатым функциям: 
n 

z[n] = � w[n-m]x[mJ. 
m=O 

Подвергнув это уравнение z-преобразованию, получим: 
Z {z [п]} =Z {w [п]} Z {х [п]}. 

Здесь при:менена теорема свертки, аналогичная одноименной 
теореме для непрерывного преобразования Лапласа (см. прило
жение 1, табл. П-1, п. 7). Окончательный вид этого равенства: 

Z* (z) = W* (z) Х* (z), 
00 

где W* (z)=Z {w [п]}= � w [п] z-n. (12-6) 
n=O 

Последнее выражение можно рассматривать как одно из опре
делений дискретной передаточной функции, аналогичное подоб
ному определению передат9чной функции через весовую функцию 
в -непрерывных системах: дискретная передаточная функция ра
зомкнутой си:стемы, состоящей из идеального импульсного эле-
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мента и непрерывной части с весовой фующией w (t), равна z-преобразованию решетчатой весовой фующии w [п], соответст-вующейисходной весовой функции w (t) непрерывной части системы. Из (12-6) непосредственно следует указанный выше общийпорядок нахождения выражения для дискретной передаточнойфункции через передаточную функцию приведенной непрерывной
части: по W (q) находят оригинал w (t), затем осуществляютпереход к решетчатой функции w [п] и далее находят W* (z)как z-преобразование этой решетчатой функции. Рассмотрим, например, импульсную систему, состоящую из
непрерывной части с передаточной функцией Wнп (р) = p(T:+t) и импульсного элемента, генерирующего достаточно короткиепо сравнению с постоянной времени Т непрерывной части системыимпульсы. В этом случае передаточную функцию формирователя,согласно (12-За), можно представить в виде WФ (р) = kиТи ,Следовательно, передаточная функция приведенной непрерывнойчасти

Переходя к изображению Лапласа и относительному времени,получаем выражение 
1w (q)=

т
-W (р) Jp = q/Tп 

11 

kkпT1, ' kkиТи 
Т11р(Тр +1) р = q/Тп = q(Tq +t)' 

где f = Т!Тп , Выражение д.ля дискретной передаточной функцип найдемсразу, минуя промежуточные этапы, по окончательной формуле(12-5). В данноl\I случае знаменатель W (q) имеет два нуля: q1 = О
и q2 = - 1/1', поэтому 

где
W* (z)=� + �.

z-eq' z-еЧ• 

с.- kkиТи 1 ,- - ' 
2Tq-f-1 q = qi 

т. е. С1 = -С2 = kkи Ти .Следовательно, 
W* (z) =kkи ти (_z_ - z -)·

z-1 z-e-i/T 

Изображенная на рис. 12-7, б структурная схема являетсяокончательным математическим описанием импульсной САУ. Поэтuй схеме может быть получена искомая передаточная функциязамкнутой системы, связывающая выходную величину системыс входным воздействием:
Х:ых (z)= w: (z) F�p (z). ( 12-7)
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Здесь д и с к р е т н а я п е р е д а т о ч н а я ф у нкц и я
з а м к н у той с и с т е м ы  

* - Wfпp (z) 

Wв (z)-1+W* (z). (12-8) 

Выражение (12-8) аналогично выражению (1-98) для переда
точной функции замкнутой системы непрерывного действия. 

Выше при математическом описании импульсной системы мы 
предварительно сводили ее к системе с идеальным импульсным 
элементом путем разложения реального импульсного элемента на 
идеальный импульсный элемент и формирующий элемент. В качест
ве идеального импульсного элемента был принят импульсный 
элемент с мгновенными импульсами типа б-импульсов, площадь 
которых является мерой сигнала на входе импульсного элемента. 

Иногда более просто применить идеальный импульсный эле
мент с прямоугольными импульсами конечной ширины. Это осо
бенно удобно, когда выходные импульсы реального импульсного 
элемента с достаточной точностью могут быть заменены идеально 
прямоугольными. В этом случае не потребуется усложнять непре
рывную часть системы вв-едением формирующего элемента, пре
образующего идеальные импульсы в реальные. 

Выведем выражение для дискретной передаточной функции 
импульсной системы с импульсным элементом, выходные импульсы 
которого имеют прямоугольную форму, ширину Ти и высоту, 
согласно (12-1), равную kих, без перехода к мгновенным импульсам. 

Такой прямоугольный импульс единичной высоты можно пред
ставить в виде разности двух сдвинутых ступенчатых функций: 

1{t)-1(t-y), 

где '\' = Т иlТ п - относительная ширина импульса. 
Соответственно реакция непрерывной части системы на такой 

импульс, поступающий в момент t = т,

ши{t-т)= h(t -m)- h{t-m-y), (12-9) 

где через h обозначена переходная функция приведенной непре
рывной части системы, т. е. ее реакция на едиl'Iичное ступенчатое 
воздействие. (Здесь, как всегда, положено, что функции Ши и h

не существуют при t < О.) 
Действуя далее, как при выводе выражения (12-6), получаем: 
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n 

ХвыхU)= � Ши {t- т)kих[т]. 
m=O 

Следовательно, 
n 

Хвых [п[ =kи � Ши [п- т] х [т]. 
m=O 

(12-10) 

(12-11) 



Применив z-преобразование, получим: 

т. е. 

где 

Z {хвых [n]}=Z {kиШи [п]} Z {х fn]}, 

х:ых (z) = W* (z) Х* (z), 

00 

W*(z)=Z{kиШи [n]}=kи � Ши [n]z-n 
n=O 

(12-12) 

- ис:комое выражение для дис:кретной передаточной фун:кции
разом:кнутой импульсной системы.

Передаточная фун:кция зам1шутой системы находится дальше 
обычным образом исходя из структурной схемы системы. 

Итак, мы показали, что импульсная система с линейной непре
рывной частью и импульсным элементом с АИМ, имеющим линей
ную статическую характеристику, описывается линейными урав
нениями, т. е. является линейной системой, и вывели соответ
ствующее выражение для ее дискретной передаточной функции. 

Б. Частотные характеристики JIИнейвых систем 
автоматического управJiения с АИМ 

:Rа:к и системы непрерывного действия, импульсные САУ могут 
описываться не толь:ко передаточными функциями, но и с помо
щью частотных характеристик. Последние могут быть получены 
по передаточным функциям или экспериментально. 

Выражение для амплитудно-фазовой частотной характеристини 
получается подстановкой в передаточную функцию q = jro, т. е. 
z = еjю, где ro = т пФ - относительная частота. Соответственно 
W* (jro) - это амплитудно-фазовая частотная хара:ктеристика 
разомкнутой, а w: (jro) - такая же хара:ктеристика замкнутой 

- импульсной САУ. Модуль этих комплексных величин представляет
собой амплитудные, а аргумент - фазовые частотные характери
стики (см. § 1-3).

Особенностью частотных характеристик импульсных систем
является то, что они представляют собой периодические функции
частоты. Это иллюстрируется рис. 12-8, где показаны амплитудные
частотные характеристики непрерывной системы (рис. 12-8, а)
и импульсной системы с той же непрерывной частью и идеальным
импульсным элементом для двух значений частоты повторения
импульсов Фп (рис. 12-8, б и в). Здесь Фнп - полоса пропускания
непрерывной части системы. Частотные характеристики импульс
ной системы представляют собой бесконечно повторяющуюся
с частотой Фп частотную характеристику непрерывной части
системы.
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Формально периодичность частотной характеристики импульс
ной системы объясняется те111, что в дискретную передаточную 
функцию ко111плексная переменная q входит в виде функции z = 
= eq, которая после подстановки q = jro принимает вид ejoo, т, е. 
становится периодической функцией ro, 

Физически периодичность частотной характеристики импульс
ной системы объясняется следующим образом. Выходной сигнал 
импульсного элеlllента и соответственно воздействие на непре
рывную часть системы определяются значением входного сигнаJiа 
rолько в дискретные моменты времени через промежуток Т п, 
Поэтому при гармоническом воздействии на импульсный элемент 
выходной сигнал системы не изменится при изменении частоты 
гармонического сигнала ro на любую величину, кратную Фш 

т. е. выходной сигнал будет одним и тем же при всех частотах, 
равных ro + kroп, где k = О, 1, 2, ... В частности, при ro = kшп, 

а) б) 

¾JК:1;:1

-wнп О Шнп

в)_ 2-шп< Wнп

-wп Wn 

IWнп(jw)I 

w 

w 

Рпс. 12-8. Амплитудная частотная характеристика равомк-
нутой непрерывной (а) и импульсной (б и в) систем 

где k = О, 1, 2, ... , выходной сигнал будет равен реакции на посто
янное входное воздействие. В результате при снятии частотной 
характеристики путем неограниченного увеличения частоты сиг
нала на входе импульсного элемента должна получиться периоди
ческая характеристика, показанная на рис. 12-8, б или в.

Явление периодичности частотной характеристики импульс
ных систем можно трактовать и с точки зрения процесса импул:&е
ной модуляции, происходящего в импульсном эле111енте [17]. При 
l\Юдуляции входным непрерывным сигналом последовательности 
импульсов образуются боковые спектры частот. Число этих 
спектров бесконечно, поскольку бесконечно узкий импульс содер
жит бесконечное число гармоник. 

Периодичность частотных характеристик импульсных систем, 
а также их симметричность относительно нулевой частоты, т. е. 
относительно оси ординат на рис. 12-8, означает, что для их пол
ного описания достаточно иметь частотные характеристики в диа-
пазоне относительных частот ro от о до + n, что соответствует 
абсолютным значения!\! частоты 0-0,5 Wц , 
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В § 12-1 было сназано, что npn достаточно большой частотеФu повторения и:м:nульсов импульсная САУ будет эквивалентнасистеме непрерывного действия. Из рассмотрения частотных характеристик импульсной системы (рис. 12-8, б и в) можпо н:оличественно определить условие такой эквивалентности. Оно сводитсяк двум следующим неравенствам: 
Фu ? 2Фнп ; }Фt � Фп - Фнп, (12-13)

где ro
1 

- спектр (наибольшая частота) внешнего воздействия,приведенного ко входу импульсного элемента. · При выполнении первого неравенства частотные харантерис1·ики непрерывной и импульсной систем в пределах полосы пропуснания непрерывной части совпадают. Поскольн:у боновыечастоты, существующие на выходе Иl\Iпульсного элемента, не пройдут на выход непрерывной части системы, играющей роль фильтранижних частот, импульсная систе:м:а будет реагировать на низкочастотные внешние воздействия подобно непрерывной системе. Характеристика на рис. 12-8, б соответствует выполнению первого условия (12-13), а характеристика на рис. 12-8, в не удовлетворяет elliy. В результате частотная характеристика импульснойсистемы в пределах полосы пропускания непрерывной частисистемы оказывается искаженной (из-за влияния боковых частот)и отличается от частотной характеристики непрерывной части. Поэтому при невыполнении этого условия импульсная САУ будетотличаться по своим свойствам от САУ непрерывного действияс той же непрерывной частью, и при ее исследовании необходимоучитывать импульсный характер работы системы (в частности,описывать ее дискретной передаточной функцией). Второе неравенство (12-13) ограничивает ча�тоту ro1 приве;денного внешнего воздействия таким образом, чтобы частотныиспектр этого воздействия, равный после прохождения черезимпульсный элемент kroп + ro
1
, где k = О, 1, 2, ... , был в пределах полосы пропускания Фнп непрерывной части системы -такимже, как и при отсутствии импульсного элемента, т. е. не давалбоковых частот. При невыполнении второго условия (12-13) навыходе импульсной системы появятся низкочастотные составляющие процесса, которые отсутствуют в непрерывной системе и возникают при прохождении внешнего воздействия через и!IIпульсныйэлемент. При выполнении условий (12-13) наличием квантования повремени в системе можно пренебречь и рассматривать системукак САУ непрерывного действия. Условия (12-13) представляютсобой известную теорему l(отельникова - Шеннона об условиинеискаженной передачи непрерывного сигнала конечным числоl\Iего дискретных значений применительно к САУ с АИМ. � Частотные характеристики импульсной системы можно получить не только по дискретной передаточной функции, но и чисто
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графическим построением по частотной характеристике непре
рывной части системы. Методика построения основана на рассмот
ренной выше связи дискретной передаточной функции с непре
рывной передаточной функцией [5, 40]. 

В. Описание линейных систем автоматического управления 
сШИМ 

:Как уже было упомянуто, импульсные элементы с ШИМ и ВИМ 
являются нелинейными. Однако в случае достаточно малой ширины 
импульсов для ШИМ или малого фазового сдвига ДJIЯ ВИМ (по 
сравнению с периодом Т п повторения импульсов) эти оба импульс
ных элемента могут быть линеаризованы и сведены к эквивалент
ному импульсному элементу с АИМ. 

Покажем это для импульсного элемента с ШИМ. Для этого 
представим импульсный элемент в виде идеального импульсного 
элемента с прямоугольной формой выходных импульсов. -Урав
нение такого элемента имеет вид: 

y=k� 1 х [п] 1, (12-14) 

где у = Т иlТ п - относительная ширина импульса; k� - коэффи
циент передачи импульсного элемента с ШИМ. 

Реакция приведенной непрерывной части системы на один 
импульс единичной высоты в соответствии с (12-9) равна 

(12-15) 
где Ym

, согласно (12-14), равна k� х[т] и является здесь в отли
чие от выражения ( 12-9) величиной переменной. 

Соответственно после перехода к решетчатым функциям реак
ция на выходе непрерывной части на сигнал на входе импульсного 
элемента 

п 

Хвых [ п] = а � Ши [ п -т] sign х [ т], (12-16) 
m=O 

где а - высота импульсов на выходе импульсного элемента. 
-Уравнение (12-16), которое выражает с учетом (12-15) и (12-14) 

Хвых [п] через х[п], является нелинейным, так как Ши [п - т]
представляет собой функцию х[т]. Соответственно нелинейной 
оказывается и система с ШИМ. 

Для малых значений у выражение (12-16) можно линеар�I3овать, 
разлагая функцию Ши (t), являющуюся нелинейной функцией 
у, в ряд Тейлора (см. § 1-2). Действительно, при у< 1 после 
разложения функции h (t - т - Ут

) в ряд Тейлора с удержанием 
лишь первой степени у получаем: 

Ши {t-m)=lz{t-m)- h{t-m-yт)�ymh' {t-m)= 
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Ш (t -m)= k� jx [т] 1 w (t -m), (12-17) 



где w (t) = h' (t) - весовая функция непрерывной части системы, 
т. е, ее реакция на б-импульс. При этом, согласно (12-16),

п 

Хвых[n]=аk� � w[n-m]x[m]. (12-18) 
m=O 

-Уравнение (12-18) является линейным, поскольку w [п - т] 
не зависит от х[т]. Применив к нему дискретное преобразование 
Лапласа, можно получить выражение для дискретной передаточ
ной функции импульсной системы с ШИМ аналогично тому, 
как это делалось выше для систем с АИМ. Величина ak� в (12-18) -
это площадь импульса на выходе импульсного элемента при еди
ничном входном сигнале, т. е. при х[т] = 1. Следовательно, 
согласно (12-18), импульсный элемент с ШИМ при у< 1 может 
быть сведен, как и в случае с АИМ, к идеально111у импульсному 
элементу с мгновенными импульсами, площадь которых пропор
циональна модулирующему сигналу х. Это значит, что при у < 1
системы с ШИМ и АИМ эквивалентны при одинаковой зависимости 
_площади импульсов от модулирующего сигнала х. Формально 
из сравнения (12-18) с выражением (12-11) для Хвых [п] при АИМ 
следует, что при у < 1 система с ШИМ эквивалентна системе 

ak' 

с АИМ с Ши [n]=-
k

и w [п].
и 

Физически такая эквивалентность систем с АИМ и ШИМ при 
малой ширине импульсов у связана с тем, что, кан: уже было 
показано в§ 12-2, п. А, при конечной инерционности непрерывной 
части системы реакция ее на достаточно короткие импульсы 
единичной площади практически не отличается от весовой функ
ции этой части системы. Соответственно изменение площади 
импульса вследствие изменения его высоты (при АИМ) или 
ширины (при ШИМ) одинаково сказывается на выходном сигнале 
непрерывной части системы, приводя к изменению его ординат 
пропорционально изменению площади входного сигнала. 

Г. Особенности описания нелинейных импульсных систем 
автоматического управления 

Импульсная СА-У может быть нелинейной вследствие нелиней
ности импульсного элемента или непрерывной части системы. 
Нелинейность импульсного элемента может быть связана � нели
нейностью его уравнения динамики или статической характери
стики. В частности, последнее имеет место в случае ШИМ и ВИМ 
при неограниченном изменении соответственно ширины импульсов 
или их фазового сдвига. 

Особенность математического описания нелинейной импульсной 
СА-У сводится к появлению в ее схеме нелинейных звеньев. Сам 
аппарат описания остается прежним - это разностные урав
нения с использованием для линейных частей системы дискрет-
1юго преобразования Лапласа. 
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Д. Сведение импульсной системы автоматического управленияк системе непрерывного действия
Как было показано выше, в случае выполнения условий (12-13)импульсная система с АИ:М может быть сведена н эквивалентнойсистеме непрерывного действия. Передаточная фующия такойэквивалентной разомкнутой САУ непрерывного действия раnнаkи Wнп (р), где Wнn (р) - передаточная функция приведенной непрерывной части системы. Для и11Iпульсной системы с ШИ:М или ВИ:М условия ее эквивалентности системе непрерывного действия принимают вид: 

ffin � 3с:йнn; } (12-19)ffiJ � ffiu - 2roнn• 
Возможность такой эквивалентности ранее уже рассматривалась нами применительно к релейным САУ с вибрационнойлинеаризацией, где имеет место ШИ:М [см. условие (11-1)]. Отличиеусловий (12-19) от условий (12-13) для АИ:М связано с тем, чтопри ши:м И ви:м, п;омимо ·боковы, Чс1СТОТ k(йл + (t)нn, какпри АИ:М, имеются еще и частоты kroн

+2ffiнп t17). Правда, величина последних составляющих довольно 11Iала и уменьшается приу�1еньшении ширины (при ШИМ) и фазового сдвига (при ВИМ)импульсов. 
§ 12-3. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ ИМПУЛЬСНЫХ СИСТЕМ.

АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

При выполнении условий (12-13) или (12-19) и.м:пульсная система сводится к непрерывной и соответственно 11Iожет исследоваться 1<ак САУ непрерывного действия методами, изложеннымив первой и второй частях :книги. Если эти условия не выполняются, и11Iпульсная САУ должнаисследоваться с учетом квантования по времени, т. е. на основеее описания с помощью дискретной передаточной функции илисоответствующих частотных характеристик, рассмотренных в предыдущем параграфе. Это придает определенную специфику исследованию, хотя сами методы исследования точности, устойчивости и качества переходных процессов остаются прежними. И с с л е д о в а н и е у с т о й ч и в о с т и линейных импульсных САУ осуществляется с помощью известных критериевустойчивости линейных систем - :критериев Рауса - Гурвица,Найквиста, Михайлова, модифицированных с учетом особенностейописания импульсных систем. Как и у непрерывных систем, в импульсной системе переходная составляющая процесса управления определяется знаменателем передаточной функции W! (z) (12-8) замкнутой системы1 + W*(z), т. е. 1 + W*(еч). Соответственно, ка:к и у САУ непрерывного действия, общим условием устойчивости импульснойсистемы является нахождение всех полюсов передаточной функции
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замкнутой системы, т. е. нулей 1 + W* ( eq), в левой полуплоскости 
комплексной переменной q (рис. 12-9, а). 

Дискретная передаточная функция W;(eq) является функцией 
e_q, которая представляет собой периодическую функцию мни11юй 
части q с периодом 2л:, т. е. 

eq = ea,±iro = ,ii,±J (21т:+ю) 

(см. § 12-2, п. Б о частотных характеристиках импульсных систем). 
Следовательно, передаточная функция Wl (eq) является тоже 
периодической функцией вдоль мнимой оси, и поэтому при изу
чении полюсов этой передаточной функции на комплексной п.пос1ю
сти q достаточно рассмотреть их в полосе + л: вдоль действитеJJЬ
ной оси (рис. 12-9, а). 

а) j 
Плоскость q 

б) 

х 

)( 

j Плоскость z 
- ,с

w
=

2 
__. .......... 

w=о,гп. 

Рис. 12-9. Расположение полюсов передаточной функции устой
чивой импульсной: системы в комплексных плоскостях q п z 

Если перейти от q к z = eq, то нахождению нулей q многочлена 
1 + W* (eq) левее мнимой оси плоскости q соответствует на плоско
сти z нахождение нулей z многочлена 1 + W* (z) внутри окруж
ности единичного радиуса с центром в начале координат (рис. 
12-9, б). Иными словами, эта окружность является границей
устойчивости системы на плоскости z. Действительно, при q =
= jro (мнимая ось на плоскости q) модуль lzl = \eJO> \ = 1. 

Чтобы применить критерий устойчивости Рауса - Гурвица 
R импульсной системе, произведем замену переменной, введя 
новую переменную ш подстановкой 

(12-20) 

Области устойчивости в виде круга радиусом 1 на плоскости z 
(или в виде полосы шириной + л: левее мнимой оси на плосности q) 
соответствует вся левая полуплосн:ость комплексной плоскости 
новой переменной ш. Границей устойчивости при этом является 
вся мнимая ось: изменению ro на 2л: соответствует изменение 
ш от -j оо до +j оо. Таким образом, в результате такой 
цодстановки получается �-равнение, условия устойчивости для 
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которого совпадают с условиями устойчивости непрерывных систем. Поэтому к нему непосредственно могут быть применены все и3вестные для непрерывных систем критерии устойчивости. Для при11Iенения критерия Рауса - Гурвица надо исполь3овать 3наменатель D* (z) передаточной функции системы. У системы первого порядка 
D* (z)=a0z+ai, После подстановки сюда выражения (12-20) получаем. 

(а0 +а1) w+a0 -a1 

w-1Соответствующее характеристическое уравнение будет (ао+а1) л+ао-а1=0, и, следовательно, условия устойчивости Рауса - Гурвица, 3аключающиеся, 11:ак и3вестно, в данном случае в положительности коэффициентов характеристического уравнения, сведутся к не-равенствам: а0+а1>0;} а0 -а1 > О. Для системы второго поряд1,а 
D* (z) = a0z2 + a1z + а2, Соответственно 

D* (w) = a0 (:��)2 + а1 (:��) +а2 

и характеристическое уравнение будет (а0 + а1 + а2) w2 + 2 (а0 - а2) w + (а0 - а1 + а2) = О.Отсюда получаются следующие условия устойчивости: а0 + а1 + а2 > О; ) а0-а2 >0; а0 - а1 + а2 > О. 

(12-21) 

(12-22) 

Аналогично можно получить условия устойчивости для систем более высоких порядков, однако они ока3ываются 3начительно более сложными, чем для систем непрерывного действия. Критерий Найквиста для импульсных систем сохраняет прежнюю формулировку: условием устойчивости 3амкнутой системы, которая в ра3ом1шутом состоянии устойчива, является неохват амплитудно-фа3овой частотной характеристикой ра3омкнутой системы W* (jro) точки ( - 1, j0). ДJrя иллюстрации на рис. 12-10 приведены такие характеристики импульсной системы: кривая 
1 соответствует устойчивой системе, кривая 2 - неустойчивой, а кривая 3 - системе, находящейся на границе устойчивости. 
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Разница по сравнению с САУ непрерывного действия заRлю
чается лишь в особенностях самих амплитудно-фазовых хараRте
ристин импульсных систем, ноторые, нан поRазано выше, строятся 
в диапазоне относительных частот w от О до л. Поэтому данные 
харантеристиRи не стягиваются в начало ноординат, а нончаются 
на действительной оси, нан изображено на рис. 12-10. (Ср. с ампли
тудной харантеристиной на рис. 12-8, в.) 

Критерий устойчивости Михайлова для импульсных систем 
требует, чтобы годограф D* (eiw), определяющийся знаменателем 
Wt (eJ0\ начинаясь на положительной действительной полуоси 

j 

Рис. 12-10. Критерий устойчи
вости Най1,виста для импульс

ной системы 

j 

Рис. 12-11. Критерий устойчивости 
Михайлова для импульсной системы 

комплексной плоскости q, охватывал начало координат, после
довательно проходя 2n квадрантов, где п - порядок системы. 
Сказанное иллюстрируется рис. 12-11. (В отличие от непрерывных 
систем здесь годограф не уходит в беснонечность, а заканчивается 
на действительной оси, проходя при этом вдвое большее число 
квадрантов.) 

Ис с л е д о в ан и е  т о ч н о с т и  и н а ч е с т в а  п е р е
х о д н ы х п р о ц е с с о в импульсных систем осуществляется 
с помощью тех же методов и нритериев, что и для непрерывных 
САУ. Соответственно методы синтеза импульсных систем тоже 
заимствованы из теории САУ непрерывного действия. В част
ности, и здесь широко применяется синтез на базе логарифми
ческих частотных харантеристик. При этом: для возможности 
применения методини синтеза непрерывных САУ удобно исполь
зовать подстановку ( 12-20) [37]. 

П о с т р о е н и е п е р е х о д н ы х п р о ц е с с о в в им
пульсных САУ осуществляется путем решения уравнения (12-7) 

Хtых (z) = w: (z) F;
p (z) 

описанным выше образом с использованием таблиц диснретного 
преобразования Лапласа или графичесни с помощью методов, 
рассмотренных в § 6-2, и в том числе по частотной харантеристике 
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системы (метод трапецеидальных характеристик). Здесь есть 
только одна особенность по сравнению с САУ непрерывного дейст
вия - в результате построения находится не действиТЕшьная 
непрерывная выходная величина Хвых (t), а решетчатая функцпя 
Хвых [п], т. е. значения выходной величины в дискретные моменты 
времени через период Т и (см. рис. 12-6). Это цена упрощения 
математического описания импульсной системы путем перехода 
от непрерывных функций вре�rени к решетчатым функциям:. 

В тех случаях, когда требуется знание значений выходной 
величины в пром:ен;уточные 1\fоменты времени, т. е. внутри :интер
вала Т и, может быть применено 111 о д и ф и ц и р о в а н н о е 
д и с к р е т н о е п р е о б р а з о в а н и е Л а п л а с а. Оно 
оперирует решетчатыми фуннциями, сдвинутыми относительно 
моментов t = пТ и на фиксированный промежуток времени еТ и, 
где значение е берется в диапазоне 0-1. Такая решетчатая фунr,
ция обозначается х [п, е]. Пользуясь модифицированным дискрет
ньш преобразованием Лапласа, можно найти соответствующую 
диСI-,ретную передаточную функцию системы Wf (z, е) и по ней -
кривую переходного процесса Хвых [п, е], определяющую значения 
выходной величины в моменты времени t = (п + е) Т и, т. е. 
в точках внутри интервалов квантования по времени. 

Для модифицированного дискретного преобразования Лапласа 
существуют формулы и таблицы, аналогичные формулам и таб
лицам для простого преобразования Лапласа [40]. Строя переход- . 
ный процесс для нескольких значений е, принципиально можно 
получить любое число точек реального непрерывного процесса 
Хвых (t). 

Нелинейные импульсные системы исследуются с помощью 
общих методов исследования нелинейных САУ, рассмотренных 
во второй части книги. 

К о р р е к ц и я и м п у л ь с н ы х с и с т е м может осу
ществляться с помощью обычных корректирующих звеньев непре
рывного действия, вводимых в непрерывную часть системы, и 
с помощью корректирующих звеньев импульсного действия. 
Последние включаются после импульсного элемента. Как и кор
реr,тирующие звенья непрерывного действия, они могут быть 
последовательными и параллельными. Например, вместо пропор
ционально-дифференцирующего корректирующего звена непре
рывного действия в импульсной САУ может быть применено 
импульсное звено с соответствующей дискретной передаточной 
функцией. Получение сигнала по производной будет осуществ
ляться при этом в виде сигнала по первой разности дискретных 
значений входного сигнала (см. приложение 1, п. Б). Соответ
ствующее корректирующее звено должно запоминать очередное 
дискретное значение входного сигнала х [п] и с поступлением 
следующего его значениях [п + 1] выдавать на выходе дискретный 
сигнал разности Лх (п] = х [п + 1] - х [п] 1 запоминая значение 
х [п + 1]. 

282 



§ 12-4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ОСОБЕННОСТИ ДИНАМИRИ

ЦИФРОВЫХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО FПРАВЛЕНИЯ 

А. Определение цифровых систем автоматического 
управления 

В § 12-1 цифровыми системами были названы дискретные си
стемы, в которых происходит квантование как по уровню, так и 
по времени. Более точно цифровые системы - э т о  с и с т  е м  ы, 
в к ото р ы х  су щ е с т в у ю т  д и с к р е т н ы е  с и
г н а л ы в в и д е ц и ф р о в о г о к о д а. Цифровые СА-У -
это наиболее совершенные по 
своим алгоритмическим возмож
ностям дискретные СА-У. В них 
в состав управляющего устрой
ства входит цифровая вычисли
тельная машина. Большинство у
цифровых СА-У можно предста
вить в виде схемы, показанной 
на рис. 12-12. Здесь НП - неп
рерывная часть системы (обычно 

х 

это объект управления), ЦВМ - Рис. 12-12. Цифровая спстема авто-
цифровая вычислительная маши- матического управленпя

на; Н -Ц и Ц -Н - соответ-
ственно преобразователи непрерывной величины в цифровую и 
наоборот. Эти преобразователи связывают ЦВМ, у которой вход
ная и выходная величины представлены в цифровой фор111е, с 
непрерывной частью системы. 

Преобразование непрерывной величины в цифровую заклю
чается в квантовании ее по времени, по уровню и представлении 
полученных дискретных значений в виде чисел, т. е. в цифровом 
коде. В зависимости от принципа действия преобразователя это 
преобразование моашт осуществляться либо путем последовате.чь
ного выполнения перечисленных выше этапов, либо сразу в виде 
одной операции. Такое преобразование называется к о д о -
и 111 п у л ь с н о й м о д у л я ц и е й . Поэтому цифровые си
стемы иногда называют кодо-импульсными системами. Соответ
ственно преобразование Н - Ц называют кодированием, а обрат
ное преобразование Ц - Н - декодированием. В от.чичие от 
импульсной модуляции, применяемой в импульсных СА-У, здесь 
каждое значение преобразуемой входной величины представляется 
не одним импульсом, 11юдулируемый параметр 1щторого (высота, 
ширина, фаза) пропорционален значению входной величины, а 
серией импульсов. Каждое численное значение входной величи
ны представляется определенной 1юмбишщией дисI<ретных значе
ний модулируемого параметра этих импульсов. 

Существуют различные цифровые коды. Простейший из них -
единичный код. В этом случае каждое значение дискретной вели-
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чины представляется числом импульсов, равным числовому зна
чению величины. В случае десятичного кода дискретная. вели
чина выражается в виде десятичного числа и представляется 
серией импульсов, число которых равно числу разрядов этого 
числа. Каждый импульс несет информацию о цифре определенного 
разряда. Для этого модулируемый параметр импульса принимает 
одно из десяти дискретных значений. Наибольшее распростране
ние получил двоичный код, соответствующий системе счисления 
с основанием 2. Каждый разряд двоичного числа может иметь 
только одно из двух значений: О или 1. Соответственно модули
руемому парам:етру каждого импульса, представляющего значение 
одного из разрядов, тоже придается одно из двух крайних зна-

У чений. Знак величины переда
ется с помощью отдельного им-

Jq+----.--... 
2 q-r---.---'I 

-J,Sq-2, Х 

ff 2,5q3,5q 

..,._..._ __ -4-Jq 

Рис. 12-13. Статическая характери
стика квантователя преобраэовате

ля Н-Ц 

пульса тоже с двумя возможными 
значениями модулируемого па
раметра [31, 37]. (В предельно 
простом случае, когда учитывает
ся только знак входной вели
чины, получается релейная двух
позиционная система с квантова
нием еще и по времени.) 

Преобразование непрерывной 
величины в цифровой код прин-. 
ципиально содержит погреш
ность из-за квантования по уров
ню, т. е. округления численного 
значения преобразуемой величи-

ны до целого числа, соответствующего числу уровней квантования 
(см. рис. 11-1, г). Абсолютное значение погрешности квантования 
определяется величиной шага квантования. Шаг квантования 
(q на рис.11-1, г) - это приращение входной непрерывной величищ,1 
Х, соответствующее интервалу между двумя соседними уровнями 
в:вантования. 

Если дисв:ретный (в:вантованный) сигнал определять числом 
целых уровней, ув:ладывающихся в тев:ущем значении непрерыв
ной величины Х, то ошибв:а в:вантования будет положительной 
и лежать в пределах О - q. Ее можно уменьшить вдвое, если 
дисв:ретные значения определять б л и ж а й ш и м уровнем в:ван
тования, т. е. ов:руглять их до следующего уровня, если входная 
величина переходит за середину очередного шага в:вантования. 
В этом случае ошибв:а в:вантования будет лежать в пределах 
+ q/2. Для осуществления тав:ого в:вантования выполняющее
его устройство должно иметь статичесв:ую характеристив:у, пока
занную на рис. 12-13. (Очевидно, что устройство, осуществляющее
в:вантование по числу пройденных уровней, будет выполнять
квантование до ближайшего уровня, если в:о входному сигналу
Х добавить смещающий сигнал q/2, равный половине шага в:ван-
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тования.) Во всех цифровых САУ преобразование непрерывной 
величины в цифровую осуществляется путем квантования с округ
лением до ближайшего уровня. 

Преобразователь Ц - Н цифровой величины в непрерывную 
преобразует выходной сигнал ЦВМ в ступенчатую функцию 
У (пТ п), которая изменяется скачком в моменты nТп, а в промежутке 
между этими моментами сохраняется неизменной или изменяется 
по определенному экстраполяционному закону (линейно, квадра
тично и т. п.). Таким образом, в первом случае сигнал У (пТп) 
подобен квантованному по уровню сигналу с АИМ при у = 1 
(см. рис. 12-12). 

О с н о в н ы е д о с т о и н с т в а цифровых САУ опреде
ляются теми возможностями, которые возникают в результате 
применения цифровой техники. Это прежде всего высокая точ
ность, помехозащищенность и возможность реализации очень 
сложных алгоритмов управления, какие только доступны совре
менным: ЦВМ. Кроме того, к цифровым САУ в полной мере отно
сится и такое достоинство импульсных систем, как возможность 
осуществления многоточечного управления (см. § 12-1). 

Высокая точность цифровых систем объясняется цифровой 
формой представления в ней перерабатываемой управляющим 
устройством информации. Точность всех операций при этом 
практически не имеет предела и определяется числом разрядов 
цифрового кода, которым представлены сигналы. 

Помехозащищенность цифровых систем выше, чем у импульс
ных, благодаря кодовому представлению информации. Она может 
быть увеличена практически неограниченно за счет введения 
избыточности, позволяющей автоматически обнаруживать и испра
влять возможные ошибки и искажения, возникающие при пере
даче и переработке цифровой информации. 

Разумеется, все эти достоинства цифровых систем достигаются 
ценой значительно большей их сложности и стоимости по срав
нению с другими системами. Поэтому цифровые САУ применяются 
только в тех случаях, когда иными, более простыми средствами 
задача решена быть не может. Так, цифровыми делаются даже 
простые по алгоритму работы системы управления и регулирова
ния, если от них требуется большая точность. Например, сущест
вуют цифровые системы программного регулирования с цифровым 
задатчиком программы, цифровые следящие системы с цифровыми 
измерителями рассогласования и шаговыми исполнительными 
двигателями или другими исполнительными органами дискретного 
действия. Широко применяются цифровые регуляторы, особенно 
интегрального типа, в которых цифровое представление регули
руемой величины позволяет осуществить интегрирование с любой 
степенью точности. 

Однако основная область применения цифровых систем - это 
когда нужны системы с достаточно сложным алгоритмом преоб
разования информации в управляющем устройстве, требующим 
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применения ЦВМ. В этом случае в состав управляющего устройст
ва :могут входить ЦВМ вплоть до больших :машин универсального 
типа и даже RомплеRса таRих машин. Примерами таRих цифровых 
САУ являются системы управления судами, самолетами и раке
тами с помощью малогабаритных бортовых ЦВМ, системы центра
лизованного автоматичесRого управления производством. В таких 
системах 1<оличество входных и выходных величин объекта управ
ления может измеряться сотнями, а расстояния, на Rоторые пере
даются эти величины, - многими километрами, а в отдельных 
случаях и тысячами RИЛОl\Iетров. 

Область применения цифровых систем в настоящее время 
быстро расширяется по мере совершенствования ЦВ:М. 

Б. Особэнности динамики цифровых систем автоматического 
управления 

Наличие в цифровой системе квантования по уровню делает 
ее принципиа.льно нелинейной, каR и систе11Iу релейного действия. 
При это!II, нак и в релейных САУ, в цифровых системах возможна 
неустойчпвость в 11Iалом с установлением автоколебаний, амп.ли
туда Rоторых определяется зоной нечувствительности системы, 
равной шагу 1-шантования. Правда, поснольRу шаг Rвантования 
в цифровых САУ обычно мал, возможная амплитуда таRих авто
Rолебаний тоже достаточно мала. 

СтатичесRая точность цифровой САУ определяется шагом 
Rвантования, минимальная величина Rоторого ограничена точ
ностыо измерения выходных величин объеRта, а таю-не возможной 
точностью преобразования их в цифровую форму. При уменьше
нии шага Rвантования q, т. е. при увеличении числа уровней Rван-· 
то:вания и числа разрядов цифрового Rода, цифровая система 
приближается по своим свойствам н импульсной системе. При 
достаточной малости шага Rвантования q Rвантованием по уровню 
можно пренебречь и приближенно расс11Iатривать цифровую 
систе11Iу RaI< импульсную систему. Та11:ая импульсная система 
(получаемая из цифровой при q - О) называется п р е д е л ь -
н о й и м п у л ь с н о й с и с т е м о й. 

Особенностью динамиRи цифровых САУ по сравнению с им
пульсньши является обязательное наличие фиксированного вре
менного запаздывания в управляющем устройстве, определяемого 
длительностью одного циRла переработRи информации в ЦВМ. 

§ 12-5. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ ЦИФРОВЫХ СИСТЕМ
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПР АВЛЕНИ.Я 

М а т ем а т  и ч е с  R о е опис ани е  цифровых САУ осу
ществляется, как и импульсных САУ, с помощью разностных 
уравнений и дискретного преобразования Лапласа путем предва
рительной замены действующих в непрерывной части системы 
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непрерывных величин фиктивными дискретными в виде решетча
тых функций. Однако в связи с тем, что в отличие от импульсных 
систем в цифровых САУ имеется I{вантование по уровню, струк
турная схема цифровой САУ содержит, помимо импульсных 
элементов, нелинейные звенья - квантователи, описываемые мно
гоступенчатой релейной статической характеристикой. На рис. 
12-14, а показана структурная схема цифровой САУ, соответствую
щая схеме на рис. 12-12. Здесь преобразователь Н - Ц пред
ставлен последовательным соединением импульсного элемента
ИЭl и квантователя Kl. Импульсный элемент ИЭl осуществляет
квантование по времени, преобразуя входную непрерывную

а) УцвмfnТп] Ук2fпТп] Ук2fnТп]о(nТп-t) 

2Е 

В) 
" 1t ,,_ __ __,Х:Ь,х(Z} Fпp(Z) Х {Z) W," W." 

_ цвм!Z) 1np!Z) 

Z"(z) 

W:Г,.пр (Z} 

Рис. 12-14. Струь:турные схемы 
цпфровой СА.У 

функцию х (t) в последовательность ее дискретных зtшченпй 
через период квантования Т п, т. е. в решетчатую функцию х [пТ п J. 
Далее квантователь Kl, статичес1{ая харю{теристика которого 
по1{азана на рис. 12-13, осуществляет квантование по уровню 
этих дискретных значений, преобразуя Iiаждое значение х [пТ п1 
в дискретную величину в виде ближайшего целого числа уровней 
(шагов) q. Это число вводится в ЦВМ в определенной (обычно 
двоичной) системе счисления. 

ЦВМ производит вычисления над этой последовательностью 
чисел в соответствии с заложенной в нее программой (алгоритмом) 
и выдает через период Тп очередной результат У

цвм [пТп J тоже 
в виде числа. Выходная величина ЦВМ может быть выражена 
через входную с помощью разностного уравнения. Если выполняе
мые ЦВМ операции являются линейными, · соответствующее раз
ностное уравнение будет линейным. В этом случае ЦВМ может 
быть описана дискретной передаточной функцией (см. приложение 
1, п. Б). Это имеет место, например, когда алгоритм работы ЦВМ 
заключается в вычислении линейной функции отклонения выход-
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ной величины объекта от ее заданного значения, интегралов и 
производных, служащих для коррекции. 

Преобразователь Ц - Н представлен в виде квантователя 
по уровню К2, идеального б-импульсного элемента ИЭ2 и форми
рующего элемента ФЭ с передаточной функцией WФ (р). Форми
рующий элемент преобразователя Ц - Н представляет собой 
экстраполятор, сохраняющий сигнал на выходе ЦВМ в течение 
такта работы машины, т. е. периода Тп, за который она вырабаты
вает следующее дискретное значение выходного сигнала. Простей
ший такой экстраполятор, называемый экстраполятором нулевого 
порядка, удерживает выходной сигнал на исходном уровне, т. е. 
выдает прямоугольные импульсы шириной Т п, Соответственно 
передаточная функция формирующего элемента при этом опреде:.. 

ляется формулой (12-3) при Ти = Тп (см. рис. 11-1, в). Существуют 
экстраполяторы, изменяющие в течение периода Т и выходной 
сигнал по линейному закону (экстраполяторы первого порядка), 
по квадратичной параболе (экстраполяторы второго порядка) 
и т. д. 

Число уровней (ступеней статической характеристики) кван
тователей Kl и К2 в общем случае различно. У входного кван
тователя Kl число уровней обычно бывает большим, поскольку 
оно определяется числом разрядов ЦВМ, которое, в свою очередt, 
определяет точность обработки входной информации. В наиболее 
распространенном случае преобразования непрерывной величины 
в двоичный код число уровней у квантователя Kl равно 2т-1; 
где т - число двоичных разрядов входного преобразователя. 
Соответственно при обычном для входного преобразователя зна
чении т = 10 + 20 число уровней будет равно 103 + 106

• 

Поэтому чаще всего квантованием сигнала на входе ЦВМ можно 
пренебречь, заменив статическую характеристику квантователя 
Kl линеаризующей ее прямой линией. 

Число уровней выходного квантователя К2 определяется тре
бованиями статики и динамики САУ и обычно бывает небольшим 
вплоть до единицы, что соответствует обычному релейному управ
лению объектом [3]. Последний случай относится, например, 
к оптимальному по быстродействию управлению (см. главу три
надцатую). 

На рис. 12-14, б показана структурная схема цифровой САУ, 
преобразованная в соответствии с порядком, изложенным в § 12-2. 
Схема относится к случаю, когда непрерывная часть системы и 
алгоритм работы ЦВМ линейные. Квантование на входе ЦВМ не 
учитывается. Переменные заменены решетчатыми функциями. 
Выходная величина системы х:ых (z) показана в общем слу-чае 
в промежуточной точке непрерывной части системы, внешнее 
воздействие F�p (z) приведено ко входу ЦВМ. 

Дискретная передаточная функция WJвм (z) описывает ЦВМ 
со входным импульсным элементом ИЭl. Дискретные переда
точные функции W1�p (z) и WJп . пр (z) описывают участки системы 
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от ·входа импульсного элемента ИЭ2 соответственно до места 
нахождения выходной величины ХJых (z) и до выхода Z* (z) непре
рывной части системы. 

Если вследствие достаточной малости шага квантования выход
ного квантователя R2 им можно пренебречь, получим предельную 
импульсную систему, схема которой показана на рис. 12-14, в. 
Эта схема подобна схеме импульсной системы, приведенной 
на рис. 12-7, б. Однако между этими схемами имеется сущест
венная разница в отношении выражений для описывающих их 
ДИСI{ретных передаточных функций. Предельная импульсная схема 
цифровой САУ содержит два а)
импульсных элемента, т. е. со- У 

стоит из двух последовательно 6q 

5q 

4q 

Jq 
2q 

q 

о 

-q

6) q

I
дХ=Х-У 

2 АЛЛААЛ Л 1\. 1\. 1'\ 
q 'ГrfV v VVi..-J \1 \1 

-2 

.. 

t 

ВI{Jiюченных разомкнутых им
пульсных учаСТI{ОВ СО СВОИМИ 
импульсными элементами. Со
ответственно каждый такой уча
СТОI{ описывается своей дискрет
ной передаточной фунl{цией 
WJвм (z) и WJп.пр (z), а дискрет
ная передаточная фунl{ция всей 
разомкнутой системы будет рав
на произведению этих дисl{рет
ных передаточных фунl{ций, т. е. 
W* (z) = WJвм (z) W�':п.пр (z). 
ТолЬI{О в этом случае можно пе
ремножать дискретные переда
точные функции. Для схемы, со
стоящей из одного импульсного 

Рис. 12-15. Квантование сигнала в
цифровой СА У

элемента и последовательно включенных за ним непрерывных звеньев 
нельзя находить дискретную передаточную функцию всей цепочки 
путем вычисления дискретных передаточных фунl{ций по непре
рывным передаточным функциям отдельных звеньев и последую
шего их перемножения (см.§ 12-2). Например, в схеме на рис. 12-7 
дисl{ретную передаточную функцию WJп.пр (z) нельзя находить 
как произведение Wtпp (z) Wf (z), где W� (z) определена по 
непрерывной передаточной функции W2 (р). Последняя операция 
неправильна. Передаточную функцию W;п.пр (z) надо находить 
только по передаточной функции всей непрерывной части W;п.пр(р). 

Схема, представленная на рис. 12-14, относится к случаю кван
тования по времени с АИМ или предварительно приведенного 
к нему квантования с ШИМ или ВИМ (см. § 12-2). 

Ме т о д и к а  и с с л е д о в а н и я  ц и ф р о вых САУ 
в случае, когда можно пренебречь квантованием по уровню, 
сводится к исследованию предельной импульсной системы. При 
этом в процессе исследования устойчивости отдельно следует 
рассмотреть вопросы о возможности возникновения автоколеба
ний в точке установившегося режима за счет зоны нечувствитель-
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ности квантователя и об их параметрах подобно тому, как это 
делается в релейных системах, 

Rак показано на рис. 12-15, нвантованный по уровню сигнал У
можно представить нак неквантованный сигнал Х с наложенной 
на него ошибкой нвантования ЛХ. Ошибка квантования является 
случайной величиной, изменяющейся в пределах + q/2. При 
достаточно малом шаге квантования она имеет практичесни равно
мерное распределение относительно нулевого среднего значения 
(см. рис. П-4, г) и не зависит от закона изменения квантуемого 
сигнала [37]. Плотность вероятности ошибни квантования 

р(ЛХ)= 
! : при I ЛХ 1 � � ; 

О при I ЛХ 1 > � • 
(12-23) 

Дисперсия ошибки, согласно (П-53а), 
со 

D лх = � (ЛХ)2 р (ЛХ) d (ЛХ) = 
.-со 

(12-24) 

Таким образом, при достаточно малом шаге ивантования нали
чие в схеме квантователя эививалентно наличию источника шума 
на входе приведенной части системы. Поэтому в случае пр.иведе
пия цифровой САУ R предельной импульсной САУ путем исилюче
ния из схемы квантователя при исследовании точности системы 
ошибку квантования можно учесть введением па вход приведен
ной непрерывной части системы случайного возмущения (шума), 
описываемого выражением (12-23) и соответственно (12-24). 

При достаточно большом шаге квантования сведение цифровой 
САУ и предельной импульсной с заменой квантователя источ
ником шума, некоррелированного с ивантуемым сигналом, :может 
привести и недопустимо больщой ошибие. В этом случае цифровая 
система должна исследоваться как существенно нелинейная 
с учетом наличия в ней квантователя (рис. 12-14, 6) подобно 
релейной САУ без вибрационной линеаризации (см. одиннад
цатую главу). 

R о р р е к ц и я ц и ф р о в ы х С А У осуществляется 
прежде всего путем выбора соответствующего алгоритма ЦВМ, 
входящей в состав управляющего устройства, Поэтому принци
пиально здесь применимы любая иорренция, любой алгоритм 
управления, которые могут быть реализованы с помощью соот
ветствующей ЦВМ. При этом, �шк уже отмечалось, усложнение 
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алгоритма работы управляющего устройства в данном случае 
не ведет к снижению точности его реализации, как у систем 
непрерывного действия. 

Особенности синтеза цифровых САУ описаны в работах [37 ,40]. 

Глава Тlринадцатая 

ОПТИМАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
УПРАВЛЕНИЯ 

§ 13-1. ПОСТАНОВ!tА 3АДАЧИ .

Оптимальные САУ - это системы, в которых обеспечено 
оптимальное значение какого-либо основного показателя качества 
работы системы, называемого к р и т е р и е м о п т и м а л ь -
н о с т и. Таким критерием оптимальности может быть один 
из показателей качества переходных процессов (например, длитель
ность), точность, потребляемая мощность и т. п. 

В настоящей главе будет рассмотрена методика синтеза опти
мальных САУ. С этой задачей мы встречались еще в теории линей
ных САУ, в частности при синтезе оптимальной передаточной 
функции управляющего устройства по минимуму дисперсии 
на выходе системы (см. § 3-3) и при определении оптимальных 
значений варьируемых параметров системы по минимуму инте
гральных критериев качества (см. § 5-4). Сейчас мы рассмотрим 
эту задачу в общем виде, включая нелинейные системы. 

Общая постановка задачи синтеза САУ была дана в § 7-5. 
При решении этой задачи необходимо удовлетворить многочислен
ным и обычно противоречивым требованиям, предъявляемым 
к различным показателям, характеризующим систему. В соответ
ствии с данным выше определением оптимальной САУ задача 
ее синтеза заключается, таким образом, в создании САУ по усло
вию . обе�;печения оптимума одного из показателей качества 
системы при учете требований к остальным показателям в виде 
ограничений на их значения. Такая постановка задачи синтеза 
САУ является упрощенной и соответствует случаю, когда из всех 
предъявляемых к системе требований можно выделить одно 
основное, которое главным образом и определяет качество работы 
системы в целом. В общем случае, когда имеется несколько равно 
важных показателей качества, которые не удается объединить 
в общий комбинированный показатель (см. § 7-5), синтез САУ 
на оптимум каждого из этих показателей в отдельности при 
ограничении остальных дает варианты решения, являющиеся 
идеальными для отдельных показателей. Знание этих вариантов 
может существенно помочь проектировщику при выборе опти
мального н:омпромиссного варианта. 
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Для того чтобы дать математическую постановку задачи 
синтеза оптимальной САУ, остановимся вначале на математи
ческом описании критериев оптимальности, ограничений и объекта 
управления. 

R р и т е р и и о п т и м а л ь н о с т и. Чаще всего при-
ходится иметь дело с критериями оптимальности, величина 
ноторых определяется не текущим состоянием объекта, а измене
нием его в течение всего процесса управления. В результате для 
определения критерия оптимальности требуется интегрировать 
каную-либо функцию, величина которой зависит от тен:ущеrо 
состояния объекта, т. е. тан:ой н:ритерий оптимальности является 
интегральным функционалом 1 и его можно представить в виде 

tп 

Q (Х, U) = � G (Х, U) dt. (13-1) 
о 

Здесь G (Х, U) - фунн:ция выходной величины объекта Х и 
управления (управляющего воздействия) U, являющихся в общем 
случае вен:торами, содержащими произвольное число составляю
щих; tп - длительность процесса управления. 

Обычно н:ритерий оптимальности Q составляют так, чтобы 
условием оптимальности был его минимум. В этом случае, н:оторый 
мы и будем в дальнейшем иметь в виду, критерий оптимальности 
можно трактовать кан: обобщенную <<стоимосты> достижения цели. 
управления, показатель <шотеры> на управление, и задача синтеза 
системы заключается в их минимизации. 

R н:ритериям оптимальности типа (13-1) относятся уже 
упомянутые интегральные н:ритерии н:ачества переходных процес
сов, описанные в§ 5-4. Подынтегральная функция в этих критериях 
содержит только выходную величину объекта Х. Примером н:ри
териев, в которых подынтегральная функция содержит управле
ние U, являются функционалы 

tп r 

Q (U) = � � ki \ И i \ dt (13-2) 
О i=1 

и 
tп r 

Q (U)= � � kДf dt, (13-3) 
О i=1 

где ki - коэффициенты пропорциональности. 
Первый из этих интегралов применяется при минимизации 

р а с х о д  а рабочего тела (обычно топлива), который опре
деляется величиной управляющего этим расходом воздействия U. 

1 Фующионал - это величина, значение которой определяется заданием
фун1щии. Примером функционала являются интегральные критерии каче
ства (см. § 5-4), значение которых определяется всей кривой переходного 
процесса, т. е. фующией :сп (t), 
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Такая вадача характерна для систем управления полетом летатель
ных аппаратов. 

Второй интеграл (13-3) применяется в вадачах на м и н  и м  у м
э н е р г и и, когда величина квадрата управляющего воздей
ствия определяет мощность, расходуемую при управлении объек
том. Сюда относится, например, случай, когда управляющее 
воздействие определяет величину электрического тока, потреб
ляемого объектом. Тогда интеграл от квадрата этого воздействия 
будет мерой расхода электроэнергии. 

Используются и более сложные критерии оптимальности 
типа (13-1), включающие в себя одновременно как выходную 
величину Х, так и управление U. (Такие критерии применяются, 
в частности, для обеспечения единственности решения, когда 
приведенные выше более простые критерии не обеспечивают 
этого.) 

Критерий оптимал:ьности может быть интегральным функцио
налом не во временной, а в частотной области. Именно такой 
критерий применен, в частности, в упомянутой выше задаче 
оптимизации системы по минимуму дисперсии, выражаемой черев 
частотную функцию системы и спектральную плотность внешнего 
воздействия (см. § 3-3). 

В простейших случаях критерий оптимальности может пред
ставлять собой просто функцию. Это будет, в частности, когда 
оптимизируется конечное состояние объекта (например, задача 
минимизации промаха в конечный момент времени при управлении 
ракетой <<вемля - вовдух>>, вадача мягкой посадки и стыковки). 
Наиболее простой подобный критерий оптимальности относится 
к вадаче на минимум времени процесса управления tп , Этому 
случаю в выражении критерия (13-1) соответствует G = 1. 
Системы, в 1-юторых обеспечивается минимум этого критерия, назы
ваются с и с т е м а м и, о п т и м а л ь н ы м и п о б ы с т р о -
д е й с т в и ю. 

О равных вариантах критериев оптимальности, применяемых 
в вадачах синтева оптимальных САУ при случайных воздей
ствиях, будет говориться в § 13-4. 

Ог р а н и ч е н  и я. Как сказано выше, при синтеве САУ 
на оптимум определенного показателя качества системы необходи
мые требования к другим показателям учитываются в виде ограни
чений их значений. Кроме того, помимо этих ограничений, суще
ствуют еще ограничения, обусловленные конструкцией и услови
ями эксплуатации системы ( ограничения запаса топлива, электро
энергии, температуры нагрева и т. п.). 

В общем случае все эти ограничиваемые величины, как и 
критерий оптимальности, могут быть представлены в виде функци
оналов Q (Х, U) от Х и U. Поэтому соответствующие ограни
чения принимают вид неравенств: 

(13-4) 
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Например, задача синтеза системы, оптимальной по быстро
действию, может включать в себя ограничения на дисперсию
выходной величины, расход топлива и т. п. В более простых слу
чаях ограничиваемые величины Qт (Х, U) могут представлять
собой функции. В пределе это могут быть просто ограничения,
накладываемые на значения отдельных выходных величин и управ
лений и задаваемые в виде неравенств: 

Xi-Xiпp�O; }
Иi-Иiпр�О, 

(13-5)

где Хiпр и UiПp - предельно допустимые значения соответствую
щих координат (например, скорость исполнительного двигателя,
угол поворота заслоюш, руля и т. п.). 

Координаты объекта и управляющие воздействия, удовлет
воряющие заданным ограничениям, называются д о п у с т и -
м ы  ми. 

О б ъ е к т  у п р  а в л е н  и я. В общем виде объект управле
ния описывается зависимостью его выходных величин Хот входных
величин - управления U и возмущения F: 

Х=А
0 (U, F, t). (13-6)

Здесь А 0 - оператор объекта, в общем случае нелинейный. 1 

Время t присутствует в (13-6), если объект нестационарный.
Обычно зависимость (13-6) задают в виде системы дифферен-·

циальных уравнений: 
dX·
a:f = cpi (Х1, ... ' Хп; И1, ... ' и r; F1, ... ' F1; t), (13-7)

i=1, 2, ... , п,
где cpi - в общем случае нелинейные фующии. 

В векторной форме уравнение (13-7) принимает вид:
а:х 

dt =q> (Х, U, F, t), (13-8)

где <р - п-мерный вектор - функция с координатами ср1 , cr 2, 

••• , (/Jп• 
Задание объекта управления должно быть дополнено 3аданием

г р а н и ч н ы х у с л о в и й, т. е. начального состолния объекта
при t = О и конечного состояния, определяемого целью управле
ния в виде задания G. 

Задача синтеза оптимальной САУ теперь может быть сформу
лирована следующим образом (рис. 13-1, а). Заданы математи
ческое описание объекта управления (13-4), граничные условия,

1 Оператор определяет одну функцию через другую. Он может быть 
задан в виде уравнений, графиков или таблиц. В (13-6) оператор А 0 симво
лически определяет всю совокупность математических операций, с помощью
которых по множеству входных функций U и F находится множество выход
ных функций Х, представленных в виде вектора. Для линейного объекта 
оператор может быть представлен в виде передаточной функции. 
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включающие в себя цель управления, ограничения (13-4), наложен
ные на выходную величину объекта Х и на управляющее воздей
ствие U, внешние возмущения F и критерий оптимальности (13-1). 
Требуется найти управляющее устройство, обеспечивающее талое 
управление объектом, при котором цель управления достигается 
при минимальном значении критерия оптимальности и выполнении 
всех имеющихся ограничений. Найти управляющее устройство 
означает в нашем случае определить его математическое описа
ние, т. е. оператор _А уу

, выражающий управление U в общем 
случае через выходную величину 
объекта, внешние воздействия и время: а)

U =Ауу (Х, G, F, t). (13-9) 
В связи с постановкой задачи 

оптимального управления введем по-
нятие у п р а в л я е м о с т и. 

6) Объе-к,т называется управляе.i\tым, 
если существует хотя бы одпо дony
cmuJttoe управление (т. е. управлен,ие, 
удовлетворяющее ааданныJ.t ограниче
ниям), переводящее систему иа задан
ного начального в ааданиое -к,оиечиое 
состояиие аа -к,оиечиый промежуто-к, 
времени. Очевидно, что задача синтеза 
оптимального управления может быть х, 

решена только в случае, если объект Рис. 13-1. :к задаче оптималь-
является управляемым. Поэтому весь- ного управления 
ма существенно иметь достаточно 
простые критерии управляемости, позволяющие ответить на воп
рос о существовании решения, перед тем как приступить к его 
поиску. Такие критерии существуют для отдельных типов объек
тов, в частности для линейных [26]. 

Если воспользоваться фазовым пространством, задаче синтеза 
оптимального управления можно дать следующее геометрическое 
толкование (рис. 13-1, 6). Пусть целью управления объектом 
является перевод его из начального состояния, соответствующего 
точке Х (О), в конечное, соответствующее точке Х (tп), Этот пере
вод осуществляется под действием управления U (t) и в зависи
мости от выбора последнего может происходить по разным. траекто
риям (штриховые линии на рис. 13-1, 6). Каждой траектории 
соответствует определенное значение критерия оптимальности Q.
Задача заключаtэтся в определении такого допустимого управле
ния U (t) и соответствующей траектории Х (t), для которых 
критерий Q имеет минимум. Для автоматического осуществления 
этого оптимального управления должен быть найден соответ
ствующий оператор управляющего устройства (13-9). 

Требование минимизации критерия Q может быть формально 
заменено требованием минимизации коночного значения одной 
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из r{оординат объекта управления. Для этого в уравнения (13-7) 
объе1{та вводится дополнительная координата, которой является 
функционал Q. Это делается добавлением к уравнениям (13-7) 
нового уравнения: 

причем 
Х0 (0)=0. 

С учетом (13-1) из (13-10) следует, что 

Q=Xo (tп)-

(13-10) 

(13-11) 

Для нестационарного объекта можно аналогично устранить 
время t из правых частей уравнений ( 13-7) формальным: пред
ставлением его в виде еще одной новой координаты Х

п+
� объекта. 

Для этого к уравнениям (13-7) добавляется уравнение 

причем 

dХпн
= 1 

dt ' 

Хп+1 (0)=0. 

(13-12) 

В результате таких преобразований размерность фазового про
странства увеличивается на два, т. е. становится равной (п + 2). 

Задача оптимального управления, в которой граничные усло
вия заданы начальной и конечной точками траектории, назы� 
вается з а д а ч е й с ф и к с и р о в а н н ы м и к о н ц а м и. 
:Как видно из изложенного выше, возможны случаи, когда одно 
или оба граничных условия заданы не точкой, а конечной 
областью ее возможного нахождения или совсем не заданы. 
Последние задачи называются з а д а ч а м и с о с в о б о д -
н ы м и  к о н ц а м и  (или с одним свободным: концом). Суще
ствуют также з а д а ч и с ф и к с и р о в а н н ы м в· р е м е -
н е м  п р  о ц е с с а. Часто имеется возможность для упрощения 
задачи переходить путем изменения критерия оптимальности 
от задачи с фиксированными концами к задаче со свободным кон
цом и от задачи с незаданным временем к задаче с фиксирован
ным временем процесса. Наконец, существуют задачи оптимиза
ции, характерные, в частности, для систем регулирования, целью 
которых является удержание объекта, подверженного возмуще
ниям, в заданной точке, области или на заданной траектории. 

Если хотя бы одно из внешних воздействий F или G является 
случайной величиной, соответственно и критерий оптимальности 
должен быть статистическим. В связи с особенностями математи
ческого аппарата в последнем случае в дальнейшем изложении 
принят следующий порядок. Сперва рассматривается синтез 
оптимальных САУ, находящихся под действием детерминирован
ных воздействий, а затем - особенности синтеза при случайных 
воздействиях. 
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§ 13-2. МЕТОДЫ НАХОЖДЕНИЯ ЭКСТРЕМУМОВ ФУНКЦИОНАЛОВ

Общим математическим аппаратом, применяемым при синтезе 
оптимальных САУ, поскольку здесь речь идет о нахождении 
экстремумов функционалов, является вариационное исчисление, 
включая как классические вариационные методы, основанные 
на уравнениях Эйлера - Лагранжа, так и методы, созданные 
в пятидесятые годы нашего столетия, а именно динамическое 
программирование Р. Беллмана и принцип максимума Л. С. Понт
рягина. Эти последние методы наиболее удобны для задач опти
мального управления, поскольку наличие в этих задачах ограниче
ний существенно усложняет применение классических вариа
ционных методов [38). Они ,предполагают применение вычисли
тельных машин, давая программу численного решения задачи 
нэ машине. 

В случае �равнительно простых задач с одним, максимум двумя 
управляющими воздействиями определение оптимального управ
ления возможно методом прямого поиска путем многократного 
нахождения процесса на вычислительной машине при вариации 
управляющего воздействия. В простейшем случае это может 
быть выполнено на вычислительных машинах непрерывного дей
ствия. Для объектов второго порядка оптимальное управление 
l\Iожет быть найдено с помощью фазовой плоскости [38). 

Рассмотрим метод динамического программирования и принцип 
l\Iансимума. 

А. Динамическое программирование 

Этот :метод решения вариационных задач предложен американ
ским ученым Р. Беллманом. В основу его положен следующий: 
принцип оптимальности: любой копечпый 
участок оптимальпой траектории яв
ляется тоже оптималы-юй траекторией, 
т. е. часть оптимальной траектории от 
любой промежуточной точки до конца 
явш�ется оптимальной траекторией меж-
ду этими точками, если считать данную н 
промежуточную точку началом траек- Х{О)
тории. Сказанное иллюстрируется рис. 
13-2. Принцип оптимальности означает,
что если траектория 1-2 между точка
ми Ни К является оптимальной, то опти- Рис. 13-2. R прпвципу оп-

б б тимальности l\Iальным удет и лю ой: ее конечный уча-
сток от произвольной точки i до точки К.

Этот принцип оптимальности не является всеобщим. Он спра
ведлив для систем, у которых оптимальная траектория не зависит 
от предыстории системы, а целиком определяется исходным ее 
состоянием. В последнем случае справедливость принципа опти
мальности очевидна: если траектория 1-2 оптимальна, обеспечи-
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вая 111инимум критерия, то оптимальна и траектория 2, так как, 
если оптимальной траекторией между точками i и К оказалась 
бы какая-то другая траектория 2', оптимальной трае1{торией 
между точками Н и К была бы трае1{тория 1-2', поскольку для 
нее критерий оптимальности имел бы меньшее значение, чем 
на траектории 1-2, за счет меньшего приращения его на 
участке 2'. 

Поясним вначале суть метода динамичесного программирова
ния на следующем простом: примере (рис. 13-3). Требуется пере
вести некоторый объект из точки Н в точку К за т шагов, каждый 
из которых, кроме последнего, имеет l вариантов, обеспечив при 

<r-----<J---0----0-----Q-----Q.1 

т 

1-й шаг 2-11 шаг J-ii шаг
(т-Щ-й (т-1)-11 • 
шаг шаг . т-и шаг 

Рис. 13-3. :К методу динамического программирования 

этом :минимум критерия оптимальности Q. Этот критерий опти
мальности зависит от траеl{тории движения, и нам известна вели
чина его приращения ЛQi, соответствующая шагу из любой 
ТОЧI{И пути (переходу из каждой точни на рис. 13-3 в каждую 
точку на следующей вертикаJIИ, соответствующей концу очеред
ного шага). Таким образом, требуется выбрать оптимальную 
траекторию из точки Н в точ1{у К из конечного числа возможных 
траекторий, минимизирующую критерий Q. Речь может идти, 
например, о выборе маршрута автомобиля или другого движуще
гося объекта, проходящего через заданные точки и обеспечиваю
щего минимум расхода горючего или времени движения. В дан
ном случае величина Q является функцией l (т - 1) переменных. 
Число возможных их комбинаций, т. е. число возможных вариан
тов решения, равно zm-1

• При небольших значениях l и т опти
мальное решение можно найти перебором возможных вариантов 
на вычислительной машине, однако в большинстве реальных 
задач это потребовало бы чрезвычайно большого объема вычисле
ний. Решение этой задачи методом динамического программирова
ния рез1{0 сокращает объем работы. 

Нахождение оптимальной траектории этим: методом начнем, 
основываясь на указанном выше принципе оптимальности, с конеч
ной точ1{и К, <<ш1тясы> к начальной точ1{е Н. Для каждой исходной 
точки предпоследнего, (т - 1)-го, шага найдем:, например, пере-
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бором из l вариантов или любым другим методом нахождения 
оптимума функции (см. § 14-3, п. В) оптималъную траекторию 
перехода в точку К, дающую минимальное приращение ЛQ кри
терия оптимальности. Результаты можно представить таблицей: 

Номер на-
нальпой точки 1 2 l 

(т -1)-го . . .

шага 

Значение
ЛQмпн за два 

шага: 
т-1ит 

(При решении задачи с помощью вычислительной машины эти 
данные заносятся в память машины.) 

Затем, переходя к l исходным точкам предыдущего, (т - 2)-го, 
шага, находим для каждой из них оптимальную траекторию 
в конечную точку К и составляем таблицу соответствующих 
значений ЛQмин- При этом суммарное значение ЛQ�шп для последних 
двух шагов берется из предыдущей таблицы. Аналогично находим 
оптимальную траекторию из начальных точен (т - 3)-го шага 
и соответствующие значения ЛQмин и т. д., пока не дойдем до 
начальной точки Н. В результате получаем решение всей задачи, 
т. е. оптимальную траекторию в целом. При этом на последнем 
этапе решения будет найдено минимальное значение нритерия 
оптимальности Qмин в виде минимальной суммы среди l сумм 
значений ЛQ за первый шаг и найденных перед этим значе
ний ЛQмин за последующие т - 1 шагов из l{аждой из l точек 
конца первого шага. 

Таким образом, в данном случае задача нахождения оптималь
ного значения функции Q т - 1 переменных, каждая из которых 
может иметь l значений, свелась к последовательному решению 
более простой задачи нахождения оптимума функции одной 
переменной, имеющей l значений, т. е. с помощью динамичесного 
программирования выбор из zin-i вариантов сведен к много
кратному последовательному выбору всего из l вариантов·. Напри
мер, длят= l = 10 выбор из 109 цариантов сводится к последо
вательному выбору из 10 вариантов. 

Решение задачи описанным методом не обязательно требует 
<шопятного>) движения от l{ОНЦа 1{ началу. Можно, например, 
применить такую процедуру расчета. Вначале для каждой из точек 
конца второго шага (рис. 13-3) находим оптимальную траекторию 
(оптимальную промежуточную точl{у в конце первого шага), 
дающую минимум приращения ЛQ. Затем то же определяем для 
каждой точки конца третьего шага, используя при этом ранее 

299 



найденные оптимальные решения для суммы первых двух шагов. 
И так действуя далее, доходим до конечной точ1{и К. При этом 
в конце предпоследнего шага для каждой из l точек оказываются 
найденными оптимальные траектории из начальной точки Н и 
соответствующие значения минимального приращения ЛQ. Мини
мальная из сумм каждого из этих приращений с соответствующим 
данной точке приращением ЛQ на последнем шаге и определяет 
искомую оптимальную траекторию из точки Н в конечную 
точку к.

Математически изложенный метод выглядит следующим обра
зом. Предположим, что речь идет о цифровой системе с квантова
нием по уровню и по времени, т. е. шаги в решении представляют 
собой фиксированные интервалы времени. Требуется найти закон 
управления U (t) заданным объектом с учетом ряда ограничений, 
переводящий объеI,'r из состояния, характеризуемого точкой Х (О) 
фазового пространства, в состояние, характеризуемое точкой 
Х (tп), при условии обеспечения минимума критерия оптималь
ности: в виде функционала (13-1): 

tn 

Q = � G (Х, U) dt.
о 

Для дискретной системы с квантованием по времени интеграл 
в последнем выражении заменяется суммой функций дискретных. 
величин, т. е. 

т 

Q = � G {Х [ п], U [ п]}. (13-13) 
n=O 

Здесь введено относительное время, так что п - это текущий 
номер шага во времени, равно.го периоду квантования (см. § 12-2). 
При этом соответственно уравнение объекта записывается в конеч
ных разностях. Задача заключается в определении: управле
ния U [п] в виде последовательности значений U [О], U [1], ... , 
U [т - 1 j (каждое из них может иметь одно из l дискретных 
значений), минимизирующих сумму (13-13) при заданных уравне
ниях объекта и ограничениях величин U и Хна его входе и выходе. 

Допустим для простоты, что время процесса фиксировано 
шагами, и будем искать решение, опять двигаясь <шопятно>> 
с конечного момента t = tп, т. е. в относительном времени 
с момента п = т. Решение задачи начинаем с нахождения и запо
минания оптимального значения управляющего воздействия 
U [т - 1] в начале последнего интервала для каждого возмож
ного дискретного значения Х [т - 1] в пределах заданных огра
ничений последнего. Одновременно запоминаем и соответствую
щие значения приращения Л Qm-l критерия оптимальности. 
В результате находим оптимальные значения ЛQm-l и U [т - 1] 
как функции Х [т - 1]. 
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Затем переходим к началу (т - 2)-го шага и находим минимум 
приращения Л Qт-2 за два последних шага и соответствующее 
оптимальное значение U [т - 2) как функцию выходной вели
чины системы Х [т - 2) в этот момент. Минимальное значе
ние ЛQm--2 для конкретного значения Х [т - 2) определяем 
варьированием U [т - 2). При этом для каждого значения 
U [т - 2) сперва находим приращение критерия оптимальности 
за второй шаг и значение Х [т - 1) в конце второго шага. После 
этого определяем полное приращение ЛQm

_
2 

за два шага, исполь
зуя ранее найденную зависимость ЛQm-i от Х [т - 1). Переходя, 
далее, к началу (т - 3)-го шага и т. д., попадаем в конце концов 
в начальную точку Х [О], определив при этом оптимальное управ
ление U [п], сам оптимальный процесс Х [п) и суммарную величину 
критерия оптимальности Q. Таким образом, опти:миаация фунr;,
ционала, аависящего от исr;,о:мой фунr;,ции U [п], аа:меняется 
последовательностью т опти:миааций аначительно более простой 
фунr;,ции ЛQm-i одной переменной U [т - i]. Благодаря послед
нему упрощению метод динамичесн:ого программирования поз
воляет решать задачи оптимизации, н:оторые не решаются н:лас
сическими методами вариационного исчисления путем прямой 
оптимизации исходного функционала. 

Описанную процедуру решения лишь в простейших случаях 
можно провести аналитичесн:и, т. е. с получением аналитического 
выражения исн:омого решения. В общем же случае метод динами
ческого программирования следует рассматривать как метод 
составления программы для численного решения задачи на цифро
вых вычислительных машинах. 

Метод динамичесн:ого программирования может быть применен 
и для оптимизации непрерывных систем путем предварительной 
их дисн:ретизации, т. е. замены непрерывных переменных диск
ретными (см. § 12-2). Правда, Беллман развил метод динамиче
ского программирования и на случай непрерывных систем, однако, 
поскольн:у практически решение осуществляется на цифровых 
вычислительных машинах, последние все равно требуют проведе
ния дисн:ретизации. 

Метод динамичесн:ого программирования применяется не только 
для решения задач оптимизации управления. Он является 
о б щ и м  м е т одо м р е ш е н и я  м н о г о ш а г о в ы х
(м н о г о э т а п н ы х) з а д а ч из любой области _техники. 

В. Принцип максимума 

Принципу ман:симума Л. С. Понтрягина можно дать следую
щую геометричесн:ую интерпретацию (рис. 13-4, а). Пусть стоит 
задача о переводе за минимальное время изображающей точки 
из некоторого начального положения Н в определенное конеч
ное К. Каждой точн:е фазового пространства, он:ружающеrо 
точн:у К, соответствует определенная оптимальная траектория 
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и отвечающее ей минимальное время перехода в эту точку. Вокруг 
конечной точки можно построить поверхности, являющиеся 
геометричеСI{ИМ местом точеI{ с одинаковым 11пшимальным време
нем t

i перехода в эту точку (рис. 13-4, а). Такие поверхности 
называются поэтому из о х р  о н  а м и. Очевидно, что оптималь
пая по быстродействию траеу;,тория иа точу;,u Н в у;,онечную точку R 
должпа быть мау;,сuмальпо блuау;,а пормалям у;, иаохропам, насI{олько 
это позволяют orpa ничения, налагаемые на I{Оординаты объеI{та 
и управление. 

о) б} Хп .--
,,.�-- � 

"ll'z(O) ____ _ ____ К 
'I'.,(O) Х(tп) 

3{0} 
\Jl'4 (0) 

Рис. 13-4. R принципу максимума 

Действительно, всяI{ое движение вдоль изохрон увеличивает 
время процесса, таI{ I{aI{ означает заrрату времени без уменьшения 
отрезка времени, остающегося до момента достижения I{Онечной 
тОЧI{И. МатематичесI{И это условие оптимальности траеI{тории 
означает, что на протяжении всей траеI{тории скалярпое проиа
ведепие веу;,тора су;,орости v = dX /dt па веу;,тор, обратпый гра
диепту времени перехода в копечную точу;,у, должпо быть мау;,си
мальпо 1. Если обозначить это произведение через Н, а :веI{тор, 
обратный градиенту времени перехода, через 'Ф, т. е. 'Ф =
= -grad tп (см. рис.13-4, а), то это условие можно записать следую
щим образом: 

n 

H='lj,v= �'Фivi = max, 
i=1 

(13-1.4) 

где 'Фi и z,i - I{Оординаты веI{торов 'Ф ('Ф1, 'lj,2, ... , 'li'n) и v (v1, 
v2, ... , Vn), т. е. условием· оптимальности является мау;,сuмум
проеу;,цuи веу;,тора v на направление 'lj,. 

Сформулированное условие оптимальности и есть п р и н -
ц и п м а I{ с и м у м а Л. С. П о н т р я г и н а. 

В общем случае произвольного I{ритерия оптимальности Q 
(13-1) поверхности постоянного значения этого I{ритерия назы-

1 Напомним, что сналярное произведение двух вепторов равно пропзве
денnю их модулей на косш1ус угла между нш1ш. 
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ваются и з о п о в е р х н о с т я м и. Условие оптимальности при 
эrом сохраняется прежним, т. е. в виде условия (13-14) - макси
мума функции Понтрягина Н, где вектор 'Ф представляет собой 
взятый со знаком минус градиент критерия оптимальности. При 
применении принципа максимума в общем случае уравнение 
объекта дополняется уравнениями (13-10) и (13-12), содержащими 
координаты Х0 и Xn+l • 

Пра�{тическая методика нахождения оптимального управле
ния U (t) и соответствующей оптимальной траектории Х (t) 
не требует определения изоповерхностей. Необходимые для 
решения задачи векторы 'Ф находятся без этого с помощью сле
дующих так называемых с о п р я ж е н н ы х у р а в н е н и й, 
справедливых для оптимальной траектории: 

п+1 d,Pi '\"1 . dv1 
dt = - ,1.. 'Ч'i dXi ' 

j=O 

i=0, 1, 2, ... , п, п+1. 

(13-15) 

Здесь Х1 , Х2, . . .  , Хп - выходные координаты объеl{та; Х0 и 
Хпн - дополнительные координаты, введенные уравнениями 

dX·
(13-10) и (13-12), а vi=7t определяются правыми частями 
уравнений объекта с учетом уравнений (13-10) и (13-12). 

Уравнения (13-15) получаются из условия (13-14), согласно 
которому производные Н по Xi в точках оптимальной траекто
рии равны нулю [38]. 

Уравнещш объекта в виде (13-7) и сопряженные уравне
нпя (13-15) можно представить в виде у р а в не н и  й Гам и л ь  -
т о н  а, если ввести в них величину 

п+1 

Н= � ,PjVj, 
j=O 

где v1 определяются из уравнений объекта. 
Учитывая, что (так как vi не зависит от ,р) 

и подставив эти выражения в уравнения объеl{та и в сопряжен
ные уравнения, получим эти уравнения в след:ующем виде: 

axi ан 
дt = д,Рi ; 
а1�; __ ан 
Тt- - axi · 

(13-16) 

(13-17) 
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Соответственно св:аляр Н называется гамильтонианом. 
Наша задача - найти зав:он управления U (t), дающий 

в результате совместного решения уравнений объекта и сопряжен
ных уравнений тав:ую траекторию движения Х (t), для :которой 
значения Н во всех ее точв:ах будут максимальны. Тав:им образом, 
искомые функции U

j (t), :которые входят в указанные выше уравне
ния, находятся решением последних совместно с уравнениями 

ан 

дU· =0, i=1, 2, ... , r
J 

с учетом тав:же возможности получения максимума Н на границе 
области допустимых управлений, где отдельные производные 
дН lдU

j могут не обращаться в нуль. 
Основная сложность здесь заключается в том, что нам известны 

не все начальные условия задачи: даны начальные значения Х (О), 
но не известны начальные значения 'Ф (О) введенной нами вспомога
тельной величины ф. 

Если задаться произвольными начальными значениями 'Ф (О) 
и решить совместно уравнения объекта и сопряженные уравнения, 
получим оптимальную траекторию, :которая пройдет мимо задан
ной :конечной точв:и К (рис. 13-4, 6). Само построение траектории 
при этом может осуществляться путем разделения времени на 
достаточно малые интервалы· Лt и определения оптимальных · 
значений U по условию получения максимума значений Н сперва 
для начального, а затем последовательно для очередных дискрет
ных моментов времени, разделенных интервалами Лt. Искомое 
оптимальное управление определяется методом последовательных 
приближений посредством задания последоnательно разных на
чальных значений 'Ф (О) до тех пор, пов:а не будет получена опти
мальная траектория, проходящая через заданную :конечную 
точв:у. 

При применении вычислительной машины этот процесс 
может быть автоматизирован путем организации поисв:а 'Ф (О) 
по ус,ловию минимизации расстояния до находимых траекторий 
от заданной :конечной точв:и при одновременной мав:симизации 
гамильтониана Н на интервалах Лt отдельных просматриваемых 
траекторий. 

Принцип максимума - необходимое и достаточное условие 
оптимальности тольв:о для линейных объектов. Для общего случая 
нелинейных объектов он является толыю необходимым [38]. Это 
означает, что с его помощью находится не оптимальное управле
ние, а некоторая суженная группа допустимых управлений, 
тольв:о среди :которых может быть искомое оптимальное управле
ние, если оно вообще существует. Нахождение последнего должно 
производиться далее, например, перебором. Пример применения 
принципа максимума приведен в следующем параграфе. 
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§ 13-3. ОПТИМАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО
УПР АВЛЕНИ.Я ПРИ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ 

А. Понятие об оптимальных по быстродействию САУ. 
Теорема об п интервалах 

Рассмотрим в качестве типовой практически часто встречаю
щуюся задачу управления, оптимального по быстродействию. 

В линейной САУ быстродействие может быть сделано сколь 
угодно большим путем введения соответствующей коррекции. 
Например, как было показано в § 7-2, в случае апериодического 

u ф u k
звена с передаточнои ункциеи Tp+i включение перед ним

пропорционально-дифференцирующего звена позволяет полностью 
скомпенсировать инерционность основного звена и получить 
бесконечно большое быстродействие, т. е. идеальное звено с tп = О. 
(Для звена п-го порядка получение такого же результата требует 
корректирующих воздействий по п производным.) 

Однако реальные САУ нелинейны - в них всегда существуют 
ограничения переменных величин и их производных (см. § 8-1). 
Если же в САУ ограничена хотя бы одна переменная, это ограничи
вает и время переходных процессов в ней. В частности, упомянутая 
выше полная компенсация инерционности апериодического звена 
первого порядка путем введения дополнительного воздействия 
по производной в этом случае пран:тически не реализуема, так как 
при скачкообразном изменении входного сигнала сигнал по его 
производной будет бесконечно велик и, следовательно, не может 
быть пропущен звеном без искажения вследствие ограничения 
(насыщения) его статической характеристики. Например, если 
этим звеном является электрический двигатель постоянного тока, 
его выходной величиной - скорость, а входной - напряжение 
якоря, то из-за ограничения величины этого напряжения макси
мально допустимым значением (по условию электрической проч
ности изоляции и механической целостности якоря при действии 
центробежных сил) время переходного процесса изменения ско
рости от одного ее значения до другого тоже получается ограни
ченным. 

Начнем рассмотрение задачи оптимального по быстродействию 
управления с простейшего случая, когда внешнее воздействие, 
вызывающее переходный процесс, представляет собой ступеньку, 
т. е. постоянно в течение переходного процесса. Пусть объект 
управления является линейным апериодическим звеном первого 
порядка (рис. 13-5, а), а входной управляющий сигнал И ограни
чен по величине некоторым предельным значением Ипр. (Этим 
звеном может быть, например, двигатель постоянного тока, 
у которого вход - напряжение, ограниченное определенныи 
пределом, а выход - скорость вращения вала.) Рассмотрим 
вопрос, каким образом следует изменять управляющий сигнал И, 

305 



чтобы обеспечить м:аксимально быстрое изменение сигнала Х, 
скажем, от нуля до определенного значения Хст- (В случае двига
теля, тюшм образом, речь идет о максимально быстром его разгоне 
до определенной скорости.) Начальные условия будем считать 
пока нулевыми. 

Оптимальный процесс управления показан на рис. 13-5, б. 
Для обеспечения возможно быстрого изменения Х необходимо, 
очевидно, сигнал И мгновенно изменить до предельно допустимого 
значения Ипр и удерживать это значение до тех пор, пока Х не 

а) 

�1 k 11 Тр+1 

б) 

х 

"_J и 

tn 't 

Рис. 13-5. Пример
оптимального по бы
стродействию управ
ления объектом пер-

вого порядка 

б) 
х 

Unp 
..._..,__,,,.___,-i

и 

Uст -
о t 

-Uпр 
------------

Рис. 13-6. Пример оптимального по бы
стродействию управления объектом вто

рого порядка 

достигнет заданного значения Хст- При этом Х будет изменяться 
с максимально возможной, с учетом ограничения И, быстротой. 
После этого И следует мгновенно уменьшить до значения, соот
ветствующего по статической характеристике Х = Xc·r, т. е. 
до Ист = Xcт lk. На этом переходный процесс заканчивается. 
Его длительность tn определяется инерционностью звена, т. е. 
постоянной времени Т, величиной ограничения Ипр и, конечно, 
заданными начальным и конечным значениями Х. При этом, чем 
больше Ипр, тем меньше tn: при Ипр - оо время tn - О. (Послед
ний предел как раз и получается при компенсации инерционности 
линейного звена введением дополнительного воздействия по про
изводной.) 

Аналогично будет обстоять дело и для интегрирующего 
звена klp, только на рис. 13-5, б экспонента заменится прямой 
линией и будет И ст = О. 

Пусть теперь имеем линейный объен:т второго порядка, напри
мер, в виде двух последовательно соединенных апериодических 
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звеньев первого порядка (рис. 13-6, а) при наличии по-прежнему 
ограничения И. (Это может быть тоже задача разгона двигателя, 
но описываемого уравнением второго порядка.) Оптимальный 
переходный процесс показан на рис. 13-6, б. Так как сигнал И

ограничен, то ограниченным является и сигнал Х1 на входе второго 
звена. Его предельное значение Х

1пр = kИпр, Очевидно, в этом 
случае входной сигнал И следует изменять так, чтобы сигнал Х

1 

на входе второго звена был предельно близок по форме оптималь
ному управляющему сигналу для звена первого порядка, по1{азан
ному на рис. 13-5, б. Для этого сигнал И на входе первого звепа 
вначале мгновенно доводится до своего предельного значения И пр, 
что обеспечивает максимально быстрый рост Х1 в сторону его 
предельного значения. Затем для возможно быстрого сброса 
сигнала Х1 до его значения Х

1
ст, соответствующего требуемому 

значению Хст, управляющий сигнал И мгновенно переключается 
с + Ипр 

на - Ипр 
и сохраняет это значение до тех пор, пока Х

1 

не снизится до величины Х1ст, В этот момент И мгновенно дово
дится до значения Ист = Х1ст/k1, на чем процесс управления 
заканчивается. Из-за наличия первого инерционного звена фронт 
и спад импульса Х1 

на входе второго звена получаются не верти
кальными, как на рис. 13-5, б. Соответственно и длительность 
переходного процесса- оказывается больше. 

Итак, для двух звеньев первого порядка процесс управления 
состоит из двух интервалов: в первом И= +Ипр

, а во втором 
И= -Ипр, 

Аналогично можно показать, что для соединенных последо
вательно трех звеньев первого порядка оптимальный процесс 
управления будет состоять из трех интервалов, в каждом из 1<0то
рых управляющий сигнал И принимает одно из двух своих пре
дельных значений +Ипр 

с изменением его знака на границах 
интервалов. При этом зна�{ И в первом интервале совпадает со зна
ком конечного значения Ист, Такое управление получается 
в связи с тем, что сигнал на входе второго звена должен быть 
предельно близок сигналу И на рис. 13-6, б. Для обеспечения 
этого управляющий сигнал должен иметь уже три интервала 
с разными предельными значениями. При этом вследствие инер
ционности первого звена сигнал на входе второго звена будет 
в отличие от сигнала И на рис. 13-6, б изменяться не мгновенно, 
а по экспоненте. 

Экстраполируя, можно заключить, что в общем случае для 
п последовательно соединенных линейных звеньев первого порядка 
или, что то же самое, для линейного объекта п-го порядка с дей
ствительными отрицательными корнями характеристического урав
нения оптимальпое управлепие при паличии ограпичепия управляю
щего сигпала состоит иа п иптервалов, в каждом иа которых 
этот сигпал припимает свое предельпое апачепие, ТУ},_. е. управлепие
является релейпым. В копце каждого иптервала происходит иамепе
пие знака управляющего сигпала. Знак сигнала в начале процесса 
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управления определяется требуемым направлением изменения 
выходного сигнала Х.

Этот вывод получен для пулевых начальных условий. При 
произвольных начальных условиях число интервалов может быть 
меньше п (вплоть до одного). Действительно, пусть, например, 
в момент начала рассматриваемого процесса управления исходное 
состояние объекта, т .. е. значения U, Х и их производных, 
оказалось таким, как в конце k-го интервала оптимального управ
ления в случае перевода объекта в то же заданное состояние, 
но при соответственно других, и притом нулевых начальных 
условиях. Тогда рассматриваемый оптимальный процесс будет 
содержать, очевидно, только (п - k) интервалов. Это рассужде
ние основано на сформулированном в § 13-2 принципе оптималь
ности, заключающемся в том, что любой конечный участок опти
мальной траектории является тоже оптимальной траекторией. 

Сформулированное положение о числе интервалов оптималь
ного по быстродействию управления впервые было доказано 
А. А. Фельдбаумом и носит название т е о р е м ы о б п и н т е р -
вал а х. 

Докажем эту теорему строго с помощью принципа максимума 
Понтрягина в порядке примера его применения [38]. Представим 
уравнение объекта в виде системы уравнений: 

dX· 
af=cpi (X1, Х2, ... , Х,,)+ЬД, 

или в векторной форме: 
t=1,2, ... ,n 

dX. 

dt = ер (Х) + bU.

(13-18) 

(13-19) 

Здесь U - управляющее воздействие, а Х (Х1, Х2, ••• , Хп), 
ер ( ср1 , (J)2 , ••. , cpn) и Ь ( Ь1 , Ь2 , ••• , Ьn) - векторы. Функции cpi считаем 
дифференцируемыми. Ограничение принимаем в виде 

\ И 1 � Ипр• 

Согласно (13-14), гамильтониан 

Н =фv=ф [ер (Х)+ЬИJ=фер (Х)+ФЬИ, 

(13-20) 

(13-21) 
dX где v=-aI· Здесь от U зависит только второе слагаемое, поэтому 

с учетом (13-20) максимум Н будет при 
n 

И =Ипр signbф=Uпp sign � b i'Фi• (13-22) 
i=1 

Отсюда следует, что U все время имеет свою предельную величину 
Ипр

. Таким образом, релейный характер оптимального по быстро
оействию управления справедлив для общего случая нелинейного 
об'Ъекта, описываемого уравнением (13-19). 
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Вернемся теперь к линейному объекту. В этом случае уравне
ния (13-18) принимают вид: 

п 

dXi = '1 а"Х, + b-U 
dt ."- i; J i ' 

j=l 

i=1,2, ... ,n. 

Согласно (13-15), сопряженные уравнения будут 
п 

d1\Ji '1 .i, dt = - ."- aki't'k•
k=l 

i=1, 2, ... , п.

Действительно, в соответствии с (13-23) 
dVJ'I. d 

(
dXk

) dXi = dXi dt =aki·

(13-23) 

(13-24) 

Если характеристическое уравнение объекта, соответствующее 
дифференциальным уравнениям (13-23) при И = О, имеет все 
корни действительные, то же справедливо и в отношении харан:те
ристического уравнения для сопряженных уравнений (13-24) [26]. 
Это значит, что решение уравнений (13-24) имеет вид суммы 
экспоненциальных составляющих: 

п 

1l'i (t) = � Ci/
,_i, (13-25) 

j=l 

где aj - действительные числа, а Cij - постоянные интегрирова
ния. Следовательно, согласно (13-22),

где 

п п п 

И=Иnpsign � bi � Cije
a,i =Ипрsigп � BJe

a,i, 
i=l j=i j=l 

п 

вj
= � ьicij. 

i=i 

(13-26) 

Сумма п экспонент, входящая в (13-26), как известно, может 
переходить через нуль не более (п - 1) раз. Следовательно, 
число интервалов постоянства знака U (t) будет не более п, что 
и требовалось доказать. 

В случае если ограничена не только входная переменная И,
а еще и любое число промежуточных переменных уравнения 
объекта, число интервалов оптимального управления будет больше. 
Можно показать, что оно будет равно 

k=[(п-т)+1] [(m-l)+1J ... -1, (13-27) 

где п - порядок уравнения объекта, связывающего Х с И, 
а т, l, ... - порядок уравнений, связывающих Х с другими огра-
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ниченньши по величине промежуточными переменными [15]. 
Например, если в случае объекта второго порядка, изображен
ного на рис. -13-6, а, помимо И ограничена еще и величина Х1, 

число интервалов управления, согласно {13-27), будет k = (2 -
- 1 + 1) (1 - О+ 1) - 1 = 3 

В этом случае И тоже изменяется сr{ачком от одного предель
ного значения до другого. Однако, если в каком-либо интервале 
uдна из других ограниченных переменных достигнет своего пре
дельного значения, И нужно изменять 'l'аким образом, чтобы эта 
переменная не превосходила данного предела до очередного 
момента изменения знана И, после чего данная переменная начнет 

изменяться в другом направле
Х нии. Таким образом, при oгpa

x;JJ 
--

-
-
--.,.

--
---------- 1 

ничении наряду с И еще и про-
1 · 1 1 Х1 межуточных переменных объекта Х

1 
------- -.{--- -----i----""� 

ст 1 1 1 оптималы-1,ый переходный про-
1 1 1 

: : цесс состоит из интервалов, в 
i : каждом из 1.оторых И или какая-
� 1 

: : и 
либо другая ограничеиная вели-

1-----1 1 чина UJl[eem предельиое значение. 
t 

Рис. 13-7. Пример оптимального по 
быстродействию управления объе1,том 
второго порядка при ограничении 

U и Xt 

На рис. 13-7 показан пример 
оптимального управления для 
объектавторогопорядка(см. рис. 
13-6, а) с ограничением И и Х1. 

Ограничение Х
1 создает новый

(средний) интервал, на протя-
жении которого уменьшается
форсирующий сигнал И до вели

чины Х1пр/k1 для того, чтобы величина Х1 не выш.ла за допустимый 
предел Х

1пр
• В результате переходный процесс получается более 

длительным, чем при отсутствии ограничения Х
1 

(см. рис. 13-6, 6). 
· Мы рассмотрели оптимальное по быстродействию управление

в случае задачи быстрейшего изменения состояния объекта в соот
ветствии с заданием. Все сказанное полностью справедливо и для 
переходных процессов, вызванных возмущающими воздействиями, 
когда речь идет об управлении, обеспечивающем быстрейший 
возврат объекта к исходному, невозмущенному режиму, 

Выше мы уяснили общий характер управления, оптимального 
по быстродействию, которое оказалось релейным. Для конкретных 
случаев кривые оптимального управления U (t) и соответстренно 
процесса Х (t) на выходе объекта могут быть найдены с помощью 
рассмотренных в § 13-2 вариационных методов. 

Также релейным обычно получается оптимальное управление 
для критерия оптимальности (13-2), соответствующего мини
муму расхода рабочего тела (например, топлива). В отличие 
от управления, оптимального по быстродействию, в этом случае 
управляющее воздействие принимает поочередно не два, а три 
дисr{ретных значения: +Ипр 

( «разгою>), О (пауза, в течение кот о-
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рой отсутствует расход рабочего тела, что обеспечивает его эконо
мию) и -Ипр (<<торможение>>). 

Однако, разумеется, оптимальное управление далеко не для 
всех нритериев, типов ограничений и типов объектов оказывается 
релейным. Даже рассмотренное выше управление, оптимальное 
по быстродействию, для отдельных типов объектов может ока
заться не релейной, а непрерывной <<гладкой>> функцией. Это 
имеет место, в частности, когда управляющее воздействие U 
является вектором, у которого ограничены не отдельные состав
ляющие, как полагалось выше, а модуль, т. е. когда ограничение 
задано в .виде 

Это -соответствует, например, случаю управления реактивным 
двигателем с ограниченной тягой, пропорциональной управляю
щему воздействию, и поворачивающимся в пространстве (2). 
Нерелейным получается оптимальное управление для крите
рия (13-3), минимизирующего энергию управления, а также для 
интегральных квадратичных критериев от выходных координат 
объекта типа интегральных I{ритериев качества переходных 
процессов (5-18), (5-19). 

В. Синтез оптимальных САУ 

Оптимальные САУ, как и вообще системы управления, могут 
быть двух 1·ипов - разомкнутые и замннутые. 

В простейшем: случае, когда изменяющиеся внешние воздей
ствия, включая задание G (t), а при нестационарном объекте 
и его параметры, заранее из
вестны как функции времени, 
оптимальное управление мо
жет быть осуществлено в виде 
разомннутой системы про
граммного управления, пока
занной на рис, 13-8, а. Здесь 
ПУ - программное устрой
ство, а ИУ - исполнительное 
устройство, Такие системы 
управления применяются, на
пример, для вывода космичес
ких объектов на орбиту и спус
ка с нее, в металлорежущих 

а)

� 

�

�

I

X

1 1 
L _____________________ J 

станках с программным уп- Рис. 13-8. Функциональные схемы оп-
равлением, в промышленных тимальных по быстродействию САУ
роботах с жесткой программой. 

Синтез таких САУ сводится 1< синтезу о п т и м а л ь н о й 
п р о г р а м мы у п р а в л е н и  я U (t), которая заранее вво
дится в программное устройство, Оптимальная программа U (t) 
и соответствующий ей оптимальный процесс Х (t) на выходе 
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объекта рассчитываются с помощью вариационных методов, рас
смотренных в § 13-2. 

Если ивменяющиеся внешние вовдействия 3аранее не и3вестны, 
но их можно оперативно ивмерить, оптимальный процесс может 
быть реали3ован тоже в виде ра3ом1шутой системы управления, 
схема которой приведена на рис. 13-8, б. Здесь ЧУ - чувствитель
ное (ивмерительное) устройство, а ВУ - вычислительное устрой
ство, которое рассчитывает оптимальное управление U (t) по 
ивмеренным внешним во3действиям. Покаванный штриховой ли
нией канал и3мерения выходной величины Х объекта О преднав
начен для ввода в вычислительное устройство данных о состоя
нии объекта до начала очередного процесса управления, т. е. для 
ввода начальных условий. Это необходимо в тех случаях, когда 
оптимальное управление U (t) вависит от начальных условий. 

Такие равомкнутые САУ применяются в тех случаях, 1щгда 
внешнее вовдействие ивменяется скачком, после чего достаточно 
долго сохраняет постоянное вначение или ивменяется по какому
либо установившемуся вакону. В частности, такие ра3омкнутые 
СА-У применяются для оптимальной отработки отдельных диск
ретных ваданий G, ваключающихся в переводе объекта ив исход
ного состояния в некоторое конечное. В этом случае в В У вво
дится очередное вадание G, по которому рассчитывается опти
мальная программа U (t}, и далее осуществляется управление 
объектом в виде обычного программного управления. Примером 
подобных СА-У являются оптимальные системы управления кур
сом самолета или корабля. В этих случаях в качестве вычислитель
ного устройства испольвуется бортовая вычислительная машина, 
1юторая обычно работает в составе управляющего устройства 
данной системы параллельно с выполнением других вадач. 

В случае когда внешнее во3действие является во3мущением, 
такая ра3омкнутая система представляет собой систему оптималь
ного управления по вовмущению, т. е. систему автоматической 
компенсации, обеспечивающую максимально быстрое устранение 
влияния вовмущения на режим объекта. Таким обравом, такая 
система ваменяет (или дополняет) систему линейной компенсации, 
когда полная инвариантность Х от F (см. § 7-4) не достижима 
вследствие ограничения переменных. Задача этой равомкнутой 
системы, как правило, сложнее, чем в случае отработки вадаю
щего вовдействия, ив-3а необходимости более быстрого вычисле
ния оптимального управления. Поэтому иногда сраву после 
выявления момента начала ивменения вовмущения в действие 
вводится варанее рассчитанная программа управления, обеспе
чивающая по вовможности бли3кое к оптимальному, по крайней 
мере, начало процесса компенсации, а ватем после определения 
оптимальной программы осуществляется вам:ена или корректи
ровка первой программы. 

Синтев рассматриваемых равомкнутых СА-У сводится к опре
делению алгоритма расчета оптимального управления U (t) при 
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неизвестных заранее значепиях внешпих воздействий, которые 
затем вводятся в вычислительное устройство системы в процессе 
работы. В отдельных случаях этот алгоритм удается свести 
к выбору программы из набора заранее рассчитанных стандартных 
программ. В частности, это имеет место, когда все многообразие 
внешних воздействий, в свою очередь, может быть сведено к конеч
ному числу типовых воздействий. В этом случае задача вычисли
тельного устройства заключается в том, чтобы распознать тип 
воздействия и включить соответствующую ему оптимальную 
программу управления объектом. 

Наиболее совершенным, хотя соответственно и наиболее 
сложным типом оптимальных САУ, являются замкнутые САУ 
с управлением в функции выходной величины объекта и ее про
изводных и как их развитие - оптимальные комбинированные 
САУ. Преимущества этих оптимальных систем те же, что и вообще 
замкнутых СА-У перед разомкнутыми. Они заключаются в большей 
точности за счет учета реального состояния объекта в процессе 
управления и возможности тем самым корректировать неизбеж
ные отклонения от оптимального процесса вне зависимости от 
вызвавших их причин (включая неточное знание параметров 
объекта, начальных условий, всех внешних воздействий). 

Синтез оптимальной замкнутой СА-У заключается в нахожде
нии оператора управляющего устройства в виде зависимости 
U от Х, обеспечивающей оптимальный процесс Х (t) на выходе 
объекта при заданных внешних воздействиях и начальных 
условиях. 

В следующем п. В настоящего параграфа дан пример точного 
решения этой задачи с помощью фазовой плоскости для системы 
управления лине�ным объектом второго порядка. В общем случае 
решение этой задачи осуществляется с помощью рассмотренных 
выше вариационных методов, но оно сложнее, чем решение задачи 
нахождения оптимальных функций времени U (t) и Х (t). В ряде 
случаев эта задача может быть решена путем определения для 
данных внешних воздействий и начальных условий оптимальных 
функций U (t) и Х (t), а затем нахождения исключением из этих 
зависимостей времени t оптимальной зависимости U (Х), выражаю
щей управляющее воздействие U через величину Х и ее производ
ные. При этом, однако, дополнительно надо исследовать, в каком 
диапазоне изменений внешних воздействий и начальных условий 
полученный закон управления будет обеспечивать оптимальный 
или достаточно близкий к нему процесс. 

Вследствие сложности задачи прямого синтеза оптимального 
оператора управляющего устройства А

уу 
(Х) не существует общего 

метода ее решения. Советским ученым А. М. Летовым в 1960 г. был 
сформулирован наиболее общий подход к решению этой задачи, 
названной им з а д а ч е й а н а л и т и ч е с к о г о к о н с т -
р у и р о в а н и  я р е г у л  я т о р а (2, 3]. С помощью вариа
ционных методов удается чаще всего найти лишь класс функций, 
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к которым относится оптимальный оператор, В этом случае иско
мые функции обычно можно представить конечным числом 
неизвестных параметров, например разложением их в ряд. После 
этого значения эт_их параметров могут быть найдены с помощью 
чиеленных методов оптимизации на ЭВМ по условию обеспечения 
11rинимума выбранного критерия опти11Iальности. 

Наиболее полно разработаны 11Iетоды такого синтеза для 
линейных объектов и объектов с нелинейностями, которые могут 
быть представлены степенными рядами [2, 18, 38]. :К таким методам 
относится, в частности, метод последовательной оптимизации, 
описанный в следующем п. Г настоящего параграфа. 

На рис. 13-8, в показана схема замкнутой оптимальной САУ. 
Важно отметить, что оптимальная зависимость U (Х) обычно для 
достаточно широного класса воздействий не зависит от нонкрет
ного вида этих воздействий и начальпых условий, т. е. инва
риантна относительно их. Благодаря этому в замннутой системе, 
изображенной на рис. 13-8, в, будет осуществляться оптимальное 
управление объектом вне зависимости от коннретного характера 
изменения воздействий во времени, если только это воздействие 
находится в пределах определенного нласса фуннций. В этом: 
и занлючается упомянутое выше преимущество замкнутых САУ 
перед ранее рассмотренными разомкнутыми системами. 

В частности, в случае оптимального по быстродействию 
управления линейным объектом с ограниченным управляющим 
воздействием или ограниченными любыми промежуточными пере
менными объента оптимальная зависимость U (Х) инвариантна 
относительно начальных условий и воздействия, приложенно;го 
в точ1<е Х, изменяющегося по параболическому закону 

(13-28) 

где B i - произвольные величины, постоянные в течение отдель
ного переходного процесса [38]. При этом ограничение пред
ставляется в виде ограничения величины суммы производных 
выходной величины объекта 

\ (bopn + b1pn-1 + ... + b
q
pn-q) Х \, 

а величина степени т в (13-28) должна быть меньше порядка 
младшей производной в этой сумме, т. е. ограничена неравен
ством 

т < (n-q). 

Ограничение управляющего воздействия U всегда можно 
привести к указанному выше ограничению суммы производных, 
используя уравнение объекта Q (р) Х = R (р) U. (Например, 
ограничение U для объекта с астатизмом r-го порядка при 
R (р) = k энвивалентно, согласно уравнению объекта, огра
ничению величины Q (р) Х, т. е. суммы производных порядка 
от п до r. Соответственно здесь будет т < r.) 
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Класс во3действий (13-28) включает в себя ступенчатые во3-
действия [F (t) = В 0], во3действия, растущие по линейному 
или степенному 3аI{ону до т-го порядка, и комбинацию этих 
во3действий. 

Сформулированное выше условие не3ависимости оптималь
ного 3акона управления U (Х) от внешнего во3действия можно 
применить как к 3адающему во3действию, так и к во3мущению, 
приложенному_ в любой точке объекта. В последнем случае надо 
предварительно преобра3овать схему системы, перенеся это 
во3мущение к выходу объекта, т. е. в точку Х. (При этом и3ме
няется выражение для во3мущения в соответствии с передаточной 
функцией части системы, 3аключенной между местом приложения 
во3мущения и выходом объекта.) 

В общем случае оптимальная 3ависимость U (Х) является 
нелинейной, т. е. ее можно представить в виде 

И =АууХ, (13-29) 

где А
уу 

- нелинейный оператор. Порядок 3ависимости U (Х) 
(порядо1{ оператора А уу

} определяется ц:орядком свя3ывающего Х 
с U уравнения объекта, на основании которого она находится. 
Поэтому 3ависимость U (Х) включает в себя величину Х и ее 
(п - 1) прои3водных (п - порядок объекта), совокупность кото
рых полностью определяет состояние объекта. 

Наиболее общим случаем оптимальных САУ являются комби
нированные системы, в которых управление осуществляется 
в функции ка�< ·от Х, так и внешних во3действий, т. е. в виде 
3ависимости U (Х, G, F). Такая система состоит и3 ра3омкнутой 
системы оптимального программного управления и 3ам1{нутой 
системы автоматического управления, устраняющей отклонения 
от предписанного программой оптимального режима работы 
объекта, вьшванные ра3личными причинами. Комбинированные 
оптимальные САУ обладают большими во3можностями по сравне
нию с просто 3амянутыми оптимальными САУ. В частности, 
например, введение в оператор управляющего устройства внешних 
во3дейстnий по3воляет соответственно расширить класс этих 
воздействий, для которых обеспечивается оптимальное управление 
объеюом, по сравнению с 1шассом, соответствующим инвариант
ной оптимальной 3ависимости U (Х}, реали3уемой 3амкнутой 
системой. Еще сильнее достоинства комбинированных опт.ималь
н ых систем проявляются при рассмотрении вопроса о практи
чес1юй реали3ации оптимальных САУ и о переходе в свя3и с этим 
к ква3иоптимальным системам, рассмотренным ниже в п. Г настоя
щего параграфа. Как и в обычных САУ, исполЬ3ование информации 
о внешних во3действиях по3воляет в комбинированных системах 
существенно упростить управляющее устройство 3амкнутой си
стемы, оставив 3а последней только 3адачу устранения отклонений, 
вы3ванных изменениями внешних во3действий относительно их 
учтенных 3начений. 
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Критерии оптимальности для синтеза программы разомкнутого 
управления и для синтеза закона управления замкнутой системы 
в общем случае могут быть различными. Например, в случае 
синтеза автопилота летательного аппарата программа управления 
может быть оптимизирована по условию минимума расхода топ
лива, а закон управления замкнутой системы, устраняющей 
отклонения от программы, - по какому-либо критерию качества 
переходного процесса или по точности. Эти критерии более 
существенны для замкнутой системы, чем расход топлива, 
поскольку может быть заведомо известно, что дополнительный 
расход топлива, вызванный действием этой системы, будет во вся
ком случае во много раз меньше полного расхода топлива, необ
ходимого для выполнения программы полета. 

В некоторых случаях отдельные каналы оптимальной САУ 
могут быть вообще не оптимизированы из-за незначительности 
получаемого при их оптимизации эффекта или технической слож
ности реализации. Например, оптимальная замкнутая САУ 
может быть дополнена компенсационными каналами, осущест
вляющими только частичную компенсацию некоторых возмущений, 
но при этом существенно облегчающими режим работы основной 
замкнутой системы, что может позволить соответственно упростить 
ее структуру. 

Рассматриваемый синтез оптимальных САУ по одному, хотя 
и важному критерию при учете остальных требований к системе 
в виде ограничений не дает, как уже говорилось выше, полного 
решения задачи синтеза и требует последующей коррекции 
найденного оператора управляющего устройства. Это связано 
прежде всего с тем, что при таком синтезе, как правило, не удается 
учесть действительно всех требований к системе даже в виде огра
ничений. Очень часто ряд требований не удается выразить мате
матически или связать с параметрами, учитываемыми при синтезе 
(например, вес, результирующая надежность и т. п.) Так, при 
синтезе рассмотренных выше оптимальных по быстродействию САУ 
мы не учитываем обязательного требования обеспечения устой
чивости установившихся режимов системы. В результате этого 
система может оказаться неустойчивой в малом в заданной точке 
нового установившегося режима. Действительно, оптимальное 
по быстродействию управление является релейным, и -:поэтому, 
когда оно оказывается двухпозиционным, так что управляющее 
воздействие может принимать только два своих предельных 
значения +Ипр, установившимся режимом после окончания 
оптимального переходного процесса могут быть только а в т о -
к о л е б а н и я относительно заданной точки равновесия, при 
которых И попеременно переключается с +Ипр на -Ипр (см. один
надцатую главу). :Конечно, эти автоколебания могут быть доста
точно малы по амплитуде и поэтому допустимы, однако чаще 
всего с ними приходится особо бороться. Для этого управляющее 
устройство

1 
синтезированное для обеспечения оптимального про-
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цесса управления, необходимо дополнительно изменить из сообра
жений устойчивости. Здесь возможны следующие пути. 

Проще всего ввести у исполнительных реле управляющего 
устройства зону нечувствительности, внутри которой система 
будет останавливаться, т. е. перейти к трехпозиционным релейным 
САУ (см. одиннадцатую главу). Недостатком этого способа ликви
дации автоколебаний является возникновение соответствующей 
этой зоне нечувствительности дооолнительной статической ошибки 
системы, т. е. снижение точности. Если это недопустимо, систему 
усложняют так, чтобы в пределах зоны нечувствительности 
исполнительного реле она работала как система непрерывного 
действия. Это значит, что при подходе к новому установившемуся 
значению релейное управление заменяется непрерывным линейным 
и переходный процесс в малом заканчивается, как в системе 
непрерывного действия. Таким образом, получается двойное 
управление: релейное при больших Х и непрерывное при малых. 
В наиболее сложном случае объект снабжается двумя самостоя
тельными управляющими устройствами: одно осуществляет стаби
лизацию в малом, а второе - оптимальное управление в большом. 
Первое устройство, в свою очередь, может быть оптимизировано, 
например, по точности. 

В. Синтез оптимальной по быстродействию замкнутой САУ 

На рис. 13-9, а показана схема позиционной следящей системы 
непрерывного действия, состоящая из двигателя Д, усилителя У, 
потенциометра обратной связи П, с которого снимается напряже-

tl�J ос, +п г)
G + у U д

Х 
- G + 

6) х 

� 

В) Реле 

� 
_ ВУ р2 

х 

_____ ВУ ____ _ 

_____________ .J 

Рис. 13-9. Пример спнтева оптималь, 
ной по быстродействию СА "У

ние Х, пропорциональное углу поворота вала двигателя а,

и элемента сравнения. При отсутствии каких-либо ограничений, 
считая систему линейной, можно обеспечить любое требуемое 
качество переходных процессов, например, с помощью обычных 
линейных корректирующих звеньев (см. седьмую главу). Учтем 
теперь ограничение величины напряжения U на входе двигателя 
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и рассмотрим, каково должно быть управляющее устройство, 
обеспечивающее минимум длительности переходных процессов 
(рис. 13-9, б).

Объект, т. е. двигатель, опишем следующими 
р2Х=kИ; 

!И 1 �Ипр•

уравнениями: 
(13-30) 
(13-31) 

Внешнее воздействие представим ступенч:атым изменением G
произвольной величины при произвольных начальных условиях. 

Из изложенного выше (см. теорему об п интервалах в п. А 
настоящего параграфа) следует, что в данном случае на выходе 
управляющего устройства УУ должно стоять двухпозиционное 
поляризованное реле, выдающее сигнал U =+Ипр , Поэтому 
схему системы можно представить так, как это сделано на 
рис. 13-9, в.- Здесь В У - вычислительное устройство, оператор 
ноторого подлежит определению. 

Поскольку в данном случае уравнение объекта имеет всего 
второй порядок, синтез В У проведем для наглядности с помощью 
фазовой плоскости. 

Подставив выражение (13-31) как равенство в уравнение 
(13-30) и введя новую переменную х = Х - G, запишем уравне
ние процесса управления в следующем виде: 

(13-32) 
где В = + kUпp , 

Решение уравнения представим так: 

х = � (t-C0)2 +C, (13-33) 

где С0 , С - постоянные интегрирования, зависящие от началь
ных условий, 

Введем обозначение 
dx 

у= dt'
Согласно уравнению (13-33), 

у= В (t -: С0). (13-34) 
Исключив из уравнений (13-33) и (13-34) время, получим 

уравнение фазовых траекторий оптимального процесса управле
ния, которые являются параболами: 

x=f;+c. (13-35) 

Соответствующий фазовый портрет приведен на рис. 13-10, а. 
Сплошными линиями (со знаком -) изображены траектории 
для В< О, т. е. для U = - Ипр, а штриховыми линиями 
(со знаком +) - ДJIЯ В > О, т. е. для U = + Ипр , 

У становившийся режим системы соответствует началу коор
динат, где х = Х - G = О. Всякое изменение G выводит изобра-
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жающую точку из начала координат. Целью управления является 
возврат ее обратно. Это происходит по фазовым траекториям, 
подобным изображенным на рис. 13-10, а, в результате соответ
ствующего изменения управления И. Толстыми линиями на 
рис. 13-10, а показаны два ко�шретных процесса управления 
для G > О (траектория М0МО) и для G < О (траев:тория М0М'О)
в случае, когда при t = О значение у = dx!dt = О. Точн:и Ми М' 
соответствуют моменту, когда должно осуществляться пере-
1-шючение реле, т. е. моменту из111енения знака И. При любом
значении G оптимальная траектория состоит из двух отрезков

А у 

х 

Рис. 13-10. Фазовый портрет оптимальной по быстродей
ствию САУ 

парабол. Первая парабола зависит от начального рассогласова
ния G, а участок второй параболы всегда принадлежит линии АОА'. 
Эта линия является л и п и е й п е р е к л ю ч е п и я. По ней 
изображающая точка движется в начало координат. Процесс 
управления соответственно состоит из двух интервалов. Второй 
интервал начинается в момент попадания изображающей точни 
на линию перенлючения АОА', когда происходит переключение 
реле и соответственно изменение знака И. 

В общем случае, когда в начальный момент изменения G значе
ние у = dx!dt =1= О, т. е. двигатель не стоит, фазовая траеюория 
может начинаться в любой точкР фазового пространства (напри
мер, в точках М0, М0'). В частности, если в начальный момент 
точна окажется на линии переключения АОА', оптимальный 
процесс управления будет состоять всего из одного интервала. 

Из изложенного следует, что алгоритм работы вычислитель
ного устройства В У, обеспечивающий максимальное быстродей
ствие рассматриваемой следящей системы, сводится к тому, чтобы 
сигнал на выходе В У был положителен, когда изображающая 
точ1ш находится ниже линии пере�шючения АОА' или на ее участие 
ОА', и отрицателен, когда она выше этой линии или лежит на ее 
участке АО. Сказанное иллюстрируется рис. 13-10, 6. 
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Согласно (13-35), уравнение линии АОА' можно представить 
в виде 

или 
Х=- (sigп у);; 

. у2 х+ (s1gn у) 2в=0. (13-36) 

Действительно, для этой линии в уравнении (13-35) С = О, 
так как при у = О значение х = О, и знак перед членом у2 /(2В) 

. обратен знаку у (см. рис. 13-10, а). 
Зная уравнение линии переключения, легко определить опе

ратор вычислительного устройства, которое управляет реле. 
Когда изображающая точка находится выше линии АОА' и 
требуется иметь U = - Ипр, левая часть уравнения (13-36)
положительна, а когда изображающая точка лежит ниже этой 
линии и требуется U = + U пр, левая часть этого уравнения 
отрицательна. Поэтому оператор всего управляющего устройства 
в целом, включая реле, может быть представлен в виде 

И =-Ипр sign [х+ (sing у) l�]. (13-37) 

Соответствующая структурная схема системы показана на 
рис. 13-9, г. (Здесь звено, вырабатывающее сигнал sign у, оче
видно, представляет собой просто двухпозиционное реле.) 

Как было ранее указано [см. выражение (13-28)], в данном 
случае следящей системы второго порядка синтезированное 
управляющее устройство будет осуществлять оптимальное по 
быстродействию управление не только при ступенчатых измене
ниях внешнего сигнала, но и при наличии составляющей, 
изменяющейся с постоянной скоростью, т. е. при 

где В 0 и В1 - любые постоянные в течение переходного процесса 
величины. 

Для внешнего сигнала, изменяющегося по другому закону, 
синтезированный выше оператор вычислительного устройства 
не будет обеспечивать оптимального процесса управления. Напри
мер, если 

т. е. входной сигнал содержит составляющую, изменяющуюся 
с постоянным ускорением, то, согласно (13-28), не существует 
оператора U (Х), обеспечивающего оптимальное управление без 
измерения внешнего воздействия. Для обеспечения оптимального 
процесса управления в этом случае необходимо перейти к комби
нированному управлению, введя в оператор вычислительного 
устройства воздействие по второй производной входного сигнала. 
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Соответствующий оптимальный оператор может быть синте3и
роnан тоже с помощью фа3овой плоскости [38]. 

В установившемся состоянии в синте3ированной выше системе, 
нак релейной двухпо3иционной, будут существовать автоколеба
ния. Если амплитуда их недопустимо велика, следует принять 
необходимые меры, о которых говорилось в конце предыдущего 
п. Б настоящего параграфа, например ввести в выходное реле 
3ону нечувствительности и т. п. 

Г. Квазиоптимальные САУ 

В рассмотренном выше простейшем примере 3амкнутой опти
мальной САУ с объектом: второго порядка для осуществления 
оптимального управления потребовалось выявлять прои3водную 
выходной величины и осуществлять ряд математических операций 
(см. рис. 13-9, г). При более сложных объектах оператор оптималь
ного управляющего устройства получается соответственно более 
сложным для реали3ации, особенно в свя3и с необходимостью 
выявлять идеальные прои3водпые выходной величины до (п - 1)-го 
порядка. Вместе с тем обычно имеется во3можность существенно 
упростить управляющее устройство ценой практически не3на
чительного отхода от условий оптимальности. В ре3ультате 
получаются С А -У, б л и 3 к и е к о п т и м а л ь н ы м, 
т. е. к в а 3 и о п т и м а л ь н ы е. 

Во3можны следующие два основных пути синте3а ква3иопти
мальных систем: упрощение предварительно найденного строго 
оптимального оператора управляющего устройства и синте3 
оптимального оператора для предварительно у п р о щ е н н о г о 
объекта и при введении упрощающих ограничений на вид иско-
11юго оператора. 

Достоинством первого пути является то, что в ходе упрощения 
имеется во311южность сравнения получаемого процесса с точным 
оптимальным процессом и, следовательно, известно, как далеко 
мы от него отходим. В частности, например, в случае СА-У, опти
мальных по быстродействию, в ре3ультате такого упрощения 
практически при любом порядке уравнения объекта число интер
валов управления сводят к двум, в редких случаях к трем. В 3амк
нутой СА-У для осуществления такого ква3иоптимального управ
ления ока3ывается достаточным применить, помимо самой выход
ной величины объекта, сигналы по прои3водным выходной вели
чины не выше второго порядка (или эквивалентным им ·другим 
координатам объекта). 

Второй путь синте3а ква3иоптимальных СА-У проще первого 
пути, так как по3воляет с самого начала иметь дело с простым 
объектом. Его естественным недостатком является отсутствие 
при этом общей оценки степени отхода от точного оптимального 
процесса. Этот путь основан прежде всего на предварительном 
упрощении уравнения объекта посредством во3можной лин�а
ри3ацип или отбрасывания второстепенных нелинейностей и 
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снижения поряд«а уравнения до второго или третьего. Снижение 
порядка уравнения объекта осуществляется отбрасыванием: :м:алых 
постоянных времени. Для уменьшения допускаемой при этом 
погрешности следует соответственно увеличить учитываемые посто
янные времени или ввести дополнительное временное запазды
вание [20]. 

Наряду с упрощением: объекта задачу синтеза квазиоптималь
ного управляющего устройства упрощают, как было сказано 
выше, ограничением класса синтезируемого оператора управляю
щего устройства. Эти ограничения обычно сводятся к следующему, 
Во-первых, исходя из удобства расчета, а также простоты техни
ческой реализации, часто ограничивают класс функций И (Х), 
например, функциями, аппроксимируемыми различными рядами. 
Во-вторых, учитывая реально имеющиеся ограниченные техни
ческие возможности для измерения отдельных внешних воздей
ствий, выходных координат объекта и их производных, соответ
ственно ограничивают перечень этих переменных, допустимых 
для использования в операторе управляющего устройства. 
В результате таких упрощений сложная задача синтеза оператора 
управляющего устройства сводится к оптимизации значений его 
параметров при предварительно определенной указанными выше 
ограничениями структуре. 

Для решения подобным образом задач синтеза оператора управ
ляющего устройства может быть использован метод последователь
ной оптимизации, разработанный В. М. Пономаревым [18]. Метод· 
заключается в следующем. Оптимальный закон управления оты
скивается в классе степенных функций, например, в виде следу
ющих рядов: 

Ui =ki1X1 +ki2X2+•, .+kiпXn +ki(n+i)Xi + 
+ ki (п+2) Х1Х2 + ... + kipXh + ... + kiqX1X2 ... Хт + ... +

+ kihx:, i = 1, 2, ... , r. (13-38) 

Здесь т - принятая степень ряда, а величины индексов р, q и h

определяются порядковым местом соответствующих членов в 
ряде. 

В такие же степенные ряды разлагаются все нелинейные функ
ции, входящие в уравнения объекта, представленные в виде (13-7). 
Задача синтеза сводится к отысканию значений коэффициентов 
kij выражения (13-38), дающих минимум выбранному критерию 
оптимальности при заданных ограничениях, начальных условиях, 
внешних воздействиях и всех параметрах объекта. Подставив 
выражения (13-38) в уравнения объекта (13-7) и решив их, напри
мер, методом последовательных приближений, получим решение 
в виде функций искомых коэффициентов kij, т. е. в виде 
Xi (kij, t) и Ui (kij, t). Подставив затем эти выражения в формулу 
для критерия оптимальности, получим его выражение тоже в виде 
функции Q (kij) этих коэффициентов. R такому же виду приво-
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дятся и ограничения. Задача нахождения оптимальных значений 
коэффициентов k

н относится к классу задач нелинейного програм
мирования, поскольку ограничения наряду с критерием оптималь
ности тоже нелинейно зависят от оптимизируемых коэффициентов. 
В методе последовательной оптимизации предложены алгоритмы 
приближенного решения этой задачи нахождения оптимальных 
значений коэффициентов kij на ЭВМ. 

§ 13-4. ОПТИМАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО
УПРАВЛЕНИЯ ПРИ СЛУЧАйНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ 

А. Статистические критерии оптимальности 

В рассмотренных в предыдущем параграфе оптимальных САУ 
оптимальное управление объектом осуществляется при каждой 
реализации процесса управления. Это обеспечивается за счет 
использования управляющим устройством полной информации 
о состоянии объекта и внешних воздействиях. Rак было показано, 
в простейшем случае такое оптимальное управление реализуется 
в виде разомкнутых систем программного управления. Однако 
чаще решение находится в виде замкнутой САУ, обеспечивающей 
оптимальную зависимость U(X), инвариантную относительно 
всего множества внешних воздействий, и при необходимости 
(в частности, когда указанная инвариантность не получается) 
дополненной измерщrием отдельных внешних воздействий путем 
перехода к комбинированному управлению в виде зависимости 
U(X, F, G). Однако такое оптимальное управление достижимо 
далеко не всегда вследствие того, что часто невозможно получить 
всю необходимую для этого информацию о состоянии объекта 
(его параметрах, выходных величинах и их производных) и о внеш
них воздействиях. В этом случае приходится переходить к ста
тистическому представлению этих величин. Соответственно и 
оптимизация при этом может быть осуществлена только в ста
тистическом смысле, т. е. не для каждого отдельного процесса 
управления, а в среднем для всего множества его реализаций. 
В этом случае, например, при оптимизации управления по быстро
действию в качестве критерия оптимальности берется среднее 
значение времени процесса tп, т. е. его математическое ожидание, 
определяемое для статистически заданных внешних воздействий 
и параметров объекта. 

В таких с т а т и с т и ч е с к и о п т и м а л ь н ы х С А У 
качество управления будет, естественно, хуже как для каждого 
процесса в отдельности, так и в среднем, чем в рассмотренных 
ранее детерминированно оптимальных СА-У, поскольку там обес
печивается теоретически возможный для данного объекта минимум 
критерия оптимальности при каждой реализации процесса управ
ления. 
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Рассмотрим статистические критерии оптимальности, при
меняемые при синтезе таких статистически оптимальных систем. 
Часто в качестве этих критерnев берут среднее значение критерия 
оптимальности, выбранного для оценки отдельных реализаций 
процесса и используемого в детерминированной задаче. Напри
мер, в случае оптимизации по быстродействию берут, как упоми
налось выше, среднее значение времени процесса tп, т. е. вели
чину М [tп], 

Если требуется минимизировать ошибку управления, в ка
честве статистического критерия оптимальности берут среднее 
значение квадрата отклонения Х от G, т. е. дисперсию. -Условие 
оптимальности соответственно имеет вид: 

М {[Х (t)-G (t)] 2 } = min. (13-39) 

Этот критерий, в частности, использовался нами в § 3-2 для 
нахождения оптимальной передаточной функци;и линейной СА-У 
при стационарных случайных возмущениях и задающем воз
действии. 

В задачах, подобных задаче о б н а р у ж е н и я с и г -
н а  л а, т. е. определения факта его наличия, в качестве мини
мизируемого критерия применяется вероятность ошибочного реше
ния, т. е. условие оптимальности имеет вид: 

(13-40) 

где Р0ш - вероятность ошибочного решения; Рл . 0 ..-- вероятность 
ложного обнаружения сигнала; Рп. с - вероятность потери 
сигнала. 

Этот критерий оптимальности называется к р и т е р и е м 
Ко т е л ь н и к о в а  �и к р и т е р ием и д е а л ь н о го 
н а б л ю д а т е л я. 

Такой критерий можно, например, применить при решении 
задачи на поражение цели, если существен только факт попада
ния, а не величина ошибни в виде отклонения от центра цели. 
(В случае промаха не имеет значения, на каком расстоянии от цели 
прошла траектория.) 

В ряде случаев учитываемые в формуле (13-40) две составляю
щие ошибки представляют собой существенно неодинаковую 
опасность, причем ложное обнаружение (ложная тревога) более 
нежелательно. Тогда критерий (13-40) дополняют условием, что 
вероятность ложного обнаружения должна быть снижена до опре
деленного допустимого уровня Рл . 0 = С, т. е, он превращается 
в условную вероятность оптимального решения, и условие опти
мальности принимает вид: 

Pп.c = min при Рл.о = С. (13-41) 

Этот критерий называется к р и т е р и е м Н е й м а н а -
Пир с о н  а, 
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Перечисленные и другие подобные им статистические критерии 
могут быть обобщены в так называемый к р и т е р и й с р е д -
н е г  о р и с  к а. -Условие оптимальности при этом можно 
записать так: 

р (А)=М [l (G, Х)] =min. (13-42) 
Здесь р (А) - с р е д н и й р и с к, представляющий собой 
среднее значение некоторой функции l (G, Х) задания G и реализа
ции Х на выходе системы, которая называется ф у н к ц и е й 
п о  т е  р ь. Конкретный вид функции потерь определяется задачей 
системы. Это может быть время процесса, расход горючего и т. п. 
Стоящая в скобках после р величина А обозначает оператор 
системы, связывающий Х с G. Он входит в выражение для среднего 
риска. -Указывая оператор А в скобках, отмечаем, что мини
мизация среднего риска осуществляется выбором оператора 
системы (точнее - варьируемой части в виде управляющего 
устройства), что и является задачей синтеза оптимальной СА-У. 

Величина среднего риска р, найденная для одного определен
ного сигнала G, называется у с л о в н ы м р и с  к о м и соответ
ственно обозначается 

р (A/G) =М [l (G, X)/G]. (13-43) 
-Условный риск, таким образом, - это среднее значение функ

ции потерь при многократной реализации системой одного и того 
же сигнала G. Согласно формуле (П-49), условный риск вычис
ляется следующим образом: 

p(A/G)=M[l(G, X)/G]= � l(G, X)p(X/G)dQx, (13-44) 
gx 

Здесь р (Х !G) - условная плотность вероятности величины Х,
т. е. шrотность вероятности Х при определенном фиксированном 
значении G. Через Qx обозначена область воз111ожных значе
ний Х, и, таким образом, показано, что интегрирование осуществ
ляется по всем этим значениям Х. 

На основании равенства (13-44) величина среднего риска 
может быть выражена через условный риск следующи111 образом: 

р (А) =М [р (A/G)J = � р (AJG) р (G) dQa. 
G 

gG 

(13-45) 

Знак G под символом М конкретизирует, что усреднение 
осуществляется по всем возможным G. Область последних обо
значена через QG , 

Нетрудно показать, что все перечисленные ранее критерии 
могут рассматриваться как средний риск при соответствующем 
выборе функции потерь. Соответственно условие оптимальности 
(13-39) в виде минимума дисперсии получается из условия (13-42) 
минимума среднего риска, если взять функцию потерь 

l (G, X)=(X-G)2 .
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Критерий Котельникова соответствует 

{
Опри X=G; 

,l(G, Х) = 

1 при X':j:G. 
Поскольку среднее 3начение функции l (G, Х) равно сумме 

прои3ведений двух ее во3можных 3начений 1 и О на вероят
ности Р ош и ( 1 - Р ош) соответствующих решений - ошибочного 
и правильного, то в этом случае 

М [l (G, Х)] = 1 · Р0ш+О · (1- Рош)=Рош• 

Решение 3адачи оптими3ации управления с помощью рассмот
ренных выше статистичес1{их критериев оптимальности, обобщен
ных в виде критерия минимального риска, требует в общем случае 
3нания вероятностных характеристик всех приложенных к системе 
во3действий. Задачи такого типа, т. е. требующие подобных апри
орных 3наний, а также соответствующие им критерии и решения 
на3ываются б е й е с о в ы м и по имени английского ученого 
Бейеса. 

Б. Минима:ксный :критерий оптимальности 

В ряде случаев необходим другой подход к оптими3ации, 
основанный на критерии в виде максимального условного риска, 
т. е. на условии 

maxp (A/G)=min. (13-46) 

(Запись шах читается <<максимум по G>> и 03начает максимальное 
G 

3начение р (А IG) И3 всех его 3начений, соответствующих всем 
во3можным 3начениям G.) Этот критерий на3ывается м и н  и -
м а к  с н ы  м. Смысл его состоит в следующем. Каждому сигналу G 
соответствует свое 3начение условного риска р (А /G). Рассматри
ваемый подход 03начает мини:м:и3а_цию максимального 3начения 
условного риска И3 всех 3Начений, соответствующих ра3личным G, 
т. е. получение н а  и л  у ч  ш е г о  р е  3 у л  ь т а т  а в н а  и х  у д
ш е й  .с и т у  а ц и и. Для других G и в среднем по всем G этот 
критерий дает соответственно худший ре3ультат, т. е. повышен
ное 3начение фующии потерь, но 3ато в случае самого неблаго
приятного сигнала G функция потерь будет меньше, чем при 
миними3ации среднего риска. 

Минимаксный критерий, согласно формуле (13-44) для услов
ного риска, не требует 3нания вероятностных характеристик 
входного сигнала G в отличие от критерия минимума среднего 
риска. Применяется он в тех случаях, когда распределение G

неи3вестно, однако можно полагать, что наиболее вероятными 
будут именно самые неблагоприятные ситуации. Такое положение 
имеет место в так на3ываемых у с л о в и я х о р г а н и 3 о -
в а н н о г о п р о т и в о д е й с т в и я, , когда приложенным 
к системе внешним во3действиям специально придают предельно 
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неблагоприятные для работы системы значения. Примером такой 
конфликтной ситуации может быть стрельба управляемой ракетой 
в маневрирующий летательный аппарат противника и другие 
задачи преследования. В этом примере G - это координаты цели, 
а Х - координаты ракеты. Задачей системы управления ракетой 
является обеспечение в конце траен:тории ракеты встречи ее 
с целью. Очевидно, что цель, в свою очередь, обнаружив пре
следователя, будет перемещаться таким образом и производить 
такие действия, чтобы предельно затруднить задачу преследо
вателя. 

Минимаксный критерий также используют и при отсутствии 
конфликтной ситуации, если по каким-то причинам необходимо 
обесnечить наилучшее качество работы системы именно в наиболее 
тяжелых ситуациях. Такой подход часто целесообразен, например, 
для систем управления объектом в аварийных ситуациях. Иногда 
этот критерий применяется и просто из-за полного отсутствия 
данных о законе распределения внешних воздействий. Однако 
в последнем случае получается предельно пессимистическое 
решение, и поэтому более оправданным является задание для 
воздействий равномерного закона распределения с использованием 
критерия минимума среднего риска. 

Оптимальные САУ, основанные на минимаксном критерии, 
называют м и н и м а к с н о - о п т и м а л ь н ы м и С А У. 

Минимаксный критерий оптимальности впервые был предло
жен в т е о р и и и г р - разделе теории вероятностей, посвя
щенном нахождению оптимальных решений в ситуации, когда 
имеются две (или больше) стороны, преследующие противополож
ные цели (игровая ситуация - выигрыш одной стороны означает 
проигрыш другой). Поэтому САУ, действие которых основало 
на минимаксном критерии, иногда называют и г р о в ы м и 
с и с т  е м  а м и. 

Подробнее о критериях оптимальности, применяемых при 
синтезе оптимальных САУ при случайных воздействиях, см. 
в работах [18, 21, 38). 

В. Особенности синтеза оптимальных САУ: при случайных 
воздействиях 

Выше мы рассмотрели три типа оптимальных САУ - детер
минированно оптимальные (в них каждый отдельный процесс 
управления оптимален), статистически оптимальные САУ (в них 
процессы управления оптимальны в среднем для всего статисти
чески заданного множества воздействий и состояний системы) 
и минимаксно-оптимальные САУ (в них обеспечиваются оптималь
ные процессы при наиболее неблагоприятных внешних воздей
ствиях и состояниях системы). 

Тип системы определяется типом использованного при ее 
синтезе критерия оптимальности, что, в свою очередь, зависит 
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от характера располагаемой информации о состоянии системы
и внешних воздействиях, а ТаI{Же от пазпачепин системы. В част
ности, наиболее точная, детерминированная информация требуется
в первом типе САУ, а наименьшая - в третьем. 

В общем случае имеющаяся :информац:ин может содержать
I{ак детерминированную, так и случайную части. Сложность
задачи синтеза оптимальных САУ в этом случае заставляет обычно
переходить к ее приближенному решению путем разложения на
последовательно решаемые более простые задачи. Первая задача -
детер1\'1:ин:ированная задача синтеза оптимальной программы для
средних значений всех переменных. При ее решении не учитывают

Х 
или учитывают приближенно вл:ия-

п /.;-'":---.::.:::: н:ие случайных составляющих. Вто-
,,,. -:.-;/---.....,_..,__к рая задача, статист:ичесная, - задача

/

,,,. 

;:::,,,.....---------/ -,:/ синтеза оптимального закона управ-
; ,,,. ,,,,. ., 

н -�'{,'{,'
Jrения замкнуто:и системы, осуществ-

rr ляющей устранение отклонений от
ранее найденной оптимальной про

Х2 граммы. Эта задача оперирует с от-

Рис. 13-11. Оптимальное управ
ление nрп случайных возму

щениях 

клонениями переменных от их средних
значений в виде центрированных слу
чайных функций. При ее решении
:используются статистичесrше нрите
рии оптимальности. 

Общий порядок решения этих
задач тот же, что и рассмотренный

в предыдущем параграфе для чисто детерминированных воз
действий. В частности, при синтезе замкнутых САУ также
приходится прибегать к описанным в упомянутом параграфе мето
дам упрощения задачи с численным ее решением на ЭВМ. В дан
ном случае также может быть применен описанный там же метод
последовательной оптимизации. При этом входящие в уравнение
объекта переменные параметры, внешние воздействия и начальные
условия задаются здесь соответственно не детерминированными
фунн:цинми времени, а функциями распределения плотности
вероятности, в общем случае зависящими от времени. При нор
мальном законе распределения соответственно задаются значе
ния дисперсий в функции времени. 

В случае игровых ситуаций, когда надо рассчитывать на то,
что часть внешних воздействий изменяется не случайно, а пре
дельно неблагоприятно по отношению к управляемому процессу,
в первой, детерминированной, части задачи используется мини
максный критерий. При этом значения всех переменных, нроме
указанных выше антагонистических воздействий, по-прежнему
принимаются равными средним значениям. 

Рассмотренный порядок синтеза оптимальной САУ при нали
чии случайных воздействий, которая получается комбинирован
ной, можно проиллюстрировать рис. 13-11. Пусть задача управ-
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ления заключается в переводе изображающей точки из началь
ного положения Н в конечное К. Оптимальной программе, опре
деленной по средним 2начениям всех переменных из условия 
минимизации критерия оптимальности, выбранного в соответ
ствии с основным требованием к данной САУ, соответствует 
некоторая оптимальная траектория, показанная на рис. 13-11 
сплошной линией. При детерминированном управлении объектом 
по этой программе реальный процесс будет соответствовать опти
мальной траектории только в том исключительном случае, когда 
значения всех переменных действительно совпадают с их средними 
значениями. В остальных случаях в соответствии с принимаемыми 
ими случайными значениями для каждой реализации процесса 
траектория (как и само попадание в заданную конечную точку) 
будет также случайной (штриховые линии на рис. 13-11). Задача 
замкнутой системы управления, действующей наряду с системой 
программного управления, заключается в том, чтобы максимально 
сжать трубку случайных траекторий относительно программной 
в соответствии с выбранным согласно с н:онкретной целью управ
ления (попадание в цель, подъем самолета на заданную высоту 
и т. д.) статистическим критерием оптимаJ1ьностu. 



Чаqть четвертая 

Адаптивные системы 
автоматического управления 

Глава четырнадцатая 

САМОНАСТРАИВАЮЩИЕСЯ СИСТЕМЫ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

§ 14-1. ПОНЯТИЕ ОБ АДАПТИВНЫХ СИСТЕМАХ
АВТОМАТИЧЕСRОГО УПРАВЛЕНИЯ 

И ИХ RЛАССИФИRАЦИЯ 

Общее понятие об адаптивных системах было дано во введении. 
Адаптивные, и.ли приспосабливающиеся, системы - это системы, 
которые автоматически приспосабливаются к изменению внешних 
условий и свойств объекта управления, обеспечивая при этом необ
ходимое качество управления путем изменения структуры и пара
метров управ.ляющего устройства. 

Рiачество управления численно определяется к р и т е р  и ем 
к а ч е с  т в а J, который оценивает заранее выбранный наиболее 
важный показатель работы САУ. Им может быть какой-либо пока
затель точности работы системы или качества переходного про
цесса, производительность, экономичность и т. д. В общем случае 
критерий качества J представляет собой функционал, зависящий 
от выходных и входных величин системы, подобно критерию 
оптимальности в оптимальных САУ (см. § 13-1). В отдельных 
случаях J может быть просто функцией. 

Примером изменяющихся внешних условий, требующих при
менения адаптивной САУ, являются нестационарные случайные 
внешние воздействия на систему, характеристики которых (напри
мер, спектральная плотность) изменяются в ширОI{ИХ пределах. 
В этих условиях точность работы САУ будет изменяться с измене
нием статистических характеристик внешних воздействий 
(см. третью главу). Для повышения точности системы необходимо 
изменять настройку корректирующих звеньев по мере изменения 
характеристик внешних воздействий. Эту перенастройку иногда 
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может выполнять человек. В адаптивных САУ она осуществляется 
автоматически. 

Примером объекта с переменными параметрами, также требую
щего адаптивного управления, является самолет или ракета. 
Их динамические х�рактеристики могут изменяться со временем 
в очень широких пределах вследствие изменения массы из-за 
уменьшения запаса горючего, изменения формы объекта или 
аэродинамических сил при изменении высоты и скорости полета. 
В этих случаях часто невозможно обеспечить автоматическое 
управление объектом во всех его режимах работы без изменения 
настройки или схемы управляющего 
устройства. Для .автоматического �---/4УУ 

выполнения этой задачи используют- / ся адаптивные САУ. 1 
Помимо объектов с переменными 1 

свойствами и внешними условиями, 1 
областью применения адаптивных си- G 1 
стем являются также о б ъ е к т ы с -'---1 � 
н е д о с т а т о ч н о и з в е с т н ы
м и с в о й с т в а м и и л и у с л о

F'

в и Ям и р а б о т ы. В этом слу- Рис. 14-1. Схема адаптивной 
чае процесс адаптации может быть САУ 
однократным. 

На рис. 14-1 показана в общем виде схема адаптивной САУ. 
Здесь О - объект управления, УУ - управляющее устройство, 
состоящее из двух частей: УУ0 и УУа, где УУ0 - основное управ
ляющее устройство, а УУа - управляющее устройство адаптации. 

Контур, образованный УУ0 и О, является основным контуром 
системы и представляет собой обычную неадаптивную САУ. 
Управляющее устройство адаптации УУа управляет основным 
управляющим устройством УУ0 , изменяя его оператор, т. е. схему 
и значения параметров, в соответствии с изменением внешних 
условий работы и свойств объекта. Для этого УУа измеряет 
в самом общем случае внешние воздействия G и F и выходную 
и входную величины объекта Х и U. По этим данным определяется 
значение критерия качества управления J (Х, U, G, F). В зави
симости от алгоритма работы устройство У Уа определяет откло
нение н:ритерия качества J от заданного или от экстремального 
его значения и воздействует на УУ0 так, чтобы ликвидировать 
это отклонение. Причиной изменения критерия качества J может 
быть изменение внешних условий работы в виде изменений каких
либо характеристик воздействий F или изменение свойств 
основного контура, т. е. операторо о ъекта О и основного управ
ляющего устройства УУ0 • 

Таким образом, адаптивная САУ сод ржит два контура управ
ления - основной контур и второй ко тур - контур адаптации, 
создаваемый управляющим устройством адаптации УУа , Для этого 
второго контура объектом управления является вся основная САУ. 
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:Контур адаптации образует второй уровень управления, второй 
этаж над основной САУ. Возмо�неп и следующий уровень адапта
ции, когда управляющее устройство адаптации УУа, в свою оче
редь, подстраивается, изменяется следующим управляющим уст
ройством, I{оторое при изменении внешних условий или свойств 
первичной адаптивной САУ изменяет алгоритм адаптации, осу
ществляемой УУа , Ана.u:огично возможны многоступенчатые САУ, 
содержащие большее число уровней адаптации. У таких САУ 
каждый последующий уровень управляет предыдущим, расширяя 
диапазон условий, при которых система будет правильно вьшол
нять свою задачу, или повышая качество ее выполнения в задан
ном диапазоне. 

:Как и всякое управление, автоматическая адаптация, выпол
няемая управляющим устройством УУа, принципиально может 
быть осуществлена в виде разомкнутой, замкнутой и в самом 
общем случае комбинированной системы. На рис. 14-1 показан 
этот последний случай: 

При разомкнутой цепи адаптации управляющее устройство УУа 
не образует замкнутого контура. :Как обычно, разомкнутое управ
ление осуществляется здесь либо как программное управлениР. 
основным упраnляющим устройством УУ0 в функции времени, 
либо как система компенсации, действующая в функции внешних 
воздействий G или F. Первый вариант адаптации предполагает 
наличие заданного графика изменения во времени характеристик 
основной САУ или внешних воздействий. 

Адаптация, осуществляемая с помощью замкнутого I{онтура, 
т. е. с обратной связью, действует в функции выходной вели
чины Х объекта и, возможно, также выходной величины U основ
ного управляющего устройства. 

:Как и у обычных САУ, основным: типом адаптивных САУ 
является замкнутая система адаптации. Поэтому везде в дальней
шем под адаптивными С А У имеются в виду именно замкнутые 
адаптивные САУ. Применение при этом компенсационных сиг
налов по внешним воздействиям представляет собой вспомога
тельное средство повышения качества адаптации и упрощения 
управляющего устройства. 

Система адаптации, точнее управляющее устройство УУа, 
может работать постоянно, периодически (включаясь через опре
деJ1енные интервалы времени) и однократно (путем подключения 
вручную к САУ для осуществления ее автоматической настройки). 

Адаптивные САУ делятся на САУ со стабилизацией и с опти
мизацией качества управления. Задачей САУ с о с т  а бил и -
з а ц и е й к а ч е с т в а у п р а в л е н и я является удержание 
критерия качества управления J на определенном уровне или 
в определенном диапазоне. :Контур адаптации выполняет здесь 
задачу стабилизации этого I{ритерия. В С А У с о п т и м и з а -
ц и е й к а ч е с т в а у п р а в л е н и я обеспечивается поиск 
и поддержание оптимального значения критерия качества. 
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По харантеру изменений в основном управляющем устройстве
УУ0 , производимых упраВJrяющ:им устройством УУа в процессе
адаптации, адаптивные системы делятся на с а м о н а с т  р а и в а ю -
щ и  е с я и с а м о о р г а н и  з у ю щ и  е с я. В самонастраивающихся
САУ адаптация осуществляется изменением з н а ч е н и й п а -
р а м е т р  о в основного управляющего ус-тройства УУ0 , а в само
организующихся САУ изменяется с т р  у R т у р  а YJ1

0• 

Приведенная выше нлассифинация адаптивных САУ не
является установившейся в связи с новизной самих адаптивных
систем (см. работы (3, 11, 21, 25, 27, 30]).

§ 14-2. САМОНАСТРАИВАЮЩИЕСЯ СИСТЕМЫ

АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ СО СТАБИЛИЗАЦИЕЙ 

КАЧЕСТВА УПРАВЛЕНИЯ 

В названных системах адаптация занлючается в стабилизации
заданного значения нритерия начества J путем изменения
настройни основного управляющего устройства УУ0 (см. рис. 14-1).

Это осуществляется с помощью настроечных параметров,
Rоторые при ручно� настройне доллшы а)
устанавливаться человеном, а в данном г.---с.-----к-------,случае изменяются автоматичесни спе- 1 Г,,р 

'Л пр д i циальным исполнительным устройством, 1 :входящим в состав управляющего уст- i 2ройства адаптации УУа. : i 
Основное распространение получили 1 1самонастраивающиеся САУ таного типа L___ .J 

д л я с т а б и л и з а ц и и д и н а - с г-
м и ч е с R и х с в о й с т в с и с т е м. 1 

Критериями начества при этом являются L __ 
различные носвенные нритерии начества б)переходных процессов (норневые, ча
стотные, интегральные), статистический
нритерий точности в виде средненвад
ратичного отнлонения и непосредственно
динамичесние харантеристини объента,
т. е. его частотные и переходные харан
теристюш.

На рис. 14-2, а поназана фуннцио
нальная схема САУ со стабилизацией 
динамических свойств. Штриховыми 
линиями обведены основная САУ и уп
равляющее устройство адаптации. Пос

Рис. 14-2. Функциональнаясхема самонастраивающейся САУ со стабилиаацпейдинамических свойств 
леднее состоит из генератора Гп

р 
п р  о б  н ы х с и г н а л  о в Gпр

,
детентора Д этих сигналов на выходе объента О, вычислительного
устройства В У и исполнительного устройства ИУ. Цифрами 1 и 2
обозначены контур основной САУ и нонтур с а м о н  а стро й R и.
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Пробный сигнал является специально выбранным воздействием 
на систему, по реакции на которое можно определять текущее 
значение выбранного критерия качества. Детектор Д служит для 
выделения из общего выходного сигнала Х, обусловленного всеми 
внешними воздействиями, приложенными к системе, составляю
щей Хпр, вызванной именно пробным сигналом Gпр, 

Вычислительное устройство В У по величине входного проб
ного воздействия Gпр 

и реакции Хпр системы на него вычисляет 
величину отклонения ЛJ критерия качества от его заданного зна
чения и подает соответствующий сигнал на исполнительное устрой
ство ИУ. Последнее обычно представляет собой звено интегрирую
щего типа. Оно изменяет настройку управляющего устройства 
основного контура в направлении, соответствующем знаку откло
нения ЛJ. В качестве настроечных параметров в УУ0 выбираются 
такие параметры, изменяя которые, можно в необходимых преде
лах изменять величину выбранного критерия J. Ими могут быть 
параметры корректирующих и основных звеньев системы. 
На рис. 14-2, а изображена приведенная одноконтурная схема 
основной СА-У. В действительности она может иметь любую 
структуру. 

Да рис. 14-2, б показан распространенный вариант вычисли
тельного устройства ВУ с э т а л о н н о й  м о д е л ь ю. Модель 
имеет динамические характеристики, являющиеся эталоном для 
подстраиваемой под нее основной СА-У. Применение модели упро
щает вычислительное устройство, так как отклонение критерия 
качества J от его заданного значения определяется здесь как 
достаточно простая функция разности сигналов на выходе этой 
модели и объекта. (Эта операция требует более простого вычисли
тельного устройства, обозначенного на рис. 14-2, б как В Yl .) 

В качестве пробного сигнала Хпр, 3 применяют ступенчатый 
и импульсный сигналы, гармонический сигнал, случайный сигнал, 
например белый шум, или, наконец, используют приложенные 
к системе естественные воздействия. Выбор пробного сигнала 
определяется видом критерия качества J, т. е. теми динамиче
скими характеристиками системы, которые требуется контроли
ровать. 

Например, колебательность системы может быть оценена путем 
вычисления отношения соседних максимумов или числом колеба
ний (числом перемен знака) реакции Х на ступенчатое или импульс
ное пробное воздействие. В этих случаях контур самонастройки 
работает периодически, для чего генератор пробных сигналов 
выдает сигналы с определенной частотой следования. - В интер
вале между этими сигналами вычислительное устройство само
настройки определяет величину колебательности, сравнивает ее 
с заданным значением и формирует стабилизирующий колебатель
ность сигнал подстройки УУ0 

[27]. Колебательность системы 
может быть определена и с помощью частотных критериев каче
ства, для чего применяются гармонические пробные сигналы. 
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Вместо Rосвенных поRазателей Rачества переходного процесса 
можно, RaR говорилось выше, стабилизировать непосредственно 
частотные или переходные хараRтеристиRи системы или же Rоэф
фициенты ее передаточной фунRции. TaR, частотную хараRтери
стиRу стабилизируют в отдеJ1ьных точRах, стабилизируя, например, 
резонансную частоту ИJIИ ординаты хараRтеристиRи, соответст
вующие опредыrенны:м значениям частоты. На рис. 14-3, а приве
дена схема самонастраивающейся САУ со стабилизацией одной 
точRи амплитудной частотной хараRтеристюш, соответствующей 

с + + 

6)
----

g. 
� 

Аз

<1 

о Шпр 

частоте ffiпp, выдаваемой генерато
ром Гпр - НастройRа осуществля- а) 
ется путе:миз:мененияRоэффициента 
усиления ky основного управляю
щего устройства. Фильтр Фl пред
ставляет собой эталонную :модещ, 
(см. рис. 14-2, 6), ордината а:мшrи
тудной частотной хараRтеристиRи 
Rоторой на частоте ffiпp соответст
вует требуемой ординате А 3 _ зад ( ffiпp) 
частотной хараRтеристиRи настраи
ваемой за:м1шутой системы. -УзRо
поJ10сный фильтр "Ф2 служит для 
выделения Rолебательной состав
ляющей выходной величины Х с 
частотой ffiпp - Вычислитыrьное уст
ройство В У состоит из двух вып
рямителей В и элемента сравнения, 
на выходе Rоторого получается сиг-

Рис. 14-3. Схема самонастраиваю
щейся САУ со стабилизацией ам
плитудной частотной характери-

нал, пропорциональный отюrоне
стики в точке Wпр 

нию ЛА3 (ffiпp) ординаты амплитудной частотной хараRтеристиRи 
А 3 (w) от заданного значения (рис. 14-3, 6). Исполнительное уст
ройство ИУ состоит из усиJ1ителя У и вспомогательного двига
теля ВД, перемещающего движоR потенциометра, с помощью 
Rоторого регулируется Rоэффициен'r усиления ky. 

Для стабилизации несRольRих точеR частотной хараRтеристию1 
применяют соответствующее Rоличество точно таких же Rонтуров 
са:монастроЙRИ, Rаждый из Rоторых работает на своей частоте ffiпр 
Исполнительное устройство Rаждого Rонтура воздействует на 
свой настроечный параметр, общее число Rоторых, таRим образом, 
равно числу Rонтролируе:мых точеR частотной хараRтеристиRи. 

С помощью подобной же схемы можно стабилизировать и фазо
вую частотную характеристиRу. В этом случае вычислительное 
устройство должно давать соответственно не разность амплитуд 
ЛА3 ( ffiпp), а разность фаз Лср3 ( ffiпp) Rолебаний на выходе фильт
ров Фl и Ф2. 

Необходимость Rонтролировать сразу две частотные харю,те
ристики - амплитудную и фазовую - возшшает тольRо в неми
ци:мально-фазовых системах, В :минимально-фазовых системах 



достаточно стабилизировать одну из них, в качестве которой 
обычно берут амплитудную характеристику, поскольку в этих 
системах указанные характеристики однозначно друг с другом 
связаны (см. § 1-3). 

Аналогичным образом можно стабилизировать действительную 
и 111нимую характеристин:и [11]. 

В н:ачестве пробного еигнала применяют и случайные воздей
ствия. Путем статистической обработки случайного входного 
сигнала и выходной реан:ции на него принципиально можно пол
ностью определить переходную (весовую) и частотные фунн:ции 
системы. Rак было показано в § 3-2, н:орреляционные функции 
входного и выходного сигналов однозначно связаны через весовую 

ВУ 

G + х 

Рис. 14-4. Функциональная схема само
настраивающейся САУ беа специального 

пробного сигнала 

функцию и аналогично спек-
тральные плотности этих 
сигналов свя3аны амплитуд
но-фазовой частотной харак
теристикой. Таким образом, 
вычислив с помощью корре
лятора названные корреля
ционные функции или спект
ральные плотности, можно 
определить весовую фунн:цию 
или частотные характеристи
ки системы. Такой статисти
ческий подход является наи
более универсальным для 
определения характеристик 
как линейных, так и нели
нейных объектов [25, 30]. 

В качестве пробного сигнала _ в отдельных случаях можно 
использовать и естественные внешние воздействия. При это111 
отпадает необходимость в специальном генераторе. Например, 
если в случае схемы на рис. 14-3, а с синусоидальным пробным 
сигналом в спен:тре воздействия G постоянно содержится доста
точно большая составляющая с частотой ffiup

, :можно обойтись 
без генератора Гuр

, подавая на вход фильтра Фl непосредственно 
входное воздействие G. При этом такой фильтр должен быть сде
лан достаточно узкополосным с настройкой на частоту ffiup

, 
Еще большие возможности применения естественных внешних 

воздействий вместо пробного сигнала возникают при статисти
ческом методе определения динамических харан:теристик системы 
с помощью автоматического н:оррелятора. 

На рис. 14-4 пон:азана схема самонастраивающейся системы, 
в которой вместо пробного сигнала используется входное воздей
ствие G.

Выше предполагалось, что стабилизация динамичесн:их свойств 
осуществляется для всей основной САУ в целом. Точно так же 
можно стабилизировать и отдельную часть этой системы. При этом 
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система самонастройки будет охватывать непосредственно эту 
часть системы, т. е. пробный сигнал должен подаваться непосред
ственно на ее вход, а сигнал на вход контура самонастройки 
должен сниматься с ее выхода. Разумеется, в составе стабилизи
руемой части системы должно быть звено с управляемыми с 
помощью исполнительного устройства самонастройки па рамет
рами. 

R контуру самонастройки предъявляются следующие два 
основных требования: 

а) быстродействие контура должно быть больше быстроты изме
нения стабилизируемых динамических свойств основной САУ; 

б) пробные сигналы должны быть достаточно малы, так как 
они представляют собой помеху для работы основной САУ. 

Первое требование очевидно - при его невыполнении система 
самонастройки не сможет обеспечить стабилизацию динамиче
ских свойств системы. В частотном выражении это требование 
заключается в том, что полоса пропускания системы самонастройки 
должна быть шире частотного спектра изменения параметров 
основной САУ. Ясно, что чем выше быстродействие системы само
настройки, тем меньше будут отклонения динамических свойств 
основной САУ в процессе работы системы. Верхний предел быстро
действия контура самонастройки ограничен инерционностью основ
ной САУ, поскольку она ограничивает время, необходимое для 
определения значения критерия качества J. Действительно, это 
время включает в себя время, требуемое для определения реакции 
основной САУ на пробное воздействие, и поэтому заведомо больше 
длительности переходного процесса в основной САУ. П ракти• 
чески можно считать, что длительность процесса самонастройки 
на порядок больше длительности переходного процесса с основ-
ной САУ. 

Требование достаточной малости пробных сигналов сводится 
к тому, что пробные сигналы должны быть достаточно :малы по 
сравнению с отклонениями, существующими в процессе нормаль
ного функционирования основной САУ. В противном случае 
пробные сигналь,: вызовут существенное ухудшение точности 
работы основной системы. Предел уменьшению пробных сигна
лов создается трудностью выделения их из общего выходного сиг
нала Х системы. Таким образом, в системах самонастройки боль
шое значение имеет задача выделения сигнала на фоне шума. 
Эта задача требует тем большего времени, чем меньше tигнал, 
поскольку приходится усреднять реакцию системы на несколько 
пробных сигналов, т. е. применять статистические методы выде
ления полезного сигнала из шума. Из сказанного следует, что 
выполнение требований в отношении малости пробного сигнала 
и быстродействия самонастройни вызывает необходимость ком
промиссного решения. 
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§ 14-3. САМОНАСТРАИВАЮЩИЕСЯ СИСТЕМЫ

АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

С ОПТИМИЗАЦИЕЙ КАЧЕСТВА УПРАВЛЕНИЯ 

Эти системы называются еще э к. с т р е м а л ь н ы м и с а м о
н а с т р а и в а ю щ и м и с я С А -У. В отличие от рассмотрен
ных выше самонастраивающихся СА-У со стабилизацией качества 
управления задачей самонастройки в этих СА-У является под
держание оптимального значения критерия качества управле
ния J. Последний в данном случае может быть назван поэтому 
критерием оптимальности, как в неадаптированных оптимальных 
СА-У (см. тринадцатую главу). Рассматриваемые самонастраи
вающиеся СА-У, как и вообще все адаптивные СА-У с оптимиза
цией качества управления, отличаются от неадаптивных опти
мальных СА-У наличием автоматического изменения оператора 
управления так, чтобы обеспечивалась оптимальность управле
ния, т. е. оптимум выбранного критерия качества управления, 
при всех изменениях внешних условий и свойств объекта. 

Таким образом, управляющее устройство УУа контура адап
тации автоматически решает задачу оптимизации, которую одно
кратно решает конструктор неадаптивной оптимальной системы 
при ее конструировании или периодически оператор-настройщик 
в ходе эксплуатации системы. Такая а в т о м а т и ч е с к а я 
о п  т и :м: и з  а ц и я может рассматриваться кан особый·тип авто
матического управления наряду с управлением по внешним воз
действиям (компенсация) и управлением по отклонению. 

Основой автоматической оптимизации является а в т о м а -
т и ч е с к и й п о и с к оптимального оператора основного управ
ляющего устройства УУ0 , хотя существуют и беспоисковые СА-У 
с автоматической оптимизацией (см. ниже). 

Принцип действия рассматриваемых самонастраивающихся 
СА-У зависит от того, какой режим системы характеризуется 
принятым критерием качества - динамический или статический. 
Соответственно различают самонастраивающиеся СА-У с оптими
зацией динамических режимов и с оптимизацией статических 
режимов системы. 

А. Самонастраивающиеся САУ с оптимизацией динамических 
режимов 

В этих системах целью самонастройки является поддержа
ние путем изменения настройки основной СА-У экстремума какого
либо критерия качества, характеризующего динамические свой
ства системы. Чаще всего таким критерием является поназатель 
н:ачества переходного процесса или точность основной СА-У при 
случайных воздействиях, а настраиваемыми параметрами - пара
метры корректирующих звеньев. 
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Поис:к оптимума :критерия качества J осуществляется путем 
поис:кового изменения настроечных параметров :корре:ктирующих 
звеньев, от :которых зависит величина J, и вычисления соот
ветствующего приращения J. На основании этого опредышется 
направление, в :котором следует изменять настройr{у :корре:кции, 
чтобы приблизиться Т{ э:кстремуму J и в :конце :концов найти его. 

Вычисление J при определенной настрой:ке производится, 
:ка:к и в СА-У со стабилизацией J, с помощью подачи на вход 
основной СА-У пробного 
сигнаJrа Gпр

. 
На рис. 14-5, а при

ведена схема СА-У с 
э:кстремальной настрой
:кой. Здесь Г п

р 
- гене

ратор пробного сигнала 
Gпр

, Гп - генератор по
ис:кового сигнала У п, 
Д - дете:ктор, выделяю
щий составляющую на 
выходе объе:кта Хп

р
, 

вызванную сигналом Gпр
• 

Вычислительное устрой
ство В У здесь представ
ляет собой автоматиче
с:кий оптимизатор. Если 
в СА-У со стабИJшзацией 
J вычислительное уст
ройство выявляет от
:клонение J от заданного 
значения J

3 , т. е. вели
чину ЛJ = J - J3 , то 
здесь выдаваемый В У 
сигнал ЛJ определяет 
от:клонение J от заранее 
неизвестного его э:кстре-

а)

с

б) 
J 2 

3

:J,опт1 
опт3 

Jопт2 

\ 

о Уапт t Уапт2 Уопт3 у

Рис, 14-5. Функциональная схема самонаст
раивающейся САУ с оптимизацией динамиче

ского режима 

маJ1ьного значения. Необходимое для этого приращение Уп 

настроечного параметра У создается генератором поис:кового 
сигнала Гп , В результате система самонастройки осуществляет 
автоматичес:кое слежение за э:кстремумом J. 

Работа системы ишrюстрируется рис. 14-5, б. Здесь :кривые 
1, 2 и 3 - зависимости J от У для трех последовательных момен
тов времени. При смещении э:кстремума J система самонастрой:ки 
изменяет значение параметра У та:к, чтобы J вновь имел э:кстре
мальное значение. СтреJшами по:казан процесс изменения настрой
:ки для случая скач:кообразного изменения зависимости J от У. 

Та:ким образом, в СА-У с э:кстремальной самонастрой:кой в общем 
случае требуются два специальных воздействия на основную СА-У 
со стороны системы самонастройюr: пробный сигнал Gп

р 
(для 
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определения J при фиксированном У) и поисковый сигнал У п 
(для определения направления изменения пастроечного параметра 
У для движения к экстремуму J). 

В отдельных сJ1учаях система может быть упрощена путем 
отказа от специальных сигналов Gпр 

и У п, Отказ от специаJ1ь
ного пробного сигнала Gпр 

возможен при использовании вместо 
него естественных флуктуаций на входе основной САУ, сущест
вующих при нормаJ1ьной работе системы. Об этой возможности 
говорилось выше при рассмотрении самонастраивающихся САУ 
со стабилизацией динамических свойств (см. рис. 14-4). Соответ
ствующее изменение в схеме на рис. 14-5, а показано штриховой 
линией. 

Примером такой экстремальной самонастраивающейся СА-У 
может быть следящая система с самонастройкой коррекции на 
минимальную дисперсию выходного сигнала при непрерывно 
действующих случайном: входном: сигнале и помехе. Практически 
в качестве мини:мизируемого критерия качества здесь используется 
усредненное с помощью фильтра нижних частот значение квад
рата рассогласования (G - Х)2. Rю{ было показано в § 3-3, если 
входной сигнал и помеха являются стационарными случайными 
функциями, то существует оптимальная передаточная функция 
системы, обеспечивающая минимум: дисперсии выходного сигнала. 
Если параметры какой-то части такой оптимальной следящей 
системы неконтролируемым образом изменяются со временем по 
каким-то причинам (изменение параметров входящего в состав 
системы объекта, разогрев отдельных частей схемы и т. п.), то 
дисперсия на выходе будет возрастать. Возврат ее к минималь
ному значению осуществляется путем изменения коррекции 
с помощью системы экстремальной самонастройки: 

Возможность создания самонастраивающихся СА-У с опти
мизацией качества управления без специального поискового сиг
нала основана на знании и использовании :математического опи
сания, т. е. оператора объеl{та. Такие самонастраивающиеся СА-У 
называются б е с п о и с к о в ы м и или а н а л и т и ч е -
с к и м· и [30]. Зная оператор объекта и внешние воздействия 
(если последние необходимы для определения критерия I{ачества), 
можно аналитичеСI{И определить оптимальную настроЙI{у системы, 
I{aK это и деJrается разработчиком при синтезе неадаптивных 
систем. В случае самонастраивающихся СА-У этот расчет должен 
выполняться вычислительным устройством I{Онтура самонастройки. 
Наиболее простой случай при этом будет, когда оператор объеl{та 
известен заранее и неизменен, а причиной самонастройки является 
изменение внешних условий работы системы. В ::iтом случае цепь 
самонастройки на экстремум осуществляется в виде разомкнутой 
системы компенсации, изменяющей настройку основной СА-У 
в фуНI{ЦИИ внешних воздействий. 

В наиболее общем случае изменяющегося (неизвестного) опе
ратора объекта задача I{онтура самонастройки заключается, во-
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первых, в и д е  н т и ф  и к а ц и и о б ъ е к т  а, т. е. в опреде
Jiении оператора объекта (с помощью пробпых сигпаJiов ИJIИ 
с испош,зованием реа�{ции на естественные входные воздействия -
см. § 14-2), и, во-вторых, в вычисJiении оптимаJiьных значений 
настроечных параметров системы управления. Для выполнения 
расчетов в качестве вычислительного устройства обычно испо.ль
зуют специальные цифровые в:ычислительные машины. 

Широкое применение получили вычислительные устройства 
с п о  д с т  р а и в а е м о й (с а м о н а с т р а и в а ю щ е й с я) 
м о д е· л ь ю о б ъ е к т а. Такая модель автоматически под
страивается по объекту так, что оператор модели с достаточной 
точностью совпадает с оператором объекта. Поиск оптимальной 
настройки осуществляется на модели, и найденная настройка 
переносится затем на основную САУ. Применение модели объекта 
часто позволяет существенно упростить вычислительное устрой
ство и весь контур самонастройки. 

Входящая в состав беспоисковой самонастраивающейся САУ 
система автоматической подстройки модели по объекту сама 
является самонастраивающейся САУ и, в частности, может быть 
экстремальной. Эта система подобна описанной в предьIДущем 
параграфе системе самонастройки с эталонной моделью, только 
здесь на этапе подстройки моде.ли роль эталона играет сам объект 
управления, а подстраивается модель. Подстраиваемая модель 
может быть выполнена на аналоговой или на цифровой технике. 
В случае если у объекта изменяются не только параметры, а и 
структура, соответственно модель должна иметь также перемен
ную структуру, т. е. это будет с а м о о р г а н и з у ю щ а я  с я 
м о д е л ь, которая относится к самоорганизующимся САУ, 
рассматриваемым в следующей главе. 

Основное достоинство беспоисковых самонастраивающихся 
САУ заключается в отсутствии поисковых воздействий на объект, 
которые всегда нежелательны, так как являются для основной 
САУ внешними возмущениями, нарушающими режим ее работы. 

Б. Самонастраивающиеся САУ с оптимизацией статических 
режимов 

Эти системы называются еще с и с т е м а м и э к с т р е -
ll'l а л ь н о г о р е г у л и р о в а н и я. Они являются простей
шими самонастраивающимися САУ с оптимизацией качества 
управления. В них поддерживается оптимальное значение такого 
критерия, который характеризует работу объекта в с т а т и ч е -
с I{ о м р е ж и м е, т. е. обеспечивается работа в точке экстре
мума соответствующей статической характеристики. 

Примером объекта такой системы экстремального регулирова
ния является система автоматической настройки колебательного 
контура в резонанс (рис. 14-6, а). Такая задача существует, в част
ности, в радиоприемных и радиопередающих устройствах. :Контур 
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LC настраивается с помощью переменного конденсатора С. Задача 
настройки - установка такого значения емкости С, при котором 
резонансная частота 1шнтура совпадает с частотой f подаваемого 
на контур напряжения. Признаком тю{оЙ настройки является 11rак
симум напряжения на резонансном контуре. Тюшм образом, задача 
настройки сводится к определению значения С, соответствующего 
максимуму напряжения на резонансном контуре (рис. 14-6, 6). 
Причиной ухода от резонансной настройки может быть изменение 
частоты f подаваемого на контур напряжения или изменение 
параметров контура, например, из-за изменения температуры. 

Экстремальный регулятор состоит из усилителя У, усиливаю
щего напряжение И, снимаемое с контура; вычислительного 

а) 

R 

~f \и 

6) 
и 

---� 
1 
1 
1 

1 
1 

О Сопт � 

Рис. 14-6. Система экстремального 
регулирования колебательного 

контура 

устройства В У и исполнительного 
двигателя Д, поворачивающего
ротор конденсатора С. Вычисли
тельное устройство автоматически 
выполняет ту же логическую за
дачу, что и оператор при ручной 
настройке контура. После вклю
чения в работу оно определяет 
направление, в котором надо изме
нять емкость, чтобы напряжение 
на контуре возрастало, т. е. опре
деляет направление движения в
сторону экстремума. Для этого· 
исполнительный двигатель вклю
чается вначале в одном направ
лении, а затем при необходимо
сти - в другом, и устанавливается 
искомое направление вращения. 
Движение в найденном направлении 
продолжается до тех пор, пока 
напряжение И не начинает умень
шаться после прохождения макси

мума. Тогда вычислительное устройство изменяет направление 
вращения двигателя, чтобы вернуться в точку экстремума. В 
установившемся режиме исполнительный двигатель периодически 
реверсируется, создавая небольшие колебания напряжения от
носительно максимума, с помощью чего все время контролируется 
местоположение последнего. 

Другим примером системы экстремального регулирования 
является система регулирования скорости двигателя внутреннего 
сгорания на минимум удельного расхода топлива. Статическая 
зависимость этого показателя от скорости двигателя имеет мини
мум, который смещается при изменении нагрузки, качества топ
лива, давления, температуры и других внешних условий. Система 
экстремального регулирования обеспечивает поиск и поддержа
ние величины скорости двигателя, соответствующей минимуму 
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расхода топлива. Аналогичная задача минимизации расхода топ
лива существует при регулировании двигателей самолетов при 
полете на большие расстояния. Здесь минимум имеется у зависи
мости расхода топлива на единицу пути от скорости полета, при
чем положение этого минимума зависит от веса самолета, высоты 
полета, ветра и др. 

Принцип действия экстремальной системы регулирования тот 
же, что и контура самонастройки в САУ при оптимизации динами
ческих режимов. Однако в связи с тем, что здесь критерий качества 
является статической функцией настроечных параметров У и 
определяется в статическом режиме, в системах экстремального 
регулирования не требуется пробных сигналов Gпр

, которые необ
ходимы для определения динамических показателей начества. 

Что касается поисковых сигналов, то, как и у самонастраи
вающейся САУ с оптимизацией динамических режимов, их также 
может не быть, т. е. возможны беспоисковые системы экстремаль
I-IОГо регулирования, основанные на использовании в том или 
ином виде уравнения статики объекта. 

В. Методы поиска экстремума функции J настроечных 
параметров У 

Рассмотрим методы, с помощью которых вычислительное 
устройство может осуществлять поиск значений настроечных 
параметров У, соответствующих экстремуму критерия качества, 
т. е. рассмотрим возможные алгоритмы поиска. 

В случае когда J является функцией одной переменной У,
направление движения к экстремуму определяется знаком произ
водной dJ /dY, а признан:ом наличия экстремума будет равенство 
нулю этой производной, т. е. 

t� =0 (рис. 14-7, а).

В общем случае, когда число настроечных параметров У равно 
п, т. е. J (У1 , У2 , . . .  , Уп) является функцией п переменных, 
направление движения к экстремуму определяется градиентом, 
т. е. вектором 

п 

V aJ grad J = _.;.. ki дУ 
i 

, 

i=l 

где ki (i = 1, 2, ... , п) - единичные векторы координатных осей Yi. 
В точке экстремума 

дJ gradJ=O, т. е. дУ-=0, i=1, 2, ... , п.
i 

Сказанное иллюстрируется рис. 14-7, бив для случая п = 2. 
Метод нахождения энстремума J путем изменения координат 

У таким образом, что движение к экстремуму осуществляется 
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строго по градиенту (см. траектории на рис. 14-7, б и в), назы
вается м е т  о д о  l\1 r р а д  и е н  т а. Для осуществления движе
ния по градиенту каждая координата Y

i 
должна изменяться со 

а) J скоростью, пропорциональной значениям 
соответствующих частных производных 
dJ /dYi , Однако этот метод - не единст
венно возможный способ достижения экст
ремума. Существует целый ряд методов 
поиска экстремума, которые проще метода 
градиента в отношении реализации. Кроме 

О '---------- того, как будет по1-.азано ниже, метод 
градиента далеко не всегда является наи
лучшим и в отношении быстроты нахож
дения экстремума. Основными методами 
поиска экстремума, помимо метода гра

У, диента, являются метод наискорейшего\J-_,__,,._,,,____;;-=--..: спуска, метод Гаусса - 3ейделя и метод
слепого поиска. 

М е т о д н а и с к о р е й ш е r о с п у-
В) ---. 

с к а 1 состоит в следующем (рис. 14-8, 
- aJ траектория 2). В начальной точке нахо

а� дится направление вектора grad J, и орга
низуется движение в этом направлении до
тех пор, пока не прекратится уменьшение J
(в случае поиска минимума), т. е. не об- ·

J" ратится в нуль производная от J по при-
о 

У, пятому направлению движения. Rак видно
р 14 7 м из рис. 14-8, этому моменту соответствует ис. - . етод гради-

ента касание траектории с линией J = const. 
В этой точке касания вновь определяется 

направление вектора grad J, и движение продолжается по этому 
новому направлению опять до момента изменения знака прира
щения J и т. д. 

Таким образом, метод наискорейшего спуска проще метода 
градиента (кривая 1 на рис. 14-8) в том отношении, что требует 
определения направления grad J только в небольшом числе 
точек траектории. 

М е т о д Г а у с с а - 3 е й д е л я дает траекторию 3 на 
рис. 14-8. Он заключается в поочередном изменении I{аждой из 
координат У до момента обращения в нуль соответствующей част
ной производной дJ !дУ

i
. Таким образом, здесь поиск функции 

нескольких переменных сводится к последовательному нахожде
нию экстремума этой функции от каждой из переменных. Поэтому 
данный метод технически еще проще, чем метод наискорейшего 
спуска. 

1 Наввание метода предполагает, что экстремум представляет собой мини
мум, однако в равной мере этот метод применим, равумеется, и для поис11:а 
ма.кспмума. 
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М е т о д с л у ч а й н о г о ( с л е п о г о) п о и с к а sаклю
·чается в поис1,е экстремума путем случайного И3lVЮнения коорди
нат Yi. Из начального положения делается случайный шаг при
данием координатам случайных приращений, и определяется при
ращение J. Если приращение J положительно (при поиске мини
мума), производится возврат в исходную точ1,у и делается новый
случайный шаг. Так продолжается до тех пор, пока не будет полу
чено отрицательного приращения J. Тогда система переводится
в эту новую точку, и из нее производятся новые случайные шаги,
как из исходной точки.

Существуют и другие варианты случайного поиска. Так, можно,
совершив несколько пробных случайных шагов из исходной точки
и найдя для каждого шага приращение J, определить по этим
приращениям как по составляющим
вектора направление наиболее интен- '2
сивного изменения J и в этом на
правлении делать рабочий шаг. Та
RОЙ метод называется м е т о д о м
с т а т и с т и ч е с1,о г о  г р а 
д и е н т  а. В найденном направле
нии можно делать не один шаг, а
двигаться, пока приращение J не
изменит знака. Такой метод назы
вается :м е т о д о м с т а т и с т и ч е
с к о г о  н а и с к о р е й ш е г о
с п  у с к а. 

Достоинством метода случайного 
поиска является отсутствие конт-

Рис. 14-8. Метод наискорей
шего спуска (2) n метод Га

усса-Зейделя (3) 

роля зависимости J от каждой из координат Yi в отдельности. 
Поэтому в отличие от рассмотренных выше детерминированных 
методов поиска увеличение числа координат Yi при случайном 
поиске не усложняет процедуры поиска. Тю,, доказано, что при 
числе координат Yi более трех случайный поиск по скорости 
достижения экстремума превосходит градиентный метод и другие 
перечисленные выше детерминированные методы (6]. 

Другим достоинством метода случайного поиска по сравнению 
с детерминированными методами является пригодность его при 
наличии несколышх экстремумов, из которых необходимо найти 
глобальный (минимум: м:иниморум в случае поиска минимума), 
а также при наличии особых точек, в которых градиент J обра
щается в нуль. Во всех этих случаях методы, основанные на поиске 
точки с нулевым градиентом, непригодны, так как система может 
застрять на каком-либо локальном экстремуме или в особой точ1,е. 
Слепой же поиск принципиально позволяет найти все экстремумы 
и особые точки и выбрать глобальный экстремум. 

Выбор метода поиска экстремума зависит от конкретных усло
вий задачи. В работе [6] приведены данные сравнения разных 
методов поиска и оценка их областей применения. Часто оптималь-
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ным решением оказывается комбинация нескольких методов. 
Так, например, вдали от точI{И экстремума используют один метод, 
обеспечивающий скорейшее попадание в район экстремума, а затем 
переходят к другому методу. Таки� образом, в частности, комби
нируют метод наис1{0рейшего спуска и метод градиента. При поиске 
глобального экстремума часто применяют комбинацию слепого 
поиска с методом градиента. В этом случае методом градиента 
находят локальный экстремум. Он запоминается, и затем осущест
вляется случайный шаг в другую произвольную точку. После 
этого вновь методом градиента отыскивают новый экстремум и сра
внивают с ранее найденным. Число таких циклов поиска выбирают 
заранее, исходя из априорных данных о числе экстремумов и их 
взаимном размещении. 

Г. Методы определения производных J

Рассмотренные выше методы поиска экстремума функции 
J (У1 , 

У2 , . . •  , 
Уп) требуют определения частных производных 

дJ /дУ i по отдельным настроечным параметрам Yi. Их можно 

дJ 

д'ft 
1 

находить либо параллельно 
с помощью частотного раз
деления отдельных кана
лов, либо последовательно, 

8J т. е. путем временнбго раз
д)z деления этих каналов оп-

ределения отдельных про
изводных. Рассмотрим co

BJ ответствующие методы оп
дУп ределения производных 

дJ/дУ. 
Рис. 14-9. Схема вычислителя dJ / dYi с 
применением синхронного детектирования 

М е т о д с и н х р о н
н о г о  д е т е кт и р ов а-
н и я основан на частот

ном разделении каналов определения дJ !дУ. Поисковые сигналы УiП , 
создающие отклонения Yi (см. рис. 14-5, а), могут быть как 
детерминированными, так и случайными. 

Детерминированные поисковые сигналы представляют собой 
гармонические колебания разных частот с достаточно малыми 
амплитудами: 

( 14-1) 
Амплитуды A i этих сигналов должны быть достаточно малы, 

чтобы несущественно нарушать режим работы основной САУ. 
Частоты ro

i 
ограничены снизу максимальной частотой смещения 

контролируемого экстремума, а сверху - полосой пропускания 
основной САУ. Эти поисковые сигналы создают колебания 
настроечных параметров Yi относительно их исходных значений 
yiO• Т. е. 

(14-2) 
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Реакции основной САУ на одновременно действующие на вход 
объекта сигналы Уiп, по которым определяются искомые произ
водные дJ !дУi, разделяются по частоте в вычислительном устрой
стве с помощью синхронных детекторов. На рис. 14-9 приведена 
схема вычислителя дJ /дУi с синхронным детектированием. Схема 
состоит из вычислителя J и каналов определения частных произ
водных дJ !дУi. Каждый канал состоит из множительного устрой
ства, умножающего величину J на соответствующий поисковый 
сигнал У;п, который одновременно подается на управляющее 
устройство основной САУ, и фильтра Ф i нижних частот, осуще
ствляющего усреднение полученного произведения во времени. 

Покажем, что выходные величины синхронных детекторов 
пропорциональны искомым частным производным дJ !дУi. Разло
жим для этого функцию J (У1 , У2 , . . .  , Уп) в ряд Тейлора по при
ращениям ЛУi, создаваемым поисковыми сигналами, с удержа
нием при этом только членов первого порядка малости относи
тельно ЛУi. В результате получим: 

где 

п 

J(Y1, У2, ... , Уп)�J(У10, У20, .. :, Упо)+ � ::i ЛУi, (14-3) 
i=l 

т. е. 

где 

п 

J(Y1, У2, • • •  , Уп)=lо+ � ::iAisinffiit,
i=1 

lo = l (У10, У20, ... 'Упо)-

(14-4) 

Величина на выходе k-го множительного устройства равна 
произведению J (У1, У2, ... , Уп) А 1;, sin ffi1;,t и с учетом выражения 
(14-4) принимает вид: 

п 

J0A1;, sin ffi1;,t + ! ;[i AiAk sin ffiit sin ffi1;,t.
i=1 

Фильтром на выходе синхронного детектора эта величина 
усредняется по времени. Она включает в себя составляющую 
с sin ffi1;,t и п составляющих, содержащих произведение синусоид 
siн ffiit Х sin ffi1;, t. Средние значения - sin ffi1;,t и произведения 
sin w;t sin ffi1;,t при i =1= k равны нулю, и только среднее значение 
произведения sin ffi it sin ш1;, t при i = k отлично от нуля и рав
но 1/2 1

. 

Таким образом, величина на выходе k-го канала синхронного 
б 1 А" дJ детектора в первом при лижении равна 2 ii дУ1;, ' т. е. пропорцио-

нальна производной дJ /дУ1;,. 
�в · 2  1 1 2 спомнпм, что sш w1;,t=2-2cos ш1;,t.
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В качестве поисковых колебаний можно применять не только 
синусоидальные колебания, но и любые другие колебания с одним 
только условием, чтобы средние значения их и их произведений 
были достаточно близки нулю. Из последнего следует, что можно 
использовать и независимые (некоррелированные) стационарные 
случайные поисковые сигналы. 

На рис. 14-10 показана полная функциональная схема само
настраивающейся САУ с оптимизацией динамического режима 

Спр 

....., ___ .__,: 
1 
1 '---�---' 1 

�----.._, 

ВУ 

G 

dJ 
d'ft 

Рис. 14-10. Схема самонастраивающейся 
САУ с оптимизацией динамичес1юго ре
жима методом градиента с помощью син-

хронного детектирования 

с помощью метода градиен
та, в которой применено 
синхронное детектирова
ние. В схеме имеются два 
настроечных параметра У

1 

и У2• В соответствии с 
методом градиента они из-
11Iеняются со скоростью, 
пропорциональной значе-
ниям соответствующих 
частных производных 
дJ /дУ1 идJ /дУ2,СПОМОЩЬЮ 
исполнительных устройств 
ИУl и ИУ2, которые явля
ются интегрирующими зве
ньями. 

В качестве фильтров 
нижних частот обычно при -
меняют апериодические 
звенья с передаточной 

ф 
u k

ункциеиТр+l при доста-

точно большой постоянной 
времени Т.

Достоинствами метода 
синхронного детектирова-
ния являются быстрота вы

числения градиента, поскольку все частные производные опреде
ляются параллельно, и высокая помехоустойчивоuть. Последнее 
объясняется тем, что синхронные дете1{торы не пропускают на 
выход некоррелированных с поисковым сигналом помех в 
той же мере, как и поисковых сигналов соседних каналов. 
Поэтому метод синхронного детектирования иногда применя
ют даже при одном настроечном параметре с целью подавления 
помех. 

М е т о д п р о и з в о д н о й п о в р е м е н и дает пооче
редное определение отдельных частных производных дJ !дУi. 
Суть метода заключается в применении производной от J по 
времени. Если все настроечные параметры Yi неизменны и только 
один изменяется поисковым сигналом, то частную производную 
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от J по этому настроечному параметру можно представить так: 

(14-5) 

Следовательно, если изменять Yi с известной постоянной 
скоростью дУ)дt = const, то скорость дJ/дt изменения J, вызван
ного этим изменением настройки, будет мерой искомой произвоц, 
ной дJ/дУi, т. е., изме
ряя эту скорость dJ /dt, 
можно судить о вели
чине дJ /дУi , 

На рис. 14-11, а дан 
один из вариантов схе
мы вычислителя дJ /дУi 

с применением произ
водной по времени. Гене
ратор поисковых сигна
лов Гп выдает импульсы 
треугольной формы. Рас
пределитель Р 1 подает 
их поочередно в каналы 
управления отдельными 
настроечньши парамет
рами, как это показано 
на рис. 14-11, 6 для трех 
каналов настройки. Бла
годаря треугольной фор
ме импульсов настроеч
ные параметры изменя
ются с постоянной ско
ростыо сперва в одну, 
а затем в другую сторо
ну. Дифференциатор 
(d/dt) на выходе вычис
лителя J определяет 
производную dJ /dt, а 

а)

Г,, ,__ ___ Pf

У�п Угп 
Упп 

У�п� а� �t
Угпt � I t 

t 

aJдУz 

Рис. 14-11. Схема вычпсшrтеля dJ/dY; с при
менением метода производной по времени 

распределитель Р2, работающий синхронно с Pl, передает ее 
на выход, воздействующий на тот настроечный параметр, 
который в данный момент изменяется треугольным импульсом. 
При этоы в соответствии с выражением (14-5) выполняется деле
ние на производную dYi !dt. 

Недостатками данного метода определения производных dJ /дУi 

по сравнению с методом синхронного детектирования являются 
поочередное их определение, требующее тем большего времени, 
чем больше число настроечных параметров, и худшая помехоза
щищенность. Последнее связано с наличием в схеме дифферен
циаторов, которые, являясь фильтрами верхних частот

1 
увеличи-
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вают относительный уровень высоночастотных помех на выходе 
вычислителя. 

М е т о д н о н е ч н ы х п р и р а щ е н и й (ш а г о в) 
таюне дает поочередное определение частных производных. 
Он состоит в приближенном определении этих производных 
в виде отношения нонечных приращений, т. е. основан на равенстве 

дJ Л;J 
аУ- =лу.• 

i i 

(14-6) 

Rаждому настроечному параметру У; поочередно дается 
нонечное приращение ЛУ;, определяется вызванное им прира
щение Л;J, и находится отношение этих приращений согласно 
(14-6). 

Этот метод представляет интерес в случае инерционных объен
тов, ногда остальные методы могут дать большую амплитуду 
нолебаний относительно максимума. 

М е т о д з а п о м и н а н и я э к с т р е м у м а состоит в сле
дующем. С помощью детерминированных или случайных поисно
вых сигналов изменяется настройна системы и определяется соот
ветствующее значение J. В запоминающем устройстве удержи
вается наименьшее (при поисне минимума) из полученных зна
чений J. Направление движения н энстремуму определяется по 
разности ЛJ тенущего и наименьшего значений J. Частные произ
водные дJ /дУi определяются отношением нонечных приращений 
ЛiJ/ЛYi , где приращение ЛiJ, соответствующее приращению 
настроечного параметра ЛУi, выделяется из полного приращения 
ЛJ одним из рассмотренных выше методов путем частотного или 
временного разделения составляющих. В установившемся режиме 
существуют нолебания относительно найденного энстремума с нонт
ролем его путем сравнения тенущих измеряемых значений J

в онрестностях энстремума с энстремальным значением. 

§ 14-4. ОСОБЕННОСТИ ИССЛЕДОВАНИЯ САМОНАСТР АИВАЮЩИХСЛ

СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

О б щ и й  п о ряд о н  и м е т о д ы  м а т е м а т и ч е
с н о г о о п и с а н и я и и с с л е д о в а н и я самонастраи
вающихся САУ те же, что и неадаптивных САУ. Неноторые осо
бенности динамини, а отсюда и методов исследования самонастраи
вающихся САУ определяются наличием в этих системах нонтура 
самонастройни. Общие требования, предъявляемые н этому нон
туру, те же, что и у основной САУ, т. е. это требования прежде 
всего в отношении точности, устойчивости и начества переходных 
процессов. 

Т о ч н о с т ь самонастройни в системе со стабилизацией нри
терия начества управления J определяется, нан и в обычной 
системе стабилизации, величиной отнлонения этого нритерия от 
его заданного значения. В самонастраивающихся САУ с оптими-
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эацией J путем поисRа энстремума в установившемся режиме 
имеют место поисRовые колебания настраиваемых параметров Yi 

относительно их значений, соответствующих энстремуму J. 
Поэтому точность самонастройн:и таких систем оценивается сред
ней величиной отклонения J от его экстремального значения 
Jэ в установившемся режиме. Эта величина называется п о  т е -
р е й н а п о и с к. Ее можно выразить через величину колеба
ния относительно энстремума и крутизну экстремума: 

( 14-7) 

где ЛУ1п - среднее значение нвадрата установившегося отклоне
ния У;п от значения, соответствующего J8 • 

Выражение ( 14-7) получается путем разложения разности 
J - J8 в ряд Тейлора и удержания первых отличных от нуля 
членов ряда наименьшей степени малости. Этими членами являются 
члены с квадратом приращения, так как в точке экстремума пер
вые производные дJ /дУi, входящие в члены первой степени 
малости, равны нулю. 

При оценке точности основной САУ необходимо учитывать 
в числе установившихся возмущений пробные и поисковые сиг
налы со стороны системы самонастройки. 

-У с т о й ч и в о с т ь процесса самонастройки - это устойчи
вость удержания заданного или экстремального значения J.

В последнем случае для поисковой системы это означает устой
чивость автоколебаний относительно точки экстремума. 

К а ч е с т в о п е р е х о д н ы х п р о ц е с с о в самона
стройки определяется прежде всего быстродействием. -У систем 
с оптимизацией настройки это быстродействие определяется вре
менем поиска экстремума. Как уже говорилось, в СА-У с само
настройкой динамических свойств (путем ее стабилизации или 
оптимизации) быстродействие самонастройки ограничено сверху 
быстродействием основной СА-У и обычно получается на порядок 
меньше последнего. Допустимый нижний предел быстродействия 
при этом определяется наибольшей возможной быстротой изме
нения тех свойств основной СА-У, которые стабилизируются или 
оптимизируются системой самонастройки. 

В частном случае систем энстремального регулирования, 
n которых оптимизируется статический режим объекта, быстро
действие самонастройки сверху не ограничено, и поэтому целе
сообразно иметь его как можно большим с тем, чтобы уменьшить 
отклонения режима от оптимального. 

В самонастраивающихся СА-У с самонастройкой динамиче
ских свойств основной системы, когда быстродействие контура 
самонастройки сравнимо с быстродействием основной СА-У и 
в течение отдельного переходного процесса в основной СА-У 
настроечные параметры успевают существенно измениться, нахо-
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димое в процессе самонастройки 3начение критерия качества J

будет определяться пе постоянными 3начениями пастроечпых 
параметров, а их 3начениями в виде функций времени, иными 
словами, критерий качества J будет не функцией, а функциона
лом настроечных параметров. Последнее сущест�енно 3атруд
няет аналитическое исследование динамики самонастраиваю
щейся САУ. Такая ситуация, в частности, имеет место всегда, 
когда скорость естественного и3менения свойств основной САУ 
сравнима с ее быстродействием. 

С точки 3рения выбора методов исследования самонастраиваю
щиеся САУ представляют собой м н  о г о  м е р н ы е м н  о г о  -
к о н т у р н ы е  с и с т е м ы  с в я 3 а н н о г о  у п р а в ле
н и я величинами Х и J. В простейшем случае при одной выходной 

и одной настроечной величинах такие си
стемы сводятся к двум контурам - контуру 
основной системы управления величиной Х
и контуру самонастройки, осуществляю
щему управление величиной J. Это иллю
стрируется рис. 14-12. Здесь 1 - контур 
основной САУ, 2 - контур самонастройки, 
00 - часть основной САУ, входящая в оба
контура, 01 и А - остальные части соот

Рис. 14-12. Контуры са- ветственно основного контура и контура
,монастрапвающейсяСАУ адаптации. В общем случае, как говори-

лось выше, самонастраивающаяся САУ :мо:. 

жет иметь иерархическую структуру, содержащую прои3вольное 
число свя3анных друг с другом контуров :многоступенчатой автома
тической настройки. 

Самонастраивающиеся САУ в общем случае являются н е с т а -
ц и о н а р н ы м и и н е л и н е й н ы м и с и с т е м а м и. 
Нестационарность вы3вана и3:мененияl\ш во времени свойств 
основной САУ, корреr<тировка которых является целью са:мо-
1настройки, и и3менениями параметров системы в процессе само
настройки. Нелинейность существует прежде всего И3-3а наличия 
свя3и чере3 контур самонастройки параметров Yi основной системы 
с ее выходными величинами X i , В системах с оптими3ацией 
настройки существует еще определяемая принципом их действия 
нелинейная с экстремумом 3ависимость J от У. Таким обра3ом, 
исследование самонастраивающихся САУ должно осуществляться 
методами исследования нелинейных систем, и3ложенными во 
второй части книги. При этом следует учитывать особенности 
исследования многомерных и нестационарных САУ, и3ложенные 
в § 7-6, пп. Б и В. В частности, 3адача существенно упрощается, 
если можно рассматривать контуры основной САУ и самонастройки 
как к в а 3 и а в т о н о м н ы е и к в а 3 и с т  а ц и о н а р н ы е. 
Rва3иавтономность будет иметь место, если эти контуры ре3ко 
ра3личны по быстродействию (см. § 7-6). В самонастраивающихся 
САУ это часто во3можно, когда быстродействие основного кон-
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тура много больше быстродействия самонастройки. В этом случае 
при рассмотрении динамики основной САУ можно принимать 
ее настройн:у неизменной, т. е. считать Yi = Yio = const. Соот
ветственно при рассмотрении процессов самонастройки даже 
динамических свойств основной САУ можно пренебречь инерцион
ностью этой САУ и считать, что J по отношению I{ настроечным: 
параметрам: У является их статической функцией. Система само
настройки в этом случае может рассматриваться и как квазиста
ционарная, т. е. динамика изменения уставок Yio будет описы
ваться уравнениями с постоянными во времени коэффициентами, 
если можно пренебречь поисковыми сигналами УiП из-за их высо
кочастотности, а также изменениями свойств объекта в течение 
переходного процесса самонастройки, считая их достаточно мед
ленными. 

Глава пятнадцатая 

САМООРГ АНИ3УЮЩИЕСЯ СИСТЕМЫ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

§ 15-1. ПРОСТЕЙШИЕ САМООРГ АНИ3УЮЩИЕСЯ СИСТЕМЫ

АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ (БЕЗ САМООБУЧЕНИЯ)

Самоорганизующиеся САУ - это адаптивные САУ, в I{оторых 
адаптация осуществляется путем изменения оператора, т. е. 
структурной схемы управляющего устройства УУ0 основной САУ. 
Самоорганизующиеся САУ можно представить такой же общей 
функциональной схемой, как и самонастраивающиеся САУ 
(см:. рис. 14-1). Однако здесь воздействия У со стороны управляю
щего устройства адаптации УУа на управляющее устройство 
УУ0 основной САУ вьшывают изменения не численных значений 
параметров, а структурной схемы УУ0 • Поэтому самоорганизую
щиеся САУ являются с и с т  е м  а м: и с п е  р е м:  е н н о й 
с т р у к т у р о й  [8]. В самоорганизующихся САУ сигнал У

является дискретным сигналом, каждому значению которого 
соответствует опредеденный оператор УУ0 , т. е. определенный 
алгоритм управления объектом. 

Примером простейшей самоорганизующейся САУ является 
самоорганизующаяся САУ с адаптивной коррекцией (рис. 15-1). 
Варьируемая часть УУ0 основной системы представляет собой 
набор определенного числа корре1{тирующих звеньев K3i, кото
рые включаются в контур основной САУ или отключаются от нее 
исполнительными реде ИРi управляющего устройства адаптации. 
(На рис. 15-1 условно показано, что все корректирующие звенья 
являются последовательными корректирующими звеньями.) Задача 
управляющего устройства адаптации заключается в стабилизации 
или оптимизации принятого критерия качества управления J пу
тем: выбора определенного корректирующего звена или комбинации 
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этих звеньев. Цепи пробного и при необходимости поиснового 
сигналов для простоты па рпсуш{е не пою1заны. 

Возможна 1юмбпнация описанной самооргашшующейся САУ 
и системы самонастройки численных значений параметров нор
рентирующих звеньев. В этом случае появляются два этапа 
(уровня) адаптации: первый этап - выбор струнтуры, т. е. выбор 
типа коррекции (выбор определенного норректирующего звена 
или их комбинации), второй этап - самонастройка параметров 
выбранной корре�щии. 

Возможность изменения струнтуры в ходе адаптации резко 
расширяет диапазоны изменения свойств объекта и внешних усло
вий, в которых самоорганизующаяся САУ сохраняет работоспо
собность с выполнением заданных требований I{ качеству управ-

1 

УУа I 
1 1 
1 

1 
УУ0 ________ _ 

--------------

с + 

r 

Рис. 15-1. Простейшая самоорганизую
щаяся САУ 

ления, по сравнению с само
настраивающимися САУ, рас
смотренными в предьщущей
главе. Разумеется, это дости
гается ценой существенного 
усложнения нонтура адапта
ции. 

Примером само организую
щихся САУ являются системы 
управления роботами (рис. 
15-2). Робот - это машина,,
предназначенная для вьшол
нения механических действий,
подобных выполняемым чело
веком, занятым физическим

трудом. Основная область применения роботов - это автоматиза
ция ручного труда в промышленности, а также выполнение работ 
в глубинах океана, носмосе и других опасных или недоступных 
для человена областях. Робот состоит из следующих частей: О -
рабочих органов - механических рук и органов перемещения, 
снабженных исполнительными двигателями и являющихся объектом 
управдения; ВУ- управляющей вычислительной машины; ЧУ -
комплекса чувствительных устройств - органов <<чувстю> робота, 
выдающих информацию о внешней среде (F) и о состоянии ро
бота (Х); ПУ - объединенного в пульте управления комплекса 
средств общения с человеком - оператором, который дает зада
ние (G) роботу и контролирует его действия. 

'Управление роботом осуществляется следующим образом. 
Оператор вводит в управляющую вычислительную машину зада
ние G на выполнение определенной работы. Пример простейшего 
задания - взять предмет в определенном месте и переместить 
его в другое место, или более сложная задача - осуществить 
сборну изделия из набора деталей, находящихся в определенно:м 
месте. Координаты местонахождения предметов :могут задаваться 
различным образом:. В частности, предметы :могут быть уназаны 
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световым пером непосредственно на экране телевизора, имеющегося 
на пульте управления, если робот обладает телевизионным зре
нием. Получив задание, управляющая вычислительная машина 
осуществляет синтез соответствующего алгоритма управления 
роботом. Это делается путем разложения полученного задания 
на более простые задания, для которых в памяти машины имеются 
готовые типовые алгоритмы синтеза соответствующего алгоритма 
управления роботом, приводящего к выполнению этого типового 
задания. В зависимости от характера типового задания ему может 
соответствовать алгоритм синтеза оптимальной временной про
граммы разомкнутого управления (например, в случае задачи 
перемещения в заданную точку или по заданной траектории) 
или алгоритм синтеза управления замкнутого типа в функции 

Рис. 15-2. Схема управ
ления роботом 

выходных координат Х (например, в случае задачи взятия неори
ентированного предмета с использованием сигнала обратной 
связи телевизионного, локацирнного или тактильного (осязатель
ного) типа). В целом синтезированный алгоритм решения всей 
поставленной задачи получается комбинированным, вr{лючая 
этапы программного управления и этапы замкнутого или, в свою 
очередь, комбинированного управления. 

После завершения синтеза алгоритма управления и при необ
ходимости его проверки робот осуществляет выполнение sадания 
и по его окончании информирует об этом оператора. 

Таким образом, система управления роботом является само
организующейся СА-У с изменяющимся в соответствии с заданиями 
алгоритмом работы. Она имеет иерархичесr{ую структуру, n кото
рой различаются три уровня иерархии управления, алгоритми
чески реализуемые в вычислительной машине (см. рис. 15-2). 
На первом (нижнем) уровне 1 У У синтезируются оптимальные траек
тории движения Ui (t) по каждой степени подвижности робота, 
которые позиционно отрабатываются соответствующими испол
нительными двигателями. На втором уровне 2УУ синтезируются 
элементарные рабочие операции, выполняемые захватом или дру
гим рабочим инструментом механичесr{их рук робота. Примеры 
таких элементарных рабочих операций - найти предмет, взять 
его, переместить его в определенное место, навинтить гайку, 
просверлить и т. п. На третьем (верхнем) уровне 3УУ определяются 
последоватеJ1ы-юсть и набор элементарных операций второго 
уровня, приводящих к выполнению всего задания, выдэ.1шого 
оператором. 
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Таким обра3ом, на каждом уровне управления происходит 
ра3биение задания, полученного с предыдущего уровня, на более 
простые задания. Соответственно на каждом уровне используется 
своя символика, свой алгоритмический язьш. 

Помимо задачи управления, алгоритмически реализуемой 
в виде перечисленных трех уровней управления, вычислитель
ная машина выполняет еще отдельную задачу первичной обработки 
информации (ПОИ на рис. 15-2), поступающей от чувствитель
ных устройств. Эта задача представляет большую сложность. 

Алгоритмы ее решения включают в себя алгоритмы 
распознавания образов (см. § 15-2) и часто реали
зуются в виде самостоятельных самоорганизую
щихся систем (например,- при обработке телеви
зионной зрительной информации). 

Сложность заданий, которые могут быть вы
полнены третьим уровнем иерархии управления 
роботом, что в значительной степени зависит, в 
свою очередь, от качества первичной обработки· 
информации, поступающей от чувствительных 
устройств, определяет <<интеллектуальный>> уро
вень робота в целом. Алгоритмы третьего уров
ня - это алгоритмы принятия решений, при син
тезе которых используются методы автоматического 
доказательства теорем, методы эвристичес1юго · 

Рис. 15_3_ Схе- программирования. 
Все, что выходит за рамки возможностей 

этого уровня (вместе с ПОИ), есть область 
интеллекта человека - оператора, который обра
зует как бы четвертый уровень иерархии управ-

ма самооргани
зующейся си
стемы управле-

ния пво 

ления роботом, обслуживая его своим интел
лектом при формулировании задания и контролируя ход вы
полнения последнего. 

Примером другой сложной самоорганизующейся САУ является 
система управления средствами ПВО. На рис. 15-3 пока3ана 
укрупненно схема контура адаптации такой системы. Здесь 
имеются две действующие друг на друга стороны - средства ПВО 
и средства противника. Средства ПВО подчинены через теле
управляемые исполнительные устройства ИУ управляющей циф
ровой вычислительной машине (ЦВМ). Последняя также через 
систему свя3и получает сведения о состоянии (действиях) про
тивника (F) и своих средств ПВО (Х). На основании этой текущей 
информации, а также заданной цели (G), к которой следует стре
миться, ЦВМ выбирает наилучший очередной шаг (этап) в дейст
виях средств ПВО. После получения информации о положении 
дел в конце этого шага определяется оптимальный следующий 
шаг и т. д. Таким образом, работа ЦВМ за�шючается в поиске 
наилучшего решения дискретной многошаговой задачи с учетом из
менений в объекте управления и внешних условий в ходе решения. 

356 



Оптимизируемый критерий качества управления в данном 
случае является минимаксным критерием, поскольку здесь в чистом 
виде имеет место ситуация «организованного противодействия>>. 
Таким образом, рассматриваемая система управления является 
игровой САУ (см. § 13-4). Поскольку оптимизируемый процесс 
представляет собой многошаговый процесс, поиск решения осу
ществляется обычно методом динамического программирования 
(см. § 13-2). 

Приведенная на рис. 15-3 схема является предельно упрощен
ной. Здесь не показаны местные обратные связи отработки зада
ний в самих средствах ПВО. В частности, подобные большие 
системы, как правило, делаются многоступенчатыми, т. е. имеют 
иерархическую структуру с рядом местных ЦВМ, управляющих 
отдельными частями средств ПВО и подчиненных центральной 
цвм. 

§ 15-2. ПОНЯТИЕ О САМООБУЧАЮЩИХСЯ СИСТЕМАХ

АВТОМАТИЧЕСКОГО УПР АБЛЕНИЯ 

В самом общем случае под самоорганизующейся системой 
в кибернетике понимается система, упорядоченность, организо
ванность которой со временем возрастают. В предельном случае 
такая система в исходном состоянии представляет собой сово
купность элементов, связанных друг с другом совершенно слу
чайным образом. Затем в результате взаимодействия с внешней 
средой постепенно в системе возникают стойкие связи между 
элементами, т. е. возникает определенная структура со специали
зацией составляющих ее элементов по выполняемым функциям. 
Прообразами технических самоорганизующихся систем являются 
живые организмы, которые, как известно, и возникли путем само
организации в порядке эволюции из неживой природы. Первую 
техническую модель самоорганизующейся системы создал анг
лийский ученый Р. Эшби (гомеостат Эшби) [14]. 

Важнейшим свойством самоорганизующихся систем является 
их способность к о б у че н и ю  и с а м о о б у ч е н и ю. Рас
смотренные в предыдущем параграфе самоорганизующиеся САУ 
являются простейшими САУ такого типа. Они не обладают какими
либо принципиально новыми возможностями по сравнению с само
настраивающимися системами. Однако благодаря тому, что в само
организующихся САУ структурная схема может целенаправленно 
изменяться в процессе эксплуатации, в них может быть реали
зована идея самоусовершенствования алгоритма работы и самого 
критерия качества. Такие самоорганизующиеся САУ называются 
с а м о о б у ч а ю щ и м и с я САУ. В этих системах качество 
управления (например, точность, если она выбрана критерием 
н:ачества управления) повышается со временем: в ходе эксплуа
тации системы. 

Самообучающиеся САУ представляют собой высший тип систем 
автоматического управлев:ия, стоящий по своим принципиальным 
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возможностям на уровне живых существ. Именно на базе самоор
ганизующихся САУ в будущем будут созданы технические системы, 
превосходящие по своим <<мыслительным>> способностям человена. 
Однако в настоящее время работа по созданию САУ такого типа 
находится еще на самом начальном этаце. Работа идет пока глав
ным образом в направлении копирования простейших образцов 
живой природы. 

Простейшую самообучающуюся САУ можно представить как 
результат автоматизации процесса усовершенствования алгоритма 
работы контура адаптации несамообучающейся адаптивной СЛУ, 
который до автоматизации должен был осуществляться человеком 
по мере накопления опыта эксплуатации системы. Для этого 
система дополняется вторым 1-юнтуром адаптации со своим управ
ляющим устройством, который действует значительно медленнее 
первого контура адаптации, 1юрре1-.тируя алгоритм последнего 
по результатам анализа его многократной работы в ходе эксплуа
тации системы. Очевидно, что управляющее устройство этого 
второго noumypa адаптации должио обяаательио обладать 
nа.i\-tятью. Второй: контур адаптации имеет свой критерий качества 
управления, для вычисления и оптимизации которого управля,ю
щее устройство этого контура воздействует на первый контур 
пробными и поисковыми сигналами подобно тому, как управляю
щее устройство первого контура адаптации воздействует на контур 
основной САУ. 

В свою очередь, второй контур адаптации может· быть допол
нен еще более медленно действующим третьим контуром адапта
ции, улучшающим со временем алгоритм второго контура и т. д. 
В целом самообучающиеся САУ имеют многоступенчатую иерар
хическую структуру с несколькими этажами адаптации, из н:ото
рых каждый последующий имеет все более обобщенный алгоритм 
функционирования, более .медленный ритм работы и соответст
венно более долговременную память. 

Примером самообучающейся САУ может быть рассмотренная 
в § 15-1 система управления роботом, когда третий, верхний 
уровень иерархии управления вюrючает в себя алгоритмы кор
рекции и улучшения в процессе накопления опыта при эксплуа
тации робота первоначально заложенных типовых алгоритмов 
второго уровня, алгоритlliов первичной обработни информации 
от чувствительных устройств, а также синтезируе11Iых на третьем 
уровне алгоритмов выполнения отдельных: заданий в случае их 
мноrонратного повторения. 

В качестве другого примера самообучающейся САУ можно 
привести описанную в предыдущем параграфе самоорганизую
щуюся систему управления ПВО, дополненную надстройкой 
в виде второго этажа адаптации. Этот новый уровень адаптации 
конструктивно не обязательно должен представлять собой особый 
контур со своей ЦВМ, а может быть реализован в рамках ЦВМ 
первого контура адаптации путем усложнения програм.lllы ее 
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работы. Второй этаж адаптации на основе данных опыта, накапли
вае111оrо в ходе мноrошаrового процесса управлепия ПВО, посте
пенно все более уточняет харан.теристю<И средств противника и 
на основании этого корректирует оптимизируемый системой кри
терий качества управления своими средствами ПВО. 

В начале действия системы оптимальное управление ПВО 
целиком определяется первым контуром адаптации по минимакс
ному критерию (см. § 13-4) при самых широн.их предположениях 
о возможных харан.теристин.ах и действиях противника. 

В ходе действия системы ее второй этаж обобщает данные 
о состоянии и действиях противника, включая его реакции на 
действия сил ПВО. При этом для все большей части пон.азателей 
сил противника находятся вероятностные, а возможно, и детер
минированные характеристики. Соответственно при оптимизации 
управления в отношении этих характеристин. минимаксный под
ход заменяется вероятностным (бейесовым) и детерминирован
ным. В результате постепенно сужается множество тех характери
стик противника, в пределах которых оптимизация управления 
осуществляется на основе минимакса. В этом и заключается само
обучение как процесс перехода от незнания ко все большему зна
нию, т. е. ко все большей определенности ·поведения. 

Таким образом, второй этаж адаптации постепенно изменяет 
алгоритм работы первого этажа в направлении от минимаксного 
н.ритерия к вероятностному и детерминированному. Соответст
венно величина риска уменьшается, т. е. повышается качество 
управления. 

Важным классом самообучающихся систем, получившим наи
большее распространение, являются самообучающиеся системы 
распознавания образов (зрительных, звуковых и т. д.). Такие 
системы нашли применение, например, в читающих автоматах, 
автоматах, печатающих тен.ст с голоса, диагностирующих (включая 
как техническую диагностику, так и диагностику болезней) и т. п. 
Разумеется, существуют и более простые автоматы подобного 
рода, не обладающие способностью н. обучению [6, 10, 14]. 

Помимо самостоятельного назначения, системы распознавания 
образов применяются и в задачах автоматического управления 
(например, роботами) как устройства распознавания свойств 
объекта и быстроменяющейся внешней ситуации. По сравнению 
с методами, описанными в предыдущей главе, самообучающиеся 
системы распознавания позволяют принципиально более быстро 
получать необходимую для осуществления процесса адаптации 
информацию об объекте, особенно в случае сложных объектов 
с неизвестными или не поддающимися математическому описанию 
свойствами [6]. 

Вообще основной областью применения самообучающихся 
САУ являются именно такие сложные объекты с принципиально 
не определимыми свойствами. Примерами таких объектов служат 
большие системы телефонной связи, промышленные предприятия, 
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другие большие системы, включающие живые орrанизмы. 'Управ� 
ление такими объектами невозможно детерминированными управ
ляющими устройствами. Здесь принципиально необходимо само
обучающееся управляющее устройство с применением принципа 
распознавания образов (ситуацией) в качестве единственно воз
можного способа оценки состояния такого объекта (10]. 

Самообучающиеся СА "У требуют принципиально новых мето
дов исследования, помимо описанных в настоящей книге. Эти мето
ды, как и сами системы, еще только создаются. Однако уже сейчас 
ясно, что сложность задачи, особенно в случае неалгоритмизи
руемых объектов, вынуждает ограничиваться при аналитических 
исследованиях и при моделировании на вычислительных машинах 
получением в основном только качественных результатов. Особое 
значение в этих условиях приобретает экспериментальное полу
чение конечных количественных результатов путем автоматиче
ского процесса самоорганизации и самоусовершенствования управ
ляющего устройства, синтезированного исходя из очень общих 
начальных предпосылок. Таким образом, речь идет о принци
пиально новом пути создания технических устройств путем авто
матического синтезирования их в процессе самоусовершенство
вания, конечный результат которого может предопределяться 
человеком только в еамых общих чертах. 



ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение 1 
ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПJIАСА 

А. Непрерывное преобразование Лап.паса 
Преобразование ;Jiапласа основано на двух следующих формулах: формуле прямого преобразования Лапласа 

00 

L [х (t)] =Х (s) = 
J х (t) г-st dt (П-1) 

и формуле обратного преобразования Лапласа 
l с+ joo 

L-1[X (s)] =х (t) =у-:- � Х (s) est ds. (П-2) 
n, с- joo 

Здесь L и L-1 - обовначения операций прямого и обратного преобразования 
Лапласа. 

В результате прямого преобразования Лапласа некоторой фующии времени х (t) получается функция Х (s) комплексной переменной s = с + jro. 
Эта функция называется и з о б р а ж е н и е м Л а п л а с а функции 
х (t). В свою очередь, х (t) называется о р и г и н а л ом изображения Х (s). Последовательное применение формул (П-1) и (П-2) к функции х (t) даетопять ту же функцию х (t). 

Преобразование Лапласа применимо к функции х (t), если она удовлетво
ряет следующим условиям: 

x(t)=O при t<O (П-3) 
и можно выбрать такое положительное число с, при котором 

00 

i I х (t) 1 e-ct dt < сх:,, (П-4) 

Минимальная величина с, при которой выполняется неравенство (П-4), 
навывается абсциссой абсолютной сходимости. В САУ мы обычно имеем дело 
с функциями, для которых оба условия (П-3) и (П-4) всегда выполняются. 
В частности, для ватухающих переходных составляющих в устойчивых САУ 
абсцисса абсолютной сходимости равна нулю. В этом случае переменная s
окавывается мнимой величиной, т. е. s = jro, и преобравование Лапласа 
превращается в его частный случай - одн о с т  о р о н  н е е  п р  е о б р а -
в о в а н и е Ф у р ь е, характеривуемое формулами: 

00 

Х (jro) = � х (t) в-ioot dt;
о 

00 

1 \ х (t) = Z:п; •' Х (jro) eJ00t dro,
-оо_ 

(П-5) 

(П-6) 

:щ_1 



Изображение Фурье Х (jro) имеет известный физический смысл - это 
частотная фующnя, определяющая гармоничес1шй состав функции х (t). 

Если в формуле (П-5) нижний предел сделать - ro, получим так называ
емое д в у с т о р о н н е е п р е о б р а з о в а н и е Ф у р ь е, которое 
применимо к двусторонним функциям времени, т. е. функциям, существующим 
как при t > О, так и при t <О.При этом условием применимости двусторон
него преобразования Фурье является абсолютная интегрируемость функции 
х (t) в интервале времени от - ro до+ ro, т. е. условие 

S / х (t) / dt < ro. (П-7) 
-оо 

Другими вариантами преобразования Лапласа являются п р е о б р а -
з о в а н и е R а р с о н а и n р е о б р а з о в а н и е Х е в и с а й д а. 
Преобразование Rарсоиа отличается от преобразования Лапласа тем, что 
в формуле прямого преобразования (П-1) перед интегралом вводится множ11-
тель s. Преобразование Хевисайда представляет собой частный случай пре
образования Rарсона, когда начальные условия для функции х (t) и ее про
изводных являются нулевыми. 

Приведем выражения изображений Лапласа для некоторых эnементарных 
функций: 

х (t) Х (s) 

6 (1) 1 

1 (t) 
1 

s 

e-at 1 

s+a 

sin pt 
82 + р2 

Изображение производной 
L [pkx (t)] =skX (s)-[x (0) sk-1+x' (0) sk-з+x" (О) sk-s+ ... +xk-1 (О)], (П-8) 
где х (О), х' (О), х" (0), ... , xik-o (О) - значения х (t) и ее производных при 
t = о.

В частном случае нулевых начальных условий 

(П-9) 
Некоторые свойства преобразования Лапласа приведены в табл. П-1. 
Осуществим прямое преобразование Лапласа над уравнением 

D (р) х=М (р) f. (П-10) 

Учитывая, что обе части этого уравнения представляют собой сумму 
производных с nостоянНБiми коэффициентами, получим: 

D (s) Х (s) =М (s) F (s) +мн (s). (П-11) 

3десь Х (s) = L [х (t)]; F (s) = L [! (t)]; полиномы D (s) и М (s) отличаются 
от исходных полиномов D (р) и М (р) толы{о заменой р на s, а Мн (s) -
полином, определяемый ненулевыми начальными условиями и в соответствии 
с выражением (П-8) состоящий из значений производных х (t)' при t = О, 
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умноженных на коэффициенты многочлена D (pJ. Отсюда ивооражение ncR<rмoro решения 
Х (s) = М (s) F t\tMн (s) W (s) F (s) + Wн (s), (П-12)
моо где W (s) = D (s) - передаточная функция, соответствующая уравнению

Мн(s) (П-10) (при замене р на s); JiVн (s) = D (s) - дробь, определяемая ненуле-
выми начальными условиями.

N, nn. 

1
2
3 

4 

5 

6 

7 

Таблица П-1

Некоторые свойства преобразования Лапласа

Оригинал Изображение Лапласа

ах (t) аХ (s)
х1 (t) +х2 (t) Х1 (s)+X2 (s)

х (t-т) e--cs Х (s)
х (at) 

1 Х ( s \
а а/ 

х (О) lim s Х (s)
s-co 

х (ro) lim s Х (s)
s-o 

� х1 (т) х2 (t-т) dт Х1 (s) Х2 (s)

Для нахождения оригинала искомого решения х (t) по его изображению,полученному в виде (П-12), применяют т е о рем у р аз л о ж е н  п явходящих в (П-12) дробей на простейшие дроби. Для этого предварительнонадо придать выражению (П-12) вид рациональной: дробп: 
G (s) Х (s) = Н (s)' (П-13)

[Изображение F (s) в общем случае также может представлять собой дробь.Преобравование выражения (П-12) сводится к тому, чтобы освободиться отэтой дроби в числителе всего выражения Х (s).] В ревулъта'11е в случае отсут-ствия у дроби (П-13) кратных полюсов получаем сумму 

где si - нули Н (s);

причем

! 
С· 

Х (s)= --•-,s-si (П-14)

(П-14а)
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Переходя к оригиналу, окончательно получае�:
(U-15)

Rак видно из (П-12), в сумме (П-15) часть составляющих обязана своимпроисхождением нулям D (s), т. е. полюсам W (s), а часть - полюсам F (s).Первая часть составляющих соответствует переходной, а вторая - установившейся (вынужденной) составляющим решения. Если дробь (П-13) имеет кратные полюсы, формула разложения ее, какизвестно, несколько усложняется и в коэффициенты Ci войдет время t. Таким образом, применение преобразования Лапласа для решения дифференциального уравнения системы сводится 1, испольвованию готовой формулы (П-15), где коэффициенты Ci определяются согласно (П-14а). Основная трудность здесь ваключается в необходимости предварительного определениянулей si и ивображения Лапласа F(s) для f (t). Первую задачу следует решать с помощью приближенных методов отыскания корней (см., например, [23]). Для нахождения выражения ивображения
f (t) используются таблицы преобразования Лапласа, содержащие выражениядля ивображения наиболее часто встречающихся элементарных функций.В случае сложной функции f (t) ее предварительно разлагают на простейшиедроби. Остановимся на некоторых частных случаях. При нулевых начальныхусловиях выражение (П-12) принимает простой вид: 

Х (s) = W (s) F (s). (П-12а) 
В случае когда f (t) = б (t), учитывая, что ивображение Лапласа

L [б (t)] = 1, из (П-12а) получаем следующее выражение для изображениявесовой функции звена или системы, описываемых уравнением (П-10):

т. е. 

L [w (t)] = W (s), (П-16)
w (t) = L-1 [W (s)]. (П-17)

В случае когда / (t) = 1 (t), учитывая, что L [1 (t)] = 1/s, ив (П-12а)получаем следующее выражение для ивображения переходной хара:ttтеристикисистемы, описываемой уравнением (П-10): 
L [h (t)]= W (s)

. (П-18)
s 

Если в (П-12а) перейти к преобравованию Фурье, подставив s = jro,будем иметь известное соотношение 
Х (jro) = W (iro) F (iro), (П-19) 

где W (jro) - частотная характеристика системы, определяющая связьмежду частотными спектрами на выходе и входе системы, описываемой уравнением (П-10). Выражения (П-16) и (П-17) при переходе к преобравованию Фурье дают следующую важную связь между весовой и частотной функциями: 

и 

00 

W (jro) = � w (t) e-joot dt

о 
00 

w (t) = 2� � W (jro) ,joot dro.

-оо

(П-20)

(П-21)



Б. Дискретное преобразование Лапласа 

Формула прямого дискретного преобразованпя Лапласа имеет вид: 

� 
-sт п D{x[nTu]}=X*(s)=."'-i х[пТп]е п ,  

n=O 

(П-22) 

Эдесь х [nTu] - решетчатая функция времени (п = 1, 2, ... ) (рис. 12-6); Тп -
период повторения дискретных вначенпй решетчатой фующпп; Х* (s) - диск
ретное изображение Лапласа решет-
чатой фушщnи х [nTu]; D - символ 
дис1,ретного преобравования Лапласа. х[п] 

Для решетчатой: фушщии х [п] в 
отпосптельном времени t/ Т п (рпс. П-1) 
формула (П-22) принимает вид: { 

-----, д:х:[2] 
Лх[f} ----itдx[Jj 

00 

D{x[n]}=X*(q)=� х[п]е-чп, 
n=O 

(П-23) 
где q = Т пs - новая безразмерная 
комплексная переменная. 

дх[о}{ -----
О 1 2 3 4 п 

Введем обозначение 
(П-24) 

Рлс. П-1. Решетчатая функциях [п] 
n ее первая разность Лх [п] 

Тогда выражение (П-23) примет такой вид: 
00 

Z{x[n]}=X*(z)=� х[п]z-п. (П-25) 
n=O 

В последней форме дискретное преобразованпе Лапласа навывается 
Z-преобразованием. Соответственно в (П-25) Z - символ этого преобразова
ния. (Иногда применяется другое обозначение: Lz ,)

Дискретное преобразование Лапласа аналогично обычному непрерыв
ному преобразованию Лапласа (П-1) для непрерывных функций 

00 

L[x(t)J =X(s)=� x(t)e-stdt

с переходом от интеграла к сумме в соответствиn с дпсиретным характером 
оригинала. Чтобы пояснить соотношение между обоими преобразованиями 
Лапласа, найдем обычное изображение Лапласа идеальной импульсной функ
ции, которую :можно представить в виде 

00 

x(t) � б(t-nT
u
)• 

n=O 

Эта фуниция представляет собой последовательность 6-импульсов, 
существующих в моменты t = пТ11 , где п = 1, 2, ... , и имеющих; площадь, 
равную значению непрерывной функции х (t) в эти дпснретные моменты вре
мени. Изображение Лапласа этой фующии, согласно формуле (П-1), 
СО 00 00 00 

� х (t) 
п�О

б (t-пТп) e-st dt= ]о 
J 

х (t) б {t-пТп) e-st dt=

ОО 
-sт n= � x[nTu]e 11 • 

n=O 

(П-26) 

Это выражение совпадает с (П-22). Танпм образом, дисr,;ретпое преобра
аовапие Л апдаса решетчатой фующии совпадает с обычпым преобрааовапием 
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Лапласа идеалымй импульсной функции. В импульсных системах позтому 
дuсь:ретные сигналы можно в равной мере трактовать нак решетчатые фую:цшr 
п 1ш1, идеальные шшульсные функцпп, uоль;�унсь upu этом соотвстст�;ую
щей формой преобразования Лапласа. .. Ниже в табличке указаны выражения для дисr,ретных пзображеюш 
Лапласа некоторых элементарных функций (для сравнения здесь же даны 
обычные изображения соответствующих непрерывных функций): 

х (t) х [п] Х (в) Х* (z) 

б (t) б [п] 1 1 

1 (t) 1 [п] 
1 z 

s z-1

e-at е-ап 
1 z 

s+a z-e-a

siu �t sin �Тпп � z sin �Тп
82+ �2 z2 -2zcos�T п + 1

Приведем без доказательств ряд формул, определяющих основные -своii
ства дискретного преобразованпя [ 40]. 

Формулы для предельных значений решетчатой функцпи, выражепных 
через дискретные изображенпя: 

х :oJ = lim х [п] = lim Х* (z); (П-27) 
n-+0 Z-+00 

х[оо]= lim x[n]=Jim [(z-1)X* (z)]. (П-28) 
11-+ОО Z-+1 

Изображение решетчатой. функции, смещенной в сторону опережения 
на т периодов: 

где 
Z {х [п+т]} =zmX* (z)-x [О] zm-x [1] zm -1-... -x [т-1] z, (П-29) 

Х* (z)=Z {х[п]}. 
Изображение решетчатой функции, смещенной в сторону запаздыва

нпя на т периодов: 
Z {х [п-т]} =z-тz {х [11]} = z-mx* (z). (П-30) 

Системы, в которых действуют сигналы в виде решетчатых функций 
времени, могут быть описаны с помощью разностных уравнений. Для решенrш 
таrшх уравнешrй можно воспользоваться методами rшасспчесной теории раз
ностных уравнений, которые аналогичны методам теории дифференциальных 
уравнений. Однаrш, как и для дифференциальных уравнений, значительно 
более просто использовать для этой цели преобразовашш Лапласа, которое 
в данном случае берется в форме дискретного преобразования Лапласа. 

Рассмотриы иорядоr-. решения разностных уравнений с помощью диснрет
ного преобразования Лапласа. Разностное уравнение пмеег впд: 
а0 Л111х [п] +а1 лт-�х [п]+ ... +ат _1 Лх [п] +атх [п] =

=Ь0Л1/ [п]+Ь1 л 1-11 [п]+ ... +Ьl-lЛ/ [п]+Ьz! [п]. (П-31) 
Это линейное неоднородное (с правой частью) разностное уравнение т-го 
порядка. Здесь использованы следующие обозначения: 

Лх[n]=х[п+1]-х[п] (П-32) 
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- первая разность (разность первого порядка); она характеризует скорость
пзиененшr решетчатой функцпп и является аналогом первой пропзводноii 
непрерывной функции (рис. П-1);

Л2х[п]=Лх(п+1)-Лх[п] (П-33) 
вторая разность (аналог второй производной). 

С учетом (П-32) 
Л2х [11] =Х [п+2]-2х [п+ 1] +х [n1. (П-34) 

В общем виде т-я газность 

лтх [п] = лт-1х [п+ 11-лт-1х [n1 = � (- 1)iС'{1х[п+т - iJ, (П-35) 
i=O 

ст · т\ где i = . 1 ( ')\ - коэффициенты бинома Ньютона.
z m-z 

Аналогпчно Л 1/ [п] - l-я разность фушщии / [п] п т. д. 
Уравнение (П-31) можно записать в впде рекуррентного уравнения 

через полные значения решетчатых функций: 
а0х [п+т] +а.[х [п+т-1] + ... +а;,,_ 1х [п+11 +а;1х [n1 =

= Ь0/ [п+ /] + Ьif [п + 1-11 + ... + Ь1 _ 1/ [п+ 1] + ЬU [п]. (П-36) 

Уравнения (П-31) п (П-36) получаются одно пз другого с помощью 
формулы (П-35). 

Введем оператор, свяsьшающпii последующее значение решетчатой 
функции с предыдущим, т. е. х [п + 11 с х [п]. Обоsначпв его через V, можно 
sапнсать 

Согласно (П-32), 

Соответственно 

(П-37) 

и т. д.: 

х[п+1]=Vх[п]. 

v'=1+Л. 

x[n+2]=v'2x[n] 

х [п + т] = vтх [п]. (П-38) 
Оператор v называется о п е р а т о р о и с д в и г а. С его помощью 

уравнение (П-36) может быть представлено в виде 

a0Vmx [п] +a1vт-·lx [п] + ... +а;,,_1 Vx (n] +а�х [п] =

плп в виде 
=Ь0V1/ [п]+Ь_[V 1-1f [п]+ ... +b[_1Vf[n1 +Ь1/ [n1 (П-39) 

Q (V) х [ п] = R (V) f [ п], (П-40) 

Q (v')= a&vm+arvт-1+ ... +a� _jv +а;п; 
R ("'v) =b0V1 +ь1vl-l+ ... +ь1_1V +Ь1. 

Это уравнение можно записать п с помощью передаточной фунrщnn: 
x[n1=W(V)f[n1, (П-41) 

где. 
W (V)=R (V)

Q (v') . 
Решение рассматриваемых уравненпй с помощью дискретного преобра

зования Лапласа аналогично решению дифференциального уравнения с 
помощью обычного преобразования Лапласа. Вначале над обеими частями 
уравнения совершают игямое преобразоваrпrо Лапласа. В ре:зулт,тате находят 
вырашеипе для дпснретного пзобрашеппн псrюмоii фушщии. Затем по нему 
находят оригинал, пользуясь таблицейдпсr,ретного преобразования и разлагал 
предварительно полученное выражение для изображения на простые дроби. 
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Заметим, что, согласно (П-29), выражение для дискретного изображения 
Z (vmx [n])=Z {х[п+т]} подобно выражению (П-8) для обычного ивображе
ния Лапласа L [p rnx (t)] проивводной непрерывной функци:и с ваменой соответст
венно р на s и v на z. Поэтому выражение для дискретного ивображения Х* (z) 
получается ив уравнения, испольвующего оператор v, точно так же, как выра
жение для ивображения непрерывной функции получается ив дифференци
ального ураl'iнения с оператором дифференцирования р. Оператор сдвига v 
играет вдесь роль, подобную оператору р. 

В частности, если совершить над равностным уравнением (П-40) дискрет
ное преобравование Лапласа п р и н у л е в ы х н а ч а л ь н ы х у с л о -
в и я х, получим выражение для дискретного ивображения искомой функции 
в виде 

Х* (z) = W* (z) F* (z), (П-42) 
где W* (z) = R* (z)/Q* (z) - д и с к р е т н а  я п е р е д  а т  очн ая фу н к -
ц и я с ис т е м  ы, которая отличается от выражения (П-41) для передаточ
ной функции R (v)/Q (v) простой ваменой v на z.

Приложение 2 

НОМОГРАММЫ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЧАСТОТНЫХ: 

ХАРАКТЕРИСТИК ЗАМКНУТОЙ СИСТЕМЫ 
ПО ЧАСТОТНЫМ ХАРАКТЕРИСТИКАМ Р АЗОМКНУТОй СИСТЕМЫ 

Номограммы построены для системы, передаточная функция которой 
имеет вид: 

w (р) 
Wз(p)=1+W(p).

(О применении их в более общем случае см. в§ 1-5.) 
1. Определение л. а. х. L3 (ro) и л. ф. х. Ч>а (ro) вамкнутой спстемы по L (ro)

п q> (ro) равомкнутой системы. 
На рис. П-2а u П-2б даны линии равных вначенпй L3 п Ч>з в коор

динатах L и q>. По имеющимся хараюеристикам L (ro) и q> (ro) для каждого 
отдельного вначения ro определяются вначения L и q>, а по последним с по
мощью рис. П-2а и П-2б находятся соответствующие вначения L3 и Ч>а• 

2. Определение U3 (ro) по L (ro) и q> (ro) равомкнутой системы.
На рис. П-3 даны линии равных вначений Uз в координатах L и q>. По

рядок применения этой номограммы тот же, что и рис. П-2а. 

Приложение 3 

СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

Случайная величина и случайный процесс. С л у ч а й н а я в е л и -
ч и н а - это величина, вначеиие которой определяется неконтролируемыми 
нами причинами и поэтому не может быть точно предскавано. Примеры 
случайных величин - ошибка при стрельбе в цель, ревулыат ивмереиия I{акой-либо величины в условиях помех, ревулыат бросания монеты или
пгральной кости. 

С л у ч а й н ы й п р о ц е с с - это случайная величина, являющаяся функцией времени, или по-другому - это функция времени, вначение которой в каждый момент времени является случайной величиной. 
Пример случайного процесса - ивменение напряжения электрической 

сети питания во времени. В наждый момент времени напряжение является 
случайной величиной. Совокупность этих величин во времени представляет 
собой случайный процесс. Именно случайным процессом являются случайные 
ивменения выходной величины 11 системах автоматического управления:. 
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Рис. П-2а. Номограммы для определения л. а. х. и л. ф. х. замкнутой си
стемы по этим хара1,теристикам разомкнутой системы 
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Случайные процессы бывают стационарными и нестационарными. Ст а -
ц и о н а р н !'"1 й с л у ч а й н ы й п р о ц е с с - это случайный процесс, 
установивmиися в статистическом смысле, когда все вероятностные характе
ри�тик"и его неизменны во времени. Можно сказать, что стационарный слу
чаиныи процесс является аналогом стационарного детерминированного 
процесса. 

Вместо термина «случайный>> употребляют также термины с т о х а с т и
ч е с 1, и й и в е р о я т н о с т н ы й. 

Вероятность. Для количественной характеристики случайных величин 
и функций служит ионятие в е р о я т н о с т ь. Для диснретной случайной 
ве.ттичины х вероятность ее значения х;, определенная по результатам N
измерений этой: величины, равна 

Р (х;) = lim 
N
n; , (П-43) 

N--+oo 

где n; - число измеренных значений х = х; из общего числа измерений N. 
Иными словами вероятность данного значения случайной величины -

это предельное значение частоты появления этого значения при увеличении 
до бесконечности общего количества значений этой величины. 

Очевидно, что 

и сумма вероятностей всех значений случайной величпны 

Если рассматриваются две случайные величины х и ,,У, то вероятность 
того, что первая случайная величина х примет опред�ленное значение ·Ч 
при условии, что вторая случайная величина примет тоже определенное . 
значение Yj, называется у с л о в н о  й в е р  о я т н о  с т  ь ю и обозначается; 
Р (x;/Yj), 

Вероятнос1:ь того, что рассматриваемые две величины одн.Qвремеµно 
примут определенные значения х; и Yj, 

Если велпчины х и у независимы, то 

Законы распределения случайных величин. Для полного описанпя слу
чайной величины х надо знать вероятности Р (х;) всех ее значений, т. е. 
знать функцию Р (х), которая называется з а 1, о н о м ( ф у н н ц и е й) 
ра с пред е л ения в еро я т н о с т е й  с л у ч а й н о й  в е лн
ч и н ы. 

На рис. П-4, а приведен пример графического изображения закона рас
пределения диснретной случайной величины. 

Для непрерывных случайных величин, :Которые могут иметь беснонечное 
множество значений, вероятность каждого отдельного значения х; соответ
ственно бес1шпечно мала, и можно говорить лишь о 1,онечной вероятности 
нахождения х в определенном интервале значений между х; их;+ Лх, т. е. 
о вероятности Р (х; � х � х; + Лх). Поэтому для описания распределения 
непрерывных случайных величин вводится понятие п л о т н о с т и в е р о -
я т н о  с т  и ( аналогично тому, как при описании распределения элентри-, 
ческого тока по сечению проводника применяется понятие плотности тока). 
Плотность вероятности 
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() 1. Р(х;�х�х;+Лх)
р Х; = lill 

Л Лх-+0 Х 
(П-44) 



Отсюда, в свою очередь, 
хi+лх 

Р (xi,;;; х,;;; Xi +Лх) = S р (х) dx. 
xi 

(П-45)

Графически эта величина представляет собой заштрихованную часть 
площади под кривой р (х) на рис. П-4, б.

о) 8) 

111111,,, .. 
F 

1;;т-

0123456789 х о х 

б) 
р гJ 

р 

.1.. 
а 

1 о 

х 1 а х 

Рис. П-4. Функции распределения случайных величин 

Непрерывная случайная величина характеризуется з а к о н о м 
@у н к циеЩ р а с пр е д еле н и я  пло т н о с т и  в ер о я т н о
е т и р (х). Примерный вид его показан на рис. П-4, б. Из (П-45) следует, 
что площадь под кривой плотности вероятности 

00 

S p(x)dx=1. (П-46) 
-оо

Функцию р (х) называют также д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м з а к о -
н о м р а с п р е д е л е н и я случайной величины. Смысл этого названия 
очевиден из определения функции р (х) согласно (П-44). 

Вместо р (х) непрерывную случайную величину можно характеризо
-вать еще так называемым и н т е г р а л ь н ы м з а к о н о м р а с п р е -
д е л е н и я F (х). Величина F (х) представляет собой вероятность того, что 
случайная величина х примет значение меньше некоторого xi, т. е. 

x
i 

F(xi)=P(x<xi)= S p(x)dx. (П-47) 
-00 

Примерный график F (х) показан на рис. П-4, в. 
При статистическом описании реальных случайных величин их стараются 

свести к одному из типовых за1шнов распределения аналогично тому, как 
реальные детерминированные воздействия стремятся сводить к каким-либо 
типовым воздействиям (ступенчатое, гармоническое, линейно возрастающее 
и т. п.). Такими типовыми законами распределения являются распределение 
Гаусса, или нормальное распределение, равномерное распределение, распре
деление Пуассона (для дискретных случайных величин), распределения 
Релея, Коши и др. Основное распространение в системах автоматического 
управления имеет нормальное распределение. Примером таI<ого распределения 
является распределение, показанное на рис. П-4, б. ПраI<тичесI<и можно 
считать, что всяI<ая непрерывная случайная величина, представляющая 
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собой результат действия достаточно большого числа независимых случайных 
uрu•пш, пмеет нормальное распредслснпе. 

На рпс. П-4, г изображено равномерное распредсленпе. (Здесь любое
113 возможных значсш1й х равновероятно.) Та�юе распределение имеет, напри
мер, величина от1шонения (ошибка), вызванного зоной нечувствительности
измерительного прпбора, исполнительного устройства и т. п. 

На рис. П-4, а поиазано распределение Пуассона. Различные законы
распределенпя оппсаны в работе [16]. 

Еслп случайная велпчпна х характеризуется за�{оном распределения
р (х), то у с л у ч  а й н о г о п р о ц е с с а закон распределения р (:х, t) 
является функцией времени. Rаждому конкретному моменту времени соот
ветствует свой закон распределения. В случае стационарного случайного
процесса закон распределения не меняется во времени, т. е. р (х, t) = р (х).
Однако, если для случайной велпчпны закон распределения р(х) является ис
черпывающей ее характеристикой, то для стационарного случайного процесса, 
помимо закона распределения р (х), необходимо знать еще быстроту протека
ния его во времени, т. е. его временнью и частотные свойства. (Действитально,
закон распределения р (х) стационарного случайного процесса не зависит от
масштаба времени, в то время ка�, изменение последнего означает изменение 
быстроты проте1шнил процесса.) Для характерпстшш этой стороны случай
ного процесса применяК)т особые фующии - корреляционную функцию 
п фуницшо спектральной плотпости. Первая из нпх характеризует времен
ные, а вторая - частотные свойства случайного процесса (см. нпже). 

Среднее значение. Среднее значение случайной величины х, определен
ное по мно,пеству ее возможных значений и называемое еще м а т е м а т и -
ч е с к п м о ж и д а н п е м величины :r, 

00 

mx = M [J] = S хр (х) dx. (П-48) 
-оо 

Среднее по множеству обозначается также в впде х. 

Для дискретной случайной величины интеграл в (П-48) превращается
в сумму всех дискретных значений велпчпны, умноженных на их вероятности. 

В соответствии с формулой (П-48) среднее значепие неслучайной фующпп
случайной величины ер (х) равно 

00 

m
q,

=M [ер (х)] = � ер (х)р (х) dx. (П-49) 
-оо 

Для случайного процесса х (t) среднее значение тх (t) является функцией 
времени (рпс. П-5, а). Однаио, если случайный процесс стацпонарныii, то 
у него т

х 
постоянно во времени (рис. П-5, 6). 

Для стационарного случайного процесса практически всегда может быть 
принята гипотеза о его э р г о д и ч н о с т и. Свойство эргодичности заклю
чается в том, что средпее по мпожеству равпо средпе.111у по вре.111епи. Среднее 
по времени - это среднее значение функции, определенное для отдельной 
реализации случайного процесса х (t) (для отдельной кривой на рис. П-5). 
Оно обозначается х и, согласно определению, 

1' 

х= }�� 2� � х (t) dt. (П-50)
-Т 

В отличие от среднего по времени среднее по множеству ; для случайной
фун1щии х (t) определяется для каждого момента времеmI ti (рис. П-5, а и 6)
путем усреднения по всем реализациям процесса (по всем кривым рис. П-5, а
и 6). Из чисто физических представлеm1й эргодичность стационарного слу
чайного процесса очевидна. Действительно, поскольку вероятностные харак
теристики стационарного случайного процесса не меняются с течением вре
мени, длительное наблюдение за отдельной реаливацпей такого процесса 
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на одном объенте должно дать в среднем ту же нартину, что п наблюдения, 
сделанные в один и тот же момент на большом чпсле одинаковых объектов. 

Свойство эргодичности сильно упрощает энспериментальное определенпе 
вероятностных хараr,теристин стационарных случайных процессов, поснольн:у 
позволяет заменить энсперимент на большом числе объенrов эr,спериментом 
на одном из них, правда, в теченпе достаточно длительного nременп и соот
ве'i·ственно статпстпчесной· обработной одной реализации сл)-чаiiного процесса, 

х 

01-____ _.i., ____________ __ 

6) t1,

х 

t 
01-. ____ _. _____________ __ 

В) t1, 

х 

аЬ:::::==========-----_;.t 

Рис. П-5. Слу•rайпые процессы 

Таким образом, для стационарно�о случайного процесса благодаря его
эргодичности среднее по множеству х, т

...:. 
е. математичесное ожидание тх,

можно находить 1,ан среднее по времени х: 
со 

mx
= M[x(t)]= \ xp(x)dx= lim 2

�
.) т-,.со 

-со 

� х (t) dt. 
-Т

(П-51)

Случайная фующия (и величина), математичесное ожидание ноторой 
равно нулю, называется ц е н т р и р о в а н н о й. Соответственно случаii
ную фуннцию можно представить нан сумму математичесного ожидания и 
центрированной случайной фуннции, т. е. 

(П-52) 

Здесь через х0 (t) обозначена центрироваппая случайная фующия. 
Днсперсия и среднеквадратичное отrшонение. Д и с и е р  с и я D x 

случайной величины х __:_ это среднее значение квадрата ее от1шонения от 
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среднего значения:
00 

Dx =M [(x-mx>2]= � (х-тх)2 р (х) dx (П-53)
-оо или с учетом (П-52)
00 

Dx=M [(хО)2) = � (хО)2 р (х) dx, (П-53а)
-00 

где х0 - центрированная часть случайной величины х. Дисперсия является мерой отклонения случайной величины х от ее среднего значения. Чем больше флуктуации случайной величины относительносреднего значения, тем больше дисперсия. Последнее иллюстрируетсярис. П-5, в. Для стационарного случайного процесса, основываясь на свойстве эргодичности, дисперсию можно определить усреднением во времени: 
т - 1 � Dx=M{[xO (t))2}=[xO (t))2= lim - [x0 (t)]2dt.Т-+оо 2Т • -00

Ср е д н е к в а д р а т и ч н о е  о т к л о н е н и е
ах = -V D x ·

(П-54)

(П-55)
Эта величина часто используется вместо Dx в качестве меры отклоненияслучайной величины. Она удобна тем, что имеет ту же размерность, что исама случайная величина, в то время как дисперсия имеет размерность квадрата случайной величины. 
Корреляционные функции. Эти функции служат для количественнойоцею,и зависимости между последующими во времени значениями случай0 

ного процесса, т. е. оценивают быстроту изменения случайного процесса вовремени. К о р р е л я ц и о н н а я (п л и а в т о 1, о р р е л я ц и о н н а я)ф у н к ц и я  Rx (,:) случайной функции х (t) - это среднее значение произведения двух значений этой функции, сдвинутых на определенный промежуток времени ,:, т. е. (П-56)
В случае стационарного случайного процесса, используя свойство эргодичности, корреляционную функцию можно определить как среднее значениепо времени: 

Rx('t)=x(t)x(t+'t)= Tl�m002� � x(t)x(t+,:)dt. (П-56а)
-Т 

При этом практически значение корреляционной функции стационарногослучайного процесса может быть найдено по достаточно длинной записи случайного процесса путем вычисления интеграла от произведения текущего значения функции на ее значение, сдвинутое во времени на,: (рис. П-6, а). Корреляционные функции вычисляются обычно с помощью специальныхприборов, называемых к о р р е л  я т о р  а м и  [28). На рпс. П-6, 6 показан типичный вид корреляционной функции. Корреляционная функция симметрична относительно оси ординат и убывает с ростом величины т. Последнее отражает ослабление влияния (корреляции) натекущее значение случайной фующии ее предыдущего значения при увеличении сдвига по времени между нимп. Любой реальный объект, в котором происходит интересующпй нас случайный процесс х (t), обладает определенной инерционностью. Вследствие этого случайный процесс не может изменяться бесконечно быстро, т. е. текущее значение случайной функции х (t) 
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не является совершенно неsависпмой случайnо:u величиной, а в какой-то сте
пени в среднем зависит от предшествующпх ее значений или, как говорят,
коррелировано с ними. 

Корреляционная функция. служит мерой этой зависимости, поскольку
ее значение, определенное по формуле (П-56), будет тем больше, чем меньше
последующее значение данной случайной фунrщии х (t + ,:) в среднем отли
чается от ее текущего значения .r; (t). При этом максимальное значение корре
ллционнал функция имеет при ,: = О, когда х (t + ,:) = х (t). Согласно
(П-56), это значение R

x (О) равно среднему значению квадрата случайной
функции, т. е. 

(П-57)
Очевидно, такому же значению будет равна корреллционнал функция

при всех значениях ,: длл детерминированной постоянной во времени вели
чины а, т. е.

(П-58) 
Длл случайного же процесса с ростом ,: корреллционнал функция убы

вает соотве�ственно тому, как увеличивается при этом в среднем отклонение
х (t + т) от х (t).

а) 
х 

о '-----+----f---------------з
t
� 

ti ti +-r; Rx

б) 

Рис. П-6. Корреляционные функции стационарного
случайного процесса

Тот факт, что всегда

легко доказать длл стационарного случайного процесса исходя из неравенства

х2 (t1) + х2 (t2}- 2х (t1) х (t2)?, О,

которое лвллетсл очевидным, поскольку его левая часть равна
[х (t1)-x (t2)] 2. 

Действительно, перейдя к средним значениям путем определения мате
матического ожидания, получим:

М [2х (t1) х (t2)] � М [х2 (t1)] +м [х2 (t2)].

Отсюда, учитывал, что длл стационарного случайного процесса 
М [х2 (t1)] =М [х2 (t2)] =М [х2 (t)],
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п подставляя t2 = t1 + ,;, получаем в соответствии с (П-56) требуемое неравенство: 
(П-59) 

3наченпе 1юрреляционной фующии . убывает с ростом 't' тем быстрее,чем быстрее наменяется во времени случайныf1 процесс х (t), поскольку приэтом ослабляется свяаь между значениями :х, отстоящими на фиксированныйпромежуток временп ,; . Предельное аначение корреляр;ионной функции при ,; = оо, как поr;а.зано на рпс. П-6, б, равно квадрату среднего значения, т. е. 
Rx (оо)=т;. (П-60) 

Действительно, в бесионечно удаленные друг от друга моменты времени значения случайной функции х (t) можно считать неаавпсимымп, п корреляцпонная функция будет отличаться от нуля только за счет прпсутствпя в этойслучайной функции детерминированной постоянной составляющей в впдесреднего значения тх, как это следует из (П-60). 

а 

Для центрированного случайного процесса 
R� (О)=М {[х0 (t)]2}=Dx, (П-61) 

(П-62) 
что следует непосредственно ив выражений (П-57) и (П-60). При рассмотрении двух случайных процессов х (t) и у (t) для оценкистатистической связи (корреляции) между ними применяется таи называемаяв з а и м н а я  но р р е л я цио н н а я  ф у н к ц и я  

Rxy (-r) �М [х (t) у (t+-r)J. (П-63) 
Взаимная 1юрреляционная функция обладает теми же свойствами, что ·и корреляционная (автокорреляционная) функция. Если процессы х (t) и у (t) статистпчески пезавпсимы и хотя бы одпп из них центрирован, 

Rxy (1:) = О. 
Спектральная плоmость. Спектральная плотность Sx (ro) случайногопроцесса х (t) - это частотная функция, характеризующая спектральный(частотный) состав процесса. В отличие от ранее введенных частотных характеристик спектральная плотность представляет собой частотную характерпстп.ку для средних значенпй квадратов амплитуд гармоник, на которые может быть рааложен случайный процесс. Посн:ольI<у мощность гармонического сигнала пропорциональна I<вадратуего амплитуды, спектральную плотность случайного процесса можно физически траI<товать 1,ак частотную хараI<теристпI<у, определяющую распределение среднего значения мощности процесса по спеI<тру, т. е. по гармоникам. 

Поэтому ее часто называют с п е к т р а л ь н о й п л о т н о с т ь ю м о щ -н о  с т  и. Для стационарного случайного процесса х (t) формально спектральнаяплотность Sx (ro) может быть получена как ивображение Фурье корреляционной функции: 
со 

Sx (ro) = � Rx (-r) e-Joot d,;. (П-64) 
-со 

Поскольку фунI<ция Rx (1:) является четной функцией t, т. е. Rx (-,;) = 
= Rx (,;), выражение (П-64) удобно представить в тригоно:1rетричесI<ой: форме: 
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со 

Sx(ro)=2J R(-r)cosro,;d,;. 
Последнее выражение получается после подстановI<и в (П-64) 

е-ЗОО't = cos ro,; - ; sin ro,; 

(П-65) 



и отбрасывапия мнимой части полученного выражения в связи с тем, что
S х ( ro) является действительной функцией. С помощью обратного преобра3ования Фурье можно выра3ИТЬ корреляционную функцию чере3 спектральную плотность 

(П-66)

пли n тригонометрической форме, учптывая, что Sx (ro) - четщ�я функция:
со 

R
x 

(i-)=_!__ \ Sx (ro) cos roi- dro.
п J 

И3 (П-57) с учетом (П-66) получается следующее выражение:
со со - 1 \ 1 �· х2 (t) =Rx (О)= 2n J Sx (ro) dro = n J Sx (ro) dro.

-со о 

(П-67)

(П-68)

Это nыражение среднего 3:наченпя квадрата случайной функцпп х (t)чере3 спеr,тральную плотность очевидно, поскольку представляет собой 

Рпс. П-7. Спектральнаяплотность центрпрованпого стацпонарного слу-чайного процесса 

а) б) 

4 

w 

nнтеrрпрование по средним 3Начениям квадратов амплитуд гармоник случайного процесса х (t). Если случайная функция центрированная, И3 (П-68) вытекает следующееважное выражение для дпсперсии: 
со со 

Dx = [x0 (t)?=2� � S
x
• (ro) dro= � � S

x
• (ro) dro.

--со о 

(П-69)

На рис. П-7 пока3аны графики спектральной плотности, соответствующиераалrr,ш:ым корреляционным фунrщилм. Соотношение между спектральнойшютностью S (ro) и корреляционной функцией R (i-) 3десь аналогично рассмотренной выше свя3и между обычной частотной и переходпой характеристиками: чем шире графю, 1юрреляционной фунrщии, тем уже график спен:тральной плотности, п наоборот. В предельном случае, соответствующем кривым 1, когда х (t) представляет собой детерминированную постоянную величину а, корреляционная фунн:ция тоже постоянна и равна Dx = а2 [см. выражение (П-58)]. В этоi\Iслучае спеr,тральная плотность существует только при нулевой частоте и, согласно (П-65), равна 2па2б (ro). В другом предельпом случае, соответствующем н:ривым 4, х (t) являетсячисто случайным стационарным процессом, н:оrда связь между последующимиэвачепиями х (t) совсем отсутствует. Такой случайный процесс на3ывается 
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б е л ы м ш у м о м. 
дельта-фув::кции, т. е. 

где а = const. 

Его корреляционная функция пропорциональна 

Rx (,;) = аб (t), 

Согласно (П-65), соответствующая спектральная функция 

S (ro)=a=const. 

Случайный процесс в виде белого шума практически невозможен, так 
как имеет бесконечный спектр и соответственно бесконечную мощность. 
Однако реальные случайные процессы с конечным спектром часто можно 
приближенно представить в виде белого шума, если рассматривается дей

ствие их на систему, полоса пропускания которой значительно уже ши
рины спектра процесса. В частности, например, та:к обычно представляют 
тепловые шумы в усилителях. 

Различные значения максимумов кривых S (ro) при одинаковых мак
симумах соответствующих им кривых R (1:) объясняются тем, что площади 
под кривыми S (ro), согласно (П-68), пропорциональны ма:ксимуму R (т). 

В качестве частотной характеристики статистической связи между 
двумя стационарными случайными процессами х (t) и у (t) применяется 
в з а и м н а я с п е к т р а л ь н а я п л о т н о с т ь, представляющая 
собой изображение Фурье взаимной корреляционной функции: 

где 

00 

S ху (ro) = � Rxy (t') e-jrot dт. 
-оо 

(П-70) 

Приложение 4 

ТАБЛИЦА ИНТЕГРАЛОВ [34] 

00 

\ G (jro) 
J I Н (jro) 12 dro, 

-00 

Н (jro) =а0 (iro)n+a1 (iro)n-1 + ... +ап ; 

G (jro) = Ьо (jro)2n-2+ Ь1 (jro)2п-4+ ... + Ьn-i 
и все нули Н (jro) расположены в верхней полуплоскости (нули Н (р) ~ 

левые); 
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где 

М0 = Ь0 (-а0а4а5 +а1а! +а�а5-а2а3а4)+а0Ь1 (- а2а5+аза4) +

где 

+ а0
Ь2 ( а0а5 -а1 а4) + а0Ь3 ( - а0а3 + а1 а2) +

+ 
ао

Ь
4 ( + . + • ) -- -а0а1а5 а0а8 а1а4 -а1а2а3 ;

а5 

М6 = 
Ь

0 (-а0а3а5а6 +а0а4а� -aia� + 2а1а2а5ав+а1а3а4а6-а1а!а5-а§а� -

-a2aia6 + а2а3а4а5) + а0Ь1 ( -а1а5ав + а2а� + а�ав -а3а4а5) +

+а0Ь
2 (-а0а� - а1а3а6 + а1а4а5) +а0Ь3 (а0а3а5 + аiав-а1а2а5) + 

Л6 = a&ag + 3а0а1а3а5а6 -2а0а1а4а� -а0а2а3а� - а0аlав + a0ala4a5 + а�а� -

- 2а!а2а5а6-а!а3а4а6 + a;aia5 + а1а�а: + а1а2аfав -а1а2а3а4а5 ; 

где 

М7 17 =
2а Л 'О 7 

nio = а&а6а� - 2а0а1 aga7 -2а0а2а4а� + а0а2аr,ава7 + а0а3а5а� + a0aj_a5a7 -

- а0а4а�а6 + arag + 3а1а2а 1а6а7-2а1а2а5а� -a1a3a4ai-a1afa7 + а1а:а5а6 + 

+ а:а� -2aia3a6a7-а�а4а5а7 + а�а�ав + a2a3aia7 - а2а3а4а5а6 -a2a�ai; 

т1 = а0а4а� -а0а5а6а7 -а1а4ава7 + а1 а5а� - aia� + 2а2а3ава7 +

+ а2а4а5а7 -а2а�а6 -а�а� -а3а1а7 + а3а4а5а6; 

т5 = а&а3а7-a5af-a0a1a2a7 -а0а1а3а6 + 2а0а1а4а5 + а0а2а3а5 -

-aoala4 + ara2a6-aiaI-a1a�a5 + а1а2а3а4 ; 

1 
т6 = а (а5а1а� -2а5а3а5а7 + a&ag-2a0a;a6a1 + а0а1а2а5а1 + 3a0a1a3ar;a6 -

7 

- 2а0а1 а4а: + а0а2а�а7 -а0а2а3а: -a0aga6 + а0а�а4а5 + af а�+ а;а2а4а7 -

- 2а 1 а2а5ав - af а3а4а6 + af aia5 - а1а2а3а7 + а1 aia: + а1 а2а�а6 -а1 а2а3а4а5 ). 
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Приложен1Ие 5 

НОМОГРАММЫ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПОКАЗАТЕЛЕН 
КАЧЕСТВА ПЕРЕХОДНОИ ХАР АКТЁРИСТИКИ 

ПО ТИПОВОИ Л. А. Х. РАЗОМКНУТОИ СИСТЕМЫ [41] 

На 
ТПЗJ\ЮМ 

рпс. П-8 по1шзана тпповая л. а. х. разомкнутой системы с аста
порвого порядь:а, по которой ниже определяется качество пере

ходной характеристики h (t) замкну
той системы с передаточной фун11:L,дбj 
цией 

W(p) Wз (р)= 1+w {р)"

о lgw 
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Pnc. П-8. Типовая л. а. х. разомк
нутой системы 

Передаточная функция разомкнутой систеыы 
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Рпс. П-9а. Номограммы для определения показателей качества САУ 

по л. а. х. разом1,нутой системы 
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Рис. П-9б. Номограммы для определения поr,азателей качества САУ 
по л. а. х. разомкнутой системы 

Через µ1 обозначена величина ордпнаты при w = w1 = 1/Т
1 • 

В верхней половине рпс. П-9а - П-9г прпnедены номограммы для 
определения hмакс - максимума переходной характерпстю,и (сплошные
линии) и Аз.макс/ А 3 (О) - относительного максимума амплитудной частот
ной характеристиr,и замкнутой системы (штриховые линии). На нш-кнеir
шщовине рис. П-9а - П-9г изображены номограммы для: определения: 
t,1 - длительности переходной характеристики (штрих-пунктирные линии), 
Wt - частоты ее колебаний (сплошные линии), t1 - времени максимума 
переходной характеристики (спадающие штриховые линии), Wp -
резонансной частоты А 3 ( w) (поднимающиеся: штриховые линии). 

Согласно рис. П-8, не уr,азанная: на номограммах частота w2 = 1/ Т 2 
определяется: через µ1, w1 и Wc: 

µ1 wr lg W2 = 20 +lg Wc.
Приведенные номограммы пригодны таюпо для: систем б:щее высо

кого порядка, если новые постоянные времени достаточно малы, тart что 
определяемые ими сопрягающие частоты соответствуют значению L < 

< - 20 дБ. Номограммы годятся и для: ориентировочных оценок 1,ачества 
статических систем и астатических систем с более высоким порядком аста
тизма, если их л. а. х. отличаются от приведенной на рис. П-8 типовой 
л. а. х. только на малых частотах, когда L > 20 дБ. 
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Приложение 6 

ЗНАЧЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ, ОБЕСПЕЧИВАЮЩИЕ ОПТИМАЛЬНЫИ 

ПЕРЕХОДНЬIИ ПРОЦЕСС 

Если принять в качестве оптимального переходного процесса процесс 
с однпм перерегулированием (он быстрее монотонного процесса и вместе 
с тем, по существу, еще не является колебательным), то для него можно ука
зать определенное оптимальное расположение корней в БомплеБсной пло
скости и соответствующие значения коэффициентов характеристического 
уравнения 

(П-И) 

обеспечивающие максимальное быстродействие в безразмерном времени 
или, другими словами, прп непзменном значении Q0 [ 11). Все 1-юрни имеют 
одинаковую действительную часть ТJ· Мнимые их части образуют арифме
тическую прогрессию, т. е. Рiн = Pi + у, причем Р1 = у. Для каждого 
порядка характеристического уравнения имеется определенное оптималь
ное отношение у7ТJ, обеспечив_ающее максимальное быстродействие. Опти
мальные значения коэффициентов характеристичесиого уравнения (П-71) 
для уравнений до восьмого порядна даны в табл. П-2. 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
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Табл,ица П-2 

Оптимальные значенпя коэффициентов характеристического уравневпя 

V 

1 А, 1 А, Аз А, 1 А• 1 Ав А, 

1 1,38 
1,45 2,05 2,39 
О,79 2,6 3,8 2,8 
1,5 2,5 5,3 5,46 3,64 
0,64 3,73 8,0 10,3 8,56 4,18 
1,5 2,76 8,12 11,74 14,35 11,5 4,86 
0,57 4,65 9,42 22,7 28,4 24,3 15,0 5,45 

Табл,ица П-З 

Значения коэффициентов характеристического уравнения при кратных 
кошmексвых корнях 

n А, 

2 1,5 
2,5 
3 

5 4 
6 4,5 

2,5 
4,25 
7,25 
9,25 

Аз 

4 
9,25 4,5 



Если указанные в табл. П-2 значения коэффициентов реализовать 
трудно, можно в качестве оптимального взять несколько более медленный 
переходный процесс, соответствующий кратным комплексным корням с отно
шением 1 �/а 1 = 0,66. (В этом случае при нечетном порядке уравнения 
один корень будет действительным.) Соответствующие значения коэффи
циентов уравнения (П-71) даны в табл. П-3. 

Если передаточная функция замкнутой системы имеет нули, они вызо
вут, как было показано в § 5-3, увеличение колебательности переходной: 
характеристики. В результате переходная характеристика системы, корни 
характеристического уравнения которой соответствуют табл. П-2 II П-3, 
будет иметь большое перереrулирование. Поэтому в данном случае реко
мендуется переходить r< чисто действительным корняъr, образующим ариф
метическую ироrрессию. Соотвегсrвующ1rе значения коэффициентов урав
нения (П-71) приведены в табл. П-4. 

Такие же значения коэффициентов рекомендуются для астатических 
систем с астатизмом первого порядка. Для этого случая в табл. П-4 приве
дены значения добротности по скорости. Кроме того, в таблице указаны 
значения перереrулирования cr. 

Табл,ица П-4 

Значения коэффициентов характеристического уравнения в случае 
действительных корней, образующих арифметическую проrрессшо 

п О', % Dv А, 

2 5 Qo 1,4 
1,4 

3 8 Qo 2 
2 

2 

4 10 Qo 2,6 
2,6 3,4 2,6 

Для систем с астатизмом второго порядка рекомендуется располагать 
действительные корни по геометрической прогрессии. Соответствующие 
значения коэффициентов уравнения даны в табл. П-5. Здесь же приведены 
значения добротности по ускорению. 

п 

2 

3 

4 

5 

6 

Табл,zща П-5 

Значения коэффициентов хара1,теристическоrо уравнения в случае 
действительных корней, образующих геометрическую прогрессию 

а, % 
D

a А, Аа 

10 Q2 
о 2,5 

10 gg 5,1 
5,1 6,3 

10 щ 
7,2 

16 
16 12 

10 щ 9 
38 

29 38 18 

10 щ 
11 

73 43 83 73 25 
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ТАБЛИЦА h-ФУНКЦИИ ДЛЯ НОРМИРОВАННОИ ТРАПЕ

� 1 0 ,0 1 0 ,05 1 О,10 1 0 ,15 1 0 ,20 1 0 ,25 1 0 ,30 1 0 ,35 1 0 ,40 1 0 ,45 1 

0,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,5 0,158 0,165 0,176 0,184 0,192 0,199 0,207 0,215 0,223 0,231 1,0 0,310 0,326 0,340 0,356 0,371 0,386 0,401 0,417 О,432 0,447 1,5 0.449 0,469 0,494 0,516 0,538 0,560 0,594 0,603 0,617 0,646 2,0 о;ы2 0,597 0,628 0,655 О,683 0,709 0,732 0,761 0,786 0,810 

2,5 О,674 0,707 0,739 0,771 О,802 0,833 0,862 0,891 0,917 0,943 3,0 0,755 0,790 0,828 0,863 0,896 0,928 0,958 0,987 1,013 1,038 3,5 0,815 0,853 0,892 0,928 0,963 0,994 1,024 1,050 1,074 1,095 4,0 О,857 0,896 0,938 0,974 1,008 1,039 1,060 1,090 1,110 1,127 4,5 0,883 0,923 0;960 0,997 1,029 1,057 1,084 1,104 1,120 1,129 

5,0 0,895 О,939 0,977 1,012 1,042 1,067 1,087 1,102 1,112 1,117 5,5 0,9Q0 0,940 0,986 1,015 1,042 1,063 1,079 1,088 1,092 1,096 6,0 0,903 0,942 0,982 1,013 1,037 1,054 1,065 1,070 1,068 1,062 6,5 0,904 0,943 0,980 1,009 1,030 1,043 1,050 1,049 1,043 1,033 7,0 0,904 0,944 0,979 1,006 1,024 1,035 1,037 1,033 1,023 1,009 

7,5 0,907 О,945 0,980 1,006 1,019 1,027 1,025 1,020 1,005 0,989 8,0 0,910 0,951 0,985 1,008 1,020 1,024 1,021 1,012 0,998 0,981 8,5 0,918 0,956 0,989 1,010 1,021 1,022 1,018 1,007 О,992 0,977 9,0 О,924 0,965 0,997 1,016 1,025 1,025 1,018 1,006 0,992 0,978 9,5 0,932 0,972 1,004 1,022 1,029 1,027 1,019 1,006 0,993 0,982 

10,0 0,939 0,978 1,009 1,025 1,031 1,027 1,019 1,006 О,993 0.987 10,5 О,946 0,985 1,013 1,028 1,033 1,028 1,017 1,005 0,993 о;989 11,0 0,947 0,988 1,015 1,029 1,031 1,025 1,014 1,002 0,993 0,991 11,5 0,949 0,988 1,016 1,027 1,028 1,021 1,010 0,999 О,991 0,989 12,0 0,950 0,990 1,015 1,025 1,024 1,015 1,004 0,994 0,988 0,990

12,5 О,950 0,989 1,013 1,022 1,019 1,010 0,999 0,990 0,986 0,989 13,0 0,950 0,989 1,012 1,019 1,015 1,005 0,994 0,986 0,985 0,98913,5 0,950 0,990 1,011 1,017 1,011 1,000 0,990 0,983 О,984 0,989 14,0 0,952 0,989 1,011 1,016 1,009 0,997 0,988 0,983 0,985 0,99114,5 0,954 0,990 1,012 1,015 1,008 0,996 0,987 0,985 0,988 0,996

15,0 О,956 0,993 1,012 1,014 1,007 0,995 0,988 0,987 О,991 1,00015,5 О,959 0,995 1,014 1,014 1,006 0,995 0,989 0,988 0,996 1,00416,0 О,961 0,997 1,015 1,014 1,006 0,995 0,991 0,992 0,998 1,00716,5 О,964 0,999 1,016 1,014 1,005 0,995 0,993 0,995 1,002 1,00917,0 0,965 1,001 1,016 1,013 1,005 0,995 0,994 0,997 1,005 1,010
17,5 0,966 1,002 1,015 1,012 1,003 0,995 0,994 0,998 1,005 1,01018,0 0,996 1,002 1,015 1,011 1,002 0,995 0,995 1,001 1,008 1,01018,5 О,966 1,001 1,015 1,009 1,001 0.994 0,995 1,001 1,007 1,00919,0 0,967 1,000 1,015 1,008 0,998 0;992 0,995 1,001 1,006 1,00619,5 0,J67 1,000 1,014 1,006 0,996 0,991 0,995 1,001 1,005 1,004
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Приложение 7 

ЦЕИДАЛЬНОИ ДЕИСТВИТЕЛЬНОИ ЧАСТОТНОИ ФУНКЦИИ

1 0 ,50 

1 
0 ,55 1 0 ,60 0 ,65 1 0 ,7U 0 ,75 0,80 0,85 0,90 1 

0 ,95 l 1,00 1/, 
0,000 0,000 0,000 0,000 О,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,0 
0,240 0,248 0,255 0,259 0,267 0,27-5 0,282 0,290 0,297 0,304 0,314 0,5 
0,461 0,476 0,490 0,505 0,519 0,534 0,547 0,562 0,575 0,590 0,603 1,0 
0,665 0,685 0,706 0,722 0,740 0,758 0,776 0,794 0,813 0,832 0,844 1,5 
0,833 0,856 0,878 0,899 0,919 0,938 0,956 0,974 0,991 1,008 1,020 2,0 

0,967 0,985 1,010 1,030 1,050 1,067 1,084 1,090 1,105 1,120 1,133 2,5 
1,061 1,082 1,100 1,117 1,130 1,142 1,154 1,164 1,169 1,175 1,178 3,0 
1,115 1,132 1,145 1,158 1,165 1,170 1,174 1,174 1,175 1,176 1,175 3,5 
1,142 1,152 1,158 1,162 1,163 1,161 1,156 1,149 1,141 1,131 1,118 4,0 
1,138 1,141 1,141 1,138 1,132 1,127 1,111 1,099 1,085 1,071 1,053 4,5 

1,117 1,114 1,107 1,097 1,084 1,069 1,053 1,036 1,019 1,001 0,986 5,0 
1,092 1,076 1,070 1,050 1,032 1,016 0,994 0,979 0,962 0,951 0,932 5,5 
1,051 1,037 1,021 1,003 0,984 0,956 0,949 0,934 0,922 0,914 0,906 6,0 
1,018 1,001 0,982 0,966 0,948 0,936 0,920 0,910 0,906 0,903 0,905 6,5 
0,993 0,975 0,957 0,941 0,927 0,917 0,911 0,908 0,909 0,915 0,925 7,0 

0,974 0,958 0,944 0,931 0,922 0,919 0,920 0,927 0,934 0,946 0,962 7,5 
0,966 0,951 0,941 0,935 0,932 0,936 0,944 0,955 0,970 0,986 1,004 8,0 
0,966 0,954 0,948 0,948 0,951 0,958 0,974 0,990 1,006 1,023 1,0,1 8,5 
0,970 0,960 0,961 0,966 0,976 0,990 1,006 1,023 1,039 1,053 1,061 9,0 
0,975 0,972 0,980 0,987 1,000 1,015 1,033 1,048 1,059 1,066 1,066 9,5 

0,982 0,985 0,993 1,006 1,020 1,036 1,049 1,059 1,063 1,062 1,056 10,0
0,987 0,996 1,007 1,017 1,033 1,046 1,054 1,058 1,055 1,048 1,033 10,5
0,997 1,002 1,014 1,027 1,039 1,047 1,048 1,044 1,034 1,021 1,005 11,0
0,997 1,006 1,017 1,029 1,037 1,039 1,034 1,024 1,010 0,994 0,977 11,5
0,997 1,006 1,019 1,026 1,027 1,025 1,015 1,000 0,984 0,969 0,958 12,0

0,997 1,006 1,015 1,019 1,017 1,010 0,995 0,979 0,965 0,954 0,949 12,5
0,997 1,006 1,012 1,012 1,005 0,993 0,980 0,964 0,955 0,950 0,955 13,0
0,998 1,006 1,010 1,005 0,995 0,982 0,968 0,958 0,954 0,958 0,970 13,5
1,000 1,006 1,008 0,999 0,987 0,974 0,965 0,961 0,965 0,976 0,990 14,0
1,002 1,006 1,005 0,994 0,983 0,970 0,969 0,971 0,981 0,997 1,010 14,5

1,005 1,007 1,002 0,993 0,983 0,976 0,978 0,987 1,001 1,017 1,030 15,0
1,008 1,007 1,001 0,993 0,985 0,984 0,991 1,003 1,019 1,032- 1,040 15,5
1,011 1,008 1,000 0,994 0,990 0,993 1,003 1,018 1,031 1,039 1,039 16,0
1,011 1,008 1,001 0,996 0,995 1,001 1,014 1,027 1,036 1,038 1,028 16,5
1,012 1,007 1,000 0,997 0,999 1,008 1,020 1,030 1,032 1,027 1,012 17,0

1,009 1,005 0,997 0,998 1,002 1,012 1,023 1,027 1,023 1,013 0,988 17,5
1,008 1,002 ·О,997 0,998 1,004 1,014 1,020 1,018 1,008 0,993 0,979 18,0
1,006 0,999 0,995 0,998 1,003 1,012 1,014 1,007 0,993 0,978 0,969 18,5
1,001 0,995 0,993 0,997 1,004 1,009 1,006 1,007 0,981 0,969 0,956 19,0
0,998 0,992 0,992 0,996 1,003 1,005 0,998 0,985 0,973 0,967 0,973 19,5
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�, 0,0 1 0 ,05 1 0,10 1 0,15 1 0,20 1 0,25 1 0,30 1 0 ,35 1 0,40 1 0 ,45 
1 

20,0 
20,5 
21,0 
21,5 
22,0 

22,5 
23,0 
23 . .5 
24;0 
24,5 

25.0 
25;5 
26,0 

N, 1 
пг. 

1 

2 
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0,967 1,000 1,013 1,005 0,995 0,991 0,995 1,001 1,005 1,002 0,968 1,002 1,012 1,004 0,994 0.991 0,996 1,002 1,004 1,001 О,968 1,002 1,011 1,003 0,994 0,992 0,997 1,003 1.004 1,001 0,969 1,002 1,011 1,003 0,995 0,992 0,999 1,004 1;004 1,000 0,971 1,002 1,011 1,002 0,995 0,993 1,000 1,005 1,004 0,999 

0,973 1,002 1,011 1,002 0,996 0,995 1,002 1,006 1,004 0.999 
О,974 1,005 1,011 1,002 0,996 0,996 1,004 1,007 1,003 0;993 
0,975 1,005 1,010 1,002 0,996 0,998 1,004 1,008 1,003 О,998 
О,975 1,005 1,010 1,001 0,996 0,999 1,005 1,007 1,002 0,997 
0,975 1,005 1,009 1,000 0,996 0,999 1,005 1,006 1,001 0,997 

0,975 1,005 1,008 1,000 0.995 0,999 1,005 1.004 1.000 0,996 
0,975 1,005 1,008 0,999 0,995 0,999 1.004 t:003 0,998 О,996 
0,975 1,005 1,007 О,999 0,995 0,999 1;004 1,002 0,997 0,996 

Приложение 8 

ТИПОВЫЕ НЕЛИНЕИНЫЕ ЗВЕНЬЯ 

Статическая харантеристина 1 

у 

х 

у 

Наименование звена и уравнение 

Звено с насыщением (ограничением): { kX при\ Х\�Ь, У= В при Х>Ь, 
-В при Х<-Ь, где k=tga:. 

Звено с зоной нечувствительности: 
{ k (Х -Ь) при Х > Ь,У= О при I Х \ � Ь,

k (Х +ь) при Х <-Ь, 
ще k=tga. 



0 ,50 1 0 ,55 1 0 ,60 1 0 .65 
1 

0 ,70 1 0 ,75 

0,996 О,991 0,992 0,998 1,003 1,001 
0,995 0,991 0.994 0,999 1,001 0,996 
0,995 0,993 0;997 1,001 0,999 0,993' 
.(),996 0,99S 1,000 0,995 0,998 0,992 
0,996 0,996 1,000 1,004 0,997 0,991 

0,997 1,000 1,004 1,005 0,996 0,992 
0,998 1,001 1,006 1,007 0,997 0,994 
0,999 1,002 1,007 1,006 0,998 0,997 
1,000 1,002 1,008 1,003 0,999 1,000 
1,000 1,002 1,006 1,003 1,000 1,002 

1,000 1,002 1,004 0,993 1.001 1,003 
1,000 1,002 1,002 0,997 1;002 1.004 
1,000 1,002 1,000 0,995 1,002 1;004 

N
o 

1 
пп. Статичесная харантеристина 

у 

3 

у 

4 
в 

х 

о 

-8

у 
5 в 

-ь ь х 

о 

-в

П радалжение прил. 7

0 ,80 

1 
0 ,85 

1 
0 ,90 1 О,95 \ 1,00 11/ 

0.991 0,979 0,972 0,974 0,985 20,0 
о;986 0,976 О,974 0,990 1,0()1 20,5 
0,983 0,975 0,981 1,002 1,016 21,0 
0,987 0,988 0,997 1,013 1,024 21,5 
0,991 0,997 1,012 1,024 1,029 22,0 

0,998 1,008 1,022 1,028 1,026 22,5 
1,002 1,015 1,025 1,027 1,016 23,0 
1,007 1,017 1,023 1,023 1,002 23,5 
1,008 1,017 1,015 0,012 0,988 24,0 
1,008 1,014 1,005 0,995 0,979 24,5 

1,005 1,008 0,991 0,985 0,975 25,0 
1,004 1,001 0,986 0,978 0,977 25,5 
1,002 0,987 0,984 0,977 0,983 26,0 

П радалжекие прил. 8 

Наименование звена и уравнение 

Звено с мертвым ходом: 

У={ k(X-b) при �'>О, 
k(Х+Ь) при Х<О 

или У =k (Х -Ь sign Х), 
где k=tga. 

Идеальное двухпозиционное реле: 
при Х> О, 
при Х<О 

или Y=BsignX 

дВ¼'хnозиционное реле с зоной 
нечувствительности: 

п
риХ>Ь} х. Ь , если Х>О;

при < 

при Х>
-Ь}

х ь , 
еслп Х < О, при <-
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:..1 Статичеснал харантеристина

6 

7 
у 

х 

8 

х 

9 ·-.k
о 

iO JL о 

у 

11 в 

х 

о 
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П родол,жен,ие прил,. 8 

Наименование звена и уравнение 

Идеальное трехповиционпое реле: 

{ 
В при Х>Ь, 

У= О при I Х 1 ,,,,;; Ь; 
-В при Х<-Ь. 

Трехпозиционное реле с зонами 
нечувствительносrи: !

В при Х> Ь2 }-О при Ь1 :,,;; Х ,;:;_; Ь2 при Х > О; 

У= -В при Х<Ь1 

В при Х> Ь1 

0 при-Ь2:,е;;Х:,е;;ь1} при Х<О.
t -В при Х<-Ь2 

Y=kX2 

У={ �х 
при Х:,е;;О; 
при Х>О. 

У={�г 
при X,s;_;O; 
при Х>О. 

У={� 
при х,;:;_;о; 
при Х>О. 



Приложение 9 

ФОРМУЛЫ ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ СТАТИСТИЧЕСКОИ 
И Г АРМОНИЧЕСКОИ ЛИНЕАРИЗАЦИИ 

ТИПОВЫХ НЕЛИНЕИНЫХ ЗВЕНЬЕВ 

Порядковые номера ниже соответствуют нумерации нелинейностейв приложении 8. Дополнительные обозначенил:
тх ах m1=т; fJ1=т;

х - Ь1 . х __ Ь_2_.
1 -v2a

x 
· 2 -V2ax '

х t• 

ф (х) = ,r-
е 

2 dt. 1 � --
1' 2:rt о 

Значения функции Ф (х) даны в приложении 10. В приложении 11 даны
х• 

значения функции 2� е- 2, также встречающейся в формулах ниже.
1. Звено с насыщением: 
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3. Звено с мертвым ходом:
kг = : [; + arcsin ( 1-�) + 2 ( 1 � ;;) -V � ( 1-�)] при А� Ь;, 

k;=-�� (1-�) при А�Ь.
4. Идеальное двухпозиционное реле:

kco= 2В Ф(тх); тх ах 

k�l, = !!_ [1-4Ф2 (тх )]' ;. ; ах . ах - -

В 2 _!._ (mx)2 
k'21'=-. --е 2 их . 

с ,r
- • ах _r 2:rt 

k = 4В • k'=O·r :rtA• r ,
в kc. r = -л Во('\'); 
вkc. r1 =-Со('\')• ах 

5. Двухпозиционное реле с зоной нечувствительности:
kco=..!!_ [Ф (1 +mi )-Ф (1-mi)] iтх а1 а1 



6, Идеальное трехпозиционное реле: 

7. Трехпозиционное реле с зонами нечувствительности:

, 2ВЬ1 (i Ь1)k =- -- -- при А>-Ь ·
г :rtA Ь

2 
- z, 

В � х2"+х2п 

kс.г = А � i 2 о Вп (у);
n=O 
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8. 

9. 

10. 

11. 
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kA2 

Уо = -· 4л '



В 2В 
У=-· k =-; k;=O. о 2' г :nA 

Входящие в приведенные формулы функции Вп 
(у) и Сп 

(у) определяются 
формулами: 

При вычислении коэффициентов kс .г и kc .гi достаточно ограничитr,ся 
первыми четырьмя членами соответствующих рядов для Вп {у) и Сп (у). 
Графики этих функций приведены на рис. П-10 и П-11. 

Рис. П-10. График 
функции Вп {у) 

Вп/1) 

r 

Рис. П-11. График функ
ции Сп (у) 

R97 



х 1 
0,00 

0,01 

0,02 
0,03 

0,04 
0,05 
0,06 

0,07 

0,08 

0,09 

0,10 
0,11 

0,12 

0,13 

0,14 

0,15 

0,16 
0,17 

0,18 

0,19 

0,20 

0,21 

0,22 

0,23 

0,24 

0,25 

0,26 
0,27 

0,28 

0,29 

0,30 

0,31 

0,32 
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Приложение 10 

х 
t• 

ЗНАЧЕНИЯ ФУНIЩИИ Ф (х) = 2
1:п � е- 2 dt

о

Ф (х) х 1 Ф (х) х 1 Ф (х) х 

0,0000 

0,0040 0,33 0,1293 0,65 0,2422 0,97 
0,0080 0,34 0,1331 0,66 0,2454 0,98 
0,0120 0,35 0,1368 0,67 0,2486 0,99 
0,0160 0,36 0,1406 0,68 0,2517 1,00 
0,0199 0,37 0,1443 0,69 0,2549 1,01 
0,0239 0,38 0,1480 0,70 0,2580 1,02 
0,0279 0,39 0,1517 0,71 0,2611 1,03 
0,0319 0,40 0,1554 0,72 0,26'i2 1,04 
0,0359 0,41 0,1591 0,73 0,2673 1,05 
0,0398 0,42 0,1628 0,74 0,2703 1,06 
0,0438 0,43 0,1664 0,75 0.2734 1,07 
0,0478 0,44 0,1700 0,76 0,2764 1,08 
0,0517 0,45 0,1736 0.77 0,2794 1.09 
0,0557 0,46 0,1772 0,78 0,2823 1,10 
0,0596 0,47 0,1808 0,79 0,2852 1,11 
0,0636 0,48 0,1844 0,80 0.2881 1.12 
0,0675 0,49 0,1879 0,81 0,2910 1,13 
0,0714 0,50 0,1915 0,82 0,2939 1,14 
0,0753 0,51 0,1950 0,83 0,2967 1,15 
0,0793 0,52 0,1985 0,84 0,2995 1,16 
0,0832 0,53 0,2019 0,85 0,3023 1,17 
0,0871 0,54 0,2054 0,86 0,3051 1,18 
0,0910 О,55 0,2083 0,87 0,3078 1,19 
0,0948 0,56 0,2123 0,88 0,3106 1,20 
0,0987 0,57 0,2157 0,89 0,3133 1,21 
0,1026 0,58 0,2190 0,90 0,3159 1,22 
0,1064 0,59 0,2224 ·о,91 0,3186 1,23 
0,1103 0,60 0,2257 0,92 0,3212 1,24 
0,1141 0,61 0,2291 О,93 0,3238 1,25 
0,1179 0,62 0,2324 0,94 0,3264 1,26 
0,1217 0,63 0,2357 0,95 0,3289 1,27 
0,125.5 0,64 0,2389 0,96 0,331.5 1,28 

1 Ф(х) 

0,3340 
0,3365 
0,3389 

0,3413 

0,3437 

0,3461 

0,3485 

0,3508 

0,3531 

0,3554 

0,3577 

0,3599 

0,3621 
0,3643 
0,3665 

0,3686 

0,3708 

0,3729 

0,3749 

0,3770 

0,3790 

0,3810 

0,3830 

0,3849 

0,3869 

0,3888 

0,3907 

0,3925 

0,3944 

0,3962 

0,3980 

0,3997 



П родолженuе прил. 10

х Ф (х) х 1 Ф (х) х 1 Ф (х) х 1 Ф (х)' 

1,29 0,4015 1,62 О,4474 1,94 0,4738 2,52 О,4941 
1.30 0,4032 1,63 0,4484 1,95 0,4744 2,54 0,4945. 
1,31 0,4049 1,64 0,4495 1,96 0,4750 2,56 0,4948 
1,32 0,4066 1,65 0,4505 1,97 0,4756 2,58 0,4951 
1,33 0,4082 1,66 0,4515 1,98 0,4761 2,60 0,4953 
1,34 0,4099 1,67 0,4525 1,99 0.4767 2,62 0,4956 
1,35 0,4115 1,68 0,4535 2,00 0,4772 2,64 0,4959 
1,36 0,4131 1,69 0,4545 2,02 0.4783 2,66 0,4961 
1,37 0,4147 1,70 0,4554 2,04 0,4793 2,68 0,4963 
1,38 0,4162 1,71 0,4564 2,06 0,4803 2,70 0,4965 
1,39 0,4177 1,72 0,4573 2,08 О,4812 2,72 0,4967 
1,40 0,4192 1,73 0,4582 2,10 0,4821 2,74 0,4969 
1,41 0,4207 1,74 0,4591 2,12 0,4830 2,76 0,4971 
1,42 0,4222 1,75 О,4599 2,14 0,4838 2,78 0,4973 
1,43 0,4236 1,76 0,4608 2,16 0,4846 2,80 0,4974 
1,44 0,4251 1,77 0,4616 2,18 0,4854 2,82 0,4976 
1,45 0,4265 1,78 0,4625 2,20 0,4861 2,84 0,4977 
1,46 0,4279 1,79 0,4633 2,22 0,4868 2,86 0,4979 
1,47 0,4292 1,80 0,4641 2,24 0,4875 2,88 0,4980 
1,48 0,4306 1,81 0,4649 2,26 0,4881 2,90 0,4981 
1,4.9 0,4319 1,82 0,4656 2,28 0,4887 2,92 0,4982 
1,50 0,4332 1,83 0,4664 2,30 0,4893 2,94 0,4984 
1,51 0,4345 1,84 0,4671 2,32 0,4898 2,96 0,4985 
1,52 О,4357 1,85 0,4678 2,34 0,4904 2,98 0,4986 
1,53 О,4370 1,86 0,4686 2,36 0,4909 3,00 0,49865 
1,54 0,4382 1,87 0,4693 2,38 0,4913 3,20 0,49931 
1,55 0,4394 1,88 0,4699 2,40 0,4918 3,40 0,49966 
1,56 0,4406 1,89 0,4706 2,42 0,4922 3,60 0,499841 
1,57 0,4418 1,90 0,4713 2,44 0,4927 3,80 0,499928 
1,58 0.4429 1,91 0,4719 2,46 0,4931 4,00 0,499968 
1,59 0,4441 1,92 О,4726 2,48 0,4934 4,50 0,499997 
1,60 0,4452 1,93 0,4732 2,50 0,493fl 5,00 0,49999997 
1,61 0,4463 

1 

399 



1 о 1 
0,0 0,3989 
0,1 3970 
0,2 3910 
0,3 3814 
0,4 3683 
0,5 3521 
0,6 3332 
0,7 3123 
0,8 2897 
0,9 2661 

1,0 0,2420 
1,1 2179 
1,2 1942 
1,3 1714 
1,4 1497 
1,5 1295 
1.6 1109 
1,7 0941 
1,8 0790 
1,9 0656 

2,0 0,0540 
2,1 0440 
2,2 0355 
2,3 0283 
2,4 0224 
2,5 0175 
2,6 0136 
2,7 0104 
2,8 0079 
2,9 0060 

з,о 0,0044 
3,1 0033 
3,2 0024 
3,3 0017 
3,4 0012 
3,5 0009 
3,6 0006 
3,7 0004 
3,8 0003 
3,9 0002 

х• 

ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ 
1 

е -т
2л 

1 1 2 3 1 z, 1 5 1 6 

3989 3989 3988 3986 3984 3982 
3965 3961 3956 3951 3945 3939 
3902 3894 3885 3876 3867 3857 
3802 3790 3778 3765 3752 3739 
3668 3653 3637 3621 3605 3589 
3503 3485 3467 3448 3429 3410 
3312 3292 3271 3251 3230 3209 
3101 3079 3056 3033 3011 2989 
2874 2850 2827 2803 2780 2756 
:!637 2613 2589 2565 2541 2516 

2396 2371 2347 2323 2299 2275 
2155 2131 2107 2083 2059 2036 
1919 1895 1872 1849 1826 1804 
1691 1669 1647 1626 1604 1582 
1476 1456 1435 1415 1394 1374 
1276 1257 1238 1219 1200 1182 
1092 1074 1057 1040 1023 1006 
0925 0909 0893 0878 0863 0848 
-0775 0761 0748 0734 0721 0707
0644 0632 0620 0603 О.'596 0584 

0529 0519 0508 0498 0488 0478 
0431 0422 0413 0404 0396 0387 
0347 0339 0332 0325 0317 0310 
0277 0270 0264 0258 0252 0246 
0219 0213 0208 0203 0198 0194 
0171 0167 0163 0158 0154 0151 
0132 0129 0126 0122 0119 0116 
0101 0099 0096 0093 0091 0088 
0077 0075 0073 0071 0069 0067 
0058 0056 0055 0053 0051 0050 

0043 0042 0040 0039 0038 0037 
0032 0031 0030 0029 0028 0027 
0023 0022 0022 0021 0020 0020 
0017 0016 0016 0015 0015 0014 
0012 0012 0011 0011 0010 0010 
0008 0008 0008 0008 0007 0007 
0006 0006 0005 0005 0005 0005 
0004 0004 0004 0004 0004 0003 
0003 0003 0003 0003 0002 0002 
0002 0002 0002 0002 0002 0002 

Приложение 11 

1 7 1 8 1 9 

3980 3977 3973 
3932 3925 3918 
3847 3836 3825 
3726 3712 3697 
3572 3555 3538 
3391 3372 3352 
3187 3166 3144 
2966 2943 2920 
2732 2709 2685 
2492 2468 2444 

2251 2227 2203 
2012 1989 1965 
1781 1758 1736 
1561 1539 1518 
1354 1334 1315 
1163 1145 1127 
0989 0973 0957 
0833 0318 0804 
0694 0681 0669 
0573 0562 0551 

0468 0459 0449 
0379 0371 0363 
0303 0297 0290 
0241 0235 0229 
0189 0184 0180 
0147 0143 0139 
0113 0110 0107 
0086 0084 0081 
0065 0063 0061 
0048 0047 0046 

0036 0035 0034 
0026 0025 0025 
0019 0018 0018 
0014 0013 0013 
0010 0009 0009 
0007 0007 0006 
0005 0005 0004 
0003 0003 0003 
0002 0002 0002 
0002 0001 0001 
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