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АННОТАЦИЯ

Линейное программирование дает способы нахо
дить наиболее выгодные варианты при планировании 
производства, перевозок и снабжения и при управле
нии сложными процессами. Внедрение методов линей
ного программирования в практику позволяет достичь 
значительной экономии средств и времени.

В настоящей книге подробно излагаются математи
ческая теория линейного программирования и вычисли
тельные методы, позволяющие находить точное реше
ние задачи за конечное число шагов.

Книга рассчитана на инженеров, экономистов и 
математиков, работающих в области приложений. Она 
может быть также использована студентами математи
ческих, экономических и инженерно-экономических ву
зов и факультетов.
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Управление и планирование являются наиболее слож
ными функциями администрации предприятий, руководите
лей хозяйственных органов и штабов различного уровня. 
Характер управления и планирования определяет путь до
стижения цели и оказывает существенное влияние на каче
ство решения поставленной задачи.

Долгое время управление техникой и технологическими 
процессами, планирование развития отраслей хозяйства и бое
вых операций являлись монополией человека с соответству
ющей подготовкой, опытом и интуицией. Совершенствова
ние техники и структуры производства, разделение труда 
и кооперирование в широких масштабах чрезвычайно услож
нили задачи управления и планирования.

Для того чтобы принять обоснованное решение, необхо
димо получить и обработать огромное количество информа
ции. Ответственные решения зачастую связаны с судьбами 
людей и с большими материальными ценностями. Сейчас не
достаточно указать путь, ведущий к достижению цели. Не
обходимо из всех возможных путей выбрать наиболее эконом
ный, учитывающий особенности течения и развития управ
ляемого процесса и наилучшим образом соответствующий 
поставленной задаче.

Прежние методы решения задач управления и планиро
вания, сводившиеся к расширению управленческого аппара
та, грозят при современном состоянии техники потерей 
управления.

Появление быстродействующих вычислительных машин 
создало мощные предпосылки для автоматизации многочис
ленных задач управления. Однако реализация этих предпо
сылок стала возможной лишь после разработки специальных 
математических методов, позволяющих сводить решение за
дач управления и планирования к последовательности авто
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матически выполняемых операций в соответствии с исходной 
информацией.

Новая математическая дисциплина — теоретическая осно
ва решения задач управления и планирования — названа ма
тематическим программированием.

Для постановки задачи математического программирова
ния необходимо сформулировать цель управления и указать 
ограничения на выбор параметров управления, обусловлен
ные особенностями управляемого процесса. Задача матема
тического программирования сводится к выбору системы па
раметров, обеспечивающей оптимальное (в заданном смысле) 
качество процесса управления в рамках сформулированных 
ограничений.

Наиболее разработанным разделом математического про
граммирования является линейное программирование — теория 
и методы решения условных экстремальных задач, в кото
рых показатель качества линейно зависит от параметров 
управления, а ограничения — линейные равенства или- нера
венства.

Первые публикации по линейному программированию при
надлежат советским ученым ([61] — [63], [66]). За послед
ние годы издан ряд сборников ([96] — [99]), оригинальных 
и переводных статей, посвященных отдельным методам 
и различным приложениям линейного программирования. Од
нако все эти статьи и даже весьма строгое и компактное 
изложение основ линейного программирования в книге 
Л. В. Канторовича [65] вряд ли могут служить руковод
ством для систематического изучения этой дисциплины. 
Краткие монографии А. С. Барсова [3], Чарнеса, Купера 
и Хендерсона [118] и Вайды [15] охватывают относительно 
узкий круг вопросов, относящихся к проблематике линей
ного программирования. Работы Я. Габра [17], Я. П. Гер- 
чука [21], Креко [69], Рейнфельда и Фогеля [88] рассчитаны 
на неподготовленного читателя, заинтересованного главным 
образом в экономических приложениях линейного програм
мирования. Строгость и полнота освещения важных вопро
сов приносятся здесь в жертву доступности изложения.

К наиболее полным и в то же время достаточно строгим 
современным руководствам по линейному программированию 
следует отнести книгу [129] и перевод монографии С. Гас
са [18]. Однако попытки уложить в рамки одной книги
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общие и специальные вопросы, теорию и методы, математиче
ские основы и приложения не позволили уделить каждому 
из этих разделов требуемое внимание.

В настоящей книге авторы поставили перед собой за
дачу изложить центральный пункт линейного программирова
ния— теорию и конечные методы,— учитывая интересы ма
тематиков, экономистов и инженеров, и содействовать, 
таким образом, сближению точек зрения специалистов, непо
средственно участвующих в постановке и решении задач 
управления и планирования. В книге, гораздо подробнее, 
чем в других известных нам изданиях, изложена общая тео
рия линейного программирования и гораздо тщательнее опи
саны конечные методы и реализующие их алгоритмы. Здесь 
много внимания уделяется различным модификациям мето
дов и алгоритмов, позволяющим экономным образом исполь
зовать структуру и особенности современных вычислитель
ных машин. Геометрические и экономическая интерпретации 
задачи и методов линейного программирования, подробно 
описанные в книге, должны способствовать более глубоко
му уяснению теории и могут служить интуитивной основой 
для совершенствования вычислительных методов и алго
ритмов.

Книга содержит некоторые новые результаты, публикуемые 
впервые. Подбор и изложение материала . позволяет рас
сматривать линейное программирование не как самостоятель
ную дисциплину, а как раздел математического программи
рования. В частности, классификация конечных методов 
линейного программирования предусматривает возможность 
аналогичного подхода к методам решения нелинейных экс
тремальных задач.

Структура глав, принятая в книге, позволяет специали
стам разного профиля и различной математической подго
товки выбрать удобный для себя порядок изучения линей
ного программирования. Для удобства читателя в Дополнении, 
помещенном в конце книги, дано краткое изложение эле
ментов линейной алгебры и понятий многомерного простран
ства, используемых в математическом аппарате линейного 
программирования. Следует подчеркнуть, что для эффектив
ного использования приведенных в книге методов необхо
димо уяснить не только вычислительные, но и теоретические 
аспекты линейного программирования.
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В главе 1 излагаются основные понятия линейного про
граммирования, указывается место этой дисциплины среди 
других разделов математического программирования, и рас
сматриваются различные методологические вопросы, важные 
для постановки задач и усвоения методов.

В главе 2 устанавливается связь линейного программи
рования и теории выпуклых многогранных множеств. Интер
претация задачи в терминах теории выпуклых многогранных 
множеств позволяет обосновать ряд важных результатов ли
нейного программирования и помогает усвоению геометри
ческой сущности задачи и методов ее решения.

Глава 3 посвящена наиболее важному теоретическому 
вопросу линейного программирования — теории двойственно
сти. Теория двойственности играет существенную роль при 
построении методов линейного программирования. В главе 
выясняется связь между решением двойственной задачи 
и так называемыми разрешающими множителями — аналога
ми множителей Лагранжа. Полученные результаты по
зволяют рассматривать с единой точки зрения различ
ные подходы к построению методов линейного программи
рования.

Методы линейного программирования, как и методы ли
нейной алгебры, делятся на конечные и итеративные. На
копленный опыт решения практических задач позволяет от
дать предпочтение конечным методам, как более эффективным. 
Главы 4 — 8 монографии посвящены подробному изложению 
теории и вычислительных алгоритмов основных конечных 
методов линейного программирования. При описании мето
дов уделялось внимание как вопросам, представляющим ин
терес для совершенствования методов, так и особенностям 
вычислительных схем, определяющим выбор метода и алго
ритма для решения конкретной задачи.

Изложение методов и описание алгоритмов ведется при
менительно к общей задаче линейного программирования, 
записанной в так называемой канонической форме с пере
менными, ограниченными с одной и с обеих сторон. В за
ключительной главе указаны пути построения вычислительных 
схем для других форм записи задачи линейного программи
рования. Там же приводятся и модификации конечных ме
тодов, обеспечивающие более рациональное использование 
оперативной памяти ЦВМ.
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Классификация методов по различным признакам, прове
денная в гл. 8, позволяет заключить, что рассмотренные 
в монографии методы можно считать типичными представи
телями всех существенно различных групп конечных мето
дов линейного программирования.

Читатель, заинтересованный только в приложениях ли
нейного программирования, может после ознакомления 
с гл. 1 (и §§ 1 и 2 Дополнения) перейти к изучению мето
дов и вычислительных схем. При первом чтении могут быть 
опущены §§ 4, 6 и 8 гл. 4, § 9 гл. 5, §§ 2 и 4 гл. 6
и § 3 гл. 7.

Для освоения приемов численного решения формализо
ванных задач линейного программирования достаточно изу
чить §§ 2, 3, 5, 6 и 8 главы 5, §§ 6 — 8 главы 6 и §§ 5 — 6 
главы 7. Изложенные здесь сведения вместе с материалом 
§ 2 главы 8 позволяют составить библиотеку программ ко
нечных методов решения задач линейного программирова
ния на Ц ВМ .

Читатели, работающие над развитием теории и совер
шенствованием методов линейного программирования, долж
ны, помимо глав 2 и 3, обратить особое внимание на пара
графы глав 4 — 7, в которых содержится геометрическая 
трактовка методов, обсуждаются явления вырожденности 
и зацикливания и изучаются особенности задач с двухсто
ронними ограничениями.

В упражнениях, приведенных в конце каждой главы, по
мимо численных примеров, способствующих усвоению мате
риала, предлагаются вопросы и задачи, которые по разным 
соображениям не могли быть включены в текст.

В книге принята автономная нумерация формул для каж
дого параграфа. Номер формулы состоит из двух чисел: пер
вое число указывает номер параграфа, второе — порядковый 
номер формулы в параграфе. При ссылках на формулы из 
других глав в тексте дополнительно указывается номер 
главы.

Авторы будут искренне благодарны читателям, которые 
найдут время и возможность приедать свои замечания по 
материалам этой книги.

Октябрь 1961 г. Авторы



Г ЛАВА 1

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

§ 1. Предмет математического программирования

1.1. Развитие математики в конце XIX и начале XX века 
складывалось главным образом под влиянием запросов физики. 
Именно теоретической физике обязаны своими успехами 
дифференциальная геометрия, векторный и тензорный анализ, 
дифференциальные и интегральные уравнения, теория веро
ятностей и математическая статистика и ряд других мате
матических дисциплин. Основным понятием математических 
наук этого периода являлась непрерывность. Естествознание 
и техника не ставили перед математикой в широких масшта
бах комбинаторные задачи, а состояние вычислительной тех
ники не давало оснований рассчитывать на эффективные 
методы решения этих задач.

В последние десятилетия жизнь выдвинула на первый 
план проблемы организации производства, планирования на
родного хозяйства, автоматизации промышленности и управ
ления военной техникой. Естественной реакцией на это 
явилось бурное развитие кибернетических наук. Вопросы 
управления энергией и техникой стали столь же актуальными, 
как и вопросы получения энергии и создания техники. Стало 
ясно, что экономический эффект от рациональных методой 
управления и планирования, применяемых в широких мас
штабах и на высоком уровне, способен в ряде случаев пре
высить эффект от существенного увеличения мощностей. 
Возникла потребность в новых математических методах, 
позволяющих анализировать ритм производства, работу нерв
ной системы живого организма, взаимоотношения между 
людьми и между коллективами, качество военной техники.



И хотя по-прежнему центральным понятием современной 
математики остается непрерывность, все большее внимание 
приходится уделять дискретным задачам комбинаторного типа.

Получение точного числового результата в обозримый 
срок в трудоемких математических задачах стало оцениваться 
наравне с доказательствами трудных абстрактных утвержде
ний и выводом изящных формул. Кстати, о формулах. Слож
ные современные задачи, выдвигаемые жизнью перед мате
матикой, как правило, не позволяют рассчитывать на получение 
формул, связывающих заданные и искомые величины’. В тех 
случаях, когда качественные оценки не удовлетворяют 
потребителя, можно скорее надеяться на разработку алгорит
мов, позволяющих для каждой конкретной системы исходных 
данных вычислить результат.

Таким образом, роль физики — поставщика новых направ
лений и новых задач в математике — переходит в последние 
годы к кибернетике. Появление и развитие цифровой вы
числительной техники форсировало создание новых матема
тических методов, которые в свою очередь расширили воз
можности математических машин.

1.2. Математические машины, внедряемые в производство 
и управление и используемые в научно-исследовательской 
работе, создают огромные возможности для развития раз
личных отраслей науки, для совершенствования методов 
планирования и автоматизации производства. Однако без 
строгих формулировок задач, без формально-математического 
описания процессов не может быть достигнут необходимый 
уровень использования техники. Зачастую узким местом 
оказываются не столько вопросы, связанные с проектиро
ванием машин, сколько вопросы, возникающие в связи 
с формализацией физических, экономических, технических 
и других процессов. Формализация задачи — необходимый 
этап для перевода каждой прикладной задачи на язык мате
матических машин.

Общая схема формализации задач управления и плани
рования может быть описана следующим образом.

Задачи управления и планирования обычно сводятся 
к выбору некоторой системы параметров и некоторой 
системы функций. Будем называть эти параметры и функции 
характеристиками управления. Чтобы иметь основание отда
вать предпочтение тем или иным значениям параметров плани
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рования и тем или иным управляющим функциям, необходимо 
прежде всего четко уяснить себе следующие два обстоя
тельства. Во-первых, нужно разобраться в том, что следует 
называть хорошей и наилучшей системой управления и плани
рования. Иными словами, следует сформулировать и выразить 
через искомые характеристики показатель качества— критерий, 
определяющий соответствие разрабатываемых устройств и 
планов цели, ради которой эта разработка ведется. Во-вто
рых, необходимо выяснить условия работы системы и выте
кающие отсюда ограничения, которым должны удовлетворять 
искомые характеристики.

В настоящее время изучаются главным образом задачи, 
в которых под характеристиками управления подразумеваются 
не функции, а система параметров.

Таким образом, проблемы управления и планирования 
сводятся к экстремальным задачам следующего вида.

Требуется вычислить максимум функции
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f { x v x t , , хп) ( и )
при условиях

оъ * to * а /А О F to , ту (1.2)
Xj ^  0, j ~  1, 2, . . .  , t <; п. (1.3)

Функция /(# ! , . . .  ухп) называется показателем качества 
решения задачи. Условия (1.2)— (1.3) представляют собой 
ограничения задачи. Условия (1.3), естественные для многих 
задач, в которых переменные — параметры управления —
по своему физическому смыслу не могут быть отрицатель
ными, целесообразно для упрощения анализа выделить из 
числа ограничений вида (1.2).

Среди ограничений задачи могут быть и равенства. В си
стеме (1.2) равенство gk (л^, . .  . , х п) =  0 представляется 
двумя неравенствами:

Sk (*i>
— «*(*!> . . .  ,* Я) < 0 .

К решению экстремальных задач вида (1.1) — (1.3) при
водит анализ разнообразных задач управления народным 
хозяйством и автоматизации производственных процессов. 
К таким же задачам приводит и исследование проблем пла
нирования экономики и военных операций.



Математическая дисциплина, занимающаяся изучением 
задач вида (1.1)— (1.3) и разработкой методов их решения 
при различных допущениях относительно функций /  и gh 
называется математическим программированием.

Термин математическое программирование нельзя признать 
удачным, поскольку под словом программирование обычно 
понимают составление вычислительных схем—программ для 
математических машин. Возможно, более удачным названием 
совокупности вопросов, оформляющейся в настоящее время 
в самостоятельный раздел прикладной математики, было бы 
математическое планирование. Еще более соответствовал бы 
сути дела термин методы решения условных экстремаль
ных задач. Однако термин математическое программиро
вание уже установился и* является общепринятым в литера
туре, поэтому мы его будем придерживаться.

Основная особенность задач математического программи
рования, отличающая их от условных экстремальных задач 
классического анализа, состоит в наличии неравенств среди 
ограничений (1.2) и (1.3). Известные методы решения задач 
на условный экстремум с помощью так называемых множи
телей Лагранжа здесь непосредственно неприменимы. Клас
сические методы дифференциального исчисления разработаны 
для отыскания экстремальных точек внутри области опреде
ления функции. Поэтому метод Лагранжа можно было бы 
непосредственно применить к решению задач (1.1) — (1.3) 
только в том случае, если бы заранее было известно, какие 
из условий (1.2), (1.3) обращаются в равенства при значе
ниях аргументов, определяемых решением задачи. Однако 
подобных сведений, вообще говоря, нет. Если ограничиваться 
рекомендациями классического анализа, можно было бы ука
зать следующий путь решения задач математического про
граммирования.

Пусть функции /  и gi удовлетворяют всем условиям, 
требуемым для решения условных экстремальных задач по 
методу Лагранжа.

Вычислим вначале абсолютный экстремум (максимум) функ
ции f ( x t , . . .  , х п), не обращая внимания на условия, огра
ничивающие область изменения переменных, и проверим, 
удовлетворяют ли координаты точки, на которой достигается 
экстремум, условиям (1.2), (1.3). Найденная точка оказывается 
решением задачи, если эти условия выполняются. Если по
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крайней мере одно из условий (1.2), (1.3) не удовлетворяется, 
следует, пользуясь правилом Лагранжа, вычислить относи
тельный экстремум функции f ( x 1, . . .  , х п) при одном условии- 
равенстве и проверить, удовлетворяют ли значения аргумен
тов, при которых достигается условный экстремум, остальным 
условиям задачи. Проведем аналогичные вычисления, пред
полагая, что решение задачи обращает в равенства любое 
другое условие из системы (1.2), (1.3), любую пару условий, 
любую тройку условий и т. д. Во всех случаях, когда точка, 
на которой достигается экстремум, попадает в область, опре
деляемую условиями (1.2), (1.3), вычислим соответствующие 
значения показателя качества решения задачи — функции 
f  (х1У . . .  , хп).

Легко видеть, что намеченный путь решения задач мате
матического программирования требует (даже при относи
тельно малом числе ограничений) исследования огромного 
количества условных экстремальных задач. В общем случае 
решение каждой такой задачи сводится к достаточно тру
доемким расчетам. Существующие вычислительные методы 
и современные вычислительные машины заставляют признать, 
что решение задач вида (1.1) — (1.3) методами классического 
анализа практически нереализуемо. Отсюда необходимость 
в разработке специальных методов решения задач матема
тического программирования.

1.3. В зависимости от свойств функций /  и gt матема
тическое программирование разделяется на ряд частных, в 
различной мере разработанных дисциплин. Наиболее простые 
разделы математического программирования являются уже 
завершенными математическими дисциплинами с четко отра
ботанными методами решения задач, доведенными до вычис
лительных схем. В более сложных случаях методы решения 
задач только намечаются. Имеются и такие классы задач 
математического программирования, исследование которых до 
сих пор привело лишь к некоторым качественным результатам.

Задачи и методы математического программирования 
можно классифицировать по различным признакам.

В зависимости от вида показателя качества решения 
задачи и ограничений математическое программирование 
делится на линейное и нелинейное программирование. В за
дачах линейного программирования функции /  и gt линейно 
зависят от переменных Лу.
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Из нелинейных условных экстремальных задач выделяются 
задачи выпуклого программирования. В задачах выпуклого 
программирования требуется вычислить максимум вогнутой 
функции на выпуклом множестве *). Любой локальный макси
мум вогнутой функции, заданной на выпуклом множестве, 
является ее глобальным максимумом на том же множестве. 
На этом положении основаны все методы решения задач 
выпуклого программирования.

Решение задач выпуклого программирования упрощается, 
если ограничения (1.2) могут быть представлены в виде 
линейных равенств или неравенств.

Среди задач выпуклого программирования подробнее 
других исследованы задачи квадратичного программирова
ния, в которых требуется вычислить вектор Х =  (хг, х2, . . .  ,хп), 
удовлетворяющий линейным равенствам и неравенствам и об
ращающий в максимум сумму квадратичной и линейной форм:

п п п

Q ( x xy • • • » Х п ) =  2  ^  c i j x ix j ^ T  2  Cj XJ* 
г = 1 ;=1  /=1

При этом предполагается, что квадратичная форма неполо
жительно определена (т. е. Q— вогнутая функция).

Естественно, что во всех предыдущих постановках можно 
заменить требование максимизации функции требованием 
минимизации. Однако в этом случае предположение о вогну
тости показателя качества следует заменить допущением 
о его выпуклости.

Невыпуклые задачи нелинейного программирования изу
чены весьма слабо.

В зависимости от того, являются ли исходные параметры 
задачи вполне определенными числами или случайными вели
чинами, можно разделить математическое программирование 
на разделы, изучающие оптимальные методы планирования 
и управления в условиях полной информации и в условиях 
неопределенности. Анализ некоторых классов задач матема
тического программирования в условиях неопределенности 
(так называемое стохастическое программирование) сво
дится к использованию выпуклого программирования.

В задачах управления и планирования решения, принятые 
на одном этапе, часто существенно ограничивают свободу

*) Определение выпуклой и вогнутой функций и выпуклого 
множества приведены в § 3 Дополнения.
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выбора на последующих этапах. В соответствии с этим целесо
образно делить задачи и методы математического програм
мирования на одноэтапные и многоэтапные или на стати
ческие и динамические.

Возможны и другие принципы классификации разделов 
математического программирования. В каждом из разделов 
в свою очередь по разным признакам выделяются классы 
задач, требующие специальных методов решения. Так, на
пример, широкий класс задач связан с использованием не
которых стандартов. Искомые параметры управления в таких 
задачах по своему физическому смыслу могут принимать 
лишь ограниченное число дискретных значений. Исследование 
подобных задач, связанное с определенными трудностями, 
вызвало к жизни так называемое целочисленное програм
мирование. Целочисленное программирование приобретает 
особый интерес, потому что многие нелинейные невыпуклые 
задачи математического программирования могут быть све
дены к задачам линейного программирования с дополнитель
ным требованием целочисленности решения.

В ряде случаев исходные параметры задачи могут изме
няться в некоторых пределах. В связи с актуальностью 
исследования влияния вариации параметров показателя ка
чества и ограничений на решение задачи появились работы по 
так называемому параметрическому программированию.

Практические задачи математического программирования 
с весьма большим числом переменных и ограничений часто 
не умещаются в оперативной памяти современных цифровых 
вычислительных машин. Возникла необходимость в развитии 
нового направления — блочного программирования, изуча
ющего возможности получения точного или приближен
ного решения задачи большого размера по решениям ря
да частных задач с меньшим числом переменных и ограни
чений.

Изучение особенностей специальных классов задач, важных 
для приложений, привело к ряду интересных результатов как 
качественного, так и количественного характера. Однако 
большая часть этих результатов разрознена и не объединена 
до сих пор единой методологией.

1.4. В заключение параграфа целесообразно привести не
которые замечания по постановке задач математического 
программирования.
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Математический анализ применяется не к реальным явле
ниям, а к некоторым математическим моделям этих явлений. 
Такие абстрактные модели, естественно, охватывают не все, 
а лишь важнейшие для данной задачи стороны явления. 
Наиболее квалифицированная и ответственная работа при 
постановке задачи заключается в выборе характеристик яв
ления, наиболее существенных для данной задачи и подле
жащих формализации и включению в математическую модель.

Изучаемые явления не изолированы. Они связаны и взаимо
действуют с другими явлениями природы и жизни, возможно, 
не представляющими интереса для рассматриваемой задачи. 
При постановке задачи следует решить, какими связями 
можно пренебречь и какие связи следует заменить теми или 
иными ограничениями на выбор искомых параметров. В зави
симости от того, насколько тщательно проведена эта часть 
работы, определяется целесообразность применения сложного 
математического аппарата для анализа задачи и практиче
ская польза от ее решения.

При формализации задачи управления и планирования 
следует уделить особое внимание выбору показателя качества 
решения соответствующей задачи математического програм
мирования. Обычно к искомому методу управления или плану 
предъявляют самые разнообразные, порою противоречивые, 
требования. Как правило, нельзя указать план (или метод 
управления), на котором достигались бы экстремумы различ
ных показателей. Анализ целей, для достижения которых 
проводится планирование, должен выявить важнейший по
казатель, подлежащий оптимизации, и допустимые границы 
изменения остальных показателей. Оптимизируемая характе
ристика— это показатель качества решения. Допустимые 
границы изменения других характеристик решения определяют 
дополнительные ограничения задачи.

Важным этапом в постановке задачи является выбор пере
менных, которые следует принять в качестве параметров 
управления. При выборе переменных желательно обеспечить 
возможно более простой вид условий и показателя качества. 
От удачного выбора параметров управления существенно 
зависит трудоемкость решения задачи.

Задачи математического программирования и, в частности, 
задачи линейного программирования, к которым сводятся 
практические проблемы планирования и управления, как
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правило, имеют дело с большим числом переменных и огра
ничений. При построении математических моделей исследуе
мых явлений, особенно в тех случаях, когда эти явления 
изучаются впервые, не всегда удается сразу сформулировать 
и записать все условия, которые должны ограничивать 
область изменения переменных задачи. Некоторые факторы 
и ограничения, представляхющиеся естественными, предпо
лагаются само собой подразумевающимися и специально не 
оговариваются. Если решение задачи производится не фор
мально, то рассуждения в терминах конкретного приложения 
обычно приводят к тому, что задача в процессе решения 
обрастает дополнительными ограничениями, вытекающими из 
ее физической сущности. Однако неформальное решение 
задачи возможно лишь при весьма малом числе переменных 
и ограничений. Практически задачи математического програм
мирования, встречающиеся при планировании производства 
и отраслей народного хозяйства или при управлении техникой 
и боевыми операциями, сложны и далеко не всегда допускают 
умозрительный анализ. В таких случаях необходима тщатель
ная формализация задачи и включение в математическую 
модель всех сколько-нибудь существенных ограничений, 
какими бы тривиальными они ни представлялись. Известны, 
например, случаи, когда при решении задачи о наиболее 
дешевой диете, обеспечивающей необходимые питательные 
вещества в требуемых количествах, были получены совер
шенно несъедобные рационы. Такой результат явился след
ствием того, что при составлении математической модели 
задачи не были учтены вкусовые характеристики диеты. 
Иногда встречаются случаи, когда при анализе задач мате
матического программирования получают практически нереа
лизуемые решения: при формализации задачи не были за
фиксированы все лимитирующие фактбры, от которых зави
сит выбор искомых переменных. Часто необходимость учета 
дополнительных ограничений выясняется только после ана
лиза причин нереализуемости решения задачи.

Процесс постановки и решения практических задач не 
всегда удается провести в один этап. Обычно количественный 
анализ решения указывает направление, в котором следует 
уточнить модель, чтобы она полнее отражала реальное яв
ление. После предварительной постановки задачи целесооб
разно получить ее формальное решение для простейших
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случаев, для которых оптимальный план может быть получен 
(точно или приближенно) из физических соображений. Ана
лиз отклонения формального решения от ожидаемого резуль
тата позволяет скорректировать постановку задачи или (это 
тоже иногда встречается) меняет наши представления о том, 
что следует считать естественным. При сравнении формаль
ных решений с предполагаемыми результатами следует, 
однако, иметь в виду, что факторы, существенные в одном 
диапазоне изменения исходных параметров задачи, могут 
не играть сколько-нибудь заметной роли в другой области 
их изменения.

Учет дополнительных факторов, выявленных в процессе 
постановки задачи, может заставить изменить выбор пара
метров управления, подлежащих определению. Сколь угодно 
подробный учет ограничений на искомые переменные не 
приближает решения проблемы, если построенная математи
ческая модель не может быть исследована существующими 
методами. Поэтому постановку серьезных задач математи
ческого программирования целесообразно проводить специа
листам прикладных наук совместно с математиками.

§ 2. Предмет линейного программирования

2.1. Линейное программирование является наиболее раз
работанным разделом математического программирования. 
Круг вопросов и принципы решения задач линейного програм
мирования достаточно четко сформулированы. Можно сказать, 
что в настоящее время линейное программирование представ
ляет собой вполне оформившуюся дисциплину прикладной 
математики.

Предметом линейного программирования является вычис
ление экстремума (максимума или минимума) линейных пока
зателей качества при условии, что переменные, подлежащие 
определению, удовлетворяют линейным равенствам или не
равенствам. В терминах линейного программирования форму
лируется большое количество народнохозяйственных, техни
ческих, военных и других задач управления и планирования. 
Актуальность подобных задач определила усилия, направ
ленные на развитие методов их решения.

Термин линейное программирование столь же неудачен, 
как и термин математическое программирование. Тем не
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менее мы будем пользоваться этим названием, поскольку его 
можно уже считать установившимся.

Подчеркнем только, что слово «программирование» упо
требляется здесь в смысле разработки методов решения экстре
мальных задач, а определение «линейное» указывает на 
линейность показателя качества и ограничений, наложенных 
на искомые переменные.

Общая задача линейного программирования формулируется 
следующим образом:

Требуется вычислить максимум линейной функции п пере
менных х 1У х2, . . .  \ х п

с Л  +  с Л + " . + £ А ( 2 .1 )

при ограничениях, наложенных на переменные х 1У ., 
вида

a n x i + a1,x i + )

anx i ~Ь « |А  +  • •• +  «<» =  }
( 2 .2 )

«1 + .,.* . +  ai+l,2X2JT ■• • ~Ь ai+i, пхп ^  г̂+1> 1

ап *, +  А  +  • • • + « , »  *„<£>,, J (2.3)

о ,  / =  1, 2, . . .  , t  { t ^ n ) . (2.4)

Линейную функцию (2.1) — показатель качества выбран
ных переменных — принято называть линейной формой задачи, 
а множество наборов (л\, x2, . . . , x j ,  удовлетворяющих 
условиям (2.2)— (2.4) ,— областью определения задачи или 
областью определения ее линейной формы.

Введем еще некоторые определения, которые будут далее 
уточнены применительно к различным формам записи задач 
линейного программирования *).

Матрицу коэффициентов

аи • • • «1»

будем называть матрицей условий задачи.

*) Читатель, незнакомый с используемыми ниже понятиями 
линейной алгебры, найдет их изложение в Дополнении.
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Столбцы матрицы условий — векторы коэффициентов при 
переменных Xj — назовем векторами условий

Aj = (аф  аф  . . .  , arJ)T.
(Символ Г, знак транспонирования, указывает, что вектор 
компоненты которого выписаны в строку, является вектором- 
столбцом.)

Вектор, составляющие которого— правые части условий 
задачи, будем называть векторол1 ограничений

В =  {bv b„ . . . .  ЬГ)Т.
Введем обозначения

Aj ^  (a jy, а2р •••) «г/)Г> А] = (« !+ „ /. «/+„/. • • • > arj)T>
и соответственно

B' = (bv b2, . . . , b p , B" = (bl+l, bl+t, . . . br)T.
Тогда

A j=  (А), А]),
В = (В \ В"),

и задача (2.1)— (2.4) может быть переписана в следующем 
более компактном виде:

Требуется вычислить максимум линейной формы

при условиях

п
L (хг, • . . ,  х п) — 2  CjXj (2.5)

£ А , Х /= В \ (2.6)

S  AjXj ^  В",
7=i

xf ^  0, j=  1, 2, t <  п.

(2.7)

(2.8)
Вектор Х — (хх> х2, х п)> удовлетворяющий условиям 

(2.2)— (2.4) или, что то же самое, (2.6) — (2.8), будем на
зывать планом задачи.

План Х* =  (а:*, . . . , #*) ,  обращающий в максимум ли
нейную форму (2.1), называется оптимальным планом или 
решением задачи.
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Термины план и оптимальный план, естественные для 
экономических приложений, сохранены для общей задачи 
линейного программирования.

В дальнейшем нам будет полезна матричная форма записи 
задач линейного программирования.

Введем матрицы
А = (Аи Л2, . • А.п)у 

Л2, Ап)
и векторы

C— (cv с2, . . . ,  сп),
А =  (х1? х 2, . . . ,

• • •»
А '= (Л / , Л")г.

Общая задача линейного программирования в новых обо
значениях формулируется следующим образом:

Требуется вычислить вектор Х — ( Х\  Х")Т, обращающий 
в максимум линейную форму

при условиях
L (X) = СХ (2.9)

А 'Х = В ', (2.10)
А "Х ^В ", (2.11)

Х ' ^ 0 . (2.12)

Изложение методов и алгоритмов линейного программи
рования будет производиться в дальнейшем главным образом 
для задач, в которых требуется вычислить максимум линей
ной формы. Ясно, что это допущение не ограничивает 
общности изложения. Задача, в которой следует вычислить 
минимум линейной формы, сводится к определению макси
мума линейной формы, если изменить знаки всех коэффи
циентов Су на противоположные.

При анализе системы условий (2.2)— (2.4) могут предста
виться три случая:

а) условия (2.2) — (2.4) противоречивы, т. е. не сущест-.
вует набора чисел x v х 2) х п, удовлетворяющих всем
условиям задачи;

б) условия (2.2)— (2.4) совместны, но область, опреде
ляемая ими, неограничена, т. е. существуют наборы чисел



x v хг, . . . ,  х п, удовлетворяющие системе (2.2)— (2.4) и 
содержащие отдельные переменные со сколь угодно боль
шими значениями;

в) система условий (2.2) — (2.4) совместна и область, 
определяемая ею, ограничена.

Введем понятие разрешимости задачи, важное для по
следующего изложения.

Задача линейного программирования называется разреши
мой, если существует набор чисел (л^, х г, . . ., хп) (Xj<оо), 
удовлетворяющий всем ограничениям (2.2)—(2.4) и обра
щающий линейную форму (2.1) в максимум или минимум 
(в зависимости от постановки задачи).

Неразрешимость задачи может быть обусловлена либо 
противоречивостью условий задачи (случай а), либо неогра
ниченностью области определения линейной формы (случай б). 
В последнем случае неразрешимость задачи связана с не
ограниченностью линейной формы в области ее определения. 
Заметим, что случай б не обязательно приводит к неразре
шимой задаче. Линейная форма может быть ограничена и 
в неограниченной области.

2.2. Дальше (гл. 2) будет показано, что область опре
деления линейной формы задачи линейного программирования 
представляет собой выпуклое многогранное множество 
в /г-мерном пространстве переменных Хр и экстремум линей
ной формы достигается в его вершинах, число которых 
конечно. Координаты вершин многогранного множества усло
вий задачи удовлетворяют линейно независимым ограниче
ниям вида (2.3)—(2.4) как равенствам. Поэтому теоретически 
возможный путь решения задачи математического програм
мирования, намеченный в п. 1.2, значительно упрощается 
в линейном случае. Отпадает необходимость в отыскании 
экстремумов задачи при 1, 2, . . . ,  п — 1 ограничениях-равен
ствах. Координаты экстремальной точки в задачах линейного 
программирования всегда удовлетворяют п независимым 
условиям-равенствам. Однако и в задачах линейного програм
мирования теоретически возможный путь практически не
реализуем. Уже при относительно небольших я, г и t (случаи, 
к которым сводятся сравнительно простые практические 
задачи) количество вершин соответствующего многогран
ного множества исчисляется многими миллиардами. Это зна
чит, что неупорядоченный перебор вершин с целью выявле
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ния точки, в которой линейная форма достигает своего 
наибольшего или наименьшего значения, является практически 
невыполнимой задачей, даже для самых быстродействующих 
современных вычислительных машин.

Чтобы оценить трудоемкость вычислений, связанных с не
упорядоченным перебором вершин, сошлемся на одну из 
классических задач линейного программирования — на 
проблему выбора, для которой легко подсчитывается 
число вершин соответствующего многогранного множества. 
Суть проблемы выбора в следующем. Задана квадратная 
таблица с п строками и п столбцами. Требуется выбрать по 
одному элементу в каждой строке и в каждом столбце 
так, чтобы сумма их оказалась максимальной. Эта задача, 
имеющая самые разнообразные практические приложения, 
оказывается задачей линейного программирования. Количество 
вершин соответствующего многогранного множества (в про
блеме выбора оно ограничено и является, следовательно, 
многогранником) равно я!

Таким образом, непосредственное решение проблемы 
выбора связано со сравнением я! величин. Для вычисления 
значения линейной формы в каждой из вершин многогран
ника задачи необходимо произвести п сложений. П рия> 15  
количество операций, необходимое для решения задачи, 
нельзя провести за обозримый срок ни на современных, 
ни на перспективных вычислительных машинах.

По формуле Стирлинга

При п — 20 число вершин многогранника условий задачи я! 
превысит 2-1018. Машине, выполняющей 10 миллионов опе
раций в секунду (таких машин пока еще нет), потребуется 
более 5000 лет, чтобы перебрать вершины многогранника, 
определяемого этой относительно простой задачей.

При я =  30 число вершин области определения проблемы 
выбора превысит 1031. По-видимому, легче пересчитать все 
песчинки на земном шаре, чем перебрать вершины много
гранника условий этой задачи.

Практика требует решения задач типа проблемы выбора 
для значений я, значительно превышающих 20 и 30. Приве
денные примеры дают ясное представление о необходимости



специальных методов решения задач линейного программи
рования.

Как мы увидим далее, различные методы решения задач 
линейного программирования представляют собой те или иные 
рекомендации по упорядочению перебора вершин многогран
ного множества, определяемого условиями данной задачи 
или некоторой другой задачи, связанной с исходной. Каж
дому методу линейного программирования соответствует 
признак оптимальности вершины. Признак оптимальности 
позволяет установить, достигается ли в данной вершине 
экстремум линейной формы, не сравнивая между собой зна
чения L во всех вершинах многогранного множества. Нали
чие признаков оптимальности является следствием того, что 
в задачах линейного программирования не существует ло
кальных экстремумов, не являющихся в то же время гло
бальными.

Если рассматриваемая вершина не соответствует экстре
муму линейной формы, следует перейти к новой вершине. 
Методы линейного программирования обеспечивают переход 
к вершине, более близкой к экстремальной, чем предыдущая. 
Методы линейного программирования позволяют также уста
новить неразрешимость задачи, если она имеет место.

Интересно отметить, что при упорядоченном переборе 
вершин решение проблемы выбора требует порядка п8 эле
ментарных операций. Существующие вычислительные машины 
потратят менее минуты для решения проблемы выбора при 
п — 20 и 30.
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§ 3. Задачи линейного программирования

В этом параграфе будут кратко разобраны некоторые 
практические задачи, укладывающиеся в модель (2.1)—(2.4).

В п. 3.1 в задаче об организации снабжения выделены 
характерные случаи, в которых решение задачи линейного 
программирования не требует специальных методов и гро
моздких вычислений.

В п. 3.2 описана важная частная задача линейного про
граммирования, так называемая транспортная задача. Транс
портная задача представляет собой естественное обоб
щение задачи организации снабжения центра однородным 
продуктом.



В п. 3.3 приведена постановка задачи о рациональном 
выборе системы вооружения. Перевод критерия качества 
и ограничений на формальный язык здесь сразу приводит 
к задаче вида {2.1)—(2.4). В отличие от этого, задача 
о планировании производства сложного оборудования, опи
санная в п. 3.4, сводится к задаче линейного программиро
вания только после некоторых (правда, несложных) искус
ственных построений.

3.1. Рассмотрим задачу о рациональной организации 
снабжения промышленного центра однородным продуктом, 
например, картофелем или углем. Продукт может привозиться 
в центр из п пунктов.

Пусть x t — количество продукта, поставляемое в центр 
из /-го пункта, а с{ — суммарная стоимость производства и 
перевозки единицы продукта из /-го пункта. Тогда стоимость 
продукта, доставленного из /-го пункта в центр, равна С;Х(1 
а стоимость продукта, привезенного в центр из всех пунктов 
производства, равна

^ =  С1Х 1 "Ъ сгх% "Ь * • * "Ъ СпХп' (3.1)

Требуется организовать снабжение (выбрать x t) таким 
образом, чтобы обеспечить минимальную стоимость продукта 
в центре. При этом необходимо учесть следующие условия: 
потребность центра в продукте определяется величиной Ъ\ 
она должна быть удовлетворена; излишков не должно быть. 
Следовательно, искомые переменные должны подчиняться 
условию

х \ + Х2 +  * * • +  хп “  ^  (3*2)

Производство продукта в /-м пункте ограничено величи
ной Ь(У а пропускная способность транспорта, который может 
быть использован для перевозки продукта из /-го пункта, 
ограничена величиной d(.

Обозначим через рг- меньшее из двух чисел Ь( и dp 

p/ =  min(&/, d f-), / =  1, 2, п.

Искомые переменные x t должны, таким образом, удовле
творять ограничениям
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i =  1, 2 ,  . . /г.  ( 3 . 3 )



Кроме того, значения должны быть неотрицательны, 
так как перевозки продукта из центра в пункты производ
ства этого продукта исключены:

х,- >  0, 1, 2, • ; . ,  я. (3.4)

Если перевозки из /-го пункта могут быть обеспечены 
двумя видами транспорта, то /-й пункт целесообразно рас
сматривать как два пункта с разной стоимостью продукта.

Таким образом, мы пришли к задаче линейного програм
мирования. Необходимо обратить в минимум линейную форму L 
(3.1) при линейных условиях (3.2)— (3.4).

Сформулированная задача обладает особенностью, позво
ляющей без труда вычислить ^значения x h при которых будет 
обеспечена минимальная стоимость продукта в центре.

Очевидно, выгодно получать возможно больше продукта 
из тех пунктов, для которых величина с{ (стоимость произ
водства и перевозки единицы продукта) мала. Перенумеруем 
пункты производства в порядке возрастания коэффициен
тов с,*. Предположим, что это уже сделано и

С1 ^  С2 ^  ^  сп*

По условию из первого пункта (откуда поставляется наи
более дешевый продукт) центр может получить не более Pt 
единиц продукта. Если общая потребность центра, измеряемая 
величиной /?, не превышает возможностей первого пункта, 
т. е. если / ? ^ P j, то рациональнее всего удовлетворить 
весь спрос только за счет первого пункта. В этом случае

Хх =  by х2 =* *8 = . . . = =  хп =  0.

Если же /?>р1? то целесообразно обеспечить максимально 
возможную поставку из первого пункта а остав
шуюся часть потребностей (Ь — PJ удовлетворить за счет 
других пунктов производства.

Мы пришли, таким образом, к задаче организации снаб
жения, аналогичной предыдущей, с тем лишь различием, 
что потребность центра определяется теперь величиной/? — рх, 
а число пунктов производства равно п — 1. Здесь снова 
могут представиться два случая. В первом случае b— Р2. 
Тогда рациональная система снабжения определяется
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величинами
лг2 == 6 Р1? х ъ =  х4 — . . .  =  хп =» О

(д;1=г=Р1 определено ранее).
Во втором случае, когда Ь— Р 1> Р 2, целесообразно по

ложить х2 =  j32 и перейти к новой задаче снабжения с мень
шим числом пунктов производства (п — 2) и меньшими 
потребностями центра (Ьх— (Зх— |32).

Приведенные рассуждения подсказывают следующий путь 
решения задачи.

Из величины b последовательно вычитаются числа Р4, 
Р2, . . .  Могут встретиться два случая:

а) b Р1-*-р2 •••
б) 0.

В первом случае невозможно полностью удовлетворить 
потребности центра. Спрос превышает суммарную возмож
ность поставок продукта из всех пунктов производства.

Во втором случае спрос может быть полностью удо
влетворен.

Определим индекс k из условия

ь — — • • • — Р*>°>  
ь — Р .— • • • — Р*— Р*+1<°-

Тогда рациональная система снабжения определяется сле
дующими соотношениями:

■̂l Pi» Ра * •••» %k Ра*
**+! =  &—Р, —Р. — • • • — Р*; * * + .=  • • • =  *«. =  <>•

Таким образом, в оптимальном плане снабжения возмож
ности первых k пунктов используются полностью, а послед
ние п — (&+1) пунктов в план поставок не включаются 
вовсе.

Как видим, для решения рассмотренной задачи потребо
вались лишь элементарные соображения. К сожалению, это 
не правило, а скорее исключение в задачах линейного 
программирования. Простота решения здесь является след
ствием того, что условия задачи содержат только одно 
ограничение, связывающее все переменные. Все остальные 
условия ограничивают только область изменения каждой из 
переменных в отдельности.



Усложним теперь задачу о снабжении промышленного 
центра однородным продуктом, включив в нее дополнитель
ное ограничение.

Пусть, например, время, в течение которого транспорт, 
предназначенный для перевозки продукта, может находиться 
под погрузкой, ограничено, а механизация погрузочных 
работ в разных пунктах производства различна. Обозначим 
через а£ время, затрачиваемое в /-м пункте на погрузку 
одной транспортной единицы, а через Т —ограничение по 
сумме времен, затрачиваемых всем транспортом на погру
зочные работы. Естественно считать, что количество транс
портных единиц y iy потребное для перевозки продукта из 
/-го пункта, пропорционально объему перевозимого продукта. 
Простой транспорта в /-м пункте производства измеряется 
величиной — а суммарный простой транспорта
равен a ( я ^  -\-йгх г +  • • • +  апх п)•

Задача об организации снабжения формулируется теперь 
следующим образом. Необходимо обратить в минимум ли
нейную форму L (3.1) при условиях (3.2) — (3.4) и дополни
тельном ограничении

а (а,*, +  агх г -f  . . .  +  апх п) <  Т.
Рассуждения, подобные предыдущим, уже не приводят 

к решению. В этом случае, и тем более при необходимости 
учета новых ограничений, планирование снабжения требует 
специальных методов, совокупность которых составляет 
содержание линейного программирования.

Рассмотрим, например, задачу об организации снабжения 
неоднородными продуктами, скажем, овощами или топливом. 
В этом случае могут быть указаны минимальные и предель
ные потребности в каждом отдельном продукте, например, 
отдельно по картофелю и капусте (или углю и нефти) и 
условия взаимозаменяемости. Взаимозаменяемость должна 
быть охарактеризована коэффициентом, указывающим, сколько 
единиц одного продукта эквивалентно единице другого. 
Понятие эквивалентности в разных конкретных задачах может 
определяться по-разному. В рассматриваемой задаче при оценке 
взаимозаменяемости продуктов можно исходить, например, 
из калорийности овощей (или топлива).

Сохраняя обозначения, принятые для случая однородного 
продукта, приведем математическую формулировку задачи.
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Требуется обратить в минимум линейную форму

+  с М >  +  с М >  +  ..
при условиях:

ч0>

Ч<2>

lX^+...+хУ:
:х[!) +  • • • +  х п * !

+  сп2)4 2)

ь<»m̂ax>

Pi +  • • • +  Хп*) +  [Хг (x,2> +  . . . +  Хп'*) =  Ц.

Верхний индекс здесь означает номер продукта. Если неко
торые из п пунктов являются пунктами производства только 
одного из рассматриваемых продуктов, то соответствующие 
значения x {f  заранее полагаются равными нулю. Последнее 
равенство в системе условий представляет собой условие 
взаимозаменяемости. Оно может быть истолковано, например, 
следующим образом: \it (х[1) +  . . .  + ^ « ))—количество кало
рий, которое можно получить, сжигая х х -f-. . .  -f  х п тонн 
угля, |л2 (^i2) -f  • • • +  %п))—теплотворность доставленной неф
ти, а \х—требуемое количество теплоты. Конечно, не пред
ставляет никакого труда обобщение постановки задачи на 
случай снабжения нескольких центров произвольным коли
чеством неоднородных продуктов.

3.2. Задача снабжения п пунктов потребления однород
ным продуктом из т пунктов производства, известная в ли
тературе под названием транспортной задачи, представляет 
собой одно из первых приложений линейного программиро
вания. К формальной схеме транспортной задачи сводится 
большое количество экономических и военных задач. Сущность 
транспортной задачи состоит в следующем.

Имеется т пунктов производства однородного продукта 
Av А2, . . . ,  Ат. Объем производства пункта А{ равен at 
единиц продукта. Весь произведенный продукт потребляется 
в п пунктах потребления Bv В2, . . . ,  Вп. Объем потребле
ния пункта Bj равен bj единиц продукта.

Требуется организовать снабжение пунктов Bj ( /=  1, 
2, . . . ,  п) из пунктов А( ( / = 1 ,  2, . . . ,  т) так, чтобы
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суммарные транспортные издержки были минимальными. 
Предполагается, что могут быть организованы перевозки 
из любого пункта производства в любой пункт потребления, 
а транспортные издержки пропорциональны объему перевозки. 
План перевозок должен предусматривать удовлетворение 
потребностей всех пунктов спроса и не допускать затовари
вания пунктов производства. При этом производство и 
потребление, естественно, предполагаются сбалансирован
ными, т. е. суммарный объем производства совпадает с сум
марным объемом потребления.

Формальное описание задачи требует следующих обозна
чений. Пусть — количество единиц продукта, подлежащих 
перевозке из /-го пункта производства в у-й пункт потреб
ления, а С/у— расходы, связанные с перевозкой одной еди
ницы продукта из А{ в Bj.

В транспортной задаче требуется выбрать такие значения 
переменных чтобы суммарные расходы на перевозку

L = СИХИ

обратились в минимум при
п
2  *<•/=«/>

условиях 

1— 1, 2, . . т, (3.5)

т
AJ Xi/~~ Ьр / =  1, 2, . . п , (3.6)

0. (3.7)

Система условий (3.5) означает, что из пункта произ
водства At (/==1, 2, . . . ,  т) вывозится во все пункты 
потребления а{ единиц продукта — величина, равная объему 
производства пункта А{.

Условия (3.6) означают, что в пункт потребления 
Bj (у=  1, 2, . . . ,  п) поставляется из всех пунктов произ
водства bj единиц продукта — величина, равная объему по
требления в пункте Bj.

Система неравенств (3.7) означает, что перевозки осу
ществляются только из пунктов производства в пункты 
потребления; обратных перевозок нет.

В приведенной постановке содержится требование баланса 
производства и потребления. Суммируя систему равенств
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(3.5) по i и систему (3.6) по у, получаем
т п

Транспортная задача является одной из наиболее важных 
задач линейного программирования. Специфика условий транс
портной задачи позволила существенно упростить примени
тельно к ней общие методы решения линейных экстремаль
ных задач.

3.3. Приведенная ниже постановка задачи о выборе си
стемы вооружения представляет собой некоторое видоизме
нение рассуждений, изложенных в статье [80].

Для выполнения однотипных задач (например, для уничто
жения однотипных целей) может быть использовано оружие 
различных классов. Требуется вычислить, в каком количестве 
следует производить комплексы оружия разных классов, 
чтобы обеспечить максимальную эффективность оружия при 
заданных ресурсах и ограниченных затратах. К такой по
становке приводит, например, задача о распределении средств 
между заказами на производство тактической авиации разных 
типов, самолетов-снарядов и неуправляемых ракет опера
тивно-тактического назначения. Эту же задачу легко фор
мулировать в терминах, связанных с выбором системы про
тивотанкового вооружения или средств противовоздушной 
обороны.

Одно из основных допущений, принимаемых в настоящей 
постановке задачи, заключается в том, что каждый комплекс 
действует только по своей группе целей.

Обозначим через Xj число комплексов оружия у-го типа, 
а через p j— среднее число целей, поражаемых одним сред
ством у-го типа. При принятом допущении показатель ка
чества системы вооружения— математическое ожидание числа 
уничтоженных целей— может быть записан в виде

Обозначим стоимость одного комплекса у-го типа через гу.. 
Тогда ограничение количества комплексов, определяемое 
допустимыми расходами (Ь) на систему вооружения, может 
быть представлено следующим образом:

м  =  p , x t + P ix 1 +  . . .  + Р пх п. (3.8)

r lx l +  rix i +  . . .  + r nx n^ b . (3.9)

2 Д . Ю дин и Е. Гольш тейн
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Комплекс вооружения — сложная система, производство 
которой ограничено не только возможными капиталовложе
ниями, но и необходимостью использовать специальную аппа
ратуру и материалы, количество которых лимитировано.

Необходимость в тех или иных факторах (сырье, станоч
ный парк, рабочая сила и т. д.) для комплексов различных 
типов различна. Пусть а^ —количество единиц /-го фактора, 
необходимое для производства одного комплекса вооружения 
у-го типа, а Ъ{— ограничение по этому фактору. Тогда до
полнительные условия, которым следует подчинить выбор лгу, 
записываются в виде

Здесь s — количество лимитирующих факторов.
Кроме перечисленных условий, ограничения по производ

ству вооружения различного типа устанавливаются условия
ми хранения и эксплуатации, наличием или возможностью 
подготовки того или иного количества квалифицированного 
обслуживающего персонала и т. д. Таким образом, некото
рые из искомых переменных (пусть это будут первые k из 
них) ограничены еще одной системой условий вида

Ну и, конечно, все переменные (количество комплексов 
вооружения того или иного типа) должны принимать неот
рицательные значения, т. е.

Вообще говоря, физический смысл искомых переменных 
требует выполнения еще одного условия — величины Ху 
должны быть целыми числами. Однако нарушение этого тре
бования в задачах подобного рода при немалых значениях 
Ху не приводит, как правило, к существенным отклонениям 
от оптимума. При дробных Ху в качестве решения задачи 
следует принимать ближайшие к ним целые числа.

Как видим, выбор рациональной системы вооружения 
сводится к обращению в максимум значения линейной формы

(ЗЛО)

XjS^aj, j — 1, 2, , k s ^ n .  (3.11)

/ = 1 ,  2, . . .  , я. (3.12)



(3.8) при линейных условиях (3.9) — (3.12). Это —задача 
линейного программирования.

Если выбор системы вооружения был бы ограничен только 
условиями (3.9), (3.11) и (3.12), то решение задачи можно 
было бы получить из тех же простых соображений, что и в 
предыдущем пункте. В общем же случае требуются более 
трудоемкие методы.

3.4. Рассмотрим задачу о планировании производства 
сложного оборудования, состоящего из п элементов. Это 
может быть, например, система, состоящая из п приборов, 
или прибор из п деталей и т. д.

Заказы могут быть размещены на т различных предпри
ятиях с различным станочным парком и разными возможно
стями. Требуется выяснить, какое распределение заказов 
между предприятиями обеспечит производство наибольшего 
количества комплектных систем в установленный срок. 
К аналогичным задачам приходим и тогда, когда речь идет 
о производстве одного прибора, изготовление деталей кото
рого может быть распределено между различными станками 
предприятия или цеха. Рациональная загрузка оборудования 
должна обеспечить максимальный выпуск приборов.

Примем за единицу времени время, на которое рассчи
тана вся программа работы. Пусть в единицу времени на 
/-м предприятии (на /-м станке) можно изготовить а^  эле
ментов оборудования /-го типа. Допустим, что все аи >  °, 
т. е. что каждую деталь можно обрабатывать на любом 
станке. Обозначим через Хц время, в течение которого /-й 
исполнитель (предприятие или станок) загружен изготовле
нием элементов /-го типа. Число /-х деталей, выпускаемых 
всеми исполнителями в единицу времени, равно

aijXiJJT a2jX2j-\~ • • • + ат;Хтр J =  1» 2> • • • » п- (3.13)

Сдаче подлежат только готовые комплекты продукции. 
Количество комплектов оборудования, которое можно собрать 
из изготовленных деталей, лимитируется элементами того 
типа, которых произведено меньше всего. Иными словами, 
число комплектов L, собранных в единицу времени, равно 
наименьшему из чисел (3.13), вычисленных для различных /:

L =  mj п [a.jx.j +  a2jx2j +  . . .  -f  ая/хт/].

§  3]  ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 3 5
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Заказы будут размещены рационально и оборудование 
будет наилучшим образом загружено, если промежутки вре
мени x {j будут подобраны так, что ни одно предприятие 
(ни один станок) не будет простаивать, а величина L до
стигнет максимума. На формальном языке это значит, что 
необходимо обратить в максимум L при условиях

Первая группа условий требует, чтобы сумма времен, 
потраченных каждым исполнителем на изготовление элемен
тов оборудования, равнялась единице, т. е. времени, на 
которое рассчитана вся программа работы. Это означает, 
что предприятия (станки) не должны иметь холостого времени.

Вторая группа условий означает, что время загрузки 
любого исполнителя любым изделием не может быть отри
цательным.

Задача на максимум минимума, к которой мы пришли, 
легко сводится к обычной задаче линейного программирова
ния. Действительно, нетрудно заметить, что максимальное 
количество комплектов оборудования может быть произве
дено только в том случае, если загрузка исполнителей обес
печивает производство одинакового количества деталей (эле
ментов оборудования) всех типов, т. е. решение задачи 
обязательно удовлетворяет условиям

Действительно, если бы это было не так и хотя бы одна 
из этих сумм оказалась больше других, то при a >  0 за 
счет ее небольшого уменьшения можно было бы, не нару
шая ограничения (3.14), увеличить минимальную сумму 
и повысить таким образом количество комплектов. Но это 
означало бы, что выбрана не лучшая система размещения 
заказов и загрузки оборудования.

Следовательно, изложенная задача может быть сформу
лирована еще и так:

Требуется обратить в максимум линейную форму

x h  +  x i2 +  • • • +  X in —  1 *

* iy > 0 , / = 1 ,  2, . . .  , т, / =  1, 2,
(3.14)

т т т

m v гтп
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при условиях

« 1 1 * 1 1  +  « 2 1 * 2 1  +  • • • +  a m i x m i  =

=  « 1 2 * 1 2  +  « 2 2 * 2 2  +  • ‘ ‘ +  а т % Х т 2  =

« 1 3 * 1 3  « 2 3 * 2 3  “Н  * * * «/Я3*/Я3

=  а т х 1п +  « 2« * 2« +  • • • +  а тпХ тп'> 

*11 +  *12 +  ‘ +  *ln =  1 »
*21 Н“ *22 ~Ь * * * “Ь *2» “  1 >

* т  +  * / я 2 +  ‘ ‘ • +  Х тп =  1 *

^ / /> 0 ,  / =  1, 2, . . . , т, j  = 1, 2, . . . , п.

Мы пришли к задаче линейного программирования.

§ 4. Краткая историческая справка

Математическое программирование возникло из практических 
потребностей несколько более двух десятков лет назад.

Наиболее развитой и законченной областью математического 
программирования является линейное программирование. Отдель
ные работы, касающиеся частных вопросов линейного программи
рования, относятся еще к началу 30-х годов. Например, в 1931 г. 
в Венгрии была опубликована статья Эгервари [123], посвященная 
проблеме выбора — частному случаю транспортной задачи. Инте
ресно заметить, что в дальнейшем на основе результатов этой 
статьи рядом авторов был разработан весьма эффективный метод 
решения транспортной задачи (см. [70], [71], [111], [112]). В лите
ратуре этот метод получил название венгерского.

Термин ли н ей н о е  п р о гр а м м и р о ва н и е  появился в Америке в сере
дине 40-х годов (первая американская работа по частной задаче 
линейного программирования опубликована в 1941 г. [116]). 
В Советском Союзе исследования в этой области начались ранее. 
В конце 30-х годов целый ряд существенных результатов по ли
нейному программированию был установлен Л. В. Канторовичем 
([61], [62], [6 6 ] *)). В частности, в работе [61] была высказана и 
применена к ряду частных задач чрезвычайно плодотворная идея — 
идея разрешающих множителей, тесно связанная с проблемой 
двойственности в линейном программировании.

В терминах разрешающих множителей весьма удобно форму
лировать условия (критерии) оптимальности линейных задач. Сово-

*) Работа [6 6 ], опубликованная в 1949 г., была выполнена 
Л. В. Канторовичем и М. К. Гавуриным в 1940 г. Ее выходу 
в свет помешала война. В статье [63], относящейся к 1942 г.? 
имеется ссылка на эту работу.
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купность алгоритмов, использующих разрешающие множители, 
иногда объединяют одним названием—м ет од р а зр еш а ю щ и х  м но ж и 
т елей . В работе [61] была намечена одна из реализаций метода 
разрешающих множителей, связанная с движением по границе ко
нуса исследуемой задачи (м ет о д  последоват ельного  с о к р а щ е н и я  
н е в я зо к ). В той же работе указана геометрическая интерпретация 
задач линейного программирования. Геометрическое описание ме
тода сокращения невязок было дано в работах Г. Ш. Рубинштейна 
([94], [95]).

В 1956 г. Данциг, Форд и Фулкерсон ([52]) на основе упомя
нутого выше венгерского метода разработали общий метод линей
ного программирования, который лишь в незначительных деталях 
отличается от метода, предложенного Л. В. Канторовичем в [61]. 
В совместной работе Л. В. Канторовича и М. К. Гавурина [6 6 ] 
была предложена применительно к транспортной задаче еще одна 
реализация метода разрешающих множителей, связанная с движе
нием изнутри конуса задачи (м ет о д  п о т е н ц и а л о в ) .

Первая американская работа по общим вопросам линейного 
программирования [40] опубликована Данцигом в 1949 г. В ней 
изложены основные идеи м ет о д а  по следо ва т ельн о го  у л у ч ш е н и я  п л а н а  
(первый алгоритм) применительно к невырожденным задачам линей
ного программирования. Метод Данцига фигурирует часто в лите
ратуре под названием с и м п л екс н ы й  м ет од  (или си м п л ек с -м ет о д ). 
Метод, близкий к симплексному, применительно к задачам наи
лучшего чебышевского приближения, был предложен С. И. Зухо- 
вицким (см. [58], [59] и [60]).

Чарнес в [117] указал прием, позволяющий применять метод 
улучшения плана и в вырожденных случаях (см. также Данциг, 
Орден и Вулф [50]).

Метод улучшения плана, связанные с ним вычислительные 
схемы и различные модификации метода рассматривались в даль
нейшем Данцигом и рядом других авторов ([41], [50], [51], [78], 
[85] и [14]).

В 1954 г. Лемке ([73]) был предложен еще один общий метод 
линейного программирования—м ет од последоват ельного  у т о ч н е н и я  
о ценок . В методе Лемке решение двойственной задачи симплексным 
методом излагается в терминах исходной задачи. В зарубежной 
литературе этот метод называется двойст венны м  си м п л ек с н ы м  м е 
т одом .

К методу Лемке примыкает м ет о д  ве д ущ и х  п е р ем ен н ы х , пред
ложенный Билом в [5]. Известны также такие общие методы линей
ного программирования, как гр а д и ен т н ы й  ([124]) и близкий к нему 
м ет од ло га р и ф м и ч еско го  п о т е н ц и а л а  Ф р и ш а  ([113]), м ет од двойного  
о п и с а н и я  [83], р ела к с а ц и о н н ы й  м ет о д  Моцкина ([82]), п р о е к ц и о н 
ны й м ет од  Томкинса ([105]) и др. Эти методы менее эффективны, 
чем отмеченные выше три общих метода линейного программиро
вания и их модификации.

Следует отметить также группу и т е р а ц и о н н ы х  м ет о д о в , заим
ствованных из численных методов решения прямоугольных игр. 
Замечательная связь между линейным программированием и тео
рией игр, установленная в [43], позволяет использовать для решения
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задач линейного программирования м ет од  Б р а у н а  ([9], [91]),
м ет од Н е й м а н а  [84] и м ет од д и ф ф ер е н ц и а льн ы х  у р а в н е н и й , пред
ложенный Брауном и Нейманом [10]. Несколько в стороне от 
этих методов находится итеративный метод, разработанный Булав-
ским ПИ-

Накопленный до сих пор опыт решения задач линейного про
граммирования заставляет в большинстве случаев отдавать пред
почтение конечным методам по сравнению с итерационными.

Качественным результатам и связи линейного программирова
ния с теорией игр посвящены работы [43], [44], [49], [38], [104], 
[25] и [107].

Параллельно с общими методами линейного программирования 
создавались методы решения различных частных задач, таких, как 
транспортная задача, проблема выбора, задача коммивояжера, 
проблема расписаний, задача об оптимальном управлении ресур
сами и др. Наиболее важные результаты по методам решения 
транспортной задачи и различным ее обобщениям опубликованы 
в работах [42], [6 6 ], [22], [76], [1] и [31], [132].

Известный интерес для приложений представляет обобщение 
общих и частных методов линейного программирования на задачи, 
переменные которых ограничены с обеих сторон и показатели 
качества решения которых представляют собой выпуклые кусочно
линейные функции ([119], [26], [130]). Разработанные для таких 
задач вычислительные схемы весьма близки к алгоритмам решения 
соответствующих линейных задач с односторонними ограничениями.

В последние годы опубликован ряд работ, посвященных зада
чам линейного программирования, переменные которых по своему 
физическому смыслу должны быть целыми числами. Наметилась 
даже тенденция выделения подобных задач в отдельное направле
ние математического программирования, в так называемое цело
численное п р о гр а м м и р о ва н и е . Основные результаты в этой области 
опубликованы в работах [46], [32], [79], [33], [34], [35].

Практические задачи линейного программирования содержат 
большое число переменных и ограничений. Объем вычислений, 
связанных с решением таких задач, может быть выполнен только 
на современных вычислительных машинах. Методика и техника 
вычислений на цифровых электронных машинах рассмотрена в ра
ботах [56] и [37]. Опыт решения задач линейного программирова
ния на аналоговых моделях описан в [1 2 2 ].

В связи с ограниченной оперативной- памятью современных 
машин возникла необходимость в так называемом б ло чн о м  п р о 
г р а м м и р о в а н и и . Здесь следует отметить работы [45] и [48].

При формализации задач управления и планирования далеко 
не всегда удается получить достаточную информацию, необходи
мую для однозначного определения параметров показателя каче
ства и ограничений. Возникающие при этом трудности обходятся 
с трех направлений. Во-первых, исследуется влияние вариаций 
коэффициентов линейной формы и ограничений на оптимальность 
плана задачи линейного программирования ([81]). Во-вторых, 
в работах по так называемому параметрическому программирова
нию ([18], [19]) разрабатываются методы, позволяющие без сущест



венного увеличения трудоемкости вычислений указывать решение 
задачи для целого диапазона изменения одного или нескольких 
параметров, от которых определенным образом зависят коэффици
енты линейной формы или ограничений. Наконец, в-третьих, соз
дается новое направление математического программирования — 
ст охаст ическое  п р о гр а м м и р о ва н и е  или п р о гр а м м и р о в а н и е  в у е л о - 
в и я х  н е о п р е д е ле н н о ст и , в котором разрабатываются рациональные 
методы планирования при заданных статистических характеристи
ках параметров, определяющих условия задачи ([87], [47], [75]).

Линейное программирование — раздел прикладной математики. 
Однако работы по непрерывным аналогам линейного программи
рования ([53], [85], [6 8 ]) делают возможным применение идей ли
нейного программирования в целом ряде разделов математики 
(теория наилучших приближений, теория моментов и др.). Прило
жению теории двойственности к теории наилучших приближений 
посвящены работы [114], [27], [28], [29], [30].

В Советском Союзе накопился достаточный опыт по примене
нию линейного программирования к решению практических задач 
([67], [55], [101], [99], [100] и [106]). Внедрению линейного про
граммирования в экономические исследования в значительной мере 
способствовали книга Л. В. Канторовича [65] и сборники [97] и [98], 
изданные под редакцией В. С. Немчинова. Большое количество 
разнообразных приложений линейного программирования к зада
чам планирования производства и народного хозяйства было доло
жено на конференции по приложению математики к экономике, 
состоявшейся в Москве в апреле 1960 г. ([106]). За рубежом линей
ное программирование находит широкое применение в различных 
областях военного дела ([131], [77] и [80]) и экономики, в частно
сти, в задачах цехового, заводского, внутрифирменного и торго
вого планирования. Обзор областей применения линейного про
граммирования в США приведен в книге Гасса [18]. Здесь же 
приведен подробный перечень литературы по приложению линей
ного программирования к хозяйственным и военным задачам.

Значительно слабее развиты методы анализа нелинейных задач 
математического программирования.

Начало работам по нелинейному программированию положено 
исследованием Куна и Таккера ([72]), распространившим на нели
нейные экстремальные задачи с условиями-неравенствами идеи 
множителей Лагранжа. Качественным вопросам нелинейного про
граммирования посвящены также работы [102], [108], [103] и [127].

Численные методы нелинейного программирования развивались 
главным образом для отыскания локальных экстремумов. Естест
венно, что подобные методы представляют интерес в первую оче
редь для задач, в которых гарантируется совпадение локального 
и абсолютного экстремума.

Наиболее широкий класс задач максимизации на условный 
максимум, обладающий отмеченным свойством, это — задачи выпук
лого программирования (задачи, в которых показатель качества — 
выпуклая кверху функция, а ограничения высекают в простран
стве переменных задачи выпуклое множество). Такие задачи могут 
быть с любой заданной степенью точности аппроксимированы
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линейными задачами. Общим методам выпуклого программирования 
посвящены работы [125], [109], [126], [93], [57] и [7]. Подробнее 
других задач выпуклого программирования исследованы задачи 
квадратичного программирования, в которых максимизируется сум
ма неположительно определенной квадратичной и линейной форм, 
а ограничениями являются линейные равенства и неравенства ([8 ], 
[115], [16]). Имеется также ряд работ, в которых излагаются ме
тоды решения специальных задач выпуклого программирования. 
К таким задачам относятся, например, транспортная задача с не
линейной зависимостью затрат на перевозку от объема перевози
мой продукции ([4], [120]). Алгоритмы, реализующие методы 
выпуклого программирования, существенно упрощаются, если пока
затель качества решения задачи оказывается суммой выпуклых 
функций от отдельных переменных ([119] и [26]).

Решение задач математического программирования с большим 
числом локальных экстремумов представляет большие трудности. 
До сих пор нет достаточно эффективных методов решения подоб
ных задач. Известным продвижением в этой области является так 
называемый овраж ны й м ет о д , предложенный И. М. Гельфандом 
и М. Л. Цетлиным ([20]). Имеются также соображения по исполь
зованию методов Монте-Карло для решения задач математического 
программирования с большим количеством локальных экстремумов.

Нелинейные задачи с относительно небольшим числом пере
менных и ограничений могут быть исследованы с помощью элек
трических моделей ([54]).

Математическое программирование является новой быстро раз
вивающейся дисциплиной. Результаты, методы и алгоритмы мате
матического программирования зачастую разбросаны по различным 
журнальным статьям. Нередко новые направления в этой науке 
намечаются не в математических работах, а в прикладных изда
ниях. Поэтому приведенную здесь историческую справку нельзя 
считать достаточно полной. Читателю, желающему получить более 
полное представление об иностранной литературе по математиче
скому программированию, следует обратиться к библиографии 
Роде [92], а также к аннотированным библиографиям в [90], [12]. 
Достаточно полная библиография содержится в [96].

§ 5. Каноническая форма задач линейного 
программирования

5.1. Все примеры, рассмотренные в § 3, укладываются 
в общий класс задач линейного программирования. Однако 
запись линейной формы и главным образом ограничений в 
разных задачах заметно различается. Можно указать много 
примеров, еще более увеличивающих разнообразие форм за
писи задач линейного программирования. В одних случаях 
искомые переменные зависят от одного индекса, в других 
примерах — от двух. В одних задачах ограничения имеют вид
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равенств, в других случаях условия являются неравенствами. 
Ряд практических задач сводится также к смешанным усло
виям: часть ограничений — линейные уравнения, другие — 
линейные неравенства. Не во всех задачах требуется неот
рицательность всех переменных. Такое разнообразие форм 
записи условий задач требует разработки специальных мето
дов для решения отдельных классов задач и затрудняет 
исследование общих особенностей линейного программиро
вания и создание общих методов и вычислительных алго
ритмов. Поэтому естественно рассмотреть способ сведения 
любой задачи линейного программирования к единой, удоб
ной для исследования форме.

Будем говорить, что задача линейного программирования 
записана в канонической форме, если она формулируется 
следующим образом.

Найти максимум (минимум) линейной формы

i= = c i*i +  • • • + спхп
при условиях

«11*1 +  •

««1*1 +  • • ■+~amhXn = bm>
X, SsO, . . . .  Х - > 0 .

Задача линейного программирования, записанная в общем 
виде (2.1) — (2.4), может быть сведенй к канонической форме.

Введем в задачу (2.1) — (2.4) дополнительные неотрица
тельные переменные

Xn + V Х п + 2’ • • • » Х п + (г -1)>
0 для / =  л + 1 ,  . . .  , я +  (г— /).

Тогда ограничения (2.2), (2.3) эквивалентны следующим:

« ч * 1  +  ' '• • + « ! „ Х п —  b v

« Л * 1 + - ' • ' +  а 1п Х п == b v

«1 + 1 , 1 * 1 +  ' • • +  « г + г ,пХ п +  Х п + , 1 II +

«1 + 1 Х \ +  • '' • +  «1 + 1 5~ПХ П + * И  + 2 ^1+ 2>

«1-1*1 +  * '■ • ~f a rn Х п +  x n + i r - 1 )=  Ьг



В линейную форму дополнительные переменные входят 
с нулевыми коэффициентами.

Если  ̂=  /г, то общая задача линейного программирова
ния уже сведена к каноническому виду. В этом случае 
п ~п-\-(г  — /); т — г. (Напомним, что t — число неотрица
тельных переменных в задаче (2.1) — (2.4).)

Пусть теперь смешанные условия сведены к системе линей
ных равенств, но t < п, т. е. требование неотрицательности 
относится не ко всем искомым переменным. В этом случае про
стейший путь перехода к канонической форме— это замена
переменных не связанных условием неотрицательности, •* / / / / / /  
разностью переменных Xj—Xj— л:/, где X j ^  0, X j ^  0.

Однако при этом число переменных задачи увеличивается. 
Можно перейти к канонической форме задачи и иным путем, 
при котором число переменных и ограничений, вообще го
воря, сокращается.

Воспользуемся линейными уравнениями, ограничивающими 
выбор переменных, и выразим Xj, не связанные требованием 
неотрицательности, через все остальные переменные. Под
ставим затем полученные выражения в линейную форму и в 
условия, не использованные при вычислениях.

В зависимости от вида линейной формы, характера линей
ных условий и соотношения между числом ограничений 
и количеством неотрицательных переменных вычисления 
приводят к одному из следующих случаев:

1. Задача линейного программирования неразрешима.
2. Общее число переменных и ограничений сокращается. 

Задача линейного программирования принимает каноническую 
форму (разрешимость ее при этом не гарантируется).

5.2. Приведем пример сведения задачи линейного програм
мирования к канонической форме.

Пусть требуется найти максимум линейной формы

L = x\  +  х г+ сх , +  х1
при условиях:

а х \ +  Х 2 +  х г —  х *~\~ 4 х ь —

х х +  ахг +  х г — 2х 4 —  Зл:5 =  3,
* . +  * 2 —  2 * 3 —  3 x 4 +  2 x 5 < 2 ,

* 1 +  хг +  ахз —  4л:4 —  4xs 1,
Х.ЗэО, х 6 0.
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Для приведения условий задачи к однородной системе огра
ничений добавим две дополнительные неотрицательные пере
менные

х в3 г 0 ,  х , SsO.
Система условий принимает такой вид:

a * i+  * „ +  *5— х4 +  4х5 = 4 ,
*, +  а*2+  х г— 2х^— Ъхь = 3 ,
x t +  х 3— 2х, — Зх4 f  2 х 5 +  х „ =  2 ,

* 2 +  *2 +  «*2 — 4*4 — 4Х,+Х , =  1,
Лб ^  ’ б 5=̂- V.

Теперь следует переменные, не связанные условиями неот
рицательности, выразить через остальные. Возможны два 
случая: 1) найдутся три уравнения из четырех, которые 
могут быть разрешены относительно x v х 2, х 9, 2) таких 
уравнений подобрать нельзя.

Определитель, составленный из коэффициентов при х 1У 
х 2 и х 3 в первом, втором и четвертом уравнениях, равен 
Д = (а — 1)2(а +  2). При а=̂ =1 и а =^=— 2 можно выразить 
из этих уравнений х 1У х2 и х 3 через неотрицательные пе
ременные. Пусть, например, а =  0. Вычислим х 1У х2 и х 3 
и подставим их выражения в линейную форму и третье ус
ловие, не использованное в расчетах.

Получим
5 . 1 1  1

*1=  у  *4+  у * .  — Т * » ’
1 , 3  3. 1

•̂ 2 ‘ 1 ~Ь 2 2 *̂5 2 Л'7’
о 1 5 , 1

•̂ з  ̂ 2 ^4 2 “̂5 i 2

L =  (1 +  Зс) + 1  х4 (10 -  с) + 1  х5 (8- 5 с )  -  1  х, (2 -  с), 

2х4+ 1 1 х ,+ х ,— 2х7= 7 ,

Мы пришли к канонической форме задачи*).
*) Постоянное слагаемое (1 +3с) в линейной форме можно отбро

сить, поскольку оно не влияет на выбор экстремума L.
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Рассмотрим теперь другой случай, когда нельзя выбрать 
трех уравнений из четырех условий так, чтобы можно было, 
пользуясь ими, выразить не связанные требованием неотри
цательности переменные через другие. Такой случай имеет 
место в рассматриваемом примере, если положить а =  — 2. 
Задача при этом формулируется следующим образом.

Требуется найти максимум линейной формы

Здесь нельзя выразить х 1, х2 и х ъ через неотрицатель
ные переменные, но можно из первого и второго равенства 
выразить х х и х 2 через остальные переменные. Сделаем это 
и подставим полученные выражения в остальные условия за
дачи и в линейную форму. Получим

*4 5* . . • „ ,

Переменное x s в условиях отсутствует и, следовательно, 
не связано никакими ограничениями. Поэтому если коэффи
циент при х г в линейной форме отличен от нуля, задача ли
нейного программирования не будет иметь ограниченного 
решения. Если же с ~  -—2, то система (5.1) представляет 
собой каноническую форму разрешимой задачи.

Указанный порядок вычислений не связан с особенностя
ми приведенных примеров и может быть использован во всех 
случаях, когда требуется свести задачу линейного програм
мирования к ее канонической форме.

£ =  x 1 +  x2 +  cxs +  х4
при условиях

— 2jc, +  xt -\- х 3— xi -j-4xs = 4 ,
х г — 2хг+  x , — 2xt — 3xs =  3,
x t +  x i — 2xi — 3xl +  2xs+ x t = 2, 
•*ч+ — 2*, — 4x4 — 4x5+ x, =  1,

лг4> 0 ,  x5> 0 ,  x6S3=0, x, > 0

(5.1)
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§ 6. Геометрическая интерпретация простейших задач 
линейного программирования

6.1 Задачи линейного программирования, в которых чис
ло переменных превышает число ограничений на 2 или на 
3, могут быть наглядно геометрически истолкованы на пло
скости или в трехмерном пространстве. (Говоря о превыше
нии числа переменных над количеством ограничений на 2 или 
на 3, мы подразумеваем каноническую форму задачи.) Вве
дение элементов геометрии пространства произвольного числа 
измерений позволит далее распространить приведенную в 
этом параграфе геометрическую интерпретацию (мы ее будем 
называть первой геометрической интерпретацией) на задачи 
с любым числом переменных и ограничений.

Первая геометрическая интерпретация может быть ис
пользована для задач линейного программирования, записан
ных в произвольной форме.

Геометрическая интерпретация задачи дает возможность 
изложить далее в геометрических терминах и различные 
методы ее решения.

Рассмотрим следующую частную задачу линейного про
граммирования.

Требуется обратить в максимум линейную форму

при условиях
L =  +  c2x t ( 6 . 1 )

a ilx x +  a iix 2 1
*

( 6 . 2 )

а * 1 * » +  « « » * . < * » '  )

х 2 3 з 0 . ( 6 . 3 )

Неравенства (6.3) определяют положительный квадрант 
плоскости х хОх2. Уравнение

aiix i + aitx t = bi> (6-4>
соответствующее /-му условию, определяет на плоскости 
х хОх2 прямую, а неравенство

a i i X i +  а ч Х г <  b i ( 6 ' 5 )

определяет полуплоскость, расположенную по ту же сто
рону от прямой (6.4), что и вектор (— а г1, — ai2), прове
денный из какой-либо точки этой прямой.
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Таким образом, область определения линейной формы 
задачи (6.1)— (6.3) представляет собой общую часть полу
плоскостей (6.5) ( /= 1 ,  2, . . . , / я )  и положительного квад
ранта плоскости х гОх2.

Равенство
L =  cix 1 +  с2х г,

где L = const, представляет собой уравнение семейства 
параллельных прямых.

Параметр L семейства пропорционален расстоянию от 
начала координат до соответствующей прямой семейства.

На рисунке 1.1 изображен случай, когда область изме
нения линейной формы пред
ставляет собой многоуголь
ник. Прямые, высекающие мно
гоугольник OABCD на пло
скости х гОх2, соответствуют 
условиям (6.2) и (6.3), в ко
торых неравенства заменены 
равенствами. Штриховка ука
зывает ту сторону прямой, по 
которую располагаются точки 
плоскости, удовлетворяющие 
неравенствам (6.2) и (6.3).
Направление прямой MN опре- Рис. 1.1.
деляется вектором (с1? с2) (век
тор (с1? с2) перпендикулярен к прямой MN). Вектор (с1? с2) 
указывает также направление, в котором увеличивается линей
ная форма. Задача линейного программирования— вычисление 
координат точки, дающей экстремум линейной форме (6.1) 
при условиях (6.2) и (6.3),— может быть геометрически (при 
п — 2) истолкована следующим образом.

Пересечем многоугольник условий — область определения 
линейной формы — прямой L =  схх г +  с2х2 и будем переме
щать параллельно самой себе в направлении увеличения L 
(если требуется вычислить максимум линейной формы) или 
ъ направлении уменьшения L (если требуется вычислить 
минимум линейной формы). При этом возможны два случая. 
В случае, изображенном на рис. 1.1, параллельный сдвиг 
приведет прямую в такое положение М'N \  когда у нее 
окажется только одна общая точка с многоугольником —*



4 8  ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ [гл .  1

вершина А. Эта точка определяет единственное решение 
задачи линейного программирования (на рис. 1.1— максимум 
линейной формы). Может оказаться (такой случай изобра
жен на рис. 1.2), что прямая MN параллельна одной или 
двум сторонам многоугольника. В таком случае экстремум

достигается во всех точках 
соответствующей стороны 
многоугольника. На рис. 1.2 
во всех точках стороны АВ 
многоугольника ABCDE, па
раллельной прямой MN, дости
гается максимум, а во всех 
точках стороны ED || MN  до
стигается минимум линейно! 
формы. Таким образом, задач 
линейного программирован! \ 
может иметь либо одно, ли.о 

бесконечное количество решений. Если две вершины дают 
экстремум линейной формы, то и все точки отрезка, соеди
няющего эти вершины, определяют решение задачи линей
ного программирования.

Рис. 1.3 соответствует случаю, когда задача линейного 
программирования неразрешима, поскольку определяющие 
ее условия оказались противоречивыми.

На рис. 1.4 область определения линейной формы неог- 
раничена. В том случае, когда прямая АВ || MN, линейная 
форма достигает конечного экстремума во всех точках 
луча АВ. Если изменять область определения линейной



формы, поворачивая луч АВ относительно точки А , можно 
получить два случая: либо линейная форма может стать 
неограниченной при допустимых значениях переменных, либо 
может достигнуть максимума в единственной точке. Первый 
случай соответствует лучу АВ ', изображенному на рис. 1.4 
пунктиром. Второй случай соответствует штрихпунктирному 
лучу АВ" (рис. 1.4)

6.2. До сих пор мы рассматривали геометрическое истол
кование задачи линейного программирования с двумя пере
менными и т условиями-неравенствами вида (6.2). Если 
привести эту задачу к канонической форме, то число перемен
ных новой задачи п станет равным т +  2, а число условий 
(равенств) будет т. Таким, образом, здесь п — т — 2.

Легко видеть, что приведенное в предыдущем пункте 
геометрическое истолкование задачи линейного программи
рования остается справедливым в любом случае, когда п и 
т произвольны, но п — т=  2. Действительно, выразим все 
переменные через два из них, например, через х х и х 2, и 
перепишем линейную форму и условия задачи в следующем 
виде:
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1 =  СхХ̂  + СгХ2,
xs = a'sx t +  a ix 2— a's, s = 3 ,4,  я,

*ySsO, j =  1 , 2 ,  n.
f r /

Прямые x5= 0  (alsx l -\-a2Sx2 = as) и оси координат высекаю г 
на плоскости х г О х 2 выпуклый многоугольник (выпуклое мно
гоугольное множество). Условия xs ^ 0  задают направ
ление штриховки сторон многоугольника. Так определяется 
область возможных значений пар чисел (л^, х 2), среди 
которых следует выбрать точки, обращающие линейную форму 
в максимум (или минимум). Коэффициенты линейной формы 
определяют семейство параллельных прямых и направление, 
в котором увеличивается L. Выберем из семейства любую 
прямую, пересекающую многоугольник, и будем смещать 
ее в сторону увеличения (уменьшения) линейной формы до 
тех пор, пока она еще будет содержать точки многоуголь
ника. Предельное положение прямой определит максималь
ное (минимальное) значение линейной формы.

Такое же наглядное геометрическое истолкование задачи 
линейного программирования имеет место как для трех



переменных, если условия имеют вид неравенств, так и в 
случае, когда число переменных превышает на 3 число усло
вий (п — т =  3), а задача записана в канонической форме. 
Условия задачи высекают в пространстве выпуклый много
гранник (выпуклое многогранное множество). Коэффициенты 
линейной формы определяют семейство параллельных пло
скостей Н и направление, в котором увеличивается L. Для 
решения задачи линейного программирования следует пере
мещать плоскость Н, пересекающую многогранник, в сто
рону увеличения линейной формы (если решается задача на 
максимум) или в сторону уменьшения L (если решается за
дача на минимум) до тех пор, пока она еще содержит 
точки многогранника. Предельное положение плоскости оп
ределяет решение задачи.

Геометрические соображения подсказывают здесь, как и 
прежде, что экстремум достигается в крайних точках — 
в вершинах многогранника. Если экстремум достигается бо
лее чем в одной точке, то он достигается на всем ребре 
или на всей грани многогранника, параллельной плоскости, 
определяемой коэффициентами линейной формы задачи.

Дальше мы увидим, что все особенности задач линей
ного программирования и методов их решения приобре
тают геометрическую наглядность в приведенной интерпре
тации.

6.3. Приведем еще одно геометрическое истолкование 
задач линейного программирования. Вторая геометрическая 
интерпретация иллюстрирует методы решения задач, за
писанных в канонической форме. Мы здесь рассмотрим за
дачи с двумя условиями и произвольным числом перемен
ных. Такие задачи могут быть наглядно истолкованы в трех
мерном пространстве. Пусть требуется обратить в максимум 
линейную форму
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L — с1х 1 +  с2х2 +  • • • +  спхп ( 6 .6)

при условиях:

(6.7)

Д у > 0 , у =  1, 2, . . . ,  /г.



§  б ]  ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ЗАДАЧ 5 1

Введем новые переменные

И , = й 1 Л + . . . + ( ! , А , \

[ (6.8)
“. = с1*1 + - . - + с пх п. J

Соотношения (6.8) определяют преобразование я-мерного 
пространства переменных х г, х2, . . ., х п в трехмерное про
странство переменных их, и2, иг. При этом преобразовании 
положительные полуоси Oxt , Ох2, Охп я-мерного
пространства переходят в лучи, исходящие из начала коор
динат. Действительно, координаты положительной полуоси 
Ох1 удовлетворяют условиям х 2 =  х8 =  . . . = х п = 0. Поэтому 
образ оси Охг в пространстве ult и2, иь определяется 
соотношениями

аих п u2 = a2ix n и* = с1Хп О ^  х г <  оо. (6.9)

Следовательно, образ полуоси Ох г совпадает с лучом 
в трехмерном пространстве их, и2, и2. Точно так же поло
жительная полуось 
Охк

Х х =  . . .  = Х к _ х =

•= **+!=• • • —х п—0,
О <  x k <  оо,

переходит в луч
Ki =  ffi A '

U2 = a2kXk>
О ^ x k <  оо.

На рис. 1.5 в осях 
и1, и2, иг изображе
ны лучи Л;-, соответ
ствующие положи
тельным полуосям ко
ординат в пространстве х г, . . . ,  х п. Совокупность лучей Лу 
определяет выпуклый многогранный конус К— образ ортанта *) 
X j^ O  (j =  1, 2, . .  ., п) пространства х-ов. Ортант X j^ O  —

*) П о ло ж и т ельны м  ор т а н т о м  принято называть п-мерный
аналог положительного октанта, т. е. совокупность векторов X  
с неотрицательными координатами.



выпуклое множество. Нетрудно показать, что линейное 
преобразование переводит выпуклое множество в выпуклое. 
Отсюда вытекает выпуклость многогранного конуса.

Обозначим через Aj трехмерный (в общем случае (т-\-1)- 
мерный) вектор с компонентами а2у, Cj (в общем случае 
с компонентами а1;., а2/., . . . ,  атf, cj)

A j=  (а,у, а2/, Cj)T (Aj =  [аф a2j, amJ, Cj)T).

Первые две (т) компоненты вектора Aj совпадают с со
ставляющими вектора условий, а третья [(т+ 1 )-я ] ком
понента равна соответствующему коэффициенту линейной 
формы. Будем в дальнейшем называть вектор Aj расширен
ным вектором условий. Расширенные векторы условий оп
ределяют направления лучей Ау — образов положительных 
полуосей пространства переменных х1? х2, . . . ,  х п. Из
соотношений (6.8) следует, что положительный ортант 
пространства х-в переходит в выпуклый многогранный конус 
трехмерного пространства, порожденный расширенными век
торами условий

Av Л2, . . . ,  Ап.

6.4. Для исследования особенностей задачи линейного 
программирования представляет интерес не образ положи
тельного ортанта, а образ той его части, которая является 
областью определения рассматриваемой задачи. Поэтому 
целесообразно наряду с лучами А; (образами положитель
ных полуосей) рассмотреть еще прямую Q, определяемую 
соотношениями

=  К> 
и2 = ь2,
и, =  q {— оо < q  < оо),

где bt— составляющие вектора ограничений В.
Прямая Q параллельна оси Ои3, а ее проекцией на 

плоскость (иг) и2) является вектор ограничений В. На 
рис. 1.5 прямая Q вертикальна. Ее проекция на плоскость 
ихОи2 имеет компоненты. (Ь1, Ь2).

Покажем, что в пространстве uv и2, иъ образом области 
определения задачи линейного программирования является
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общая часть QK прямой Q и выпуклого многогранного ко
нуса К. В самом деле, для любой точки u = (ult и2, u3)£Q K 
справедливы равенства

поскольку множество QK принадлежит прямой Q. Кроме 
того, для всех точек X £ Q x , являющихся прообразами то
чек и £ QK,

поскольку соответствующие точки и принадлежат много
гранному конусу — образу положительного ортанта простран
ства х-в. Таким образом, каждой точке общей части пря
мой Q и конуса К соответствуют некоторые точки области 
определения линейной формы задачи. Очевидно, что спра
ведливо и обратное: каждая точка области определения 
задачи переходит в точку множества QK, являющегося 
пересечением многогранного конуса и прямой Q.

Множество QK представл-яет собой отрезок, луч или 
прямую.

Каждой точке X £ Q x соответствует некоторое значение 
u3 = q. Но

определяет значение линейной формы L. Следовательно, 
параметр q прямой Q соответствует величине линейной 
формы. Если прямая Q содержит внутренние точки выпук
лого многогранного конуса, то граница конуса имеет с этой 
прямой не более двух точек пересечения. Одна из них 
соответствует максимальному значению линейной формы, 
другая — минимальному. Если прямая Q касается конуса, 
т. е. принадлежит одной из его граней, то верхняя точка 
касания определяет максимум линейной формы, а нижняя — 
минимум.

Таким образом, задача линейного программирования — 
задача определения экстремума линейной формы (6.6) при 
условиях (6.7) —сводится к определению крайней (верхней 
в случае максимума и нижней в случае минимума) точки 
пересечения прямой Q с выпуклым многогранным конусом.

«1 =  в11*1+- •■+«!,•*» =&1»
« .= « .1 * 1 +  • ' ‘ + « .»*» =  *.»



Если прямая Q не пересекает выпуклый многогранный 
конус, порожденный расширенными векторами условий 
Аг, А2, . . . ,  Ап, то область определения задачи линейного 
программирования не содержит ни одной точки. В этом 
случае задача, естественно, неразрешима. Если общая часть 
прямой Q и выпуклого многогранного конуса неограничена 
(сверху для задачи на максимум, снизу для задачи на ми
нимум), то рассматриваемая задача неразрешима вслед
ствие неограниченности линейной формы в области ее опре
деления.

В главе 4 обе геометрические интерпретации обобща
ются на случай задач линейного программирования с произ
вольным числом переменных и ограничений.

§ 7. Экономическая интерпретация задачи линейного 
программирования

7.1. Основную массу приложений линейного программи
рования составляют экономические задачи. Собственно, ли
нейное программирование и возникло из потребностей эко
номики. Поэтому целесообразно наряду с геометрическим 
истолкованием задачи линейного программирования ввести 
также ее экономическую интерпретацию.

Рассмотрим вопросы планирования работы предприятия 
или группы предприятий, производящих некоторый одно
родный продукт. Производство продукта требует ряда кате
горий сырья, определенного станочного парка, рабочей силы 
различной квалификации, энергии, топлива, транспорта 
и т. д. Будем называть перечисленные факторы производ
ственными. Пусть число факторов, определяющих техноло
гию производства, равно т. Как правило, каждый из них 
имеется на предприятиях в ограниченном количестве.

Каждый реализуемый набор произодственных факторов 
обеспечивает определенный выход продукции в единицу 
времени.

Будем называть способом производства систему т-{-\ 
чисел 1)-мерный вектор), определяющих затраты каж
дого производственного фактора в единицу времени и вы
пуск продукции за то же время.

В каждой конкретной задаче можно указать много спо
собов производства, различным образом использующих
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производственные факторы для производства продукции. 
Можно себе мыслить следующий порядок составления плана 
работы предприятия.

Заранее отрабатывается (или предполагается заданным) 
ряд способов производства — ряд наборов затрат каждого 
из производственных факторов в единицу времени и обес
печиваемый ими выпуск продукции. В зависимости от того, 
сколько времени предприятие работает по тому или иному 
из исходных способов производства, будет затрачивать
ся различное количество производственных факторов раз
ных категорий и производиться различное количество про
дукции.

Задача планирования производства состоит, таким образом, 
в определении продолжительности работы по отдельным 
способам производства.

Наилучшим планом нужно будет признать тот план, при 
котором затраты по каждому производственному фактору 
не превысят допустимых, а продукция предприятия достиг
нет наибольшего возможного значения. Естественно, чем 
больше проанализировано и отработано исходных способов 
производства, тем лучшим будет оптимальный план.

Формализация задачи планирования предприятия в ука
занном выше смысле требует следующих, вполне естест
венных в широком круге вопросов, предположений.

Если первый набор затрат производственных факторов 
обеспечивает в единицу времени сг единиц продукции, а 
другой. — с2, то работа предприятия в течение х г единиц 
времени в соответствии с первым набором затрат, а х2— по 
второму набору, обеспечит схх х -f- с2х 2 единиц продукции. 
Конечно, нет никакой необходимости предполагать, что про
межутки времени х х и х2 следуют один за другим. Пред
приятие может одновременно использовать различные спо
собы производства, заменяя в определенные моменты вре
мени отдельные способы производства на другие. Промежутки 
времени хг и л;2, таким образом, играют здесь роль удель
ных весов, с которыми исходные способы производства 
участвуют в выбранном для предприятия способе про
изводства.

Время перехода с одного способа производства на 
другой— время холостого хода —в рассматриваемой поста
новке задачи не учитывается.
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7.2. Переведем задачу о планировании работы предприя
тия на математический язык.

Обозначим через су. количество единиц продукции, выпу
щенной предприятием при работе в течение единицы вре
мени по у-му способу производства, когда затраты 1-го 
производственного фактора составляют а 1у., 2-го — а2р . . .

/-го —а /у-, . . . ,  пг-го — ат;-. Пусть, кроме того, числа 
Ь1, Ь2, . Ьт определяют наличные ресурсы разных про
изводственных факторов. Величины ограничивают раз
меры допустимых затрат.

Будем предполагать, что, приступая к планированию, мы 
располагаем п отработанными способами производства. Обо
значим через X j  промежуток времени, в течение которого 
предприятие работает по /-му способу производства. Сум
марная продукция, выпущенная предприятием, определяется 
при этом выражением

L =  С1Х 1 +  С2Х 2 +  • • • +  СпХ п* (7 - 1 )

Ограничения по расходам отдельных производственных фак
торов записываются в виде следующих условий:

а11Х1 +  а12Х2 +  * * * +  й1 ПХП ^  1̂» )
.........................................................  \  (7.2)

а ,тХ г + а т2 ^  +  • ■ ■ J
Естественно, что промежутки времени неотрицательны, т. е.

0, j =  1, 2, . .  п. (7.3)

Как видим, задача планирования производства свелась 
к задаче линейного программирования. Выбор плана в рас
смотренной задаче —это выбор системы чисел x v х2, . . . , х п, 
при которой удовлетворяются условия (7.2) и (7.3), а форма 
(7.1) достигает своего наибольшего значения.

Удобно терминологию задачи линейного программирова
ния, естественную для производственной задачи, сохранить 
и для других задач, описываемых таким же формальным 
аппаратом. Экономическая интерпретация задачи линейного 
программирования окажется в последующем полезной для 
интуитивного обоснования различных понятий, вводимых 
при построении алгоритмов решения задачи. Векторы

Л /= (« ,/ . • ainJ)T, B = (bv b J T



раньше были названы соответственно векторами условий и 
вектором ограничений. В экономической интерпретации ком
поненты вектора условий определяют затраты отдельных 
производственных факторов в единицу времени для соот
ветствующего исходного способа производства, а компо
ненты вектора ограничений — запасы отдельных факторов, 
ограничивающие их расход.

В терминах производственной задачи векторы 
Aj ( j=  1, 2, . . ., п) и вектор В естественнее называть 
соответственно векторами затрат и вектором запасов.

j -й способ производства определяется вектором Лу-, пер
вые т компонент которого совпадают с составляющими 
вектора условий Ау-, а последняя составляющая равна су-—■ 
соответствующему объему продукции в единицу времени. 
В соответствии с введенным в § 6 определением будем на
зывать Aj расширением вектора Aj% Расширенные векторы 
полностью характеризуют способы производства, определяя 
как затраты, так и продукцию.

Набор чисел х 19 х2, . . . ,  хп, удовлетворяющий ограни
чениям задачи линейного программирования, мы назвали 
(см. § 2) планом. Этот термин, естественный для рассмат
риваемых здесь вопросов производственного планирования, 
сохраняется для всех задач линейного программирования 
независимо от их конкретного содержания. То же отно
сится к термину оптимальный план и к некоторым другим 
терминам, которые будут введены дальше.

7.3. Задача, записанная здесь в терминах производствен
ного планирования, может быть переформулирована в тер
минах статической модели народнохозяйственного планиро
вания.

Рассмотрим модель межотраслевых связей экономического 
района. Пусть экономика района определяется п отраслями 
производства. Для простоты будем предполагать, что эко
номика района развивается за счет собственных ресурсов. 
План производства конечной продукции *) каждой отрасли 
предполагается заданным. Часть конечной продукции

§  7] ЭКОНОМИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ЗАДАЧИ 5 ?

*) Напомним, что конечная продукция — это продукция, не
посредственно не возвращающаяся в производство (продукция для 
личного потребления, товары для внешней торговли, военная про
дукция и т. д.).



вывозится в другие районы, часть потребляется на месте. Все 
отрасли производства взаимосвязаны и нормальное функцио
нирование любой из них возможно лишь в том случае, если 
обеспечены необходимые поставки средств производства из 
других отраслей. План производства в отдельных отраслях 
экономики и межотраслевые связи должны обеспечить ми
нимум затрат труда (живого и овеществленного) на произ
водство конечных продуктов в заданном количестве к уста
новленному сроку.

Переведем на формальный язык задачу планирования 
межотраслевых связей экономического района указанного 
типа. Примем для определенности, что разрабатывается го
довой план. Введем следующие обозначения.

Пусть X/ — общая продукция /-й отрасли хозяйства за 
рассматриваемый промежуток времени, Хц— общая поставка 
товаров /-й отраслью j -й отрасли за год, у {— общий объем 
выпуска конечной продукции, заданный /-й отрасли на год.

Величины Ху и y h так же как и x it измеряются в нату
ральных единицах; у { определяются государственными на
роднохозяйственными планами, учитывающими, в частности, 
потребности района.

Задача планирования экономики района в условиях стати
ческой модели заключается в составлении заданий пред
приятиям различных отраслей, при которых будут обеспе
чены требуемые поставки из одной отрасли в другую и 
заданный объем конечной продукции каждой отрасли.

Пользуясь введенными обозначениями, запишем условия 
задачи в виде следующей системы неравенств:

п

х ( ^  2 * / / + У;• (7-4)
/=1

Отношение ^  =  а у определяет количество продукции
/-й отрасли, необходимое для производства единицы про
дукции j -й отрасли. В новых обозначениях система условий 
(7.4) запишется в виде

п

Xi— h a i j X j ^ y i ,  (7.5)
/=>

или в матричной форме
( I  —  A ) X Ss Y ,

5 8  ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ [ГЛ. 1

(7.6)
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где I — единичная матрица порядка п\ А =  || \\п — матрица
межотраслевых связей; X  и Y — /г-мерные векторы с компо
нентами Xj и у { соответственно. Вектор X —вектор произ
водства, вектор Y —вектор конечной продукции.

Матрица / — А в экономической литературе известна под 
названием матрицы Леонтьева. В. Леонтьев предложил 
использовать для вычисления вектора X  по заданному век
тору Y на будущий промежуток времени величины а{у, си
стематизированные за прошедший промежуток.

До сих пор мы предполагали, что имеется единый техно
логический способ использования продукций разных от
раслей экономики района для производства продукции каж
дой фиксированной отрасли. По-видимому, целесообразные 
межотраслевые связи могут разрабатываться и другими 
путями [65].

Обычно производство продукции каждой отрасли может 
быть обеспечено при различных связях с другими отраслями 
экономического района. Единица продукции каждой отрасли 
может быть произведена при разных вариантах потребления 
продукции из других отраслей. Естественно, что при этом 
будут различными и затраты труда на производство единицы 
продукции.

Пусть в каждой отрасли- отработано по / способов про
изводства. Каждый технологический способ производ
ства продукции у-й отрасли характеризуется набором чи
сел а{ц ( i— 1, 2, . . . ,  п) и c f .  Матрица =  || a\f ||я оп
ределяет межотраслевые связи при 5-м способе производства. 
Вектор C(s) =  (c[s), . . . , с̂ п) характеризует затраты труда на 
единицу продукции каждой отрасли экономики при 5-м спо
собе производства.

Чем больше имеется технологических способов произ
водства в каждой отрасли (т. е. чем больше значений может 
принимать индекс 5),  тем шире область возможных планов 
и тем больше оснований ожидать, что оптимальный план 
будет соответствовать меньшим затратам труда.

Наиболее экономный план определяется векторами ХзУ 
которые обращают в минимум линейную форму

c w x s
i

(7.7)
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при условиях
I

(7.8)

Xs ^ 0 .  (7.9)

В приведенной постановке задачи предполагается, что 
все отрасли экономики располагают одним и тем же числом 
технологических способов производства.

Если у-я отрасль имеет /у. технологических способов про
изводства, задача планирования формулируется следующим 
образом.

Требуется вычислить значения переменных xsp обращаю
щих в минимум линейную форму

L = 2  2 c< %  (7.10)
/=1s=1

при условиях
и

—2 2  ан х*]^У ь (7.11)
S — 1

=  1, 2,

/= 1 S =  1

. . ., п; 5 = 1 , 2 , . . ■ J ,
(7.12)

Здесь afjXSj —количество продукции i-й отрасли, необ
ходимое для производства xSJ- единиц продукции у-й отрасли

h
по ^-му технологическому способу; 2  aU xsf — количество

s = 1
продукции /-й отрасли, необходимое для производства всей

п
продукции у-й отрасли; 2  x s i — общий объем производства

s= 1

г-й отрасли; с) xSJ- затраты труда на производство xSJ- еди
ниц продукции у-й отрасли по 5-му технологическому спо-

П lj

собу; 2  2  c?)xsj— суммарные затраты труда на производ-
/ —1 s= i

ство всей продукции экономического района по всем исполь
зуемым технологическим способам производства.

Можно доказать (см. упражнение 4), что при одном тех
нологическом способе производства (5 =  1) оптимальный план
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обращает неравенство (7.8) в равенство. План, обеспечива
ющий баланс затрат и выпуска (т. е. план X , удовлетво
ряющий уравнению ( / — A ) X = Y ) y является в этом случае 
оптимальным планом при любом векторе затрат С ^ О  [83]. 
В общем случае оптимальный план, вообще говоря, не об
ращает неравенства (7.8) или (7.11) в равенства.

Как видим, задача народнохозяйственного планирования, 
как и задача производственного планирования, является об
щей задачей линейного программирования. Мы уже отме
чали, что ряд понятий теории и некоторые принципы 
построения методов линейного программирования имеют 
явно выраженный экономический смысл. Формулировки об
щих положений линейного программирования в экономиче
ских терминах в ряде случаев дают интуитивные основания 
для оценки новых направлений в развитии этой дисциплины.

УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ 1

1. Отправляясь от рассуждений п. 3.1, сформулировать и за
писать показатель качества и ограничения задачи о рациональной 
организации снабжения неоднородным продуктом п  центров потреб
ления из т  пунктов производства.

2 . Формализовать и свести к задаче линейного программиро
вания следующую задачу о распределении посевной площади.

Посевные площади колхозов, входящих в состав района, равны 
соответственно s lt s2, . . . , s n . Согласно плану в районе культуры 
должны производиться в соответствии р1 :р2-.. . . :р т - Ожидаемый 
урожай i -й культуры на землях /-го колхоза равен azy единиц 
с 1 га . Вычислить, какую часть посевных площадей должен отвести 
каждый колхоз под ту или иную культуру, чтобы обеспечить мак
симальный урожай при предписанном соотношении культур.

3. Решить графически задачу о планировании производства 
(см. п. 7.2) для случая, когда вектор запасов £ =  (50, 20, 60, 90)г, 
а расширенные векторы затрат двух отработанных способов произ
водства равны соответственно

А, =  (2, 2, 5, 1, 1)г ,

А2 =  (5, 1, 6 , 10, 1)т .

4.  Доказать, что в модели народнохозяйственного планирова
ния (см. п. 7.3), ограниченной одним технологическим способом 
(s =  l), оптимальный план обращает неравенство (7.8) в равенство.

5. Свести к канонической форме задачу максимизации линейной 
формы

L  — x l —  x z
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п ри  у с л о в и я х :
— 2х 1+ а х 2 <; 2, 

х х— Ьх2 С  3,

* 1 + * 2  

d x x ^  1 , 

х г ^ 0 .

Проанализировать возможные случаи в зависимости от значе
ний постоянных а , ЬУ с и d.

6 . Пользуясь первой геометрической интерпретацией задачи 
линейного программирования, указать значения постоянных в уп
ражнении 5, при которых

а) решение задачи единственно,
б) условия задачи несовместны,
в) область определения линейной формы неограничена, но за

дача разрешима,
г) линейная форма неограничена в области своего определения,
д) задача имеет бесчисленное множество решений.
7. Отправляясь от геометрической интерпретации задачи ли

нейного программирования, определить диапазон изменения линей
ной формы

L  = * !— х 2у

если переменные ограничены условиями

*i +  3x2+  *3+  *4 +  2*5 =  6,
— 2*!+ *2 +  3*з—4*4+  *5 =  2,

5*!--2 * 2 +  * 3 +  2*4—3*5 = — 4,
* / ^ 0 ,  / =  1, 2, 3, 4, 5.

8 . Используя вторую геометрическую интерпретацию задачи 
линейного программирования, указать, в каком диапазоне значе
ний параметров а, Ъ и с существует решение следующей задачи:

Требуется обратить в максимум линейную форму

L  == *j +  3 * 2  +  сх  з *4  

а х 1 — 2*2+ *з—3*4 =  5,
*2 +  2*3 +  *4 =  6 ,

0, j  =  \y 2, 3, 4.

при условиях:
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ВЫПУКЛЫЕ МНОГОГРАННЫЕ МНОЖЕСТВА 
И ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

Общая задача линейного программирования состоит в ис
следовании на экстремум (максимум или минимум) линейной 
функции, переменные которой ограничены рядом линейных 
соотношений (равенств и неравенств). Множество точек, 
высекаемое в пространстве переменных задачи этими огра
ничениями, является многомерным аналогом двумерной 
выпуклой многоугольной области, ограниченной лома
ной линией с конечным числом звеньев. Подобные множе
ства принято называть выпуклыми многогранными мно
жествами.

Задача линейного программирования заключается, таким 
образом, в анализе линейной функции, заданной на некотором 
выпуклом множестве. Отсюда — тесная связь линейно
го программирования и теории выпуклых многогранных 
множеств.

В настоящей главе излагаются элементы этой теории, не
обходимые для обоснования большинства результатов линей
ного программирования (§§ 1—3). Принятый здесь путь опи
сания теории выпуклых многогранных множеств заметно 
отличается от известных способов изложения этой теории 
(см. [23], [24], а также [107]) и представляется нам более 
естественным и наглядным.

В § 4 на основе результатов предыдущих трех парагра
фов устанавливается ряд важных теорем линейного програм
мирования. Глава завершается § 5, в котором приводятся две 
различные геометрические интерпретации задачи линейного 
программирования, помогающие более полному уяснению 
сущности задачи.
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§ 1. Выпуклые многогранные множества

1.1. Рассмотрим совокупность планов произвольной за
дачи линейного программирования с п переменными. Другими 
словами, введем в рассмотрение множество точек (векторов) 
Х =  (лГр . .  ., хп), определяемое произвольной системой ли
нейных ограничений (равенств и неравенств):

п
(Dj, X) = 2  dijXj ^  dit / = 1 , 2 .........*  (1.1)

п
(£>,-, Я) =  2  dijX.-^di, l = s + \ ,  s + 2, +  (1.2)

/ = 1
Мы не выделяем особо условий вида 0, как это обычно 
делается при записи ограничений задачи линейного програм
мирования. Эти условия (если они имеются) включаются 
в общую систему неравенств (1.1). Обозначим через Ж мно
жество точек Х у удовлетворяющих соотношениям (1.1), (1.2).

Будем предполагать, что система ограничений (1.1), (1.2) 
непротиворечива, т. е. множество М не является пустым 
множеством. В этом параграфе устанавливается ряд простых 
и вместе с тем важных свойств множества М —совокупно
сти планов общей задачи линейного программирования.

Т е о р е м а  1.1. Множество М является выпуклым 
замкнутым множеством*).

Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. Пусть Х ху Х 2— произвольные точки М; пусть 0 ^  1.

В таком случае точка X  =  аХх -f* (1 — a) X z g М. Действитель
но, (Dh Х)==^а (D0 Х г) +  (1 — а) (D,-, Х 2). Следовательно,

(Diy Х ) ^ а  df +  (l — а) й{ = а{у / =  1,2,  . . ., 5;
(Dh X)=^adi +  ( \ — a)di = diy / =  s + l , s  +  2, . . . , s  +  t, 

т. e. X  £ M.

Согласно определению это означает, что М — выпуклое 
множество.

2. Пусть X ky &= 1, 2, . . .  — произвольная последователь
ность точек из Му сходящаяся к точке X. Учитывая свой

*) Определения выпуклого и замкнутого множеств см. в § 3 
Дополнения.



ство непрерывности скалярного произведения векторов, по
лучаем

lim (Di l Xk) = (Di,X )  (Д.З)
k 00

при любом /. По условию,
(D0 Х%) ^  /==1,2,  . . . ,  Sy
(Dt-, Xk) i =  s -|- 1, s -f- 2, . . . ,  s -f* /, (й =  1, 2, . . . ) .
Переходя в этих соотношениях к пределу при k —>-оо и 
учитывая (1.3), получаем, что точка X  удовлетворяет си
стеме условий (1.1), (1.2), т. е. принадлежит множеству Ж. 
Таким образом, множество Ж содержит все свои предельные 
точки и, следовательно, является замкнутым множеством. 
Теорема доказана.

Структура ограничений (1.1), (1.2) показывает, что мно
жество Ж является общей частью полупространств (D X ) ^ d h 
/ = 1 , 2 ,  . . . , $  и гиперплоскостей (Dh X) = di1 i ~ s - 1-1, 
s-f-2, . . . ,  $-{-/> /z-мерного пространства точек (векторов) 
Х ~ ( х 1У х2, . . ., хп). Определение понятий гиперплоскости 
и полупространства для пространства любого конечного чи
сла измерений можно посмотреть в п. 1.7 Дополнения 
(в конце книги).

Множество, образованное пересечением конечного числа 
полупространств и гиперплоскостей (если это пересечение 
не пусто), будем называть выпуклым многогранным мно
жеством. Таким образом, Ж — выпуклое многогранное мно
жество.

Приведенное определение означает, что любое выпуклое 
многогранное множество может быть задано совместной си
стемой ограничений вида (1.1), (1.2).

Поскольку в дальнейшем речь будет идти только о вы
пуклых многогранных множествах, слово выпуклое в тех 
местах, где это не может привести к недоразумению, будет 
опускаться. Систему ограничений (1.1), (1.2), порождающую 
выпуклое многогранное множество Ж, будем называть иногда 
системой условий этого множества.

Выпуклым многогранником называется ограниченное 
выпуклое многогранное множество. . Таким образом, система 
соотношений (1.1), (1.2) в случае ограниченности множе
ства Ж определяет выпуклый многогранник /z-мерного про
странства.

§  1] ВЫПУКЛЫЕ МНОГОГРАННЫЕ МНОЖЕСТВА 6 5

3  Д .  Ю дин и Е. Гольштейн



66 ВЫПУКЛЫЕ МНОГОГРАННЫЕ МНОЖЕСТВА [г л . 2

В соответствии с введенными определениями, совокуп
ность планов задачи линейного программирования естест
венно называть многогранным множеством (многогранни
ком) условий задачи.

1.2. Выясним связь между размерностью многогранного 
множества Ж (см. п. 3.4 Дополнения) и свойствами условий
(1.1), (1.2), определяющих это множество. Предварительно 
приведем несколько определений.

Условие с номером i системы (1.1), (1.2) назовем же
стким ограничением многогранного множества Ж, если лю
бая точка Ж удовлетворяет ему, как точному равенству, 
например, при Х £ М  (D{i Х) = й(.

Очевидно, любое из условий (1.2) является жестким ог
раничением Ж. Жесткими ограничениями могут оказаться 
также и некоторые из условий системы (1.1).

Для примера рассмотрим многогранное множество Ж ', 
определяемое системой неравенств

Пусть точка X — (л ,̂ х2, xs) £ Ж '. Складывая первые два 
условия системы (1.4) и сравнивая результат с третьим не
равенством этой системы, получаем

Таким образом, третье неравенство системы (1.4) является 
жестким ограничением многогранного множества Ж'.

Условие с номером / системы, определяющей многогран
ное множество Ж, назовем нежестким ограничением этого 
множества, если существует такая точка Х £ М ,  что

Итак, система условий, определяющая многогранное мно
жество, может быть разделена на две подсистемы, из кото
рых первая состоит из жестких, а вторая — из нежестких 
ограничений данного множества. Очевидно, нежесткими ог
раничениями могут оказаться лишь условия-неравенства. 
В приведенном выше примере четвертое неравенство — неже-

(1.4)

3х1 — 2х2 =  — 3.

( Д -i X ) < d , .



сткое ограничение М', так как точка (х'1у л:*, х'3) =
=  ( 1>0, 0) £М'  и х3 =  0 < 1 . Нетрудно проверить, что пер
вые два неравенства системы (1.4) являются жесткими огра
ничениями множества М '.

Систему линейных ограничений, состоящую из условий 
типа (1.1) и (1.2), будем называть линейно независимой, 
если соответствующая система векторов D{ линейно неза
висима. Рангом системы линейных ограничений назовем ранг 
матрицы, составленной из векторов Dh отвечающих данной 
системе.

Переходим к формулировке и доказательству теоремы 
о размерности многогранного множества.

Т е о р е м а  1.2. Размерность q многогранного множе
ства М определяется формулой

q == /г — о, (1.5)

где а — ранг системы жестких ограничений этого мно
жества.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим совокупности номеров 
жестких и нежестких ограничений множества М через Ех и 
Ег соответственно. По условию, выпуклое множество Ж рас
положено в общей части гиперплоскостей

(Dh X) =  dh i£ E v  (1.6)

среди которых имеются а линейно независимых. (Система 
гиперплоскостей называется линейно независимой, если на
правляющие векторы этих гиперплоскостей линейно незави
симы.) Следовательно, в соответствии с определением раз
мерности выпуклого множества,

Q ^ n  — G. (1.7)

Рассмотрим систему линейных однородных уравнений
(Dh X) =  0, i£ E v (1.8)

Поскольку ранг системы векторов Dh i ^ E t равен о, то су-_ 
ществует п — о линейно независимых векторов г =  Ь
2, . . ., п — о, удовлетворяющих системе уравнений (1.8). Кро~ 
ме того, для любого / £ Е2 найдется вектор Yh удовлетво
ряющий системе (1.6), для которого

(Оц Y iX d t.
з*
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Полагая

у,=
я

где q — число нежестких ограничений Ж, имеем
( D h Y t ) < d t (1 .9 )

для всех / £ Е2. В силу выпуклости множества Ж вектор 
К0£Ж . Из неравенства (1.9) вытекает, что при любом 
* = 1 , 2 ,  . . ., п — о и достаточно малом е

Y' +  z X ^ M .
Допустим теперь, что многогранное множество Ж содер

жится в пересечении некоторых гиперплоскостей

(Ла,Х ) =  к , а = 1 , 2 , . . . , / .
Поскольку

У0€ М  и У0 +  еХ{^М ,

(Л«, Xi) =  |  [(Ла, r0 +  BXt) -  (Л., ¥„)] =  1  (Я,. -  Я,.) -  0.

Итак, система однородных уравнений
(Л,, А) =  0, а =  1, 2, . . I

имеет п — а линейно независимых решений Х {. Следовательно, 
среди векторов Ла, а =  1, 2, . .  I имеется не более чем а 
линейно независимых векторов. Мы получили, что любая со
вокупность гиперплоскостей, содержащая в своей общей 
части многогранное множество Ж, включает не более чем а 
линейно независимых гиперплоскостей. Поэтому

Q^zn — o.
Сравнивая полученное условие с неравенством (1.6), прихо
дим к искомому равенству (1.4). Теорема доказана.

Обратимся к многогранному множеству Ж', задаваемому 
системой ограничений (1.4). Жесткими ограничениями Ж' 
являются первые три неравенства системы (1.4).

Первые два ограничения линейно независимы, третье — 
их линейная комбинация. Следовательно, в данном случае 
0 =  2. Поэтому размерность многогранного множества М'



равна
Q — n —с г = 3 —2 — 1.

Система условий, определяющая многогранное множе
ство, может быть приведена к эквивалентному виду, в кото
ром каждое неравенство является нежестким ограничением, 
а все условия-равенства линейно независимы. Для этого 
достаточно заменить в каждом жестком ограничении-нера
венстве знак неравенства на знак равенства, а затем исклю
чить из полученной системы равенств те уравнения, кото
рые являются следствиями остальных. Полученная система 
условий эквивалентна исходной системе в том смысле, что 
каждая из них определяет одно и то же многогранное 
множество. Если предположить, что указанные преобразо
вания уже проведены и условия (1.1), (Л.2)— полученная
таким образом система ограничений, то в соответствии 
с теоремой 1 . 2  размерность q  множества М определяется 
формулой

Q ~  П — t . (1.10)

1.3. Для дальнейшего нам понадобится понятие грани 
произвольного многогранного множества. Подмножество О 
многогранного множества М будем называть q-мерной 
гранью М, если

а) размерность G равна q\
б) из условий Х —а Х '- \- { \—a )X '£G , 0 < а < 1  и

А", Х '£ М  следует, что X \X " £ G .
Как нетрудно видеть, при q — 0 приведенное определение 

превращается в определение крайней точки_ множества М. 
Крайние точки многогранного множества естественно назы
вать вершинами этого множества. Таким образом, 0- 
мерная грань М и вершина М — понятия эквивалентные.

Под ребром многогранного множества будем понимать 
произвольную одномерную грань этого множества.

Определение грани многогранного множества М может 
быть также дано в терминах, связанных с системой усло
вий (1.1), (1.2). Именно, q-мерной гранью множества М 
является произвольное ^-мерное многогранное множество, 
система условий которого образуется из (1.1), (1.2) путем 
замены некоторых знаков неравенства знаками равенства. 
Отметим, что в силу теоремы 1.2 число линейно независи
мых жестких ограничений ^-мерной грани равно п —q.
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Т е о р е м а  1.3. Оба приведенных выше определения 
q-мерной грани многогранного множества эквивалентны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Пусть G—(/-мерная грань мно
гогранного множества М в смысле первого определения. 
Обозначим через Е0 совокупность таких индексов /, что

для всех X £G . Очевидно, Е0^>ЕХ, где Ег — множество 
номеров жестких ограничений М. Пусть G '— многогранное 
множество, система условий которого образуется из (1.1),
(1.2) путем замены знаков неравенства знаками равенства 
для i£ E G (естественно, речь идет лишь о тех i£ E G, 
которым отвечают ограничения вида (1.1)). Покажем, что 
G— G'. Пусть X — произвольная точка G'. Через Х 0 обо
значим точку G, для которой

Существование такой точки следует из определения мно
жества Е0.

Пусть А '=  А0+  е (АГ0— X ), 8 >  0. Очевидно, X 9 удо
влетворяет равенствам (1.12) при любом в и неравенствам 
(1.11) при достаточно малом е. Следовательно, при доста
точно малом 8 А '£ G'. Итак, А,А ' £ Gc:M,A0 £ G, причем

В таком случае из определения грани многогранного мно
жества (условие б) следует, что

Таким образом, произвольная точка A £ G '  содержится 
в G, т. е. G 'c G . Противоположное включение Gc:G' 
вытекает непосредственно из определения множества G'. 
Это означает, что G совпадает с G', и следовательно, 
удовлетворяет условиям второго определения ^-мерной грани 
многогранного множества.

2. Допустим теперь, что G—^-мерная грань М в смы
сле второго определения.

(Dh X) =  d{

(D,-, X0)< di7 i$E0,
(Dt, * ,) =  </„ i £ E0.

( 1. 11)

( 1.12)

X ’, X £  G.



Пусть система условий, определяющая многогранное мно
жество G, имеет вид

(Di, X) ^  df)
(Dit X) =  di9 i £ EG.

Рассмотрим произвольную точку X  £ G, представимую 
в виде

Х = а Х ' +  ( \ — а)Х", 0 <  а <  1, X 'tX"£M .
Очевидно, для любого i

(Dh X ' ) ^ d h (1.13)
(Dh * ")< < /,. (1.14)

Пусть i£ E 0. В таком случае
(D„ Х) = а (D„ Х') +  ( \ - a ) ( D „  X ’) = dh

или
(Dit X ’) = ± [ а , - ( 1  -a )(D i, X')].

Учитывая далее /-е неравенство системы (1.14), имеем

(Di, )d i] =  di.

Сравнивая полученное соотношение с *-м неравенством
(1.13), приходим к выводу, что

(Dh X ') =  dt.
Аналогично устанавливается равенство

(Dh X") =  dt.
Таким образом, точки Х \  X "£G t Следовательно, G— 

(/-мерное подмножество множества М9 удовлетворяющее тре
бованию 6, т. е. G — ^-мерная грань М, в смысле первого 
определения. Теорема 1.3 полностью доказана.

1.4. В качестве непосредственного следствия теоремы 1.3 
укажем важное для дальнейшего характеристическое свойство 
вершин произвольного многогранного множества.

Т е о р е м а  1.4. Точка Х £ М  является вершиной мно
гогранного множества в том и только в том случае, 
если среди условий (1.1), (1.2) найдутся п линейно неза
висимых ограничений, которым эта точка удовлетворяет, 
как точным равенствам.
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Для доказательства теоремы достаточно вспомнить, что 
вершина многогранного множества и его грань нулевой 
размерности — понятия эквивалентные, а затем использовать 
второе определение грани многогранного множества.

Из теоремы 1.4, в частности, вытекает, что любое мно
гогранное множество имеет не более чем конечное число 
вершин.

Действительно, каждой вершине многогранного множе
ства М отвечает свой набор из п линейно независимых 
ограничений системы (1.1), (1.2), причем разным вершинам 
соответствуют разные наборы. Следовательно, число вер
шин М не превышает Cs+t •

Займемся теперь анализом ребер многогранного множества 
(его одномерных граней).

Пусть Г — некоторое ребро многогранного множества М. 
Выделим все жесткие ограничения Г. По условию, среди 
них имеется ровно п — 1 линейно независимых. Следова
тельно, ребро Г расположено на прямой, образованной пере
сечением п — 1 линейно независимых гиперплоскостей вида

(Д-, X) = di% i£ E v . (1.15)

Пусть Х0 £ М лежит на прямой (1.15), ненулевой вектор е 
направлен вдоль этой прямой (его компоненты удовлетво
ряют однородной системе, соответствующей системе (1.15)). 
В таком случае уравнение рассматриваемой прямой может 
быть представлено в виде

Х = Х 0-\-Хе, — оо <  К <  оо. (1.15')

Отметим, что это представление является записью об
щего решения системы уравнений (1.15).

Поскольку система (1.15)— полная совокупность линейно 
независимых жестких ограничений ребра Г, можно считать, 
что Х0 удовлетворяет остальным ограничениям системы (1.1),
(1.2), как строгим неравенствам, т. е.

(Dh X0) < d h i$Er (1.16)

(жесткие ограничения, являющиеся линейными комбинациями 
уравнений (1.15), могут быть отброшены).

Ребро Г представляет собой общую часть прямой (1,15') 
и многогранного множества М.
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Следовательно, Г — множество точек X  вида (1.15'), 
где X определяется из условий

(Di,X0) -\-к (0 (,е) ^ г .  (1-17)

При анализе системы неравенств (1.17) могут предста
виться четыре случая:

1. (Д ,е) =  0 для всех /(£ЛГт.
2. Числа (Д , е)^зО для всех /(££г , причем ( Д 0, е) >  О 

при некотором /0.
3. Числа (Д , е ) ^ 0  для всех причем (Д 0, е) <  О

при некотором /0.
4. Среди чисел (Д , а) имеются как положительные, так 

и отрицательные.
Разберем каждый из этих случаев в отдельности.
1. В этом случае система неравенств (1.17) никак не 

ограничивает параметр X. Следовательно, X может принимать 
любое значение между — оо и со, т. е. ребро Г совпадает 
с прямой (1.15'), Отметим, что в случае 1 все векторы Д  
при /$£г являются линейными комбинациями векторов Д  
при 1£ЕТ (см. теорему 2 .6  Дополнения), так как, по 
условию, векторы Д ,  /(££г, ортогональны ненулевому век
тору е, являющемуся решением системы

( Д * )̂ =  0,
ранг которой равен п — 1.

Таким образом, в рассматриваемом случае ранг системы 
ограничений многогранного множества равен п — 1. В даль
нейшем мы убедимся, что для существования ребра-прямой 
отмеченное условие является не только необходимым, но 
и достаточным.

2. Если то
(Dh X9) +  X(Di t e )^{D „  X 0) < d t,

т. е. параметр X не ограничен снизу.
Верхней границей для X, очевидно, является

Х0 =  min
(Di, е ) > 0

dj- ф ь  Х0)
(Д . е) >  и (U8)

где минимум берется по тем /(££г , для которых (Д , е) > 0  
(множество таких индексов /, по предположению, непусто).
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Итак, условия, ограничивающие изменение Ху в данном 
случае имеют вид

— о о < Х ^ Х 0< о о у (1.19)

т. е. ребро Г является полупрямой (лучом) вида (1.15') 
при А,, подчиняющемся ограничениям (1.19).

Рассмотрим конец Х = Х 0-\-Х0е луча Г. Из определения 
Х0 вытекает, что для некоторого индекса /'(££р

(Dr =
причем

(О? , *)><>.
Из последнего неравенства следует, что вектор Dp не 
является линейной комбинацией векторов Dt при 
Таким образом, точка X  удовлетворяет как равенствам п 
линейно независимым ограничениям многогранного множества 
Ж (при / = / '  и /£ /? г ), т. е. является вершиной Ж. Оче
видно, уравнение, определяющее ребро Г, в данном случае 
может быть записано в виде

Х = Х + Х е ,  Ь < 0 ,
где X — вершина Ж. Если положить е' = — е, то уравнение 
ребра Г может быть переписано в эквивалентном виде:

Х = Х + Х 'е\  Г  > 0 .
Ненулевой вектор е \  направленный вдоль Г, принято 

называть направляющим вектором ребра Г.
Итак в случае 2 ребро Г совпадает с лучом, исходя

щим из некоторой вершины многогранного множества Ж.
3. Анализ этого случая проводится точно так же, как 

и предыдущего.
Ребро Г представляет собой луч, уравнение которого 

имеет вид
Х = Х + Х е ,  Х^О,

где Ar=wY0-f-^0 е — вершина Ж, е — направляющий 
ребра Г.

Здесь
шах

(Pi,e) <  0

dj (̂ />Ао)
№.. е) *

вектор
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4. В этом случае значения параметра к, при которых точка 
Х0-\-ке £ М У ограничены как сверху, так и снизу;

Здесь

r =  min >  О,
(Di, е )>  0 \u i>e)

Я" =  max <Q,
( D i ,  «) < о  i P i ' е >

Таким образом, ребро Г совпадает с отрезком, концами 
которого являются точки

Х  = Х 0 +  К’е, Х  = Х 0 +  к"е,
и, следовательно, имеет уравнение

Х = к Х + ( \ - к )  %  1.

Рассуждая так же, как и в случае 2, нетрудно проверить, что 
Х у X — вершины многогранного множества М .

Ребро многогранного множества, являющееся прямой или 
полупрямой, будем называть неограниченным ребром. Реб
ро, представляющее собой отрезок, назовем ограниченным 
ребром.

Очевидно, неограниченные ребра могут быть лишь у не
ограниченного многогранного множества. Все ребра произ
вольного многогранника — отрезки с концами в вершинах 
многогранника. Резюмируя все сказанное относительно ребер 
многогранного множества, приходим к следующему утвер
ждению:

Т е о р е м а  1. 5. Подмножество Г многогранного мно
жества М является ребром М в том и только в том 
случае, если

а) Г расположено на прямой, образованной пересечени
ем п — 1 линейно независимых гиперплоскостей вида (\ЛЪ);

б) Г совпадает либо с прямой, либо с лучом, либо с 
отрезком;

в) концы Г (если они имеются)— вершины многогран
ного множества М.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость условий теоремы 
уже установлена. Обратимся к доказательству достаточности
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этих условий. Пусть Г удовлетворяет требованиям теоремы. 
Рассмотрим многогранное множество Мг, система ограничений 
которого образуется из (1. 1), (1. 2) заменой знаков нера
венства знаками равенстйа при / £ £ р

Покажем, что Г = Мг. Многогранное множество ^  яв
ляется пересечением М и прямой (1. 15). Очевидно, Г с /И г 
Проверим, что Г = Мг. Действительно, в противном случае 
существует точка X ' расположенная вне Г. Поскольку
X ' лежит на прямой (1. 15), множество Г является либо лу
чом, либо отрезком. Пусть X" — ближайшая к X ' вершина Г. 
Тогда для достаточно малого е > 0  точка

Итак,
Х  = Х" +  г(Х ”- Х ' )  е Г .

1+8 X ' • 1+81 х

причем Х 'у Х £ М . Следовательно, X" не является верши
ной Му что противоречит условию в теоремы.

Таким образом, T = MV причем размерность Г =  М1 равна 
по условию 1. Поэтому в соответствии со вторым опреде
лением грани многогранного множества Г — ребро М.

§ 2. Теорема о представлении выпуклого 
многогранного множества

2.1. В п.3.5, гл. 2 было доказано, что произвольная точка 
выпуклого ограниченного замкнутого множества является 
выпуклой линейной комбинацией некоторых крайних точек 
этого множества (теорема о представлении). Применяя этот 
результат к ограниченному многогранному множеству (вы
пуклому многограннику) и учитывая, что число его край
них точек-вершин конечно, -приходим к следующему ут
верждению:

Т е о р е м а  2:1. Произвольный выпуклый многограннику 
определяемый системой условий (\Л ), П-2Л совпадает с 
совокупностью точек X  вида

^ = 2  а,- Хо * = 1
(2.1)
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где / =  1, 2,,.., N — вершины многогранника,
N
2 а , =  1, а,Э*0.

t = 1

Таким образом, теорема о представлении полностью оп
ределяет структуру выпуклого многогранника. Однако для 
всякого неограниченного множества утверждение теоремы о 
представлении заведомо неверно. Действительно, пусть Ж — 
неограниченное многогранное множество. Поскольку Ж об
ладает конечным числом вершин, то множество точек, пред
ставимых в виде (2.1), является ограниченным. Следовательно, 
оно не может совпадать с Ж. Таким образом, формула (2.1) 
не может служйть для представления неограниченного мно
гогранного множества. В этом параграфе мы установим тео
рему о представлении для произвольного выпуклого много
гранного множества.

2.2. Предположим вначале, что ранг системы ограничений
(1.1) , (1.2), определяющей многогранное множество Ж, равен 
п — числу компонент вектора X . Этот случай особенно ва
жен, поскольку, как будет показано в §4, любая задача ли
нейного программирования может быть приведена к эквива
лентной задаче, многогранное множество условий которой 
обладает отмеченным свойством.

Т е о р е м а  2.2. Пусть ранг совместной системы (1.1),
(1.2) равен п . В таком случае выпуклое многогранное 
множество Ж совпадает с совокупностью точек X  вида

X — 2  а,- +  2  Р; #/• (2-2)
*’ =  1 i =  i

Здесь X if / =  1,2,..., N v — вершины М; R i t / =  1,2,..., W2 — 
направляющие векторы неограниченных ребер Ж; все числа

NI
а0 р; неотрицательны;

(=i
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство теоремы будет 

проведено в два этапа. На первом этапе мы установим воз
можность представления (2.2) для любой точки Х £ М .  Эта 
часть доказательства осуществляется методом индукции по 
размерности q многогранного мнржества Ж. На втором этапе 
будет показано, что любая точка X , представимая в виде
(2.2) , содержится в Ж.
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1. 1. Допустим, что q= 1. Многогранное множество Ж 
можно считать собственной гранью максимальной размерности. 
Следовательно, Ж, являясь в данном случае одномерной 
гранью, совпадает либо с прямой, либо с лучом, либо с отрезком 
(теорема 1.5). Очевидно, первая возможность нереализуема, 
так как предположение противного означало бы, что ранг 
системы ограничений, определяющей Ж, равен п — 1. Итак, 
Ж —либо луч, либо отрезок. В первом случае многогранное 
множество Ж может быть представлено в виде

где Х х — конец луча Ж, Rt — направляющий вектор этого лу
ча. Во втором случае представление Ж имеет вид

Х = а 1Х 1 +  а&Х„ а ^ О ,  а 2^ 0 ,  «, +  « ^ = 1 ,

где X v Хх — концы отрезка Ж. Таким образом, при q = 1 
утверждение теоремы 2.2 доказано.

2. Предположив теперь, что первая часть теоремы 2.2 
(утверждающая представимость любой точки Х £ М  в виде
(2.2)) имеет место для — 1, докажем ее справедливость 
для Q = k . Итак, пусть Ж —произвольное выпуклое много
гранное множество размерности Q — k . Поскольку при q= 1 
теорема уже доказана, будем считать к ^  2. Без уменьшения 
общности можно полагать все неравенства (1.1) нежесткими 
ограничениями Ж, а векторы D0 / =  5 + 1,...; 5 +  /, линейно 
независимыми. Тогда, в соответствии с теоремой 1.2, k-\-

По условию, среди векторов £),♦, / =  1,..., s + t% имеется п 
линейно независимых. Следовательно, существуют такие к 
векторов, отвечающих нежестким ограничениям Ж, которые 
вместе с векторами Ds+1,..., Ds+t> соответствующими жест
ким ограничениям Ж, составляют линейно независимую си
стему. Поскольку k ^ 2 ,  то во всяком случае найдется пара 
векторов Dix и Dz*g ( 1 С  +  i2^ s )  таких, что система DZi, 
Dt , Ds+V . . . ,  Ds+t — линейно независима.

3. Рассмотрим произвольную точку Х0 £ Ж. Допустим 
вначале, что эта точка удовлетворяет всем нежестким огра
ничениям Ж, как строгим неравенствам, т. е.

(Dz., X0) < d it / =  1,2,..., 5. (2.3)

Пусть Y = (y v у2,..., Уп) — некоторое решение системы
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линейных уравнений
(D,,, П =  ( - 1 ) я , Я,* 1,2, ^
(D;, n  =  0, l = s + l , . . . ,  s +  f .J  (2.4)

Заметим, что разрешимость системы (2.4) следует из линей
ной независимости векторов D^, DJ+1,..., Ds+t.

Положим
* ( в )  =  * в +  0Г .

По построению вектор А'(б) удовлетворяет условиям (1.2) 
при любом 0. Покажем, что условиям (1.1) этот вектор 
удовлетворяет лишь при

0 '< 0 < 0 " ,  (2.5)

где — оо<0<О , О<0"<оо. В самом деле,

(D(,  X(0)) =  (Dh X,,)+b(Di, Y).
Поэтому неравенство (Diy X ( f t ) ) ^ d i  возможно только при

|  ^  d i~(.p ^ v f 0' если ^  > 0)

I > d,'7 p ? y f o) если {Dh F) <  °*
Следовательно, ^Г(0) удовлетворяет всем условиям (1.1) в 
том и только в том случае, если имеет место (2.5) при

0' =  шах ^
( D i f Y ) <  О ( D i > Y )

[iff_ dtMDh х 0)0 П И П  /£> угч
(D / , У) > 0

( /=  1,2,..., 5).

В соответствии с построением вектора Y,

(A v  К) <  0, (D/t, К )> 0 .

Поэтому — оо <  б', 6 "< о о .
Из (2.3) следует, что 6' <  0, 8" >  0. Рассмотрим точки 

Х '^ Х (Ь ') ,  Х ' = Х(Ь"). Очевидно,

X ,  =  b lX '  +  b t X ' , ( 2 .6)
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где > 62 ^  q~ q" * Выражения для и б2 показыва

ют, что бг^ 0 ,  62^ 0 ,  бх +  б2 =  1, т. е. точка Х0 является 
выпуклой линейной комбинацией точек X ' и Х \

В соответствии с выбором чисел 0' и 0" найдутся не
жесткие ограничения Ж с индексами / ' и Г такие, что

(ZV, (Dr , X") = dr .
Отсюда следует, что X ' (X') принадлежит грани Ж' (Ж") 
многогранного множества Ж, система условий которой об
разуется из (1.1), (1.2) заменой неравенства с номером / ' (Г) 
на точное равенство. Поскольку (D rу У) Ф 0, (Dr, У) ф  0, то 
системы векторов

Dr, Ds+v •••»
Dry Ds+f

линейно независимы. Поэтому размерности граней Ж' и Жл 
не превосходят

Л— (# +  1) =  Л5— 1.

Учитывая предположение индукции, можно утверждать, 
что точки X* £ Ж' и £ Ж" могут быть представлены в виде

Af
+  (2.7)

г=1 /=i

<  ■ К
^ '  =  S a ^ + 2 p X  (2.8)

1=1 i=i/ it
Здесь Л/ (Л*/) — вершины многогранного множества М (Af); 
Ri {Rt) — направляющие векторы неограниченных ребер 
М' (ЛГ)лг'. Все числа щ , а Р / ,  р* неотрицательны;

К  N'i

i —i i = i

4. Покажем, что точки Х[> Xi являются вершинами мно
гогранного множества Ж, а Ri и /?г- — направляющие век
торы неограниченных ребер рассматриваемого множества. Для



этого заметим, что если Ж2— грань многогранного множест
ва Mv которое в свою очередь является гранью многогран
ного множества Ж, то Ж2— грань Ж. В самом деле, пусть

* = Y A  +  yA  . (2-9)

где Х £ М 2; X vX2£M; у г + у ш= и  ух, у2 ^ 0. Поскольку 
Ж2с Ж г то Х ^ М х. Отсюда, в соответствии с первым опре
делением грани, вытекает, что Х г, Х2 £ Жг Применяя теперь 
это определение к грани Ж2 многогранного множества Жх, 
получаем искомое включение X v Х2£ М 2.

Итак, для произвольной точки Х £ М г представление (2.9) 
возможно лишь в случае, когда участвующие в этом пред
ставлении точки Xv Х2 также содержатся в Ж2.

Используя снова первое определение грани, приходим 
к выводу о том, что Ж2 является гранью Ж. Отсюда, в част
ности, следует приведенное выше утверждение относительно 
точек Xt, X i и векторов /?/, Rt.

Подставляя в равенство (2.6) вместо X 9 и X" их выра
жения из (2.7) и (2.8) соответственно, получаем представ
ление точки Х0 в виде суммы выпуклой линейной комбинации 
точек Xt и Xt и неотрицательной линейной комбинации 
векторов Ri и /?/. Поскольку Х ^ Х -ь— вершины Ж, а /?/, 
Ri — направляющие векторы неограниченных ребер Ж, при
ходим к выводу, что для любой точки Х 0, удовлетворяющей 
неравенствам (2.3), представление (2.2) действительно имеет 
место.

5. Допустим теперь, что точка Х0£М  не удовлетворяет 
условиям (2.3), т. е. существует нежесткое ограничение Ж 
с номером г ( l ^ r s ^ s ) ,  для которого

(D,, X) = dr. (2.10)

В таком случае точка Х 0 принадлежит многогранному мно
жеству Ж0, определяемому условиями (1.1) при i Ф г, (1.2) 
и равенством (2.10).

Отметим, что система векторов

Dn Ds+V Ds+i, Ds+t (2.11)

линейно независима. В самом деле, по предположению, г-е 
неравенство системы (1.1)— нежесткое ограничение Ж.
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Следовательно, найдется такая точка X  £М , что 

(£>,, X') = d < d r. ■
Положим

Y = X , - X ' .

Вектор Y удовлетворяет системе равенств
(Д -1 У) =  О, 1 = S+  1, . . . .  s +  t, \

Соотношения (2.12) означают, что вектор Dr не может быть 
представлен в виде линейной комбинации векторов Д +1, . .  .
* * • > Д +f Учитывая, далее, линейную независимость векто
ров, отвечающих жестким ограничениям М , приходим к вы
воду о линейной независимости системы векторов (2.11). 
Таким образом, ранг системы жестких ограничений много
гранного множества М0 не может быть меньшим, чем 
и, следовательно, размерность этого множества не превос
ходит

ft— (t -f* 1) =  k — 1.

Применяя далее, как и в пункте 3 доказательства, предпо
ложение индукции, убеждаемся в возможности представления 
точки X  в виде (2.2).

Итак, опираясь на предположение индукции, мы дока
зали, что представление (2.2) имеет место для любой точки 
многогранного множества уИ, размерность q которого равна 
k ^ 2 .  Учитывая, что при q=  1 справедливость теоремы 
уже установлена, получаем доказательство первой части 
теоремы.

11.6. Осталось показать, что любая точка Х у предста
вимая в виде (2.2), содержится в многогранном множестве М.

Прежде всего заметим, что N x^ \ .  Действительно, если 
это не так, то представление (2.2) содержит лишь векто
ры /?г*. Множество этих векторов непусто, так как, тто 
предположению, существует точка Х £ М , которую в соот
ветствии с первой частью теоремы можно представить 
в виде (2.2). Следовательно, М обладает неограниченными 
ребрами, каждое из которых в данном случае—луч (по 
условию ранг системы (1.1) — (1.2) равен /г). Конец любого 
такого луча—вершина М . Поэтому, вопреки допущению,

(Л Y) = dr — d >  0.



у множества М имеются вершины. Итак, многогранное 
множество М всегда обладает крайними точками.

7. Пусть R — направляющий вектор произвольного не
ограниченного ребра многогранного множества М.

При анализе неограниченных ребер многогранного мно
жества (§ 1) было показано, что

(£>„ Я ) < 0 ,  ; = 1 ,  2, . . . .  s, (2.13)
{Dt, R) =  0, l =  s + l ,  . . . .  s + t. (2.14)

Рассмотрим теперь любую точку Х0 вида
N t N 2

i = i  i = i
Nt

где все числа ah р, неотрицательны и Покажем,

что Х0£М . Действительно,

(Д-, л.)=» 2  о*Ф/. * k ) +  2  Р*Ф„ Я*)-k=i k=i

Учитывая неравенства (1.1), которым удовлетворяют точки Xk, 
и неравенства (2.13), справедливые для каждого вектора Rk, 
имеем для 1 ^  i ^ s

N t
(D{, х 0) <  di 2  а,- =  dt.

i  =  i

При с помощью равенств (1.2) и (2.14)
получаем

N t
(Dh Xe) =  di 2 a i = di.

i  =  i

Итак, точка X0 удовлетворяет всем условиям (1.1), (1.2), 
т. е. принадлежит многогранному множеству М. Тем самым 
вторая часть теоремы также доказана.

Теорема 2.2 содержит в качестве частного случая резуль
тат теоремы 2.1. Действительно, если М — выпуклый много
гранник, то М не имеет неограниченных ребер, т. е. Д̂2 =  0. 
В этом случае представление (2.2) переходит в представление
(2.1), фигурирующее в теореме 2.1.
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В процессе доказательства теоремы 2.2 (п. 6) было уста
новлено одно важное предложение, сформулированное ниже 
в виде теоремы.

Т е о р е м а  2.3. Если ранг системы ограничений (1.1),
(1.2), определяющей многогранное множество М, равен я, 
то М обладает хотя бы одной вершиной.

Согласно теореме 1.4 каждой вершине многогранного 
множества М отвечает п линейно независимых ограничений 
системы (1.1), (1.2), которым эта точка удовлетворяет как 
равенствам. Поэтому наличие у М хотя бы одной вершины 
означает, что ранг системы (1.1), (1.2) равен п. Объединяя 
этот вывод с теоремой 2.3, приходим к следующему ре
зультату;

Т е о р е м а  2.4. Для того чтобы непустое многогран
ное множество М имело хотя бы одну вершину, необхо
димо и достаточно, чтобы ранг системы ограничений
(1.1) , (1.2) был равен п.

2.3. Теорема 2.2 устанавливает структуру многогранного 
множества М для случая, когда ранг системы условий (1.1),
(1.2) в точности равен п — размерности пространства точек X. 
Исследуем теперь общий случай, в котором ранг системы 
ограничений (1.1), (1.2) равен г ^ п .

Итак, пусть ранг системы векторов Diy / =  1,2,  . . . ,  s +  f, 
равен г < п .  Это означает, что в матрице \\dij\\s+tyn 
имеется г линейно независимых столбцов, причем остальные 
п — г столбцов матрицы являются их линейными комбина
циями.

Обозначим /-й столбец матрицы \\dij\\s+ttn через

Тогда система условий (1.1), (1.2) может быть записана 
в виде

Здесь D = (dv . . . ,  ds+t)T; знак g  указывает, что пер
вые s составляющих векторного соотношения (2.16) явля
ются неравенствами, а последующие t составляющих — 
равенствами.

По условию максимальная линейно независимая подси
стема системы векторов Du\  /  =  1, 2, . . . ,  п , состоит из

п

2  XjDU) D. (2.16)



г векторов. Без ограничения общности можно принять, что 
этими векторами являются первые г векторов системы (2.15)

Z)(1), D(2), . . . ,  D(r). (2.17)

Выразим векторы Du) при / > г  в виде линейных комбина
ций векторов (2.17)

DU) =  2  (2.18)
/ = 1

С помощью равенства (2.18) система ограничений (2.16) 
легко приводится к эквивалентной форме

2 ( * , +  2  x f i ^ D ^ D .  (2.19)
1=1 j = r + i  J

щ
Рассмотрим многогранное множество М0, система усло

вий которого состоит из (2.16) (или (2.19)) и уравнений

хг+1 =  хг+2 = . . . = =  х п =  0. (2.20)

Как нетрудно видеть, ранг системы ограничений многогран
ного множества М0 равен в точности п.

Установим связь между многогранными множествами М 
и Ж0, которая позволит использовать для анализа струк
туры М результаты, полученные ранее.

Обозначим через П„_г (п — г)-мерное подпространство, 
которое образовано пересечением г (п— 1)-мерных подпрост
ранств (гиперплоскостей), задаваемых линейно независимыми 
однородными уравнениями

п
Li {X) = x i +  2  8у*/ =  0, / = 1 ,  2, . . . .  г. (2.21)

/ = /* +1
Ле м м а  2.1. Многогранное множество М является 

суммой *) многогранного множества М0 и подпростран
ства
_______________ М = м 0 +  Пп_г

*) По определению, множество А  является суммой множеств В  
и С (А =  £ +  С), если условие X G A  эквивалентно представлению 
X  =  Y + Z ,  где Y £ B ,  Z £ C .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Пусть X ' £ Af0> Х "£ П п_г  По
кажем, что в этом случае

Х = Х ' + Х ' £ М .
Используя представление условий, определяющих Ж, в виде
(2.19), имеем

£ * , / ) *  = £ ( * , +  S  б;,ху) £<'■»= £  М * )Д <г,=
/ = 1  / = 1  /  =  г +  1 i =  1

=  S  L/ {X')D^ +  2  Li ix ") D{i)-
i - l  / = 1

По условию,

i 1 {X' € Af0);

о ( Х '6 П „ .Г),
откуда

/ = 1
T . e.

2. Допустим теперь, что .Y— произвольная точка, при
надлежащая Ж. Положим

, _ f  для У= 1 »2,
—\  0 для j  = r +  \ , . . . , n ,

x. — Xj — x'p i — 1, 2, . . . .  л.

Учитывая соотношения (2.19), нетрудно проверить, что
х , — (х[, х'„)€Л1,.

Из определения точек X ’ и А" =  (*', х", . . . .  л:") имеем 

£/ (А*) =  I , (X)- L ,  (X') =  £г ( Х ) - х \  =
=  L i (X) -L i (X)  =  О, / =  1, 2, . . г.

Следовательно,
* " € П „ _ Г.

Итак, любая точка Х £ М  может быть представлена как 
сумма точек Х ' £ М 0 и Х " £ П п_г  

Лемма доказана.
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Из леммы 2.1, в частности, следует, что равенство г =  л 
является необходимым условием ограниченности многогран
ного множества М.

Установим соответствие между гранями многогранных 
множеств М и М0.

Назовем грани Г £ М и Т0£ М 0 соответствующими, 
если ограничения, определяющие Г0, отличаются от системы 
условий грани Г только дополнительными равенствами (2.20).

В соответствии с леммой 2.1 грань Г является суммой 
грани Г0 и (п—г)-мерного подпространства Пя_г  Как 
нетрудно проверить (см. упражнение 4), размерности д(Г) 
и д(Гв) граней Г и Г0 соответственно связаны соотношением

е(Г) =  е(Г0) +  л — г, (2.22)
где г —ранг системы условий, определяющей многогранное 
множество М. Используя теорему 2.4 для многогранного 
множества М0 и учитывая равенство (2.22), приходим к сле
дующему утверждению:

Т е о р е м а  2.5 ( о б о б щ е н и е  т е о р е м ы  2.4). Мини
мальная размерность граней многогранного множества М 
равна п— г, где г —ранг системы ограничений (1.1), (1.2).

Отметим, что в соответствии с леммой 2.1 произвольная 
грань М минимальной размерности совпадает с пересечением 
гиперплоскостей

п п
%i "f" 2  2  i = \ y  2, r, (2.23)

j = r + l  j = r + l

где ^ = (3 ^ , 3c2, . . . ,  xn) — некоторая вершина множества MQ.
Утверждение леммы 2.1 позволяет перенести основную 

теорему этого параграфа — теорему 2.2 — на случай произ
вольного многогранного множества.

Т е о р е м а  2.6 ( т е о р е м а  о п р е д с т а в л е н и и  мно 
г о г р а н н о г о  м н о ж е с т в а ) .  Произвольное многогранное 
множество М совпадает с совокупностью точек X  вида

N x N2 n - r

х =  S  <*,*,+ 2  № +  2  yД >i = l i = l i = i
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X t — вершины М0; /?,• — направляющие векторы неограни
ченных ребер М0; /?,, / = 1 ,  2, . /г—г — любая полная 
система линейно независимых векторов, содержащихся 
в подпространстве ПП_Г; г — системы ограничений, 
определяющей М.

Теорема 2.6 является очевидным следствием теоремы 2.2 
и леммы 2.1.

2.4. Для иллюстрации результатов настоящего параграфа 
приведем два численных примера.

П р и м е р  1. Рассмотрим многогранное множество M lt опре
деляемое системой условий

Изображение М х в плоскости х хОх 2 приведено на рис. 2.1. Из 
рис. 2.1 видно, что гранями М х минимальной размерности являют-

извольной выпуклой комбинации точек Хи Х2, Хг и произволь
ной неотрицательной комбинации векторов R x и R 2, т. е. сов
падает с совокупностью точек

*  =  <4(2, — 2) +  а2 (2, 2) +  а3(0, 0) +  Рж(1, 0) +  Р2(2, 1), 
где а / ^ 0 ,  Р ^ О ,  a ^ a j  +  a ^ l ,  или

Х =  (2а1 +  2а1 +  р1 +  2рв, -  2а, +  2а2 +  Р.),

(2.25)

ся точки Хх =  (2, — 2), Х2 =  (2, 2), 
Х3 =  (0, 0). Это обстоятель
ство находится в соответствии с 
теоремой 2.4, поскольку ранг си
стемы (2.25) равен я =  2 (векторы 
А  =  (— 1, — 1), А> =  (— 1, 1)—ли
нейно независимы). Многогранное 
множество М х неограничено и, 
следовательно, должно иметь не
ограниченные ребра. Из рис. 2.1 
видно, что у этого множества два 
неограниченных ребра, которые 
исходят из точек Хх и Х2 и 
имеют в качестве направляющих
векторов Rx —  i 1, 0) и # 2 =  (2, 1).

Рис. 2.1.
Согласно теореме 2.2 много

гранное множество М х может быть 
представлено в виде суммы про-

где
( X j S s s O ,  a ? ^ 0 ,  P i ^ O ,  р 2 ^ 0 ,  a 1 +  a , < l .
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П р и м е р  2. Рассмотрим многогранное множество М ,  опре
деляемое системой ограничений

—хх—*2—2*з <  О, 
—*1+*2 < 0 , 

*2 ~~~ Х2 2,
—^  +  2̂ 2 +  ̂  < 2 .

(2.26)

В данном случае п  =  3, однако, как легко заметить, ранг системы 
(2.26) равен 2. Положим

£)(1) =  (— 1, — 1, 0, — 1)Г,
D(2> =  (— 1, 1, — 1, 2)Г 
D(S) =  (— 2, 0 , - 1 ,  1)Г.

Очевидно, векторы D(1) и D(2) линейно независимы, a D(s) = D (1) + D (2).
Многогранное множество М0 в соответствии с общим правилом 

определяется условиями (2.26) 
и дополнительным равенством 

*3= 0 .
Мы видим, что М 0 совпадает 
с многогранным множеством 
М1? рассмотренным в предыду
щем примере. Поскольку в 
данном случае п  — r =  1, под
пространство П„_Г =  П1 яв
ляется прямой. Преобразовав 
условия (2.26) к виду

(Xi %з) (^2 Хг) 0 ,
--(*! +  *8) +  (*2 +  Хз) ^  0,

— (х2-)гх3)^ 2 ,
— (*i +  *з) +  2(*2 +  *3) <; 2,

получаем, что эта прямая 
определяется соотношениями 
х х - \ - ^ 2~  0, х 2 ~\~ х 2 =  0. (2.27)

В соответствии с леммой 
2.1 многогранное множество М  
может рассматриваться как 
совокупность прямых, па
раллельных (2.27) и прохо
дящих через точки М0. Изображение М  дано на рис. 2.2.

Поскольку п  — /• =  1, минимальная размерность граней М 
равна 1. Многогранное множество М  имеет три грани минимальной 
размерности: прямые Х [х '[ ,  Х 2Х"2, Х'Х”. Каждая из этих прямых 
соответствует определенной вершине М0. Выпишем, основываясь 
на формуле (2.24), общее представление точек Х £ М »
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В данном случае М0 — М,. Поэтому X, = (2 , — 2, 0), Х2 =  (2, 2, 0), 
Х3 =  (0, 0, 0), /?j =  (1, 0, 0), /?2 =  (2, 1, 0).. Вектор R[  (единственный, 
так как n —r =  1) является направляющим вектором прямой (2.27):

« [“ ( - ! .  - 1 .  О-
Таким образом, многогранное множество М  представляет собой 
совокупность точек X  вида

X — а,Х , +  а2Х 2 +  а8Х 3 +  +  Р2# 2+ у Л

или

Х = (2 а 1 +  2а2 +  р1 +  2р2— Yx» — 2а, +  2а2 +  р2— Yi> Yi)»
где

а, ^2 0, а2 ^ 0 ,  р ,^ 0 ,  Р2^ 0 ,  а, +  а2^ 1 .

§ 3. Эквивалентность двух определений выпуклого 
многогранного множества

3.1. Теорему 2.2, устанавливающую представление (2.2) 
для произвольного многогранного множества при г = п , 
можно переформулировать следующим образом:

Любое многогранное множество М при г = п может 
быть представлено как сумма выпуклой комбинации 
одной группы точек (вершин М) и неотрицательной 
линейной комбинации другой группы точек (направляющих 
векторов неограниченных ребер М).

Нетрудно заметить, что любое s-мерное подпространство 
является неотрицательной линейной комбинацией конечного 
числа точек. Действительно, если Х1? ХТ2, . . . ,  Xs — произ
вольная линейно независимая система векторов этого под
пространства, то в качестве искомой системы может быть 
принята совокупность точек вида

Xlt x v  . . . .  X j — x lt - x 2, . . . .  — x r

Выбранная система точек состоит из 2s элементов. Можно 
показать, что минимальная система, обладающая теми же 
свойствами, содержит всего s +  1 точку (упражнение 5). 
Теперь мы в состоянии переформулировать общую теорему 
о представлении многогранного множества (теорема 2.6), 
подобно тому как это было сделано для теоремы 2.2.



Произвольное многогранное множество может быть 
представлено как сумма выпуклой и неотрицательной 
линейных комбинаций некоторых систем точек. В этом 
параграфе мы установим обратное утверждение, которое 
позволит ввести новое определение многогранного мно
жества, полезное в ряде теоретических вопросов линейного 
программирования.

3.2. Выделим один важный для последующего изложения 
класс выпуклых многогранных множеств (определение вы
пуклого конуса, расположенного в произвольном конечно
мерном пространстве, см. в п. 3.2 Дополнения).

Многогранным выпуклым конусом назовем выпуклое 
многогранное множество, обладающее свойствами конуса.

Другими словами, многогранное множество М , определя
емое ограничениями (1.1), (1.2), является многогранным ко
нусом с вершиной в точке Х 0 (слово выпуклый мы для 
краткости опускаем), если из условия Х £ М  вытекает, что

Х 9+ к { Х - Х , ) £ М
при любом Х ^ О .

Пусть Ж —многогранный конус с вершиной в точке Х0 
и Х £ М .  Тогда при любом /, 1

<D„ * - * . ) <  0.

Действительно, в противном случае нашлось бы такое X >  0, 
что для некоторого i

(Dh X 0 +  k ( X - X 0) )>di .
Полученное неравенство противоречит свойству конуса Ж, 
согласно которому

Х0 +  Х ( X— wY0) £ Ж при любом Х ^ О .  

Поскольку Х0 £ Ж,
(Dh Х - Х 0) - 0

при t. Итак, любая точка Х £ М  удовлетворяет
системе ограничений

{D X) ^  (Dh Jf0), /«=1, 2, . . . ,  s, (ЗЛ)
(Dh X) = (Dh X 9), i = s + 1, . . . ,  s + t. (3.2)
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Очевидно, произвольная точка, подчиняющаяся усло
виям (3.1), (3.2), удовлетворяет ограничениям (1.1), (1.2) и, 
следовательно, содержится в многогранном конусе М .

Таким образом, система условий произвольного много
гранного конуса может быть приведена к виду (3.1), (3.2). 
Легко видеть, что любое множество, определяемое усло
виями (3.1), (3.2), является многогранным конусом.

Обозначим многогранный конус, задаваемый системой 
ограничений (3.1), (3.2), через К. Поскольку вершина Х 0 
конуса К удовлетворяет системе уравнений

(Д> X) = di = (Di, Х0), * ' =1, 2,  . . .  , s-M ,

вектор D — (dl , d2, ds+t)T является линейной комбина
цией векторов

D u\  у = 1 ,  2, . . . ,  л.
Таким образом, ранг системы векторов

Д  Д л, у = 1 ,  2, . . . .  я,
равен рангу подсистемы

ДЛ у = 1 ,  2, я.
Учитывая, далее, что ранги систем векторов

> *=  2, . . . ,  s -f- i\ Д  — {div . . . ,  din, dj),
i =. l  , 2,  . . . ,  s -f-1)

равны соответственно рангам систем
Д л, 7 =  1,2, . . . ,  я; Д  Д ' \  у =  1, 2, . . . .  я, 

приходим к выводу о совпадении рангов систем векторов 
Д . / =  1,2, . .  ., п и Д , / =  1, 2, . . . ,  п.

Поэтому если D^, . . . ,  Dir — максимальная линейно незави
симая подсистема системы векторов Д , f =  1,2, . . . ,  5 +  /, 
то векторы Д 4, . . . ,  Dir составляют максимальную линейно 
независимую подсистему для системы векторов

Д , / =  1, 2, — s +  f.

Отсюда вытекает, что точка X , удовлетворяющая системе 
уравнений

(^ * V  X) — о а 2 , .  . . ,  г , ( 3 . 3 )
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где Dtа, а = 1 ,  2, . . . ,  г — максимальная линейно независимая 
подсистема системы векторов Dh i =  i, 2, , s-\-t, обра
щает все условия (3.1), (3.2) в точные равенства.

Теперь нетрудно установить единственность минимальной 
грани многогранного конуса К. В самом деле, если X — 
точка некоторой минимальной грани конуса К, совокупность 
условий которого имеет ранг г, то она должна удовлетво
рять системе уравнений вида (3.3) (теорема 2.5) и, следо
вательно, обращать все ограничения (3.1), (3.2) в точные 
равенства. Отсюда следует, что любая минимальная грань 
конуса К  совпадает с множеством решений системы уравнений 

(Dt., * ) =  </„ / = 1 , 2 , . . . , *  +  #.
Поэтому многогранный конус К  имеет только одну грань 
минимальной размерности. В соответствии с теоремой 2.5 
размерность минимальной грани конуса К  равна п — г, где 
г — ранг системы ограничений (3.1), (3.2). В частности, при 
г — п точка Х0 — вершина конуса К — является единственной 
крайней точкой К. В этом случае точку Х 0 принято назы
вать острием конуса /С.

Заметим, что понятия вершины многогранного конуса и 
вершины многогранного множества, вообще говоря, не экви
валентны. Они совпадают только в том случае, если вершина 
конуса является его острием. В противном случае в качестве 
вершины конуса может быть принята любая точка, принад
лежащая его грани минимальной размерности. Ни одна из 
этих точек, естественно, не является вершиной конуса, рас
сматриваемого как многогранное множество.

Отмеченное несоответствие понятий связано с тем, что 
сложившаяся к настоящему времени терминология для кону
сов и многогранных множеств создавалась независимо.

Впрочем, это несоответствие не сможет привести к недо
разумениям.

Говоря о вершине конуса, мы всегда будем иметь в виду 
произвольную точку, принадлежащую его грани минимальной 
размерности.

Используя теорему 2.6, можно утверждать, что произ
вольный выпуклый многогранный конус К  совпадает с сово
купностью точек X  вида

(3.4)
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где 0, / =  1,2,  . . . » Х 0 — вершина К; /?г*— некото
рый набор вектор!ов.

3.3. Рассмотрим множество Г, состоящее из точек X , 
представимых в виде

Nx N2
Х =  S  a, Xt +  2  pi (3.5)

i =  1 г =  1

где а , .^ 0 ,  р , > 0 ,  2  а , — 1. Основная цель этого пара

графа— доказать, что Г—выпуклое многогранное множество. 
Для этого установим предварительно три леммы.

Л е м м а  3.1. Пусть векторы Av Л2, . . . , Л Л линейно 
независимы и

2  м ,
i =  1

Тогда существует такое число сг, не зависящее от коэф
фициентов ah что

k

2  К - |< с » .
i  =  1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное, т. е. 
пусть существует последовательность векторов

такая, что

и при этом

Положим

В таком случае

ctiS) =  (ais), c4s), . . . .  4 S)),

2  »iS) Ai/ = 1
k

lim 2
S -> CO 1=1

,<s> =  oo.

a<s>

2 1 «Is) 1/ = 1
из (3.6) и (3.7) получаем

lim
S-* 00 2  З’Ч/ = 1

(3.6)

(3.7)

=  0. (3.8)



В *” (S)соответствии с определением а

2 | a | s)| = l  (3.9)
/ = 1

для любого s . Поэтому из последовательности векторов 
{ а (у)} можно выделить сходящуюся подпоследовательность 
{a(Sl)}t

lim a|s,) =  a;, г = 1 ,2 ......... к,
/->00

Отсюда, учитывая (3.8), имеем
k
2 а , Л ,  =  0.

/=  1

Поскольку векторы Ах% Л2, . . .  , Ak линейно независимы, то 

a , = а 2==. . .  ==аА==0.

Но из (3.9) вытекает, что

2 j a i | = l .

Полученное противоречие доказывает справедливость утвер
ждения леммы.

Л е м м а  3.2. Для любой тонки X , представимой в виде
(3.5), найдутся такие линейно независимые векторы 
Ri2> . . . » Rii из системы / = 1 ,  2, . . . ,  Nv что

Х =  2  о ^ +  2  К ъ »  (З-Ю)i = 1 А=1
ATt

где a, ^ 0 ,  (5гх >  О, 2  <*,- =  1-
1 = 1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим представление точки X  
в виде (3.5) с минимальным числом положительных коэф
фициентов Пусть (3.10) является одним из таких пред
ставлений. Покажем, что в таком случае векторы 
Riz> • • •» Rti линейно независимы.
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Действительно, допуская противное, получаем равенство
1
2 k R ix =  о, (3.11)

А = а  1 А

в котором не все числа tx равны нулю. Без ограничения 
общности можно считать, что одно^из чисел /х^>0 (в слу
чае, если это условие не выполняется, можно умножить обе 
части равенства (3.11) на — 1). Умножая (3.11) на 0 > О  и 
вычитая результат из (3.10), получим

Nt I
a-=S о,^+2 (рх-е*х)я,х.

i = 1 А=з 1
Если теперь положить

6 =  min Ь  f
tk > o h

то приходим к новому представлению точки Х у в котором 
число положительных коэффициентов (3̂ не превышает

/ — 1 <  /.
Полученное противоречие убеждает нас в невозможности 
равенства (3.11) и, следовательно, в линейной независимости 
системы векторов

L Ri2, . Rir
Лемма доказана.
Л е м м а  3.3. Множество Т точек X , представимых 

в виде (3.5), является замкнутым.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим произвольную сходя

щуюся последовательность точек ХМ £ Т . Для доказательства 
леммы необходимо показать, что

lim ХМ =  g Т.
t-+QО

Поскольку ХМ при любом t содержится в Т,

* w =  2  а Р Х :+
1 =  1 А.= 1 М
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1 = 1

(3.12)
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В соответствии с леммой 3.2 систему векторов Ri%,t̂
A»=l,  2 , . . .  , lt , составленную из части векторов системы 
Rh i=  1 , 2 , . . . ,  yV2, можно считать линейно независимой 
для любого t .

Число точек бесконечно, а количество всевозможных 
систем, которые могут быть составлены из векторов /?1Э 
/?2, . /?//2, заведомо конечно. Поэтому из последова
тельности {.АГМ} можно выделить такую бесконечную под
последовательность что

* « г >  =  2  <*{г) * , +  S  Р (2  Я л ,  ( 3 .1 3 )
i =  1 Я,= 1 А

где /?/г, /?/2, . —линейно независимая система векто
ров, одна и та же для всех точек Х ^г\ >  О,

2  а<Р =  Ь«= 1
Из сходимости последовательности {Х^г) |г следует су

ществование такого числа cv что

| Х«г) | <  сх
для любого г. Поэтому, учитывая основные свойства норм 
(длин) векторов, получаем при любом г

1 JV,
= Х«г) - - 2  a P x t( = \

< Х«г)

(3.14)

где
с2 =  шах | Х (\.

1 5̂ 1

В соответствии с леммой 3.1 из неравенства (3.14) сле
дует существование такой постоянной с4, не зависящей от 
г, что

Итак, в. формуле (3.13) ограниченными являются не только

4  Д .  Юдин и Е. Гольштейн
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числа а ( О  ^  а{? ^  1), но и коэффициенты |3(я (0 ^  | 3 = ^ с 4). 
Это позволяет выделить из последовательностей 
/ =  1 , 2, . . Nx; 1 , 2, . . . ,  /, сходящиеся под
последовательности.

Следовательно, существует такая подпоследовательность 
индексов гх> г2, . . . ,  r Y, . . . ,  что

\lmjx(n = a ^ y / =  1, 2, . . ., Niy

Н®в р ^ = Р к 0). ^ ^ 2 ,Y~> да 1
Очевидно,

oj ° )>0f / = 1 , 2 ,  . . . .  /V,; Pjp>>0, * =  1 , 2 , . 7 . , / ;
JV,
S  ofM -  l.

Устремляя теперь г из соотношения (3.13) к бесконечности 
по подпоследовательности гу, получаем

2  « Х +  S  ( И Х; = i я=.1
Отсюда, учитывая отмеченные выше свойства коэффициентов 
а<0), приходим к искомому включению (3.12), которое 
и доказывает нашу лемму.

3.4. Переходим к формулировке и доказательству тео
ремы, обратной теореме о представлении выпуклого много
гранного множества.

Т е о р е м а  3.1. Множество Т, состоящее из точек X , 
представимых в виде (3.5), является выпуклым много
гранным множеством.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Рассмотрим многогранное мно
жество К точек

7 =  (г, V) =  (у,, л , . . . .  у а, V), 
определяемое системой ограничений

(К, * , . ) - И < 0, / = 1 ,  2, . . . .  Л \, (3.15)
( У ,  /г,) с  о, / = 1, 2 , . . . .  N ..

Из условий (3.15) следует, что АТ— многогранный конус с 
вершиной в точке 0 =  (0, 0, . . . ,  0). Поэтому (см. формулу



(3.4)) существуют такие точки Yv У2, . . . ,  YN, с помощью 
которых конус К  представим в виде

У = ( У ,  2  У !  ? / =  2  Y iW , Ю , Y / > 0 .  (3-16)1 = 1 1 = 1

Используя точки У,, Кдг, образуем многогранное
множество Tj точек Х> система ограничений которого имеет 
вид

(Yh X ) < V b / =  1, 2, . . . ,  N. (3.17)

2. Мы покажем, что многогранное множество Т, в точ
ности совпадает с исследуемым множеством Т. Рассмотрим 
произвольную точку По условию,

N \ Ыг

2  < * ,* ,+  2  Р,-Я„i = 1 i = 1
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где a ^ O ,  P/^sO, ^ a j — l. Следовательно, для любого 

/ (1 ^  ^  N) получаем
Ml

(ylt X) =  s i <*t ( x t) + £  pt (к,., /?t) <

< V , S a t =Y, .  (3.18)

Здесь мы воспользовались неравенствами (3.15), которым, 
естественно, удовлетворяют точки 7Г-, и свойствами коэф
фициентов a t, р*.

Неравенства (3.18) означают, что Таким образом,
мы доказали справедливость включения

Т с  Т г

3. Установим теперь противоположное включение. Для 
этого рассмотрим произвольную точку и допустим,
что

х л т .
Согласно лемме 3.3 множество Т замкнуто. Выпуклость 
множества Т очевидна. Следовательно, к этому множеству

4*
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и точке можно применить теорему о разделяющей ги
перплоскости (см. теорему 3.1 в Дополнении). В соответ
ствии с указанной теоремой Найдется такой вектор Л0 и 
число с0, что

(Л0> * 0) > С 0, (Л0, Х ) ^ с 0 (3.19)

для всех Х £ Т .  Поскольку неравенство (3.20), в частности, 
имеет место для всех Хп то точка Л0 =  (Л0, с0) удовле
творяет первым N x условиям системы (3.15).

Пусть X' — некоторая точка из Т. В таком случае при 
любом г и р ^ О  точка

Л-? =  * '  +  Р Я ,€Т .
Следовательно,

(Л., * ?) =  (Л„ * ')  +  Р(Л„ R ,)<  с0

при любом Р ^ О . Это возможно лишь в том случае, если
(Л„ 0.

Поэтому точка Л0 =  (Л0, с0) удовлетворяет последним М2 
условиям системы (3.15).

Итак, точка Л0£/С Отсюда, учитывая представление 
(3.16), получаем

л , =  2 уГ п ,/= 1

S v !
( 0 )

i  — \ т Г г » о -

По условию, точка Х 0 удовлетворяет системе неравен
ства (3.17) (-Y0£T \). Следовательно,

(А0, * .) =  2 Yl0) * . ) <  .2 Y;.0) V,=  ct.
i  =  1 i  — 1

Полученное неравенство противоречит соотношению (3.19). 
Поэтому допущение о том, что -Y0(£T, ошибочно. Итак, лю
бая точка Х0 из Т х содержится в Т, т. е.

TjCiT.

Сравнив это соотношение с тем, которое было получено
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в предыдущем разделе доказательства, приходим к искомому 
равенству

T  =  T lf

доказывающему справедливость утверждения теоремы 3.1,
3.5. Будем для краткости говорить, что множество Т, 

состоящее из точек X  вида (3.5), образовано (или порож
дается) точками Х 1У Х2, . . ., Хмх и векторами Riy R2, . . . ,  R No.

Напомним, что понятия точки и вектора эквивалентны. 
Называя X 1Э . . Х ^х точками, а /?х, /?2, . . . ,  RN2 векторами, 
мы подчеркиваем лишь различную роль, которую эти эле
менты играют в образовании множества Т: Т совпадает с сум
мой выпуклых комбинаций точек Х 1У Х21 . .  ., и неотри
цательных линейных комбинаций векторов Riy Rz) . . . ,  /?дг2. 
Как уже отмечалось, любое многогранное множество по
рождается конечным числом точек и векторов. С другой 
стороны, в соответствии с только что доказанной теоремой
3.1, произвольное множество, образованное конечным числом 
точек и векторов, является многогранным. Это позволяет 
ввести еще одно определение выпуклого многогранного 
множества.

Выпуклым многогранным множеством называется мно
жество, порожденное конечным числом точек и векторов 
(являющееся суммой выпуклых комбинаций данных точек и 
неотрицательных линейных комбинаций данных векторов). 
Сформулированное определение назовем вторым определе
нием многогранного множества. Определение, приведенное 
в § 1, согласно которому многогранное множество является 
пересечением конечного числа полупространств и гипер
плоскостей, будем в дальнейшем именовать первым опреде
лением многогранного множества. Эквивалентность этих 
двух определений, установленная теоремами 2.6 и 3.1, 
является центральным пунктом теории выпуклых многогран
ных множеств.

Выше были выделены два важных класса выпуклых мно
гогранных множеств: класс выпуклых многогранников и класс 
выпуклых многогранных конусов. В соответствии с первым 
определением выпуклый многогранник — это ограниченное 
множество, являющееся пересечением конечного числа полу
пространств и гиперплоскостей. Поскольку ограниченное 
множество не может содержать лучей, то второе определение



выпуклого многогранника формулируется так: выпуклым
многогранником называется множество, состоящее из всех 
выпуклых комбинаций конечного числа точек.

Мы видели, что многогранное множество является вы
пуклым многогранным конусом в том и только в том случае, 
если система ограничений этого множества может быть при
ведена к виду (3.1), (3.2). Поэтому в соответствии с первым 
определением многогранного множества выпуклый много
гранный конус можно определить как пересечение конечного 
числа гиперплоскостей и полупространств, граничные гипер
плоскости которых пересекаются в одной точке, называемой 
вершиной конуса. (Заметим, что граничной гиперплоскостью 
для гиперплоскости является она сама.)

Если воспользоваться вторым определением многогранного 
множества, то выпуклому многогранному конусу можно дать 
другое определение: выпуклым многогранным конусом 
с вершиной в точке Х0 называется совокупность всех не
отрицательных линейных комбинаций конечного числа векто
ров, сдвинутая в точку Х0.

§ 4. Основные свойства задачи линейного 
программирования

4.1. Рассмотрим общую задачу линейного программиро
вания, заданную в произвольной форме записи.

Требуется обратить в максимум линейную форму
п

{ С , Х ) = 2  CjXj (4.1)
i=i 1 J

при условиях

( D „  X )  =  2  d y X j  г =  1, 2, . . . ,  s; (4 .2 )

п

(Di, Х) =  dijXj= dif i = s - (-1, . +  (4.3)

Будем предполагать, что система условий (4.2), (4.3) 
непротиворечива. В таком случае совокупность точек Х> 
удовлетворяющих соотношениям (4.2), (4.3), является вы
пуклым многогранным множеством. Обозначим его через М.
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Таким образом, задача (4.1) — (4.3) состоит в максимизации 
линейной функции (4.1), заданной на многогранном множе
стве М. Это множество иногда называют областью опреде
ления (задания) линейной формы задачи или многогранным 
множеством условий данной задачи.

В настоящем параграфе мы укажем несколько важных 
свойств задачи (4.1) — (4.3); при этом будет существенно 
использован ряд фактов теории многогранных множеств, 
изложенной в предыдущих параграфах.

Прежде всего заметим, что ранг системы ограничений
(4.2), (4.3) (ранг системы векторов Dh i — 1,2,  . . . ,$ -} - )̂ 
можно всегда считать равным размерности пространства 
точек X , т. е. равным п. Для того чтобы убедиться в этом, 
допустим, что ранг системы ограничений (4.2), (4.3) равен 
г <  п. Тогда, используя лемму 2.1, приходим к представ
лению

+  ПИ_Г, (4.4)

где MQ — многогранное множество, система ограничений ко
торого имеет ранг, равный п, ПП_г — {п — г)-мерное подпро
странство. Возможны два случая:

а) существует точка К£ П„ _ Г, для которой

(С, У) =  2  с{у { =   ̂ =т̂= 0;
i— 1

б) (С, У) = 0 для любой точки Т £ П „ _ Г.
Нетрудно заметить, что в случае а линейная форма (4.1) 

неограничена сверху на множестве М (на множестве планов 
задачи): Действительно, поскольку Пп_г — подпространство, 
то ЯК€П„ _Г при любом К.

Пусть Хх = Х~\~КУ, где X —произвольная точка М0. 
В соответствии с представлением (4.4) Хх £М  при любом К. 
Рассмотрим

(С, * х) =  (С, X) +  X (С, У) =  (С, Х )+ М .

Очевидно, sup (С, Ŷx) =  оо при £ 0, т. е. линейная форма
задачи не ограничена в области своего определения.

Пусть теперь имеет место случай б. Рассмотрим за
дачу максимизации линейной формы (4.1) при условиях,
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определяющих многогранное множество М0. Если эта задача 
неразрешима, то согласно (4.4) задача (4.1) — (4.3) также не 
имеет решения. Обозначим через М* и М0 совокупности 
оптимальных планов задач линейного программирования 
с линейной формой (4.1) и многогранными множествами 
условий М и М0 соответственно. Из формулы (4.4), учиты
вая условие б, получаем, что

м * = м ; + п п _ г

Таким образом, при решении задачи (4.1) — (4.3) много
гранное множество М можно заменить на М0. Если вновь 
полученная задача окажется разрешимой и будет выполнено 
условие б, то, решив эту задачу, мы получим оптимальный 
план исходной задачи. В противном случае исходная задача 
не имеет решения.

Переход от М к М0 сводится к выделению максималь
ного числа линейно независимых векторов системы Dt, 
/ =  1, 2, . . . ,  Построение подпространства П„_г осу
ществляется с помощью разложения остальных векторов D{ 
по выделенной линейно независимой подсистеме (см. п. 2.3).

В этом параграфе мы будем предполагать, что отмечен
ные преобразования уже проведены (если, конечно, в них 
была необходимость) и ранг системы ограничений много
гранного множества условий рассматриваемой задачи равен п . 
Вопрос о необходимости этих преобразований решается 
обычно на этапе предварительного анализа задачи (в про
цессе отыскания первого приближения). На том же этапе 
проводятся и сами преобразования.

4.2. При анализе задач линейного программирования 
планы, соответствующие вершинам многогранного множества 
условий, играют особую роль. В дальнейшем читатель не 
раз будет иметь возможность убедиться в этом. Поэтому 
совокупность таких планов следует выделить.

План Х — {хг, . . . ,  х п) задачи (4.1) —(4.3) будем назы
вать опорным, если среди соотношений (4.2), (4.3), кото
рым он удовлетворяет как точным равенствам, имеется п 
линейно независимых.

Из приведенного определения следует, что понятие 
опорного плана эквивалентно понятию вершины многогран
ного множества, определяемого условиями (4.2), (4.3) (см. 
теорему 1.4). Поэтому число опорных планов задачи линей
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ного программирования всегда конечно. В случае, когда 
область определения линейной формы задачи оказывается 
ограниченной, т. е. представляет собой выпуклый много
гранник, любой план задачи является выпуклой линейной 
комбинацией ее опорных планов.

Поскольку ранг системы ограничений (4.2), (4.3) равен п, 
то в соответствии с теоремой 2.4 приходим к следующему 
результату.

Т е о р е м а 4 . 1  ( т е о р е ма  о с у щ е с т в о в а н и и  о п о р 
н о г о  плана) .  Если множество планов задачи (4.1)—(4.3) 
непусто, то среди ее планов имеется хотя бы один опор
ный план.

Напомним, что решением задачи линейного программиро
вания называется такой ее план, на котором линейная 
форма задачи достигает условного максимума или минимума 
(в зависимости от постановки задачи).

Задача, обладающая хотя бы одним решением, назы
вается разрешимой.

Пусть X v X 2, Xn x — полная совокупность опорных
планов задачи (4.1) — (4.3); Rv /?2, . . . ,  Rn2 — направляю
щие векторы всех неограниченных ребер многогранного мно
жества М. В таком случае согласно теореме 2.2 многогран
ное множество условий задачи (4.1) — (4.3) совпадает
с совокупностью точек X  вида

Nx N2
* = 2 < * , * , +  2 Р  Д-, (4.5)

i —i i —i

Nx
где а , Х ) ,  p,S»0, 2 а / = 1 -i = i

Предположим, что задача (4.1) —(4.3) разрешима. Тогда, 
как нетрудно проверить, при любом /, 1 ^ i ^ N 2

(С, /? ,)<  0. (4.6)

Действительно, если при некотором i = i '
(С, Rr) =  б >  0,

то, положив Л'(Р) =  Лг1 +  р/?//, получим 
llm (С, * ( р ) ) = о о . (4.7)
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Но при любом р ^ О  вектор ^Y(P) — план задачи (4.1)—(4.3). 
Следовательно, равенство (4.7) означает неразрешимость 
этой задачи (неограниченность сверху линейной формы 
задачи на множестве ее планов). Итак, для разрешимых 
задач неравенство (4.6) выполняется для любого вектора R{.

Допустим теперь, что X *— некоторое решение задачи
(4.1) — (4.3). Учитывая представление (4.5), справедливое 
для любого плана задачи, имеем

2  « ; * « • + s  №  (4 -8 )i=i i=1
Nl *

О/ 0, р,* 0, 2  а 1 =  1 •
г =1

Выберем любой индекс / = / ' ,  для которого а*., >  0. Выра
зим Xi> из (4.8):

xv = 4 -  Г * * -  2  a‘x t -  Л  р * Ч - 1  •
ai ' L J

Умножая обе части последнего равенства скалярно на век
тор С, получаем

(С, - Г (С, X * ) -  2  «<* (С * , ) -  2  Р<* (с > ^ )1
L « = 1  J

Г(С, X*) — (С, Л*) 2  « * - £  Р<* (G
a i '  ^ i  jb V i — i

> 4 -  Г (с , а * ) - ( с ,  2  а ‘*1 =
a i f L J

= ( с ,  a * ) 4 ( i -  2  а *).

Первое неравенство следует из того, что X * — решение 
задачи; второе неравенство вытекает из (4.6); последнее 
равенство — следствие условия

N1 а
2  а, =  Ь
И?
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Итак,
(С,Аг)ХС, X*).

С другой стороны, так как X* — решение задачи, то

(С, ХГ)^ ( С ,  X*).
Сравнивая два последних неравенства, получаем

(С, Хг) — (С, Х * ) 9 (4.9)

где по условию Х^ — некоторый опорный план задачи
(4.1) —(4.3).

Назовем решение задачи линейного программирования 
опорным, если оно является опорным планом данной задачи. 
Соотношение (4.9) эквивалентно следующему утверждению, 
весьма важному для линейного программирования.

Т е о р е м а  4.2 ( т е о р е м а  о с у щ е с т в о в а н и и  
о п о р н о г о  р е ше н и я ) .  Всякая разрешимая задача ли
нейного программирования, система условий которой 
имеет ранг п, обладает хотя бы одним опорным реше
нием.

4.3. Теорема 4.2 подсказывает следующий путь реше
ния задач линейного программирования. Вычислим все опор
ные планы задачи. Это можно сделать путем исследова
ния С"~* систем линейных уравнений, каждая из которых 
содержит t уравнений (4.3) и какие-то п — t уравнений, 
отвечающих условиям (4.2). Затем подсчитаем значение 
линейной формы (4.1) на каждом из полученных опорных 
планов, число которых конечно. В силу теоремы 4.2 опор
ный план, соответствующий наибольшему из этих значений, 
является решением рассматриваемой задачи (если, конечно, 
она разрешима). Однако при сколь-нибудь значительных 
величинах п — t и s^>>n — t (практические задачи обычно 
удовлетворяют этим условиям) намеченный путь следует 
признать нереализуемым. Пусть, например, £ =  0, s = 2n. 
Пользуясь формулой Стирлинга, нетрудно подсчитать, что

Сп2 П 1 22п 
У  кп

Исследование системы п линейных уравнений с п неизвест
ными (отыскание ее решения или установление линейной
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зависимости соответствующей системы векторов), занимает 
порядка пг операций.

Следовательно, определение всех опорных планов задачи
в данном случае потребует порядка - 7= 22п операций. Если

У П
допустить, что решение задачи осуществляется машиной 
с быстродействием 105 операций в секунду, то при п — 25 
для определения оптимального плана понадобится примерно 
10е лет.

Естественно, что способ,-приводящий к такому астроно
мическому объему вычислений даже в сравнительно неболь
ших задачах (/2 =  25), не имеет никакой практической цен
ности. Однако, несмотря на несостоятельность метода, 
основанного на переборе в с е х  вершин многогранного множе
ства условий задачи, сама идея просмотра вершин оказы
вается весьма полезной. Все конечные методы линейного 
программирования в той или иной мере связаны с перебором 
вершин некоторого многогранного множества (не обязательно 
многогранного множества условий исследуемой задачи). Но 
этот перебор осуществляется таким образом, что для реше
ния задачи оказывается необходимым просмотреть лишь 
очень небольшую часть всех имеющихся вершин. Сущест
венное уменьшение сравниваемых вариантов достигается за 
счет следующих двух свойств, которыми должен обладать 
любой практически приемлемый процесс перебора:

а) упорядоченность перебора, т. е. невозможность пере
хода от «лучшей» вершины к «худшей» (понятие «хуже» 
и «лучше» связано с сущностью метода):

б) наличие критерия, позволяющего без просмотра всех 
вершин обнаружить, что получена самая «лучшая» вершина 
(вершина, связанная с решением задачи). Каждому конеч
ному методу линейного программирования соответствует 
свой метод упорядочивания перебора и свой критерий окон
чания перебора.

4.4. Если задача линейного программирования имеет един
ственное решение, то оно в силу теоремы 4.2 является 
опорным. Допустим, что исследуемая задача имеет более 
одного решения. Рассмотрим одно из решений, скажем, X*. 
Для вектора X* имеет место разложение (4.8). При выводе 
формулы (4.9) было показано, что если аг* >  0, то Х { — ре
шение задачи (4.1) — (4.3). Поступая аналогичным образом,
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нетрудно убедиться в равенстве (С, /?,-) =  (), справедливом 
при |Зг- >  0. Таким образом, любое решение X* задачи
(4.1) — (4.3) представимо в виде

(4.10)
К=1 X=i

где аг*х >  0, А,= 1, 2, пх, Р*х >  0, Х == 1, 2, . я,*,
П\
2 а /х=  1- При этом

(С,Х*) = (С ,Х 1х), Л = 1 , 2 , . . . - (4.И)
(С, я ,х) =  0, я = 1 ,  2, . . . > К- (4.12)

Выделим все опорные решения задачи X; , К=  1, 2, . . . .  nv
и все векторы R ^  Я= 1 ,  2, . . . ,  /г2, удовлетворяющие
условию (4.12). Рассмотрим многогранное множество Ж*, 
порождаемое точками и векторами /?^, т. е. множество 
точек X  вида

* = % «  A + S P A ’ (4.13)h = i к к я=1 к *■
Я=1, 2, я„ Р/х^ 0 , Я,= 1, 2, . ... л,,

/11

Из соотношений (4.10) — (4.12) вытекает, что любое реше
ние X* задачи (4.1) — (4.3) содержится в Ж*. Поскольку 
опорные планы Х ^  и векторы R; удовлетворяют условиям 
(4.11) и (4.12) соответственно, то любая точка Ж* является 
решением рассматриваемой задачи. Итак, совокупность всех 
решений задачи (4.1) — (4.3) является многогранным множе
ством Ж*, состоящим из точек, представимых в виде (4.13). 
Тем самым мы доказали следующее утверждение:

Т е о р е м а  4.3. Совокупность всех решений задачи 
линейного программирования является многогранным 
лножестволс, порожденным опорными решениями задачи 
и теми из направляющих векторов /?,- неограниченных 
ребер Ж, которые удовлетворяют равенству (4.12).

Из теоремы 4.3, в частности, следует, что задача линей
ного программирования имеет либо единственное решение,



либо бесчисленное множество решений. Однако в послед
нем случае вся совокупность решений определяется конеч
ным числом векторов Х ^  и /?,х.

4.5. Как уже отмечалось в гл. 1, неразрешимость задачи 
линейного программирования может быть обусловлена либо 
несовместностью системы условий задачи (множество пла
нов задачи — пустое множество), либо неограниченностью 
(сверху или снизу, в зависимости от постановки задачи) 
линейной формы задачи на множестве ее планов. Приводи
мая ниже теорема показывает, что других причин, опреде
ляющих неразрешимость задачи линейного программирования, 
не существует.

Т е о р е м а  4.4 ( т е о р е м а  о р а з р е ш и м о с т и  з а 
д а ч и  л и н е й н о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я ) .  Если мно
жество планов задачи линейного программирования не
пусто и линейная форма задачи ограничена сверху на 
этом множестве (речь идет о задаче максимизации), то 
рассматриваемая задача разрешима, т. е. обладает 
хотя бы одним решением.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку множество планов за
дачи непусто, то оно является многогранным множеством 
и, следовательно, представляет собой совокупность точек X  
вида

(4.14)
i = 1 i-1

где все а ^ О ,  (3, ^ 0 ,  2  cct-=  1, 2^, / =  1, 2, . . ., kv — не-
i — \

которые планы задачи; i — 1, 2, . . . ,  &2, — некоторая 
система векторов.

Отметим, что здесь мы воспользовались общей теоремой 
о представлении многогранного множества (теорема 2.6), 
которая не предполагает совпадения ранга системы ограни
чений, определяющей это множество, с размерностью п про
странства точек X . Линейная форма задачи, по предполо
жению, ограничена сверху. Поэтому для любого вектора R( 
справедливо неравенство

(С, /? , )< 0  (4.15)

1 1 0  ВЫПУКЛЫЕ МНОГОГРАННЫЕ МНОЖЕСТВА [ГЛ. 2

(см. соотношение (4.6)).
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Пусть X — произвольный план данной задачи. В силу 
соотношения (4.14) эта точка может быть представлена 
в виде суммы

х = х + х г ,

где Л "=  2  а,* ,; X й =  2  Р iRt. Учитывая неравенство (4.15)
i = 1 i — i

и неотрицательность чисел (3,-, получаем
(С, X) =  (С, Г ) +  (С, JT) <  (С, А'). (4.16)

Выберем точку Xi* из условия

( С , ^ )  =  max (С,

В таком случае, пользуясь свойствами коэффициентов а,-, 
имеем

( Q X 'X i Q X r ) .  (4.17)

Сравнивая теперь неравенства (4.16) и (4.17), приходим 
к соотношению

( С , * ) < (С , * Г),

справедливому для любого плана X  рассматриваемой задачи.
Полученное неравенство означает, что план Xv является 

решением задачи.
Теорема доказана.
Интересно заметить, что утверждение теоремы 4.4, 

вообще говоря, справедливо лишь для задач линейного 
программирования. Если рассмотреть задачу о максимизации 
линейной функции, заданной на некотором выпуклом замк
нутом множестве D, не являющемся многогранным множе
ством, то теорема 4.4, вообще говоря, перестает быть верной. 

Пусть, например, требуется разыскать максимум формы

*2 (4.18)
при условиях

Х1Х2 1, х \ ^  0. (4.19)

Ограничения (4.19) высекают в плоскости точек (д ,̂ х2) 
выпуклую замкнутую область D, ограниченную ветвью ги
перболы х1х2 — — 1, расположенной в четвертом квадранте.
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Как нетрудно видеть (рис. 2.3), 

sup х2 = 0.
(xlt х2)е  D

Здесь л;2^ 0 ,  и точка g D  при любом е >  0. С дру
гой стороны, не существует точки (a\ , 0) £D.  Поэтому 
верхняя грань функции (4.18), определенной на D, не дости
гается ни в одной точке D.

Итак, для рассматриваемой задачи выполнены все усло
вия теоремы 4.4. Тем не менее эта задача не имеет ни

одного решения. Можно привести 
примеры некоторых непрерывных не
линейных функций, заданных в вы
пуклых многогранных областях, для 
которых теорема 4.4 также не имеет 
места.

Таким образом, предположения 
о линейности оптимизируемой функ
ции и многогранности ее области 
определения, фигурирующие в тео

реме 4.4, являются существенными.
4,6. До сих пор мы рассматривали задачу линейного 

программирования, заданную в произвольной форме записи. 
При описании методов линейного программирования чаще 
всего имеют дело с канонической формой задачи (см. § 5 
гл. 1). Обратимся к общей задаче линейного программиро
вания, заданной в канонической форме.

Требуется максимизировать линейную форму
п

2 cj x i

при условиях
п

jX j  == Ь^ i == 11 2, . . . ,  tft,

Xj'S» 0, j  — 1, 2, . . п. 
т <  п

Напомним, что векторы AJ= (a iJ-, a2j, . . . ,  amj)T, j  — 1, 
2 и вектор B ~ {b v b2, . . . ,  bm)‘ принято называть

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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векторами условий и вектором ограничений соответственно. 
Систему равенств (4.21) иногда бывает более удобно записы
вать в векторной форме:

п

(4.2Г)

Задача (4.20) — (4.22) является частным случаем задачи
(4.1) — (4.3) при t = т, s = n ,

(0 ,0 , . . . .  0, — 1,0 , . . . ,  0), 

(ai-n, 1> —I», 2> • • • ’ — В, и)>

*'= 1,2,  п,

i “  я 1, л "j* 2, . . .
. л  +  m,

о,

h
/ =  1, 2, . . . ,  л,
/ =  л + 1 ,  л +  2, . . . ,  л +  т .

Поскольку определитель, составленный из векторов 
Dv D2, . . . ,  Dn, отличен от нуля (равен (— l)rt), то ранг 
системы ограничений (4.21), (4.22) всегда равен л. Будем 
предполагать, что все уравнения системы (4.21) линейно 
независимы. Это предположение не является ограничитель
ным, так как в противном случае часть уравнений системы 
(4.21) можно было бы отбросить, не изменив многогранное 
множество условий задачи.

Посмотрим, какую форму примет понятие опорного плана 
для задачи (4.20) — (4.22).

Пусть Х = (х 1Ух 2У . . ., х п) — план задачи (4.20) — (4.22). 
В соответствии с определением условие опорности плана 
состоит в том, что среди векторов Dh для которых

(Diy X) == dh (4.23)

имеется л линейно независимых. Векторы Di+ny i =  1,2, . . . ,  m, 
линейно независимы и удовлетворяют условию (4.23).

Поэтому в случае, если план X  опорный (и только в этом 
случае), среди векторов Diy 1 найдутся такие л — т
векторов D?x, 1 — ту которые удовлетворяют равен
ству (4.23) и составляют вместе с векторами Di+ny 1 
линейно независимую систему. Это значит, что определитель



1 1 4 ВЫПУКЛЫЕ МНОГОГРАННЫЕ МНОЖЕСТВА [ г л .  2

матрицы, строками которой являются векторы

1 ^  ^  т,
отличен от нуля. Раскладывая этот определитель по эле
ментам первых п — т строк, приходим к условию

Здесь через (Лд, Л/2, Ajm) обозначена матрица, состав
ленная из векторов условий Л/д< Система индексов 
/х =  {y‘i, Л> • • - J m} образуется из полной системы 1,2,  . .  п 
вычеркиванием индексов /х, 1 ^  к ^  п — т. Поскольку
x ix =  0, 1 — то при X j>  О / £ / х .

Следовательно, условие (4.24) может быть сформулиро
вано следующим образом:

Существует линейно независимая система т векторов- 
условий Aj, j € I x = (j\, j t , j j t содержащая все те Aj, 
Д Л Я  которых Xj >  0.

Очевидно, это требование эквивалентно предположению 
линейной независимости системы векторов Ар отвечающих 
положительным компонентам плана X .

Итак, определение опорного плана для задачи линейного 
программирования, записанной в канонической форме, может 
быть сформулировано следующим образом:

План Х ~ ( х 1, х 2, . . ., хп) задачи (4.20) — (4.22) назы
вается опорным, если векторы условий, отвечающие его 
положительным составляющим, линейно независимы.

Систему т линейно независимых векторов условий, вклю
чающую все те Aj, для которых Xj >  0, принято называть 
базисом опорного плана Х = (х 1, х2, . . ., хп). Составляющие 
опорного плана, связанные с векторами базиса, иногда на
зывают базисными компонентами этого плана.

При решении задач линейного программирования имеют 
дело не только с вершинами соответствующих многогран
ных множеств, но и с ребрами этих множеств. Свойства 
ребер многогранного множества были исследованы в п. 1.4 
(см. теорему 1.5) применительно к задаче линейного про
граммирования, заданной в произвольной форме записи. 
Уточним эти свойства применительно к задаче (4.20)—(4.22). 
Поскольку ранг системы условий (4.21), (4.22) равен я,

М л .  Ah , . . . .  а 1ш)\ф о . (4.24)
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любое ребро многогранного множества задачи (4.20)—(4.22) 
является либо лучом, либо отрезком. Как мы знаем, концы 
ребра многогранного множества являются вершинами этого 
множества (опорными планами соответствующей задачи ли
нейного программирования).

Уравнение любого ребра Г многогранного множества 
условий задачи (4.20) — (4.22) может быть записано в виде

X = X  +  keoi (4.25)

где X —опорный план задачи, е0 — направляющий вектор 
ребра. Параметр к  изменяется от 0 до к 0 <  оо, если Г 
отрезок, и от 0 до оо, если Г — луч.

Пусть Ех — совокупность индексов /, для которых выпол
няется равенство (4.23). Очевидно, n -\- i£ E x при 1 ^ i ^ m .  
Поскольку X —опорный план, ранг системы векторов 
Dh i £ Ех равен я. В соответствии с определением ребра 
многогранного множества ненулевой вектор е0 (направляющий 
вектор ребра Г) должен удовлетворять следующей системе 
однородных уравнений:

{Dt, е0) =  0, i  =  /„ г2, п +  1, п +  2, . . п +  т,
1 sg гх я, i\£Ex> ^= 1 »  2, п — т — 1.

При этом векторы Dto Din_m_0 Dn+V Dn+m ли-
нейно независимы.

Пусть /в =  {У„ Л, j m, j m+1\ — совокупность индек- 
сов, образующаяся из системы 1, 2, . . . ,  я вычеркиванием 
индексов /х, 1 ^ А , ^ я — т — 1. Учитывая специфику векто
ров D( для / =  1, 2, . . ., я, можно сформулировать следую
щим образом приведенные выше условия, которым удовлет
воряет вектор е0:

а) вектор e0 = (e0V е02, . . . ,  еоп) удовлетворяет равен
ствам

п

2  а </е о / = ° .  * ' =  1. 2 . • • • > т

б) при j $ I e компонента е0у =  0;
в) среди векторов-условий j £ l e имеется т линейно 

независимых векторов.
Поскольку индексы ix £Ex , к =  1, 2, . . . ,  я —т — 1, то

/ * с / г.



Таким образом, базис опорного плана X — конца ребра 
Г — образуется из системы векторов А р  J  ^ f e путем исклю
чения одного из векторов этой системы. Допустим, что ис
ключению подлежит вектор Л/т+1. В таком случае 
Jx =  { jv j ti j m}- Если базис опорного плана X фикси
рован, то ребро Г, исходящее из вершины X , однозначно 
определяется вектором условий A j m + l . Разложим вектор 
A Jm+l по векторам базиса плана X:

т
А Ы + 1=  2  A J a X V -a = i

С помощью коэффициентов можно выяснить, ограничено 
ли ребро Г. Из условий, определяющих вектор е0, очевид
ным образом следует, что

е»Уа =  - ео/т  + / а ГУ, « = 1 . 2 ,

Подставляя полученные выражения для в формулу (4.25) 
и учитывая, что е0у = 0  при /$7^, АГу =  0 при /(£ /х, имеем

Г ЛГ̂ — А*<аг\  j = J a , а = 1 ,  2, т,
*/(М =  ] '  К j = J m+v (4-26)

I о.

Здесь X (Я) =  (лг1 (Я), . . ., хп (Я)) — произвольная точка ребра Г. 
Поскольку вектор ЛГ(Я) удовлетворяет условиям (4.21) при 
любом значении к> то для того, чтобы он был планом за
дачи, необходимо и достаточно выполнение неравенств

Xj (к) = Xj  ̂— к х ^ ^ О ,  а — 1, 2, . . . ,  т.

Если я (аГ)̂ 0  при а = 1 ,  2, . .  ., т, то эти неравенства вы
полняются для любого значения параметра к ^  0, и, следо
вательно, Г является неограниченным ребром (лучом, исхо
дящим из точки X). В случае же, если при некотором а ',  

>  0, ребро Г представляет собой отрезок, поскольку 
значение параметра к не может превысить величины к0, где
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План XCkQ) является вторым концом ребра Г. Как было по
казано ранее, Х(К0)— опорный план задачи. Из формулы (4.26) 
следует, что базис плана образуется из базиса плана
X  заменой одного из векторов Лу, y g / x , на вектор Л/т+1. 
Вершины многогранного множества, являющиеся концами 
одного и того же ребра, естественно называть соседними 
вершинами. Поэтому отвечающие им опорные планы иногда 
называют соседними опорными планами. Один из наиболее 
эффективных приемов линейного программирования — метод 
последовательного улучшения плана — приводит к некоторому 
движению по соседним опорным планам задачи.

4.7. При описании многих методов линейного програм
мирования оказывается полезным выделение некоторого класса 
задач, состоящего из так называемых невырожденных задач 
линейного программирования. Приведем соответствующие 
определения.

Опорный план задачи линейного программирования (4.1) —
(4.3) называется невырожденным, если число соотношений 
системы (4.2), (4.3), которым он удовлетворяет как равенст
вам, равно п. Естественно, что все эти соотношения должны 
быть линейно независимыми. Если опорный план не удовлет
воряет условию невырожденности, т. е. обращает в равенство 
более чем п соотношений из системы (4.2), (4.3), то его 
называют вырожденным планом.

Задача линейного программирования называется невырож
денной, если все ее опорные планы являются невырожден
ными планами. Задачу, имеющую хотя бы один вырожденный 
опорный план, будем называть вырожденной задачей.

Приведенные определения, конечно, имеют смысл лишь 
при условии, что у рассматриваемой задачи есть опорные 
планы, т. е. если ранг системы ограничений (4.2), (4.3) 
равен п.

Если опорный план X  задачи (4.1) — (4.3) невырожденный, 
то можно легко указать число ребер, выходящих из вер
шины X  многогранного множества условий.

Допустим, что
{ D i X )  =  d ,

для i =  iv /„ i„_t, s + 1 ,  s +  2, s +  t,
Обозначим множество этих индексов через Ех. По условию,

(Dt, X) <  dit если i$E x  (4-27)

§  4]  СВ0ЙС4ВА ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 1 1 ?
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(^Y—-невырожденный план). Обозначим через е(а)= (£а1, . • •>£«»)> 
1 ^ а ^ / г — t вектор, компоненты которого являются реше
нием системы уравнений

Рассмотрим множество Га точек многогранного множества Ж, 
представимых в виде

Из уравнений (4.28) и неравенств (4.27) вытекает, что Га 
содержит некоторый отрезок, т. е. является одномерным 
множеством. Учитывая, далее, первые п — 1 уравнений си
стемы (4.28), приходим к выводу, что Га — ребро Ж с на
правляющим вектором е(а).

С другой стороны, направляющий вектор е произвольного 
ребра Г, выходящего из точки X , обязан удовлетворять 
системе уравнений

при некотором а, 1 ^ а — /. Поэтому вектор е должен 
быть параллелен одному из векторов е(а), который, следова
тельно, можно принять в качестве направляющего для ребра Г. 
Итак, ребро Г совпадает с одним из ребер Га.

Таким образом, из каждой вершины X , являющейся не
вырожденным планом задачи (4.1) — (4.3), выходит ровно 
п — t ребер многогранного множества Ж. Направляющий 
вектор любого такого ребра может быть определен из системы 
уравнений (4.28) при некотором значении а, 1 ^  а — t. 
Если опорный план X  является вырожденным, то число ребер 
Ж, выходящих из точки X, не обязано равняться п — t. Это 
число может оказаться как меньшим, так и большим п — t (см. 
упражнение 12).

Геометрический смысл невырожденности опорного плана X  
состоит в том, что через вершину X  проходит ровно п 
граничных гиперплоскостей многогранного множества М. 
В случае невырожденности задачи (4.1)—(4.3) аналогичным 
свойством обладают все грани М (а не только 0-мерные).

Т е о р е м а  4.5. Если задача (4.1,)—(4.3) невырожден
ная, то через любую q-мерную грань многогранного мно

(4.28)

Х + к е (а\

(Д> е) — I Ф *ос>



жества М проходит ровно п — q граничных гиперплоско
стей М (все они, естественно, линейно независимы).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Mq — произвольная ^-мерная 
грань М. Грань Mq является выпуклым многогранным мно
жеством, система ограничений которого образуется из (4.2),
(4.3) заменой в некоторых из условий (4.2) знаков неравен
ства знаками равенства. Все неравенства, входящие в систе
му ограничений Mq, можно считать нежесткими условиями 
Mq. Поэтому согласно теореме 1.2 ранг условий-равенств, 
входящих в систему ограничений Mqy равен п —q.

Пусть Xq — произвольная вершина многогранного мно
жества Mq. существование этой вершины следует из того, 
что ранг системы условий, определяющей Mq) равен п — 
рангу системы ограничений многогранного множества М. 
Нетрудно проверить, что Xq является вершиной многогран
ного множества М (см. пункт 2 доказательства теоремы 
2.2). По предположению теоремы, Xq — невырожденный план. 
Следовательно, все условия (4.2), (4.3), которым он удов
летворяет как равенствам, должны быть линейно независимы. 
В частности, это относится и к условиям-равенствам много
гранного множества Mq. Ранг этих условий п — q. Значит, 
их число в точности равно п — q. Теорема доказана.

Рассмотрим теперь задачу линейного программирования
(4.20)— (4.22), записанную в канонической форме. Пусть X — 
произвольный опорный план этой задачи. Если векторы 
условий Ар j £ 1Х составляют базис плана X , то Xj—О при 
j $ I x - Это значит, что план X  удовлетворяет как равенствам 
п линейно независимым условиям из системы ограничений, 
определяющих многогранное множество М:

п

Q'ijXj==::bi) i ~  1 * * *, т,
х j  — 9 , { J v  i v  • • • » Ля}*

Условие невырожденности плана X  состоит в том, чтобы 
остальным ограничениям задачи он удовлетворял как стро
гим неравенствам. Следовательно, для невырожденности 
плана X  необходимо и достаточно, чтобы

xj>  0 при j$Ix .
Таким образом, определение невырожденного опорного 

пдона задачи линейного программирования, записанной ц
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канонической форме, можно сформулировать следующим 
образом:

Опорный план X  задачи (4.20)—(4.22) называется невы
рожденным, если все его компоненты, отвечающие векторам 
базиса (базисные компоненты), положительны (Xj >  0 при 
/ £ / х). Заметим, что базис невырожденного опорного плана 
определяется однозначно, как система векторов, отвечающих 
положительным составляющим плана. Вырожденный опорный 
план может иметь несколько базисов.

§ 5. Геометрия задачи линейного программирования

5.1. Как мы уже видели в гл. 1, геометрические сооб
ражения оказываются весьма полезными при анализе задач 
линейного программирования. В дальнейшем читатель будет 
иметь возможность убедиться в том, что геометрические 
аналогии делают более прозрачными методы линейного про
граммирования. Эти аналогии являются основой эвристиче
ских доказательств в линейном программировании. Часто 
новые подходы к решению задач линейного программирования 
возникают из элементарных геометрических соображений, 
которые подсказывают пути строгого обоснования высказан
ных догадок. В этом параграфе мы опишем две геометриче
ские интепретации общей задачи линейного программирова
ния, имеющей произвольное число переменных и ограничений. 
При чтении настоящего параграфа читателю будет полезно 
обратиться к § 6 гл. 1, где обе эти интерпретации рассмат
ривались применительно к двумерному и трехмерному слу
чаям. Там же были приведены соответствующие рисунки 
(рис. 1.1— 1.5), которые могут послужить хорошей иллюст
рацией к последующему изложению.

5.2. Начнем с описания первой геометрической интер
претации задачи линейного программирования. Рассмотрим 
общую задачу линейного программирования (4.1)—(4.3), 
заданную в произвольной форме записи. Система условий 
задачи (4.2), (4.3) высекает в /2-мерном пространстве точек 
X — (xv х 2> . . . , х п) выпуклое многогранное множество М 
(в предположении совместности этой системы). Многогранное 
множество М может рассматриваться как пересечение (об
щая часть) полупространств

(Di, X ) ^ d i, i = l , 2 , . . . , s
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и гиперплоскостей

(D;, X) — diy i — s -1- 1, s +  2, . .  ., s -\-t.
Граница М складывается из частей граничных гиперпло

скостей: (D{, X) — diy i=  1, 2, . . . ,  Заметим, что в об
разовании границы Му вообще говоря, участвуют не все 
граничные гиперплоскости. Некоторые из них могут не иметь 
общих точек с М. Естественно, это относится лишь к ги
перплоскостям, связанным с условиями-неравенствами (4.2). 
Ограничения (4.2), определяющие подобные гиперплоскости, 
можно было бы отбросить, не изменив при этом многогран
ное множество М. Однако аналитический поиск таких огра
ничений весьма затруднителен.

Размерность q многогранного множества М не превос
ходит n — t, где t — число условий-равенств (4.3), которые 
предполагаются линейно независимыми. Если все условия
(4.2)— нежесткие ограничения Му то д = п  — t. Поэтому, 
перенеся начало координат в некоторую точку общей части 
гиперплоскостей

Ф ь X) =  dh i = s- \-1, . . . ,  s-\-ty

можно рассматривать М в (п— ^)-меРном подпространстве 
основного пространства. Аналитически это может быть осуще
ствлено путем выражения из уравнений (4.3) каких-то t пере
менных (через остальные п — t) с последующим исключением 
их из неравенств (4.2). Таким образом, размерность про
странства, содержащего М , понижается до п — t .  Этим при
емом мы уже пользовались в § 6 гл. 1. Линейная форма (4.1) 
задачи определяет в /z-мерном пространстве семейство парал
лельных гиперплоскостей

(Су Х)='ку — о с <  <  ос.

Каждую из этих гиперплоскостей будем называть гипер
плоскостью линейной формы задачи. Коэффициенты линей
ной формы Cjy j — 1, 2, . . . ,  Пу составляют вектор С — 
=  (с1У с2у . . ., сп)у ортогональный семейству гиперплоскостей. 
Вектор Суказывает направление возрастания линейной формы 
задачи. При фиксированном значении параметра К гиперплос
кость линейной формы определяет два полупространства. 
То из них, которое содержит точку Х-\-С (точка X
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принадлежит гиперплоскости), назовем верхним полупрост
ранством. Другое полупространство будем называть ниж
ним полупространством. Уравнение верхнего полупростран
ства имеет вид

(С,Х)2*К.
Нижнее полупространство определяется уравнением

(С, * ) < * -

Пусть при к = к0 гиперплоскость линейной формы имеет 
общие точки с многогранным множеством условий задачи Ж. 
Значения линейной формы во всех этих точках совпадают. 
Передвигая эту гиперплоскость параллельно самой себе 
в сторону, определяемую вектором С (в сторону возраста
ния линейной формы (4.1)), можно прийти к такому ее по
ложению, когда при дальнейшем смещении гиперплоскость 
уже не будет иметь общих точек с Ж.

Пусть полученное предельное положение гиперплоскости 
отвечает значению параметра Я, равному 'к1У т. е. соответ
ствующая гиперплоскость имеет уравнение

(С, Х) = к1. (5.1)

В этом случае многогранное множество условий Ж располо
жено в нижнем полупространстве гиперплоскости (5.1). 
В каждой из точек, принадлежащих как Ж, так и гиперпло
скости (5.1) (множество таких точек заведомо непусто), 
линейная форма принимает экстремальное значение Общая 
часть Ж и гиперплоскости (5.1) определяет многогранное 
множество Ж* решений данной задачи.

Если задача имеет единственное решение, то Ж* состоит 
из единственной точки — вершины Ж. В общем случае Ж* — 
некоторое выпуклое многогранное множество, размерность 
Q* которого удовлетворяет неравенствам

0 < q* < q.

Отметим, что равенство Q* =  Q имеет место лишь в том 
случае, когда Ж содержится в одной из гиперплоскостей 
семейства (4.29).

До сих пор мы предполагали, что существует предель
ное положение гиперплоскости линейной формы, определяе
мое уравнением (5.1). Очевидно, это предположение оправ
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дано при ограниченности М (если М — выпуклый многогран
ник). Если же М представляет собой неограниченное 
выпуклое многогранное множество, то может случиться, что 
при сколь угодно большом смещении гиперплоскости линей
ной формы в сторону, определяемую вектором С, она будет 
иметь общие точки с М. Это означает, что линейная форма 
задачи неограничена на множестве Ж, т. е. данная задача 
неразрешима. Следует иметь в виду, что неограниченность 
М  не является достаточным условием неразрешимости за
дачи. При одних значениях вектора С задача с неограни
ченным многогранным множеством условий будет разрешима 
(гиперплоскость линейной формы имеет конечное предельное 
положение), при других — неразрешима (конечного предель
ного положения гиперплоскости линейной формы не су
ществует).

Иногда некорректная постановка задачи приводит к не
совместимости условий (4.2), (4.3). Геометрически этот
случай соответствует тому, что область определения линей
ной формы задачи вырождается в пустое множество.

5.3. Первая геометрическая интерпретация задачи линей
ного программирования одинаково применима к любой форме 
записи задачи. Вторая геометрическая интерпретация, к опи
санию которой мы переходим, приспособлена только к ка
нонической форме задачи.

Итак, рассмотрим общую задачу линейного программиро
вания в канонической форме (задача (4.20)—(4.22)).

Введем новые переменные и19 и2, . . . , д от, ит+1:

Соотношения (5.2) определяют преобразование я-мерного 
пространства точек Х = ( х 1Ух2, . . . ,  хп) в (т-\- ^мерное 
пространство точек U=( u lt д2, . . . ,  Через Aj  обо
значим {т-\- 1)-мерный вектор-столбец с компонентами

п

«»+1= £  cixi-7 = 1 /
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Вектор Aj, первые т компонент которого совпадают с ком
понентами вектора условий Лу., был назван в гл. 1 расши
ренным вектором условий.

Теперь соотношения (5.2) можно переписать в векторной 
форме:

U — 2  Ajx/> (5.3)
/=i

По определению, множество точек U, представимых в виде
(5.3) при Xj"^ 0, j — 1, 2, я, является выпуклым мно
гогранным конусом (см. второе определение многогранного 
конуса в п. 3.5). Обозначим этот конус через К. Конус К 
порожден расширенными векторами условий AJy вершина К 
расположена в начале координат. Из соотношения (5.3) сле
дует, что К является образом положительного ортанта про
странства точек X  в (m -j-1)-мерном пространстве точек U.

Пусть точка X  удовлетворяет системе равенств (4.21). 
Тогда в соответствии с (5.3) образом этой точки в рассмат
риваемом (т+1)-мерном пространстве является точка

Ux~(Pv  •••> М *)),
п

где L(X)=  2  cj x/- С другой стороны, при любом К среди 
/=1

решений системы (4.21) найдется такое решение X , чтоА,=
п

=  м * ) = 2  CjXj. (Здесь мы предполагаем, что векторы С 
/=1

и (а{1) ai2, . , . , а /и), i =  1, 2, . . . , m ,  линейно независимы, 
причем т <  п.)

Следовательно, преобразование (5.3) переводит совокуп
ность решений системы (4.21) в прямую Q, уравнение кото
рой имеет вид

U = B  +  )iem + v — о о < А , < о о ,  (5.4)

где В=  (Ь19 . . . ,  Ъп, 0), ет + 1 =  (0, 0, . . ., 0, 1). Прямая Q
проходит через точку В и параллельна оси Оит + 1.

Поскольку планы задачи (4.20) — (4.22) обязаны удовлет
ворять как равенствам (4.21), так и неравенствам (4.22), 
преобразование (5.3) переводит многогранное множество усло
вий задачи М в общую часть конуса К и прямой Q.



Допустим, что М не является пустым множеством. Тогда 
конус К и прямая Q имеют общие точки. Обозначим пере
сечение прямой Q и конуса К через Qk. Пересечение вы
пуклых множеств выпукло. Множество Qk имеет размер
ность, не превосходящую 1. Следовательно, Qk — прямая 
либо полупрямая (луч), либо отрезок, который может выро
диться в точку.

Каждой точке U=(biy b2, . .  ., bm, X) £ Qk соответствует 
совокупность точек Х £ М,  для которых (С, — Изучаемая
задача линейного программирования состоит в определении 
такой точки X* £ Ж, на которой (С, X) достигает своего 
максимума. В рассматриваемом (т-\- 1)-мерном пространстве 
решение задачи эквивалентно отысканию точки U* £Q k с мак
симально возможной (т + 1 )-й  координатой Я*.

Здесь следует различать два случая:
1. Существует такое Ху что для любой точки 

(bv b „ . . . 9bm,k)SQk

2. Множество Qk содержит точки со сколь угодно боль
шими значениями (т-|-1)-й координаты.

В первом случае Qk представляет собой либо отрезок, ли
бо луч с направляющим вектором — ет + л (луч, идущий вдоль 
отрицательного направления оси Оит + 1). При этом исследуе
мая задача оказывается разрешимой, и ее оптимальному 
многогранному множеству Ж* (совокупности решений) соот
ветствует верхний (в смысле оси Оит + 1) конец Qk— верхняя 
точка пересечения конуса К и прямой Q.

Если множество Qk является прямой или лучом с направ
ляющим вектором ет + 1, то мы приходим ко второму случаю. 
Наличие этого случая, очевидно, означает, что линейная 
форма задачи неограничена на множестве планов задачи.

Может оказаться, что прямая Q проходит вне конуса К, 
и, следовательно, общая часть Q и К— пустое множество. 
В этом случае задача не имеет ни одного плана, т. е. система 
условий (4.21), (4.22) противоречива.

Итак, решение задачи (4.20) — (4.22) в терминах второй 
геометрической интерпретации состоит в отыскании верхней 
точки пересечения прямой Q и конуса К. При отсутствии 
общих точек у Q и К задача оказывается неразрешимой 
из-за несовместности ее условий (4.21), (4.22). Если же

§  5]  ГЕОМЕТРИЯ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 1 2 5
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общая часть Q и К — непустое множество, не имеющее самой 
верхней точки, то задача неразрешима вследствие неограни
ченности линейной формы (4.20) на многогранном множестве 
условий М.

При описании геометрической сущности задачи линейного 
программирования мы ограничились задачам^ максимизации. 
Все сказанное выше с точностью до совершенно естественных 
изменений справедливо и для задач минимизации. При жела
нии читатель может произвести эти изменения самостоятельно.

УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ 2

1. —я-мерный куб, т. е. выпуклый многогранник, опреде
ляемый в пространстве точек X = ( x lf  х 2, . . . ,  х п) условиями

0 а  >  0, / =  1, 2, . . . , я .

Определить число граней размерности q, где О ^ р г ^ я .
2. М2—я-мерный симплекс, т. е. выпуклый многогранник, 

определяемый в пространстве точек X  —  (x lt x 2t . . . , я и+1) условиями

/= i
x j ^ z Q ,  у =  1, 2, . . . ,  я +  1.

Определить число граней М2 размерности q, где O ^ Q ^ n .
3. Решить систему линейных неравенств:

х г — 2х 2 +  х 3 ^  1,
2xj +  х 2 ^  2,
Злгх +  2х 2 — 2 х г ^  3,
JCi— х2— Х3 ^  1,

2xj +  3*2 +  2лг3 2,

выписав ее общее решение.
У К а з а н и  е: воспользоваться теоремой о представлении мно

гогранного множества.
4. Пусть грани Г0 и Г многогранных множеств М 0 и М яв

ляются соответствующими в смысле, определяемом в п. 2.3. Дока
зать, что их размерности q (Г0) и q (Г) связаны соотношением

Q (Г) — Q (Г0) + я —г ,
где я —размерность пространства, г — ранг системы условий, опре
деляющей многогранное множество М.

5. Доказать, что в я-мерном векторном пространстве можно 
выделить такие я - f l  векторов, совокупность неотрицательных ли
нейных комбинаций которых совпадает с данным пространством.
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Показать, что любые I векторов при 1 ^ п  указанным свойством 
не обладают.

6. Доказать, что выпуклый многогранник может быть опреде
лен как замкнутое ограниченное выпуклое множество, содержа
щее конечное число крайних точек.

7. Доказать, что произвольное выпуклое многогранное множе
ство может быть представлено в виде суммы некоторого выпуклого 
многогранника и некоторого выпуклого многогранного конуса с 
вершиной в начале координат.

8. Доказать, что выпуклое многогранное множество, имеющее 
вершины, является выпуклой оболочкой своих вершин и неогра
ниченных ребер.

9. Доказать, что выпуклое многогранное множество М  яв
ляется выпуклой оболочкой своих граней размерности п — r и 
п —г +  1. Здесь п  — размерность пространства точек Х \  г — ранг 
системы ограничений (1.1), (1.2), определяющей М. Показать, что 
в полученном представлении могут быть оставлены только такие 
грани размерности л — г +  1, которые содержат по одной грани раз
мерности п —г.

10. Доказать, что выпуклый многогранный конус, не являю
щийся общей частью нескольких гиперплоскостей, совпадает с выпук
лой оболочкой своих граней размерности п —г +  1 , гдели  г опреде
ляются так же, как и в предыдущем упражнении.

И. Привести пример непрерывной функции, определенной на 
выпуклом многогранном множестве, для которой теорема 4.4 
неверна.

12. Если опорный план X  задачи (4.1)—(4.3) вырожденный, то 
число ребер многогранного множества М ,  выходящих из вершины X, 
может быть как меньше, так и больше п  — t. Построить соответст
вующие примеры.

13. Показать, что произвольное линейное преобразование
Г =  ЛХ,

где А  — матрица размеров п х X п 2> переводит любое выпуклое мно
гогранное множество я2-мерного пространства точек X  в выпуклое 
многогранное множество ^-мерного пространства точек Y.



ГЛАВА 3

ТЕОРИЯ ДВОЙСТВЕННОСТИ

Настоящая глава посвящена изложению основных идей 
одного из центральных пунктов линейного программирова
ния— теории двойственности.

Произвольной задаче линейного программирования можно 
определенным образом сопоставить некоторую другую зада
чу (опять-таки линейного программирования), называемую 
обычно двойственной, или сопряженной. Теория двойствен
ности обнаруживает тесную связь между обеими задачами, 
составляющими единую двойственную пару. Совместное рас
смотрение пары двойственных задач оказывается полезным 
как при построении численных методов линейного програм
мирования, так и при проведении качественных исследова
ний в линейном программировании и в примыкающих к нему 
разделах математики.

Порядок изложения материала этой главы следующий. 
В § 1 дается общая постановка вопроса и выясняются не
которые элементарные двойственные соотношения. Затем в 
§ 2 устанавливается ряд свойств выпуклых многогранных 
конусов, необходимых для доказательства теорем двойствен
ности. Доказательства этих теорем, приведенные в § 3 для 
задач с однотипными условиями, отличаются от общепри
нятых (см., например, [25]) прозрачным геометрическим смыс
лом. В § 4 теоремы двойственности переносятся на задачи 
линейного программирования со смешанными условиями. § 5 
посвящен выяснению связи между решениями двойственной 
задачи и так называемыми разрешающими множителями. 
В терминах разрешающих множителей формулируются кри
терии оптимальности планов задачи линейного программиро
вания. Здесь же приводятся две важные интерпретации раз
решающих множителей. В соответствии с первой из них
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разрешающие множители могут рассматриваться как аналоги 
множителей Лагранжа. Согласно второй интерпретации разре
шающие множители являются оценками влияния правых час
тей условий задачи линейного программирования на макси
мально достижимую величину ее линейной формы.

В последнем параграфе (§ 6) теоремы двойственности 
используются для установления ряда условий, обеспечиваю
щих единственность решения задачи линейного программи
рования, и доказательства некоторых утверждений теории 
линейных неравенств.

§ 1. Постановка вопроса

1.1. Рассмотрим общую задачу линейного программиро
вания, заданную в канонической форме.

Требуется обратить в максимум линейную форму
п

(i . i )
/=>

при условиях
п

X; ̂  Ь^ / == 1 , 2 , . . . ,  ш\ (1-2)
/=1

Х уХ ), 7 = 1 , 2 , . . . , » .  (1.3)

Одновременно с задачей (1.1) —(1.3) введем в рассмотрение 
еще одну задачу линейного программирования.

Требуется обратить в минимум линейную форму
т

1 ( К ) = 2 ^
i = i

при условиях
т

2  у =  1, 2 , . . . ,  п.
/ = 1

Задачу (1.4) — (1.5) принято называть двойственной по 
отношению к задаче (1.1) — (1.3), или сопряженной с ней. 
Задачу (1.1) — (1.3) при этом называют прямой задачей.

Перепишем условия задач (1.1) — (1.3) и (1.4)— (1.5) в 
матричной форме. Обозначим через

А =  || a^j [j =  (Аг, А2, . . .  , Ап)

5  Д . Ю дин и Е . Гольш тейн

§ И

(1.4)

(1.5)
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матрицу условий задачи (1.1) — (t.3), составленную из век
торов условий Aj этой задачи. Положим, как обычно,

3  {Ь1У Ъ2У • ш »у bm)̂ y С — (Cj, с2, . . .  , сп)

В этих обозначениях сформулированные задачи принимают 
следующий вид:

П р я м а я  з а д а ч а .  Требуется определить л-мерный 
вектор Х  = (х1уХ2у . .  . уХп)Ту обращающий в максимум

L(X) = (CyX)
при условиях

АХ=Ву
Х ^ О .

(1.Г)

( 1. 2' )

(1.3')

Д в о й с т в е н н а я  з а д а ч а .  Требуется определить т- 
мерный вектор У = (у1Уу 2у . . .  Уу т)Ту обращающий в минимум

L(Y)=(By Y) (1.4')
при условиях

ATY ^ C .  (1.5')

Таким образом, для образования двойственной задачи из 
прямой необходимо сделать следующее:

а) поменять ролями векторы В и С;
б) транспонировать матрицу А;
в) заменить знаки равенства в условиях (1.2') знаками 

неравенства;
г) исключить условия типа (1.3');
д) заменить требование максимизации требованием ми

нимизации.

Проиллюстрируем сказанное числовым примером.
Рассмотрим задачу линейного программирования, состоящую 

в максимизации линейной формы
L ( X ) = x  1 -{-Заг2 ~h 2лг3 — 3 x s—х 9 (1.6)

при условиях
2*1 +  2*2 +  *3 +  х 4 +  2 x s +  *e =  U l  n 7)
4 x t +  3 x 2—x 3 — 2a:4 — *5 +  2*6 =  l. f  '  ' '

Xy^Oy /==1,2, . . . ,  6. (1.8)
Для этой задачи

л =  ( |  |  _ }  _ f  ^); В =  (1,1)г; С =  (1, 3, 2, 0,—3,-1).
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В соответствии с общими правилами задача, двойственная 
по отношению к задаче (1.6) —(1.8), формулируется следующим 
образом.

Требуется обратить в минимум линейную форму

ЬОО^Уг+Уш
при условиях:

20,+ 40,5^1, 
20i +  302 3,
01—  02^ 2, 
01— 202^ 0,

20J-- 0 2 ^ —3
01 +  202 ̂  —  1

(1.9)

( М О )

1.2. Приведем геометрическое истолкование двойственной 
задачи. Для этого предварительно напомним геометрический 
смысл задачи (1.1)— (1.3) в терминах второй геометрической 
интерпретации (см. п.5.3 гл. 2). Условия задачи (1.1) — (1.3) 
задают линейное преобразование п-мерного пространства 
точек Х = (х 1У х 2, . . . ,  хп) в (т  +  1)-мерное пространство 
точек U=  (и„ »„ . . . .  ит+1):

П
2  a i j Xp i =  1. 2, . . т;
/ =1
П

Иот + 1=  2  t jXj .
/=1

Образом положительного ортанта пространства точек X  
является выпуклый многогранный конус К с вершиной в 
начале координат, порожденный расширенными векторами 
условий Av А2, . . . ,  Ап. Напомним, что

A / = ( ° i P  «2/. •••, а пр  Су)г -
Образом совокупности решений системы (1.2) оказывается 

прямая Q, проходящая через точку B — (bv Ь2У . .  ., Ьт> 0) 
параллельно координатной оси Оит+1. Уравнение прямой Q 
имеет вид

и = В + к е т+1, — о о < К <  оо, (1.11)
где

ет + 1 ~  ( ! » • • • »  1).

т

5 *
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Задача (1.1) — (1.3) состоит в отыскании «верхней» точки 
пересечения прямой Q и конуса К.

Рассмотрим совокупность гиперплоскостей {т-\- ^-мер
ного пространства точек U, проходящих через начало коор
динат. Уравнение любой такой гиперплоскости имеет вид

т + 1

2 М * = о .  0.12), k = i
Гиперплоскость (1.12) и ее направляющий вектор 

А =  (А,1, Хт, А,да + 1) связаны условием ортогональ
ности. Направляющий вектор определяется с точностью до 
произвольного множителя (отличного от нуля). Для наших 
целей удобно доопределить направляющий вектор А усло
вием

Яи+1= - 1 .  (1.13)

Тем самым гиперплоскости, параллельные координатной 
оси Oum + v исключаются из рассмотрения. При дополни
тельном условии (1.13) между гиперплоскостями, проходя
щими через начало координат и не содержащими коорди
натную ось 0um + v и их направляющими векторами уста
навливается взаимооднозначное соответствие.

Пусть Y = (у,, у 2, . . . ,  у т) — произвольный план задачи
(1.4) —(1.5), т. е. вектор, удовлетворяющий условиям (1.5). 
Рассмотрим гиперплоскость Пк, определяемую уравнением

т

2  о - 14)

Проверим, что конус К лежит в одном из полупространств, 
порождаемых Пг.

Действительно, в соответствии с условиями (1.5), которым 
удовлетворяет вектор У, результат подстановки в левую 
часть (1.14) координат любого вектора Aj (j== 1, 2, . . . ,  п) 
представляет собой неотрицательное число. Поэтому конус 
К, порожденный векторами Лу., j  — 1, 2, . . . ,  п , лежит по 
ту же сторону от гиперплоскости Пк, что и вектор 
— ет+1 — (0, 0 , . . . ,  0, — 1), соответствующий отрицатель
ному направлению оси Оит+1. Таким образом, конус К 
расположен «под» гиперплоскостью Пг (в смысле коорди
натной оси Оит + 1).
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Рассмотрим теперь произвольную гиперплоскость, про
ходящую через начало координат и не содержащую 
координатную ось Оит + 1. Пусть ее уравнение имеет 
вид (1.14).

Если конус К расположен «под» гиперплоскостью (1.14), 
то вектор У=^(уг, . . . ,  у т)у определяющий эту гиперпло
скость, удовлетворяет условиям (1.5) и, следовательно, явля
ется планом двойственной задачи (1.4) — (1.5). Для того 
чтобы убедиться в этом, достаточно подставить в левую 
часть (1.14) координаты расширенного вектора условий

- 1 , 2 , . . . ,  я),

который, по предположению, расположен под рассматривае
мой гиперплоскостью.

Итак, геометрическим образом множества планов двой
ственной задачи является совокупность гиперплоскостей, 
содержащих начало координат и расположенных над кону
сом К. При этом между планами Y двойственной задачи и 
гиперплоскостями Пг указанной совокупности устанавли
вается взаимооднозначное соответствие, определяемое урав
нением (1.14).

Найдем значение (т-{- 1)-й координаты я^+1 точки пере
сечения прямой Q и гиперплоскости Пк. Используя уравне
ния (1.11) и (1.14), получаем

т
2  bty t= L(Y). (1.15)

i —i

Соотношение (1.15) показывает, что значение линейной формы 
двойственной задачи на плане Y равно «расстоянию» точки 
пересечения прямой Q и гиперплоскости UY до гиперпло
скости: ит + 1 =  0 (слово «расстояние» взято в кавычки, по
тому что Um+i может быть как положительным, так и от
рицательным числом).

Теперь мы можем указать геометрический смысл двойст
венной задачи.

С геометрической точки зрения двойственная задача
(1.4) — (1.5) заключается в отыскании такой гиперплоскости, 
содержащей начало координат и расположенной «над» кону
сом К, которая пересекает прямую Q в «наинизшей» точке 
(в смысле оси Оит + 1).

§ 1]
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1.3. При т — 2 все сказанное в предыдущем пункте 
приобретает геометрическую наглядность.

Обратимся к задаче (1.6) — (1.8), у которой число усло
вий-равенств (1.7) равно 2. В данном случае расширенные 
векторы условий имеют вид

Конус К образован векторами Ар / =  1, 2, 3, 4, 5, 6, и 
расположен в трехмерном пространстве точек U— (uv и2, и3). 
Ребрами конуса К  являются лучи

Прямая Q согласно соотношениям (1.11) имеет уравнение

где — оо <  к <  ©о.
Пересечем конус К плоскостью, проходящей через точку 

(1, 0, 0) и перпендикулярной к координатной оси Оиг. Урав
нение этой плоскости имеет вид ^  =  1. Общая часть пло
скости t t j = l  и конуса К представляет собой многоугольник 
ахагагахаьаь. Вершины многоугольника аха^аьа^аьаь 
являются точками пересечения плоскости их =  1 с соот
ветствующими ребрами U = AJ'k> многогранного ко
нуса К.

Многоугольник аха2аьа^аьаь изображен на рис. 3.1. 
На этом рисунке намечена такя^е прямая Q, содержащаяся 
в плоскости ut = \.

Каждая плоскость, проходящая через начало координат 
и не содержащая координатную ось Оиг, пересекает пло
скость их =  1 по прямой, не параллельной Q. Будем называть 
такие прямые следами соответствующих плоскостей. На рис. 
3.1 изображены «етыре подобных следа:

U— A jk, к^О , У =  1» 2, 3, 4, 5, 6.

(1.16)

SR; S ' R S " R " ;  S*R*
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Как нетрудно заметить, произвольная прямая на рис. 3.1 
оказывается следом плоскости, соответствующей плану двой
ственной задачи (1.9) — (1.10), в том и только в том случае, 
если многоугольник расположен под этой
прямой. В частности, прямые RS> R*S* соответствуют 
планам двойственной задачи. Две другие прямые не опреде
ляют планов двойственной задачи: прямая R'S' проходит 
ниже многоугольника ахагага^аьа^ прямая R"S" делит 
этот многоугольник на две части. Геометрическим образом
решения прямой задачи 1£является точка а — верх- -Ms
няя точка пересечения а
прямой Q и многоуголь- s ”ника аха2ага^аьа^. *

Процесс решения Я —. “ Яг- Ssдвойственной задачи со- / Q.
-----y C j

стоит в выборе такой - / af /  иг
прямой, которая распо- * q а>
ложена над многоуголь-
ником а 1а2а ,а4а5а в и пе- ^  вб/
ресекает ось Q возмож- а*
но ниже. Геометрически
очевидно, что этим свой V
ством обладает прямая Рис. 3.1
/?*£*, являющаяся опор-
ной для многоугольника (1 хагага^а%аь в точке а. Отсюда 
следует совпадение значений линейных форм задач (1.6) — 
(1.8) и (1.9) — (1.10) на их оптимальных планах. Оптималь
ная величина обеих линейных форм равна длине отрезка аа ' 
(см. рис. 3.1).

В дальнейшем мы убедимся, что отмеченные здесь свой
ства задач (1.6) — (1.8) и (1.9) — (1.10) справедливы для 
произвольных задач линейного программирования.

При выяснении геометрического смысла задачи (1.9) — 
(1.10) мы, естественно, могли бы оперировать с самим 
конусом К, а не с сечением этого конуса плоскостью их =  1, 
содержащей ось Q. Переход к многоугольнику ax(ixa%a jibâ  
был осуществлен здесь лишь для того, чтобы сделать 
изложение более наглядным.

Отметим, что вместо плоскости их =  1 можно было бы 
взять любую плоскость, содержащую прямую Q.
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1.4. В § 7 гл. 1, где описывался экономический смысл 
задачи линейного программирования, был рассмотрен класс 
задач, все ограничения которых имеют вид неравенств и все 
переменные предполагаются неотрицательными. Задачи этого 
класса получили название задач с однотипными условиями. 
Экономическая интерпретация двойственной задачи, излагае
мая в п.1.5, также применима только к задачам с однотип
ными условиями. Произвольная задача линейного програм
мирования с однотипными условиями формулируется следую
щим образом.

Требуется обратить в максимум линейную форму

при условиях

п

2 CjX, 
/= 1 '

(1.17)

п

2 а{,х .< ,ь () 1 = 1 , 2 , . .  
/=1

(1.18)

О, У=1,  2, . . . ,  /г. (1.19)

Задачу (1.17)—(1.19) нетрудно привести к канонической 
форме. Для этого достаточно ввести дополнительные неот
рицательные переменные x n+i> i =  1, 2, . .  ., /я, и переписать 
условия задачи (1.17) — (1.19) в эквивалентном виде

п

2 a i / x / + x n + i c = b i> *=1> 2 , . . . ,  т у  (1,18') 

/ = 1 ,  2 , . . . ,  п + т. (1.19')

Эквивалентная задача имеет п-\-т  неотрицательных пере
менных и т условий-равенств.

Сформулируем, руководствуясь общими правилами, задачу, 
двойственную к задаче (1.17), (1.18'), (1.19').

Расширенные векторы условий прямой задачи имеют 
такой вид:

Г (я,/, о2/> Cj)T, если п,
A j= \  (О, 0 , .  . . ,  0,  1 , 0 , . .  . 0 ) Г, если л +  1 ^

I
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Поэтому двойственная задача формулируется следующим 
образом.

Требуется обратить в минимум линейную форму
т2 ь{у, ( 1 .2 0 )

i =1

при условиях

§ И

т

2  аи У ^ срi—1
У =  1.2, . . • , fty (1.21)

л  г» °. i=  1. 2, . . ., m. (1.22)

Важно отметить, что двойственная задача (1.20) — (1.22) 
является задачей с однотипными условиями.

Если ввести новые параметры 0^ =  — я гу, ft) =  — bi9 
c'j =  — Су, то задача (1.20) — (1.22) превращается в задачу 
максимизации линейной формы

т

2i=l
при условиях

Ь\У1 (1.20')

т

2  а; - / л < с;>i — 1
У1S3 о-

j —  ̂> 2, . . п; (1.2Г)

/ =  1, 2, .., . ,  т. (1.22')

Полученная задача имеет точно такой же вид, как и задача 
(1.17)—(1.19). Следовательно, двойственной по отношению 
к ней является задача минимизации линейной формы

п
2  с
/=1

при условиях
) xj (1.23)

2  а’ц х^ ь\’ 
/=1

X j^ O ,

i=  1 , 2 , . . • , tti, (1.24)

J =  1, 2. . . ., п. (1.25)

Если теперь в задаче (1.23)—(1.25) перейти к старым
параметрам aij ) b/, Су, то получим прямую задачу (1.17)—(1.19).

Таким образом, прямая задача (1.17) — (1.19) является 
сопряженной к двойственной задаче (1.20) — (1.22). В связи 
с этим задачи (1.17) — (1.19) и (1.20)—(1.22) естественно
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называть двойственной, или взаимосопряженной, парой. 
Каждая из задач этой пары двойственна по отношению 
к другой задаче. Поэтому выделение прямой задачи из вза
имосопряженной пары носит чисто условный характер.

В дальнейшем (§ 3) мы убедимся, что задачи (1.1)—(1.3) 
и (1.4)—(1.5) также составляют двойственную пару.

1.5, Приведем экономическое истолкование задачи
(1.20)—(1.22), двойственной по отношению к задаче (1.17)— 
(1.19). Прежде всего напомним экономическую интерпрета
цию прямой задачи (1.17)—(1.19), которая была изложена 
в п. 7.2 гл. 1.

Имеется п способов производства некоторого однород
ного продукта. Количество продукта, вырабатываемое с по
мощью у-го способа производства в единицу времени, со
ставляет Cj единиц. Использование у-го способа производства 
в течение единицы времени связано с расходом /-го фактора 
производства ( /— 1,2,  . . . ,  т), равным a

Допустим, что запасы факторов производства составляют 
соответственно bv b2i . .  ., bm единиц. Время, в течение кото
рого производство ведется поу-му способу, обозначим через Xj.

Задача (1.17)—(1.19) является математической формули
ровкой проблемы составления такого плана использования 
различных способов производства, который позволяет полу
чить максимальное количество однородного продукта при 
имеющихся в наличии ресурсах (bv bv . . . , b m).

Допустим теперь, что необходимо, оставаясь в рамках 
рассматриваемого производства, оценить каждый из его 
факторов. Мы здесь будем рассматривать лишь идеализиро
ванную замкнутую модель производства, в которой связи с 
внешним миром строго фиксированы условиями задачи.

Условия задачи (ограниченные ресурсы и отработанные 
способы производства) определяют оценку каждого фактора, 
внутреннюю для данного производства. Следует иметь в виду, 
что эта оценка является относительной. Одни и те же произ
водственные факторы в условиях разных предприятий и рай
онов представляют различную ценность. Ниже (п. 5.5) мы 
увидим, что оценка фактора является мерой полезности 
этого фактора для д а н н о г о  производства при с т р о г о  
ф и к с и р о в а н н ы х  условиях.

Изменение условий производства, в частности, изменение 
запасов различных факторов приводит к необходимости пе
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реоценки этих факторов. Относительность оценок факторов 
производства связана также и с тем, что эти оценки изме
ряются в единицах ценности выпускаемой продукции. Цен
ность продукции определяется условиями, внешними по от
ношению к данному производству.

Примем оценку единицы производимого продукта за еди
ницу. Оценка единицы производимого продукта (ценность 
продукции) является здесь исходным понятием, отправляясь 
от которого можно установить оценки различных факторов 
производства. Обозначим через у { (/ =  1,2,  . . . , / я )  оценку 
единицы /-го фактора производства (оценку /-го фактора).

Исследуем у-й способ производства с точки зрения рас
ходов и доходов.

Если использовать этот способ производства в течение 
единицы времени, то оценка всех затрат составит

т
zi =

i = 1
а оценка полученной продукции окажется равной Cj. При 
правильно выбранных оценках факторов производства оценка 
суммарных расходов не может быть меньше оценки полу
ченной продукции, ибо в противном случае часть продукции 
была бы создана из «ничего». Следовательно, для любого 
/ '=  1, 2, . . га Zj&zcj.

Другими словами, вектор оценок Y —{ух, уг, . . . ,  ут) должен 
подчиняться условиям (1.21).

Кроме того, оценки у 1У у 2, ...<>ут естественно считать 
неотрицательными числами. Поэтому вектор Y — (yv y 2i . .  .
. . . ,  у т) удовлетворяет также условиям (1.22).-

Итак, вектор оценок факторов производства является 
планом двойственной задачи (1.20)—(1.22).

Однако условия (1.21), (1.22) не могут полностью опре
делить вектор оценок Y. В рассматриваемой экономической 
интерпретации задачи (1.17)—(1.19) параметры естест
венно считать неотрицательными числами, причем при любому 
хотя бы одна из величин должна быть отлична от нуля. 
Поэтому любой вектор с достаточно большими значениями 
компонент является планом двойственной задачи (1.20)—(1.22).

Возникает необходимость в условии, не допускающем 
необоснованного завышения оценок факторов производства.

§ 1]
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Естественным ограничением подобного типа является сле
дующее. Вектор оценок Y должен быть таким, чтобы сум
марная оценка ресурсов

т
2  ь1Уь/ = i

которыми располагает анализируемое производство, достигла 
возможно меньшего значения.

В дальнейшем мы увидим, что если это условие не вы
полняется, то при любом плане использования способов 
производства оценка полученной продукции оказывается 
меньше суммарной оценки всех ресурсов. Наоборот, при 
учете указанного условия существуют планы производства, 
обеспечивающие равенство- оценок произведенной продукции 
и имеющихся ресурсов. Это обстоятельство также оправды
вает введение последнего ограничения.

Таким образом, двойственная задача (1.20)—(1.22) является 
математической формулировкой проблемы правильной оценки 
всех факторов производства. Вектор оценок факторов произ
водства совпадает с решением двойственной задачи. В даль
нейшем мы будем иногда называть планы двойственной задачи 
векторами предварительных оценок факторов производства.

Пару двойственных задач (1.17)—(1.19) и (1.20)—(1.22) 
удобно задавать в виде наглядной таблицы (табл. 3.1).

Т а б л и ц а  3.1

Производительность

Ci с2 .. • ч  ■.. сп

s Уг flu в12 •• • а\] •• • а\п h
азCJ У2 «21 а22 .. «2/ •*• а2п h A
п : CJO.>>Оно Уг ah fl/i •• . й[] . . • ain bi О0>н« { l Cu
CJCQ Ут ami атг• •• amj •• • атп bm

*1 *2 ••• */ •.. Хп

План производства
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1.6. В заключение параграфа приведем несколько простых, 
но весьма полезных утверждений относительно планов прямой 
и двойственной задач. Эти утверждения будут неоднократно 
использоваться в последующем изложении.

Л е м м а  1.1. Если Х  = {х1, х2, . .  , , х п)и У = (у 19у Л, • • • 
у т) — произвольные планы задач (1.1)—(1.3) и (1.4)—

(1.5) соответственно, то
п т

2 * 7 * / < 2 ^ *  0-26)
/=■ * <=1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию
т

2  j=  1, 2.........п.
i= 1

Следовательно,
п п т  т п

2  Cjxj <  2  * / 2  ву Л " 2  * 2  а'7х/-/=1 /=i £=i i=i /=i

Вектор «Y является планом задачи (1.1)—(1.3), поэтому
п

2  a ijX j =  Ь( для / =  1, 2, . . . ,  т .
/=i

Преобразуя с помощью этих равенств правую часть преды
дущего соотношения, имеем

п т

2  V v < 2  b# i'
/=i

Лемма доказана.
Из леммы 1.1, в частности, следует, что, приняв в ка

честве вектора оценок план двойственной задачи, не являю
щийся ее решением, мы не сможем получить совпадения 
оценок произведенной продукции и имеющихся ресурсов.

Действительно, если Y— неоптимальный план двойствен
ной задачи, a Y* — решение этой задачи, то при любом 
плане X  прямой задачи

п т т

2  c/ * / < 2  bi f i < l j biyi'1=1 t=i *=i

§ и
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Л е м м а  1.2. Если для некоторых планов X * =  (#*, х*,. . .  
и =  задан (1.1)—(1.3) « (1.4) —

(1.5) соответственно выполняется равенство
п т

2  < 7*7= 2  W  0-27)
/=1  t = l

то векторы X *, К* являются решениями соответствующих 
задач.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно лемме 1.1 для любого 
плана Х =  {xv x2f . . х п) задачи (1.1)—(1.3) справедливо 
неравенство

п т

2  сл < 2  ь‘Уг
/= 1 *• = !

Отсюда, учитывая условия леммы 1.2, получаем

2  С/ ^ У < 2  cjxp (1.28)
/=1  /=1

Неравенство (1.28), справедливое для любого планам задачи
(1.1)—(1.3), указывает на оптимальность плана X *.

Оптимальность плана К* двойственной задачи (1.4)—(1.5) 
устанавливается аналогично.

Лемма 1.2 доказана.
Экономический смысл утверждения леммы 1.2 состоит в 

следующем.
Если при некотором плане использования способов произ

водства X* и некотором векторе предварительных оценок 
факторов производства Y* оценка произведенной продукции 
оказывается равной суммарной оценке имеющихся ресурсов, 
то X* и Y* являются соответственно оптимальным планом 
производства и вектором оценок факторов производства.

Лемма 1.2 устанавливает достаточность условия (1.27) 
для оптимальности планов X* и К*. В дальнейшем мы убе
димся в том, что равенство (1.27) является также и необ
ходимым условием оптимальности планов X* и Y*.

Л е м м а  1.3. Если линейная форма (1.4) двойственной 
задачи (1.4)—(1.5) не ограничена снизу на множестве своих 
планов, то прямая задача (1.1)—(1.3) не имеет ни одного 
плана.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию, существует последо
вательность планов {КЛ} двойственной задачи (1.4)—(1.5) 
такая, что

lim (В, Yk) =  — оо. (1.29)
00

Если предположить, что прямая задача (1.1)—(1.3) имеет 
план X , то согласно лемме 1.1.

(C ,X )^ (B , Yk)

для любого натурального к. Переходя в этом неравенстве 
к пределу при к —► оо и учитывая (1.29), получаем

(С, Л) =  — оо. (1.30)

Если все составляющие вектора X  конечные величины, то 
равенство (1.30) невозможно.

Следовательно, предположение о наличии у задачи
(1.1)—(1.3) хотя бы одного плана ошибочно.

Лемма 1.3 доказана.
Поясним геометрический смысл утверждения леммы 1.3 

в (/w-f- 1)-мерном пространстве точек

£/— (uv и2у . . . ,  и,д+1).

Если существует последовательность гиперплоскостей, 
содержащих начало координат, расположенных над конусом К 
и пересекающих ось Q в точках, (т  +  1)-я координата 
которых стремится к — оо, то прямая Q и конус К не имеют 
ни одной общей точки.

Лемма 1.3 оказывается полезной при установлении не
разрешимости задачи линейного программирования.

Все три леммы этого пункта формулировались для задачи 
линейного программирования, записанной в канонической 
форме. Естественно, что эти утверждения имеют место и 
для задач с однотипными условиями, поскольку при построе
нии задачи, двойственной по отношению к задаче (1.17)— 
(1.19), мы приводили последнюю к канонической форме. 
Впрочем, отмеченным обстоятельством мы уже пользовались 
при пояснении экономической сущности приведенных здесь 
предложений.

§ И
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§ 2. О некоторых свойствах выпуклых 
многогранных конусов

2.1. Доказательства теорем двойственности, которым 
посвящен следующий параграф, существенно опираются на 
некоторые свойства выпуклых многогранных конусов. Эти 
свойства будут установлены в настоящем параграфе. В даль
нейшем, говоря о точках или векторах, мы будем иметь 
в виду элементы /z-мерного векторного пространства при 
произвольном значении п .

В главе 2 было дано два эквивалентных определения 
выпуклого многогранного конуса, расположенного в /2-мерном 
пространстве (см. п. 3.5).

Здесь удобнее пользоваться вторым определением. Напом
ним его.

Множество КроУ состоящее из точек 

^ = 2  $iRi + p о>i- 1

где p j-X ), / =  1,2,  . . . ,  N, a Rt, R2, . . . ,  RN, Р0 — некою- 
рые точки (векторы) л-мерного пространства, называется 
выпуклым многогранным конусом с вершиной в точке Р0, 
образованным (порожденным) векторами Rv /?2, . . . ,  RN.

Отметим одно простое свойство выпуклых конусов (соот
ветствующее определение см. в п. 3.2 Дополнения).

Л е м м а  2.1. Пусть П — гиперплоскость, опорная для 
конуса Т в точке Р. В таком случае эта гиперплоскость 
содержит любую точку Р' вида

Р ' = Р 0 +  |И (Р-Р0), (2Л)

где Р̂  — вершина Т, а [Х^О.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим, что уравнение гипер

плоскости П
(А, А) =  с. (2.2)

Допустим для определенности, что величина |х в соотношении
(2.1) больше 1 (другая возможность, [х<1, может быть рас
смотрена аналогично).

Если Р"— произвольная точка конуса Т, имеющая пред
ставление (2.1) при jjl<  1, то найдется такое числом, 0 < £ < 1 ,
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что
P  =  S P '+ ( 1 —S) Р".

По условию,
(А, Р) =  с.

Следовательно,
(А, SP ' +  (1— S)P") =  C,

или, после очевидных преобразований,

5 [(А, Р ' ) -  с] +  (\ - S )  [(А, Р " ) - с] =  0. (2.3)

Поскольку П — опорная гиперплоскость конуса Т, то 
каждая из величин, стоящих в квадратных скобках выражения
(2.3), неположительна (или неотрицательна). Поэтому для 
справедливости равенства (2.3) при 0 < £ < 1  необходимо, 
чтобы обе они равнялись нулю, т. е.

(А, Р ') =  (А, Р ') =  с.

Итак, произвольная точка Р ', лежащая на луче, исходя
щем из Р 0 в сторону Р, принадлежит опорной гиперплос
кости П.

Лемма доказана.
Применяя лемму 2.1 при jut =  0, получаем
С л е д с т в и е  2.1. Любая опорная гиперплоскость вы

пуклого конуса содержит его вершину.
Лемма 2.1 и ее следствие справедливы для произвольных 

выпуклых конусов. В частности, они имеют место и для 
выпуклых многогранных конусов.

2.2. Утверждения, приводимые в этом пункте, верны 
лишь для выпуклых многогранных конусов.

Рассмотрим выпуклый многогранный конус К> образован
ный векторами Rv /?2, . . . ,  RN и имеющий вершину в начале 
координат. Гиперплоскость, опорную для конуса К в точке 
Q£K, обозначим через Пq.

Л е м м а  2.2. Для произвольной граничной точки Р ко
нуса К найдется такое число е > 0 , что любая опорная 
гиперплоскость Пд, где | Р — Qj <e*) ,  содержит точку Р.

*) Напомним, что символ | А | обозначает длину вектора А: 
I А I -  1П Л А ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим противное, т. е. сущест
вует такая последовательность {QJ граничных точек конуса Р, 
что

lim \Р — Q j  =  0,
а-> *

однако ни одна из гиперплоскостей не содержит точку Р. 
Пусть

«.=I
k - i

где Р ^ ^ О , &=1 , 2 ,  . . . , $ а. Число точек Qa бесконечно. 
Количество различных систем, которые могут быть состав
лены из векторов Rv Р 2, . . RN, заведомо конечно. Поэтому 
из последовательности {QJ может быть выделена такая бес
конечная подпоследовательность {QaJ  =  {Q*}> что

Qt = t  РУ’Л »,
k - i

где система векторов Riiy Р /2, . . . , Р / Л одна и та же для 
всех точек Qat= Q t , р^}> 0 , f t = l ,  2, . . . ,  s, t =  1, 2 . . .  
Итак, получена последовательность граничных точек
конуса К, обладающая следующими свойствами:

а) для любого t

=  Р ^ Х .  (2.4)
k =  l

где система векторов Р /4, Р/2, . . . ,  Р^  не зависит от точ
ки Qt) а

Р^°>0 для k =  1,2,  2 = 1 , 2 ,  . . . ;

б) lim | Qt — Р | =  0;
f -  СО

в) Р$П ^ для любого 2 = 1 , 2 ,  . . .

Покажем, что существование такой последовательности 
невозможно.

Обозначим через К многогранный конус, порожденный 
векторами Р^, . . . ,  Р ^  и имеющий вершину в начале



координат. В соответствии с условием а

Qt e K  t = i, 2 , . . .
Условие б означает, что Р — предельная точка последова
тельности {Qt}. В силу замкнутости выпуклого многогран
ного конуса К (см. лемму 3.3 гл. 2) точка Р £К . Следо
вательно,

Р = ±  (2-5)
k = l

где §k ^ 0, £ =  1 , 2 , . . . , $ .  __
Рассмотрим произвольную точку Qt последовательно

сти {Qt}. Пусть уравнение опорной гиперплоскости По
имеет вид

(А„ А) =  0. (2.6)

При составлении уравнения (2.6) мы воспользовались след
ствием 2.1, согласно которому гиперплоскость содержит 
точку О, являющуюся вершиной конуса К.

Учитывая представление (2.4) точки Qt £ П ^ , имеем

(Л*,3*) =  2  Р*) (А1,Л /* ) - 0 .  (2.7)
k = l

Поскольку (Af, Rik) ^  0 (П ^  — опорная гиперплоскость 
конуса К), а р*>0, то равенство (2.7) возможно только 
в том случае, если

(Л„ Rik) =  0, 1, 2, (2.8)

Соотношения (2.5) и (2.8) приводят, к равенству

(At, Р) =  0,
означающему, что Р £ П ^ .

Итак., ни одна из точек последовательности {Q*}, удов
летворяющей условиям а и б, не может подчиняться требо
ванию в.

Полученное противоречие доказывает справедливость 
утверждения леммы 2.2.

2.3. Обозначим через Т р произвольный многогранный 
конус с вершиной в точке Р, образованной ненулевыми век- 
торами Т ,, Т .......... Tjvt .

§  2 ] С В О Й С Т В А  В Ы П У К Л Ы Х  М Н О Г О Г Р А Н Н Ы Х  К О Н У С О В  1 4 7
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Будем предполагать, что многогранный конус Тр удов
летворяет следующему условию:

При любых величинах у {^  О равенство
N i2 Л - 0
t=1

возможно лишь в случае, если

Л = Л =  ••• = ^ ,  =  0.
Можно показать (см. упражнение 3), что приведенное усло
вие эквивалентно требованию, чтобы вершина Р конуса Т р 
была его крайней точкой (острием).

Л е м м а  2.3. Если общая часть выпуклых многогран
ных конусов К и Т р содержит лишь точку Р, то сущест
вует гиперплоскость П с уравнением

(А, А) =  0,
опорная для К в точке Р ((Л, X) ^  0, если Х £ К \  (Л, Р) =  0) 
и такая, что

(A, Q) > о (2.9)

для всех точек Q конуса Тр, отличных от его вершины Р.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем в рассмотрение множество 

Т<?> (0 < 6 < 1 ), состоящее из точек

Р * т * + Я € Т „
k = i

для которых
N1

k = i

Как нетрудно проверить, Т р — выпуклое замкнутое ограни
ченное множество.

Проведение соответствующих рассуждений предоставля
ется читателю (см. упражнение 4).

А Ni
Точка Р$Тр. Действительно, если 0 < 8  то в

k = l
соответствии с указанным ранее свойством конуса Тр

£=1



и следовательно, любая точка Р ' множества Тр] имеет вид

р '= р + р > ,
где Р"ф0, т. е. Р'фР.

Таким образом, множества К и Гр* не имеют общих 
точек. Обозначим через Рь точку конуса К, наименее уда
ленную от множества Т р \ Существование такой точки вы
текает из замкнутости множества К и ограниченности 
множества Тр] (см. п. 3. 3 Дополнения).

Очевидно, Рь является граничной точкой конуса К. 
Пусть П3 — гиперплоскость, опорная для К в точке Р? и 
такая, что множество 7рб) лежит внутри подпространства, 
которое порождается П§ и не содержит К (ее существова
ние гарантируется следствием 3.2 Дополнения).

Убедимся, что
lim | Ра —Р | =  0. (2.10)
6-И)

Действительно, предположив противное, мы смогли бы обра
зовать последовательность {Р^}, сходящуюся к точке 
РфР  (здесь мы воспользовались ограниченностью совокуп
ности точек Рй, 0 < 8 < 1 ).

Очевидно, точка Р б =  Р  +  бТ  ̂£ Тр\ причем

| р ; - р | = 8 | т \ | .

Следовательно, согласно определению точки Р3 найдется 
такая точка Р $£Т р\ что

Переходя в этом равенстве к пределу по последовательно
сти 8k—► 0, /г =  1, 2, . . . ,  имеем

lim Рб/£ =  Urn Р6к =  Р.
fe-юо k->-00

Из этого соотношения и замкнутости множеств К и ТР 
получаем, что точка Р  содержится в общей части конусов 
К и Тр (по условию, Рб£ 7>, РЬ£К)» Но по предположению 
общая часть К и Тр содержит лишь точку Р. Полученное

§  2 ] с в о й с т в а  в ы п у к л ы х  М н о г о г р а н н ы х  к о н у с о в  1 4 9
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противоречие указывает на справедливость соотношения
( 2. 10).

Выберем теперь значение 6 =  6 *> 0  настолько малым, 
чтобы

\ р — Р в * |< е .

где е — величина, фигурирующая в условии леммы 2.2. Со
гласно этой лемме гиперплоскость Пб* является опорной 
для конуса К в точке Р.

Положим, что уравнение гиперплоскости Па* имеет вид 

(А, Х) = 0.

В таком случае из определения гиперплоскости Па* выте
кает справедливость следующих соотношений:

(А, А ) < 0  для Х £ К .  (2.11)
(А, Р) =  0, (2.12)
(А, Л )> 0  д л я А € 7 ^ * ). (2.13)

Пусть Q— произвольная точка конуса Тр, не совпада
ющая с Р.

Тогда, очевидно, найдется такое число |х>0, при ко
тором

Qr = P + \b (Q -P )€ T (P .

Отсюда, учитывая (2.12) и (2.13), имеем

(А, ф  =  (А, (1— p,)P) +  (A, [iQ) =  [i(A, Q)>0.
Итак,

(A, Q) > 0 (2.14)

для всех точек Q £ Тр, отличных от Р. Соотношения (2.11), 
(2.12) и (2.14) означают, что гиперплоскость Па* удовлет
воряет всем условиям леммы. Лемма 2.3 доказана.

Лемма 2.3 послужит основой для доказательства теорем 
двойственности, которым посвящен следующий параграф. 
При доказательстве этой леммы предполагалось, что выпук
лые конусы К к Тр многогранные, а точка Р — острие 
(крайняя точка) конуса Тр. Нетрудно привести примеры, 
показывающие, что нарушение указанных предположений
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относительно конуса К и точки Р делает утверждение 
леммы, вообще говоря, неверным. Что касается конуса Тр, 
то допущение о его многогранности может быть отброшено 
без ущерба для справедливости леммы 2.3.
% Обоснование сформулированных только что утверждений 
предоставляется читателю (см. упражнения 5 и 6).

§ 3. Теоремы двойственности

8.1. Как было показано в § 1, каждая из задач линей
ного программирования с однотипными условиями (1.17) —
(1.19) и (1.20) — (1.22) является двойственной по отноше
нию к другой задаче. Таким образом, обе они составляют 
двойственную (взаимосопряженную) пару задач линейного 
программирования. Взаимосопряженные задачи линейного 
программирования обладают рядом интересных и важных для 
приложений свойств, связывающих их воедино. Некоторые 
простейшие свойства двойственных задач были уже рас
смотрены в конце § 1.

В настоящем параграфе мы сформулируем и докажем две 
основные теоремы двойственности и выведем из них не
сколько полезных следствий. Доказательства обе«их теорем 
основываются на свойствах выпуклых многогранных конусов, 
выяснению которых был посвящен предыдущий параграф. 
Теоремы двойственности устанавливаются здесь для задач 
линейного программирования с однотипными условиями и в 
канонической форме.

Общий случай рассматривается в следующем параграфе, 
где понятие двойственности распространяется на задачи 
линейного программирования, заданные в произвольной 
форме записи.

3.2. Рассмотрим общую задачу линейного программиро
вания, записанную в канонической форме (задачу (1.1)—
(1.3) ). Задача (1.1) — (1.3) и двойственная по отношению к 
ней задача (1.4) — (1.5) обладают следующим важным свой
ством:

Т е о р е м а  3.1. Если задача (1.1) — (1.3) имеет оп
тимальный план, то задача (1.4) — (1.5) также разре
шима. При этом для любых оптимальных планов Х =  
=  (*!> * ............. х п) и Г =  (уг, уг, . . . , у т) задач (1.1) —
(1.3) и (1.4) — (1.5) соответственно выполняется

§  3 ]
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равенство
п т

2  CjXj — 2  
у=1 i=i

(3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Идея доказательства теоремы 
основывается на следующих геометрических соображениях 
(см. п. 1.2), Рассмотрим выпуклый многогранный конус /С, 
порожденный расширенными векторами условий прямой за
дачи. Геометрическим образом оптимального плана задачи
(1.1)— (1.3) является «верхняя» точка пересечения оси Q 
и конуса К (точка В). Применяя к конусу К  и лучу, исхо
дящему из точки В вверх по прямой Q, лемму 2.3, пост
роим гиперплоскость П*, опорную для /(  в точке В 
и такую, что вектор em + v проведенный из точки В, распо
ложен над П*. Полученная гиперплоскость соответствует 
оптимальному плану двойственной задачи.

2. Переходим к строгому доказательству теоремы. Как 
обычно, через Лу обозначим у-й расширенный вектор усло
вий задачи (1.1) — (1.3):

где В ~ (Ь 1У Ь2у . . . ,  Ьт)Т — вектор ограничений зада
чи (1.1) —(1.3), а Д — максимальное значение ее линейной 
формы (по условию теоремы задача (1.1) — (1.3) разрешима).

Пусть Х* — (хи х 2, хп) —оптимальный план задачи
(1.1) — (1.3). В таком случае согласно определению векторов

A j — (я^у,  а 2у,  . . . ,  a m j , C j )T.

Положим далее

Aj> У= 1, 2, . . . ,  я, и В
п

(3.2)

Обозначим через К  выпуклый многогранный конус с верши
ной в начале координат, образованный векторами Лу, у =  
=  I, 2, . . . ,  я. Соотношение (3.2) означает, что £ £ / ( .
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Рассмотрим луч S, исходящий из точки В и имеющий в ка- 
честве направляющего вектор ет + 1~(0,  О, О, 1)г*

Нетрудно заметить, что любая точка луча S, не совпа
дающая с его концом Ву расположена вне конуса К. Дей
ствительно, если бы при некотором |Л>0 точка В -f- tiem+1 
принадлежала конусу К, то нашлись бы такие неотрицате
льные числа Xjy j=  1, 2, я, что

s + P B+1= E V y  (з.з)/=1
Из векторного равенства (3.3) вытекает, что Х = ( х 1}
. . . ,  х п) является планом задачи (1.1) — (1.3), причем

. y i cJxJ ==b +  %>L. (3.4)
/ =1

Соотношение (3.4) противоречит предположению, согласно 
которому А — максимальное значение линейной формы (hi )  
при условиях (1.2), (1.3). Следовательно, равенство (3.3) 
невозможно, т. е. при Л >0

Таким образом, луч 5 всеми своими точками, кроме 
конца Ву расположен вне К.

Луч S может рассматриваться как выпуклый многогран
ный конус с вершиной в точке В, образованный единствен
ным вектором ет + 1. Очевидно, вершина В конуса S является 
его острием.

Итак, к конусу К и лучу 5 может быть применена 
лемма 2.3. В данном случае Л  ̂=  1; Р = В\ Тг = ет+1\ Тр =  
= S. В соответствии с леммой 2.3 найдется гиперплоскость 
П* с уравнением

(Л, 6Г) =  0,

обладающая следующими свойствами:

(Л, Д уХ О , / =  1, 2, . . . .  л; (3.5)
(Л, В) = 0; (3.6)

(Л, В-\- em+j) =  (А, ея +!)>0- (3.7)
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Условие (3.5) является следствием опорности гипер
плоскости П* по отношению к конусу К. Равенство (3.6) 
означает, что гиперплоскость П* содержит точку В — вер
шину конуса S. Соотношение (3.7) вытекает из условия 
(2.9), фигурирующего в формулировке леммы 2.3.

3. Теперь уже нетрудно определить оптимальный план 
двойственной задачи (1.4) — (1.5). В силу условия (3.7) 
(/»+ 1)‘Я составляющая вектора Л = (Я 1, Я2, ХтУ Лда+1)
положительна:

(Л> em + i) ~  т̂ + \ -> *̂
Учитывая этот факт, определим /я-мерный вектор Г* =  
=  (>'l, У*2> •••> Ут)> положив

У( =  — j—1L- ,  t== 1, 2, m.Л/Я + 1
Преобразуя очевидным образом условие (3.5), имеем

— т
(Л, Лу) =  Д ] Ка1/ + Ьт+1С/<  0.

или
%L_\ т

а(/“ Д{Я a iJ СР / =  1, 2, . . га.

Таким образом, вектор К* удовлетворяет условиям (1.5) 
и, следовательно, является планом двойственной задачи 
(1-4)—(1.5).

Установим оптимальность плана Y*, Выражая скалярное 
произведение, стоящее в левой части равенства (3.6), че
рез координаты векторов А и Ву получаем

т
2  ^Л- +  ^т + 1Л = 0 >1 = 1

или

i =i
В соответствии с (/я+1)-й составляющей векторного равен
ства (3.2)
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Следовательно,
п т

5  * / 'с/ = 2  Х » , - д -у=1 1=1
(3.8)

Согласно лемме 1.2 равенство (3.8) указывает на оптималь
ность плана У* задачи (1.4) — (1.5).

Итак, двойственная задача разрешима и ее оптимальный 
план Г* удовлетворяет равенству (3.8).

Если теперь X  и Y— произвольные решения* задач (1.1) —
(1.3) и (1.4) — (1.5) соответственно, то

п п

2  x j cj — 2 х/ с/ =  А>;=i /=*
т т

i=i 1=1
следовательно,

п т

/ §

Теорема 3.1 полностью доказана.
Из доказанной теоремы вытекает так называемая первая 

теорема двойственности применительно к задачам с одно
типными условиями.

Т е о р е м а  3.2 ( п е р в а я  т е о р е м а  д в о й с т в е н н о 
сти) .  Если одна из задач двойственной пары (1.17) —
(1.19) и (1.20) —(1.22) имеет решение, то другая задача 
также разрешима. При этом для любых оптимальных 
планов X  и Y этих задач имеет место равенство (3.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим произвольную задачу 
данной двойственной пары. В § 1 было показано, что если 
ее привести к канонической форме, а затем сформулировать 
задачу, двойственную по отношению к ней, то получим 
другую задачу двойственной пары. Поэтому для доказа
тельства утверждения теоремы 3.2 достаточно сослаться на 
теорему 3.1.

Следует заметить, что доказательство первой теоремы 
двойственности можно осуществить и без использования 
сравнительно сложной леммы 2.3 (см. упражнение 9).

3.3. Приведем несколько следствий из первой теоремы 
двойственности.
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С л е д с т в и е  3.1. Для разрешимости одной из задач 
двойственной пары (1.17) — (1.19) и (1.20) — (1.22) необхо
димо и достаточно, чтобы каждая из этих задач имела 
хотя бы один план.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Достаточность сформулирован
ного утверждения устанавливается без применения первой 
теоремы двойственности.

Пусть У' = (уЛ, y2i . . . ,  ут) — произвольный план за
дачи (1.20) — (1.22). В таком случае согласно лемме 1.1 
для любого плана Х = ( х 1, х 2, х п) задачи (1.17) —
(1.19) справедливо неравенство

п т

Итак, множество планов задачи (1.17) — (1.19) непусто, и 
линейная форма (1.17) ограничена на нем сверху. Поэтому 
в соответствии с теоремой 4.4 гл. 2 задача (1.17) — (1.19) раз
решима.

Разрешимость задачи (1.20) — (1.22) устанавливается 
аналогично.

2. Необходимость указанных условий следует из первой 
теоремы двойственности. Действительно, если одна из задач 
двойственной пары разрешима, то разрешима и другая за
дача. Следовательно, каждая из задач двойственной пары 
имеет по крайней мере один план.

С л е д с т в и е  3.2. Для того чтобы одна из задач 
двойственной пары имела планы, а множество планов 
другой задачи было пусто, необходима и достаточна не
ограниченность линейной формы первой задачи на множе
стве ее планов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Достаточность условий след
ствия 3.2 составляет содержание леммы 1.3.

2. Для установления необходимости указанных условий 
обратимся к первой теореме двойственности. Если множе
ство планов одной из задач двойственной пары пусто, то 
эта задача неразрешима и, следовательно, другая задача 
также не имеет решения. Но, по условию, последняя задача 
имеет планы. Следовательно, ее неразрешимость обусловлена 
неограниченностью линейной формы на множестве планов 
(см. теорему 4.4 гл. 2).
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При исследовании задач двойственной пары можно сто
лкнуться с одной из трех взаимоисключающих возможно
стей:

а) обе задачи имеют планы;
б) планы имеются только у одной задачи;
в) для каждой задачи двойственной пары множество 

планов пусто.

Приведем соответствующие примеры.
П р и м е р  1. Задача Г:

5 х г -{-х2 — шах; 
х 1 +  2 х 2 < ^ 4 ,

2x i  -f-З х 2 ^  3» 
л^^О , х 2 ^ 0 .

Задача I I ',  двойственная по отношению к задаче I ', имеет 
вид

4 у х +Зг/2—min;
У\ +  2у2 ^  5,

2 у х +  3у 2 ^  1,
G, у 2 ^  0.

Очевидно, каждая из этих задач имеет планы: 
вектор (0, 0) — план задачи I ', 
вектор (1, 2)— план задачи II '.
П р и м е р  2. Прямая задача I" имеет вид

5 х х + х 2—шах; 
х х— 2 х 2 ^ 2 ,  
х х—З х 2 < 3 ,  

х 2 ^ 0 .

Двойственная задача II" выглядит следующим образом:

2#, + 3у2—min;
У\ +  У г ^  5,

—  2у ,  —  3 у 2 ^ \ ,
У у 2 ^  0.

Вектор (0, 0) является планом задачи I". Задача И" не имеет 
ни одного плана. В самом деле, умножая первое условие задачи 
И" на 2 и складывая со вторым, имеем

—
или

у2< — 11,

что противоречит последнему условию задачи: y z ^ 0 t

§ 31
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П р и м е р  3. Прямая задача Г " :
Ъхх +  х2— шах;

х1— х2 ^  1,
■—Х\ +*2 ^
Х х ^5 0, *2^ 0 .

Двойственная задача И'":
Ух —  ЪУг —  min;

*/i—# 2 ^ 5 ,

* /i^0 , r/2^ 0 .
Сложим два первых условия задачи Г " :

0 <  — 1.
Полученное противоречие указывает на отсутствие планов у 

задачи Г " . Проделав ту же самую операцию над условиями за
дачи I I '" , получаем 0 ^ 5 . Следовательно, задача 1Г " также не 
имеет ни одного плана.

Итак, каждая из отмеченных возможностей а, б и в 
действительно реализуема.

Из следствия 3.1 вытекает, что условия случая а экви
валентны предположению о разрешимости обеих задач двой
ственной пары. Обратившись к следствию 3.2, видим, что 
случай б равносилен требованию неограниченности линейной 
формы одной из задач на множестве ее планов.

Приведем еще одно следствие из первой теоремы двой
ственности, содержащее необходимое и достаточное условие 
оптимальности планов взаимосопряженных задач.

С л е д с т в и е  3.3. Для оптимальности планов Х* =  
=  (*Г> • • м Хп) и Y*=(y*l) у*2) . . ., у*т) задач (1.17) —

(1.19) и (1.20) — (1.22) соответственно необходимо и до
статочно выполнение равенства

п т

= 2 ^ : .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность этого условия сле
дует из леммы 1.2. Необходимость составляет содержание 
второй части первой теоремы двойственности.

3.4. Для дальнейшего нам понадобится несколько новых 
определений.
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Рассмотрим условия задач (1.1) — (1.3) и (1.4) — (1.5), 
имеющие вид неравенств. Этими условиями являются нера
венства (1.3) для прямой задачи и соотношения (1.5) для 
двойственной задачи. т

Условие с номером j  системы (1.5) назо“

вем двойственным по отношению к условию с номером j  
системы (1.3) ( X j^  0).

Условие с номером j  системы (1.3) (системы (1.5)) на
зовем закрепленным, если для л ю б о г о  оптимального плана 
X* (Y*) задачи (1.1)— (1.3) (задачи (1.4)— (1.5)) имеет место 
соотношение

т

*7 =  0 ( 2  аиу] =  су),i = 1 J J

т. e. если это условие выполняется как равенство на лю
бом оптимальном плане соответствующей задачи.

Условие с номером j  системы (1.3) (системы (1.5)) на
зовем свободным, если х о т я  бы д л я  о д н о г о  оптималь
ного плана X* (У*) задачи (1.1)— (1.3) (задачи (1.4) — (1.5)) 
имеет место соотношение

т
* /> 0  ('2i aijy t >c]),

Ы1 J

т. е. если это условие выполняется как строгое неравенство 
х о т я  бы д л я  о д н о г о  оптимального плана соответству
ющей задачи.

Приводимая ниже теорема устанавливает связь между 
условиями системы (1.3) и двойственными по отношению 
к ним условиями системы (1.5).

Допустим, что задача (1.1) — (1.3), а следовательно, и 
двойственная по отношению к ней задача (1.4)—(1.5) раз
решимы.

Т е о р е м а  3.3, Если некоторое условие системы (1.3) 
свободное (закрепленное), то двойственное по отношению 
к нему условие системы (1.5) является закрепленным 
(свободным).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем придерживаться обозначе
ний, принятых в процессе доказательства теоремы 3.1.
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1. Покажем вначале, что если у0-е условие системы (1.3) 
свободное, то / 0-е условие системы (1.5) закрепленное.

Геометрический смысл приводимых ниже рассуждений 
состоит в следующем.

Оптимальному плану двойственной задачи соответствует 
гиперплоскость П*, содержащая верхнюю точку пересечения 
конуса К и оси Q (точку В) и расположенная над конусом К.

Поскольку у0-е условие системы (1.3) свободное, то век
тор В может быть представлен в виде неотрицательной ли
нейной комбинации векторов Ау, содержащей вектор А^  
с положительным коэффициентом. Поэтому вектор А^  при
надлежит гиперплоскости П*, что геометрически означает 
закрепленность / 0-го условия системы (1.5).

2. Переходим к аналитическому доказательству первой 
части теоремы. Рассмотрим произвольное решение

У*  =  ( Уи  Уг ,  - “ , Ут)

двойственной задачи (1.4) — (1.5). Если положить

Л =  ( У\ ,  У 2  у . . . у  У пи 1 )>
то

(Л, Ту) <  0, 7 = 1 , 2, . . . ,  /2, (3.9)

так как К* — план задачи (1.4)—(1.5).
По условию, существует такое решение

х*  = (х', хп)
*

задачи (1.1)— (1.3), для которого лу0> 0 . В силу оптималь
ности планов Y* и X * имеет место равенство (следствие 3.3)

п т
л =  2  Cjx) =  2

/=i l
или, что то же самое,

(Л, В) =  0. (3.10)

Подставляя в равенство (3.10) выражение для вектора Ву 
определяемое соотношением (3.2), имеем
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В соответствии с неравенствами (3.9) каждое слагаемое ле
вой части (3.11) неположительно, поэтому для выполнения 
равенства (3.11) необходимо, чтобы все слагаемые равнялись 
нулю. В частности,

*/.(л >лл) =  о.
Но по условию, Xj0> 0. Следовательно,

т

(Л, A Jt) =  -  S  * Ч Л +  <7. =  0. (3.12)

Поскольку равенство (3.12) имеет место для любого 
оптимального плана Г* задачи (1.4) — (1.5), то закрепленность 
у0-го условия системы (1.5) доказана.

3. Обратимся теперь к доказательству второй части тео
ремы, согласно которой из закрепленности у0-го условия 
системы (1.3) следует, что / 0-е условие системы (1.5) сво
бодное.

Прежде всего поясним геометрически идею доказатель
ства. Из точкк В — геометрического образа решения задачи 
(1.1) — (1.3) — проводится два вектора: вектор em + v направ
ленный вверх по прямой Q, и вектор В —Лу*о, идущий от 
точки Aj к точке В . В соответствии с условиями теоремы 
конус, порожденный векторами ет + 1 и В —Лу-о и имеющий 
вершину в точке В , удовлетворяет всем требованиям лем
мы 2.3. Поэтому через точку В может быть проведена ги
перплоскость П*, опорная для К и такая, что все точки 
построенного конуса, кроме его вершины Ву расположены 
над П*. Гиперплоскость П* является геометрическим обра
зом оптимального плана задачи (1.4)—(1.5), обращающего 
/ 0-е условие системы (1.5) в строгое неравенство.

4. Переходим к строгому доказательству второй части 
теоремы. Пусть у0-е условие системы (1.3)-—закрепленное. 
Согласно определению это значит, что в любом оптимальном 
плане задачи (1.1) — (1.3) / 0-я компонента равна нулю. Дру
гими словами, в произвольном представлении вида (3.2) 
вектора В вектор Ajo отсутствует.

Рассмотрим выпуклый многогранный конус с вершиной 
в точке Ву образованный векторами ет + 1 и В —Луу  Пусть

R =  Я +  И'Х (В—Л/о) +  + (3.13)

6  Д .  Ю дин и Е, Гольштейн

§  3 ]
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(х2^ 0 —произвольная точка Т#. Покажем, что при 
|Xi +  М'2> 0  точка ЩК- Для ft! =  0 это было установлено 
при доказательстве Теоремы 3.1.

Пусть теперь |ы1>  0. Додустим противное:

т. е.
Я =  Я - Н М Я - Л л ) +  м » + . € * ,

R =  2 x'/Aj,
7 = i

(3.14)

где ХП ‘ 0 для j=  1, 2, 

/?' = Нч д 
1 + |* 1  /о

п. Образуем вектор 
1

1 +Р! R. (3.15)

Поскольку конус К — выпуклое множество, то точка R' £ К.
Подставляя в (3.15) вместо вектора R его выражение 

из (3.13), имеем

/? '= В г 1 +|X1 m + l
е к .

Если р,2> 0 , то полученное соотношение противоречит 
тому, что А ((т + 1 )-я  компонента вектора Б) является 
максимумом линейной формы (1.1) при условиях (1.2) и (1.3) 
(см. доказательство теоремы 3.1).
Если же |и2==0, то

В =  R' = Iх! А
1+1*1 л 1+1*1 я,

откуда, используя равенство(3.14), получаем представление 
вида (3.2) для S, содержащее вектор А^  с положительным 
коэффициентом, что невозможно по условию.

Итак, предположение (3.14) оказалось ошибочным. Сле
довательно, точка R§K, если коэффициенты \i1^ 0  и (х2^ 0 ,  
участвующие в ее представлении (3.13), подчиняются условию

Таким образом, все точки конуса Т]§, кроме его верши
ны S, расположены вне конуса К.

Заметим, что точка В является острием конуса Т^. 
Действительно, при любых р,2 ^ 0  из условия



Hi +  H*>G следует, что

Я =  В + ц , (S —■А],) +  № т4.1ФВ€.К.
Поэтому

ц, {В Aj6) -\-\1^т+̂ 0 .
5. Проведенные рассуждения дают основание применить 

к конусам К  н Тв лемму 2*3, В данном случае

Р = В ; N, = 2; T2 =  W

В соответствии с леммой 2.3 найдется гиперплоскость II* 
с уравнением

(Л, 77) =  О,

удовлетворяющая условиям:
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(Л, Лу)< О , / = 1 ,  2, . (3.16)

(Л, 5) =  0; (3.17)

(Л, В-\-ет+1) ~  (Л., е (3.18) 

(Л, В + (В *-А /ь)) = — (А9 ЛУо)> 0 . (3.19)

Неравенства (3.16) и равенство (3.17) указывают на то, 
что гиперплоскость П* является опорной по отношению 
к конусу К  в точке В. Соотношения (3.18) и (3.19) следуют 
из свойства Гиперплоскости П*, согласно которому все точки 
конуса Тз* кроме его вершины, расположены над П*.

В соответствии с условием (3.18) (т + 1 )-я  компонента 
вектора Л=г(А,1} А,^+1) положительна. Следова
тельно, можно ввести вектор У^=^(уи у2, . . . ,  ym)t положив

У* _  _  _A i_  ( г =  1, 2, . .  ., от.
Лт + 1

Используя условия (3.16) и (3.17), подобно тому как это 
было сделано при доказательстве теоремы 3.1, заключаем, 
что вектор К* является решением двойственной задачи
(1.4) — (1.5). Согласно неравенству (3.19)

%  ̂ iaijQ +  ̂ W+lC/0 <°t

6*
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или, что то же самое,
т т

^ ( _ т ^ г ) а ' 7 о = 2 ^ Ч . > с/о- <3-20>
г =si 4 '  i =  i

Итак, получен оптимальный план Y* задачи (1.4)— (1.5), 
удовлетворяющий неравенству (3.20). По определению, это 
означает, что у0-е условие системы (1.5) является свободным. 

Теорема 3.3 доказана полностью.
Рассмотрим задачу линейного программирования с одно

типными условиями (1.17)—(1.19) и двойственную по отно
шению к ней задачу (1.20)—(1.22).

Приведем задачу (1.17)—(1.19) к канонической форме, 
введя дополнительные переменные

п

х п +  i =  b i —  2 a i j x j  S 3  о ,  i =  1, 2, . . . ,  т .

Теперь мы можем распространить определения, введенные 
в начале параграфа, на задачи с однотипными условиями. 
В данном случае векторы условий Aj имеют вид 

( К / .  «2/. если
\  (0, . . . ,  0, 1,0,  . . . ,  0)г, если я + 1

n - j

Поэтому условие
пг

И/. У) =  2  а 1/У1 >  су ( /=  1, 2, . . . ,  я)

задачи (1.20)— (1.22) является двойственным по отношению 
к условию 0 задачи (1.17)—(1.19). Аналогично, условие

(Ап+ь Y) = y t ^ 0  {i=  1, 2, . . . ,  m)
задачи (1.20)—(1.22) является двойственным по отношению 
к условию

п

X n + i ~  b i —  2  a i j x j  ^  0

задачи (1.17)— (1.19).
Итак, у-е условие системы (1.21) является двойственным 

по отношению к у-му условию системы (1.19); /-е условие
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системы (1.22) оказывается двойственным по отношению 
к /-му условию системы (1.18).

Если принять задачу (1.20)—(1.22) за прямую, то, как 
было показано в § 1, задача (1.17)— (1.19) окажется двой
ственной по отношению к ней. Отсюда вытекает, что у-е 
условие системы (1.19) (/-е условие системы (1.18)) является 
двойственным по отношению к у-му условию системы (1.21) 
(/-му условию системы (1.22)). Таким образом, у-е условия 
систем (1.19), (1.21)

т

•K/SsO, 2 а »у.У/ ^  с 1 (3.21)
'  1=1 '  1

и /-е условия систем (1.18), (1.22)
п

2  aijX} <  &;, Уi 0 (3.22)

естественно называть парами двойственных условий взаимо- 
сопряженных задач (1.17)—(1.19) и (1.20)— (1.22). Отметим, 
что двойственная пара (3.21) отвечает у-му столбцу табл. 3.1 
и поэтому составляющие ее условия называются столбцовыми.

По той же причине условия двойственной пары (3.22) 
называются строчными (они соответствуют /-й строке 
табл. 3.1).

Определения свободного и закрепленного условия, данные 
в начале параграфа для канонической формы задачи линей
ного программирования, естественным образом переносятся 
на задачи с однотипными условиями.

Именно, условие задачи считается свободным, если су
ществует решение, на котором условие удовлетворяется 
как строгое неравенство; условие задачи считается закреп
ленным, если на всех решениях данной задачи оно удовле
творяется как равенство.

После этих предварительных замечаний можно сформули
ровать вторую теорему двойственности для задач с одно
типными условиями.

Т е о р е м а  3.4 ( в т о р а я  т е о р е м а  д в о й с т в е н 
ности) .  Если взаимосопряженные задачи (1Л7)—(1.19) 
и (1.20) — (1.22) разрешимы, то в каждой паре их двой
ственных условий (столбцовых или строчных) одно условие 
свободное, а другое—закрепленное.
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Вторая теорема двойственности является очевидным след
ствием теоремы 3.3 и приведенных выше определений для 
задач с однотипными условиями.

3.5. Как первая, так и вторая теоремы двойственности 
будут неоднократно использоваться в дальнейшем изложении. 
Поэтому весьма существенно отчетливо представлять себе 
их содержание. Утверждения теорем двойственности ста
новятся особенно прозрачными, если переформулировать их 
в терминах производства однородного продукта. Эти термины 
уже использовались для экономической интерпретации пары 
двойственных задач с однотипными условиями.

Согласно первой теореме двойственности оптимальный 
план производства существует в том и только в том случае, 
если все факторы производства имеют оценки. Допустим, 
что производство обладает оптимальным планом и, следова
тельно, все его факторы могут быть оценены. Следует за
метить, что в реальных случаях это всегда так. Вообще 
говоря, как оптимальный план производства, так и система 
оценок факторов производства определяются неоднозначно.

Согласно второй части первой теоремы двойственности 
при любых оценках производственных факторов (составляющих 
решение двойственной задачи) оценка продукта, полученного 
реализацией любого оптимального плана производства, совпа
дает с суммарной оценкой имеющихся ресурсов. Таким 
образом, характеристическое свойство оптимального плана 
состоит в совпадении с точки зрения принятых оценок ре: 
зультата производства и его затрат. При любом другом 
плане использования технологических способов (отличном от 
оптимального) производство будет убыточным: оценка про
изведенной продукции окажется меньше, чем суммарная 
оценка имеющихся ресурсов. Это объясняется тем, что при 
неоптимальном плане возможности производства используются 
неполностью.

Напомним, что в качестве вектора оценок факторов про
изводства выбирается такой набор предварительных оценок 
производственных факторов (план двойственной задачи), ко
торый обращает суммарную оценку имеющихся ресурсов 
(значение линейной формы двойственной задачи) в минимум. 
Смысл этого условия становится теперь совершенно ясным. 
При его соблюдении выполняется характеристическое свойство 
оптимального плана. Если же в качестве вектора оценок



принять некоторый набор предварительных оценок, не обра
щающий в минимум суммарную оценку имеющихся ресурсов, 
то характеристическое свойство оптимального плана нару
шается.

В этом случае оценка результата производства, рабо
тающего по любому плану, в том числе и по оптималь 
ному, оказывается меньше суммарной оценки имеющихся 
в наличии ресурсов. Естественно, что оценки, при которых 
имеет место подобное положение, нельзя считать целесо
образными.

Перейдем к экономической интерпретации второй теоремы 
двойственности.

Вначалё обратимся к строчным условиям двойственной 
пары задач, определяющих данное производство.

Пусть при одном из оптимальных планов использования 
способов производства /-й производственный фактор исполь
зуется неполностью. Тогда по второй теореме двойственности 
его оценка равна нулю. Наоборот, если оценка /-го произ
водственного фактора (при любом векторе оценок) равна 
нулю, то существует такой оптимальный план производства, 
при котором ресурсы /-го фактора используются не в полном 
объеме.

Такое положение следует признать естественным.
В самом деле, фактор, запасы которого превышают по

требности в нем (с точки зрения некоторого оптимального 
плана производства), не представляет ценности для произ
водства: некоторое сокращение запасов по такому фактору 
не уменьшит возможностей производства. Поэтому оценку 
данного фактора с точки зрения рассматриваемого произ
водства естественно принять равной нулю. Допустим теперь, 
что излишек указанного фактора изъят. В этом случае он 
приобретает известную ценность: дальнейшее уменьшение 
его запасов ведет к сокращению конечной продукции. 
Оценка фактора становится положительной.

Приведем теперь экономическое истолкование столбцовых 
условий рассматриваемой пары двойственных задач.

Согласно второй теореме двойственности данный способ 
производства используется в некотором оптимальном плане 
в том и только в том случае, если при его реализации 
оценки полученной продукции и затраченных ресурсов со
впадают (с точки зрения любого вектора оценок). Интуитивно
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это утверждение представляется вполне естественным: если 
некоторый способ производства связан с превышением рас
ходов над доходами, то его использование не имеет смысла.

§ 4. Задачи линейного программирования 
в произвольной форме записи

4.1. В предыдущем параграфе были установлены соот
ношения двойственности для задач линейного программиро
вания с однотипными условиями. В настоящем параграфе 
эти результаты будут перенесены на задачи линейного про
граммирования, заданные в произвольной форме.

Сформулируем общую задачу такого типа.
Требуется обратить в максимум линейную форму

п

при условиях:
L{X)=  2  с/х/ (4.1)

п ( ^ b h i =  1, 2, . . от, < от,
2 j ai/Xj 
/=1 \  ==&,., г' =  от,+ 1, от,+  2, от; (4.2)

JC/SsO, / =  1, 2, . .  л , < л . (4.3)

Таким образом, одна группа условий (4.2), связывающих 
все переменные задачи, состоит из неравенств (число их m j, 
а другая представляет собой равенства (количество равенств 
т — m j. При этом часть переменных Xj задачи предпола
гаются неотрицательными (пг переменных). То, что именно 
первые т1 условий (4.2) имеют вид неравенств и ограниче
ния (4.3) относятся к первым пх переменным, нисколько не 
уменьшает общности постановки задачи. К этому случаю 
можно всегда прийти с помощью соответствующей перену
мерации переменных и условий задачи. Условия задачи (4.1) —
(4.3) естественно называть смешанными (в противоположность 
однотипным условиям задачи (1.17)—(1.19)). Поэтому задачи 
типа (4.1)— (4.3) иногда называются задачами со смешан
ными условиями.

По определению, задача, двойственная по отношению 
к задаче (4.1)—(4.3) (или сопряженная с ней), состоит
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в минимизации линейной формы
т

(4.4)

при условиях:

Таким образом, задача, сопряженная с задачей со сме
шанными условиями (4.1)— (4.3), составляется согласно сле
дующим правилам.

Если переменная Xj задачи (4.1)— (4.3) предполагается 
неотрицательной, то у-е условие системы (4.5) является 
неравенством. Если же на Xj подобное ограничение не на
кладывается, то у-е соотношение (4.5) представляет собой 
равенство. Аналогичные связи имеются между условиями 
(4.2) задачи (4.1)— (4.3) и ограничениями (4.6) задачи (4.4) —
(4.6). Если г-е условие системы (4.2) — неравенство, то 
y i ^  0. В противном случае переменная y t может принимать 
как положительные, так и отрицательные значения.

Как нетрудно проверить (см. упражнение 10), задача
(4.1) — (4.3) является двойственной по отношению к задаче
(4.4) — (4.5).

Поэтому обе эти задачи имеет смысл называть парой 
двойственных (или взаимосопряженных) задач.

Заметим, что приведенное только что определение двой
ственной задачи не противоречит понятию двойственности, 
данному ранее для задач с однотипными условиями и задач 
в канонической форме.

Если положить тх = т, пх = п, то задача (4.1) — (4.3) 
превращается в задачу с однотипными условиями (1.17) — 
(1.19), а двойственная задача (4.4) — (4.6) переходит в за
дачу (1.20) — (1.22). При т1 =  0, пг-=п задачи (4.1) — (4.3) 
и (4.4)—(4.6) превращаются в задачи (1.1) — (1.3) и (1.4) —
(1.5) соответственно.

4.2. С каждой задачей линейного программирования вида
(4.1) — (4.3) свяжем следующую задачу с однотипными ус
ловиями;
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Требуется обратить в максимум линейную форму

при условиях

Л1 и
2  c/xi +  2  с j (xi — xi+n2)
i-1 '*— ’ ‘/ = Л i + l

(4.7)

П\
2  “и*] +  2  aij (*/— x'i+n2) <  6,-,/=1 /=/Il + l

/ = 1 ,  2, . . /и,

— — 2  a i j ( xi Xj+fi2) ===== — ̂  (1
/=1 /=n, +1

t  =  « ,  +  l ,  W j  +  2 ,  w ;

x'j5s0 , y = l ,  2, n, я + 1 ,  га +  я2,

► (4.8) 

(4.9)

где n2 = n —nx— число переменных задачи (4.1)— (4.3), 
неотрицательность которых не предполагается.

Установим соответствие между переменными задач (4.1)—
(4.3) и (4.7)— (4.9).

/г-мерный вектор X=-(xv х2У . . . ,  хп) и (п -{- /г2)-мерный
вектор X ' =  (х1У х2} . . .  у хп+п2) назовем соответствующимйу 
если их компоненты связаны соотношениями

( */, j = h  2, . . . , П1У
I х) — х]+п2у j  — ni +  1, ni -j~2y

(4.10) 
, п.

Очевидно, каждому (/2-f-я2)-мерному вектору^ ' соответ
ствует единственный /2-мерный вектор X . Вместе с тем 
любому //-мерному вектору X  соответствует целое семейство 
(/г +  /22)-мерных векторов X '.

Таким образом, соответствие, устанавливаемое формулой 
(4.10), является однозначным только в одну сторону.

Пусть X' = (хи х2у . . .  у хп+п2)— план задачи (4.7)—(4.9). 
Используя соотношение (4.10), легко получить, что соот
ветствующий вектор Х — (хгу х2у . . . ,  хп) является планом 
задачи (4.1)— (4.3).

Действительно,
пх п п
2  a i ] X j  +  2  a i j  (x’j —  X j + n2) =  2  « / j X j .
/=1 / = Л, + » /=1

(4.11)
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Учитывая, далее, условия (4.8), имеем

или

Итак, вектор Х = (х 19 х2, . . . , хп) удовлетворяет усло
виям (4.2), (4.3) задачи (4.1)—(4.3) и, следовательно,
является ее планом.

Пусть теперь X=*(xv х2У . .  . , хп)— произвольный план 
задачи (4.1) — (4.3).

Среди (# -|-л2)-мерных векторов Х 'у соответствующих Х у 
заведомо существуют векторы с неотрицательными компонен
тами. Одним из них является вектор X ' =  (#i, x 2i ••• , Хп+п2)>

{ max(0, — Xj), j = n +  1, п +  2, , га +  л2.

Неотрицательность всех составляющих вектора X ' оче
видна. Соответствие векторов X  и X' следует из равенств

справедливых для j = n l -\-1, пг-\-2, . .  . , п.
Из равенства (4.11) и условий (4.2), (4.3) вытекает, 

что любой вектор X ' с неотрицательными компонентами, 
соответствующий плану X  задачи (4.1) — (4.3), является 
планом задачи (4.7) — (4.9).

Итак, каждому плану задачи (4.7)— (4.9) соответствует 
некоторый план задачи (4.1)— (4.3). Обратно, каждому плану 
задачи (4.1)— (4.3) соответствует некоторое семейство 
планов задачи (4.7)—(4.9). Соответствие устанавливается 
формулой (4.10).

где

Xj— Xj+n2 =  max (0, x j)— max (0, —xj) —
j  x , - 0  = *

{
f x}— 0 —Xj, если Xj’SzO,
\  0 — (—Xj) = Xj, если X j<  0,
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Покажем, что значения линейных форм задач (4.1) —
(4.3) и (4.7)— (4.9) на соответствующих друг другу планах 
X  и X' этих задач совпадают.

Действительно, учитывая соотношения (4.10), получаем

2  V v = 2  2
/=1 / = 1 /-Я1 + 1

Су (Xj  Xj  + n2)»

Отсюда следует, что между решениями задач (4.1) — (4.3) 
и (4.7)— (4.9) имеет место соответствие, определяемое 
формулой (4.10).

Задача (4.4)— (4.6), двойственная по отношению к задаче
(4.1) — (4.3), легко приводится к виду (4.1)— (4.3). Для 
этого достаточно положить Су =  —су., а ^ =  — а /у., bt — —bt. 
При этом задача (4.4)— (4.6) переходит в задачу максими
зации линейной формы

т _
2  btft
t = i

при условиях:

2  {
У1--

< су> / '=  1, 2, , я,,

=  Су, j=  Л, +  1, . . . , Я,

3, / =  1, 2, . . .  , /и,.

Поэтому задаче (4.4)—(4.6) соответствует следующая 
задача с однотипными условиями:

Требуется обратить в минимум линейную форму
тх т
2  ъ#\ +  2  bt (y't у i+ш2)
l=i l=mi +1

при условиях:
тх
2  ацУ1 +  2  aij (y’i — y'i + m2) С ,,

/  =  1 1 у

У= 1, 2, . . .  , л,
mt m

— 2  — 2  aijiy'i— Уит2) S3 — Cy, ̂= 1 / = /72! +1
J — ni +  1, • • • , я,

У < > 0 , / = 1 ,  2, . . . ,  т-\-тг,

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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где т2 = т —тх— число переменных задачи (4.4)— (4.6), 
не ограничиваемых условием неотрицательности.

Согласно условию (4.10) т-мерный вектор Y —(yv 
у 2, ••;> Ут) и (я» +  /»*)-мерный вектор Y' =  (y[, у*, . . .
. .  ., у т+т2) считаются соответствующими, если

( y'i, * =  1, 2, , mv
У1 =  )  ’ > . , . (4 Л 6 )У У1 — Ус + тг, 1 = т1 +  1, . . . ,т .

По доказанному, каждому плану Yr задачи (4.13) — (4.15) 
соответствует план Y задачи (4.4)— (4.6). Наоборот, любой 
вектор Y' с неотрицательными компонентами, соответст
вующий плану Y задачи (4.4)— (4.6), является планом 
задачи (4.13) — (4.15). При этом, если Y и Y' —два соответ
ствующих друг другу плана задач (4.4)—(4.6) и (4.13) —
(4.15), то оптимальность одного из планов влечет за собой 
оптимальность другого плана.

Из записи задач (4.7)— (4.9) и (4.13)— (4.15) непо
средственно следует, что они составляют пару двойственных 
задач с однотипными условиями.

4.3. Теперь мы подготовлены к тому, чтобы перенести 
утверждения теорем двойственности на задачи со смешан
ными условиями.

Т е о р е м а  4.1 ( п е р в а я  т е о р е м а  д в о й с т в е н 
н о с т и ;  о б щ и й  с л у ч а й ) .  Если одна аз задач двой
ственной пары (4.1)—(4.3) и (4.4) — (4.6) имеет реше
ние, то другая задача также разрешима. При этом 
для любых оптимальных планов Х = {х 1У х2У . . . ,  хп) 
и У =  0V «У2> • • • > Ут) этих задач справедливо ра
венство

п т

S c y * y = S ^ , .  (4.17)
/=1 *=»

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что задача (4.1)—(4.3) 
разрешима и пусть X — ее оптимальный план. Введем 
в рассмотрение вектор X '=  (хи *2, ••• , яп+п2), связанный 
с X  соотношениями (4.10) и имеющий неотрицательные 
компоненты. По доказанному, X ’ является решением задачи
(4.7)—(4,9).
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Воспользуемся первой теоремой двойственности для задач 
с однотипными условиями (теорема 3.2). Согласно этой 
теореме задача (4.13) — (4.15), сопряженная с задачей (4.7) — 
(4.9), разрешима, и для любого ее оптимального плана 
Y' = (уи у2> ••• , Ут+т2) имеет место равенство
« 1  п

2  <7 * /+  2  с А х , —  х 1+Пж)= *
1 = 1 ]=Пх+1

тх т
=  2 ^ У *  +  2  bt (y't —y't+nh)- (4.18)

г =1 i = m x +1

По доказанному вектор F, соответствующий согласно фор
мулам (4.16) оптимальному плану Yf задачи (4.13)—(4.15), 
является решением задачи (4.4)— (4.6).

Пользуясь, далее, равенствами
« 1  п п

2  *•/•*'/ “ Ь  2  * '/(■*'/ ■*-;'+п2)=2  •*'/1/=I /=П, + 1 /=1
m t т  т

2 ^  +  2 bt (y’t — y ’i+m,) =  2 btfi
i  =  l  /  =  /?!,+  i  i  =  i

и (4.18), приходим к соотношению (4.17), справедливому 
для любых решений X  и У рассматриваемой пары двойствен
ных задач.

При доказательстве мы отправлялись от задачи (4.1) —
(4.3). В предположении разрешимости задачи (4.4)— (4.6) 
теорема может быть доказана аналогично. Однако в этом 
нет необходимости, поскольку задача (4.1)—(4.3) является 
двойственной по отношению к задаче (4.4) — (4.6). Первая 
теорема двойственности доказана.

Утверждения второй теоремы двойственности для общего 
случая относятся только к условиям типа неравенств. Пару 
ограничений двойственных задач (4.1)— (4.3) и (4.4)—(4.6) 
с одним и тем же номером у(1<^ j ^ t i t) или с одним и 
тем же номером / ( l ^ i ^ m j  назовем двойственной. 
В первом случае (фиксирован номер у) двойственные усло
вия естественно называть столбцовыми, во втором случае 
(фиксирован номер /) — строчными.

Определения свободного и закрепленного условия для 
рассматриваемых задач ничем не отличаются от соответ
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ствующих определений для задач с однотипными условиями. 
Поэтому мы не будем их повторять.

Т е о р е м а  4.2 ( в т о р а я  т е о р е м а  д в о й с т в е н 
нос ти;  о б щ и й  с луча й) .  Если взаИмосоПряженные за
дачи (4.1)— (4.3) и (4.4) — (4.6) разрешимы, то в каждой 
паре их двойственных условий (столбцовых для у =  1, 
2, . . .  , пх и строчных для i=  1,2,  . . .  , тх) одно условие 
свободное, а другое—закрепленное.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим задачи (4.7) — (4.9) и 
(4.13)— (4.15), связанные с задачами (4.1)—(4.3) и (4.4) —
(4.6) . Допустим, что /-е условие системы (4.2) задачи
(4.1) — (4.3) свободное ( / = 1 ,  2, . . .  , тх). В таком случае 
/-е условие системы (4.8) задачи (4.7)— (4.9) также обла
дает этим свойством.

Действительно, пусть X — оптимальный план задачи
(4.1) — (4.3), обращающий /-е условие системы (4.2) в нера
венство. Если X ' — вектор с неотрицательными компонен
тами, соответствующий плану X  согласно формулам (4.10), 
то по доказанному он является решением задачи (4.7) — 
(4.9). При этом, учитывая соотношение (4.11), можно утвер
ждать, что X ' обращает /-е условие системы (4.8) в 
неравенство. Следовательно, это условие является сво
бодным.

Предположим теперь, что /-е условие системы (4.2) 
закрепленное. Рассмотрим произвольное решение X ' задачи
(4.7) — (4.9).

По доказанному, вектор X , соответствующий X ' согласно 
формулам (4.10), является оптимальным планом задачи (4.1) —
(4.3). Следовательно, /-е условие системы (4.2) обращается 
вектором X  в точное равенство. Принимая во внимание фор
мулу (4.11), получаем, что вектор X ' обращает в равенство 
/-е условие системы (4.8). В приведенных рассуждениях 
ничего не изменится, если вместо строчных условий рас
сматривать столбцовые.

Итак, свободному (закрепленному) условию задачи
(4.1) — (4.3) отвечает свободное (закрепленное) условие 
задачи (4.7) — (4.9).

Очевидно, та же связь между условиями существует 
для задач (4.4)—(4.6) и (4.13) — (4.15).

После этих предварительных рассуждений доказательство 
теоремы осуществляется следующим образом.
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Пусть некоторое условие — неравенство задачи (4.1) —
(4.3) свободное (закрепленное). Тогда соответствующее 
условие задачи (4.7)— (4.9) также обладает этим свойством. 
Применяя вторую теорему двойственности для задач с одно
типными условиями (теорема 3.4), получаем, что условие 
задачи (4.13)— (4.15), двойственное по отношению к рассмат
риваемому условию задачи (4.7) — (4.9), является закреплен
ным (свободным).

Учитывая, далее, установленную выше связь между 
условиями задач (4.4)—(4.6) и (4.13)— (4.15), делаем 
вывод о том, что условие задачи (4.4)— (4.6), двойственное 
по отношению к свободному (закрепленному) условию задачи
(4.1)— (4.3), является закрепленным (свободным).

Теорема доказана.
Итак, утверждения обеих теорем двойственности имеют 

место для задач линейного программирования, имеющих 
произвольную форму записи.

Естественно, что все следствия из теорем двойственности, 
которые были приведены в предыдущем параграфе для задач 
с однотипными условиями и задач, записанных в канони
ческой форме, распространяются теперь на общий случай. 
Отметим также, что все три леммы § 1 без всяких изме
нений переносятся на задачи линейного программирования 
со смешанными условиями. Доказательства этих утверждений 
являются точными копиями соответствующих рассужденйй 
§ 1. В дальнейшем мы будем использовать указанные леммы 
для произвольных задач линейного программирования.

§ 5. Критерии оптимальности и разрешающие множители

5.1. При решении задач линейного программирования 
чрезвычайно важно иметь способы, позволяющие проверять 
планы задачи на оптимальность. Другими словами, необхо
димо уметь ответить на вопрос, является ли данный план 
оптимальным или нет.

Условия, необходимые и достаточные для оптимальности 
плана задачи линейного программирования, впервые были 
найдены Л. В. Канторовичем [61]. В дальнейшем выясни
лось, что эти условия (их принято называть критерием 
оптимальности плана соответствующей задачи) весьма тесно 
связаны с теорией двойственности и, по существу, являются



следствием теорем двойственности. Изложение настоящего 
параграфа во многом основано на этой связи. Такой подход 
позволяет использовать результаты предшествующих параг
рафов главы и, как нам представляется, делает изложение 
более естественным.

Рассмотрим произвольную задачу со смешанными усло
виями (задача (4.1)—(4.3)). Назовем, следуя Л. В. Канто
ровичу [61], величины ..  . , %т разрешающими мно
жителями *), если

§  5]  К Р И Т Е Р И И  О П Т И М А Л Ь Н О С Т И  И  Р А З Р Е Ш А Ю Щ И Е  М Н О Ж И Т Е Л И  1 7 7

т

а) 2  « /Д  ср У= 1, 2, . . • , я,; (5.1)

б)
т

2  aij^i “  ср J — П\ +  1 » «! +  2, • . п; (5.2)

в) о , 1= 1, 2, . (5.3)

г) для некоторого плана Х = (х 1, ••• , хп) задачи
(4.1) — (4.3) выполняются условия

т

2  “ ,•/,•=£/ при О (1 < / < « , ) ;
п

= 0 при 2  aijxj<bi ( l ^ ^ / » i ) .

Вектор A=(A,X, А,2, . . . ,  Хт), компонентами которого 
являются разрешающие множители Xh назовем разрешающим 
вектором задачи (4.1)—(4.3) (разрешающим вектором 
плана X). Приводимое ниже утверждение показывает, что 
отыскание разрешающего вектора эквивалентно решению 
задачи (4.4)— (4.6), двойственной по отношению к задаче
(4.1) — (4.3).

Т е о р е м а  5.1. Совокупность разрешающих векторов 
задачи (4.1) — (4.3) совпадает с множеством оптимальных 
планов задачи (4.4) — (4.6).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Пусть A = (k 1, А,а, . . . ,  Хт) — 
произвольный разрешающий вектор задачи (4.1)— (4.3),

*) В последней книге Л. В. Канторовича [65] разрешающие 
множители именуются объективно обусловленными оценками. Этот 
термин связан с экономической интерпретацией решения сопря
женной задачи.

(5.4)

(5.5)
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связанный соотношениями (5.4) и (5.5) с планом Х =  
=  (*i» Х2у • • • > хп) этой задачи.

Условия (5.1)— (5.3), которым удовлетворяет вектор Л, 
показывают, что Л — план задачи (4.4)— (4.6). Для уста
новления оптимальности плана Л проведем несложные 
выкладки.

Обозначим через Е совокупность всех индексов j  
(J — 1, 2, . . .  , ЯД для которых X j> 0. Тогда

п п

2  cfXf= 2  cix /+  2  cix i• (5.6)
/=1 1 1ЧЕ 1 J /=п,+1 '  '

Учитывая равенство (5.6), условия (5.2) при j — nx +  1, . . .  , п 
и (5.4) при / £ £ ,  получаем

2
/=i CJX J Z : 2 (2 a ij^i )  2 (2 a i fr i )  x j-/€£ г = i J J /=/*! + ! г =1 J J

Но, по предположению, Xy =  0, если j$E. Следовательно,

2 (2 X j — - 2 %i 2 ^i jx f  ( 5. 7)

/=i J /=i г=1 У — **-* J Ji  =  l / = i
Принимая, далее, во внимание равенство

п

2  a ijxj := b i, ml +  \ ^ i < :  т 
/=1

и условие (5.5), имеем
т п т

2  х, 2  «*/*/=2 * А-г = 1 /=1 Z=i
Сравнение последнего равенства с равенством (5.7) приво
дит к соотношению

п т

2  СуХу =  2  Ь,Х{. (5.8)
/ = 1  i  =  1

Согласно лемме 1.2 равенство (5.8) указывает на опти
мальность планов X  и А.

Итак, Л = (Х 1, ?с2, . .  . , Хт )—решение задачи (4.4)— (4.6). 
2. Пусть теперь А = (к1, А,а, . . . ,  %т )—произвольное 

решение задачи (4.4) — (4.6).



Поскольку вектор Л — план задачи (4.4) — (4.6), то для 
него выполнены условия (5.1)— (5.3).

Обозначим через Е1 совокупность номеров свободных 
условий системы (4,2), а через Е2— аналогичное множество 
индексов системы (4.3).

В соответствии со второй теоремой двойственности /-е 
условие системы (4.6) (у-е условие системы (4.5)) является 
закрепленным, если i£ E l ( j£ E 2). Следовательно,

А,. =  0 при 1£ЕХ\ (5.9)
т

при <5л°)

Рассмотрим произвольное решение Х = (х 1, х2, . . . ,  хп) 
задачи (4.1) — (4.3). Если л; ->0, то, по определению, j £ Е2,

п
и имеет место соотношение (5.10). Если 2  ацХ/<Ь{, то

i£ E ly и выполняется равенство (5.9). Таким образом, вектор 
Л удовлетворяет условиям (5.1) — (5.3) и связан соотноше
ниями (5.4), (5.5) с некоторым планом задачи (4.1)—-(4.3) 
(в качестве этого плана можно принять любое решение 
задачи). Следовательно, Л = (Я 1, А,а, . . . , А,̂ ) — разрешающий 
вектор задачи (4.1) — (4.3). Теорема доказана.

6.2. В терминах разрешающих множителей удобно форму
лировать условия оптимальности планов задач линейного 
программирования.

Т е о р е м а  5.2 ( к р и т е р и й  о п т и м а л ь н о с т и  
п л а н а  з а д а ч и  (4.1) —(4.3)). Для оптимальности плана 
Х = (х 1, х2, . . ., хп) задачи (4.1) — (4.3) необходимо и 
достаточно существование разрешающего вектора Л =  
=  (Я1, А,2, . . . ,  %т), связанного с этим планом условия
ми (5.4), (5.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Н е о б х о д и м о с т ь .  Предпо
ложим, что Х = (х 1, х 2, . . . ,  х п) — решение задачи (4.1) —
(4.3). В силу первой теоремы двойственности сопряженная 
задача (4.4) — (4.6) разрешима.

Пусть Л =  (?11, А,а, . . .  , А,от) — один из оптимальных пла
нов этой задачи. В таком случае согласно теореме 5.1 вектор 
Л является разрешающим вектором задачи (4.1) —(4.3), 
причем, как было показано при доказательстве второй части 
теоремы 5.1, вектор А связан соотношениями (5.4), (5.5)
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с любым решением задачи (4.1) —(4.3), а следовательно, и 
с рассматриваемым решением X.

2. Д о с т а т о ч н о с т ь .  Допустим, что существует раз
решающий вектор А = (к 1, Х2, . . .  , \ т), связанный с дан
ным планом X  задачи (4.1) — (4.3) условиями (5.4), (5.5).

В процессе доказательства первой части теоремы 5.1 
было установлено равенство (5.8). Из этого равенства (если 
учесть, что X  и Л являются планами задач (4.1) — (4.3) и
(4.4) — (4.6) соответственно) вытекает оптимальность плана X  
(см. лемму 1.2). Теорема доказана.

Установленный критерий позволяет сравнительно просто 
выяснить, является ли данный план решением задачи или нет. 
Общая схема проверки оптимальности плана состоит в сле
дующем.

Пользуясь системой, составленной из уравнений (5.2),
(5.4) , (5.5), определяют вектор Л =  (klt . . .  , %т). Затем 
непосредственной подстановкой проверяют, удовлетворяет 
этот вектор условиям (5.1), (5.3) или нет. В первом случае 
вектор X —решение задачи; во втором — план, не являющийся 
оптимальным.

Обычно критерий оптимальности используется при анализе 
опорных планов задачи. Остановимся на этом подробнее.

Рассмотрим некоторый опорный план X  задачи (4.1) —
(4.3). Допустим, что

п

=  0 
> 0  

<bt 

= bt

при / =  1, 2, 
при j =  я2 +  1, . . .  , я,, 
при / =  1 , 2 , . . . ,  тг ^ т 1, 
при г =  да2 +  1, . .  . , да,.

(5.11)

(5.12)

Выпишем матрицу, составленную из коэффициентов усло
вий задачи, которые обращаются планом X  в точные равенства:

1 0 . 0 . . .  0

0 0 . 1 . . .  0

а т2 + 1,1 а т2+ 1, 2 • • • а т2+ 1, пл - • • а / » 2 + 1 ,

а т 1 а т2 ' а тп2 • . . аг»г,тп

п2

да—  д а .



Поскольку план X  по условию — опорный, то среди строк 
матрицы Ах (их общее число тЛг п2— т2) имеется п линейно 
независимых. Единичные векторы, составляющие первые nz 
строк матрицы Ах , линейно независимы. Поэтому из числа 
остальных т — т2 строк можно выделить такие п — п2 строк, 
которые вместе с первыми п2 строками матрицы Ах составят 
линейно независимую систему.

Образуем из полученной линейно независимой системы 
строк определитель порядка п и разложим его по первым п2 
строкам. В результате получим отличный от нуля определи
тель порядка п — п2, строками которых являются некоторые 
из векторов системы

( a i, п2 +1 ) a i, п2 +  2 ) • • • ) a i, п )» i == М 2 “Ь  1 ,  . . . , /W. ( 5 . 1 3 )

Следовательно, система (п — #2)-мерных векторов (5.13) имеет 
ранг, равный л — п2.

Если допустить, что план X  является невырожденным, 
то число строк матрицы Ах равняется числу ее столбцов, т. е.

т — т2 +  п2 = п.
В этом случае число векторов системы (5.13), равное 
т — т2, совпадает с ее рангом /г — п2.

Итак, если план X  невырожденный, то связанная с ним 
система (5.13) состоит из п — п2 линейно независимых 
(п — /г2)-мерных векторов. Если же план X  оказывается вырож
денным, то число векторов системы (5.13) превышает их раз
мерность.

После этих предварительных замечаний приступим к ис
следованию плана X  на оптимальность. Для этого попытаемся 
подобрать разрешающий вектор Л = (Я 1, ?с2, . .  ., Хт), связан
ный с данным планом условиями (5.4), (5.5). Учитывая усло
вие (5.4) и предположение (5.11), получаем

т
2 V * ; /= C /  для / = л 2 +  1, яг +  2, . . п.
I- 1

С другой стороны, согласно условию (5.5) и предположе
нию (5.12)

А// =  0 для i — 1, 2, . . .  ,'m2.

Следовательно, остальные т —т2 компонент разрешающего 
вектора Л (если такой существует) обязаны удовлетворять
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системе уравнений
т

2  М (/= С /. / = я * + 1 .  • • • . п. (5.14)
t = m 2 + i

Столбцами матрицы коэффициентов системы (5.14) являются 
векторы (5.13). Поэтому, ранг системы (5.14) равен п — п2 — 
числу уравнений этой системы.

Анализ плана X  оказывается особенно простым, если этот 
план оказывается невырожденным. В этом случае число неиз
вестных системы (5.14) равно числу ее уравнений, и система 
имеет единственное решение. Разрешив систему, получаем 
единственный вектор Л, удовлетворяющий условиям (5.2),
(5.4) , (5.5). Подставим вектор Л в левую часть соотношений
(5.1), (5.3), которые в данном случае имеют вид

т Л
<-§+1а‘- Л ><7> У= 1 . 2, . . .  , л л, I (515)

*./52=0, i =  /»2 +  1, J
Если все условия (5.15) удовлетворятся, то Л является 
разрешающим вектором. Согласно критерию оптимальности 
это означает, что план X , связанный с Л условиями (5.4),
(5.5) ,— решение рассматриваемой задачи.

Если же хотя бы одно из соотношений (5.15) окажется 
нарушенным, то это будет означать, что разрешающего 
вектора для плана X  не существует и, следовательно, этот 
план не является оптимальным. Заметим, что последнее
утверждение является следствием единственности решения 
системы (5.14).

Дело обстоит сложнее, если план X  оказывается вырож
денным. В этом случае число неизвестных системы (5.14) 
превышает число ее уравнений, и система имеет бесчислен
ное множество решений. Согласно критерию для оптималь
ности плана X  необходимо и достаточно, чтобы хотя бы 
одно решение системы (5.14) удовлетворяло условиям (5.15).

Разрешим систему (5.14) относительно некоторых п — пг 
неизвестных и полученные выражения подставим в усло
вия (5.1), (5.3). В результате образуется система Г, состоя
щая из

t = m1 — mi +  ni
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неравенств, связывающих

s =  m — т2 +  п2 — п

переменных. Оптимальность плана X  эквивалентна разреши
мости полученной системы неравенств. Очевидно, ранг си
стемы Т равен s . В случае разрешимости системы неравенств Т 
совокупность ее решений образует многогранное множество, 
имеющее вершины.

Следовательно, для выяснения разрешимости Т доста
точно найти решения всех систем уравнений, составленных 
из s линейно независимых условий, входящих в Т. Число 
таких систем, очевидно, не превышает С?-Если хотя бы одно 
из полученных решений удовлетворяет остальным соотноше
ниям системы Г, то данная система неравенств разрешима и, 
следовательно, исследуемый план X  является оптимальным. 
В противном случае система неравенств Т не имеет ни одного 
решения, что указывает на неоптимальность плана X.

При небольших значениях 5 и С\ предложенный способ 
выяснения разрешимости системы Т можно считать прием
лемым. Однако при достаточно больших величинах этих пара
метров его реализация связана с огромной вычислительной 
работой. В связи с этим в методах линейного программиро
вания указанный способ применяется в несколько усовершен
ствованном виде:

а) процесс перехода от одной системы s уравнений с 5 
неизвестными к другой системе упорядочивается, так что 
анализ всех таких систем обычно оказывается излишним;

б) каждый переход осуществляется по простым рекур
рентным формулам.

Резюмируя все сказанное, можно сделать следующие 
выводы:

1. Практическое применение критерия оптимальности 
в случае невырожденности исследуемого опорного плана 
сводится к решению одной системы линейных уравнений.

2. В вырожденном случае применение критерия оптималь
ности связано с исследованием системы неравенств, что 
эквивалентно решению нескольких систем линейных урав
нений.

5.3. Из теоремы 5.2 следует, что разрешающий век
тор может быть связан условиями (5.4), (5.5) только с
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оптимальным планом задачи (4.1) —(4.3). Вместе с тем для каж
дого оптимального плана X  рассматриваемой задачи существует 
свой разрешающий вектор, связанный с ним соотноше
ниями (5.4), (5.5). Возникает вопрос, существует ли зави
симость между разрешающим вектором некоторого оптималь
ного плана задачи (4.1) — ,4.3) и произвольным решением 
этой задачи? Ответом на этот вопрос служит следующее 
утверждение:

Т е о р е м а  5.3 ( т е о р е м а  о р а з р е ш а ю щ и х  в е к 
торах) .  Разрешающий вектор некоторого оптимального 
плана задачи (4.1) — (4.3) является разрешающим и для 
любого другого решения этой задачи.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Л =  (^х, Л,2, . . . , ?1от)— раз
решающий вектор плана X , т. е. разрешающий вектор за
дачи (4.1) — (4.3), связанный с X  условиями (5.4), (5.5). 
В соответствии с теоремой 5.1 вектор Л является решением 
двойственной задачи (4.4) — (4.6). При доказательстве второй 
части теоремы 5.1 было установлено, что любое решение 
двойственной задачи связано условиями (5.4), (5.5) с про
извольным решением прямой задачи. Следовательно, Л яв
ляется разрешающим вектором для любого оптимального 
плана задачи (4.1) — (4.3).

Теорема доказана.
Доказанное утверждение дает основание связывать поня

тие разрешающего вектора с полным множеством оптимальных 
планов данной задачи. Поэтому можно говорить о разрешаю
щем векторе задачи линейного программирования, не указы
вая, с каким планом этот вектор связан.

Подчеркнем еще раз, что вычисление разрешающего век
тора задачи (разрешающих множителей) в общем случае 
нисколько не проще, чем решение самой задачи. Как мы 
видели, определение разрешающего вектора задачи экви
валентно решению задачи, двойственной по отношению к дан
ной. Основная роль разрешающих множителей состоит в том, 
что в терминах этих множителей удобно формулировать 
критерии оптимальности, широко используемые в вычисли
тельных методах и теоретических приложениях линейного 
программирования.

При описании методов линейного программирования мы 
обычно будем иметь дело с канонической формой задач. 
Поэтому целесообразно сформулировать критерий опти
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мальности для этого класса задач линейного программиро
вания.

Итак, рассмотрим задачу (1.1) — (1.3), которая, очевидно, 
является частным случаем задачи (4.1) — (4.3) при т1 = О, 
пг = п. Определение разрешающего вектора для этой задачи 
принимает следующий вид:

вектор Л =  ( \ ,  ?с2, . . .  , %т) называется разрешающил1 
вектором задачи (1.1) —(1.3), если

т
CL) & i f А/ i С р  j  =  1 , 2 ,  . . .  , П ,

i =  i J J

б) для некоторого плана X = (x v х2, . . . ,  х п) задачи (1.1)— 
(1.3) выполняется условие

пг
= Cj, если x f > 0 . (5.16)

Т е о р е м а  5.4 ( к р и т е р и й  о п т и м а л ь н о с т и  п л а н а  
з а д а ч и  (1.1) —(1.3)). Д ля оптимальности плана X  за
дачи (1.1.) —(1.3) необходимо и достаточно существование 
разрешающего вектора Л, связанного с X  условием (5.16).

Сформулированная теорема является частным случаем 
общего критерия оптимальности (теорема 5.2). При ее прак
тическом использовании следует учитывать замечания пре
дыдущего пункта.

5.4. При решении условных экстремальных задач класси
ческого анализа обычно используется метод Лагранжа. На
помним вкратце содержание этого метода.

Пусть требуется максимизировать или минимизировать 
функцию

F(X) = F (x„ x„  . . .  ,*„), (5.17)

переменные которой связаны условиями

Gi (X )^ Q i (xl , х2, . . .  , хп) =  О,
i ' = l , 2 , . . . , . m  (т < п). (5.18)

Предположим, что функции F (X) и й((Х), i=  1,2,  . . ., т, 
непрерывны и обладают непрерывными частными производ
ными первого порядка по всем переменным.
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Будем говорить, что система уравнений (5.18) регулярна 
в точке X ^ ( x v x2f . . . , #„ ) ,  если определитель матрицы

дО,  ( X ) дО,  (X ) dGj  ( X )
д х {> д х 11: д х ‘ т

д О г ( Х ) d G 2 ( X ) д о ,  ( X )
d x h д х и д х ы

d G m ( X ) д О т ( X ) д О т (X)
d x it д х;2 д х :т

не равен нулю. Здесь ilt /2, . . ., im — произвольные т индек
сов из системы индексов (1,2,  . . ., п).

Метод Лагранжа основывается на следующем утверж
дении:

Если функция (5.17) достигает своего максимума или 
минимума при условиях (5.18) в точке X  и система (5.18) 
регулярна в этой точке, то существуют такие числа 
\  Д 2, . . . ,  Хт) что для функции

т
FA (X) = F (X )+ 'S t%iGi (X) (5.19)

z=i

в точке X  выполняются необходимые условия безуслов
ного экстремума, т. е.

дх( при / = 1 ,  2, • п.

Числа A/j, ?с2, . . ., %т принято называть множителями 
Лагранжа, функция FA{X)— функцией Лагранжа.

Таким образом, вычисление условного экстремума (5.17), 
(5.18) сводится к отысканию безусловного экстремума функ
ции Лагранжа (5.19).

Общая схема метода Лагранжа состоит в следующем.
Составляется функция Лагранжа с неопределенными мно

жителями X;. Затем решается система уравнений
d F A ( X )

dxi О, i =  1,2,  . . . ,  п.

Решение этой системы зависит от значений неизвестных
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параметров %h i — 1, 2, . .  . , т, которые определяются с по
мощью системы (5.18).

Задача математического программирования отличается от 
классической задачи на условный экстремум наличием усло
вий, имеющих вид неравенств. Поэтому приведенный здесь 
метод Лагранжа к ней неприменим. Однако после некоторого 
видоизменения этот метод может быть распространен также 
и на достаточно широкий класс задач математического про
граммирования. Здесь мы рассмотрим лишь случай линейного 
программирования.

Пусть задача линейного программирования (1.1) — (1.3) 
записана в канонической форме. Положим

F{X)=  2 CjXf,
/ = 1 

п

G{ (X) =  — 2  aijxj +  b-0 i=  1, 2
/ = 1

Т е о р е м а  5.5. Д ля оптимальности плана X  задачи
(1.1) —(1.3) необходимо и достаточно, чтобы функция 
Лагранжа

т

FA {X) = F { X ) + ^ % iGi
i =  i

при некоторых значениях множителей A,t-(/ =  1,2,  . . . ,  т) 
достигала в точке X  максимума при условии

х ^  0, i ~  1,2,  . . . ,  п.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть 
Х = (х 1У x v . . . , хп) — оптимальный план задачи (1.1) — (1.3). 
Примем в качестве вектора Л =  %2У . .  ., %т) произвольный
разрешающий вектор задачи. Введем

п т . п ,

Fa (X)=  2  CjXj + 2  Я., ( -  2  «ijXj+bi =
/ = i i = i 4 / = i J

п , tn v т

—  2 * /  ( с/ —~ 2 ^ Л /  ) +  2  h f i i*/=1 4 {=1 J i = i
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В соответствии с определением разрешающего вектора
т

/ = 1 , 2 , . . . , я, (5.20)
'  /  = 1 J

причем
т

с/ — 2 V / /  =  o> (5-21)

если Xy>0.  Учитывая (5.21), можно переписать выражение 
для FA{X) в виде

/ т ч m

=  2  х ,  ( су-  2  V , ,  +  2  я а .
i e E  '  г =  1 у /  г = 1

где £ —множество индексов у, для которых лу =  0. Поэтому
__ _  / т

F a ( X )  —  F a ( X ) =  2  ( X j —  X j )  ( с-  —  2 « / / Я /  
/ев * = 1

По условию, и множители Х£ удовлетворяют нера
венствам (5.20). Следовательно,

FA ( X ) - F A( X ) ^ 0
для любых векторов X  с неотрицательными составляющими.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Предположим, что план X  за
дачи (1.1)— (1.3) удовлетворяет условию

Fa (X) =  max F(X) (5.22)

при некотором векторе Л =  (А,1, . . ., Хт). Рассмотрим

Если при некотором у
т

су -  2  а / Л  >  °-

то, увеличивая безгранично компоненту Xj вектора X,  мы
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получим
sup F(X)  — оо,
Х^о

что противоречит условию (5.22). Следовательно,

т
с, — 2 а / А / ^ 0 для У = 1 , 2 ,  . . .  , п. (5.23)

i-i

С помощью аналогичных рассуждений приходим к выводу,

cj — =  0 ПРИ xj  >  (5.24)

Действительно, если это соотношение оказывается нарушен
ным, то за счет некоторого изменения у-й компоненты век
тора X  можно построить вектор X , для которого

Fa (X)> Fa (X),

что невозможно в силу (5.22).
В соответствии с теоремой 5.4 соотношения (5.23) и (5.24) 

указывают на оптимальность плана X. При этом вектор Л, 
участвующий в построении функции FAi является разре
шающим вектором задачи.

Теорема доказана.
Доказанное утверждение дает основание называть компо

ненты вектора Л = (Х 1, . . . , %т), участвующего в образо
вании функции Fa (X) для задачи (1.1) — (1.3), множите
лями Лагранжа этой задачи. В процессе доказательства 
теоремы 5.5 было, в частности, установлено, что совокуп
ность разрешающих векторов задачи линейного программиро
вания совпадает с системой векторов, составленных из мно
жителей Лагранжа данной задачи. Итак, разрешающие 
множители и множители Лагранжа задачи линейного програм
мирования — понятия эквивалентные.

В формулировке теоремы 5.5 вектор X  предполагался 
планом рассматриваемой задачи. Поэтому эта теорема еще 
не освобождает нас полностью от необходимости учитывать 
условия (1.2), связывающие переменные задачи (1.1)—(1.3).
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Для того чтобы освободиться от ограничений (1.2), необхо
димо рассмотреть задачу об отыскании седловой точки для 
функции Лагранжа.

Дадим соответствующее определение.
Пусть R (X , К) —функция, зависящая от вектора Х  ̂ при

надлежащего множеству Тх , и вектора F, изменяющегося 
в пределах множества Гк.

Точку (Xt, Y t) ^ T x X 7V*) назовем седловой точкой 
функции R (X , Y) при условии (X , Y) £TX х  7\>, если соот
ношения

R( Xy Y0) ^ R ( X oy Y9X R ( X 0, Y) (5.25)

имеют место для всех точек (Ху Y) £TX х  TY. Неравен
ства (5.25) показывают, что наибольшее значение функции 
R ( X y Y0) на множестве 7^  достигается в точке ХйУ а наимень
шее значение функции /?(3f0, Y) на Ту достигается в точке Y0.

Обратимся к задаче линейного программирования (4.1) — 
(4.3)* Ограничения (4.2) задачи составлены из равенств и 
неравенств. Условие неотрицательности наложено лишь на 
часть переменных Задач. Пусть по-прежнему

п тп , п %

F \ ( X )  =  F  (X , Л) =  2  cjXj  +  2  М Ь{ -  2  a tJXj =
/  =  1 У У /  =  1 V* г =1  '
/г m m п

= 2  с/*, + 2  2  2М/*/у/=1 г = i г- i  j-i
Т е о р е м а  5.6. Векторы Х* = (х*9 х*9 . . . ,  я*) и

Л* =  (%*9 А,*, . .  ., %*т) являются соответственно решением 
задачи (4.1) — (4.3) и ее разрешающим вектором в том и 
только в том случае, если (X*, Л*)— седловая точка 
функции F( Xy Л) при условиях

хj 0, j  — 1, 2, • • • > я1У \ 
h * *  0, * =  1» 2, . .  ., т г. )

(5.26)

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы основывается на 
соображениях, близких к тем, которые были использованы 
при установлении предыдущей теоремы. Проведение соот
ветствующих рассуждений предоставляется читателю (см. 
упражнение 13).

) По определению, W =  (и, v ) £ T x X Ту , если и € Тх,  v £ T у.
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Согласно теореме 5.6 пара взаимосопряженных задач
(4.1) — (4.3) и (4.4) — (4.6) эквивалентна задаче об отыска
нии седловой точки функции Лагранжа F{X, А) при усло
виях (5.26).

Теорема 5.6, сформулированная для задач линейного 
программирования, может быть перенесена на широкий класс 
задач нелинейного программирования.

Указанное обобщение теоремы 5.6 служит теоретической 
основой для построения некоторых численных методов не
линейного программирования.

5.5 В заключение параграфа укажем на возможность еще 
одной интерпретации разрешающих множителей задачи ли
нейного программирования. Ограничимся рассмотрением за
дачи (1.1)—(1.3), записанной в канонической форме.

Пусть A =  (Jl1, . . . ,  %т) — разрешающий вектор за
дачи (1.1) — (1.3) или, что то же самое, решение двойствен
ной задачи (1.4) — (1.5). Мы покажем сейчас, что компоненты

вектора Л могут интерпретироваться как оценка влияния 
различных условий системы (1.2) на величину максимума 
задачи (1.1) — (1.3). Сформулируем это утверждение точнее.

Т е о р е м а  5.7. Пусть задача (1.1 — 1.3) невырождена 
и М{Ь1У Ь2, . . . ,  Ьт) обозначает максимум ее линейной 
формы при условиях (1.2), (1.3). В таком случае

% =  дМ (Ь1> Ь2 Ьт)
дЬ{ J=  1, 2, (5.27)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим задачу (1.1) — (1.3) 
через (Лв). Пусть X* =  (л;*, л;*, . . . , л;*)  — опорное решение 
задачи (Ав). Без ограничения общности можно считать, что 
отличными от нуля являются первые т компонент вектора 
X *. Тогда векторы условий Лу*, j=  1, 2, . . . ,  т линейно 
независимы и любой m-мерный вектор В' — (&', . . . ,  Ь')
представйм в виде их линейной комбинации;

т
В' =  2  (5.28)

t=1
Если через || е/у. \\т обозначить матрицу, обратную невырож
денной матрице (Л1? Л2, . . ., Ат), то из системы (5.28) получаем

т
/ = 1 , 2 ,  . . . ,  т. (5.29)
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Положим
т

е =  max V  1 еи \\ х —min х% (5.30)

Рассмотрим задачу линейного программирования (Ав7), обра
зующуюся из задачи (Ав) заменой вектора ограничений В 
на В'. Проверим, что при

(5.31)

я-мерный вектор X' ==(*', х'2, . . . ,  х'т, 0 , 0 , 0), где
компоненты х ' определяются формулой (5.29), является ре
шением задачи (АВ')-

Покажем вначале, что X '—план задачи (Ав')- В соот
ветствии с соотношениями (5.29),

т

X — fty), г = 1 , 2, да.

Отсюда, учитывая обозначения (5.30) и условие (5.31), 
имеем

\х\ —х* | С  е шах | £ '— х, 
и, следовательно,

х\ ^  х*— х ^ 0 .

Итак, вектор X' удовлетворяет условиям (1.3) задачи (Ав7). 
Что касается условий (1.2), в которых вектор В заменен 
на В то они удовлетворяются вектором X' в соответствии 
с определением величин х ', . . ., х'т (см. соотношения
(5.28)). Таким образом, X ' является планом задачи (Ав')- 

Пусть A=(A,j, А,2, . . . ,  %т) — оптимальный план задачи
(1.4) — (1.5) (разрешающий вектор задачи (Ал)). Согласно 
критерию оптимальности плана задачи (Ав) (см. теорему 5.4) 
имеют место соотношения

/ =  1, 2, . .  ., да,
/ = д а + 1, /»+2,  . . . ,  л.

(5.32)

Соотношения (5.32) показывают, что вектор Л является 
также разрешающим вектором задачи (Ав'), связанным



условиями (5.16) с ее планом X'. Следовательно, вектор Л7 
является решением задачи (Ав')-

Итак, при выполнении требований (5.31) вектор X' яа* 
ляется решением задачи (Ав')> а вектор А (не зависящий 
от выбора вектора В') составляет решение задачи, двойств 
венной по отношению к задаче (ABf).

Согласно первой теореме двойственности
т

M(b\, b't , bm) = 2  (5-33)
1

где вектор В ' ограничен лишь условиями (5.31).
Учитывая положительность величины

х =  min х*
l^l^m

(план А*, по предположению, невырожденный), приходим к 
выводу, что формула (5.33) имеет место для любого векто
ра В \  расположенного в некоторой фиксированной окрест
ности вектора В. Искомые равенства (5.27) можно получить 
теперь непосредственным дифференцированием соотношения 
(5.33).

Теорема доказана.
Итак, в невырожденном случае компоненты разрешаю

щего вектора задачи (1.1) — (1.3) оказываются оценками 
влияния правых частей условий (1.2) на величину макси
мально достижимого значения линейной формы (1.1).

При доказательстве теоремы 5.7 мы не использовали 
допущения о невырожденности всех опорных планов задачи. 
Предполагалось, что этому условию удовлетворяет только 
один из ее оптимальных планов. Следует отметить, что 
последнее условие является существенным. Нарушение этого 
условия обычно влечет за собой неединственность решения 
двойственной задачи (см. п. 6.2). Поэтому формула (5.27), 
вообще говоря, перестает быть верной: функция М{Ь^ . . .
. . . ,  Ьт) может и не иметь частных производных. Однако и в 
вырожденном случае приведенная здесь интерпретация раз
решающих множителей сохраняется (правда, в несколько мо
дифицированной форме).

Формула (5.27) была выведена для канонической формы 
задачи линейного программирования. Однако, как нетрудно
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видеть, эта формула справедлива для любой задачи, 
имеющей невырожденное опорное решение. Предлагаем чита
телю в качестве упражнения доказать теорему 5.7 для задачи
(4.1) — (4.3) (см. упражнение 14).

§ 6. Некоторые приложения принципа двойственности

Двойственные связи взаимосопряженных задач линейного про
граммирования, установленные в этой главе, оказываются весьма 
полезными как для самого линейного программирования, так и 
для смежных с ним математических направлений. Принцип двой
ственности используется для построения ряда численных методов 
линейного программирования. Этому вопросу посвящены две гла
вы книги (гл. 6 и 7). Вместе с тем, идея двойственности находит 
широкое применение при качественных исследованиях различных 
математических задач. Эта идея становится особенно эффективной 
после перенесения принципа двойственности на бесконечномерные 
пространства. Однако и в конечномерном случае, который здесь 
рассматривался, соотношения двойственности упрощают анализ 
некоторых математических вопросов. Проиллюстрируем это обсто
ятельство на ряде примеров.

6.1. Рассмотрим задачу линейного программирования, состоя
щую в максимизации линейной формы

т

2  СЛП (6-1)1=1
при условиях

т

2  ^  ^  ^Р / == 1» 2, • • •» я* (6.2)
i- 1

Будем предполагать, что задача (6.1) — (6.2) разрешима. В этом 
случае совокупность ее решений (оптимальное множество задачи) 
является выпуклым, многогранным множеством М*. Определим 
размерность оптимального множества УИ* и, в частности, выясним 
условия, при которых она оказывается равной нулю (условия 
единственности решения задачи). Для этой цели сформулируем 
задачу, двойственную по отношению к задаче (6.1), (6.2).

Требуется обратить в минимум линейную форму
п

2  dixi  (б-з)
/=1

при условиях
п

2  dljx) =  ̂=  1» 2, «• • | ffij

Х/Зго, /=  1, 2, . . . .  п.

(6.4)

(6.5)
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Назовем вектор условий Dj =  {d 1J■, d 2y, . . . ,  d mJ) Tзадачи (6. 3) —
(6.5) свободны м , если /-е условие системы (6.5) — свободное 
(см. п. 3.4).

Т е о р е м а  6.1 Р а зм ер н о ст ь  Q* о п т и м а ль н о го  м нож ест ва  М* 
за д а ч и  (6.1) — (6.2) о пределяет ся  ф о р м у ло й

Q* =  m —г, (6.6)

где г  — р а н г  м а т р и ц ы , сост авленной  и з  свободны х вект оров у сл о ви й  
за д а ч и  (6.3) — (6.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Е  — совокупность индексов сво
бодных векторов задачи (6.3) — (6.5). В таком случае согласно вто
рой теореме двойственности /-е условие системы(6.2) для / £ £  
является закрепленным, т. е. при любом векторе Y £ M *

т
2  j y i  ~  d j-  
1=1

Следовательно, оптимальное множество М *  содержится в много
гранном множестве М ', определяемом соотношениями

/ € £ .
1 = 1, 2, 
/=  I, 2,

» п\
, Я.

(6.7)
(6.8)

Покажем, что любой вектор Y  из М '  является решением за
дачи (6.1) —(6.2), т. е. принадлежит М*.

Пусть X* —  (**, х*, . . . ,  **)— некоторое решение задачи (6.3) —
(6.5). По определению множества Е

=  0 при / $ £ .  (6.9)

Рассмотрим произвольный вектор Y £ M ' .  Имеем цепочку равенств:

т т / \

t  =  i  i = i  \ / e  E J
m

= 2  duyi=/ g£ i=i 
=  2  x*jdj=-
/e£ 1 J

=2
/=i

Первое равенство следует из (6.9) и (6.4), третье и четвертое 
равенства вытекают из (6.8) и (6.9) соответственно. Второе равен
ство получено изменением порядка суммирования.

7 *
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Таким образом,
т п

2  cm = 2  dA -f=l /=1
(6. 10)

Согласно лемме 1.2 равенство (6.10) указывает на то, что план У  
является решением задачи (6.1) — (6.2).

Итак, М *  совпадает с множеством М ',  и следовательно, опре
деляется системой условий (6.7), (6.8).

По определению множества Е  любое j-e  условие системы (6.5) 
при j $ E  является закрепленным. Следовательно, согласно второй 
теореме двойственности j - e  условие системы (6.7) (j $ Е ) оказывается

свободным. Другими словами, при любом j  $  Е  найдется такой 
вектор Y (J) £ М * ,  что

Таким образом, все условия системы (6.7) являются нежесткими 
ограничениями многогранного множества М* (см. п. 1.2 гл. 2).

Для завершения доказательства осталось воспользоваться те
оремой 1.2 гл. 2, из которой и следует искомая формула (6.6).

В качестве следствия из теоремы 6.1 нетрудно получить необ
ходимые и достаточные условия единственности решения задачи
(6.1) — (6.2).

Т е о р е м а  6.2. Д л я  еди н ст вен но ст и  р еш ения  за д а ч и  (6.1) — (6.2) 
необходим о  и д ост ат очно , чт обы  ср ед и  свободны х вект оров у сло ви й  
за д а ч и  (6.3) — (6.5) им елось т  ли н ей н о  н еза ви си м ы х.

Для д о к а з а т е л ь с т в а  теоремы 6.2 достаточно обратиться 
к формуле (6.6), положив г  =  т .

Приведем одно достаточное условие единственности решения 
задачи (6.1) — (6.2).

Т е о р е м а  6.3. Е с л и  среди  опорны х о п т и м а л ь н ы х  п ла н о в  за 
д а ч и  (6.3) — (6 .5 ) х о т я  бы о д и н  о б ла д а ет  свойст вом  невы рож денност и , 
т о за д а ч а  (6.1) — (6.2) им еет  единст венное реш ение.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 6.3 непосредственно вытекает 
из достаточности условий теоремы 6.2.

Если предположить, что задача (6.3) — (6.5) имеет единственное 
решение, то условия теоремы 6.3 являются не только достаточными,
но и необходимыми. Действительно, пусть X *  =  (**, х* , . . . ,  х *п)—
единственное решение задачи (6.3) — (6.5). В таком случае вектор 
условий D j  является свободным тогда и только тогда, когда 
Art>0. Если опорный план X* вырожденный, то число компонент 
*y>0 оказывается меньшим т . Следовательно, по теореме 6.1 
размерность оптимального множества /И* больше нуля, что экви
валентно неединственности решения (6.1) — (6.2).

Если же задача (6.3) — (6.5) имеет много решений, то условия 
теоремы 6.3, вообще говоря, являются лишь достаточными. В этом

т

2  dijy\^<df.
г =1
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можно убедиться с помощью соответствующего примера, построе
ние которого предоставляется читателю (см. упражнение 15).

6.2. До сих пор мы исследовали задачу (6.1), (6.2) с фикси
рованными параметрами с/, d j  и d j .  Изменим несколько поста
новку вопроса и рассмотрим совокупность разрешимых задач
(6.1) — (6.2), имеющих одни и те же значения параметров c ^ d j  и 
произвольные значения параметров d j .  Полученное таким обра
зом множество задач линейного программирования назовем классом 
Н  (с[, d (j) . Нас будут интересовать необходимые и достаточные условия 
единственности решения всех задач этого класса.

Т е о р е м а  6.4. Н евы рож денност ь за д а ч и  (6.3) — (6.5) я вляет ся  
необходим ы м  и  дост ат очны м  усло ви ем  д л я  т ого , чт обы  каж дая  
и з  за д а ч  кла сса  Н  (с/, d j )  и м ел а  единст венное реш ение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность условий теоремы яв
ляется очевидным следствием теоремы 6.3. Обратимся к установле
нию необходимости этих условий.

Пусть задача (6.3) — (6.5) является вырожденной задачей. Это 
означает, что у нее имеется по крайней мере один вырожденный 
опорный план

*•= (* ;, x i . . . ,  / rt).
Пусть, для определенности,

* j  >0, / =  1, 2, . . . ,  r<m , 
xi\ = 0, /• =  /•+1........ п.

Обозначим через Y  =  (y u  у 2, . . . ,  у т) некоторое решение 
уравнений

т
'2i dijyi=di, / =  1 ,2 ........ г,
i - 1

где d j , j  —  1, 2, . . . ,  г —произвольные числа. В качестве парамет
ров d j  для j > r  примем любые величины d j , удовлетворяющие 
условию

т
d i jy i< c d jt / =  r-j- 1, /* —f— 2, . . . ,  n . (6.12)

i -1

Покажем, что задача из класса Н  (С(, d j ) ,  для которой d j = d j t 
имеет несколько решений.

Пусть Y {0) —  (y[0)t у [ ° \  . . . ,  — решение однородной си
стемы уравнений, отвечающей системе (6.11). Существование такого 
вектора следует из того, что r<m . Образуем систему G, состоя- 
щую из векторов Vrs =  K +  eF(0), где параметр е выбирается так, 
чтобы вектор Y s являлся планом задачи (6.1) — (6.2). Очевидно, 
существует такое число а> 0 , что Y s при |е |< : а  удовлетворяет 
условиям (6.2). Поэтому система G состоит из бесчисленного 
множества векторов, причем каждый из них является решением

системы

(6 . 11)
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системы (6.11). Пусть Y —произвольный вектор системы G. Пов
торяя рассуждения, приведенные при доказательстве равенства 
(6.10), получаем

т п

2  с/& -= 2  **/-4
i - i  /=1

Следовательно, вектор Y  является решением задачи (6.1), (6.2).
Итак, допустив вырожденность задачи (6.3) — (6.5), мы обна

ружили задачу из класса Н  (cit d{j), обладающую несколькими 
решениями. Необходимость условий теоремы 6.4 доказана. 

Положим

А 0*1» /*2» • ‘• •» 1т-1) — 2̂/1
* *

d2j2 • *
. dj/lJm-\ 1 

2Ля - 1 c2

dmj, dmja* •. / C/7Zm Jm-i
В качестве следствия из теоремы 6.4 установим одно достаточное 
условие для единственности решения задач класса Н  ( q ,  d[j).

Т е о р е м а  6.5. Е с л и  д ля  лю бой сист ем ы  ли н е й н о  независим ы х  
вект оров-условий  D jv  D /2, . . .» D jm _ l за д а ч и  (6.3) — (6.5) опреде
л и т е л ь  Д (Д, /2, . . . ,  /m_j) о т л и ч е н  от н у л я  и р а н г  м а т р и ц ы  
(D ly « », D  п) равен т , т о все за д а ч и  кл а сс а  Н  (ciy d (j)  им ею т
единст венное реш ение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть система векторов D Sl, D S2t 
. . . ,  D sm , составляет базис некоторого опорного плана X —  
=  (x l t x 2, . . . ,  х п) задачи (6.3) — (6.5). В таком случае *у=0 при /# s A, 
k  —  \ t 2, . . . ,  m. Составляющие плана Х у отвечающие векторам 
базиса, могут быть найдены из системы уравнений

k = i
Отсюда, используя правило Крамера, получаем

Т "
Xŝ  ( I)7” (si> s2> •••> sk-i> sk + i> •••» sm) k= \ 2 . ,m ,

где Д—определитель, составленный из компонент векторов D Sl> 
D S2.........Но по условию

А (Зц s2> •••» sk + i> •••»
Поэтому я* # 0  для 6 =  1,2,  . . . ,  т . Таким образом, вектор X  k
является невырожденным планом задачи.

Поскольку X —произвольный опорный план задачи (6.3) — (6.5), 
то эта задача является невырожденной. Следовательно, по теореме 
6.4 любая задача из класса Н  {сь d tj) имеет единственное решение.
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6.3. В качестве еще одного приложения принципа двойствен
ности, докажем две основные теоремы теории линейных неравенств. 
Рассмотрим произвольную систему линейных неравенств 

т

2  / =  1, 2, . . . .  п . (6.13)
t = 1

Т е о р е м а  6.6 ( т е о р е м а  о с о в м е с т н о с т и  с и с т е м ы  
(6.13)). Д л я  со вм ест но ст и  сист ем ы  неравенст в (6.13) необходим о и 
д о ст а т о ч н о , чт обы  д л я  любого нео т рицат ельного  р е ш ен и я  X  =  ( x lt 
х 2> •••> х п)  о д нород ной  сист ем ы  у р а в н е н и й  

п

2 < V / = 0 ,  ‘ =  1 , 2 ......... т , (6.14)
/'= 1

вы полнялось  условие
п

^ d y X y ^ O .  (6.15)
/=1

Д о к а з а  т е л ь с т в о .  Необходимость условий теоремы уста
навливается без труда. Действительно, пусть система (6.13) сов
местна и Y  —  (y ly у 2, . . . ,  у т) —одно из ее решений. Умножая j-e  
неравенство системы (6.13) на неотрицательное число X j и сумми
руя результаты, получаем

т /  п \  п

2  У‘ { 2  А 'чх п  <  2  d i x i- (6-16)
«= 1 \/=i /  /=1

Если вектор Х  =  (х и  x 2i . . . ,  х п) удовлетворяет системе уравнений 
(6. 14), то из соотношения (6.16) следует справедливость неравен
ства (6.15)

Обратимся к доказательству достаточности условий теоремы. 
Рассмотрим задачу линейного программирования (6.1), (6.2), где 
С( =  0 для /= 1 ,  2, . . . ,  т . Назовем ее задачей (Л). Очевидно, лю
бое решение системы (6.13) является решением задачи (Л) и, на
оборот, любое решение задачи (Л) удовлетворяет системе (6. 13). 
Поэтому совместность системы (6.13) эквивалентна разрешимости 
задачи (Л).

Обозначим через (Л) задачу, двойственную по отношению к 
задаче (Л). Задача (Л) имеет вид (6.3) — (6.5) при С( =  0 для /= 1 , 
2, . . . ,  т . Предположим, что условия теоремы выполнены. В тер
минах задачи (Л) это означает ограниченность снизу (нулем) ли
нейной формы задачи (Л) на множестве ее планов. Поскольку 
множество планов задачи (Л) заведомо непусто (одним из ее планов 
является нулевой вектор), то в соответствии с теоремой 4.4 гл. 2 за
дача (Л) разрешима. Но в таком случае первая теорема двойствен
ности гарантирует разрешимость задачи (Л), что эквивалентно 
совместности системы неравенств (6.13). Теорема доказана.
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Отметим, что доказанная теорема является естественным 
аналогом хорошо известного условия совместности системы линей
ных уравнений (см. теорему 2.6 Дополнения), которое формули
руется следующим образом:

Д л я  совм ест ност и сист ем ы  л и н е й н ы х  у р а вн е н и й  
т

2  dijU i —  d j ,  / =  1 ,2 ......... п ,
1 = 1

необходим о и  до ст а т о чно , чт оды  д ля  любого реш ения  

X. =  ( х 19 х 2, . . . ,  х п)
сопряж енной однородной  сист ем ы  

п
^ d ijX j= 0, * =  1, 2, . . . ,  т ,
/ = 1

вы полнялось  соот нош ение

S V / = ° -
/ = 1

Одновременно с системой неравенств (6.13) рассмотрим произ
вольное неравенство

т

2 W i < c- (6-17)
1 = 1

Спрашивается, при каких условиях неравенство (6.17) является 
следствием неравенств системы (6.13)?

Ответ на этот вопрос дает следующее предложение.
Т е о р е м а  6.7. Н еравенст во  (6.17) я вля ет ся  следст вием  сов

м ест ной сист ем ы  (6.13) в т ом  и  т олько в т ом  случа е , если  н а й 
д ут ся  т а к и е  нео т р и ц а т ельны е  ч и сл а  х х , х г , . . . ,  х п , д л я  кот оры х  
вы п о лн яю т ся  со о т но ш ен и я  

п
1 =  1,2,  . . . ,  т , (6.18)

/ = 1

(6*19)
/ = 1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность условий теоремы почти 
очевидна. В самом деле, пусть условия теоремы выполнены и 
Y  =  (y 19 у 2, . . . ,  у т) —произвольное решение системы (6.13). Умно
жая /-е неравенство (6.13) на *у. и складывая результаты, полу
чаем, учитывая (6.18),

т п

2  ^  2  /*
^ = 1  / = 1
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Используя далее неравенство (6.19), приходим к выводу, что У  
удовлетворяет неравенству (6.17).

Для доказательства необходимости условий теоремы рассмот
рим задачу линейного программирования (6.1) — (6.2). Значение 
линейной формы (6.1) на любом плане задачи (6.1) — (6.2) не пре
восходит числа с (любое решение системы (6.13) удовлетворяет 
(6.17)). Множество планов данной задачи непусто (система нера
венств (6.13) совместна). Поэтому согласно теореме 4.4 гл. 2 
задача (6.1) — (6.2) разрешима.

Пусть У * = ( у \ ,  у \ ,  . . . ,  у*т ) — решение задачи (6.1) —(6.2). 
Поскольку вектор У * удовлетворяет системе неравенств (6.13),

т
2  с /у ]  sS С. (6.20)
1 = 1

В соответствии с первой теоремой двойственности задача (6.3) —
(6.5), сопряженная с разрешимой задачей (6.1) —(6.2), имеет реше
ние X *  =  ( x v  x v  . , х п), для которого справедливо равенство

т п
(б-2!)

i= i  /=i
Вектор X * — план задачи (6.3) — (6.5). Поэтому его компоненты 

удовлетворяют условиям (6.18). Что касается неравенства (6.19), 
то оно выполняется в силу соотношений (6.20) и (6.21). Необхо
димость условий теоремы доказана.

Подобно предшествующей теореме, доказанное утверждение 
может рассматриваться в качестве аналога известного предложе
ния, относящегося к линейным уравнениям. Сформулируем это 
предложение:

У р а в н е н и е
т

2 с^ - = с
i= i

являет ся  следст ви ем  сист ем ы  у р а в н е н и й  
т

&иУ1 ~  ̂  /> / “ l» 2, . . .» п,
i=i

в т ом  и т олько  в т о м  с лу ч а е , е сл и  н а й д у т с я  т а к и е  ч и сл а  х \ , я*, . . . 

... , * *, чт о
п
2 * / <г*/==с<' t =  1, 2......... m;

i= i

2  *>/=<•
M
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УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ 3

1. Сформулировать задачу, двойственную по отношению 
к транспортной задаче (см. п. 3.2 гл. 1).

2. Сформулировать задачу, двойственную по отношению к за
даче народнохозяйственного планирования, которая была рассмот
рена в п. 7.3 гл. 1. Привести экономическую интерпретацию этой 
задачи.

3. Пусть векторы Т ( Ф  0, / =  1, 2, . . ., N ; Гр —выпуклый 
многогранный конус, порожденный векторами Г/ и имеющий вер
шину в точке Р.

Для того чтобы точка Р была острием конуса Т р ,  необходимо 
и достаточно выполнение следующего условия:

При любых величинах у / ^ 0  соотношение

N
о

£* =1

влечет за собой равенства

Доказать.
4. Доказать, что множество Т $ \  введенное при доказатель

стве леммы 2.3, является выпуклым многогранником (см. упраж
нение 13 к гл. 2).

5. Доказать, что утверждение леммы 2.3 остается верным, 
если Т Р — произвольный выпуклый конус с острием в точке Р.

6. Привести примеры, показывающие, что нарушение предпо
ложений леммы 2.3 относительно конуса К  или точки Р делает ее 
утверждение, вообще говоря, неверным,

7. Доказать, что не существует пары двойственных задач 
линейного программирования, линейные формы которых не огра
ничены на множествах соответствующих планов.

8. Показать, что задача с однотипными условиями (1.17)—> 
(1.19) разрешима, если компоненты ее вектора ограничений не
отрицательны и выполняется одно из следующих условий:

а) при некотором i все величины а ^ >  0,
б) параметры 0 для всех i и /, причем для любого /

имеется хотя бы одно положительное значение а /у.
9. Доказать первую теорему двойственности для задачи мак

симизации линейной формы

при условиях

п

L (X) = 2 ^ /  
/=1

п

i=I
*=1 ,  2, . . . .  N ,

( 1)

(2)
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установив, что если X * — решение задачи (1) — (2), то точка 

C =  (clt с2, . . сш L  (^*))

принадлежит выпуклому многогранному конусу /(, порожденному 
векторами

4 (<> =  («!!. «й......... «Ш, *,). < =  1. 2......... N ,
И

в„+1 =  (0, 0, .. 0, 1).

У к а з а н и е .  Последнее утверждение доказать «от противного», 
применив следствие 3.2 гл. 2 к точке С и конусу /С.

10. Проверить, что задача (4.1) — (4.3) является двойственной 
по отношению к задаче (4.4) — (4.6) (см. п. 4.1)

11. Вывести из теоремы 5.2 критерий оптимальности плана 
для задач, указанных в упражнении 1.

12. Исследовать на оптимальность планы (1, 0, 0, 0) и
(0, 0, 1, 1) задачи максимизации линейной формы

при условиях
*1 — З*3+  *4

Xi х 3 ~f* 2х4 =  1,
2 х 1 +  х 2  +  4 х 3 — 2х4 =  2,

Хх ^ 2  0, 0, х з > 2  0, х4 > 2  0.

13. Доказать теорему 5.6.
14. Доказать справедливость формулы (5.27) для задачи

(4.1) —(4.3), обладающей хотя бы одним невырожденным опорным 
решением.

15. Показать, что существует задача типа (6.1), (6.2), имеющая 
единственное решение, хотя у сопряженной с ней задачи нет ни 
одного невырожденного опорного решения.
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ МЕТОДА 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УЛУЧШЕНИЯ ПЛАНА

В практике линейного программирования чаще других 
используется метод последовательного улучшения плана. 
Основы этого метода были сформулированы Данцигом 
в 1949 г. [40], [41]. В иностранной литературе по линей
ному программированию метод Данцига известен под назва
нием симплексного метода. Такое название возникло из 
геометрического истолкования первых частных задач, к ко
торым он был применен*), и не соответствует существу 
метода.

Идея метода содержит три существенных момента. 
Во-первых, указывается способ вычисления опорного плана. 
Во-вторых, устанавливается признак, который позволяет 
проверить, является ли выбранный опорный план оптималь
ным (или, в принятой терминологии, является ли выбранный 
план решением). В-третьих, приводится способ, позволяющий 
по выбранному неоптимальному плану построить другой 
опорный план, более близкий к оптимальному. Доказывается, 
что таким путем можно через конечное число шагов по
лучить оптимальный план — решение задачи линейного про
граммирования. Таким образом, метод заключается в после-

*) Ограничения вида 
п

2 * /= 1 >  0, / =  1, 2, . . .» п
/=1

определяют в /г-мерном пространстве симплекс. Подобные ограни
чения входили в условия одной из первых задач линейного про
граммирования, для которой Данциг разработал вычислительный 
метод.



довательном улучшении плана, что и целесообразно отразить 
в его названии.

Следует заметить, что алгоритмы метода позволяют 
также в процессе вычислений установить, является ли за
дача линейного программирования разрешимой. Это значит, 
что в ходе расчетов можно определить, не оказываются ли 
условия задачи противоречивыми и обеспечивают ли они 
ограниченность ее линейной формы.

В этой главе излагаются лишь теоретические основы 
метода. Описание вычислительных схем метода откладывается 
до следующей главы.

Описание метода последовательного улучшения плана 
проводится здесь по следующей схеме. Вначале приводятся 
две формы признака оптимальности опорного плана задачи 
линейного программирования. Затем излагаются основы метода 
применительно к так называемому невырожденному случаю. 
При этом предполагается известным некоторый опорный 
план исследуемой задачи. Формальное изложение метода 
дополняется двумя геометрическими интерпретациями.

В § 5 метод последовательного улучшения плана обоб
щается и излагается применительно к задачам линейного 
программирования, у которых искомые переменные ограни
чены не только снизу, но и сверху. После этого мы осво
бождаемся от ограничительного предположения о невырож
денности рассматриваемой задачи.

В § 7 описывается способ построения исходного опорного 
плана и так называемый AJ-метод. В конце главы приводятся 
теоретические приложения метода последовательного улуч
шения плана.

§ 1. Признак оптимальности опорного плана

1.1. В гл. 3 был получен критерий оптимальности плана — 
необходимое и достаточное условие того, что исследуемый 
план является решением задачи линейного программирования. 
При методе последовательного улучшения плана приходится 
оперировать не с произвольными планами, а только с опор
ными планами. В этом параграфе будет сформулирован при
знак оптимальности опорного плана. Признак оптимальности 
может быть выражен через те или иные параметры, харак
теризующие задачу. В соответствии с этим будем говорить

§  1] Пр и з н а к  о п т и м а л ь н о с т и  о п о рн о го  п л а н а  2 0 5
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о двух разных формах признака оптимальности. Каждая 
из форм признака будет далее положена в основу одного 
из алгоритмов решения задачи линейного программирования 
по методу последовательного улучшения плана. Термин 
признак (в отличие от термина критерий) оптимальности 
принят для того, чтобы подчеркнуть, что здесь речь идет 
не о произвольном плане, а об опорном, и что приведенное 
условие является, вообще говоря, только достаточным.

Запишем задачу линейного программирования в канони
ческой форме.

Требуется вычислить максимум линейной формы

при условиях

п
L (X) =  2  CjXj

п

(1.1)

(1.2)

* / > 0 ,  / =  1, 2, . . . , п. (1.3)

Более компактно задача записывается в следующем виде.
Требуется вычислить неотрицательный вектор (вектор- 

строку) обращающий в максимум L(X) = CXT при
условиях АХ1— В.

Здесь A = (A V . . . ,  Ли) =  || a,7||m„— матрица условий, 
А] и В — соответственно векторы условий и вектор ограни
чений данной задачи; Aj = (aip а2/., . . . , a mj)T, j=  1,2,  . . . , я ;  
B=(blt Ьг, . . . ,  bm)T\ С = ( с „  ct, . . . ,  са) ~ заданный век- 
тор коэффициентов линейной формы (1.1). Будем предпо
лагать, что ранг матрицы А равен т.

Напомним определения опорного плана и его базиса — 
основных понятий настоящей главы. План Х — (х1У хл, . . . ,  хп) 
задачи линейного программирования (записанной в канони
ческой форме (1.1) — (1.3)) называется опорным, если система 
векторов условий Ар соответствующая его положительным 
компонентам (Xj >  0), линейно независима. Базисом опорного 
плана мы называли систему т линейно независимых векторов 
условий, которая включает в с е  векторы Ар отвечающие 
положительным составляющим опорного плана. Компоненты 
опорного плана, отвечающие векторам его базиса, будем 
называть базисными, а остальные составляющие — внебазис- 
ными переменными.
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Допустим, что нам известен некоторый опорный план X  
с базисом ASiJ ASi> . . . ,  Asp ASm. В дальнейшем будет
удобно характеризовать вектор базиса, помимо его номера 
позицией /, которую он занимает в рассматриваемом базисе 
(ясно, что при любом базисе i = l ,  2, . . . ,  т).

Зафиксируем произвольный вектор условий А. и выпишем 
его разложение по векторам базиса Л , . . . ,  A Sfn:

т

=  2, п. (1.4)

Здесь xtj — составляющая разложения вектора Aj по векто
рам базиса при векторе Asr расположенном в i-й позиции 
базиса.

Введем множество индексов 1Х векторов базиса опорного 
плана X  (1Х— множество номеров базисных переменных). 
Очевидно,

(внебазисные переменные равны нулю). Разложение вектора 
ограничений В по векторам базиса можно также записать 
в виде

т

B = 'Z Asixh>1 =  1

где xi0 = xs. — базисная переменная, отвечающая вектору

расположенному в i-й позиции базиса.
Обозначая вектор ограничений В через Л0, получим общую 

формулу
т

=  7=0, 1, 2, т, (1,4')
1=1 1

определяющую составляющие разложения всех векторов 
условий и вектора ограничений по векторам базиса.

Составим наборы параметров Zj и Ау(_/ =  1, 2, п) 
по следующим формулам:

т

* /  =  2  V * 7 ’ У = 1 , 2, . . П\ (1.5)

j = h 2 ,  . . . ,  п . (1.6)
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Величины Zj и Ду определяются опорным планом X , 
соответствующим базису Д51, . . . ,  As , Чтобы подчеркнуть
это, целесообразно было бы обозначать эти параметры соот
ветственно через zW  и Д(Х). Однако, не желая усложнять
записи, будем всюду, где это не вызовет недоразумений, 
опускать индекс X  при Zj и Ду.

В методе последовательного улучшения плана параметры Ду 
играют очень важную роль: знаки этих параметров позво
ляют определить, является ли выбранный опорный план 
оптимальным. Имеет место следующее предложение:

П р и з н а к  о п т и м а л ь н о с т и .  Опорный план X * яв
ляется решением задачи (1.1) — (1.3), если Д у^О  для 
/ =  1 , 2 ,  . . ., п.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим произвольный план 
X  = (xv . . ., хп)=^=Х*. Составляющие вектора X , как и 
компоненты всякого плана, должны удовлетворять условиям 
задачи, т. е.

s = = 2

ху ̂  0, J —-1, 2, • • ., п.
Разложим вектор Ду согласно формуле (1.4) по векторам 
базиса опорного плана X *. Получим

п т

(2 -v * * .) .
/ = 1  i = i  *

или, меняя порядок суммирования,
т п

я = 2  ( 2 *у*,7м  (1-7)
i = i  / = 1  4

С другой стороны, поскольку X* является планом за
дачи (1.1) — (1.3),

т

В = 1>х;0А (1.8)
i — l 1

Векторы ASi, As^ . . . ,  А^составляют линейно независи
мую систему. Следовательно, вектор ограничений В может 
быть единственным образом представлен в виде их линейной



комбинации. Сравнивая (1.7) и (1.8), заключаем, что

S  % = * ; ,  0 .9 )
/ = 1

Справедливость сформулированного утверждения следует 
теперь из следующей цепочки равенств и неравенств;

L(X) =  %

П

/ = 1

п т

= 2  ( 2  CHxi/)xf =
/ = 1  i = i

т п

= 2  ( 2  xjxij) cSi =
i —\ / = 1

т

= 2 ^ * ; 0=i=i
= L{X*).

Здесь первое и последнее равенства определяют значение 
линейной формы L для планов X  и Х*: соответственно. Не
равенство следует из условия Дj — Zj— Су^ 0. Равенства 
в третьей и пятой строках вытекают из формул (1.5) и (1.9) 
соответственно, а равенство в четвертой строке получено 
изменением порядка суммирования.

Таким образом, если ДуГ^О для всех у, то опорный 
план X  определяет максимальное значение линейной формы 
L (X) и является решением задачи линейного программиро
вания. Подчеркнем, что это условие (Д у^О  для всех J) 
является, вообще говоря, только достаточным условием оп
тимальности опорного плана (см. упражнение 1).

Как уже отмечалось, Ду можно выразить через различ
ные параметры, характеризующие задачу линейного програм
мирования. В зависимости от того, как вычисляется Zj в вы
ражении (1.6) для Ду, мы имеем ту или иную форму приз
нака оптимальности.

Будем говорить, что признак оптимальности записывается 
в первой форме, если Zj вычисляются из соотношений (1.5).

§  1] ПРИЗНАК ОПТИМАЛЬНОСТИ ОПОРНОГО ПЛАНА 2 0 9



2 1 0  ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ МЕТОДА УЛУЧШЕНИЯ ПЛАНА [ГЛ. 4

Таким образом, первая форма признака оптимальности 
опорного плана формулируется следующим образом:

Опорный план X* является решением задачи (1.1) —
(1.3), если

т

2  С ц Х ^ С }
i = i

для всех / '( / '= 1 , 2, . . . ,  п).
1.2. Приведем еще одну форму признака оптимальности 

опорного плана.
Пусть по-прежнему векторы условий 4̂§1, . . . ,  А^

образуют базис опорного плана X *. Определим вектор 
A  = (kl, Х2) . . . ,  %т) из системы уравнений

т

2  aijl i =  ср j £ I x . (1.10)

Вторая форма признака оптимальности опорного 
плана может быть сформулирована следующим образом:

П р и з н а к  о п т и м а л ь н о с т и .  Опорный план X * за
дачи (1.1) — (1.3) оптимален, если

т

(1-П)
* =  1

для / =  1, 2, . . . ,  п .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Справедливость этого достаточ

ного условия оптимальности опорного плана легко доказы
вается, если исходить из критерия оптимальности плана, 
установленного в гл. 3 (см. теорему 5.4). Обоснование при
веденного признака вытекает также из следующей цепочки 
равенств:

т т т

2  cSiXij =  2 ( 2  ans^n) x if ~  
l = i  l  =  i  j i  =  i

m m  т

=  2  V  2  Vi*<7=  2
j i = i  г = i  ] i = i

Здесь первое равенство совпадает с определением (1.5) ве
личин Zj. Второе равенство вытекает из (1.10). Третье ра
венство получено изменением порядка суммирования. Чет
вертое равенство следует из разложения (1.4), если его 
записать для компонент векторов условий,



Теперь видно, что соотношение
т

aifii ^

для всех j  эквивалентно условию
Д у^О  для j=  1, 2, . п.

Таким образом, доказана не только справедливость вто
рой формы признака оптимальности, но и э к в и в а л е н т 
н о с т ь  о б е и х  форм.

Как уже отмечалось, каждой форме признака оптималь
ности соответствует своя вычислительная схема решения 
задач линейного программирования.

§ 2. Общая схема метода

2.1. Приведем общую схему решения задачи линейного 
программирования по методу последовательного улучшения 
плана применительно к невырожденному случаю.

Напомним, что опорный план задачи (1.1)—(1.3) назы
вается невырожденным, если число его положительных ком
понент в точности равно т. Задача линейного програм
мирования называется невырожденной, если все ее опорные 
планы невырождены.

Пусть известен некоторый опорный план X  задачи с ба
зисом Л§1, Л§2, . . . ,  ASm. Анализ плана начинается с про
верки его на оптимальность. Проверка может производиться 
в соответствии с первой или второй формой признака оп
тимальности. И в том и в другом случае необходимо вы
числить значения Ду(у— 1, 2, . . . ,  п). В первом случае Ду 
вычисляется по формуле

т

А / = * / — <7= c/t (2.1)

где X(j определяется разложением (1.4). При использовании 
второй формы признака Ду определяется соотношением

т

Д;  =  Zj — Cj =  2  а ,/.,- — ср  (2.2)

где Л = (Я 1, . . . ,  Кт )— решение системы (1.10).
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При проверке опорного плана на оптимальность может 
встретиться один из следующих трех случаев:

1° Д у^О  для j $ I x (при Zj — сj\ поэтому в пер
вом случае Д у ^О  для всех у от 1 до п).

2° Ду<0 для некоторого у, и все соответствующие 
этому индексу величины (i=  1, 2, т).

3° Ду <  0 для некоторых индексов у, и для каждого 
такого у по крайней мере одно из чисел x(j положительно.

В первом случае, как это следует из признака опти
мальности опорного плана, план X  является решением задачи 
линейного программирования.

Мы сейчас покажем, что в случае 2° задача линейного 
программирования неразрешима, а в случае 3° можно указать 
способ перехода от опорного плана X  к новому опорному 
плану, более близкому к решению задачи.

2.2. Проследим, как изменяется линейная форма (1.1) 
в результате перехода к некоторому новому плану ^(6), 
который образуется из плана X  в соответствии со следую
щим правилом:

1) у-я компонента плана ^Y(0) полагается равной некото
рому положительному числу 6 (у — фиксированный индекс вне- 
базисной переменной плана X): jCy (в) — 6;

2) остальные внебазисные переменные плана X  остаются
равными нулю (л;5 (6) =  =  0 при s $ Ix> s Ф у);

3) базисные составляющие Х(Ь) выбираются так, чтобы 
вектор X (0) =  (AJj (8), . . ., хп (8)) определял план задачи, т. е. 
чтобы числа jCy(0) (j — 1, 2, . .  п) удовлетворяли условиям
(1.2)—(1.3).

Будем в дальнейшем указанный переход от плана X  
к плану ДТ(0) называть элементарным преобразованием, 
связанным с вектором Л-.

Выпишем соотношения, определяющие элементарное пре
образование. В силу определения опорного плана X  и пред
положений о структуре плана Х(в) имеем

т

АН = В, (2.3)

т
2 * й (0М «.+0Л/ =  А  (2.4)
*2*1

Согласно формуле (1.4) разложение произвольного вектора
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условий по векторам базиса записывается в виде
т

A j=  ^ jX i A Sr 
J i=.\ J

Из формул (1.4) и (2.3) получаем

2  (*/• —^xij) Asi +  0̂ 4у =  В.

(1.4)

(2.5)

Сравнивая полученное соотношение с системой (2.4) и учи
тывая единственность ее решения (векторы ASl> . . . ,  Аы, 
составляющие базис опорного плана Х> линейно независимы), 
приходим к равенствам, определяющим элементарное преоб
разование:

* / о ( 0 )  =  * / о — ( 2 - 6 )

Здесь i — номера позиций векторов ASi в базисе опорного 
плана X  (jc/o =  , x io (0) =  x Si (0)). Напомним, что в соот
ветствии с определением элементарного преобразования, 
связанного с вектором Ар

x t (6) =  x t =  0 при t § /х , t Ф у; Xj (0) =  0.

Таким образом, элементарное преобразование полностью 
определено.

Все x i0—базисные компоненты плана X — положительны. 
Следовательно, до тех пор, пока 0 настолько мало, что все 
величины х/0(6) из (2.6) неотрицательны, вектор Х(0) удов
летворяет условиям (1.2), (1.3) и является планом задачи 
линейного программирования.

По составляющим плана ^(0) нетрудно вычислить соот
ветствующее ему значение линейной формы (1.1):

L [X(0)] =  2  cstx i0 (0) с/1 =  2  cS;x i0 — 0 ( 2  chxij— Су).

Используя соотношения (1.5) и (1.6), получаем
L[X{b)) = L{X)— ЬАр (2.7)

Равенство (2.7) показывает, что влияние элементарного пре
образования плана X  на величину линейной формы опреде
ляется знаком Ар Если Д;- <  0, значение линейной формы
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увеличивается, если Д у > 0 —уменьшается. Если Д у=0, 
линейная форма сохраняет свое прежнее значение.

2.3. Введем некоторые термины, удобные для последую
щего изложения.

Параметры Ду, знаки которых определяют направление 
изменения линейной формы при элементарном преобразовании, 
связанном с вектором Лу, естественно называть оценками 
векторов условий Aj относительно данного базиса (по
скольку в формировании Ду участвуют и коэффициенты с у 
линейной формы, более точным наименованием параметров 
Ду было бы оценки расширенных векторов условий Aj отно
сительно рассматриваемого базиса). Целесообразность вве
денного термина определяется следующими соображениями. 
Элементарные преобразования, связанные с векторами, отве
чающими Д у < 0  и Ду > 0 ,  соответственно увеличивают и 
уменьшают значение линейной формы. При этом величина 
изменения линейной формы при 0 =  1 в точности совпадает 
со значением Ду. Таким образом, параметры Ду оценивают 
изменение линейной формы, которое произойдет, если ввести 
вектор Aj в рассматриваемый базис. Этот факт и предла
гается отразить в названии параметров Ду. Из приведенных 
рассуждений следует, что определение Д у =  с у— Г̂у больше 
соответствует понятию оценки вектора базиса, чем принятое 
здесь определение Д у=^у— Су. Тем не менее, чтобы избе
жать возможных недоразумений, мы сохраняем здесь уже 
установившееся в литературе по линейному программирова
нию понятие Ду =  ^у— Су. Это позволит также сделать вы
числительные схемы более однообразными.

При использовании второй формы признака оптимальности 
величины Ду вычисляются по формуле

т

Д у  =  S  aip̂ i Cj‘i-1
Фигурирующие здесь параметры rk i будем в дальнейшем на
зывать оценками условий задачи относительно данного 
базиса.

Чтобы обосновать целесообразность введенного термина, 
вспомним определение двойственной задачи: задача миними-

т т
зации линейной формы 2  ПРИ условиях
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двойственна по отношению к задаче (1.1) —(1.3). Из второй
формы признака оптимальности опорного плана следует, что _ *
параметры Л/, отвечающие базису опорного решения X *, 
удовлетворяют условиям двойственной задачи

т

Д /=  с /З зо .

С другой стороны, для оптимального опорного плана X*
п т т т

L ( X * )  =  2  C j x )  =  2  c s Ху л  =  2 ( 2 ^ a « s „ )  =
/=1 ji = i |i=i i = i м

т т т

=  2 ^ * ( 2  ^ s „ % o ) =  2 ^ , - -  г = 1 ji = i  ̂ г = 1

Отсюда вытекает (см. лемму 1.2 гл. 3), что вектор А* == 
=  (А,1, . . . ,  Хщ) является решением двойственной задачи.

В предыдущей главе (п. 5.5) было признано целесооб
разным называть составляющие оптимального плана двой
ственной задачи оценками условий исходной задачи (оцен
ками влияния правых частей условий (1.2) на максимально 
достижимое значение линейной формы (1.1)). Выборг обес- 
печивает равенство нулю всех Ду, отвечающих векторам 
базиса решения. Параметры соответствующие произволь
ному опорному плану, играют по отношению к базису этого 
плана ту же роль, что и по отношению к базису опти
мального опорного плана. Как видно из определения 
выбор этих параметров обеспечивает равенство нулю чисел 
Дj —оценок векторов условий базиса.

Приведенные рассуждения служат основанием для того, 
чтобы называть параметры Ki оценками условий задачи от
носительно выбранного базиса.

2.4. Формулы (2.6) и (2.7) позволяют проанализировать 
все случаи, возникающие в процессе проверки опорного 
плана на оптимальность.

В случае 1°, как мы уже видели, в соответствии с приз
наком оптимальности, план X  является решением задачи 
линейного программирования.

В случае 2° имеется индекс j —k , для которого Д^ <  0 и 
все соответствующие компоненты x if̂ ^ 0  ( / = 1 , 2 ,  . . . ,  т),

§ 2]



Формула (2.6) показывает (j = k ) y что в этом случае ^Y(0) 
является планом задачи (1.1) — (1.3) при любом 0>О ( ^ ( 9 ) ^ 0  
при любом 6 ^ 0 ) .  Это означает, как видно из формулы (2.7), 
что линейная форма L(X)  неограничена сверху на множестве 
планов задачи.

Таким образом, в случае 2° задача линейного програм
мирования неразрешима.

Чаще всего приходится сталкиваться с третьей возмож
ностью. В этом случае Д у < 0  для некоторых у, и для каж
дого такого j  по крайней мере одно из чисел положи
тельно. Покажем, что при этих условиях можно с помощью 
элементарного преобразования, связанного с вектором Ak 
(Д^СО), перейти от опорного плана X  к новому опорному 
плану X' и увеличить при этом значение линейной формы 
задачи.

Проведем элементарное преобразование плана X  при зна
чении 9, равном минимуму отношения х i(ijx ik по всем i 
из множества 1, 2, . . . ,  ту для которых x ik >  0 (по условию 
такие x ik имеются).

Итак, пусть
f)0 =  min x j x ik, 

x lk>0
По условию, я /0> 0  для / = 1 ,  2, . . . ,  т. Поэтому 0О поло
жительно. Здесь мы существенно используем невырожден
ность опорного плана X.

Положим X' =  ЛТ(0о). По построению ДГ(0о) является 
планом задачи. Более того, мы сейчас установим, что X' 
является опорным планом задачи.

Пусть минимум отношения x tJ x iky определяющий число 
0О, достигается при i = r. Очевидно, *Sr =  *sr (0) =  0. Мы 
будем иногда говорить, что 0О достигается на г-й позиции 
базиса или, что то же самое, на векторе условий ASr.

В силу (2.4) при выбранном 9 =  0О вектор ограничений 
В оказывается линейной комбинацией векторов Л$1, Л§2, . . .
. . . ,  •••> с неотрицательными коэф
фициентами. Нетрудно убедиться в том, что эта система 
векторов линейно независима. Справедливость этого утверж
дения вытекает из следующей простой теоремы, которой мы 
будем неоднократно пользоваться и в дальнейшем,
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Т е о р е м а  2.1. Если Р,, Рг, . . . ,  Рт — линейно незави-
т

симая система векторов и вектор Q =  2  причем
г = 1

£Г Ф 0, то система Л .  Р.. . . . .  Pr-i, Q’ Рг+г> ■■■> Рт 
также линейно независима.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть сформулированное утверж
дение неверно. Тогда можно указать числа а 1? а2, . . атУ а, 
среди которых имеются и ненулевые, такие, что

т

2  a IP, +  aQ =  0.
1 = 1 i ^ r

Подставляя в эту формулу разложение Q по векторам си
стемы Р1У Р2, . . . ,  Рт, получим

§  2 ]

т

2  («; +  О  Pi +  a %Pr =  0.Ы1
* ?=г

Система векторов Р1? . . . ,  Рг, , Рт по условию линейно 
независима, а £г ф  0: Это значит, что последнее соотноше
ние выполняется лишь при а = а1~  . . .  = ar_l == a r+1 — . . .
. . .  = а т — 0. Мы пришли к противоречию. Теорема доказана.

Из доказанной теоремы следует линейная независимость 
системы ASiy . . . ,  ASr_iy Aky ASr+1, . . . ,  A ^  (здесь система 
P1? . . . ,  Pm — векторы базиса, Q = Ak, L,r = xrk>0). Это 
значит, что план Х' = Х(Ь0) действительно является опорным 
планом задачи и его базис состоит из векторов ASl, . . .  
•••> ASr_v Ak, ASr+1> •••> Asm-

Таким образом, базис нового опорного плана образуется 
из базиса предыдущего опорного плана заменой вектора А$г, 
расположенного в г-й позиции базиса (на которой дости
гается 0О), на вектор Ak с отрицательной относительной 
оценкой. Вектор Ak занимает в новом базисе позицию г. 
В соответствии с этим

' _  /  xio Фо) При 1 ф Г> 
х ‘° ~  \  к  при i =  r.

Используя формулу (2.6), получаем выражения для базисных
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переменных нового опорного плана:

Заметим, что в невырожденной задаче величина 0О может 
достигаться только при одном значении /, т. е. только на 
одной позиции базиса. В противном случае опорный план X' 
оказался бы вырожденным, поскольку он имел бы менее, чем 
т положительных компонент.

В соответствии с соотношением (2.7)

По условию ДА< 0 .  Кроме того, как мы видели, 0О — поло
жительное число. Поэтому

Таким образом, в случае 3° можно перейти от исходного 
опорного плана X  к новому опорному плану Х \  более 
близкому к решению задачи. Переход к новому плану при
водит к увеличению линейной формы на — 0оДд,. Последова
тельные переходы от одного опорного плана к другому 
производятся до тех пор, пока либо будет получено реше
ние задачи, либо будет установлена ее неразрешимость.

Каждый переход от одного опорного плана к другому 
составляет итерацию (шаг) метода последовательного улуч
шения плана. Количество итераций, в результате которых мы 
приходим к решению невырожденной задачи или доказываем 
ее неразрешимость, конечно. Действительно, каждому опор
ному плану невырожденной задачи соответствует своя си
стема из т линейно независимых векторов условий, состав
ляющих его базис. Общее количество векторов условий 
равно п . Поэтому существует не более различных бази
сов. Таким образом, и число различных опорных планов за
дачи конечно. Для каждого опорного плана однозначно 
определяется величина линейной формы. В невырожденном 
случае каждый следующий шаг увеличивает значение линей
ной формы, и, значит, не может быть возвращения к ранее 
пройденному базису. Это значит, что через конечное число 
итераций (шагов) метода последовательного улучшения плана 
будет получено решение (случай 1°) или установлена неог

(2.8)

L{X’) =  L ( X ) - \ b k.

L ( X ' )>L( X) .
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раниченность линейной формы на множестве планов задачи 
(случай 2°).

Элементарное преобразование опорного плана носит до
статочно частный характер. Тем не менее, как мы видели, 
с помощью элементарных преобразований всегда может быть 
осуществлено построение оптимального плана исследуемой 
задачи. Решение задачи линейного программирования методом 
последовательного улучшения плана как раз и складывается 
из определенных последовательностей этих преобразований.

2.5. Повторим кратко порядок операций, связанных 
с каждым отдельным шагом метода последовательного улуч
шения плана.

Каждая итерация метода содержит два этапа. Первый 
этап состоит в проверке исследуемого опорного плана на 
оптимальность. Первый этап приводит к одной из трех воз
можностей (случаи 1°, 2°, 3°). Если имеет место случай 1° 
или случай 2°, процесс решения заканчивается. В случае 1° 
исследуемый план оптимален. В случае 2° установлена не
разрешимость задачи. Если имеет место случай 3°, перехо
дим ко второму этапу итерации. Второй этап заключается 
в определении элементарного преобразования, приводящего 
к новому опорному плану с большим значением линейной 
формы. На втором этапе выбирается вектор Ak с отрицатель
ной оценкой (А^<0) и определяется позиция г, которую он 
должен занять в базисе. Вектор ASj исключается из базиса. 
Новый базис образуется, таким образом, из векторов старого 
базиса заменой вектора условий ASr на вектор Ak. На втором 
этапе вычисляются все параметры, необходимые для получе
ния и проверки на оптимальность нового опорного плана. 
Проверка полученного опорного плана на оптимальность 
производится на первом этапе следующей итерации.

Все рассуждения настоящего параграфа проводились для 
задачи линейного программирования, в которой требовалось 
обратить в максимум линейную форму (1.1) при условиях
(1.2) — (1.3). Нет необходимости проводить специальные рас
суждения для задачи минимизации линейной формы. Всякая 
задача, в которой требуется определить минимум линейной 
формы

/ = i ; 1
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при тех или иных условиях, сводится к задаче максимизации 
формы

п

L (-АТ) =  — 2  c/x t 
/=1 1 1

при тех же ограничениях.

§ 3. Примеры
3.1. Рассмотрим два простых примера, иллюстрирующих поря

док вычислений при решении задач линейного программирования 
методом последовательного улучшения плана. При этом мы будем 
пользоваться только формулами и указаниями настоящей главы. 
Более компактные схемы счета будут приведены в следующей 
главе. Здесь мы рассматриваем лишь принципы определения опти
мального плана, а не технику решения задачи. Поэтому изложе
ние процесса решения ведется только применительно к первой 
форме признака оптимальности.

П р и м е р  1. Пусть требуется обратить в максимум линейную 
форму

L  (X )  =  5*!—*2—2*3 +  5л:4 +  5*s—*б
при условиях

— 2#i +  5*2 -f- лг3 =10 \

* 1 —  *2  +  *4  =  1 I

*i +  2*2 + * 5 =  б Г
10*!—3*2 + * в =  15 )

* / ^ 0, / =  1, 2........6.
Р е ш е н и е .  Здесь векторы условий и вектор ограничений 

равны соответственно

Как легко видеть, в качестве исходного опорного плана можно 
принять следующий план:

Х =  (0, 0, 10, 1, 6, 15).
Этому плану соответствует значение линейной формы L (X )= 0 .

В соответствии с рекомендациями метода разложим векторы 
А х и А 2 по векторам A Si Л4, Л5 и Ла, составляющим базис Б  
исходного опорного плана. Эти векторы занимают соответственно 
позиции 1, 2, 3 и 4 в базисе. Для того чтобы воспользоваться
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общими формулами, следует, согласно введенным в § 1 обозначе
ниям, положить Л4 =  ЛЛ, Л4 =  ЛЙ, A s —  A s3, A Q —  A Si. Коэффициенты 
разложения векторов А х и А 2 по векторам базиса х ^  и х 12 удов
летворяют системе уравнений

4

^i =  2  xii^si* 
i = i
4

^2 =  2  Xi^Sl’ 
i — l

Векторы базиса А $ ,—  единичные векторы. Поэтому компоненты 
Х'п и Х(2 равны соответствующим составляющим векторов А 1 и Л2. 
Коэффициенты Х ц  для /£ /у ,  естественно, равны единице при / =  S; 
и нулю при / ф  s Следовательно, матрица || х у \ \  совпадает с мат
рицей условий ||а/у|| (при другом расположении векторов по пози
циям базиса матрицы \ \ х ц \ \  и \ \ а у \ \  различались бы порядком 
строк):

II *//11 =

—2 5 1 0  0 0
1 —1 0  1 0  0
1 2 0 0 1 0

10 —3 0 0 0 1

= 1К 7 н-

Расположим компоненты опорного плана X, являющиеся ба
зисными переменными x io, в соответствии с позициями, занимае
мыми векторами A s . в базисе:

*ю — Ю, *20 =  1, лг30 =  6, =  15.
Параметры Z j и Ау вычисляются по формулам (1.5) и (1.6). 

Имеем
z  =  ( z lf . . . ,  z 6) =  (4, —2, —2, 5, 5, —1),

(А,........А6) =  (—1, - 1 ,  0, 0, 0, 0).
Как видим, А х и Д2 отрицательны и каждому из них соответ

ствуют по нескольку положительных значений Х у. Следовательно, 
имеет место случай 3°, т. е. имеется возможность перейти посред
ством элементарного преобразования от опорного пла:на X к но
вому опорному плану X '  и увеличить при этом значение линейной 
формы.

В новый базис можно ввести А г или Л2 (At =  A2==— 1). При
мем для определенности, что в базис вводится A v  Для выявления 
вектора, подлежащего исключению из базиса, составим: отношения 
x ioix ii Для x i i >  0. В нашем случае х п  <  0, а при i =  2, 3, 4 зна
чения отношений равны соответственно 1; 6; 3/2. Наименьшее от
ношение соответствует i =  2 и равно 1. Следовательно, б0 =  1 и 
в позицию 2 базиса, на которой достигается б0, вводится вектор Л, 
вместо вектора Л^ =  Л4. Базисные компоненты *г0 =  (б0) нового



плана, перенумерованные в соответствии с позициями базиса, вы
числяются из соотношений (см. формулу (2.8))

/ ( %io Для i 2,
*г0 \  б0 =  1 для i —  2.

Составляющая х 2 —  х 2 по-прежнему равна нулю. Таким образом, 
в результате элементарного преобразования мы переходим к но
вому опорному плану:

Х' =  (1, 0, 12, 0, 5, 5).

При этом значение линейной формы возросло от L ( X )  —  0 до 
Ц Х ' )  =  1.

Разложим теперь А 2 и Л4 (векторы, не входящие в базис Б j) 
по векторам базиса Б х. Как и прежде, для этого необходимо ре
шить две системы уравнений:

4

г = 1
4

■̂4 === 2
i = i

В новом базисе вектор занимает позицию 2. Остальные век
торы остаются на тех же позициях, что и в предыдущем базисе

А з>

Решая обе системы и учитывая, что —  при / £  / х ,, по
лучаем (бу — символ Кронекера, равный 1 при j  =  t  и 0 при f  ф  t)

О 3 1 2 0 0
1 —1 0  1 0  0
0 3 0 —1 1 0 *
0 7 0 —10 0 1
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Для контроля вычислений можно определить базисные компоненты 
плана X '  из системы

т

е = . 2/ б Iх , *=|

Новому опорному плану X' соответствуют векторы Z' и А'. 
Их составляющие вычисляются так же, как и компоненты векто
ров Z и А:

Z ' =  (5, —3, —2, 6, 5 —1),
А' =  (0, —2, 0, 1, 0, 0).
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Здесь отрицательно. Кроме того, величине А'2 соответствует не
сколько положительных значений x l2. Следовательно, имеется воз
можность посредством нового элементарного преобразования уве
личить значение линейной формы. Последующие шаги проводятся 
по тем же правилам, что и предыдущие. Приведем значения ком
понент векторов X(5), Z {S) и Д(5) и соответствующие величины линей
ной формы L  без промежуточных вычислений. Получаем табл. 4.1.

§ 3]

Т а б л и ц а  4.1

2 3

2(2) Д(2) Х<’> 2») Д<2>

1 12/7 5 0 48/23 5 0

2 5/7 —1 0 45/23 —1 0

3 69/7 —2 0 101/23 —2 0

4 0 22/7 —13/7 20/23 5 0

5 20/7 5 0 0 128/23 13/23

6 0 -5 /7 2/7 0 —22 /23 1/23

L  (Х<*>) 17/7 93/23

Как видим, все составляющие вектора Д(3) неотрицательны. В соот
ветствии с признаком оптимальности это означает, что мы пришли 
к оптимальному плану X *— решению задачи линейного програм
мирования.

3.2. Рассмотрим теперь пример, в котором процесс решения 
задачи по методу последовательного улучшения плана завершается 
случаем 2°.

П р и м е р  2. Обратить в максимум линейную форму 

L  (X) =  Злг3 +  4 хл
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при условиях
2Х} —— З х 2 “Ь == 1»

— 5 х ,  + 2 х 2  +  *4=  1,
Х( ̂  0, 1 =  1, . . . ,  4. 

Р е ш е н и е .  Как легко видеть, вектор

Х =  (0, 0, 1, 1)
может быть принят в качестве исходного опорного плана. Плану 
X  соответствует значение линейной формы, равное L ( X )  =  7. Век
торы условий и вектор ограничений задачи равны соответственно

Исходный базис Б  состоит из единичных векторов A s =  A Sl 
Л4 =  Ду2. Поэтому

II *//11 = II ««711 =
2 —3 1 0  

—5 2 0 1  *

и

Нумеруя базисные компоненты опорного плана X  в соответ
ствии с позициями, занимаемыми соответствующими векторами 
условий в базисе, получаем

*3 =z XlQ == 1» -̂ 20 ■ ■ 1 •
Пользуясь формулами (1.5) и (1.6), вычисляем составляющие 

векторов Z  и А
Z =  (—14, - 1 ,  3, 4),
А — (—14, —1, 0, 0).

Отрицательной оценке At= —14 соответствует единственное 
положительное значение */„ равное лгп =  2. Следовательно, в базис 
вводится A v  Вектор А х вводится в первую позицию базиса, по
скольку минимум отношения

•по __ Л/о 
x i k  x h

достигается только на одном значении i , равном единице. Из ба
зиса исключается вектор A s, занимавший в нем первую позицию. 
Значение компоненты х х нового опорного плана равно

2 •
Остальные составляющие X '  вычисляются по формуле (2.8). При 
этомл:2 =  л:2 остается равным нулю, поскольку А 2 по-прежнему не 
входит в базис.

Таким образом, мы приходим к новому опорному плану
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Значение линейной формы, соответствующее опорному плану Х \  
равно L  (Х') =  14.

Базис Б х опорного плана X '  состоит из векторов Л, и Л4. 
В соответствии с позициями, занимаемыми этими векторами в ба
зисе E lt имеем A l =  A Si, Л4 =  Л^2 и х 1 =  х 10, х 4 =  х 20. Разложим век
торы Л2 и Л3, не входящие в B lf по векторам нового базиса. 
Составляющие x i2 и х и  определяются из систем уравнений

^2 S  х/.9.А$р 
/ = 1 

2

i - 1
Решая обе системы и учитывая, что для / £

1 - 3/2 О
о ~ п/2 5/а 1

ч 5^, получаем

Следовательно,
Z '= ( 0, —22, 10, 4),
Д' =  (0, —22, 7, 0).

Как видим, Д2 <  0, и все составляющие <  0. Такое соот
ношение параметров А;- и Х ц  соответствует случаю 2°, когда ли
нейная форма неограничена сверху на множестве планов задачи. 
Следовательно, рассматриваемая задача неразрешима. Действи
тельно, точка

х  =  ( / ,  t % 1 - И ,  1+30
удовлетворяет условиям задачи при любом £ ^ 0 .  При этом

Ь(Х) = 7 + Ш
неограниченно растет с увеличением t.

§ 4. Геометрические интерпретации метода 
последовательного улучшения плана

4.1. Все элементы метода последовательного улучшения 
плана находят простое геометрическое истолкование. В § 5 
гл. 2 были приведены две геометрические интерпретации 
задачи линейного программирования. Читателю полезно бу
дет вернуться к ним и связать изложенное в настоящей 
главе алгебраическое описание метода с соответствующими 
геометрическими образами. Геометрические описания метода 
будут проводиться в терминах многомерных пространств.

8  Д . Ю дин и Е. Гольш тейн



При желании читатель может ограничиться двух- или трех
мерным случаем, где все сказанное ниже приобретает гео
метрическую наглядность. Для этого могут быть использо
ваны конкретные примеры, описанные в п. 4.2, 4.4.

Различные геометрические интерпретации задачи приводят 
к разным геометрическим истолкованиям метода.

В соответствии с первой геометрической интерпретацией 
задачи линейного программирования условия (1.2)— (1.3) 
высекают в пространстве переменных xv . . . ,  хп выпуклый 
многогранник (или неограниченное выпуклое многогранное 
множество), размерность которого не превышает п — т. Это 
многогранное множество содержится в общей части гипер
плоскостей, определяемых условиями (1.2) задачи.

Опорному плану X  соответствует вершина многогран
ного множества. Будем ее обозначать, как и опорный план, 
буквой X . Вершина X  образуется пересечением гиперплос
костей, отвечающих условиям (1.2) и гиперплоскостей, соот
ветствующих нулевым компонентам опорного плана. В невы
рожденном случае все базисные переменные отличны от 
нуля. Опорный план содержит п — т внебазисных компонент. 
Таким образом, в невырожденном случае в вершине X  пере
секаются

т-\-(п — т) = п

независимых гиперплоскостей.
Выберем одну из внебазисных переменных ху и заменим 

условие Xj= 0 ограничением Яу^О. Если все остальные 
внебазисные переменные сохраняют нулевое значение, то 
полученное таким образом геометрическое место точек 
является лучом, направленным «внутрь» многогранного мно
жества (где #y>0). Будем говорить, что этот луч отвечает 
вектору условий Л у.

Геометрическое место точек, в которых линейная форма

п

L =  2  cjx)

сохраняет постоянное значение, представляет собой гипер
плоскость. Будем называть ее гиперплоскостью линейной 
формы. Вектор
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С (Cj, ^2’ * * * » /̂»)
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определяет направление, в котором следует смещать гипер
плоскость, чтобы увеличить значение L. Гиперплоскость 
линейной формы делит пространство x v я2, . . . ,  хп на два 
полупространства. Полупространство, в котором расположен 
вектор С, будем называть верхним полупространством, 
а противоположное — нижним.

Элементарное преобразование опорного плана X, связан
ное с вектором Ар в геометрических терминах означает 
перемещение из вершины X  вдоль луча, отвечающего век
тору Ар Каждое ребро выпуклого многогранного множества, 
исходящее из вершины X, расположено на пересече
нии некоторых п — 1 независимых граничных гиперплоскос
тей, содержащих точку X. Поэтому в невырожденном слу
чае любому такому ребру соответствует луч, определяемый 
одним из векторов Ар у ( |/х. С другой стороны, в рассмат
риваемом случае общая часть луча, отвечающего любому 
вектору Ар у £ / х, и многогранного множества содержит 
отрезок (0О >  0) и, следовательно, составляет ребро данного 
множества.

Итак, при невырожденном плане X  между векторами Ар 
J V *  и ребрами многогранного множества, исходящими из 
точки X , устанавливается взаимно однозначное соответствие. 
Напомним, что ребра выпуклого многогранного множества 
могут быть ограниченными и неограниченными. В первом 
случае ребро — отрезок, соединяющий две вершины множе
ства, во втором — луч, исходящий из некоторой вершины.

Мы можем теперь говорить, что каждое семейство 
элементарных преобразований при О <;0<;0о геометрически 
эквивалентно движению вдоль ребра многогранного множе
ства. Если число 0О <  оо, то соответствующее ребро-ограни
ченное. Величина 0О =  оо отвечает неограниченному ребру.

При фиксированном значении 0 мы переходим в точку 
2^(0), что приводит к изменению линейной формы на ДуО.

Сформулируем в геометрических терминах все элементы 
отдельной итерации метода последовательного улучшения 
плана.

Первый этап итерации — это исследование опорного пла
на X  на оптимальность. Проведем через вершину X  гипер
плоскость линейной формы и отберем все ребра многогран
ного множества, исходящие из точки X  и расположенные в 
верхнем полупространстве. Если таких ребер нет, т. е, все

8*



ребра, содержащие вершину X , расположены под гипер
плоскостью линейной формы, то опорный план X  является 
оптимальным планом (случай 1°). Геометрически ясно, что 
если все ребра, исходящие из вершины X  многогранного 
множества, лежат ниже гиперплоскости линейной формы, то 
и все множество лежит под гиперплоскостью. Этот факт и 
устанавливает признак оптимальности.

Допустим, что в верхнем полупространстве имеются 
ребра многогранного множества. При этом могут встретиться 
две возможности. Если среди ребер в верхнем полупростран
стве имеется неограниченное ребро (луч), то линейная 
форма, очевидно, неограничена сверху (случай 2®). В том 
случае, когда все ребра многогранного множества в верхнем 
полупространстве ограничены (все ребра— отрезки), можно 
перейти ко второму этапу итерации, сдвинуться вдоль 
одного из этих ребер и увеличить при этом значение 
линейной формы (случай 3°). Перемещение гиперплоскости 
линейной формы параллельно самой себе производится 
вдоль ребра до тех пор, пока она не пересечет другой 
конец ребра —соседнюю вершину X ' . В точке X '
одна из базисных переменных старого базиса обращается в 
нуль. Вершина X'  — образ нового опорного плана Х г — явля
ется, таким образом, пересечением гиперплоскостей, образу
ющих ребро, и гиперплоскости, отвечающей старой базисной 
переменной, которая обратилась в нуль. Ясно, что

L ( X ' ) > L ( X ) .
.Перемещая таким образом гиперплоскость L(X) =  const 

параллельно самой себе от одной вершины многогранника 
условий к другой (соседней), мы увеличиваем от шага 
к шагу значение линейной формы. Конечное число вершин 
многогранника условий (многогранного множества) гаранти
рует достижение максимума линейной формы за конечное 
число шагов. Из геометрических соображений ясно также, 
что неразрешимость задачи (неограниченность линейной формы 
в области ее определения), если она имеет место, обнару
живается опять-таки через конечное число шагов.

4.2. Проиллюстрируем приведенные рассуждения на примерах 
предыдущего параграфа.

Мы уже отмечали, что многогранник условий расположен в 
общей части D гиперплоскостей, отвечающих условиям-равенствам 
задачи. Устанавливая в D систему координат, приходим к эквива
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лентной задаче линейного программирования, в которой все огра
ничения имеют вид неравенств. Эквивалентную задачу можно 
получить, например, выражая базисные переменные какого-либо 
опорного плана через его внебазисные переменные и исключая 
базисные переменные из условий и линейной формы задачи. 
Поступая таким образом с условиями примера 1, получаем

х 3 —  10 +  2 *t — 5л;2,
Х 4 =  1 ATj 4“ *2»
х 5=  6— 2*2,

*6 =  15— 10*1 +  3* 2.

Сформулируем эквивалентную задачу.
Требуется обратить в максимум линейную форму

L  (X) =Xj +  *2
при условиях:

10 +  2 х х~ 5*2^ 0 ,
1 --  +  *2 ^  0,
б--  *j--2*2^ 0 ,  V

15 — 10*j +  3*2 0,
*! ^  0, *2 ^  0.

Эквивалентной задаче (а следовательно, и примеру 1) соответ
ствует область определения линейной формы, изображенная на рис. 
4.1. Стороны многоуголь
ника условий являются от
резками прямых

*! =  0; *2 =  0;
*8 =  10+2 *! — 5*2 =  0;
*4=1 — *1+ *2=°;
*5 =  6 ~  *j — 2*2 =  0;
*б =  15 — 10*j +  3*2 =  0.

Штриховка вдоль прямой 
указывает полуплоскость, 
в которой соответствующая 
переменная положитель
на. Прямые L ( X ) ~  const 
(*!+*2 =  const) параллельны 
прямой M N  на рис. 4.1.
Стрелкой ОС указано на
правление, в котором сле
дует смещать прямую M N , 
чтобы увеличивать значение линейной формы. Исходный опор
ный план соответствует вершине О многоугольника условий. 
Точка О является пересечением прямых *, =  0 и *2 =  0, соответ
ствующих внебазисным переменным. Значение линейной формы в 
этой вершине равно нулю.
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Как видно из рис. 4.1, все стороны (ребра) многоугольника, 
исходящие из вершины О, лежат в верхней полуплоскости. Сле
довательно, перемещение в любую из соседних вершин приводит 
к увеличению L. Элементарное преобразование опорного плана X 
в план X '  соответствует перемещению из вершины О в вершину Р  
многоугольника условий. Перемещение производится вдоль луча, 
уравнение которого *2 =  0, л^^О . Таким образом, луч О Р  отвечает 
вектору условий А г. В вершине Р  обращается в нуль базисная

переменная *4. Следова
тельно, точка Р  является 
пересечением прямых *2 =  0, 
*4 =  0. Вершина Р  — образ 
опорного плана X ' .

Переход от плана X '  к 
плану X "  йот плана X "  к 
плану X " ' соответствует 
перемещению из вершины 
Р (* 2 =  0, *4 =  0) в вершину 
Q(*4 =  0, *в=0) и из этой 
вершины Q в вершину 
R  (*6 =  0, *5 =  0). Перемеще
ние производится вдоль лу
чей, отвечающих векторам 
условий Л2(*2^ :0 , *4 =  0) и 
Л4 (*4̂ 0 ,  *6 =  0) соответст
венно. Переход в каждую 
новую вершину увеличивает 
значение линейной формы.

Все стороны (ребра) 
многоугольника, исходя
щие из вершины R , лежат 

ниже прямой M " ' N В соответствии с геометрической интер
претацией признака оптимальности это означает, что максимум 
линейной формы достигается в вершине R .  Из рис. 4.1 видно, что 
любое перемещение прямой M " ' N параллельно самой себе, при 
котором прямая сохраняет общие точки с многоугольником условий, 
приводит к уменьшению линейной формы L  (X). Итак, координаты 
точки R  определяют оптимальный план задачи.

На рис. 4.2 изображена область определения линейной формы 
примера 2 предыдущего параграфа. Как видим, область представ
ляет собой неограниченную выпуклую многоугольную фигуру. 
Прямые L(X) =  const параллельны прямой M N .  Вектор С указы
вает направление, в котором увеличивается линейная форма. 
Исходный опорный план X  соответствует вершине О многоугольной 
фигуры. Значение линейной формы L  (X) в вершине О равно 7. 
Перемещение в любую соседнюю вершину увеличивает значение L. 
План X' соответствует вершине P^ L(X ') =  14. Уравнение прямой 
M'N' —

I  (Х') =  14,

14*x-j-*2 =  7.
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Луч *2 ^ 0 , *5 =  0, исходящий из вершины Р, является неограни
ченным ребром многоугольного множества—области определения 
линейной формы. Этот луч расположен выше прямой M ’N ' .  
В соответствии с геометрической интерпретацией метода последо
вательного улучшения плана это означает, что задача неразрешима. 
Как видно из рис. 4.2, при перемещении M ' N '  параллельно самой 
себе в направлении, указанном вектором С, прямая будет все время 
пересекать область определения линейной формы. При этом L  (X )  
будет неограниченно увеличиваться. Следовательно, линейная форма 
неограничена сверху на множестве планов.

4.3. Приведем теперь геометрическое истолкование ме
тода последовательного улучшения плана, соответствующее 
второй геометрической интерпретации задачи линейного прог
раммирования.

Напомним, что расширенные векторы условий Aj порож
дают выпуклый многогранный конус К  в (m-f- 1)-мерном про
странстве точек U ~ ( u 1, и2, . . . ,  ит + 1). Векторам усло
вий Aj и вектору ограничений В в пространстве U 
соответствуют точки, у которых ит+1~0.  Прямая Q проходит 
через точку, определяемую вектором ограничений Ву парал
лельно координатной оси Оит+1. Если прямая Q не пере
секает конус Ку множество планов задачи пусто — условия 
задачи противоречивы.

Нас будут интересовать только случаи, когда множество 
планов задачи не пусто, т. е. когда прямая Q и конус К 
имеют общую часть. Часть прямой Q, принадлежащая кону
су К , является образом области определения линейной формы 
в (т-\- 1)-мерн°м пространстве точек U. Самая верхняя точка 
общей части К  и Q (точка отрезка, отвечающая максимальному 
значению (/ю+ 1)-й координаты) определяет максимум линей
ной формы, а самая нижняя точка отрезка — минимум L 
(естественно, речь идет о случае, когда такие точки суще
ствуют).

Может оказаться, что общей частью прямой Q и конуса 
К является луч, направленный вверх или вниз. В этом слу
чае линейная форма неограничена сверху или снизу на 
множестве планов задачи. Если вся прямая Q принадлежит 
конусу КУ линейная форма неограничена с обеих сторон в 
области своего определения.

Укажем геометрические построения, к которым приводит 
реализация каждой итерации метода последовательного 
улучшения плана.
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Пусть векторы условий А19 А2, Ат образуют базис 
некоторого опорного плана X. Соответствующие расширен
ные векторы А19 Ат также линейно независимы. Обоз
начим через П гиперплоскость, натянутую на векторы 
А1У Ат и проходящую через начало координат. Эта
гиперплоскость однозначно определяется опорным планом X  
и является его образом в пространстве точек Ut Гиперплос
кость П делит расширенные векторы Am+V . . . ,  Ап на две 
группы. Векторы условий первой группы расположены по ту 
же сторону от П, что и положительная полуось Оит+1. Мы 
будем говорить, что эти векторы лежат выше гиперплоскости 
П. Другая группа содержит все векторы Ар лежащие ниже П.

Будем, как обычно, одним и тем же символом обозначать 
как вектор, так и определяемую им точку. Пусть прямые, 
проходящие через точки Aj и Aj (параллельно Оит + 1), пересе
кают гиперплоскость П в точках А)у а прямая Q — в точке В0.

Выразим длины отрезков А) Ар Aj А) и  В°В через пара
метры метода последовательного улучшения плана. Это 
позволит нам связать геометрические построения с приведен
ным ранее алгебраическим описанием метода.

Точка А) по построению принадлежит гиперплоскости П. 
Запишем разложение вектора А) по системе т линейно не
зависимых расширенных векторов условий Аь порождающих 
гиперплоскость П:

т

л / =  2 * * а  (4.1)
Первые т компонент векторов А) и  А{ определяют векторы' 
условий Aj  и А} соответственно. Для них имеем (см. (1.4))

т

А/ =  2  x tJA t .

Поэтому
х и =  х и . ' (4.2)

Длина направленного отрезка AjAj представляет собой 
(т-\- 1)-ю компоненту вектора Л/*).

*) Здесь под «длиной» ||ЛВ|| направленного отрезка АВ подра
зумевается длина отрезка АВ с учетом знака. \АВ\>0 (|ЛБ|<0),
если А выше (ниже) В в смысле оси 0ит+1.
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Последняя компонента расширенного вектора условий A t 
равна ct. Поэтому из формул (4.1), (4.2) и (1.5) получаем

т

1 4 ^ = 2  (4.3)
И

M i  =  I V / I  -  ИМ/1 = Cj - Z j  = -  Aj. (4.4)

Отрезок В°В определяет значение линейной формы для 
рассматриваемого опорного плана

\B°B\ =  L(X). (4.5)

Таким образом, для расширенных векторов первой группы, 
проходящих «выше» гиперплоскости П, Д у<0. Для векторов 
Aj  другой группы Дj >  0.

Пусть A j—произвольный расширенный вектор условий, 
не принадлежащий гиперплоскости П. Рассмотрим (т- |-1)- 
мерный конус, образованный векторами A lt Л2, . . .» А т, A jt 
Обозначим его через /Су(индекс j — номер вектора Лу.$ П).Точки 
общей части прямой Q и конуса Kj являются геометрическими 
образами планов, которые образуются из X  путем элемен
тарного преобразования, связанного с вектором Лу(0 ^  0 ^ 6 0). 
В невырожденном случае точка X  лежит внутри грани, 
образованной векторами A v  . . . ,  А т, Поэтому общая часть 
Q и Kj при любом М  п  содержит некоторый отрезок. 
В вырожденном случае общая часть Q и Kj может содержать 
лишь точку X  (Q касается конуса Kj).

Первый этап итерации состоит в проверке опорного 
плана на оптимальность. Геометрически проверка сводится 
к решению вопроса, имеются ли расширенные векторы, распо
ложенные «над» гиперплоскостью П. Если первая группа рас
ширенных векторов — пустое множество, опорный план X  
является оптимальным (случай 1°). В этом случае весь конус 
К  расположен «под» гиперплоскостью П. Максимальное значе
ние линейной формы определяется длиной отрезка В°В.

Пусть теперь первая группа векторов A j  не пуста, т. е. 
имеются расширенные векторы условий, расположенные над 
гиперплоскостью П. Здесь представляются две возможности, 
которые приводят к случаям 2® и 3° соответственно.



Случай 2° геометрически означает существование такого 
вектора Ар расположенного над гиперплоскостью П, что 
общая часть К/ и Q является лучом, исходящим из точки X. 
Заметим, что это возможно в том и только в том случае, 
когда конус Kj содержит полуось Оит+1 (см. упражнение 
3). Если первая группа расширенных векторов условий не 
пуста, и любой конус Kj не содержит Oum+v то имеем дело 
со случаем 3°. В случае 3° можно перейти от гиперплоскости 
П к гиперплоскости П ', соответствующей очередному опор
ному плану X '.

Гиперплоскость П ' пересекает прямую Q в точке В ', 
расположенной выше В°.

Переход от П к П ' осуществляется следующим образом. 
Пусть вектор Ak лежит «выше» гиперплоскости П. Образуем 
конус Kk. Как отмечалось, в невырожденном случае общая 
часть Kk и Q содержит некоторый отрезок. В случае 3° 
общая часть Kk и Q не может оказаться лучом. Поэтому 
она совпадает с отрезком, концами которого являются «ниж
няя» и «верхняя» точки пересечения Kk и Q. Точка В0— 
«нижняя» точка отрезка. Верхнюю точку отрезка обозначим 
через В '. Заметим, что (т-\~ 1)-мерный конус Kk имеет 
т-\~ 1 граней размерности/#. Каждая из них является кону
сом, образованным некоторыми т векторами системы 
А Х1 . . . ,  А т , A k. Обозначим грань конуса Кк, не содержа
щую вектор Aj ( j=  1 , 2 , . . . ,  /#, k), через TJk. В невыро
жденном случае точка В ' расположена внутри некоторой 
грани конуса Kk, скажем Тгк.

Пусть П '— гиперплоскость, содержащая грань Trk. 
Гиперплоскость П ' является геометрическим образом нового 
опорного плана Х \  Очевидно, базис плана X ' состоит из 
векторов Л2, . . . .  A r_t, А г+1, . . . .  A m, A k, участву- 
ющих в образовании грани Yrk. Прямая Q пересекает гипер
плоскость П ' в точке В '. Точка В' лежит выше В°, следо
вательно, план X ' соответствует большему значению 
линейной формы задачи по сравнению с планом X . На этом 
заканчивается итерация метода. Следующая итерация ведется 
по тем же правилам. Снова проверяем, лежит ли гипер
плоскость П ' выше конуса К  или нет. В первом случае 
гиперплоскость П 7 определяет оптимальный план, а точка 
В ' — максимальное значение линейной формы. Во втором 
случае следует перейти от гиперплоскости П' к гиперпло
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скости П" по тем же правилам, по которым был совершен 
переход от П к П \  В невырожденной задаче мы, таким 
образом, всегда придем к гиперплоскости П*, расположенной 
над конусом К, либо убедимся в неразрешимости задачи.

4.3. Проиллюстрируем геометрическими построениями реше
ние следующей задачи.

Требуется обратить в максимум линейную форму 

L, =  10*! “1“ 8*2 +  7*3 4“ 16*4 +  21*5
при условиях

4*, +  2*2 +  5*3 +  10*4 +  5*5 =  6,
9*! + 10*2 +  12,5*з +18*4 + 16,5*5=  14,

* / ^ 0 ,  / =  1, 2, 5.

На рис. 4.3 изображены векторы условий Ау, вектор ограни
чений В , соответствующие расширенные векторы и прямая Q,

проходящая через точку В  параллельно оси О и 3. Как видим, 
прямая Q пересекает выпуклый многогранный конус, порождаемый 
расширенными векторами условий. Следовательно, множество пла
нов задачи непусто.

Векторы А 3 и Л4 линейно независимы, а вектор В  лежит 
внутри конуса (здесь плоского угла), образованного ими. Это
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значит, что вектор ограничений можно представить в виде линей
ной комбинации векторов Л3 и Л4 с положительными коэффициен
тами. Мы имеем, таким образом, основание выбрать векторы 
условий Л3 и Л4 в качестве базиса исходного опорного плана X .  
Двумерный конус, образованный векторами Л3 и Л4, заштрихован 
на рис. 4.4. Гиперплоскость П (в рассматриваемом примере обыч
ная плоскость) определяется двумерным конусом, порожденным 
расширенными векторами условий Л3 и Л4. На рис. 4.4 этот 
конус также заштрихован.

По построению точки Л у отстоят от плоскости u f i u ^  на вели
чину cj. В нашей задаче

С =  =(10, 8, 7, 16, 21).

Перпендикуляры, опущенные из точек Лу на плоскость u f i u . г, 

пересекают П соответственно в точках Л/. Как мы видели, «длины» 
отрезков A j  A j  равны соответственно Zy, а

В нашем случае
\В°В \  =  Ц Х ) .

«Длина» отрезка A j  Л/ равна Cj—Z j — —Ay. В рассматриваемом 
примере

Aj, А2 и Д5 отрицательны. __ __
Следовательно, точки А 1% Л2 и Л5 лежат выше плоскости П. 

Точка Л5 лежит выше других (Д5 <  Ду, / =  1, 2, 3, 4). Следова
тельно, в базис целесообразно ввести вектор условий Л5.

Из рис. 4.4 видно, что вектор ограничений В  лежит внутри 
конуса (плоского угла), образованного векторами Л4 и Л5, ьо 
вне конуса, порожденного векторами Л3 и Лб. Это значит, что 
разложение вектора ограничений В  по векторам Л4 и Лб будет 
иметь положительные коэффициенты, а в разложении В  по Л3 и Л5 
будут и отрицательные составляющие. Отсюда вывод—исключить 
из базиса следует Л3.

К этому же выводу приходим, естественно, из следующих 
рассуждений, приведенных выше для общего случая. Прямая _Q 
пересекает трехмерный конус /С5, порожденный векторами Л3 и Л4 
(соответствующими базису опорного плана X )  и вектором Л5 (отве
чающим вводимому в базис вектору условий), в двух точках_-- 
в точке В 0 двумерной грани Г55, определяемой векторами_Л3 и Л4, 
и в точке В ' грани Г36, образованной векторами Л4 и Л5, Точка
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Рис. 4.6.
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В 0 принадлежит плоскости П, порожденной векторами, соответст
вующими исходному базису. Точка В ' лежит в плоскости П', 
определяемой векторами, отвечающими новому базису. Мы снова 
приходим к выводу, что исключению из исходного базиса подлежит 
вектор Л3.

Построения, подобные проведенным, приводят к точкам Л у 
и В Для них

-  Д' =  С -  Z' =  \ c j - z ] }  =  {I Aj Aj  I - \A'j Aj\} =

Как видим из рис. 4.5, на этом шаге только одна точка A j ,  а 
именно Л, расположена выше плоскости IT (AjCO). Следовательно, 
чтобы увеличить значение линейной формы, необходимо в базис 
ввести вектор А х. Рассуждая, как и прежде, приходим к выводу, что 
исключению из базиса подлежит вектор Л4 (вектор ограничений В  
лежит вне угла, образованного векторами А х и Л4). Векторы 
А г и Л5 определяют плоскость ГГ (рис. 4.6), расположенную выше 
конуса /С. Следовательно, опорный план X ", отвечающий базису 
( A v  Л5), является решением задачи.

Разлагая вектор ограничений В  по векторам базиса, получаем 
оптимальный план

• r = ( f ,  о, о, 0, | ) .

Прямая Q пересекает плоскость П" в точке, для
332 

= 21 *
- L ( X " y -

которой

Это и есть максимальное значение линейной формы.

§ 5. Случай двухсторонних ограничений

5.1. Рассмотрим следующую задачу линейного про
граммирования.

Требуется обратить в максимум линейную форму
п

L (X) — (5.1)
/=i

при ограничениях ft
S  AjXj = B,

/=1
(5.2)

a j ^ X j ^ ^ j ,  У= 1 , 2 , . . . ,п . (5.3)



Ранг матрицы \\а^\\тп =  (Лп Л2, . . . ,  Л„) предполагается 
равным ш.

Задача (6.1) — (5.3) отличается от общей задачи линей
ного программирования (1.1) — (1.3), записанной в канони
ческой форме, лишь условиями (5.3), которые ограничивают 
ее переменные, вообще говоря, с двух сторон. Задачи 
с двухсторонними ограничениями часто встречаются на прак
тике и поэтому заслуживают особого рассмотрения.

Мы не будем предполагать, что все переменные задачи 
ограничены условиями (5.3) с двух сторон; некоторые из 
них могут иметь только по одной границе. Если переменная 
Xj ограничена лишь сверху, то а ~  — оо; если Xj ограничена 
только снизу, то Ру=оо. В частности, если <Ху =  0, |3у=оо, 
задача (5.1) — (5.3) превращается в общую задачу линейного 
программирования, записанную в канонической форме.

Очевидно, задача (5.1) — (5.3) легко приводится к кано
нической форме. Для этого достаточно заменить перемен
ные Xj на Xj = Xj — CLj, j =  1, 2, . . . ,  я, и ввести дополни
тельные неотрицательные переменные Xj для j — п -Н 1 ,..., 2п, 
(Здесь мы предполагаем все числа а у и Ру конечными.)

Таким образом, решение задачи с двухсторонними огра
ничениями можно было бы провести в два этапа. Вначале 
задача (5.1) — (5.3) приводится к канонической форме, а 
затем решается методом, изложенным в предыдущих параг
рафах для задачи (1.1) — (1.3). Однако такой путь вряд ли 
можно признать целесообразным. Каноническая форма задачи 
с двухсторонними ограничениями содержит 2п переменных 
и п-\-т условий-равенств. Следовательно, в процессе реше
ния придется иметь дело с (# +  /я)-мерными векторами усло
вий. Трудоемкость каждой итерации при этом существенно 
возрастает.

В случае, когда каждая переменная задачи (5.1) — (5.3) 
ограничена лишь с одной стороны (сверху или снизу), задача 
легко приводится к каноническому виду следующей заме
ной переменных:

, {Xj — а у, если Я у^ау,
^  \Ру — Ху, если *у< Ру.

Дополнительные ограничения, отличающие исследуемую 
задачу от задачи (1.1) — (1.3), имеют, таким образом, чрез
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вычайно простую структуру:

*у<Ру.
где Xj — произвольная переменная задачи (5.1) — (5.3), огра
ниченная с двух сторон. Простота дополнительных условий 
позволяет предположить, что метод последовательного 
улучшения плана без существенных усложнений может быть 
перенесен на задачи с двухсторонними ограничениями. Ниже 
мы убедимся, что это действительно так.

Следует отметить, что учет специфики задачи и при
способление методов линейного программирования к естест
венной форме задачи, как правило, существенно снижает 
трудоемкость вычислений, связанных с определением опти
мального плана. В дальнейшем мы не раз будем уточнять 
численные методы линейного программирования примени
тельно к тем или иным классам задач. Обычно такое уточне
ние проще всего сделать, описывая метод заново с учетом 
его общей схемы и особенностей задачи. Этот путь мы и 
выберем.

5.2. Введем несколько определений. Векторы 
A j ~ { a Xj , . . . ,  amj)Tt j =  1, . . . ,  п назовем векторами усло
вий задачи (5.1) — (5.3), а вектор В = (Ьг) . . Ьт)Т — век
тором ограничений этой задачи.

План Х = ( х 1 , х2, . . . ,  хп) задачи (5.1) — (5.3) назовем 
опорным, если система векторов условий Лу, соответст
вующих компонентам х ^  для которых

«/ <  xj <  Р/. <5-4)
линейно независима.

Отметим, что такое определение опорного плана пол
ностью отвечает понятию опорности, введенному в п.4.2 
гл. 2 для произвольной задачи линейного программирования. 
Доказательство этого факта предоставляем читателю (см. 
упражнение 4).

Пусть X —произвольный опорный план задачи
(5.1) — (5.3). Рассмотрим совокупность всех векторов усло
вий, которым соответствуют компоненты Xj плана X , удо
влетворяющие неравенству (5.4). Система т линейно неза
висимых векторов, содержащая указанную совокупность 
векторов, называется базисом опорного плана X. Состав
ляющие опорного плана, отвечающие векторам базиса, будем
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называть базисными переменными, остальные компоненты 
плана назовем внебазисными. Очевидно, внебазисная пере
менная Xj равна одному из граничных значений соот
ветствующей компоненты плана (aj или |3у).

5.3. Сформулируем признак оптимальности —основу 
метода решения задачи с двухсторонними ограничениями.

Пусть Х = ( х 1, Хп)—' произвольный опорный план
задачи (5.1) — (5.3), с базисом, состоящим из векторов 
ASl> -^ja» • • •» Обозначим, как и прежде, множество 
индексов векторов базиса через 1Х. Используя обозначения 
§ 1, имеем

Ъ х и А .  = 1 7 = 1 , 2 , . . л; (5.5)

т
2  x ij cst , 7 = 1 , 2 . . . л. (5.6)

Положим, как и в § 2,

*,■0 =  **,, *=  1, 2 , • • • , т,

и введем вектор Л0, удовлетворяющий равенству

it ix 1=1
Объединяя последнее соотношение с (5.5), получаем

Aj = % X i j Asu 7 = 0 ,  1, 2, . . .  ,л.  (5.5')

Напомним, что первый индекс коэффициента разложения х^  
(индекс /) указывает номер позиции базиса, в которой рас
положен вектор ASi.

Введем теперь параметры А у, положив

{
если ау^Х у<Ру, 
если =

Очевидно, при y g /^ , в частности, при 1 ^  * 1
д у =  о .

(5.7)
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В дальнейшем мы убедимся, что величины Ду. являются ана
логами относительных оценок векторов условий задачи
(1.1)— (1.3).

Определение (5.7) параметров Ду. позволяет сформулировать 
признак оптимальности опорного плана задачи (5.1)— (5.3) 
в той же форме, что и для задачи (1.1)—(1.3).

П р и з н а к  о п т и м а л ь н о с т и .  Опорный план X  яв
ляется решением задачи (5.1) — (5.3), если Ду- ^ 0  для 
всехД1х.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть X' — (х^ . . .  , хп)— произ
вольный опорный план задачи (5.1)— (5.3). Имеем

L (X ) =  2  cj x i =  2  cj xi “Ь 2  cj x i “Ь 2  cj xh
/= 1  / € / х  а  Т

где под следует понимать суммирование по индексам

у$/х, для которых Xj — ау. {Xj — Ру).
Учитывая ограничения (5.3) и условия признака опти

мальности, получаем

2  ci (*/—«/) < 2 * /  (* /—'“,)>
а  а

2  с/  (* )— Ру) <  ^  Z j  (* /— Ру).

Поэтому

,.2  cj (xi (x i -*у )•i$ix iVx

Полученное неравенство позволяет следующим образом 
оценить значение линейной формы в точке X':

L { X  ) ^  2  cj x i +  2 zj (x f x f )  “Ь 2 cj xj •
i z i x  f $ i x  i t i x

Учитывая, далее, формулу (5.6), имеем
т  ,

L ( X  ) ^ ^ c s. [ ^ S j  +  2  x ij (x i * / ) ] + 2  cj x j* ( 5 * 8 )1=1 jfl у j$IX
Покажем, что

4 +  2 * iy ( * /  — **) =  * *  ==*io> *= 1 .  2, . . .  ,m. (5.9)iTIx



т , ,

'%A8ix 8l = B — y A / x i. (5.10)
i = 1 /Пх

Умножая обе части равенства (5.5) на Xj — Xj и складывая 
результаты для j$Ix с соотношением (5.10), получаем

т , ,

2  As% [ХН +  2  Xij (Xj Xj)\ 2  =

Сравним полученное равенство с соотношением (5.5') для 
j  — 0. Векторы A Si ( / = 1 , 2 , . . . ,  да) составляют базис опор
ного плана X. Линейная независимость этой системы векто
ров убеждает нас в справедливости равенства (5.9).

Из формул (5.8) и (5.9) вытекает, что
т п

L ( X ' ) ^ %  citx i0 +  J  cjxj =  2  c,xj =  L{X). (5.11)
Шх /=1

Формула (5.11) имеет место для произвольного плана Х \  
Это означает, что X —оптимальный план задачи (5.1) — (5.3). 
Справедливость признака оптимальности доказана.

В § 1 было установлено следующее соотношение:
т щ

/ = 1 ,  2, . . .  ,п,  (5.12)
г =1

где вектор Л =  (^15 . . .  Д л) определяется из системы урав
нений

т
Д ja t7̂ f =  Cy для / £ /* .  (5.13)

Таким образом, параметры Zj можно вычислять как по фор
мулам (5.6), так и из соотношений (5.12). В зависимости от 
способа вычислений параметров Zj, необходимых для полу
чения оценок Ду, будем, как и в § 1, различать две формы 
признака оптимальности. В первой форме признака величины 
Zj подсчитываются по формулам (5.6), во второй — из соот
ношений (5.12). Вторую форму признака оптимальности можно 
сформулировать следующим образом.
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Действительно, X ' — план задачи. Поэтому
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П р и з н а к  о п т и м а л ь н о с т и .  Для оптимальности 
опорного плана Х ~  (х^ . . .  , х п) достаточно, чтобы вектор 
Л, определенный из системы (5.13), удовлетворял нера
венствам

т
(Л, Aj) — 2 а iA  i ^ если Xj — aj,

(Л,
т

Aj) == 2  aij^i ^  cj » О s* 1! CP

5.4. Для описания общей схемы решения задачи (5.1) —
(5.3) целесообразно перенести введенное в § 2 понятие 
элементарного преобразования на случай, когда переменные 
ограничены с обеих сторон. В задаче с двухсторонними огра
ничениями элементарное преобразование, связанное с вектором 
А/ (М̂ х)у вводится по-разному, в зависимости от того, 
с какой из границ (ау или |3у) совпадает внебазисная пере
менная X j .

Рассмотрим отдельно оба случая:
1) *,=«,■, f t i x ,
2) * /  =  Ру,
1. В первом случае с вектором Лу связывается семейство 

преобразований опорного планам в план^(6) =  (л:1(0),. . . ,  хп(в))
вида

{
xSl— 0xi/f если =  / — 1, 2, . . .  9т,
ху +в,  если ц =  /, (5.14)

•V если ц Ф j.

Запишем условия, при которых вектор А'(О) является планом 
задачи (5.1) —(5.3).

Учитывая формулы (5.5), имеем
п п т п2  х/ (®) Aj =  2  XjAj +  0 [Aj — 2  xijASi] =2  xjAj =  B

I- 1 /=1 « = 1 1 = 1
при любом 0. Следовательно, вектор ЛГ(0) удовлетворяет 
условиям (5.2) при любом значении 0.

Определим теперь совокупность значений 0, при которых 
все компоненты вектора Л" (0) удовлетворяют условиям (5.3), 

Поскольку xj  (9) —■ Xj +  0 =  aj  +  0»
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то для выполнения неравенств

а/ ̂  х/ ^ Р/
необходимо и достаточно, чтобы

О ^  0 ^  ру — ау. =  Ру — Xj. (5.15)

Остальные ограничения на 0 определяются условиями

a Si<A;Si( 0 )< p Si для / = 1 ,  2, . . .  ,ю. (5.16)

Очевидно, нарушение этих неравенств может наступить лишь 
при

Если лггу > 0, то

Xs. (b) = x8i— ftxi /< tx8i (0>О ).

Следовательно, при x {f > 0 для выполнения /-го неравенства 
системы (5.16) необходимо и достаточно, чтобы

У _п
(5.17)

xij
Если Х у < 0, то при 0>О

*Si (Ъ) =  х В1 — Ъхч ^ х 91.
Следовательно, при /-е неравенство системы (5.16)
будет выполняться, если

egg f  =  S ~ Pjt, . (5.18)
xij xij

Собирая вместе неравенства (5.15), (5.17) и (5.18), по
лучаем, что вектор ^Г(б) удовлетворяет всем условиям (5.3) 
в том и только в том случае, если

о < 0 < о О1

где 0а — наименьшее из трех чисел:

0^ =  min ^  
*у>0

0<2): • min
*У<о

Xs ~ h

(5.19)
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До сих пор мы рассматривали т позиций базиса. В каждой 
позиции расположен один из векторов базиса* Для упроще
ния записи удобно ввести ( / я + 1)-ю позицию базиса, по
местив в нее вектор А ~ А 3 , определяющий данное эле
ментарное преобразование. Введение дополнительной позиции 
будет полезно и в дальнейшем изложении.

Пусть
X m + i , j —  Х  т + i,o =  x j =  Xsm + l*

Если ПОЛОЖИТЬ

f aSi при * l7> 0 , i=  1 , 2 , . . .  , т +  1,
Yz I при x if< 0 y i=  1 , 2 , . . .  , т -Ь 1 , '2° '

то формула для вычисления 0О может быть записана в сле
дующей компактной форме:

60 =р= m i n i m i .  (5.21)
Xij7= О XU

Здесь, как обычно, x io = xSi— базисная переменная, отве
чающая Uй позиции базиса.

Итак, под элементарным преобразованием, связанным
с вектором Лу, для которого Xj =  ay. (Д /х), будем понимать 
преобразование (5.14) при 0, удовлетворяющем условию 
(5.19). Величина 0О в неравенстве (5.19) определяется по 
формуле (5.21).

2. Введем теперь понятие элементарного преобразования 
для второго случая.

В этом случае вектору Лу, с которым связано элементар
ное преобразование, отвечает внебазисная переменная л:у =  ру.

Семейство элементарных преобразований плана X  в план 
Х(Ь), связанное с вектором Лу, определяется формулой

( x H +  bxip если и-= <?г, i = l , 2 , . . . , / » ,
^ ( 0) =  ! ^ —0, если |л= у, (5.22)

если ц$1х, ц ф j .

Вектор X(Q) является планом задачи (5.1) — (5.3) в том и 
только в том случае, если

_ i f  г-—  I
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г д е  6в —  н а и м е н ь ш е е  и з  т р е х  ч и с е л :

Xij<0 XIJ

0<2) =  min J?«T*4
Xij> о x i j

Положим ■“  XJ aJ ~  Ру °T
если
если x tj>0.

В принятых обозначениях получаем следующую компакт
ную запись формулы для вычисления 60:

tl I P * ,
( г=1,  2, . . .  , » + 1 )  (5.23)

= min ——^
Xij i^o x i j

1 <г'<т + 1

(5.24)

Здесь, как и прежде, x m+ltJ = — *1, *»+,., =  *у =  * ^ +1.
При всех неотрицательных 0, не превышающих 0О из (5.24), 
элементарное преобразование относительно вектора Лу., для 
которого jCy =  Ру (j$Ix), переводит опорный план X  в план 
Х(в) задачи (5.1) — (5.3). Доказательство этого утверждения 
полностью совпадает с доказательством аналогичного условия 
для первого случая, когда х;= а у., и поэтому может быть 
опущено.

Число 0О будем в дальнейшем называть параметром 
элементарного преобразования.

Итак, формулы (5.14) и (5.22) при О С 0 С 0 о, где 0О 
вычисляется соответственно из соотношений (5.21) и (5.24), 
полностью определяют элементарное преобразование, связан
ное с произвольным вектором условий Лу., j$Ix .

Проследим теперь за изменением линейной формы в ре
зультате элементарного преобразования, связанного с векто- 
ром Aj, j$Ix .

Учитывая соотношения (5.14) (для первого случая) и 
(5.22) (для второго случая), получаем

т
при * /= « /-

т
0 ( ^ J CS;-£/y Cj) при II

"C
D

I I *  ( 6 ) ] - ! ( * )  =
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В соответствии с определением оценок Ду (см. формулы (5.6) 
и (5.7)) приходим к следующему результату:

L [*(6)] - L ( X )  = —  0Дj. (5.25)

Формула (5.25) показывает, что параметр Ду. естественно 
называть оценкой вектора Aj относительно плана X  с данным 
базисом

или, короче, относительной оценкой Ау.
5.5. Перейдем к описанию общей схемы метода решения 

задачи линейного программирования с двухсторонними огра
ничениями.

В этом параграфе задача (5.1) — (5.3) предполагается 
невырожденной. В п. 4.7 гл. 2 определение невырожденности 
было дано применительно к задаче линейного программиро
вания, записанной в произвольной форме. Нетрудно прове
рить (см. упражнение 5), что для задачи с двухсторон
ними ограничениями это определение может быть сформули
ровано следующим образом:

Опорный план задачи (5.1) — (5.3) называется невырож
денным, если все его базисные компоненты удовлетворяют 
неравенствам (5.4).

Другими словами, опорный план задачи с двухсторонними 
ограничениями считается невырожденным, если т его компо
нент удовлетворяют условиям (5.4). Как обычно, под невы
рожденной задачей понимается задача, все опорные планы 
которой обладают свойством невырожденности. Процесс 
решения задачи (5.1) — (5.3) начинается с некоторого опор
ного плана и укладывается в конечное число однотипных 
итераций.

Опишем отдельную итерацию метода. Пусть X  =  
=  (#1, x tJ . .  . , хп) — опорный план задачи (5.1) — (5.3) с ба
зисом ASi, Лу2, . . .  . План X  задан или получен в ре
зультате предыдущих итераций. Каждая итерация может 
быть разбита на два этапа. На первом этапе план X  про
веряется на оптимальность. Для этого вычисляются относи
тельные оценки Д . всех векторов Л у, не входящих в базие 
(Д /х). В зависимости от принятого способа получения Zj 
следует воспользоваться первой или второй формой признака 
оптимальности.
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Существуют три возможности:
1° Если все оценки А у (см. формулу (5.7)) окажутся не

отрицательными, план X  является оптимальным, и процесс 
решения задачи на этом заканчивается.

Допустим теперь, что относительные оценки Ау некоторых 
векторов условий Aj(j$Ix ) отрицательны. Рассмотрим элемен
тарные преобразования, связанные с каждым из таких век
торов. Возможны еще два случая.

2° Среди указанных элементарных преобразований най
дется по крайней мере одно, параметр 90 которого равен оо.

3° Все рассматриваемые элементарные преобразования 
обладают конечным параметром 90.

Исследуем каждый из этих случаев.
Из формул (5.21) и (5.24) видно, что в случае 2° суще

ствует вектор Ak с отрицательной оценкой Дл, для которого

aSi =  — со для всех x ik>0,
л л / =  1,2, 4-1,ps. =  оо для всех x ik<0,

если xk — ak, и

as. =  — оо для всех * ^ < 0 , 
Р§. =  оо для всех x ik>0,

если =
Очевидно, вектор АТ(9), полученный в результате элемен

тарного преобразования, связанного с вектором Ak, является 
планом задачи (5.1) — (5.3) при любом 9> 0. Поэтому фор
мула (5.25) (при j — k) приводит к выводу о неограниченности 
линейной формы (5.1) на множестве планов задачи. Процесс 
решения задачи в этом случае заканчивается установлением 
ее неразрешимости. Отметим, что случай 2° невозможен, 
если все числа ay и ру конечны.

Если имеет место случай 3°, необходимо перейти ко 
второму этапу итерации. На втором этапе строится новый 
опорный план задачи (5.1)—-(5.3), более близкий к опти
мальному. Переход к новому плану производится посред
ством элементарного преобразования плана X , связанного 
с произвольным вектором Ak, имеющим отрицательную 
оценку А*. Положим
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где 0О— параметр выбранного элементарного преобразования. 
Компоненты вектора X  определяются по формулам (5.14), 
если xk = ak, и по формулам (5.22), если xk= $ k. Параметр 
0О вычисляется по формулам (5.21) или (5.24) в зависимости 
от того, с какой из своих границ совпадает компонента xk. 
Индекс у во всех этих соотношениях полагается равным k.

Условимся говорить, что 0О достигается на /-й позиции 
базиса (или на векторе ASi), если

Xio—yi 
xik

x ik

при xk =  akt 

при xk = $k.

Здесь / =  1, 2, . . .  , m, m +  1.
Напомним, что в (m-\~ 1)-й позиции базиса помещается 

вектор Ak = As , выбранный для введения в базис нового 
плана.

Допустим, что 0О достигается на r -й позиции базиса. 
Тогда, очевидно, компонента #Sr =  я 5г (0О) равна одному из 
своих граничных значений (аг или Рг). Таким образом, со
ставляющие плана X  с номерами j$Ix , j  ф k к j = s r равны 
своим граничным значениям. Легко проверить, что векторы 
условий, отвечающие остальным переменным, линейно неза
висимы. Действительно, при г ф т ф \  это следует из тео
ремы 2.1 настоящей главы. Если же г = т ф  1 (такой случай 
вполне возможен), то рассматриваемая система векторов 
является базисом опорного плана X  и, следовательно, ли
нейно независима.

Мы пришли к выводу, что новый план X  является опор
ным планом задачи. При se— k -базис плана X  совпадает 
с базисом плана X; при sr Ф k базис X  образуется из 
базиса X  заменой вектора ASr на вектор Ak. Вектор Ak 
вводится в этом случае в г-ю позицию базиса.

Заметим, что в силу допущения о невырожденности 
задачи (5.1) — (5.3) величина 0О может достигаться только 
на одной позиции базиса. В противном случае опорный план 
X  оказался бы вырожденным. Следовательно, индекс г опре
деляется в данном случае однозначно.

Из равенства (5.25) видно, что при переходе от опорного 
плана X  к опорному плану X  линейная форма получает



приращение
L (X ’) - L ( X ) = -  6 А -  (5.26)

Параметр элементарного преобразования 0О невырожденного 
плана положителен. Следовательно,

L(X')>L(X).
Второй этап итерации, а'вместе с ней и вся итерация, 

завершается, таким образом, построением опорного плана X'  
с большим значением линейной формы.

5.6. Последовательные итерации проводятся до тех пор, 
пока будет получено искомое решение, либо будет уста
новлена неразрешимость исследуемой задачи. В невырожден
ном случае каждая итерация приводит к увеличению линейной 
формы (5.1). Поэтому в процессе решения задачи мы все 
время движемся по различным опорным планам. Нетрудно 
видеть, что задача содержит не более N —С™ -2п~т опор
ных планов. Действительно, число базисов задачи (5.1)—
(5.3) не превышает С™, а каждому базису отвечает не 
больше 2п~т опорных планов (внебазисные переменные мо
гут равняться либо а у, либо Ру). Поэтому процесс решения 
невырожденной задачи не может состоять более чем из N  
итераций. В § 6 будет показано, что и в вырожденном 
случае метод последовательного улучшения плана за конеч
ное число шагов приводит к решению задачи или к уста
новлению ее неразрешимости.

В заключение параграфа повторим кратко последователь
ность действий, связанных с отдельной итерацией метода. 
На первом этапе итерации опорный план X  исследуется на 
оптимальность. Признак оптимальности опорного плана со
стоит в неотрицательности.параметров А у для всех / . Отно
сительные оценки А у выражаются либо через коэффициенты 
разложения векторов условий по векторам базиса, либо 
через составляющие вектора Л.

Первый этап приводит к одной из трех возможностей 
(случаи 1°, 2°, 3°). Если имеет место случай 1°, опорный 
план X  является решением задачи. Случай 2° указывает на 
неограниченность сверху линейной -формы задачи на мно
жестве ее планов. В обоих случаях процесс решения задачи 
заканчивается. В случае 3° следует перейти ко второму 
этапу итерации. На этом этапе строится новый опорный
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план, увеличивающий значение линейной формы задачи. 
Построение нового плана производится посредством элемен
тарного преобразования, связанного с некоторым вектором A k , 
имеющим отрицательную оценку Ak относительно старого 
плана. Мы видим, таким образом, что наличие двухсторон
них ограничений почти не сказывается на трудоемкости 
отдельной итерации метода последовательного улучшения 
плана.

§  6]

§ 6. Вырожденность

6.1. До сих пор изложение метода последовательного улучше
ния плана проводилось в предположении о невырожденности иссле
дуемой задачи. В настоящем параграфе метод улучшения плана 
распространяется на общий случай. Это сделает его применимым 
как к невырожденным, так и к вырожденным задачам линейного 
программирования. Поскольку каноническая форма общей задачи 
линейного программирования является частным случаем задачи 
с двухсторонними ограничениями, все рассуждения (если не ого
ворено противное) будут проводиться применительно к задаче
(5.1)—(5.3).

Вырожденный опорный план задачи (5.1)—(5.3) характеризуется 
тем, что некоторые его базисные компоненты равны своим гранич
ным значениям (ау или |3у). Любой невырожденный опорный план 
обладает единственным базисом, состоящим из векторов условий, 
при которых стоят компоненты, удовлетворяющие неравенствам 
(5.4). В вырожденном случае один и тот же опорный план может 
иметь несколько базисов. Например, если опорный план задачи 
линейного программирования (1.1)—(1.3) имеет v < m  положитель
ных составляющих, то его базис образуется из v векторов усло
вий, отвечающих этим составляющим, и т —v векторов условий, 
связанных с нулевыми компонентами плана. При этом единствен
ное требование, предъявленное дополнительным т —v векторам, 
состоит в том, чтобы полученная система т  векторов условий была 
линейно независима. Очевидно, количество различных базисов рас
сматриваемого опорного плана задачи (1.1)—(1.3) ограничено числом 
С ™ ~у,  причем существуют такие задачи, для которых указанная 
оценка достигается. Аналогичное утверждение имеет место и для 
задач с двухсторонними ограничениями (см. упражнение 6).

Проследим за всеми этапами отдельной итерации метода после
довательного улучшения плана и выявим места, в которых исполь
зовалось предположение о невырожденности задачи.

Итак, пусть
X. =  ( х j , х%, . . . ,  х^)

— опорный план задачи (5.1)—(5.3) с базисом ASl, As2, A sm . 
При проведении первого этапа итерации предположение о невы
рожденности плана X  не было использовано. На втором этапе



итерации мы дважды воспользовались невырожденностью исследу
емой задачи:

1) при вычислении значения 0О;
2) при выборе вектора, подлежащего исключению из базиса 

(или, что то же самое, при выборе позиции базиса, в которую 
следует поместить вводимый вектор).

Рассмотрим каждый из этих случаев:
1. При вырожденности плана X  величина 0О может оказаться 

равной нулю. Если компонента при вводимом векторе A k равна 
а^, то это имеет место, когда для некоторого i, 1 ^  i ^  т,
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Xik >  0,
либо

x h  =  =  Psj » Xik <  0
(см. формулу (5.21)).

При xk~$k К — если Для некоторого i 
*io =  XSi = а н > x i k < °»

либо
xfo = xSi == Psi» xik ^  О

(см. формулу (5.24)).
Если 0о =  О, то новый опорный план X '  совпадает со старым 

планом X . В результате итерации изменяется лишь базис этого 
плана.

2. Опорный план X '  невырожденной задачи (5.1)—(5.3), кото
рый образуется в результате улучшения плана X, является невы
рожденным планом.

Отсюда вытекает, что величина 0О достигается только на одном 
векторе условий A Sr (на одной позиции г базиса). Однозначно 
определяемый вектор исключается из базиса. В общем случае 
величина 0О может достигаться на нескольких векторах. Один из 
этих векторов должен быть исключен из базиса.

Если в течение ряда последовательных итераций 0О =  0, то 
процесс решения задачи в пределах этих итераций состоит в дви
жении по базисам одного и того же опорного плана. Поскольку 
значение линейной формы задачи, естественно, остается неизмен
ным, нет основания утверждать, что движение осуществляется по 
различным базисам задачи.

В § 9 гл. 5 будет приведена задача линейного программиро
вания, при решении которой возможно образование так называе
мого ц и к л а , т. е. периодического возвращения через несколько 
итераций к одному и тому же базису. Очевидно, процесс решения 
такой задачи может никогда не закончиться. Однако, как будет 
показано, небольшое уточнение метода позволяет полностью исклю
чить возможность зацикливания (образования цикла). Оказывается, 
если выбор исключаемого вектора из числа векторов, на которых 
достигается 0О, осуществлять особым образом, то в процессе реше
ния мы всегда будем двигаться по различным базисам задачи и,
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следовательно, через конечное число итераций получим ее опти
мальный план.

6.2. Прежде чем перейти к построению правила исключения 
вектора из базиса, приведем геометрическую иллюстрацию явления 
вырожденности.

Обратимся вначале к первой геометрической интерпретации зада
чи. Рассмотрим произвольный опорный план Х  =  (х 19 х 2 , - . . , х п) 
задачи с двухсторонними ограничениями (5.1)—(5.3). Будем
для определенности^предполагать, что первые v компонент, v ^ m , 
этого плана удовлетворяют условию (5.4). Опорному плану X  соот
ветствует вершина X  многогранного множества условий. Вершина X  
является пересечением т - \ - п —v гиперплоскостей, из которых пер
вые т  определяются условиями (5.2), а остальные п  — v уравнени
ями

x / = X j = у}, / =  v +  l ..........л, (6.1)

где у/ равно ау- либо ру. __
Если v =  m, то вершина X  принадлежит ровно п  гиперплоско

стям. Если же v <  т ,  то число гиперплоскостей, пересекающихся 
в вершине, превышает размерность п  пространства.

Итак, геометрически вырожденность опорного плана состоит 
в том, что в соответствующей ему вершине пересекается более, чем 
п  гиперплоскостей (п  — число переменных задачи).

Рассмотрим произвольный'базис плана X

А * ......... К  A i t , А к , Jm-x
где v +  l ^ j f y ^ /г, s = l ,  2, . . . ,  т —v. Выбор этого базиса гео
метрически означает, что вершина, отвечающая плану X , рассмат
ривается как пересечение ровно п  независимых гиперплоскостей, из 
которых первые т ,  как обычно, определяются условиями (5.2), 
а остальные п  — т  являются гиперплоскостями вида (6.1) при / Ф j st
s =  l, 2.........т —v. При v<m  может существовать несколько таких
систем _гиперплоскостей, а следовательно, и несколько базисов 
плана X .

Пусть A j —произвольный ве_ктор условий, не принадлежащий 
рассматриваемому базису плана X .  Исключим из системы гиперпло
скостей, отвечающей базису, гиперплоскость x j ~ y j .  Общая часть 
оставшихся гиперплоскостей образует прямую, проходящую через 
точку X . Будем говорить, что луч, проведенный из точки X  вдоль 
этой прямой в сторону многогранного множества задачи, соот вет 
с т в у е т  вектору Лу. Подобное определение применительно к кано
нической форме задачи линейного программирования было дано в § 4.

Элементарное преобразование плана X , отвечающее вектору Лу, 
геометрически эквивалентно движению по этому лучу. Если в не
вырожденном случае пересечение любого такого луча с многогран
ным множеством условий обязательно содержит некоторый отрезок, 
то в вырожденном случае оно может состоять лишь из одной
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точки X .  Тогда любой сколь угодно малый сдвиг вдоль выбранного 
луча приводит к точке, не принадлежащей области определения 
задачи.

Допустим, что в результате проведения первого этапа итерации 
мы выбрали для включения в базис вектор A k. Линейная форма 
задачи возрастает вдоль луча, соответствующего этому вектору. 
Если по этому лучу возможен сдвиг, не выводящий из многогран
ного множества условий (0о>О), то в результате второго этапа 
получим новый опорный план, связанный с большим значением 
линейной формы задачи. Если же такой сдвиг невозможен (0о =  О), 
то остаемся в той же вершине X .  При этом в результате_проведе- 
ния второго этапа итерации изменится лишь базис плана X .  В мно
жестве гиперплоскостей, отвечающих старому базису, гиперплоскость 
x k ===xk заменится одной из гиперплоскостей вида (6.1) при j  —  j s ,

s —  1, 2, . . . ,  т —v. Если не уточ
нять, какая из этих гиперпло
скостей должна войти в систему, 
отвечающую новому базису, то 
через несколько итераций можно 
прийти к уже раз пройденной 
системе гиперплоскостей, т. е. по
лучить цикл.

Для лучшего уяснения гео
метрического смысла явления вы- 
рожденности рассмотрим задачу 
линейного программирования,мно
гогранником условий которой яв
ляется правильная шестигранная 
пирамида (рис. 4.7) (предполагает
ся, что условия задачи приведены 
к форме неравенств).

Вершина S0 многогранника 
условий соответствует вырожден

ному опорному плану задачи. Рассмотрим шесть плоскостей, содер
жащих грани, которые пересекаются в точке S0. Любые три из 
них отвечают некоторому базису опорного плана, определяемого 
вершиной S0. Таким образом, данный опорный план имеет СЦ =  20 
различных базисов.

Рассмотрим, например, базис, соответствующий граням S ^ S g , 
SaS0S4, SsS0S6. Линии пересечения любой пары плоскостей, содер
жащих эти грани, имеют лишь одну общую точку с многогран
ником условий (точка S0). Поэтому в результате одной итерации 
мы обязательно останемся в точке S0, т. е. перейдем от одного 
базиса данного плана к другому базису того же плана. То же самое 
справедливо для базиса, соответствующего граням S2S0Sa, S4S0Ss, 
SqSqSi»

Очевидно, любая другая тройка из шести рассматриваемых пло
скостей определяет хотя бы одно направление, имеющее общий 
отрезок с многогранником условий. С другой стороны, в любой 
такой тройке имеется пара плоскостей, которая пересекается по
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прямой, обладающей единственной общей точкой с многогранником. 
Таким образом, от любого другого базиса рассматриваемого плана 
за одну итерацию можно перейти как к базису того же плана, так 
и к базису нового опорного плана задачи.

6.3. Поясним теперь смысл вырожденности в терминах второй 
геометрической интерпретации задачи (см. § 5 гл. 2 и § 4 настоя
щей главы). Поскольку вторая геометрическая интерпретация вво
дилась лишь для задач линейного программирования, записанных 
в канонической форме, ограничимся рассмотрением задачи (1.1)—(1.3).

Итак, пусть
X  =  (Xj, Х2, • • • »

— некоторый опорный план задачи (1.1)—(1.3). Предположим, для 
определенности, что его базис состоит из первых т  векторов усло
вий. В таком случае

% т —  ~  Хп —  0.

Допустим, что первые v базисных компонент плана X  положи
тельны, а остальные—нули.

При v<m опорный план X  оказывается вырожденным. Плану 
X  отвечает некоторая точка Р, лежащая на пересечении оси Q и 
конуса К данной задачи. Эта точка расположена также в конусе Кх 
размерности т ,  порожденном расширенными векторами базиса 
плана Если v<m , то точка Р лежит на границе конуса К х  (точ“ 
нее, внутри его грани размерности v, которая является конусом, 
порожденным первыми v расширенными векторами условий).

Допустим, что вектор A k выбран для включения в базис. 
Тогда, как мы видели (§ 4), новый опорный план соответствует 
верхней точке пересечения оси Q с конусом Kk* порожденным век
торами А и  А 2, . . . ,  А т , A k . В случае невырожденности плана X  
(v =  m) общая часть оси Q и конуса K k  является отрезком (задача 
предполагается разрешимой). Поэтому верхняя точка пересечения Q 
и K k  отличается от нижней точки Р. Если же план X —вырож
денный, то может оказаться, что ось Q и конус K k  имеют лишь 
одну общую точку (точку Р), которая лежит на границе конуса Кх — 
одной из граней конуса K k- В этом случае верхняя точка пересе
чения сливается с нижней точкой Р, и мы получаем тот же самый 
опорный план X .

При 2 все сказанное приобретает геометрическую нагляд
ность. Рассмотрим задачу линейного программирования, геометри
ческий эквивалент которой изображен на рис. 4.8. Опорный план 
этой задачи с базисом A lt Л5, очевидно, вырожденный, так как 
ось Q проходит через сторону 0 А Ь угла А хО А 6. Включение в базис 
вектора А г не приводит к увеличению линейной формы задачи, 
поскольку ось Q и конус, образованный векторами A lt A s, Л4, 
имеют единственную общую точку (точку Р). Что касается вектора 
Л5, то его включение в базяс увеличивает линейную форму (общая 
часть конуса, составленного векторами A lt А 6, и оси Q явля
ется отрезком РР ').

9  Д .  Ю дин и Е. Гольш тейн
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Приведенное геометрическое истолкование явления вырожден- 
ности указывает пути устранения опасности зацикливания. Вырож- 
денность задачи означает, что ось Q пересекает хотя бы один из 
многогранных конусов, порожденных не более чем т — 1 расширен
иями векторами условий. Геометрически очевидно, что некоторое 
малое смещение прямой Q параллельно самой себе позволяет изба
виться от всех таких пересечений, т. е. позволяет превратить

работе Чарнеса [117] для задачи линейного программирования, 
записанной в канонической форме.

Пусть е>0 и R lt R 2, . . . ,  R m -— произвольная линейно незави
симая система m-мерных векторов. Введем в рассмотрение следую
щую задачу линейного программирования:

Требуется обратить в максимум линейную форму

Задача (6.2)—(6.4) отличается от задачи (5.1)—(5.3) лишь век
тором ограничений, который образуется из вектора В  с помощью 
системы R lt R 2, . . . ,  R m и числа 8.

задачу в невырожденную, 
в которой цикл, естествен
но, невозможен. Смещение 
прямой Q связано с измене
нием вектора ограничений 
Б, однозначно определяю
щего ее положение. Поэто
му устранить опасность за
цикливания можно с по
мощью соответствующим 
образом подобранного не
большого изменения векто
ра В . На этой идее основан 
способ получения правила 
вывода векторов из базиса, 
гарантирующего от возмож
ности возникновения цикла.

Рис. 4.8.
6.4. Правило, к уста

новлению которого мы пе
реходим, было получено в

п
(6.2)

при условиях:
П

2  x / A j = B ( e ) , (6.3)

<*/<*/<?/, /=1, 2.......я. (6.4)
Здесь

т

В (е )  =  В +  2  dRj. (6.5)
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Таким образом, с каждой задачей линейного программирования
(5.1)—(5.3) связывается целое семейство задач вида (6.2)—(6.4). 
Представителей этого семейства будем называть е-задачами.

Дальнейшие рассмотрения будут основываться на двух утвер
ждениях относительно е-задач.

Т е о р е м а  6.1. С ущ ест вует  т акое  8 ^ 0 ,  чт о г -за д а ч а  (6.2)—
(6.4) п р и  0<е<е! я вля е т с я  невы рож денной .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Л^, Л^, . . . ,  А ы  — произволь
ная линейно независимая система векторов условий. Множество 
индексов этих векторов обозначим через /. Свяжем с системой век
торов A /t  j  £ /  набор я-мерных векторов X  (е), удовлетворяющих 
условиям (6.3) и таких, что Xj ( e)  при / (£ /  равно либо а у, либо ру.

В соответствии с условиями (6.3) и (6.5) J

т
2  */(8) А ; = В  +  2  8> R j -  2  Yj A j ,
H i  /=> Ш

где Y/—*у(8) равно либо cty, либо ру. Отсюда получаем
__ т

V 8)=fr«—2  y i a i J +  2  (б-б)
H i  /=»

Здесь через 6/, а/у, r/у обозначены коэффициенты при Л5. разложе
ния векторов By A jy  R j  соответственно по системе Лу, / £  /. Заме
тим, что ни один из многочленов *s.(e) не является тождественной
постоянной. Действительно, квадратная матрица || гг*у \\т образована 
в результате перемножения матриц (Л§1> Л§2, . . . ,  Л ^ ) -1 и \ \ г ц \ \т =̂* 
=  (i?i, R 2t . . . ,  R m)y каждая из которых имеет отличный от нуля 
определитель. Поэтому определитель матрицы \ \ г ц \ \ т также отличен 
от нуля, и, следовательно, ни одна из строк этой матрицы не может 
состоять сплошь из нулей. ___

Итак, при любом i  среди чисел /уу, / = 1 ,  2, . . . ,  т ,  имеются 
ненулевые, т. е. многочлен *s.(e) ф . const. Отсюда вытекает, что 
многочлены *s.(e) —a s. и Ps. — * s.(e) не равны тождественно нулю. 
Всякий (отличный от тождественного нуля) многочлен степени, не 
большей т ,  имеет не более чем т  положительных корней.

Обозначим минимальный из положительных корней многочле
нов *s.(e) — a Si и Ps. — *s.(e) через г]/(/, Yy)- Если они не имеют 
положительных корней, полагаем т],- =  оо. Пусть наименьшее из 
т],(/, уу), i =  l, 2, . . . ,  ту равно т] (/, уу). Величина т](/, у;) опре
деляется системой линейно независимых векторов Лу, j  £  / , и чи
слами у у, /(£/. Из п  векторов условий можно составить конечное 
число различных систем по т  векторов. При фиксированном / суще
ствует не более чем 2 п ~ т различных наборов у у, /$ / .  Поэтому 
величина

§ 6]

&! =  min т] (/, уу),



где минимум берется по всевозможным системам линейно независи
мых векторов Л у, / £  /  и наборам чисел у р  равных а у или Ру, 
<( $/, положительна.

Пусть теперь 0< е< 81. Рассмотрим произвольный опорный план 
е-задачи с базисом Л§1, Л5). Легко видеть, что он является
невырожденным. В самом деле, если бы при некотором i базисная 
компонента xs.(e) равнялась as. либо Ps., то один из многочленов

V 8) ~ aV  Ps; ~ xsS8)
имел бы корнем 8.

С другой стороны, согласно определению 8j положительные 
корни этих многочленов не могут быть меньшими е ^ е .

Итак, базисные компоненты произвольного опорного плана 
е-задачи при 0<е<8! лежат строго между своими граничными 
значениями, что, по определению, означает невырожденность за
дачи (6.2)—(6.4).

Теорема доказана.
Т е о р е м а  6.2. С у щ ест вует  т акое  е2>0, чт о если  

0 < 8 < 82

и  Х(е) =  (д:1 (е), . х п (е)) — п р о и зво льн ы й  опорны й п л а н  е -за д а чи  
с ба зи со м  Л§1, Л§2, . . . ,  Л<^, то вект ор  X  =  (x lt х 2, . . . ,  х п), где X j =  
=  *y(е) п р и  j  Ф  г =  1, 2, . . . ,  т ,  а ост альны е т  ко м п о нент  
о п р еделяю т ся  и з  сист ем ы  у р а вн е н и й  (5.2), я вля е т ся  опорны м  п ла н о м  
за да чи  (5.1)—(5.3). П р и  эт ом  если  X  (е) — о п т и м а ль н ы й  п л а н  е -за 
д а ч и , т о п л а н  X  оказы вает ся реш ением  задачи  (5.1)—(5.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим произвольную систему т  
линейно независимых векторов условий А р  j  £ /  =  (s„ s2, ... , sm). 
Пусть /г-мерный вектор X  удовлетворяет условиям (5.2). Пусть,
кроме того, при $ 1  * /= Y / равняется a у либо ру. Тогда в соответ
ствии с равенством (6.6)

х Ч = ~ Ь - Ъ ч 7 а И ' 1' =  1' 2....... т ■ (6.7)
‘ ш

Обозначим наименьшее из положительных чисел x s .—р ^  
a s — x s i чеРез Y/)- Если % ,< % ,• <  Р*,-> полагаем £,•(/, Y/) =  «>- 
Пусть

1(1, Y/) =  min h(l ,Vj ).

Величина § (/, у/) определяется системой векторов А р  / £ / ,  и на
бором чисел у р  /(£/, каждое из которых может принимать не более 
двух значений (ар  ру). Поэтому

1 =  min £(/, у»)»
i . y j
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как наименьшее из конечного числа положительных чисел, является 
также положительным числом.
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Введем число г (/), равное модулю наибольшего по абсолютной 
величине элемента матрицы || \\т коэффициентов разложения век
торов R lt R 2, ... , R m по системе А р  / £ / .
Пусть

г  — max r ( I ) .
I

Очевидно, r > 0. Положим

e ^ m i n f — , Л><>-2 \ r m  J

Покажем, что при любом е, 0< 8< е2, каждому опорному плану 
8-задачи отвечает опорный план задачи (5.1) — (5.3), имеющий тот 
же базис и те же значения внебазисных переменных.

Пусть базисом опорного плана е-задачи X  ( е ) ^ * !  (е), ..., х п (е)) 
является система векторов ASl, А$2, ..., Asm. Вектор Х = ( х г, х 2, ..., х п) 
удовлетворяет системе равенств (5.2), причем X j = X j  (е) ==у/ Для 
/(£/. Базисные компоненты плана X  (е), определяемые согласно
(6.6) равенствами

_ т т
х ч  (е) =  6,— 2 +  2 б/'Г'7=л:^ * =  1.2........т , (6.8)

Ш /=» /=1
удовлетворяют условиям

asj <  x 8t (г) <  pSi.
Проверим, что

aSi =£7— f =  1, 2, ...,m . (6.9)
№

Действительно, если это не так и при некотором i = k  компонента 
xsk расположена, например, левее ask > то имеем

т т т
*%(е) =  *sfc +  2 e/r * y < a %—£ +  1 +  ' 2

/= 1 /= 1 /= 1 
— ̂  +  m /'e<aSfe.

Первое и второе неравенства следуют из определения чисел |  и г  
соответственно. Третье и четвертое неравенства вытекают из опре
деления е2>е.

Полученная цепочка соотношений приводит к неравенству 

x s k ( e ) < a Sk,

противоречащему тому, что x ik (г) — компонента плана е-задачи. 
Итак,

x s i ^ a s i t  i —  1, 2, ..., т .

Аналогично проверяется справедливость правых ограничений сис
темы неравенств (6.9).



Таким образом, вектор X  удовлетворяет как условиям (5.2),. 
так и условиям (5.3) и, следовательно, является планом задачи
(5.1) — (5.3). По определению вектора X  его компоненты x j  при /ф / 
равны своим граничным значениям. Поэтому X —опорный план 
задачи (5.1) —(5.3) с базисом A Si, ..., A Stn.

Допустим теперь, что X  (е) — оптимальный план е-задачи. Будем 
предполагать, что 0< е< е,. По теореме 6.1 е-задача— невырожден
ная. Следовательно, вектор А  =  ( к 1У Кг , ..., к т), определяемый из, 
условий

(Л, A j ) = c j ,  j £ I ,  (6.10)
удовлетворяет неравенству

(Л, A j ) ^ c f , (6.11)

если /(£/ и x j ( e )  =  x j = ay, или неравенству
(Л, A j ) < c j% (6.1 Г)

если /$ / и X j ( s )  =  x j = P / .
Действительно, в случае нарушения неравенств (6.11) и (6.1 Г) 

мы могли бы в результате одной итерации метода улучшения плана 
увеличить значение линейной формы невырожденной е-задачи.

Поскольку опорные планы X и Х(в) имеют один и тот же ба
зис, соотношения (6.10), (6.11) и (6.1 Г) могут рассматриваться при
менительно к плану X  как условия второй формы признака опти
мальности. Поэтому план X — решение задачи (5.1) — (5.3).

Таким образом, в качестве числа е2, фигурирующего в условии 
теоремы 6.2, можно принять

e2 =  min { е', ей}>0.

Теорема доказана полностью.
6.5. Установленные свойства семейства е-задач, связанного 

с задачей (5.1) — (5.2), позволяют предложить следующий путь реше
ния такой задачи, не оговаривая ее невырожденности. Вместо ис
ходной задачи (5.1) — (5.3) рассматривается связанная с ней е-за
дача при 0 < е< ео, где

е0 == min {sj, е2} =  е2.

Будем предполагать, что множество планов этой е-задачи непусто. 
В силу теоремы 6.1 (0 < e< e t) рассматриваемая е-задача невырож
денная. Поэтому метод последовательного улучшения плана позво
ляет за конечное число итераций получить ее опорное решение.

В силу теоремы 6.2 (0< е< е2) базис построенного решения 
является вместе с тем базисом оптимального плана задачи (5.1)—
(5.3). Внебазисные компоненты этого плана равны соответствующим 
составляющим решения е-задачи. Следовательно, для получения 
базисных компонент искомого оптимального плана достаточно раз
ложить вектор

в — 2  * > )  Ai
ш*

по системе A j ,  /£ /* .  Здесь /* —совокупность индексов векторов
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условий, составляющих базис решения е-задачи

* • (* )= (* > ) , * > ) . . . . .  *пШ
Мы предполагали рассматриваемую е-задачу разрешимой. От

метим, что если процесс решения е-задачи завершится случаем 2°, 
указывающим на ее неразрешимость, то это будет означать нераз
решимость исследуемой задачи (5.1) — (5.3). Доказательство указан
ного факта вытекает из утверждения, сформулированного в упраж
нении 7. Для использования е-приема вовсе не обязательно 
определять число е0. Важно было лишь установить существование 
этого числа.

Процесс решения е-задачи можно проводить при произвольном 
достаточно малом е. Для определения решения задачи (5.1) — (5.3) 
достаточно в оптимальном плане е-задачи положить е =  0.

Поскольку каждому опорному плану е-задачи при 0 < е< е 2 
соответствует опорный план задачи (5.1) — (5.3) с тем же базисом 
(теорема 6.2), то процесс решения е-задачи индуцирует движение 
по опорным планам задачи (5.1) —(5.3), приводящее за конечное 
число итераций к ее решению. Установим правила, позволяющие 
осуществить это движение, не рассматривая семейства е-задач.

Пусть X  =  ( x lt х 2, ..., х п)—некоторый опорный план задачи
(5.1) —(5.3) с базисом A Si, Лу2, ..., A sm. Допустим, что вектор X  (е), 
где x j ( e ) — x j  для /$/у, является планом е-задачи при 0 < е< е 0.

Если применить к е-задаче метод последовательного улучше
ния плана, отправляясь от опорного плана Х(е), то за конечное 
число итераций, пройдя через планы Х(1) (е), Х(2) (е), ..., X iN) (е), 
мы построим ее решение X * (е). Тот же процесс можно реализовать 
движением по опорным планам X (t) (0) =  X {t), t  =  1, 2, ..., N  задачи
(5.1) —(5.3), приводящим к ее решению Х*(0)=Х*.

Проследим за этим движением на примере перехода от плана
X  к плану Х(1). По условию, базисы планов X  и X  (г )  и их вне- 
базисные компоненты совпадают. Поэтому первый этап итерации 
можно проводить, отправляясь от плана X .  При анализе второго 
этапа будем, как и при описании метода решения задач с двухсто
ронними ограничениями, различать две возможности.

1. Компонента при векторе A k , выбранном для включения в 
новый базис, равна своему левому граничному значению a k . Для 
определения вектора, подлежащего удалению из базиса, вычис
ляется в соответствии с формулой (5.21)

90(е) =  min ^  ~~Yt' . (6.12)
Xik?= 0 x ik

Подставляя в (6.12) вместо (е) =л^(е), i = 1, ..., т  + 1, его выра
жение из (6.8), имеем

т
*/o +  2 s4 y - Y ,

0О (е) =  min ------ }— ------------
Xik ?= 0

§  6 ]  в ы р о ж д ё н н о с т ь  2 6 3

(6.13)



Здесь, как и ранее, через г ц % i =  l, 2, m, обозначены коэф
фициенты разложения вектора R j,  /== 1, 2, ..., m, по системе A Sl, 

..., i4sm, образующей базис планов X  и X  (е). Заметим, что 
r~m + 1./*=0 , / =  1, 2....... т ,  так как *л+1,о(е)«=**(в) =  **.

Поскольку е-задача—невырожденная, существует единственный 
индекс г, на котором достигается 0О (е)- Вектор А ^  вводится в г -ю  
позицию базиса вместо вектора i4s.r, расположенного там прежде.

Соотношение (6.13) показывает, что индекс г при достаточно 
малом е может быть найден следующим образом. Определим рекур- 
рентно последовательность множеств индексов it

E0Z) ... JDEt-
Положим Е 0 равным совокупности индексов i , на которых дости
гается
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0О =  min —— — . (6.14)
X ik^O  x ik  i ^ i^ m  + i

Если множество Е д  состоит более чем из одного элемента, то введем 
множество E d + и  включив в него те индексы на которых
достигается

min 
is Ed

rit d + i
* ik

(6.15)

В противном случае обрываем процесс построения множеств. Таким 
образом, процесс образования множеств Е а  заканчивается получением 
множества Е ^, состоящего из одного элемента. Из формулы (6.13) 
следует, что при достаточно малом е>0 указанная последователь
ность действий приводит к отысканию индекса г , на котором дости
гается 0О (е). В силу невырожденности е-задачи 0О (е) достигается 
на единственном индексе и поэтому, образовав не более чем tn + 1 
множеств E ^ t  мы получим множество E f, содержащее единственный 
элемент г —номер позиции базиса, в которую следует поместить 
вектор А

2. Компонента при векторе A k > выбранном для введения в но
вый базис, равна своему правому граничному значению (З̂ . Для 
выявлений вектора, удаляемого из базиса, следует подсчитать 
(см. (6.24))

(в)шм min Yi~ * /0 ф . (6.16)
x ikl^ i  ̂ m + i

Соотношение (6.16) может быть переписано в виде
т

V i— */о—2  &1П )
_____ 1=1__ _в 0 ( е )  = = min

Xik 5* оi ^ i ^ m  +i x ik
(6 .17)
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Отсюда, как и в первом случае, непосредственно вытекает, 
что номер г позиции базиса, в которую следует поместить вектор 
A kt может быть определен следующим образом. Составляем мно
жество Е 0 из индексов i , на которых достигается

ee=  min Xizz££a. (6.18)
Чк  0 Xik 

1 ^  i  ^  т +1

Затем рекуррентно определяем последовательность множеств {£<*}: 

Е 0 Н  E l  =2. • • • 4 L E t'

Если Е л  уже определено и содержит более одного элемента, то 
E d + i состоит из индексов i £  Е д , на которых достигается

max S i d ± l .  (6.19)
t  S E d  x ih

Если Е ^  состоит из единственного элемента, то процесс образова
ния множеств заканчивается ( E d =  E t). Последовательность мно
жеств E d , состоящая не более чем из т  + 1  множеств, обязательно 
оканчивается множеством E t , содержащим единственный элемент 
г—номер искомой позиции базиса.

Приведенное правило для отыскания удаляемого из базиса 
вектора гарантирует от образования цикла в процессе решения 
задачи (5.1) — (5.3). Таким образом, это правило позволяет во всех 
случаях получить решение задачи (5.1) — (5.3) методом последова
тельного улучшения плана за конечное число итераций.

Подчеркнем еще раз, что для реализации правила необходимо:
1) выделить такую линейно независимую систему векторов

#i» • чтобы для достаточно малого 8 > 0  вектор X  (е),
соответствующий исходному плану X , являлся планом е-задачи;

2) иметь коэффициенты разложения векторов R lt # 2, 
по любому текущему базису.

При описании алгоритмов, реализующих метод последователь
ного улучшения плана, мы всякий раз будем указывать наиболее 
целесообразный (с вычислительной точки зрения) вид системы век
торов R v  # 2, . . . ,  R m .

6.6. Каноническая форма задачи линейного программирования 
является частным случаем задачи с двухсторонними ограничениями 
(ау=0, р;-=оо). Поэтому для задачи (1.1) — (1.3) правило выбора 
вектора, исключаемого из базиса, является частным случаем 
общего правила. Сформулируем это правило.

Определяется совокупность Е л индексов i, на которых дости
гается

60=  min .
Xik >  0 x ik 1 ^  i ^  т

Если содержит единственный элемент г, то вектор А ^  вводится
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в г -ю позицию базиса. В противном случае составляется множе
ство Е\у содержащее индексы i £  Е 0, на которых достигается

• r i\min — .
t е Е0 *ik

Если Е г состоит из одного элемента (г), то исключаемый из базиса 
вектор Asr уже выделен. В противном случае строится множество 
Е 2, и т. д. В конце концов мы обязательно получим множество 
Е ь  состоящее из одного элемента, который определит
вектор, подлежащий исключению из базиса.

§ 7. Способы построения начального опорного плана

7.1. В рассуждениях предыдущих параграфов мы отправ
лялись от некоторого начального опорного плана, не ого
варивая, каким образом можно такой опорный план пост
роить. Можно указать различные классы задач, в которых 
определение исходного опорного плана не представляет 
труда.

Пусть, например, условия задачи линейного программи
рования заданы в форме

2  ajxj <  в* xj  ^  °>
/=1

и составляющие вектора В неотрицательны. В этом случае 
задача сводится к канонической форме, если ввести т до
полнительных неотрицательных переменных х п+1, . . . ,  х п+т 
и соответствующие им единичные векторы условий Ап+11 . . .  

А• • • » + I

An + i =  (0ТТТГГоГТ, О, . . . , 0 )Г.
'------------- v-------------- '

т

В линейной форме задачи коэффициенты при дополнительных 
переменных предполагаются равными нулю.

Исходный опорный план рассматриваемой задачи, условия 
которой приведены к канонической форме, очевиден:

х =  (о, . . . , ь т). -
п

Базис исходного опорного плана состоит из единичных 
векторов An+i ( i=  1, . . т). Компоненты Хц разложения Лу



по векторам базиса Лп+1-, / = 1 , . . . , / »  равны соответствую
щим составляющим вектора условий Лу-.

Отсутствие необходимости в решении систем линейных 
уравнений для определения на исходном этапе суще
ственно упрощает вычисления в методе последовательного 
улучшения плана. Однако следует иметь в виду, что, вы
бирая дополнительные векторы в качестве векторов началь
ного базиса, мы исходим обычно из худшего первого приб
лижения, чем в тех случаях, когда в базис с самого начала 
вводятся векторы, соответствующие основным переменным. 
Количество итераций, требуемых для вычисления оптималь
ного плана при этом, как правило, увеличивается. Тем не 
менее, при использовании современных вычислительных ма
шин введение базиса, соответствующего дополнительным 
переменным, оправдывает себя. Увеличение объема вычисле
ний, которое может иметь место в этом случае, связано 
только с дополнительными однообразными весьма простыми 
операциями (см. § 2,5 гл. 5).

Можно указать и другие классы задач, в которых опре
деление исходного опорного плана требует значительно 
меньше вычислений, чем решение задачи при заданном на
чальном плане. К сожалению, этого нельзя сказать об общей 
задаче линейного программирования. В общем случае вычис
ление начального опорного плана представляет собой ра
боту, вообще говоря, не менее трудоемкую, чем определе
ние решения при наличии исходного опорного плана.

Рассмотрим несколько общих приемов вычисления исход
ного опорного плана. В дальнейшем (§ 8 гл. 5) мы еще раз 
вернемся к этому вопросу и укажем ряд случаев, когда эти 
приемы могут быть упрощены.

7,2. Запишем задачу линейного программирования в ка
нонической форме:

Требуется обратить в максимум линейную форму

М * ) =  2< у*/ (7Л)
/=1

при условиях:

2]а,у.*у =  &;, г =  1, 2, (7.2)
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Здесь можно считать все Ь ^ О .  В противном случае сле
довало бы в соответствующей строке поменять в обеих 
частях равенства все знаки на обратные.

Рассмотрим наряду с задачей (7.1) — (7.3) следующую 
вспомогательную задачу:

Требуется обратить в максимум линейную форму
т

М * ) =  - 2 * в + / (7-4)
i = 1

при условиях!

п
’2 i aiJxJ + x n+i = bi, / =  1, 2, (7.5)
/ = 1

/ =  1, 2, . . . ,  п +  т. (7.6)

Решим вспомогательную задачу методом последовательного 
улучшения плана. Начальный план вспомогательной задачи 
составляется из компонент

Лу =  0 при

Xn+i^bi ПРИ 1, 2,

Составляющим начального плана Xj при 1 отвечают т
различных единичных векторов условий. Это значит, что 
выбранный начальный план является опорным планом вспомо
гательной задачи. Линейная форма L ограничена сверху на 
множестве планов вспомогательной задачи (L ^ O ). Поэтому 
процесс последовательного улучшения плана приведет через 
конечное число шагов к оптимальному опорному плану 
задачи. Возможны два случая:

1° Оптимальное значение 1* равно нулю.
2° Оптимальное значение L* отрицательно.
В случае 1° оптимальный план вспомогательной задачи 

оказывается опорным планом исходной задачи (7.1) — (7.3). 
Действительно, при Z* =  0 все *5+j =  0 ( / = l ,  2 , . . . , / ») .  
Следовательно, решение X* (его первые п составляющих) 
вспомогательной задачи удовлетворяет условиям исходной 
задачи. Оптимальный план вспомогательной задачи совпа
дает, таким образом, с некоторым планом задачи (7.1)—(7.3). 
По построению этот план является опорным.
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Базис начального опорного плана задачи (7.1)— (7.3), 
полученный указанным способом, может содержать не только 
векторы условий, соответствующие основным переменным, 
но и единичные векторы, отвечающие дополнительным пере
менным. Естественно, что единичным векторам, входящим 
в базис, соответствуют нулевые компоненты плана. Началь
ный опорный план, базис которого содержит единичные 
векторы, отвечающие дополнительным переменным, является 
вырожденным опорным планом задачи.

Очевидно, ранг г матрицы условий (7.2) равен т, если 
базис начального опорного плана содержит только векторы 
условий, отвечающие переменным задачи (7.1) — (7.3).

Если в базис начального опорного плана входят допол-„ 
нительные единичные векторы, то ранг г матрицы || atj || может 
быть и ниже т. Естественно, что г не может быть меньше 
числа векторов условий задачи (7.1) — (7.3), вошедших 
в базис начального опорного плана. В следующей главе 
(§ 8) мы покажем, как дополнить эту совокупность линейно 
независимых векторов условий Aj до максимальной системы 
линейно независимых векторов матрицы

A  ( ^ jj ^ 2’ • • • » А п ) —  II a i j \ \ mn*

Вновь введенным в базис векторам условий соответст
вуют нулевые компоненты плана. Если ранг г матрицы ||я/у.|| 
равен т, то построенный таким образом базис будет со
стоять из т векторов. Если ранг г<^т, то и базис началь
ного опорного плана будет состоять из г векторов. В этом 
случае можно в процессе построения начального опорного 
плана исключить т—г условий, линейно зависящих от дру
гих уравнений системы (7.2), и свести, таким образом, 
задачу (7.1) — (7.3) к задаче линейного программирования 
такого же вида с п переменными и г условиями-равенствами.

Перейдем к рассмотрению случая 2®. При Z* <  0 задача
(7.1) — (7.3) не имеет ни одного плана, т. е. система усло
вий исходной задачи несовместна. В этом нетрудно убе
диться, если допустить противное, т. е. принять, что исход
ная задача имеет хотя бы один план. При таком допущении 
вспомогательная задача будет иметь план, у которого пер
вые п составляющих совпадают с соответствующими ком
понентами исходного плана, а последующие т компонент 
равны нулю. Значение линейной формы для этого плана
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равно нулю, что противоречит условию, согласно которому 
максимальное значение L*(X) отрицательно.

Итак, начальный опорный план любой задачи линейного 
программирования может быть вычислен в результате реше
ния вспомогательной задачи с очевидным начальным опор
ным планом. При этом несовместность условий задачи, 
если она имеет место, будет обнаружена в процессе вы
числений.

7.3. Далеко не во всех случаях имеет смысл разделять 
решение задачи линейного программирования на два этапа— 

t вычисление начального опорного плана и определение опти
мального плана. Рассмотрим прием, позволяющий объеди
нить оба этапа. Сущность приема заключается в Том, что 
вместо исходной задачи линейного программирования ре
шается расширенная задача, имеющая более широкое мно
жество опорных планов (один из них всегда легко указать), 
но те же решения, т. е. те же оптимальные планы, что 
и исходная задача.

Рассмотрим наряду с исходной задачей линейного про
граммирования следующую расширенную задачу:

Требуется обратить в максимум линейную форму
п  т

^ м ( Х )  =  2  c j x j  ^ 2  Х п +  i  1 /=1 i — i

где М >  0 — достаточно большое число, а 

X — (х1У хг, . . . ,  х п+т)
удовлетворяет условиям (7.5), (7.6).

Назовем расширенную задачу М-задачей. Докажем три 
утверждения, необходимые для обоснования предлагаемого 
ниже приема.

Т е о р е м а  7.1. Если в оптимальном плане X* М-за- 
дачи Xn+i =  0 (i =  1, . . . ,  т), т. е. если X* == (хх, . . . ,  хп , 
О, . . . , 0 ) ,  то план ,Y* =  (a;*, х*у . . . ,х*п) является реше
нием исходной задачи.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если X* удовлетворяет условиям 
расширенной задачи, то X* удовлетворяет условиям исход
ной задачи. Следовательно, X* является планом исходной 
задачи,
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Установим его оптимальность. Для этого допустим су
ществование такого плана X = ( x v х21 . . . ,  хп) задачи
(7.1) — (7.3), что

L (X) >  L (X*).
X = ( x t1 . .  х п, 0, . . . , 0 )  — план Ж-задачи. Следовательно,

LM(X) = L (X )> L (X * )= L M(X*).
Полученное неравенство противоречит тому, что X* является 
решением Ж-задачи.

Итак, если в оптимальном плане Ж-задачи д;*+/ =  0 для 
/ = 1 ,  2, # , да, то первые п компонент этого плана опре
деляют решение исходной задачи.

Т е о р е м а  7.2. Всегда можно указать такое число 
Мх >  0, что для любого Ж >  Мх из существования хотя 
бы одного плана исходной задачи вытекает соотношение

(t — 1» 2, . . . ,  т)у
справедливое для любого опорного решения М-задачи (если 
последняя разрешима).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что утверждение не
верно, т. е. существует опорный план Х ~  (xt1 . . , ,  хп) 
исходной задачи и в то же время нельзя указать такое число 
Ж1} что при всех Ж >  Ж1 для опорного решения А* Ж-за- 
дачи х*п+. =  0 при i = l ,  2, . . . ,  т.

Введем числа т и т следующим образом. Пусть т равно
т

минимуму суммы 2 * n + i  П0 всем опорным планам Ж-задачи, 
/=1

которые не обращают эту сумму в нуль. Указанный мини
мум т >  0 существует, поскольку число опорных планов
Ж-задачи конечно, и не зависит от Ж. Пусть т равно мак-

п
симальному значению линейной формы У!еле• на множестве

/=1 J
опорных планов Ж-задачи. Ясно, что

Положим
m ^ L ( X ) .

м г  =
m—L (X)

т



и выберем М >  Мг. Согласно допущению по крайней мере 
одна из компонент х* +i (i=  1, т) оптимального плана
Х* = (х*и . . . ,  х*п+т) Ж-задачи положительна. Поэтому в соот
ветствии с определением т и т
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т п

2 l x n + i ^ m’ J j C j X ' e & m .t=1 /=1
Следовательно,

п т

LM{X*)= ^ j CjX* — M ^ х * п <  ш—Mm.
/=1 г=1 “

С другой стороны, дополнив нулями план X  исходной 
задачи, получим план Х = ( х г, . . . , х п, 0, . . . , 0 )  М-задачи. 
При этом

LM(X) = L(X), Lm ( X ) ^ L m (X%

поскольку X* — решение М-задачи.
Используя последние три соотношения, получаем

L (X) ^ m  — Mm,
или (так как т >  0)

т  1

Полученное неравенство противоречит условию М >  Мг.
Теорема 7.2 доказана.
Т е о р е м а  7.3 Существует такое число М2, что при 

М >  Мг из разрешимости исходной задачи (7.1) — (7.3) вы
текает разрешимость связанной с ней М-задачи.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы основывается на некоторых 
фактах теории двойственности, изложенной в гл. 3. Рассмот
рим две задачи линейного программирования, сопряженные 
соответственно с исходной задачей и М-задачей:

1. Минимизировать линейную форму

т

i — i
( 7 .7 )
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при соблюдении условий

т
2  “и У ^ С ;, j =  1, 2, . . . ,  и. (7.8)
1= 1

2. Минимизировать линейную форму (7.7) при условиях
(7.8) и

y i ^  — М, / = 1 , 2 , . . . , / » .  (7.9)

Пусть Ajt , Ajj  . . . ,  Ajm — произвольная система линейно 
независимых векторов условий. Определим вектор 
Уi=  {yv у 2, - - *э-У/»)/ из системы уравнений

т

^ijs^i Js^ I = Uv Л» • • • >.//»)• (7.10)

Положим yj  равным минимальной компоненте вектора Yj и 

Ж2 =  шах (— yj),

где максимум берется по всевозможным системам из т ли
нейно независимых векторов условий.

Допустим теперь, что М >  М2, и задача (7.1) — (7.3) 
разрешима. В таком случае по первой теореме двойствен
ности разрешима также и сопряженная с ней задача (7.7),
(7.8) .

Пусть Y = (y ii У21 »*чУт) — произвольный опорный план 
этой задачи. В таком случае его компоненты удовлетворяют 
системе уравнений (7.10) при некотором множестве /= ( у 1, 
/г ’ • • • »Jт)*

Согласно определению числа М2

у ^  — М2 >  — М, i = l ,  2, . . . ,  т.
Следовательно, система условий (7.8), (7.9) совместна,
и задача (7.7) — (7.9), отличающаяся от разрешимой задачи
(7.7), (7.8) дополнительными условиями (7.9), также раз
решима.

Применяя теперь снова первую теорему двойственности, 
приходим к выводу о разрешимости М-задачи, сопряженной 
с задачей (7.7)— (7.9).

Теорема доказана.



Установленные результаты обеспечивают возможность 
решения задачи линейного программирования с неизвестным 
заранее начальным опорным планом, Вместо того, чтобы ре
шать исходную задачу (7.1)—(7.3), применим метод после
довательного улучшения плана к соответствующей Ж-задаче, 
где

Ж ^  шах (Мг, Ж2). (7Л 1)

Начальный опорный план Ж-задачи очевиден:

=  ( ° ,  о ,  О, b„ bz, bm).

п

Отметим, что базис, составленный из единичных векторов 
при искусственных переменных xn+i9 i=  1, т, обычно
называют искусственным базисом.

Метод последовательного улучшения плана, отправляю
щийся от опорного плана с искусственным базисом, через 
конечное число итераций приведет либо к случаю 1° (план 
оптимален), либо к случаю 2° (задача неразрешима).

Допустим, что X* = (xlt . . . ,  х*п+т) — последний опорный 
план, построенный в процессе решения Ж-задачи. Если имеет 
место случай 1°, то X* — решение Ж-задачи. Здесь следует 
рассмотреть две возможности:

а) Xn+i= . . .  =  Хп+т — 0\ тогда по теореме 7.1 X* =  
=  (*1, х 2, . . . ,  х п) является оптимальным планом исходной 
задачи (7.1) — (7.3);

п + т

б) 2  xi > 0; в соответствии с теоремой 7.2 и усло- 
i = n + i

вием (7.11) это означает, что задача (7.1)—(7.3) не имеет 
ни одного плана, т. е. неразрешима.

Если же процесс решения Ж-задачи заканчивается слу
чаем 2°, то согласно теореме 7.3 и неравенству (7.11) 
задача (7.1) — (7.3) , заведомо неразрешима. Отметим, что 
в данном случае неразрешимость исходной задачи может быть 
связана как с неограниченностью линейной формы (7.1) на 
множестве планов задачи, так и с пустотой этого множества. 
Построение соответствующих примеров предоставляется чита
телю (см. упражнение 9).
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Итак, метод последовательного улучшения плана, приме
ненный к М-задаче при М , удовлетворяющем условию (7.11), 
позволяет за конечное число шагов либо получить решение 
исходной задачи, либо убедиться в ее неразрешимости. При 
этом нет необходимости знать заранее начальный опорный 
план исследуемой задачи (7.1) — (7.3). Изложенный метод 
решения задач линейного программирования принято называть 
М-методом.

Подчеркнем, что для решения задачи Ж-методом нет не
обходимости вычислять величину М0 =  т а  х(М1У ЛГ2). 
При определении оценок Ду в процессе решения Af-задачи 
следует полагать М больше любого сравниваемого с ним 
числа. Если в результате решения ЛГ-задачи будет получен 
оптимальный план, для которого x n+i = 0 при £ =  1,2,  
то первые т его компонент определят решение исходной 
задачи. Если по крайней мере одна из составляющих xn+i 
оптимального плана положительна при любом достаточно 
большом М, то исходная задача неразрешима. Неразрешимость 
М-задачи указывает на неразрешимость исходной задачи.

Пример использования Ж-метода будет приведен в § 8 сле
дующей главы. Там же будут изложены некоторые вычисли
тельные приемы, связанные с реализацией М-метода.

Рассуждения настоящего параграфа проводились для за
дач линейного программирования, записанных в канонической 
форме, Очевидно, все изложенные здесь приемы применимы 
и к задачам с двухсторонними ограничениями. В этом случае 
решение вспомогательной и расширенной задач следует, 
естественно, проводить в соответствии с рекомендациями § 5. 
Отметим, что дополнительные (искусственные) переменные 
вспомогательной (расширенной) задачи ограничены лишь снизу 
(ау- =  0,  Р/ = о о ) .

§  81

§ 8. Теоретические приложения метода последовательного 
улучшения плана

Метод последовательного улучшения плана, подробно описан
ный в предыдущих параграфах настоящей главы, следует рассма
тривать не только как вычислительный прием для решения кон
кретных задач линейного программирования. С его помощью можно 
чрезвычайно просто устанавливать многие качественные результаты 
теории линейного программирования. В этом параграфе мы проил
люстрируем силу метода улучшения плана, применив- его для 
доказательства ряда важных теорем линейного программирования,
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которые были установлены в главах 2 и 3 на основе иных сообра
жений. Все результаты будут формулироваться и доказываться 
применительно к канонической форме задачи линейного программи
рования (задача (1.1) —(1.3)). При этом ранг матрицы А  =  ( А 1У Л2... 
..., Л„) предполагается равным т .

Т е о р е м а  8.1 (о с у щ е с т в о в а н и и  о п о р н о г о  п л а н а ) .  
Е с л и  м но ж ест во  п ла н о в  за д а ч и  (1.1) — (1.3) н е п у с т о , т о она о б л а 
д ает  хо т я  бы о д ни м  опорны м  п ла н о м .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Без ограничения общности можно счи
тать все компоненты вектора ограничений В  —  (Ьи  Ь2, . . . ,  Ьт) Т 
неотрицательными. Свяжем с задачей (1.1) — (1.3) следующую вспо
могательную задачу линейного программирования:

Обратить в максимум линейную форму

, £ = —
т

2  Xn + i (8.1)
i - 1

при условиях

2 a i j X / + x n + i= b i , * =  1, 2. .. ., m; (8.2)
/=1

X j ^ z  0, / =  1. 2, .. ., n +  m. (8.3)

Очевидно, (т  +  /г)-мерный вектор

Хо =  (0, 0, • •.» 0, blf b2f . . . ,  Ьт )
является опорным планом задачи (8.1) — (8.3). Поэтому при реше
нии вспомогательной задачи методом последовательного улучшения 
плана его можно принять за исходный план. Если при наличии 
вырожденной ситуации пользоваться правилом, изложенным в § 6 
(в данном случае в качестве векторов R lt R 2t . . . ,  R m можно при
нять единичные векторы ег, е2, . . . ,  ет , составляющие базис плана Х0), 
то процесс решения задачи (8.1) — (8.3) методом последовательного 
улучшения плана складывается из конечного числа шагов (ите
раций).

Очевидно, линейная форма (8.1) ограничена сверху на множе
стве «планов вспомогательной задачи числом 0. Следовательно, про
цесс решения не может закончиться случаем 2° (см. § 2) и обяза
тельно завершится построением опорного решения задачи (случай 1°). 
Допустим, что этим решением является

(*</>, *;( 1 )2 » и<1) *0) X(1)
п + т )•

По условию, задача (1.1)—(1.3) обладает некоторым планом 
X  =  ( x v  х 2......... х п).

Поэтому вектор
X  =  {х^, x 2t *. . ,  х п, 0, 0, . . . ,  0)

— план задачи (8.1) — (8.3). Очевидно, этот план связан с нулевым 
значением линейной формы (8.1) и, следовательно, является реше.
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нием вспомогательной 
в нуль, т. е.

задачи. Но тогда Х г также обращает 

п + т

2  4 1)=0-
i — пЛ-1

(8. 1)

Отсюда, учитывая неотрицательность компонент х ^ \  получаем

значит, вектор

=  0 для i =  m  +  1......... m +  n,

* .= (* (Д  4 ])........ 4 °)

является планом задачи (1.1)—(1.3).
По построению Х х — опорный план задачи (8.1) — (8.3). Следо

вательно, система векторов Лу, отвечающая х ^ р > 0  (/ =  1,2.........п ),
линейно независима. Поэтому —опорный план задачи (1.1) — (1.3).

Теорема доказана.
Т е о р е м а  8.2 (о с у щ е с т в о в а н и и  о п о р н о г о  р е ш е 

ния) .  Е с л и  за д а ч а  ли н ей н о го  п р о гр а м м и р о в а н и я  (1.1) — (1.3) р а зр е 
ш и м а , т о ср ед и  ее р еш ен и й  им еет ся  опорное.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку множество планов задачи
(1.1)—(1.3) непусто, то согласно теореме о существовании опорного 
плана задача обладает опорным планом

X = { x lt х г ......... х п).

Приняв план X  за исходный, применим к задаче (1.1)—(1.3) метод 
последовательного улучшения плана.

В силу разрешимости задачи через конечное число итераций 
будет получено ее опорное решение. Теорема доказана.

Т е о р е м а  8.3 (о р а з р е ш и м о с т и  з а д а ч и  л и н е й н о г о  
п р о г р а м м и р о в а н и я ) .  Д л я  р а зр еш и м о с т и  за д а ч и  ли н ей н о го  
п р о гр а м м и р о в а н и я  необходим о  и до ст а т о чно , чт обы

а )  м нож ест во ее п ла н о в  не бы ло п у с т ы м ;
б )  л и н е й н а я  ф орм а задачи  бы ла  о гр а ни чена  н а  эт о м  м нож ест ве .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость условий теоремы очевидна.

Обратимся к доказательству достаточности.
Из условия а и теоремы о существовании опорного плана сле

дует, что задача обладает опорным планом. Как и при доказатель
стве предыдущей теоремы, примем его за исходный и воспользуемся 
методом последовательного улучшения плана. Очевидно, процесс 
решения задачи должен завершиться случаем 1° (случай 2° невоз
можен в силу условия б). Следовательно, план, построенный на 
предпоследней итерации метода, является решением задачи.

Теорема доказана.
В заключение приведем простое доказательство первой теоремы 

двойственности. Предварительно напомним формулировку задачи, 
сопряженной с задачей (1.1) —(1.3):
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Требуется обратить в минимум линейную форму

при условиях

т

2  Ь1У1i = i

т

21 aijUi ^  ср / =  ^ •
1 =  1

ft.

(8.4)

(8.5)

П е р в а я  т е о р е м а  д в о й с т в е н н о с т и .  И з р а зр е ш и м о с т и  
за д а ч и  (1.1)—(1.3) сле д у е т  р а зр еш и м о с т ь  с о п р яж ен но й  с ней  за д а ч и
(8.4), (8.5). П р и  эт ом  м а к с и м у м  ли н е й н о й  ф орм ы  (1.1) п р и  у е л о - 
в и я х  (1.2), (1.3) совпадает  с м и н и м у м о м  л и н е й н о й  ф орм ы  (8.4) п р и  
у с л о в и я х  (8,5).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Приняв некоторый опорный план задачи
(1.1)—(1.3) за исходный, применим к ней метод последовательного 
улучшения плана.

В силу разрешимости задачи процесс решения приведет через 
конечное число шагов к ее опорному оптимальному плану

Х =  (д;1, *2, . . . ,  х п),

удовлетворяющему условиям признака оптимальности (случай 1°).
Это означает, что вектор A =  (A,lf Я2, . . .» Яот), определяемый из си-
стемы уравнении

т

2  а '1Л == ср  i €  ^Х> (8.6)

обладает свойством
1= 1

т

2 а/ А '^ с/> 1 ^ Х (8.7)
г = 1

(здесь используется вторая форма признака; векторы Ау, /£ /у ,  со
ставляют базис плана X). Соотношения (8.6) и (8.7) показывают, 
что вектор А удовлетворяет условиям (8.5), т. е. является планом 
задачи (8.4), (8.5).

Покажем, что
п т

2  CjXJ == 2
/= 1  г =  i

В самом деле,
п т п т

2  Сj Xj  =  2  cj x f  — 2  XJ 2  2  XJ 2  a i j^ 'i==s
/=i / e /у ieIX i = 1 /=1 г = 1

m n m ‘

^  2  2  aijXj ~  2
i = i 1=1 Ы  l

(8.8)
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Первое и третье равенства в этой цепочке имеют место, так как 
X j = 0 для /({ /у . Второе и пятое равенства вытекают соответственно 
из (8.6) и (1.2)/ Что касается четвертого, то оно—результат изме
нения порядка суммирования.

Пусть теперь Y = ( y lf у 2, . . .» у т) — произвольный план задачи
(8.4) — (8.5). В таком случае

п п т  т п т

2  /̂*7^2 21 21 ^  2  Iх 2  yfot*
/= i /= i i — i i = i /= l г = l

Здесь первое неравенство является следствием условий (8.5), кото
рым удовлетворяет вектор Y .  Остальные соотношения справедливы 
по тем же причинам, что и четвертое и пятое в предыдущей цепочке 
равенств. Итак,

п т

2  2  y‘bi> (8-9)
/=* <=»

где Y —произвольный план задачи (8.4), (8.5).
Соотношения (8.8) и (8.9) показывают, что Л —оптимальный 

план задачи (8.4), (8.5). Таким образом, задача, сопряженная с за
дачей (1.1)—(1.3), разрешима, и оптимальные планы обеих задач 
связаны равенством (8.8).

Теорема доказана.
Приведенные здесь примеры доказательств ряда важных теорем 

линейного программирования показывают, что метод последователь
ного улучшения плана является весьма эффективным инструментом 
качественных исследований в- теории линейного программирования. 
Важно подчеркнуть, что использование этого метода всегда приво
дит к конструктивному доказательству, позволяющему установить 
не только сам факт, но и приемлемые пути расчета.

§ 81

УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ 4

1. Доказать необходимость признака оптимальности (в первой 
или второй форме) для случая, когда исследуемый опорный план 
невырожденный.

2. Привести пример задачи, в которой условия признака 
оптимальности не являются необходимыми.

3. Показать, что линейная форма задачи (1.1)—(1.3) с непу
стым множеством планов неограничена в том и только в том случае, 
когда положительная полуось О и т+1 принадлежит конусу, обра
зованному расширенными векторами условий.

4. Доказать, что введенное в § 5 понятие опорного плана для 
задачи с двухсторонними ограничениями соответствует определению 
опорного плана для задачи линейного программирования в произ
вольной форме записи, указанному в § 4 гл. 2.

5. Доказать, что введенное в § 5 понятие невырожденности 
для задачи с двухсторонними ограничениями соответствует общему 
определению невырожденности, указанному в § 4 гл. 2.



6. Доказать, что
а) каждая система из т  линейно независимых векторов усло

вий задачи (5.1) — (5.3) может служить базисом не более чем для 
2 п ~ т опорных планов этой задачи;

б) опорный план задачи (5.1) — (5.3), степень вырожденности
которого равна |х, обладает не более чем различными
базисами.

Привести примеры, в которых обе оценки достигаются. (Сте
пень вырожденности опорного плана \ х ~ т  — v, где v — число базис
ных компонент, отличных от граничных значений соответствующих 
переменных.)

7. Доказать, что две задачи, обладающие планами и различаю
щиеся только векторами ограничений, одновременно разрешимы 
или неразрешимы.

8. Доказать, что в задаче, все опорные планы которой имеют 
степень вырожденности, не превышающую единицы, цикл невоз
можен.

9. Показать на примерах, что при решении задачи линейного 
программирования М-методом случай 2° может быть следствием 
как неограниченности линейной формы, так и несовместимости усло
вий задачи.

10. Доказать, используя метод последовательного улучшения 
плана, что из невырожденности задачи линейного программирова
ния следует единственность решения сопряженной с ней задачи.
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ГЛАВА 5

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СХЕМЫ МЕТОДА 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УЛУЧШЕНИЯ ПЛАНА

В настоящей главе излагаются вычислительные схемы 
решения задач линейного программирования по методу после
довательного улучшения плана.

В главе принят следующий порядок изложения материала. 
В § 1 устанавливаются соотношения между параметрами 
опорных планов, связанных элементарным преобразованием. 
Здесь получены рекуррентные формулы для параметров со
седних итераций. В § 2—6 подробно описаны схемы вычис
лений, соответствующие обоим алгоритмам метода последо
вательного улучшения плана. Все вычислительные схемы 
иллюстрируются численными примерами.

Метод последовательного улучшения плана отработан 
лучше других методов и ему посвящена достаточно обшир
ная литература. В различных источниках предлагаются разные 
подходы к изложению метода и анализу соответствующих 
алгоритмов. Рассуждения, которые приводятся в § 4, посвя
щенном векторной и координатной форме метода, устанав
ливают эквивалентность разных подходов к последователь
ному улучшению плана и разъясняют смысл преобразований 
в алгоритмах метода.

В § 7 излагаются особенности решения задач линейного 
программирования, переменные которых ограничены с обеих 
сторон. В § 8 описан порядок расчетов, связанных с опре
делением исходного опорного плана. Последний параграф 
(§ 9) посвящен относительно специальному вопросу. Здесь 
исследуется возможность зацикливания в вырожденных за
дачах и строится пример, в котором это явление имеет 
место*
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§ 1. Связь между параметрами последовательных 
итераций

1.1. Метод последовательного улучшения плана состоит 
из серии последовательных элементарных преобразований 
одного опорного плана задачи в другой, более близкий 
к оптимальному плану. Для исследования опорного плана на 
оптимальность и для последовательного улучшения плана 
необходимо на каждом шаге метода вычислять ряд парамет
ров, позволяющих охарактеризовать и оценить этот план.

В предыдущей главе были получены системы уравнений, 
связывающие параметры метода с условиями задачи (с век
торами условий, вектором ограничений и коэффициентами 
линейной формы). Как уже указывалось, решение этих систем 
уравнений — наиболее трудоемкий этап расчетов. Особенности 
элементарных преобразований позволяют, однако, ограни
читься решением систем уравнений только в процессе под
готовки исходных данных для первой итерации. При исполь
зовании методов, изложенных в § 7 гл. 4, можно не свя
зывать определение исходного опорного плана и всех пара
метров, характеризующих его, с решением систем уравнений. 
Тем не менее определение параметров исходного опорного 
плана значительно более трудоемкая работа, чем вычисле
ние параметров всех последующих итераций. Параметры 
последовательных итераций оказываются связанными весьма 
простыми рекуррентными формулами.

Связи между параметрами метода для разных алгоритмов 
устанавливаются по одному и тому же принципу. Ниже 
доказывается достаточно общее утверждение, из которого 
будут далее получены в качестве следствий все рекуррентные 
формулы, необходимые для решения задачи по различным 
вычислительным схемам метода последовательного улучшения 
плана.

Рассмотрим две системы линейно независимых векторов 
и {Р.}/€/>. Множества индексов У и У' различаются 

только одним элементом. Множество У' образуется из У 
заменой индекса г на индекс k , так что

( и )

Обозначим коэффициенты разложения некоторой системы
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векторов Qj по векторам двух систем линейно независимых 
векторов {Pi)iej и {Р(},-бг  соответственно через и £<;-, 
т. е.

Q / = 2 S ;A  ( L2)

С / = 2 с А  0-3)
/€/'

Будем считать известными коэффициентами т)^ разложения 
вектора Pk по векторам системы {Pt}i6/

я й=  2  Ч ,,Р , (1.4)
i  € /

Здесь Tj^ 0, так как обе системы {Р;}ге/ и {P^/g/ /  со
стоят из линейно независимых векторов и различаются 
только одним вектором Pr (Pk).

Установим связь между с одной стороны и g.y и r\ik 
с другой.

Имеет место следующее утверждение.
Т е о р е м а  1.1. Коэффициенты g.y и £// разложения 

произвольных векторов Qj по векторам систем {Р^/еу/И 
{Pt-}*€//, для которых имеют место соотношения (1.1) и 
(1.4), связаны между собой формулами

, (£</— 14 ч»  "Р» W-*.
5<Н V  <'-5>при i = k.

\  4rk  F

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из равенства (1.4) имеем

p k=  2  W V
i d l
i j z r

По условию Г\гНфО. Поэтому, используя формулы (1.1) и
(1.2), приходим к соотношению

Л _ V 4 7- О  ! ?г/ I  П  Х Г* ~
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Система векторов {Рг} /е/' линейно независима. Поэтому 
коэффициенты разложения вектора Qy. по векторам этой 
системы определяются однозначно. Сравнивая последнее 
соотношение с формулой (1.3), убеждаемся в справедливости 
утверждения теоремы.

Вектор Pk в системе {Рг}*е// занимает то же место, что 
и вектор Рг в системе Мы уже видели, что в ряде
случаев индексы компонент удобно связывать не с номерами 
соответствующих векторов, а с позициями, занимаемыми 
векторами в системе. В этих предположениях целесообразно 
переписать рекуррентные формулы (1.5) в виде

Л /
Пгк Л/*

i n
П rk

при 1фг, 

При / =  г.
( 1.6)

Здесь мы предполагаем, что вектор Рг занимает r -ю позицию 
в системе {Р;}^/.

1.2. Воспользуемся формулами (1.6) для вывода рекур
рентных соотношений, связывающих параметры соседних 
итераций в первом алгоритме метода последовательного 
улучшения плана.

В первом алгоритме, связанном с первой формой при
знака оптимальности опорного плана, необходимо на каждом 
шаге метода вычислять следующие параметры;

а) Xij— составляющие разложения произвольного вектора 
условий Aj ( j=  1, 2, . . . ,  п) по векторам базиса;

б) x io— базисные компоненты опорного плана (/==
=  1, 2 ,

в) Ду—оценки векторов условий Aj относительно рас
сматриваемого базиса ( /=  1, 2, . . . ,  п);

г) L(X) — значение линейной формы на плане X.
Введем обозначение

е т + 1>

гДе e*»+i =  (0, . . . , 0 ,
Примем

{Pth

1) — (т -J- 1)-мерный единичный вектор. 

6 /= { (^ i)i6 /x > v}> (1.7)
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Приведенная запись означает, что в первую систему вклю
чены т расширенных векторов условий, определяемых бази
сом опорного плана X , и ( т + 1 ) ‘мерный вектор V. Вторая 
система векторов состоит из расширенных векторов, отве
чающих опорному плану Х \  и вектора V. Опорный план X 9 
получен из опорного плана X  элементарным преобразованием, 
связанным с вектором Ak. Обе системы различаются только 
одним вектором. Вектор Ak во второй системе занимает г-ю 
позицию базиса. В первой системе на этом месте расположен 
вектор ASr. Ясно, что как векторы первой системы, так и 
векторы второй системы линейно независимы.

Примем в качестве вектора Qj произвольный расширенный 
вектор условий Лу., у' =  0, 1, 2, п, (Под расширенным 
вектором Л0 здесь подразумевается (т +  1)-мерный вектор, 
первые т компонент которого совпадают с соответствующими 
составляющими вектора ограничений, a (m-J-1)-я компонента 
с0 равна нулю.)

Разложение вектора Л у по векторам первой системы может 
быть записано в следующем виде:

Аналогично записывается разложение вектора Ak (играющего 
роль вектора Pk в теореме 1.1);

Первые т компонент расширенных векторов определяют век
торы условий и связаны соотношениями

т

т

S Л г/А  +Л/я+1, кУ‘ (1.10)

т

A j — 2  x tjASi, j — 0, 1, 2, ti%
i = i

m
^ k ~  2  Xik^si i=i

и соответственно
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Учитывая, что первые т компонент вектора V равны 
нулю, получаем

/ = 1 ,  2, Ш, j'==z 0, 1, . П)
л » * * » .  <“ 1. 2- • • • . « .

Аналогичные рассуждения приводят к равенствам

^// =  дг̂ /, / з= 1 ? 2, • • •, j ==: 0, 1, . .  .,
Чтобы вычислить £т+1>у и Цт + и k для j =  0, 1, . .  п, 
спроектируем обе части равенств (1.9) и (1.10) на ось ет+1 
или, что то же самое, вычислим (т + 1 )-е  составляющие 
векторов из левой и правой частей каждого из этих равенств:

т

1=3 2  x ij°Si £>т +1, /» г = 1 
т

Ck ~  ^ E l x ik CSi— r[m + u  k ‘

Сравнивая полученные формулы с формулой (2.1) преды
дущей главы и учитывая, что с0 =  0, приходим к соотноше
ниям

£/» + i, j  Д/> J 1» . . ., /z, Цт + 1, k k̂>
С* + ., о = *•=*(*)•

Точно так же
£m+i,/ == А/» 1> 2, . . . ,  я;
£/72 + 1, 0 “  До “  ( ^  )•

Естественно ввести следующие обозначения:
Ау=д;/в+ьу, у =  1,2, . . . , /z, Aq= L (X) =  xm+l 0̂ 

и соответственно

Д /== '̂/п+1, /» /*= 1, 2, . . . ,  /z) Д0 == L (-«Y ) =  лгт+1> 0.
В новых обозначениях формулы (1.9) и (1.10) принимают вид

Лу= *,7^,, У— о, 1, л,
__ /72 + 1

2  * /й ч -<=1

( 1. 11)
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Из определения элементарного преобразования следует, 

что x\rk = хгкфО (индекс г —номер позиции базиса, на

Таким образом, выполняются все условия теоремы 1.1. 
Применяя утверждения этой теоремы к составляющим раз
ложения расширенных векторов условий по векторам систем
(1.7) и (1.8), получаем следующий результат.

Параметры двух последовательных итераций связаны ре
куррентными формулами:

, 2, . . . ,  т +  1, у =  0, 1, 2, . . . ,  п.

Соотношения (1.12) полностью обеспечивают переход от 
одного шага метода последовательного улучшения плана 
к следующему. Рекуррентные формулы (1.12) позволяют 
вычислять следующие параметры каждой итерации (если 
известны параметры предыдущего приближения):

а) составляющие разложения всех векторов условий по 
векторам базиса ( / = 1 ,  2, . . . ,  т; у =  1, 2, . . . ,  п),

б) базисные компоненты опорного плана ( /=  1, 2, . . . ,  т\

ше оценки векторов условий (/ =  т +  1;

г) значение линейной формы (/ =  m -f 1; / = 0 ) .
Формулы (1.12) являются основой первого алгоритма 

метода последовательного улучшения плана.
1.3. Используем теперь формулы (1.6) для вывода рекур

рентных соотношений, связывающих параметры последова
тельных итераций во втором алгоритме метода последова
тельного улучшения плана.

Второй алгоритм основан на втором признаке оптималь
ности опорного плана, в котором оценки векторов условий 
Дj вычисляются на каждом шаге с помощью вектора 
A = (kv . . ., %т). Параметры %i в свою очередь удовлетворяют

которой достигается минимум отношения

( 1. 12)
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системе уравнений
т

Как видим, вычисление связано с обращением матрицы Ах .
Для решения задач вторым алгоритмом необходимо вы

числять на каждом шаге следующие параметры:
а) e-j — элементы обратной матрицы Л*1,
б) — оценки условий задачи относительно базиса опор

ного плана X ,
в) x io — базисные компоненты опорного плана,
г) L (ЛТ) — значение линейной формы на плане X .
Заметим, что параметры —элементы матрицы А х1 —

удобно рассматривать как коэффициенты разложения
/^-мерных единичных векторов

/ т \

' Н  °> • • • ’ °> ь °. • ••• 0

по векторам базиса.
Примем, как и в предыдущем пункте, в качестве систем 

векторов {Р(}и/ и {Pi}izif системы (1.7) и (1.8). Под век
торами Qj будем здесь подразумевать (т+1)-мерные еди
ничные векторы

m + i

с у  =  |  •  •  • »  1 > О »  •  •  •  > О  J ,  у  = =  1,  2,  .  .  . ,  ffl,

ео==Л а=:(̂ 1» • • •> Ьт> °)-
Запишем разложение вектора еу. по векторам первой системы:

__ т _
*, =  2  +  &»+„jV; j ~ 0, 1, 2, . . . .  т. (1.14)its 1

Разложение m-мерных векторов еу по векторам базиса (Л5.), 
по определению, представляется в виде

т
£у eijAsit т%j  =  0, 1, 2,



Следовательно,

1и = е и, / =  1, 2, т, j =  0, 1, т
(eio = x io — базисные компоненты опорного плана). Точно 
так же

£// =  **/, i = l ,  2, м\ у =  0, 1, т .
Чтобы вычислить em+lfj  ( / =  1, 2, я), спроек

тируем обе части равенства (1.17) на вектор ет+х. Получим
т

0 =  ^ 2  e i /cSj tm + u /•

Умножим обе части последнего равенства на ajSt и просум
мируем по j  от 1 до т. Учитывая, что a{i и etj 
( г=1 ,  . т\ у =  1, т) — элементы взаимно обратных
матриц, приходим к соотношению

т

° =  <Ч — s  aistlm+i,p < =  1 , 2 ,  т.

Заменим индекс суммирования у на /. Принимая во внимание, 
что индексы st ( £ = l ,  2, . . . ,  т) составляют множество 
получим

т

2 ^  a ifZ>m + 1, i ~  С/> J  €  ( у

Таким образом, вектор {gw+lj *},* является решением системы
(1.13). Следовательно,

7= 1 > 2> •••.  0-15)
Положим в формуле (1.14) у = 0  и перепишем это ра

венство для (т - |-1 ) 'х компонент векторов Л5. и V. Получим
т

О 2S*oCsi £/я +1, о*i-i

Но Zio = eio = Xio’ поэтому
т

£m + i, о =  2  x iQCsi — L(X) = 'k^
1=1

§  1 ]  ПАРАМЕТРЫ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ИТЕРАЦИЙ 2 8 9
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Естественно ввести такие обозначения:

^ —^ sm +1» ^ j ~ em + i, р j  •••» т*
K = L(X) = em+UQ9 (1.16)

и соответственно,

'kj:= e m+ it j, у= 1 , ш\ А/0 — L (X  ) =  £/п+1, о*

Кроме того, мы приняли, что

x io = eioy / = 1 > 2> • • •» (Ы7)

и соответственно
Xio — е(0.

В новых обозначениях формула (1.14) принимает вид

т + 1 _

« / = 2 е|И*«» / = 0> 2> •••> т• О -18)i - 1

Разложение векторов е — Qj по векторам системы (1.8) 
может быть представлено аналогичной формулой:

г j — 2  eijAs i j —0, 1
i-1 1

=  0, 1, 2, (1.19)

Пусть l= (sv st , . . . ,  sn . . . ,  sm); J' = (su s2i 
• > sr> • • • > S/n)>

, J s (- при 1фГу
Sl \  k при i=r.

Разложение вектора Ak = Pk по векторам первой системы 
записывается в соответствии с формулами (1.11) в виде

т + 1 _
Ак=  2  xikASi. (1.20)

i-1

Применяя теперь теорему 1.1 к составляющим разложения 
векторов по векторам систем (1.7) и (1.8) и учитывая 
формулы (1.18) — (1.20), получаем следующие рекуррентные
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формулы, связывающие параметры двух соседних итераций:

/=  1, 2, .

р __eiL  г
11 хГк ik

при 1фг,

ej± при i—r,
xrk

, щ-f  1, / = :0, 1, 2, ..

( 1.21)

Формулы (1.21) позволяют вычислять следующие значения 
параметров каждой итерации, если известны аналогичные 
параметры предыдущего приближения:

а) элементы е£у обратной матрицы А х1 векторов базиса 
( / =  1, 2, . . т; / =  1, 2, . . т);

б) базисные компоненты опорного плана x io — eio( i— 1, . . .
. . . ,  т\ у =  0);

в) относительные оценки условий задачи Ку = ет+и у 
(i = m +  1; / =  1 , 2 , . . . , / » ) ;

г) значение линейной формы L(X) = em+1 0 (i =  m-{-\;
/ = 0 ) .

Рекуррентные формулы (1.21) являются основой второго 
алгоритма метода последовательного улучшения плана.

§ 2. Первый алгоритм метода последовательного 
улучшения плана

2.1. Теоретические основы первого алгоритма были из
ложены в § 2 предыдущей главы. Здесь будет описан порядок 
вычислений при использовании этого алгоритма для решения 
задач линейного программирования, заданных в канонической 
форме.

Как уже отмечалось, метод последовательного улучшения 
плана позволяет, отправляясь от некоторого исходного опор
ного плана и постепенно улучшая его, получить через ко
нечное число итераций оптимальный план или убедиться 
в неразрешимости задачи. Каждой итерации соответствует 
переход от одной таблицы алгоритма к следующей.

Введем некоторые термины, упрощающие изложение. Под 
произведением строки на строку или строки на столбец 
будем понимать скалярное произведение соответствующих 
строк или строки и столбца таблицы. Будем говорить, что 
строка (столбец) делится или умножается на число, если

10*



каждый элемент строки (столбца) таблицы делится или ум
ножается на это число. Говоря, что две строки (два столбца) 
складываются или одна строка вычитается из другой, будем 
подразумевать, что указанные операции производятся над 
соответствующими элементами строк или столбцов.

Каждая итерация метода состоит из двух этапов. Первый 
этап заключается в проверке исследуемого опорного плана 
на оптимальность. Второй этап проводится, если рассматри
ваемый план не оказался оптимальным и при этом не выявлена 
неразрешимость задачи. Второй этап заключается в опреде
лении элементарного преобразования, приводящего к новому 
опорному плану с большим значением линейной формы. На 
втором этапе определяется вектор, который должен быть 
введен в базис, и вектор, который должен быть исключен 
из базиса. После этого вычисляются базисные компоненты 
нового опорного плана и все параметры, необходимые для 
продолжения процесса решения задачи.

В новый базис может быть включен любой вектор, оценка 
которого относительно предшествующего базиса отрицательна. 
Линейная форма получает на каждом шаге максимальное при
ращение, если в базис вводится вектор Ар для которого 
6(0/)А/ принимает наименьшее значение. Опыт показывает, что 
при этом, как правило, уменьшается и число итераций, не
обходимое для решения задачи. Однако выявление вектора, 
обращающего в минимум произведение Ь^Ар связано с до
статочно громоздкими вычислениями. Вначале должны быть 
вычислены значения

Ь(0Л =  min
x i j  >  о xij

для всех у, для которых Ду-<0. Затем следует сравнить 
произведения б^Ду. Индекс у, отвечающий минимальному 
произведению, определяет вектор, подлежащий включению 
в базис. Многочисленные расчеты показывают, что обычно 
к решению задачи быстрее приводит более простой путь, 
когда в базис вводится вектор Ak с наименьшей оценкой Ak. 
При этом 0О в каждой итерации определяется только один 
раз и количество вычислений на каждом шаге заметно умень
шается. В настоящем параграфе вычислительная схема 
описывается применительно к указанному простому способу 
выбора вектора, включаемого в базис.

2 9 2  в ы ч и с л и т е л ь н ы е  с х е м ы  м е т о д а  у л у ч ш е н и я  п л а н а  [ гл .  5
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Выводу из базиса подлежит вектор, расположенный 
в позиции базиса, на которой достигается

=  Ш1П
Хгк> о *ik

(k — номер вектора, включаемого в базис). Если 0О дости
гается на нескольких векторах, то из базиса исключается 
любой из них; для определенности можно исключать, напри
мер, вектор, отвечающий меньшему номеру позиции в базисе. 
Это простое правило не исключает возможности цикла. 
Однако зацикливание в задачах линейного программирования 
крайне редкое явление, и переход к более громоздкому пра
вилу, гарантирующему от зацикливания (см. п. 2.3), следует 
рекомендовать лишь в случае, если цикл будет обнаружен. 
После устранения цикла целесообразно снова вернуться 
к упрощенному правилу определения вектора, подлежащего 
исключению из базиса.

После того как определен номер вектора, который должен 
быть включен в базис, и позиция базиса, в которой его 
следует расположить (позиция вектора, исключаемого из ба
зиса), можно приступить к вычислению параметров очередного 
опорного плана. Определение базисных переменных нового 
опорного плана, коэффициентов разложения векторов условий 
по векторам нового базиса, оценок векторов условий отно
сительности нового базиса и значения линейной формы на 
новом плане производится по рекуррентным формулам (1.12). 
Проведенные таким образом расчеты полностью подготавли
вают следующую итерацию.

2.2. Опишем теперь порядок вычислений в отдельной 
итерации.

Пусть /-я итерация закончена. В результате заполнена 
таблица / (см. табл. 5.1) за исключением ее последнего 
столбца.

При заполнении таблиц мы придерживаемся следующих 
правил. Позиция таблицы, которая не должна заполняться, 
прочеркивается. Позиции таблицы, которые должны запол
няться нулями, оставляют незаполненными.

В первом столбце (№) таблицы указываются номера строк. 
Номера первых т строк совпадают с номерами позиций 
базиса. Во втором столбце (Сх) указаны коэффициенты с81 
линейной формы при базисных переменных.



2 9 4  в ы ч и с л и т е л ь н ы е  с х е м ы  м е т о д а  у л у ч ш е н и я  п л а н а  [ г л . 5

Таблица I
Т а б л и ц а  5.1

№ сх % а А А ... ... Ап в

1 с* \
М*10 М)*п *<0хм ... *!? ... JJ)Л1П

2 ч A S2 М)л20 М*21 М*22 ... ••• Mхгп

, 4 , . , ,
• • • • • • . . . • . . . • •
• • • • • * * * *

г ч A sr
МЛГ 0 М)

хп
М)лГ2 ... у(1)

хгк ... Млгп «о

, . , , • .
• . • • • • . . . • . » . • .
• • • • * * * • •

т Ч» Asm
м
лто

м
ЛШ1

м
лтг ... М)xmk ... v</>лтп

т + 1 — — ЦЬ Д</> д(0 ... 4Р ... А«>

Столбец (Бх) содержит векторы базиса Ач. В следующем 
столбце (А0 =Б)  выписаны базисные компоненты x io опорного 
плана (коэффициенты разложения вектора ограничений В по 
векторам базиса). Столбцы А 1? Л2, Ап содержат коэф
фициенты x {j разложения соответствующих векторов усло
вий Лу по векторам базиса. Говоря об элементах столбцов, 
мы здесь имели в виду только элементы первых т строк 
таблицы. Последняя (т  +  1)-я строка таблицы заполняется 
оценками А в е к т о р о в  условий Л, относительно базиса. 
В (т+ 1 )-й  позиции столбца А0 = В указывается значение 
линейной формы L(X(l)). Напомним, что в предыдущем пара
графе мы обозначили

Др =  * & ../;  М ^ ) =
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Индекс /, указывающий номер итерации, мы будем опускать 
каждый раз, когда это не может вызвать недоразумений.

Столбцы А0, Av . . .» Ап (все т-j - 1 позиций) будем на
зывать главной частью таблицы. Главная часть таблицы 
представляет, таким образом, матрицу JJ xj/jj, где / =  1, 2, . . .  
. . т +  1; у =  0, 1, 2, . . .» п.

Вычисления в (/ + 1  )-й итерации приводят к заполнению 
столбца 6 таблицы / и главной части (/-{-1)-й таблицы.

Первый этап (/+ 1)-й  итерации начинается е просмотра 
(т + 1 )-й  строки таблицы /. Чтобы установить, имеет ли 
место случай 1° (оптимальность плана), необходимо выделить 
векторы с отрицательными оценками. Если все Ду.=  хт+и у^О  
( j=  1, 2, я), то опорный план, полученный после /-й
итерации, является оптимальным планом задачи. Установление 
этого факта завершает решение задачи. Пусть теперь в по
следней строке таблицы / имеются отрицательные оценки. 
Чтобы установить, имеет ли место случай 2° (неразрешимость 
задачи), следует просмотреть столбцы Aj с Ду<0 и проверить 
знаки их элементов. Наличие по крайней мере одного столб
ца Ар для которого Ду<0 и все x {Ĵ  0 ( г=1 ,  2, т),
свидетельствует о неразрешимости задачи (случай 2°). Уста
новив этот факт, прекращаем вычисления.

Случай 3° имеет место, если в каждом столбце Ар для 
которого Ду<0, содержится по крайней мере один поло
жительный коэффициент х {р В этом случае следует перейти 
ко второму этапу итерации.

В базис вводится вектор Ak с наименьшей оценкой

Дл=ш ш Ду.

После выбора Ak заполняется последний столбец таблицы / — 
столбец 9. В столбец 9 записываются отношения базисных 
переменных x i0 (элементы столбца А0 = В) к соответствующим 
составляющим x ik (элементы столбца Ak). При этом запол
няются только те позиции столбца 9, которым соответствуют 
положительные x ik. Наименьший элемент столбца 9 обозна
чается через 90. Вектор базиса ASr, на котором достигается 
90, подлежит исключению из базиса. Если опорный план 
jCl*l) оказывается вырожденным и 90 достигается вследствие 
этого на нескольких позициях базиса, следует, как уже

§ 2]
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указывалось, исключить из базиса вектор, отвечающий лю
бой из этих позиций. При установлении цикла используется 
правило, приведенное в п. 2.3.

Столбец АкУ отвечающий вектору, вводимому в базис, 
и г-я строка, соответствующая вектору, исключаемому из 
базиса, выделяются (обводятся рамкой). Столбец Ak и г-я 
строка называются соответственно направляющим столбцом 
и направляющей строкой преобразования. Элемент x rk, 
расположенный на пересечении направляющего столбца и на
правляющей строки, называется направляющим элементом.

После выделения направляющего элемента можно перейти 
к заполнению (/+ 1)-й  таблицы. В г-ю позицию столбца Бх 
вносится вектор Ak, который, в соответствии с занимаемой 
позицией, обозначается в ( /+  1)-й таблице как ASr. В осталь
ные позиции столбца Бх вносятся те же векторы, что и в 
таблице /. Строки, отвечающие вектору, введенному в базис 
на предыдущей итерации, и вектору, подлежащему исключе
нию из базиса (направляющие строки предыдущей и данной 
итераций), отмечаются стрелками.

Заполнение главной части (/-]-1)-й таблицы производится 
по рекуррентным формулам (1.12). Прежде всего заполняется 
г-я строка (/+ 1)-й  таблицы. В соответствии с рекуррентной 
формулой для получения г-й строки (/ -f- 1)-й таблицы необ
ходимо разделить r -ю строку таблицы / на направляющий 
элемент xrk:

V<О rj
М)
xrk

7 =  0, 1, 2, . . п. ( 2. 1)

Чтобы заполнить г-ю строку ( /-f- 1)-й таблицы (г'=1, 2, . . .  
. . . ,  т, т + 1 ;  г'=£г), следует в соответствии с рекуррент
ными формулами вычесть из г-й строки таблицы / r -ю строку 
( /+  1)-й таблицы, умноженную на х$:

4 * " = 4 1
у(1 )
x r i
М*rk

4 Ы 4 1 - 4 Г  4 1 , (2.2)

г =  1, 2, т, т ф  1; 1фг\ j =  0, 1, 2, . . . ,  п.

Заполнение главной части ( /+1) -й таблицы завершает 
(/-)-1)-ю итерацию. Отправляясь от главной части ( /+1)-й 
таблицы, проводят (/-}-2)-ю итерацию по тем же правилам,
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по которым проводилась ( /-f-1 )-я итерация, исходя из таб
лицы I. Рассуждения § 2 предыдущей главы гарантируют 
завершение итеративного процесса определением оптимального 
плана или установлением неразрешимости задачи.

Все таблицы алгоритма заполняются по одним и тем же 
правилам. Некоторую особенность представляет только за
полнение таблицы 0, с которой начинаются вычисления. 
Таблица 0 содержит дополнительную строку С, в которую 
вносятся коэффициенты Cj линейной формы. Исходный базис 
и базисные компоненты исходного опорного плана предпо
лагаются заданными. Они заполняют соответствующие по
зиции столбцов Бх и А0 = В. Элементы (i=  1,2,  . .  ., пг; 
/*=1, 2, . . . ,  п) предполагаются также известными. Когда 
исходный базис состоит из единичных векторов, то х ^ = а (р 
x io = bt. В ряде более сложных случаев можно указать не
которые искусственные приемы вычисления х {р В отдельных 
случаях приходится вычислять коэффициенты х -у из систем 
линейных уравнений.

Если исходный план не задается заранее, то, используя 
методы, описанные в § 8, можно одновременно с начальным 
планом определить все связанные с ним параметры, необхо
димые для заполнения таблицы 0.

Элементы 1)-й строки таблицы 0 вычисляются по
формулам

т

Хт + и j =  Ср 2, . . ., П. (2.3)
i - 1

(Напомним, что с0 =  0 и
т

Хт + 1 , о =  2  x ioCSi — L  (^0 * )  
i = i

Таким образом, для получения (/я-f~ 1)-й строки таблицы 0 
следует вычесть из строки произведений столбцов Лу. на 
столбец Сх, окаймляющий таблицу слева, строку С, окайм
ляющую таблицу сверху.

Главная часть таблицы 0 содержит все исходные данные, 
необходимые для проведения первой итерации. Формулы (2.3) 
могут быть, конечно, использованы для непосредственного 
подсчета элементов последней строки любой таблицы пер
вого алгоритма.

§ 2]



Возможность определения xm+li j  двумя способами обес
печивает контроль вычислений на любом шаге метода. Через 
определенное количество итераций целесообразно сравнивать 
элементы m + 1 -й строки таблицы, полученные по рекуррент
ным формулам, со значениями линейной формы и оценок Д;.,
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Рис. 5.1.

вычисленными непосредственно по формулам (2.3). Если зна
чения линейной формы, полученные двумя способами, не 
совпадут между собой, необходимо в первую очередь про
верить, являются ли элементы столбца Л0 планом задачи.
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Если x i0 не удовлетворяют условиям задачи, целесообразно 
повторить все вычисления, начиная с итерации, на которой 
проводился предшествующий контроль. Пусть теперь зна
чения линейной формы, полученные двумя способами, сов
падают между собой, но для некоторых j  оба способа при
вели к разным значениям оценок А .. В этом случае следует 
заново разложить соответствующие векторы условий Aj по 
векторам базиса. Решение нескольких систем линейных урав
нений, различающихся только правыми частями, удобно произ
водить по методу Гаусса (см. п. 2.7 Дополнения и [ПО]).

На рис. 5.1 изображена блок-схема отдельной итерации 
решения задачи линейного программирования по первому 
алгоритму метода последовательного улучшения плана.

2.3. Чтобы завершить описание первого алгоритма, не
обходимо еще рассмотреть схему использования правила, 
гарантирующего от зацикливания в вырожденных задачах 
линейного программирования. В качестве векторов Rv /?2, . . .  
. . . ,  Rm (см. § 6 предыдущей главы) при вычислениях по 
первому алгоритму естественно принять векторы ASi базиса 
опорного плана (предполагается, что нумерация векторов 
условий сохраняется в процессе вычислений). Векторы базиса 
удовлетворяют обоим требованиям, предъявляемым системе 
(/?!, Rm). Во-первых, векторы Ач линейно независимы. 
Во-вторых, базис опорного плана X  является также базисом 
некоторого плана е-задачи, у которой

т

В(В) =  В +  2  е 1АН.
1 = 1

Составляющие опорного плана е-задачи — компоненты разло
жения В (г) по векторам базиса плана X — равны

x io («) =  * *  + в'.

Следовательно, предложенное в § 6 гл. 5 правило, исклю
чающее возможность зацикливания, может быть использовано 
при R. = AH. Выбор векторов базиса опорного плана X  
в качестве системы {R(} обусловлен тем, что в процессе 
решения задачи по первому алгоритму всегда имеются раз
ложения этих векторов по текущему базису.

Применение правила, позволяющего избежать зациклива
ния, требует окаймления справа таблиц итераций, отве
чающих вырожденным планам, столбцами 6', О",

§ 2]
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В вырожденном случае
• х1оmin ——

Xik > о Xib
достигается одновременно на ряде позиций. Зафиксируем

Rt = A v и поместим в столбец 0' ' отношения —— для зна- 
1 * , *ik

чений /, на которых достигается 0о. Выберем 0О—наименьшее 
из этих числел. Вектор, на котором достигается 0О, подлежит 
исключению из базиса. Если таких векторов несколько, то 
описанная процедура повторяется. В столбец 0" помещаются

X' /
отношения —— для значений /, на которых достигается 0О. 

xik
Вычисления продолжаются до тех пор, пока позиция вектора, 
подлежащего исключению из базиса, не определится одно
значно,

2.4. Приведем оценку трудоемкости вычислений по пер
вому алгоритму метода последовательного улучшения плана. 
Машинное время, потребное для решения задачи, опреде
ляется главным образом числом умножений и делений, с ко
торым связан процесс определения оптимального плана. 
Операции сравнения, сложения и вычитания проводятся на 
универсальных вычислительных машинах значительно быстрее, 
чем умножение и деление. Время обращения к памяти мы 
здесь не учитываем. В первом алгоритме .операция деления 
встречается дважды в каждой итерации: при заполнении 
строки таблицы, отвечающей вновь введенному в базис век

тору 

ца 0

^xrj — , у =  0, 1, . . . ,  n j  , и при вычислении столб-

(0 =  - ^  при x ik> 0 )  . Заполнение строки xrj требует 
Ч xik J

п —т + 1  деление, а для вычисления элементов столбца 0 
необходимо не более т делений. Таким образом, общее 
количество делений в каждой итерации первого алгоритма 
не превышает /z-f 1. Операции умножения встречаются в пер
вом алгоритме только при преобразовании таблиц по рекур
рентным формулам (2.2):

1фг; /  =  0,
/ = 1 ,

1, 2, .

2, т, т-{-1;
п.
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При этом коэффициенты соответствующие векторам
базиса, не вычисляются (они равны нулю или единице). 
Каждая итерация требует, таким образом, (п—т-\-1) т умно
жений.

Количество итераций, необходимое для решения задачи 
линейного программирования, зависит от конкретных особен
ностей задачи и от начального опорного плана. Приемлемых 
теоретических оценок числа итераций для общей задачи 
линейного программирования не существует. Опыт показывает, 
что, как правило, число итераций в различных задачах ли
нейного программирования находится в пределах от т до 2т.

Заметим, что для контрольных расчетов по первому ал
горитму рекомендуется через определенное число итераций 
вычислять оценки А у не только по рекуррентным формулам, 
но и непосредственно из соотношений (2.3). Для этого тре
буется т(п-J-1) умножений. Если не проверять оценки век
торов базиса (Ду=0 для /£ /* ) , то дополнительное число 
умножений, с которым связан контроль, равно т(п — т + 1 ) ,  
т. е. столько же, сколько необходимо для проведения от
дельной итерации. Контроль вычислений при первом алгоритме 
представляет, таким образом, достаточно трудоемкую работу. 
Нам не известны оценки, позволяющие указать число итера
ций, после которого рационально производить контроль. 
Исследование этого вопроса, по крайней мере для отдельных 
классов задач, представляет практический интерес.

§ 3. Примеры
Проиллюстрируем порядок вычислений по первому алгоритму 

двумя примерами.
П р и м е р  1. Требуется обратить в максимум линейную форму 

L (X) =  3*! — *2 +  8*3 +  2*4—*5 +  9*в
при условиях;

— 6*!+  9*2+  З*3 —2*s— *б^12,
— 4* 2 +  3*з—3*4+ *5— *в< 5 ,

2*х +  8 * 2 — 5*з +  6*4 —8*5 +  4*б ̂  20,
— *! — 3* 2 — 4*з — 8*4 + 4 * б^ 1 0 ,

5*! +  *2 +  2*з +  4*4 +  9*5 +  5*в ^  24,
* /^ 0 , / =  1, 2, . . . ,  6.

Чтобы привести задачу к канонической форме, введем пять 
дополнительных неотрицательных переменных *7, . . . ,  *п. Им

§  3 ]
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соответствуют единичные векторы условий. Естественно выбрать 
единичные векторы Л7, А п  в качестве исходного базиса. 
Весь процесс решения задачи приведен в таблицах 5.2. Таблицы 
состоят из частей, отвечающих отдельным итерациям метода и 
пронумерованных в соответствии с номерами итераций.

Главную часть таблицы 0 (исключая ее верхнюю и последнюю 
строки) заполняют составляющие вектора ограничений (Л0) и век
торов условий ( A lt А 2у . . . ,  А п ). Компоненты вектора ограничений 
еходят в таблицу как базисные составляющие начального опорного 
плана, а компоненты векторов условий —как коэффициенты раз
ложения векторов A j  по векторам единичного базиса.

Столбец С х  не заполняется, поскольку дополнительным пере
менным соответствуют нулевые коэффициенты линейной формы.

Последняя строка таблицы 0 содержит значения оценок Ду 
векторов условий. Параметры A j = x m + h  j  вычисляются по форму
лам (2.3). В нашем случае cs . = 0 . Поэтому в строку Ду перено
сятся элементы верхней строки (С) с обратным знаком. Значение 
линейной формы L  на начальном плане равно нулю.

Среди оценок Ду векторов условий имеются отрицательные 
величины. Следовательно, исходный опорный план не является 
оптимальным. В разложении каждого из векторов условий с отри
цательными оценками содержатся положительные коэффициенты л̂ у. 
Следовательно, нет оснований считать задачу неразрешимой. Мы 
имеем, таким образом, дело со случаем 3°.

Наименьшая оценка Ду= — 9 соответствует вектору условий Лв. 
Вектор Лб подлежит вводу в базис. Последние три элемента 
(х36, *46» *бб) направляющего столбца Лв положительны. Поэтому 
значения б вычисляются и записываются только для третьей, 
четвертой и пятой позиций столбца б. Наименьший элемент послед
него столбца соответствует четвертой позиции базиса и равен

Это значит, что четвертая строка является направляющей строкой 
преобразования и помещенный в ней вектор A i0 подлежит исклю
чению из базиса.

Переходим к составлению табл. 1, отвечающей первой итера
ции. В столбце в четвертой позиции базиса место вектора Л10 
занимает вектор условий Лв. Соответствующий ему коэффициент 
линейной формы cQ помещается в столбец Сх- Главная часть табл. 1 
заполняется по данным предыдущей таблицы (0) в соответствии 
с рекуррентными формулами

' *4/ 
x i / “  x i j  ~Z~л4в

t' =  0 , Ю GO Ol cp ? о ..11; (3.1)

t Xi  j
х ч  =  Г ;Л46 1 = 0 , 1 , 2 , 1 1 . (3.2)

Направляющий элемент равен я43 — 4. Следовательно, четвертая 
строка табл. 1 получается из четвертой строки таблицы 0 делением
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на 4. Остальные элементы главной части табл. 1, .в том числе 
составляющие опорного плана и оценки векторов условий, вычисля
ются по рекуррентным формулам (3.1). Например,

х —у _у ____о____  ̂( 1)_ол23— "23 „ Л26— ° л —"40 *
у' _у — у __^ip у _5 __10 ( 1)_у гл& л20— л20 « л20— ° £ — *>и>

А --- у —  у __ ^  у —— 1 .2̂ 02 02 „ л0в — 1
• 3 ( ~9) =  -5 ,7 5 .

Итерация заканчивается заполнением главной части таблицы. 
Следующая итерация ведется по тем же правилам. Стрелками 
в каждой таблице отмечены векторы, введенные в базис на преды
дущем шаге, и векторы, подлежащие исключению из базиса. 
В табл. 7 все значения оценок А у неотрицательны. Это значит, 
что план Х {7) является решением задачи.

Для контроля вычислений целесообразно на некоторых этапах 
расчета определять оценки Ду не только по рекуррентным форму
лам (2.2), но и непосредственно по формуле (2.3). Вычислим, на
пример, значение Д2 в табл. 1 :

5

*12 % с2 —
1=1

=  8,25.0-4,75.0 + 1 1 .0 -0 ,7 5 .9  +  4,75.0 — (— 1)=  —5,75.

Тот же результат мы получили выше по рекуррентной фор
муле (3.1).

П р и м е р  2. В таблицах 5.3 приведена последовательность 
решения примера, в котором требуется вычислить минимум линей
ной формы,

£ (Л) =  — 9*! +  8 ,v3—5* 5 +  3* 6—8 * 8 — 8*9,

при условиях:

б*, +  2 * 3 +  2*5 +  3* 8 < 2 4 ,
2* 2 +  3х4 +  5*7 +9*8 < 3 0 ,

9* , + * 2 +  5я5 + *0 < 4 0 ,
6*3 +  2*7 +  Хд ^  36,

+  4* 4 +  8*8 < 2 0 ,
Зх, +  *з +  8*в +  4*, +  4*э ^  48,

*/Зг 0, / = 1, 2.........9.

Эта задача эквивалентна задаче максимизации линейной формы 
L (X )  —  9 х 1—8 * 3 +  5*5—3* 6 +  8 * 8 +  8 * 9

при тех же условиях.
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Таблицы 5.3 не требуют специальных пояснений. Решение 
задачи получается за пять итераций (итерация 0 не считается при 
этом самостоятельным шагом; главная часть таблицы 0 содержит 
данные, подготавливающие первую итерацию).

§ 4. Координатная форма метода последовательного 
улучшения плана

4.1. В предыдущей главе при описании метода последо
вательного улучшения плана мы отправлялись от таких по
нятий, как вектор условий, вектор ограничений, базис опор
ного плана. Переход от одного опорного плана к следующему 
связывался с заменой одного из векторов базиса другим, а 
параметры метода в каждой итерации определялись разло
жением векторов условий и вектора ограничений по векторам 
базиса. Приведенное изложение метода естественно называть 
векторной формой метода последовательного улучшения плана.

Возможны и иные подходы к описанию метода и построе
нию соответствующих алгоритмов. В частности, структура 
таблиц первого алгоритма непосредственно определяется так 
называемой координатной формой метода последовательного 
улучшения плана. Рассмотрение координатной формы, конечно, 
не вносит ничего нового в существо метода. Тем не менее, 
описание новой формы метода, подчеркивая отдельные его 
детали, привлекает другие аналогии и, таким образом, со
действует усвоению как теоретических основ метода, так и 
его вычислительной схемы.

Запишем задачу линейного программирования в канони
ческой форме.

Требуется обратить в максимум линейную форму

=  (4.1)
/=»

при условиях
п

(4.2)
/ = 1

Х ^ О ,  j — 1, 2, . . . ,  п. (4.3)

Рассмотрим некоторый опорный план =  . . . ,  xty за
дачи (4.1) — (4.3) с базисом Л $1, . . . ,  A Sm. Обозначим мно
жество индексов sv . . . ,  sm через 70, а матрицу векторов

§  4]



базиса A j{ j£ l0) через Ахо. Таким образом,

Axo = (ASl1 . Л$т).

Пусть Х\={х*1, . x°mj)T— вектор, составленный из коэф
фициентов разложения векторов A j( j— 0, 1, . п) по ба
зису плана Х°:

Aj = AjfX>r

или, что то же самое,
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Х*Г А-\А}.

Умножим слева условия (4.2) на А~*. Получим

t x ixJ = x i-1=1
(4.4)

Векторы Х °с, отвечающие базисным компонентам опорногон
плана X , являются единичными векторами. Поэтому можно 
переписать соотношение (4.4) в виде следующей системы 
равенств:

х*н +  2  ХЬХ/  =  "*V г‘ =  1 > 2, . . . .  т.
/«/о

Свяжем, как обычно, обозначения базисных переменных опор
ного плана с номерами позиций, занимаемых соответствую
щими векторами в базисе. Тогда

X s i ~ x Q.Q ^  -*7/̂ 7» / =  1, 2, . . . ,  ш. (4.5)
У«/о

Учитывая полученные соотношения, перепишем выражение 
для линейной формы (4.1)

п т

L (^Q =  2  CjXj — 2  с si%si ~Ь 2  х s —
/ = 1  / = 1  / * / 0

т

2 с si (̂ 0 2  t f jX j ) ~ь 2  cj X j—
i = 1 /«/о /£/0
m т

=  2 С +  2  X j  (Cf  -  2  С нх°  ),
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откуда
Ц Х ) = Ц Х ) -  2

/ ' « /  о
(4.6)

Введем обозначения

(4.7)

В новых обозначениях соотношения (4.5) и (4.6) записыва
ются в виде единой системы

Формулы (4.8) — это другая запись линейной формы (4.1) и 
условий (4.2) задачи, в которой матрица условий и коэф
фициенты линейной формы заменены параметрами известного 
опорного плана.

Сравним формулы (4.8) с таблицей 0 первого алгоритма. 
Как видим, в строках таблицы в той же последова
тельности, что и в равенствах (4.8), записаны параметры, 
характеризующие исходный опорный план. Последнее (т-\- 1)-е 
соотношение системы (4.8) (в прежних обозначениях фор
мула (4.6)) показывает, что если все А®. ^ 0 ,  то при 
X j^ O  (y(J/0) линейная форма L (X) не может превзойти 
L (Х°); опорный план X* оказывается оптимальным планом 
задачи (случай 1°). Если по крайней мере для одного /У| <  0 
все х°ц <  0 (/==1, 2, . . . ,  т), то, как видно из (4.8), 
неограниченное увеличение Xj приводит к планам X , для ко
торых L(X) беспредельно растет. Следовательно, условие

соответствует неразрешимости задачи (случай 2°).
Пусть теперь для всех индексов у, для которых А® <  0, 

имеется по крайней мере одно >  0 (случай 3°). Покажем, 
каким образом можно перейти к плану X' и увеличить при 
этом значение линейной формы.

2  хЬхр *= 1 > 2> •••> т’ т + 1- (4-8)
/£/ о

И
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Выберем индекс £(£/0, для которого

л т + г, к А » < 0 .

Выразим xk из одного уравнения системы (4.8) через дру
гие переменные. Пусть номер i уравнения, из которого вы
числяется xk, равен г. Решая это уравнение относительно xk, 
получим

где

1
Г' JJC

НII 2 X r j X J>
i t i  1

ЛГ 0 Г v 10 .  
x r \

1 V 0 * x k j “  vO  »
х гк x rk

а множество индексов 1Х образуется из / 0, если заменить 
в нем индекс sr на k. Введем обозначение 1Х =  {у', у', . . . ,
где при г, a s'r = k. Пусть, кроме того,

=  хГ О*

Тогда

* S ’ =  < 0 -  2  < j X / -
r  i t i 1

(4.9)

Целесообразность введенных обозначений определяется тем, 
что переменные xk и x'k выделены из г-го уравнения си
стемы (4.8).

Подставим выражение для xk — xsf в другие уравнения 
системы (4.8). Получим

XJ =  х ' —  2  х ' х р  / =  1,2,  . . т ,  т +  1;
it ii

Ьфг,  (4.10)
где

х,.. = х'Ц
о
ik*

Объединяя (4.9) и (4.10), запишем преобразованную си 
стему условий (4.8) в виде
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где

*?/— Х*?* ПРИ iz£ r 'И

J±
Г°
x rk

*rk

при -Г,
(4.12)

/ =  1, 2, . . m +  1; y =  0, 1, 2, . . . ,  n.

До сих пор индекс г предполагался произвольным. Чтобы 
гарантировать неотрицательность компонент #' (/ =  1, . . . ,  т), 
необходимо подчинить выбор г условиям

*70> ° ,  *=  2,

Как следует из (4.12), при всегда положительны.
При xQik >  0 для положительности x.Q должно соблюдаться 
соотношение

Krk

Следовательно, выбор г должен удовлетворять условию

х
X

о
го
о
r k

min
i < i < т 
Xik > о

Чо
*аI

(4.13)

Запишем равенство (4.12) для l — 1 и у =  0 в преж
них обозначениях:

I  ( * ) - ! ( * • ) - 4 - А*
x rk

где Х0 и ЛГ' — опорные планы задачи (4.1) —(4.3) с базис
ными компонентами x°s. и лЛ ( / = 1 , 2 , . . . , / » )  соответственно.

1 г

При выбранных k и г и —̂  =  0 ^>0
x rk

L ( X ') > L (  Л'°).



Таким образом, выбрав соответствующим образом индексы k 
и г, мы после тождественного преобразования системы (4.8) 
в систему (4.11) перешли от плана Х ° ^ 0  к плану Х ' ^ 0  
и при этом получили, что L (X') >  L (ЛГ°).

Структура системы (4.1 Г), как и системы (4.8), такова, 
что если положить переменные стоящие под знаком 
суммы (внебазисные переменные), равными нулю, то получим 
опорный план и значение линейной формы задачи (4.1)—(4.3).

Сравним систему (4.11) с таблицей / (табл. 5.1) при / — 1 
вычислительной схемы первого алгоритма. Как видим, 
в таблице в той же последовательности, что и в правых 
частях системы (4.11), выписаны параметры опорного плана. 
Таким образом, таблицы первого алгоритма отражают не 
что иное, как последовательные преобразования, связанные 
с решением системы линейных уравнений методом полного 
исключения (методом Гаусса). Единственная особенность, 
которая превращает метод Гаусса решения системы уравне
ний в метод решения соответствующей задачи линейного 
программирования, это — специальный выбор направляющего 
элемента хгк (выбор индексов г и k ).

Можно сказать, что метод последовательного улучшения 
плана представляет собой процесс решения системы линей
ных уравнений — условий задачи по схеме полного исключе
ния с особым правилом выбора направляющего элемента, 
обеспечивающим движение по планам (правило выбора 
строки г) и монотонный рост линейной формы (правило вы
бора столбца k). Как мы увидим далее, другие конечные 
методы линейного программирования также сводятся к схеме 
полного исключения, но с другими правилами выбора напра
вляющего элемента.

§ 5. Второй алгоритм метода последовательного 
улучшения плана

5.1. Вторая форма показателя оптимальности приводит 
к еще одной реализации метода последовательного улучше
ния плана к так называемому второму алгоритму, или 
методу обратной матрицы.

Метод последовательного улучшения плана в форме, 
близкой к излагаемой в настоящем параграфе, был впервые 
применен Л. В. Канторовичем к одной из частных задач
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линейного программирования [66], [63]. Позже (в 1951 г.) 
этот алгоритм, как одна из реализаций так называемого 
метода разрешающих множителей, был использован для 
решения общей задачи линейного программирования [67].

Будем рассматривать задачу линейного программирования 
в канонической форме (4.1) —(4.3). Пусть X — опорный 
план задачи с базисом Л§2, . . . ,  ASm. Обозначим мно
жество индексов векторов базиса (номера базисных пере
менных) через 1Х.

Составим квадратную матрицу Ах порядка т. Столб
цами Ах являются векторы условий базиса. Поэтому опре
делитель матрицы Ах отличен от нуля, и существует обрат
ная матрица А х \  Покажем, что с помощью матрицы А х1 и 
условий задачи можно составить достаточно компактную 
схему вычисления параметров, необходимых для последова
тельного улучшения плана.

Для реализации метода последовательного улучшения 
плана необходимо, имея начальный опорный план и его 
базис, уметь на каждом шаге выбирать вектор условий Ak, 
подлежащий включению в базис, и вектор ASr, подлежащий 
удалению из базиса. Вектор Ak — это вектор условий с от
рицательной относительной оценкой Ak (обычно A  ̂=  minAy.).

Вектор ASr — это вектор, на котором достигается минимум
отношения — при x ik >  0. Таким образом, для перехода 

x ik
от одного плана к другому с большим значением линейной 
формы необходимо уметь вычислять на каждом шаге базис
ные компоненты x io опорного плана, оценки Ду векторов 
условий относительно базиса опорного плана и коэффи
циенты x ik разложения вектора Ak, подлежащего вводу 
в базис, по текущему базису.

В первом алгоритме для определения перечисленных па
раметров на каждой итерации вычислялись коэффициенты 
разложения x tj в с е х  векторов условий Aj по векторам 
базиса. Как мы сейчас увидим, все параметры, необходимые 
для оценки плана и перехода к лучшему плану, можно получить, 
преобразовывая от шага к шагу элементы матрицы Ах1.

Действительно, базисные составляющие опорного плана 
получаются как элементы произведения матрицы Ах1 на 
вектор ограничений Б. Оценки А • векторов условий можно,
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как видно из § 2 гл. 4, вычислять по формулам
т

д у = 2 / . - с у =  2  я , - А — с; = (А * А ?  -  ср

/ ' = 1 . 2 ,  . . п, (5.1)
где параметры удовлетворяют при уравнениям

т

2А;А==<7>
или, что то же самое,

ААХ — Сх, (5.2)
где Сх — вектор-строка из коэффициентов линейной формы, 
отвечающих базисным переменным. Следовательно,

К ~ С хАх1. (5.3)
Формулы (5.1) и (5.3) позволяют, зная элементы обратной 
матрицы А х1 и условия задачи, вычислить оценки Ду. векто
ров условий.

Коэффициенты x ik разложения вектора Ak по текущему 
базису вычисляются как элементы произведения матрицы Ах1 
на вектор условий Ak. Коэффициенты x ik вместе с базис
ными составляющими опорного плана определяют вектор, 
подлежащий исключению из базиса. Кроме того, знаки 
коэффициентов x ik позволяют судить о неразрешимости
задачи. Естественно, что неразрешимость задачи, если она 
имеет место, при втором алгоритме обнаруживается, вообще 
говоря, позже, чем при первом алгоритме, где есть воз
можность оценить знаки x {j при всех векторах Aj с отри
цательными оценками.

Таким образом, для реализации метода последователь
ного улучшения плана достаточно уметь вычислять на каж
дом шаге матрицу Ах \  обратную матрице, составленной из 
векторов текущего базиса.

Элементы столбцов обратной матрицы А х1 удобно рас
сматривать как коэффициенты вц разложения единичных 
векторов ej (j== 1,2, . . . , m )  по векторам базиса. В § 1 
были получены рекуррентные формулы (1.21), связывающие 
параметры e-j двух последовательных итераций. Напомним, 
что e(j при / = 1 ,  2, . . . ,  т, j =  1, 2, . . . ,  -коэффи
циенты разложения единичных векторов по векторам базиса;
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ei0 = x iQ — базисные переменные опорного плана; £m+i, / = ^ / — 
оценки условий задачи относительно данного плана; 
trn+i, o = h0 = L (X) — значение линейной формы.

Рекуррентные формулы (1.21) — основа второго алгоритма 
метода последовательного улучшения плана. Роль, которую 
играет в вычислительной схеме обратная матрица Л*1, оправ
дывает название метод обратной матрицы, которое иногда 
присваивают второму алгоритму.

5.2. Опишем порядок вычислений при втором алгоритме. 
Решение задачи линейного программирования по второму 
алгоритму метода последовательного улучшения плана сво
дится к последовательному заполнению системы основных 
таблиц и вспомогательной таблицы.

Основные таблицы имеют следующую структуру (см. 
табл. 5.4).

Т а б л и ц а 5.4
Основная таблица I

I  5]

№ сх Б х *0 *1 е* ... A k 0

1 с ч
е {1)*10 е {1)*н е {1)*12 ... е(/)с \т

у(1)
x i  к

2 ч е«>его е {1)*21 е {1)*22 ... е (1)2Ш
r d )
X2k

, , , , , . .

• • • • • • • • •

г ч A sr е {1) *г 0 е (1)е п 6>(/> *Г 2 ... е (1)с г т
М )
x rk К

•
, •

•
,

• ... • •

т
Csm A Sm

е (1) ето е«>с т \ е(/>m2 ... е (1)т т
y(l)
х т к

т  +  1 — — Lil) ... »(/)
к т 4 °



В первом столбце (№) указывается номер позиции-строки 
таблицы. Во втором столбце Сх помещаются коэффициенты 
линейной формы cSi, отвечающие базисным переменным. 
В столбце Бх перечисляются векторы базиса Ан . Следую
щие (т-\-1) столбцов составляют так называемую главную 
часть таблицы и содержат коэффициенты еУ) разложения 
векторов ej (у = 0 , 1, т) по векторам базиса. Здесь
е0 =  В — вектор ограничений, а еу.— m-мерный единичный 
вектор с единицей на у-м месте. В (т-\- 1)-й позиции каж
дого из столбцов главной части таблицы содержатся значе-
ния eim+1. Г

3 2 0  в ы ч и с л и т е л ь н ы е  с х ем ы  м е т о д а  Ул у ч ш е н и я  п л а н а  [г л . 5

О) = /  L W l)) при j =  0, 
m+1’1 \  Ц1) при / '=  1, 2,

Справа от главной части основной таблицы расположен 
столбец Ak коэффициентов разложения вектора, вводи
мого в базис, по векторам базиса. В (т-\- 1)-й позиции 
столбца Ak помещается оценка вектора Ak относительно 
базиса. Последний столбец основной таблицы 0 служит для 
выявления вектора, подлежащего исключению из базиса. 
Столбец 0 заполняется, как и в первом алгоритме, отноше
ниями базисных компонент плана к соответствующим 
элементам столбца Ak. Позиции столбца 0, соответствую
щие прочеркиваются.

Верхняя часть вспомогательной таблицы (см. табл. 5.5) 
содержит расширенные векторы условий (матрицу условий 
и коэффициенты линейной формы) и вектор ограничений В .

Нижняя часть вспомогательной таблицы состоит из строк, 
содержащих оценки векторов условий относительно базисов 
каждого из опорных планов, полученных в процессе реше
ния задачи. Нумерация строк в нижней части вспомогатель
ной таблицы определяется номерами итераций (точнее, номе
рами основных таблиц). В строке 0 помещаются оценки 
векторов условий Дj относительно базиса начального опор
ного плана. В последующем после каждой итерации вспо
могательная таблица дополняется новой строкой А/^. Запол
нение таблиц и решение задачи завершается после получения 
строки вспомогательной таблицы, в которой все элементы
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неотрицательны, или после получения столбца Ak основной 
таблицы с неположительными xfy .

§  5]

Т а б л и ц а  5.5
Вспомогательная таблица

№ В 4 Аг ... ... An

1 # и #12 a \k ... a in

2 Ь2 #21 #22 ... a2k ... #2 П

•
• • • • ... •

т Ьт а т 1 ат2 ... amk ... a mn

т + 1 — с2 Ck cn

0 — А , а 2 A * A  „

1 — д; а ; ... a ; ... a ;

2 — а ; а ; ... a ; a ;

• • • .
... • ... •

Рассмотрим теперь порядок вычислений, связанных с от
дельной итерацией.

Пусть l-я итерация закончена. В результате заполнены 
1-я основная таблица (за исключением двух последних 
столбцов Ak и 0) и строка Д(/) вспомогательной таблицы. 
Первый этап (/ -f-1 )-й итерации начинается с просмотра

11 Д .  Ю дин и Е . Гольш тейн



строки ДМ вспомогательной таблицы. Если все Д /^ ^ 0 ,  то 
опорный план, полученный при /-й итерации, оптимален (слу
чай 1°). Пусть имеются векторы с отрицательными оцен
ками. Вектор Лк с наименьшей оценкой Д ^ вводится в ба
зис, и коэффициенты разложения Ak по векторам базиса 
помещаются в столбец Ak I-й основной таблицы. Каждый 
коэффициент х¥£ получается как произведение столбца Ak 
верхней части вспомогательной таблицы (позиции 1,2, . . ., т) 
на z-ю строку /-й основной таблицы (j =  1,2,  . . . ,  т):

т

* $  =  2  ец аЛг (5-4)
/=1

В (m-f-l)-io позицию столбца Ak записывается оценка Д ^ 
этого вектора.

Просматриваем столбец Ak. Если все xfy ^  0 (/ =  1, 2, . . .  
. . . ,  т), задача неразрешима (случай 2°).

Второй этап итерации начинается, если имеется по край
ней мере один положительный коэффициент х $ .  (Заметим, 
что в первом алгоритме мы относили выбор вектора Ak, 
подлежащего включению в базис, ко второму этапу ите
рации.)

На втором этапе определяется вектор, подлежащий ис
ключению из базиса, вычисляются новый опорный план и 
исходные данные для следующей итерации. Столбец 0 запол
няется, как и в первом алгоритме, отношениями базисных 
составляющих опорного плана (элементы столбца е0) к соот
ветствующим компонентам xfy столбца Ak. Позиции столбца 6, 
отвечающие л г^ ^ О , прочеркиваются. Наименьший элемент 
столбца 0 обозначается через 0О. Вектор базиса ASr, на ко
тором достигается 0О, подлежит исключению из базиса. 
Если план XSl) оказался вырожденным и 0О достигается на 
нескольких векторах, то из базиса можно исключить любой 
из них, например, вектор с наименьшим номером. При обна
ружении цикла используется правило, приведенное в п. 5.5.

Строка г основной таблицы I выделяется. Элемент х^  , 
расположенный на пересечении г-й строки (направляющей 
строки) и столбца Ak (направляющего столбца) основной 
таблицы, является направляющим элементом преобразова
ния /-й основной таблицы в (/-)-1)-ю.

3 2 2  ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СХЕМЫ МЕТОДА УЛУЧШЕНИЯ ПЛАНА [ г л .  5
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В г-ю позицию столбца Бх ( /+ 1 )-й  основной таблицы 
вносится вектор Ak. В соответствии с занятой позицией 
в базисе вектор Ak в (/+ 1 )-й  таблице обозначается как А&г. 
В остальных позициях столбца Бх сохраняются те же век
торы, что и в таблице /.

Главная часть (/+ 1)-й  основной таблицы заполняется 
по данным I-й таблицы в соответствии с рекуррентными 
формулами (1.21). Для получения r-й строки главной части 
(/ 1 )-й таблицы необходимо разделить г-ю строку l-й таб
лицы на направляющий элемент xfy:

е«)
er1r ) = ~V)’ •/==0’ 2’ • • • ’ т• (5-5>

x r k

Чтобы заполнить г-ю строку главной части (/-(-1)-й таб
лицы (г =  1, 2, . . . ,  т -f 1; i ф г), следует в соответствии 
с рекуррентными формулами вычесть из г-й строки l-й таб
лицы r -ю строку таблицы (/4-1), умноженную на xfy,

ч 1}
в.(/)г/

с п  * r j  Л 'ШЬ ’r(l) ik 
x rk

vik’

i=  1, 2, . . . ,  m, m +  1; j =  0, 1, 2, . . . ,  m.
(5.6)

Чтобы завершить (/-f- 1)-ю итерацию, остается заполнить 
строку Д(/ + 1) вспомогательной таблицы значениями оценок 
векторов условий относительно базиса нового опорного 
плана.

Строка Д(/ + 1) заполняется в соответствии с форму
лой (5.1). Коэффициенты линейной формы Cj помещены 
в (т  +  1)-й строке вспомогательной таблицы. Составляю
щие a ij вектора Aj занимают первые т позиций столбца Aj 
вспомогательной таблицы, а компоненты %j ( j=  1,2,  . . т) 
вектора Л заполняют последнюю строку ( /+1)-й основной 
таблицы. Таким образом, для получения строки Д(/ + 1) необ
ходимо вычесть строку (С) вспомогательной таблицы из 
произведения матрицы А (верхней части вспомогательной 
таблицы) и последней строки ( /+1) -й основной таблицы.

Строка Д(/ + 1) вспомогательной таблицы и главная часть 
( /+1)-й основной таблицы содержат все исходные данные 
для (/-|-2)-й итерации. Последующие итерации производятся 
по тем же рекомендациям. При изложении теоретически^

М*
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основ метода было показано, что через конечное число ите
раций будет получен оптимальный план или установлена 
неразрешимость задачи.

Рис. 5.2.

Все таблицы алгоритма заполняются по одним и тем же 
правилам. Некоторые особенности возникают лишь при со
ставлении основной таблицы 0. В столбец е9 записываются
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базисные компоненты исходного опорного плана. Первые т 
позиций столбцов ег, е2, . . . ,  ет получаются непосредствен
ным обращением матрицы векторов базиса исходного опор
ного плана. Последние позиции столбцов et, . . . ,  ет вычи
сляются по формуле (5.3). (Напомним, что столбцы матрицы 
Ах1 представляют собой столбцы еу- таблицы 0.) Последняя 
строка главной части таблицы 0 заполняется, таким обра
зом, произведениями столбца Сх и столбцов (j =  0, 1, . . . ,  т) 
этой таблицы.

На рис. 5.2 изображена блок-схема отдельной итерации 
второго алгоритма метода последовательного улучшения 
плана.

Для контроля вычислений при втором алгоритме есте- 
ственнр использовать две возможности для определения ве
личин Kj. В любой итерации параметры Xj могут быть 
вычислены непосредственно (как в* таблице 0) или по рекур
рентным формулам (1.21). Замечания о порядке контроля, 
сделанные при описании первого алгоритма, относятся и к 
этому случаю.

5.3. Оценим трудоемкость вычислений в отдельной ите
рации второго алгоритма метода последовательного улучше
ния плана. Мы уже отмечали, что трудоемкость вычислений 
целесообразно оценивать по количеству делений и умноже
ний, необходимых для проведения каждой итерации.

Во втором алгоритме операция деления встречается 
в каждой итерации дважды: при вычислении строки новой 
основной таблицы, отвечающей вновь введенному в базис 
вектору (см. (5.5)), и при вычислении столбца 0. В первом 
случае число делений равно т-\- 1, а во втором не превы
шает т. Операция умножения встречается во втором алго
ритме трижды: при преобразовании основной таблицы по 
формулам (5.6), при вычислении оценок Д . по формуле (5.1) 
и при определении коэффициентов разложения x ik век
тора АкУ вводимого в базис, по векторам базиса. Для пре
образования главной части основной таблиц^ требуется 
т(т -f  1) умножений (в формулах (5.6) i=  1, 2, . . . ,  т> 
т-\-1; i Ф г; у =  0, 1, . . . ,  т). Для вычисления оценки Ду 
каждого вектора условий Aj необходимо т умножений. 
Всего подлежат вычислению п — т оценок векторов условий 
(по числу внебазисных переменных; оценки векторов базиса 
не вычисляются — они равны нулю). Следовательно, для

§  5 ]



вычисления всех оценок необходимо при каждой итерации 
произвести т(п — т) умножений. Наконец, для вычисления 
всех x ik (j =  1, 2, . . ., т) по формулам (5.4) требуется 
еще т2 умножений. Таким образом, проведение каждой ите
рации во втором алгоритме связано с числом делений, не 
превышающим 2w -f 1, и числом умножений, равным

т (/»+  1) -\-т (п — т) -\~т2 =  т (п-\-т +  1).

Для контроля расчетов целесообразно через определенное 
количество шагов вычислять параметры Ху не только по 
рекуррентным формулам, но и непосредственно по форму
лам (5.3). Каждый этап контроля требует, таким образом, 
т2 дополнительных операций умножения.

Сравнивая трудоемкость отдельных этапов каждой ите
рации, необходимо сделать следующие замечания по поводу 
выбора направляющего элемента.

При п ^ т  вычисление оценок становится наиболее тру
доемкой операцией во втором алгоритме. Вычисление всех 
оценок производится для того, чтобы сравнить Ду. между 
собой и выбрать наименьшее из них. Вектор Ak с оценкой

Д  ̂— min Ay 
i

вводится в базис. По-видимому, общее количество операций 
существенно сократится, если вычислять оценки Ду до пер
вой отрицательной величины и вводить в базис вектор, 
отвечающий этой оценке. Число шагов при этом может 
увеличиться. Однако возможное увеличение числа итераций, 
как правило, окупается уменьшением трудоемкости вычисле
ний в каждой итерации. В каждой новой итерации порядок, 
в котором вычисляются оценки, вообще говоря, произволен. 
Интуитивно, однако, представляется наиболее целесообраз
ным следующий порядок. Для исходного опорного плана 
вычисляются оценки Др . . . ,  ДР1, где ДР1 — первая отрица
тельная оценка. Для следующего опорного плана вычис
ляются оценки Др1+1, . . . ,  ДРз, где ДРз — первое отрица
тельное число в последовательности ДР1+1, ДР1+2, . . .  Если 
все Д<7 ^ 0  при q —px +  1, pt +  2 , . . . ,  я, следует перейти 
к вычислению Ди Д2, . . .

5.4. Узким местом современных вычислительных машин 
является оперативная память. Здесь будет намечена моди
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фикация второго алгоритма, позволяющая экономнее исполь
зовать память машины [51].

В приведенной вычислительной схеме необходимо в каж
дой итерации запоминать всю обратную матрицу Ах' — 1| е^Ц. 
В так называемой мультипликативной форме второго 
алгоритма регистрации подлежит значительно меньшее 
число данных.

Мультипликативная форма основана на следующих сооб
ражениях. Пусть X  и X  — два последовательных опорных 
плана задачи. Обозначим соответствующие матрицы вектора 
базиса через Ах и Ах>:
Ах = > • • •» ASr> . . . ,  ASm), А-х* =  (^s,) • • •) Afo . . . ,  ASm),

Как легко непосредственно проверить, обратные матрицы 
связаны соотношениями "

§ 5]

IIТ* ЕгАх', (5.7)
где

1 0 . . • Угк • . .  0
0 1 . . • Л* • . .  0

Ег = 0 0 . . • Угк • . .  0 >

0 0 . . • Утк • . .  1
-- --- l̂k / —

yik~  *rk' = 1, 2, . . . ,  т, / ф k> _  1
У г к  Krk  '

Соотношение (5.7) эквивалентно применению рекуррентных
формул (1.21) при /:=  1, 2, .. . . ,  т\ y'= 1 . 2, . .  ., т.

Обычно решение задачи линейного программирования
начинается с единичного базиса. Ему соответствует единич
ная матрица Е. Поэтому после первой итерации, когда 
в базис вместо вектора вводится вектор Л*,, обратная 
матрица базиса полученного опорного плана X  может вы
числяться по формуле

Ах' — ЕГ'Е,

а после /-й итерации

= Ё 1ЕпА1 . . .  ЕГ'Е. (5.8)



Матрица Ег определяется числом (г, y lk, - . - , y mk).
Следовательно, при I <  т запись обратной матрицы в форме
(5.8) меньше загружает память машины, чем обычная запись, 
требующая запоминания при каждой итерации т х т  чисел е $ .

Как уже отмечалось, опыт показывает, что число ите
раций, необходимых для решения задачи линейного програм
мирования, обычно представляет собой величину порядка т. 
Поэтому следует ожидать, что мультипликативная форма 
почти всегда будет компактнее, чем обычная запись второго 
алгоритма. В тех случаях, когда число итераций превысит т 
и по тем или иным причинам нецелесообразно преобразовы
вать обратную матрицу базиса опорного плана Х т к еди
ничной *), следует, начиная с (т-+-1)-й итерации, перейти 
к обычной форме регистрации обратной матрицы.

Наметим схему вычислений в отдельной итерации мульти
пликативной формы второго алгоритма.

Пусть проведено / итераций, в результате которых уста
новлено, что Х 1) не является оптимальным планом и нет 
оснований говорить о неразрешимости задачи. Определение 
вектора, подлежащего вводу в базис, и вектора, подлежа
щего исключению из базиса, производится, естественно, по 
общим правилам метода последовательного улучшения плана. 
Компоненты очередного опорного плана вычисляются, как 
и в обычной форме второго алгоритма, по рекуррентным 
формулам (1.21).

Вектор оценок условий задачи (Л) в ( /-f-1 )-й итерации 
вычисляется как произведение:

A l+1 = CxEriEri~i . . .  ЕГ'Е.
Вектор оценок Д векторов условий определяется как обычно 
во втором алгоритме по формуле

А =  ААХ — С.

Наконец, коэффициенты x ik разложения вектора AkJ 
подлежащего включению в базис, по векторам базиса,
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*) Преобразование обратной матрицы А х * к единичной на ка
ком-либо шаге процесса решения задачи соответствует переходу 
к эквивалентной задаче, векторы условий и вектор ограничений ко
торой получены из векторов условий и вектора ограничений исход
ной задачи умножением слева на А х
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определяются из соотношения
4 / + ,) =  £ г'£ гг-<. . ,Ег'Ак.

Здесь

А ,  =  А Р  =  ( » „ ........... « „ / .

Как видим, мультипликативная форма второго алгоритма 
позволяет не только экономно использовать память машины, 
но и в ряде случаев, по крайней мере в начальных итера
циях, приводит к существенному уменьшению трудоемкости 
вычислений.

5.5. Рассмотрим особенности второго алгоритма при ре
шении вырожденных задач. Уже указывалось, что до обна
ружения цикла целесообразно пользоваться упрощенным пра
вилом определения вектора, подлежащего исключению из 
базиса. При возникновении цикла следует вычислять индекс г, 
пользуясь правилом, сформулированным в § 6 предыдущей 
главы. В качестве векторов R( естественно в данном случае 
выбрать единичные векторы е поскольку на каждой итера
ции вычисляются коэффициенты разложения е . по векторам 
базиса. Система векторов линейно независима. Однако век
торы ej не всегда удовлетворяют второму требованию, 
предъявляемому системе R{. Коэффициенты разложения век-

т
тора е0+  V  ъ]е • по векторам базиса могут оказаться от- 

/=i
рицательными. В главной части какой-либо из основных 
таблиц может быть строка, в которой первым отличным от 
нуля элементом окажется отрицательный коэффициент 
e{j ( O ^ / C w ) .  Чтобы исключить подобную возможность, 
целесообразно после возникновения цикла включить в основ
ные таблицы дополнительный столбец W, состоящий из 
одних положительных чисел, например, w t — 1, i =  1, 2, . .  ., т, 
и положить Rt =  AXW, Д2 =  , Rt = et_v Rt+l =  et +v . . .
. . . ,  Rm — em- Здесь Ax — матрица базиса; индекс t выбран 
так, чтобы t -й коэффициент вектора AXW был неравен нулю. 
Очевидно, что выбранная таким образом система векторов 
удовлетворяет всем требованиям, предъявляемым к Rt. Сле
дует только помнить, что, переходя от таблицы к таблице, 
следует преобразовывать по общим правилам и столбец W.

Необходимость в дополнительном столбце отпадает, ес
ли с самого начала решения задачи по второму алгоритму
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пользоваться правилом, исключающим возможность цикла. 
Векторы (у=  1, . .  ., т) могут быть использованы в каче
стве системы R t ( /=  1, 2, и в том случае, когда при
обнаружении цикла обратная матрица преобразовывается 
к единичной. Следует, однако, полагать, что преобразование 
дополнительного столбца W на протяжении ряда итераций 
связано с менее трудоемкими вычислениями, чем применение 
на протяжении всего процесса решения задачи сложного 
правила выбора вектора, подлежащего исключению из базиса. 
Преобразование таблицы, позволяющее перейти к единич
ному базису, также трудоемкая работа.

Определение позиции исключаемого из базиса вектора
производится следующим образом. Пусть 0o =  min —  дости-

i xik
гается на нескольких позициях. Вычислим минимум отноше
ний 0г- =  —  по индексам г, на которых достигается 0О

xik
( или min —  , если нет необходимости в столбце W ) . Если 
\ xik J
и в этом случае 0О не определяется однозначно, составим
отношения Ь( = —  (соответственно 0 /=  —  , если столбец

xik \  xik
W не вводится ) и т. д. до тех пор, пока минимум отно
шения не будет достигнут на единственном векторе. Этот 
вектор исключается из базиса.

§ 6. Примеры и сравнительная оценка алгоритмов
6.1. Проиллюстрируем порядок решения задачи по второму 

алгоритму метода последовательного улучшения плана на двух при
мерах, рассмотренных в § 3 в связи с первым алгоритмом.

В основных таблицах 5.6 и вспомогательной табл. 5.7 записан 
процесс решения примера 1 (см. § 3). Таблицы 5.6 разбиты на 8 частей 
(таблиц). Главная часть основной таблицы 0 содержит исходные дан
ные для первой итерации. Последние два столбца и последняя строка 
основной и вспомогательной таблиц вместе с главной частью последу
ющей основной и строка Д таблицы соответствуют очередной итерации 
алгоритма. В верхней части вспомогательной таблицы перечислены 
компоненты вектора ограничений и всех векторов условий. В (т  +  1)-й 
(шестой) строке указаны соответствующие значения коэффициентов 
линейной формы. Строки Д(г) для каждой итерации заполняются по 
формулам (5.1). Исходный базис составлен из единичных векторов, 
отвечающих дополнительным переменным х 7, х 8, . . . , х п . Соответ
ствующие коэффициенты линейной формы равны нулю. Поэтому
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в основной таблице 0 все Х у = 0 и в строке 0 вспомогательной таб
лицы Ду- = —Су. Вектор с наименьшей оценкой (Д8 = —9) подле
жит вводу в базис.

Столбец A k основной таблицы 0 заполняется компонентами х /в 
разложения Л6 по векторам базиса. Поскольку начальный базис 
составлен из единичных векторов, дг/6 =  а,*6. В позицию
столбца A k  помещается оценка Д6 вектора А6. В столбце Л3 имеются 
положительные составляющие. Следовательно, мы имеем дело со 
случаем 3°.

Переходим к определению вектора, подлежащего исключению 
из базиса. В столбце 0- заполняются позиции, для которых X(k >  О 

(позиции 3, 4 и 5). Наименьшее значение 0 =  0О =  2,5 соответствует 
вектору базиса А 10, расположенному в четвертой позиции базиса. 
Четвертая строка является, таким образом, направляющей строкой 
преобразования, и вектор А 10 базиса должен быть заменен векто
ром А6. Направляющим элементом преобразования является ком
понента дг46 =  4, находящаяся на пересечении четвертой строки 
и столбца А &.

Главная часть основной табл. 1 вычисляется по элементам 
главной части таблицы 0 в соответствии с рекуррентными форму
лами. Элементы четвертой строки табл. 1 равны соответствующим 
элементам четвертой строки таблицы 0, поделенным на направляю
щий элемент *4в= 4 . Все остальные элементы главной части таблицы * 
(в том числе и составляющие столбца е0 и строки X) вычисляются 
по формуле (5.6). Например,

у '  — о — е  ___ еЛ  у  —  20 ____ ^ ‘ ^  —  10х з о ~ ~ ез о ~ езо у х зв— z u  л —  1 и >
Л 4 6  *

4 = е5 4 - ^ * 56 =  0 - ^  =  - 1 .2 5 ,
Л 4 в  ^

L  (* ') = 4 + ! .« ’= :К  = < = е ™  ~ ' f  х и  =  0 - =  22,5.
л 4 6  ^

Здесь *68 =  Д6— оценка вектора Л6, введенного в базис.
Теперь следует вычислить по формуле (5.1) строку 1 (Д') вспо

могательной таблицы 5.7. Имеем,- например,

Д ' = (0 -0  —3-0 + 6 -0 —8-2,25 +  4-0) —2 =  -—20.
Д4—наименьший элемент строки Д'. В очередной базис вводится Л4. 
Следующие итерации проводятся по тем же правилам. Для конт
роля следует в отдельных итерациях вычислять оценки условий X; 
не только по рекуррентным формулам (5.5), но и непосредственно 
по формуле (5.3).

В таблицах 5.8 и 5.9 приводится последовательность вычисле
ний, связанных с определением в соответствии с правилами второго 
алгоритма оптимального плана примера 2 (см. § 3). Таблицы не 
требуют специальных пояснений.

В таблицах 5.10—5.11 приведено решение примера 1 (см. таб
лицы 5.2), где в каждой итерации вводимый в базис вектор опре
делялся е соответствии с правилом, сформулированным в п. 5.3.



336 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СХЕМЫ МЕТОДА УЛУЧШЕНИЯ ПЛАНА [гл. 5
Но

ме
р

та
бл

иц
ы

О - (М

CD п* 1 n* 1 1 СО 1 1 1 1

1 
36 1

05
1 СО

| 
3,

33
3 

1

1

1 
72

2,
5 

J

1

— ~

11—
0,

37
5 

|
V

со 05 со 05
1 - п* ос

1
ю
о 05

9 4
—

 
| 1 

0,
37

5

00
ю
со
1

юсм ю
о о

1 о <м

со - - —

«а - - -

- - -

«S’ - - -

ь-СО ю ю
о ю ь-со ьО 12

5 
!

юсм ю
«и о 7 1 о 7 о о

1
о

,_ _ _ _ _ _ — _ __ —

см 30 о 36
 

|
20

 
[

00rf 30 36
 

|
20

 
I

36 36 *■ 30 27
 

|
20 05 10

8

—

- 3 2 s = £ | < J *qf 1**?
___ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ — —

о* 1 05 1 05 00 1
___ _' = = = =

2 - <м со - ю со С'. - cq со п- ю со С'. - <м со ш со

1 т 1 1f 7



Пр  о д о л ж е н и е
№

1 сх *о | *2 *3 0 Н о м е р
таблицы

1 1 9 1 -А 1 2 , 7 5 1 0 ,  167 | | 1 | - 0 , 0 6 2 1| 0 , 3 3 3  II 8 , 2 5
1 2 II 1 I n 1 7 , 5  I 1 1 1 | 1 - 1 . 1 2 5 (1 II -

— 3 А г 1 5 , 2 5 — 1 , 5 1 0 , 5 6 2 2 7 , 6 2 5
О

1 4 1 A w || 2 6 , 0 6 2  | 0 , 1 2 5  | 1 1 1— 0 , 0 4 7  | - 0 , 2 5 1 1 0 , 2 5  jII 1 0 4 , 2 5
О

— * I 5 1 8 А 1 2 , 5 1 1 1 0 , 1 2 5 11 1II -
6 I 8 А , II 9 , 9 3 8 — 0 ,  125 | 11 1 0 , 0 4 7 0 , 2 5  || — 0 , 2 5  |1 —

7 I — - || 1 2 4 , 2 5 0 , 5  | 1 1 0 , 8 1 2 2 I| - 4 II -

1 9
к II 0 , 2 0 8 0 , 4 1 7  I — 0 ,  167 | 1 — 0 , 1 5 6 0 , 4 1 7  jII 0 , 5  |

2 II II 7 , 5 | 1 1 1 — 1 , 1 2 5 11 11 —
— ► 3 5 II А ^ II 7 , 6 2 5 1 о *>i СП 0 , 5 1 1 0 , 2 8 1 11 - 0 , 7 5 II -

4
1 4 11 А з || 2 4 ,  156 0 , 3 1 2  | — 0 , 1 2 5  || 1 | — 0 , 1 1 7 — 0 , 2 5 | |  0 , 3 1 2  || 7 7 , 3

1 5 8 11 - А II 2 , 5 1 1 | 0 , 1 2 5 1I II -
1 6 8 11 А || 1 1 , 8 4 4 —0 , 3 1 2  | 0 ,  125 1 1 0 ,  1 17 0 , 2 5  |1— 0 , 3 1 2  Ч —

1 7 — 11 || 1 5 4 , 7 5 - 2 , 5  | 2 11 1 1 , 9 3 8 2 I1 — 2 , 5 1 -
— > | 1 11 А о II 0 , 5 1 | — 0 , 4  || 1 — 0 , 3 7 5 11 II

1 2 11 А „ II 7 , 5 | 1 1 1 - 1 , 1 2 5 II

1 з 1 5 II А II 8 1 0 , 2 1 1 11 II
1 4

!и -4 is II 24 1 1 1 1 —0 , 2 5 | | II 5
1 5 8 11 .А II 2 , 5 1 | 0 ,  125 11 iII
1 6 8 1II .А II 12 1 1 0 , 2 5  || 11

7 11 -
156 I 1 1 2

1 i -
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— 1 1а , 3 1 , 8 1 — 1 , 8 1 , 2 1 1 0 , 2  11 3,118|
— 2 8 А3 1 , 6 6 7 0 , 3 3 3 — 1 —

3 А* 2 0 , 0 6 7 1 , 9 3 3 1 — 0 , 4 — 1 , 4 — 2
4 А ю 2 0 , 8 1 , 2 1 0 , 2 — 1 0 , 8 —

5 3 A t 4 , 1 3 3 — 0 , 1 3 3 0 , 2 1 , 2 3 , 4 4 4

6 — — 2 5 , 7 3 3 2 , 2 6 7 0 , 6 — 6 , 4 —

___* 1 2 А 4 3 ,  1 1 8 0 , 0 9 8 — 0 ,  1 7 6 0 ,  1 1 8 0 , 6 6 7 4 , 6 7 6

2 8 Л 4 , 7 8 4 0 , 0 9 8 0 ,  1 5 7 0 ,  11 8 0 , 3 3 3 1 4 , 3 5 3

3 Ас 2 4 , 4 3 1 0 , 1 3 7 1 , 6 8 6 1 — 0 , 2 3 5 1 2 4 , 4 3 1 з

4 А\о 5 4 , 4 7 1 1 , 0 5 9 — 0 , 7 0 6 1 1 , 4 7 1 1 1 4 , 9 5 2

4___ 5 3 U , 0 , 3 9 2 1 — 0 ,  1 18 0 , 0 7 8  | 0 , 0 5 9 | 0 , 3 3 3 1,176(

6 - -  1 4 5 , 6 8 6 0 , 6 2 7  1 1 , 1 3 7  | 1 , 3 5 3  | — 4 1 —

1 2 И- 1| 2 , 3 3 3  |1 0 , 3 3 3  11 — 0 , 3 3 3  | | 0 , 3 3 3 1 7 |

2 8 Аз I 4 , 3 9 2 0 , 2 1 6 0 , 0 7 8 0 , 0 5 9 0 , 2 1 6 2 0 , 3 6 4

3 А 2 3 , 2 5 5 0 , 4 9 0 1 , 4 5 1 1 — 0 , 4 1 2 0 , 4 9 0 4 7 , 4 4 0 А
4 Аю 4 1 , 5 2 9 4 , 9 4 1 — 3 , 2 9 4 1 — 0 , 4 7 1 4 , 9 4 1 8 , 4 0 5

— 5 9 Aft 1 , 1 7 6 — 0 , 3 5 3 0 , 2 3 5 0 , 1 7 6 —  0 , 3 5 3 —

6 - -  I 5 0 , 3 9 2 — 0 , 7 8 4 2 , 0 7 8 2 , 0 5 9 — 0 , 7 8 4 —

340 
В

Ы
Ч

И
С

Л
И

ТЕЛ
ЬН

Ы
Е 

СХ
ЕМ

Ы
 

М
ЕТО

Д
А

 
У

Л
У

Ч
Ш

ЕН
И

Я
 

П
Л

А
Н

А
 

[гл.



П
р

о
д

о
л

ж
е

н
и

е
§  6 ]  ПРИМЕРЫ И СРАВНИТЕЛЬНАЯ ОЦЕНКА АЛГОРИТМОВ 3 4 1

iqtiHirpEi
( З э н о н

ю СО

<35

СО
СО
Ю
О

1 1 1

5
,6

3
6

1
1

СО

00

7

СО
г-

о
1 —

 1
0

,0
5

9

г-
гр
СО

о

00

<м
1 1

ч?

05
Ю
О
о

<м
Гр
о

1

г-

о
1

со
г-

о

05
ю
о
<м

о>
ю
о
о

<м
Гр

о
I

ь-
Гр

о
1

со

о

05
ю
°
<м

45 - -

ч?1 - -

си
1

о
<м
о

о>
г-
гр
СО

00

о
1

Гра>
<м

ь-
г-
о
о

1

00
о
см
о

00
<м
05

СО
ь-
00
о

00
СО
о
о
1

СО

чГ -

т-
г-
о
о

СО
00
о
о

о
о 0

,7
7

4

о
ю
о
о
1

СО
СО

о

о
<м
00
00
<м

Гр
<м
00
о>

Гр
05
с о 3

,6
4

7

5
5

,8
8

2 00
СО
ю
о 3

,4
8

4 05
05
05

ь-
ю
СО

<м 3
,2

9
9 СО

CN
о
ь-
ю

« J 1 ч * Ч 1

о * 00

^  |  1
7 00 05 1

£ - <м СО гр Ю 1 со - <м СО гр ю со

и 1



Т
аб

л
и

ц
а 

5.1
1

3 4 2  ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СХЕМЫ МЕТОДА УЛУЧШЕНИЯ ПЛАНА [гЛ . 5



Как видим, число итераций в новой реализации второго алгоритма 
сократилось на одну. Однако сокращение числа итераций, вообще 
говоря, не характерно для приведенного правила выбора вектора, 
подлежащего включению в базис. Сокращение трудоемкости рас
четов проявляется при сравнении вспомогательных таблиц 5.7 и 5 .И. 
Во втором случае вычислялось значительно меньшее число оценок Ду.

6.2. Приведем теперь сравнительную оценку обоих алго
ритмов метода последовательного улучшения плана. Расчеты 
по первому алгоритму связаны только с одним типом таблиц 
и более единообразны, чем вычисления по второму алго
ритму. При ручном счете это является большим преимуще
ством. Первый алгоритм позволяет также быстрее обнару
жить неразрешимость задачи. Как мы увидим из § 8, пер
вый алгоритм удобнее использовать при решении вспомога
тельной задачи, в которой определяется начальный опорный 
план исходной задачи. Наконец, первый алгоритм дает воз
можность включения в базис вектора Ak, при котором до
стигается максимально возможное увеличение линейной формы 
за итерацию:

—Aft6oft) =  max (— Ay6o;)).
/

Вычисления по второму алгоритму предъявляют менее 
жесткие требования к емкости оперативной памяти, чем 
расчеты по первому алгоритму. При первом алгоритме за
поминается таблица, отвечающая всем векторам условий. 
Объем информации, запоминаемой при втором алгоритме, 
определяется только векторами базиса. В мультипликативной 
форме второго алгоритма на каждом шаге регистрируется 
еще меньше данных.

В практических задачах процент нулей в матрице условий 
обычно весьма велик. В первом алгоритме после элементарно
го преобразования нулевые компоненты векторов условий пре
вращаются, вообще говоря, в ненулевые. Во втором алгорит
ме, в котором вся матрица условий не преобразовывается 
от таблицы к таблице, преимущество векторов условий 
с большим количеством нулей сохраняется на всем про
тяжении вычислений. В частности, во втором алгоритме весьма 
просто вычисляются оценки единичных векторов условий:

§  6 ]  ПРИМЕРЫ И СРАВНИТЕЛЬНАЯ ОЦЕНКА АЛГОРИТМОВ 3 4 3



При решении задачи по второму алгоритму вместе с оп
тимальным планом исходной задачи получается оптимальный 
план двойственной задачи (вектор Д* =  (А,*, . . . Д ^ ) ,  распо
ложенный в (m-f- 1)-й строке последней основной таблицы) 
и обратная матрица оптимального базиса. Эта особенность 
второго алгоритма весьма полезна для ряда приложений.

При решении задач по второму алгоритму приходится 
чаще обращаться к исходным данным, чем при использовании 
первого алгоритма. Поэтому естественно, что накопление 
ошибок вычислений во втором алгоритме происходит медлен
нее, чем в первом.

Сравним теперь оба алгоритма по числу операций умно
жения и деления на каждую итерацию.

В п. 2.4 было показано, что при решении задачи ли
нейного программирования по первому алгоритму в каждой 
итерации производится не более п - \-1 деления и т(п—т -\-1) 
умножений. В п. 5.3 было установлено, что каждая итерация 
при втором алгоритме метода требует не более 2т-\-\ опе
раций деления и м (п 1) умножений. Как видим, второй
алгоритм, связанный с преобразованием обратной матрицы 
и выбором вектора, вводимого в базис по наименьшей 
оценке Ду., требует, вообще говоря, большего числа опера
ций, чем первый алгоритм.

Число умножений в каждой итерации второго алгоритма 
сокращается, если, как это указано в п. 5.3, не связывать 
выбор вектора, подлежащего включению в базис, с вычисле
нием оценок Дj всех векторов условий. Однако в этом 
случае нельзя сравнивать трудоемкость обоих алгоритмов по 
числу операций на итерацию, поскольку решение задачи по 
разным алгоритмам потребует, вообще говоря, различного 
числа итераций.

В ряде случаев известное сокращение трудоемкости вы
числений обеспечивает мультипликативная форма второго 
алгоритма.

Заметим, что сравнительная оценка трудоемкости первого 
и второго алгоритмов в статье Вагнера [13], на которую 
ссылаются в ряде работ, не может быть признана объектив
ной. В этой статье указывается, что при п >  Зт первый 
алгоритм всегда связан с более трудоемкими вычислениями, 
чем второй. Определяя число операций умножения, исполь
зуемых в первом алгоритме, Вагнер предполагает, что оценки
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Ду вычисляются при первом алгоритме не по рекуррентным 
соотношениям (2.2), а непосредственно по формуле (5.1). 
Вывод, полученный Вагнером, был бы справедлив, если бы 
было признано рациональным производить контроль вычисле
ний после каждой итерации. В табл. 5.12 указано коли
чество умножений, необходимое для проведения отдельной 
итерации и для контроля в первом и втором алгоритмах 
метода последовательного улучшения плана. Из таблицы 
видно, что при п >  Зт первый алгоритм оказывается более 
трудоемким, чем второй. Однако, как уже отмечалось, вряд 
ли целесообразно контролировать вычисления на каждом 
шаге метода.

Т а б л и ц а  5.12
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I а л г о р и т м I I  а л г о р и т м

Проведение итерации т ( п  — т  +  1) т  (п -j- ш  -j- 1)

Контроль т  (п +1) т  (т  +  \)

Итого т ( 2 п  — т  +  2) т  (2 т  +  п  +  2)

Приведенная сравнительная оценка трудоемкости алго
ритмов не учитывает специфических особенностей отдельных 
классов задач линейного программирования. В задачах 
с матрицами условий, в которых высок процент нулей (на 
практике встречается большое количество таких задач), 
число операций на один шаг метода во втором алгоритме 
меньше, чем в первом. Мы уже видели, что наиболее трудо
емкий этап вычислений при втором алгоритме— вычисление 
оценок Д .— существенно сокращается для векторов условий, 
содержащих большое число нулей.

Пусть каждый столбец матрицы условий содержит не 
более am отличных от нуля элементов. Вычисление оценок 
А . требует при этом ат(п—т) умножений. Для преобра
зования главной части основной таблицы необходимо, как 
и прежде, т(т-\-1) умножений, а для вычисления элементов



направляющего столбца —т2 умножений. Общее коли
чество операций умножения на каждом шаге второго алго
ритма не превышает, таким образом, числа

am (п—т) -\-т (т +  1) + т2 = т [a/z-f-(2—а )т +  1].

Трудоемкость вычислений по первому алгоритму не зависит 
от числа нулей в исходной матрице условий. Общее число 
умножений на каждом шаге первого алгоритма равно 
т (п—т +  1).

Таким образом, при

т [ап-{~{2— a) m-j- 1] <  т (п— т + 1),
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т. е. при

п > 3—а 
1 —а т ,

второй алгоритм требует меньше операций умножения, чем 
первый.

Аналогичные оценки могут быть проведены для других 
частных классов задач линейного программирования.

Перечисленные в настоящем параграфе сравнительные ха
рактеристики обоих алгоритмов позволяют в каждой кон
кретной задаче отдавать предпочтение тому или другому 
из них.

§ 7. Случай двухсторонних ограничений

7.1. В § 5 гл. 4 было показано, что учет двухсторонних 
ограничений при решении задач линейного программирования 
методом последовательного улучшения плана не приводит 
к существенным изменениям вычислительной схемы и связан 
лишь с некоторым усложнением отдельных элементов каждой 
итерации. Изменения в алгоритме касаются в первую очередь 
способа определения вектора, подлежащего исключению из 
базиса, формул преобразования базисных переменных (коэф
фициентов разложения вектора

А 0 =  В -  2  XjA j)
/ _ 1Х

и оценок Ду. векторов условий.
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Рассмотрим изменения в структуре таблиц, которые сле
дует ввести при решении задачи с двухсторонними огра
ничениями по первому алгоритму. Таблица /, отвечающая 
/-й итерации в задаче, где переменные ограничены с обеих 
сторон, отличается от таблицы /, составленной в процессе 
решения задачи в канонической форме, тремя дополнитель
ными строками и двумя дополнительными столбцами (см. 
табл. 5.13). В строке (а, Р) такой таблицы над каждым век
тором условий, не вошедшим в базис, указывается значение 
соответствующей внебазисной переменной. Рядом с числен
ным значением ху удобно ставить букву а, если это левая 
граница, и р, если указана правая граница интервала изме
нения переменной х ;-. Позиции строки (а, Р), отвечающие 
векторам базиса, прочеркиваются.

Величины оценок Д</), которые в случае односторонних 
ограничений (см. § 3) вносились в (т+ 1 )-ю  строку, в слу
чае двухсторонних ограничений удобнее записывать 
в й строке таблицы. Таким образом, в этом случае

]  m  +  s ,  ] ’

Элементы, заполняющие ( т + 1 ) - ю и (m-f- 2)-ю строки, 
будут указаны ниже.

Справа от столбцов, отвечающих векторам условий, по
мещаются два новых столбца, Ak и у. Столбец Ak содержит 
коэффициенты разложения по векторам базиса вектора Ak 
со своим знаком, если xk = ak, и с противоположным зна
ком, если Xfo =  Р̂ , (Afo— вектор, включаемый в базис). Дру
гими словами, элементы столбца Ak равны

; & > = ( _  d m ?,

где v =  0 при xk = ak и v — 1 при xk — ^k.
В следующем столбце у записывается а (-, если в соот

ветствующей позиции столбца Ak стоит положительное число, 
и pf, если xfk <  0, т. е.

y(i) _  ( а,., если х\ь>0, 
\  р,-, если х {/к<0.

(7.1)

Позиции столбца у, для которых y f* =  — 00 или у{(,) =  оо,
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так же как и позиции, соответствующие xjk =  0, не запол
няются и прочеркиваются.

Каждый элемент последнего столбца 6 вычисляется как 
разность соответствующих элементов столбцов А0 и у, делен
ная на элемент столбца Ak из той же строки:

х(1)_v(h
Л 1 о Vt

х\Л ;■(/)i k
(7.2)

В {т-\~ 1)-й строке таблицы заполняются только пять пози
ций, отвечающие столбцам Л0, Ak, Aky у и 6. В (w 1 )-ю 
позицию столбца А0 записывается величина x im+ltQ = X k ) 

(ak или р^) — значение внебазисной переменной, отвечающей 
вводимому в базис вектору Ak. Позиция {т-\- 1)-го столбца 
Ak всегда заполняется числом Xm+ltk — — 1. Значения
хт+1, k, Ут + i и вда+i вычисляются по общим правилам фор
мирования элементов столбцов А%\ у и 0:

X m  + i ,  k =  Хпг + 1, k (— 1 )V ~  (— 1)V+1>

II ( a k, если 4° 
1 если х (и = <**.

в —Л )  _v(0
лт + 1 , о im + i = Р*~um + i о. 1 Ь

В (т+ 2)-ю  строку помещают величины Xm+2,j (j=  0, 1, . . т), 
необходимые для вычисления оценок А\1\  Формулы (7.4) 
для вычисления Хт+2, / приводятся в п. 7.2.

При решении задачи с двухсторонними ограничениями 
по первому алгоритму будем называть главной частью таб
лицы I часть таблицы, содержащую все позиции столбцов 
Л0, А1У Ап> за исключением (т-\- 1)-й и (т  +  3)-й строк.

Так же как и в общем случае, форма исходной таблицы О 
отличается от формы таблицы I дополнительной строкой С, 
содержащей коэффициенты Cj линейной формы задачи. Запол
нение таблицы 0 производится не по рекуррентным формулам. 
Величины Хц вычисляются из систем уравнений (см. (5.5) 
гл. 4), а оценки Ду из соотношений (5.6)—(5.7) гл. 4.



При использовании какого-либо из методов определения 
исходного опорного плана можно одновременно получить со
ответствующие значения коэффициентов x {j и оценок Ду.

7.2. Наметим теперь порядок вычислений при решении 
задачи линейного программирования с двухсторонними огра
ничениями по первому алгоритму метода последовательного 
улучшения плана.

Пусть /-я итерация закончена. В результате заполнена 
главная часть l-й таблицы и строка (т-j-З). Вычисления 
в ( /+  1)-й итерации приводят к заполнению (яг +  1)-й строки, 
столбцов Ak, у и 0 таблицы I и главной части ( /+1) -й таб
лицы. Первый этап ( /+1)-й итерации начинается с просмотра 
(т-\- 3)-й строки таблицы /. Если все Д/^^зО, имеет место 
случай 1°, и опорный план, полученный после l-й итерации, 
является решением задачи. При наличии векторов с отрица
тельными оценками (Ду<0) могут иметь место случаи 2° или 
3°. Случай 2° может возникнуть, если для некоторого j  
имеет место:

а) при X j ^ d j  для x tj > 0 aSi =  — оо, а для х ^ < 0 |3S. =оо, 
либо

б) при Xj— Ру для x {j> 0  pSi *= сю, а для Xy<0  a s. = —оо. 
Будем называть условия а) и б) признаками неразрешимости 
задачи с двухсторонними ограничениями.

Случай 2° свидетельствует о неограниченности линейной 
формы на множестве планов задачи.

Если неразрешимость задачи не установлена (т. е. если 
имеет место случай 3°), следует перейти ко второму этапу 
итерации. На втором этапе производятся следующие опе
рации:

1) определяется вектор, подлежащий включению в базис,
2) определяется вектор, подлежащий исключению из ба

зиса,
3) преобразуются коэффициенты х $  разложещ!я векторов 

условий по векторам базиса ( /=  1,2, . . . ,  т\ /==1у2, . . п),
4) преобразуются базисные переменные х\\$ и значение 

xln+2, о линейной формы задачи,
5) преобразуется строка (а, р),
6) преобразуются оценки Д//} векторов условий.
Рассмотрим каждую из перечисленных операций.
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1. В базис вводится вектор Ak с наименьшей оценкой 
ДЛЯ. Выбрав АкУ заполняют столбцы АкУ у и 0 и (/w +  1)-k> 
строку таблицы /.

2. Исключению из базиса подлежит вектор ASr, на кото
ром достигается

6<° =  min 0}°.
/

Если план вырожденный и 6^ достигается на нескольких век
торах, из базиса выводится вектор с наименьшим номером 
позиции. После обнаружения цикла используется более слож
ное правило, реализация которого описана в п. 7.4.

3. Коэффициенты х$  (1= 1, . . . ,  т\ 1, . . . ,  п) раз
ложения векторов условий по векторам базиса преобразуются 
по рекуррентным формулам (1.12), если 6^ достигается на 
одной из первых т позиций базиса. Если 0qZ) достигается на 
( т+ 1 ) - й  позиции таблицы, базис не меняется и коэффи
циенты Хц сохраняют свое значение, т. е. =  х\1} при
r = m +  1 (i =  1, 2, . . . ,  т\ / =  1, 2, . . . ,  п).

4. Базисные переменные преобразуются по рекуррентным 
формулам

v</+1)
•̂ го

Xio— QpXik при i+r,
Xm + i,o— ®Ol) (—  1)V+1 ПРИ i =  r,

(7.3)

Формулы (7.3) справедливы независимо от того, дости
гается ли Ьо1) на первых т или на ( т  +  1)-й позиции базиса. 
По этим же рекуррентным формулам (7.3) преобразуется 
значение х$+2, 0 линейной формы задачи. Для этого следует 
в (т +  2)-ю позицию столбца Ak поместить величину 
оценки вектора, вводимого в базис {Хт+2, k =  Д&*).

5. В строке (а, р) изменяется не более двух позиций. 
При г ^ т  вектор Ak вводится в базис, и, следовательно, 
позиция строки (а, Р), отвечающая этому вектору, прочер
кивается. В позицию, отвечающую вектору Л5г, исключен
ному из базиса, помещается граничное значение, которое приня
ла компонента лг*г,



3 5 2  ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СХЕМЫ МЕТОДА УЛУЧШЕНИЯ ПЛАНА [г л . 5

При г = т-]-\ базис не меняется. Поэтому позиция строки 
(а, Р), отвечающая вектору ASr> по-прежнему остается про
черкнутой, а граничное значение компоненты хк в строке 
(а, Р) меняется на противоположное.

6. Связь между оценками Ду/+1) и Ду/} также опреде
ляется тем, изменяется базис при переходе к новому плану 
или нет.

Пусть вначале г ^ т .  Введем обозначение 

Хт+2, j —  Zj^ c j ~  2  с р  J =  ^ • • • > я* ( 7 . 4 )i=i
Ясно, что

=  ( 1) *Хт + 2, / — Хт + 2, /> j — 1> 2, . . ., Tl, (7.5)
где

Vj— О, если Xj= a  у, и v^ =  1 при Xj = $ j.

Параметры Хт+г, / заполняют (т-\~ 2)-ю строку таблицы и 
преобразуются по тем же рекуррентным формулам (1.12), 
что и коэффициенты х{//  разложения векторов условий по 
векторам базиса. После преобразования параметров Xm+2t у 
по формуле (7.5) вычисляются преобразованные значения 
оценок.

Если r =  1, то (т-\- 2)-я строка, за исключением по
зиции, в которой записывается значение линейной формы, 
не меняется. При r = m -\-1 базис не изменяется и оценки 
всех векторов условий, 'за исключением Ak, сохраняются. 
Оценка вектора Ak меняет знак. Таким образом, при г —

л г Ч д “’„ , пр" 1Фк:  <7-б)I — Ду при j  — к.

Вычисление перечисленных параметров завершает ( /+  1)-ю 
итерацию и позволяет заполнить всю главную часть (/-(- 1)-й 
таблицы. Последующие итерации проводятся по тем же пра
вилам.

На рис. 5.3 приведена блок-схема отдельной итерации 
решения задачи линейного программирования с двухсторон
ними ограничениями по первому алгоритму метода последо
вательного улучшения плана.



7.3. Наметим порядок вычислений при решении задачи 
с двухсторонними ограничениями по второму алгоритму.

§  7] СЛУЧАЙ ДВУХСТОРОННИХ ОГРАНИЧЕНИЙ 3 5 3

Рис. 5.3.

Случай 1° 
(план

оптимален)

Случай 2® 
(задача 

неразрешима)

Учет двухсторонних ограничений заставляет внести не
большие изменения в структуру основных и вспомогательной

12 Д . Ю дин и Е. Гольш тейн
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таблиц, составленных в § 5 для канонической формы задачи 
линейного программирования.

Рис. 5.4.
В основные таблицы вводятся (как и при первом алго

ритме) два дополнительных столбца Ak и у. Столбцы запол
няются по тем же правилам, что и в первом алгоритме.
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Оценки условий задачи )\}р ( j ~  1,2, . , . ,  т) и *= L (X) 
помещаются не в (т + \)-ю строку, как в задачах, заданных 
в канонической форме, а в (т-\- 2)-ю строку. Строка {т-\~ 1) 
заполняется теми же параметрами, что и (т-\- 1)-я строка 
в таблице для первого алгоритма. В (w -f 1)-й строке за
полняются пять позиций:

е {1)^т +1, о— X x w _____ 1л т + \, k —  1 »№ :</> V+1

Y»* +  l  И f t m  + l   Рд.

Во вспомогательную таблицу после каждой итерации 
добавляется не одна строка, как в § 5, а две: (а, р)^> и 
Д(0. В верхней части вспомогательной таблицы целесообразно 
поместить строку «//Ру, в которой указываются величины 
левой и правой границ соответствующих переменных. По за
вершении /-й итерации заполняется главная часть l-й основ
ной таблицы и /-я пара строк в нижней части вспомогатель
ной таблицы.

Определение вектора Ak, подлежащего вводу в базис, 
проводится так же, как и в первом алгоритме. Вычисление 
коэффициентов разложения вектора Ak по векторам базиса 
и выбор вектора ASr, исключаемого из базиса, не отличаются 
от аналогичных операций во втором алгоритме при решении 
задачи в канонической форме. Однако, в отличие от прило
жения второго алгоритма к задачам в канонической форме, 
здесь возможен случай г — т + 1 .

Коэффициенты е\1/  разложения единичных векторов по век
торам базиса ( / = 1 ,  2, . . . ,  т\ у — 1, 2, . . . ,  т) преобра
зуются по рекуррентным формулам (1.21), если 0^ дости
гается при и сохраняют свои значения при r =  1.

Базисные компоненты плана — элементы столбца е0 =  
= В — 'У .х А 1— преобразуются так же, как и элементы

т х
столбца А0 в первом алгоритме:

.</+!> __.f elo— K!)Xik при 1фг,
"* I em+i,o — 0о° (— l)v+1 при i = r,

i=  1, 2, . . т.

12*
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Формулы (7.7) справедливы независимо от того, изме
няется базис при переходе к новому плану или нет. По этим же 
рекуррентным формулам преобразуется значение e^+2>Q линей
ной формы. Для этого следует поместить в позицию т-{- 2 
столбца Ak значение оценки

и - \ i l)^ т  + 2 , k  —

вектора, вводимого в базис.
Строки (а, Р) вспомогательной таблицы преобразуются 

по тем же правилам, что и в первом алгоритме. Параметры 
%р вычисляются по рекуррентным формулам (1.21) при 
i = m - (-1, j =  1, 2, . . п.

Параметры А р  вычисляются по формулам

А р  =  •

т  и \

aipi )~~cj  ПРИ xj = a/>
rn

Cf ~ Z i a ijM при ЛГу=  Ру.
(7.8)

Удобнее, конечно, всегда вычислять разности У^аукР— Су,
1=1

не задумываясь над значениями внебазисных переменных, а 
затем, пользуясь строкой (а, ($), изменить знаки в позициях, 
для которых Xj=  Ру.

На рис. 5.4 приведена блок-схема второго алгоритма для 
'задачи с двухсторонними ограничениями.

7.4, Отметим особенности реализации правила выбора 
вектора, подлежащего исключению из базиса, в вырожденных 
задачах с двухсторонними ограничениями.

При решении задачи по первому алгоритму целесообразно 
в качестве системы векторов /?• принять следующую совокуп
ность векторов:

{
при x i0< $ Si, 
при * I0 =  pSi.

(7.9)

При решении задачи вторым алгоритмом удобно исполь
зовать следующую систему векторов R t:

Rl=A^W\ Rz~ e  v . . .» Rf — Cf-i,
Rt + i =  et» •••» Rm==zemt (7.10)



СЛУЧАЙ ДВУХСТОРОННИХ ОГРАНИЧЕНИЙ 3 5 7§  71

Здесь — мерные единичные векторы; компоненты век
тора W определяются формулой

/  1 при *io<Psp
w i ~ \  — 1 при *10 =  pSi.

матрица базиса, индекс t выбран так, чтобы t-Vi коэф
фициент вектора AXW был отличен от нуля.

Нетрудно убедиться в том, что как система (7.9), так и 
система (7.10) удовлетворяют обоим требованиям, предъяв
ленным к системе R { в § 6 предыдущей главы.

7.5. Проиллюстрируем порядок вычислений, связанных с опре
делением оптимального плана задачи линейного программирования 
с двухсторонними ограничениями.

Пусть требуется обратить в максимум линейную форму
L(X) = x1 + 2* 2 +  З* 3 +  * 4 +  2*s +  3*б +  *7 —*8 —*9 —*1 0 —хп 

при условиях:
*1 +  *2 +2*3 +  3*4+ 2*5+3*5+ * 7 + * 8 = 7 ,

2*! + 3*2+  *3 +  *4 +  3*5+  2*б+ 2 * 7 +  * 9  = 8 ,
*1 +  2*2 +  3*з +  2*4 +  0 ,5 * 5 +  *« +  *7 + * ю  = 6*

2*!+ *2 +  3*з +  *4+  2*5 ■+ 3*5 +  *, + * п =7,
0 < * у < 1 ,  / =  1, 2 , . . . ,  7,

*у^0, 7 =  8, . . . ,  11.

Весь процесс решения задачи вторым алгоритмом метода после
довательного улучшения плана содержится в основных таблицах 5.14 
и вспомогательной таблице 5.15.

В качестве исходного базиса естественно выбрать единичный 
базис (Л8, Л9, Л10, Лп). Ему соответствует опорный план, у кото
рого базисные компоненты равны составляющим вектора ограниче
ний, а внебазисные равны нулю. Поэтому столбец е 0 основной таб
лицы 0, заполняемый составляющими вектора

содержит только’ компоненты вектора В.
Первые т  =  4 позиции столбцов е и  . . . ,  ех таблицы 0 обра

зуют единичную матрицу. (т  +  1)-я (5-я) строка заполняется после 
определения вектора, подлежащего вводу в базис. (т  +  2 )-я (6 -я) 
строка содержит значения оценок Яу условий задачи и значение ли
нейной формы. Так, значение линейной формы

L (Х) =  А,0 = — Ь 7— 1 *8 — 1*6— 1*7 =  — 28.

Остальные величины А,у(/ =  1 , . . .  , 4) равны коэффициентам линей
ной формы при соответствующих базисных переменных.
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В строке (а, р) нижней части вспомогательной таблицы, отве
чающей основной таблице 0 , показано, что в начальном опорном 
плане все внебазисные переменные совпадают с левой границей (aJ) 
интервала своего изменения (при заполнении вспомогательной таб
лицы следует лишь указывать, с какой из своих границ совпадает 
внебазисная переменная; величина граничного значения не исполь
зуется при установлении знака А/). В нашем случае все внебазисные 
переменные равны нулю (левой границе), и оценки Ау вычисляются 
по верхней формуле (7.8). Наименьшее значение А/, равное — 12, 
достигается на векторах Л8 и Л6. В базис может быть введен любой 
из этих векторов.

Введем для определенности Л3. В столбце Ak основной таблицы Q 
вносятся коэффициенты разложения Аг по векторам базиса,

х т + 1 , з =  *5, з ~  1» х т + 2 , 8 ^  Аз ^  12.
Столбец Ak совпадает со столбцом Ak, поскольку все внебазисные 
переменные равны своим левым границам. Первые т  =  4 позиции 
столбца у заполняются нулями. Величина

Y/a + i=Y s =  Ps =  l>
так как # 8 =  а3. Значения 0 вычисляются по формуле (7.2). На
пример,

0 2̂0 Уго_  ̂ ^_g

А _ А  _ ^ 5 0 ---- Y S 0 _ 0 ----- 1 _"т +1 — 7 5----- ~-----— j ~  1 •
*25

В нашем случае OW + 1 =  0S оказывается наименьшим числом в столбце в. 
Поэтому при переходе к следующей основной таблице 1 базис 
не меняется.

Переменная xSt отвечающая вектору Л3, в новом плане будет 
уже совпадать не с левой, а с правой границей интервала своего 
определения. Соответственно изменится и знак А3. Все остальные 
внебазисные переменные сохраняют свои значения, а соответствую
щие им векторы сохраняют свои относительные оценки. Из вспомо
гательной таблицы видно, что теперь наименьшая оценка отвечает 
вектору Л6 (А6 =  — 12). Вектор Лб вводится в базис.

Столбец eQ основной таблицы 1 содержит компоненты вектора

В нашем случае
е0 =  В—рзЛ8 =  В—А}.

Таким образом, при переходе от основной табл. 0 к табл. 1 вся 
главная часть таблицы, за исключением столбца А0 (позиции 1,2,  . . .  
. . . , т, т + 2), остается неизменной. Столбцы А& А& у и 0 и 
строка (m-f-1 ) заполняются, как и в предыдущей основной таблице. 
Минимальное значение снова достигается в (/га +  1)-й позиции. Сле
довательно, и на этой итерации переход к новому опорному плану 
не вызывает изменения базиса.



На следующем шаге (табл. 2 ) вектор As вводится в базис взамен 
единичного вектора Ап. В этом случае главная часть основной таб
лицы преобразуется по рекуррентным формулам (базисные компо
ненты опорного плана и значение линейной формы задачи вычис
ляются по формулам (7.7), а элементы ец обратной матрицы и отно
сительные оценки А,у условий задачи по формулам (1.21)).

После шести итераций все оценки Ду векторов условий стано
вятся неотрицательными. Оптимальный базис состоит из векторов 
Л3, Л4, Л5, Лб. Базисные компоненты решения

* 3 =  0,764, * 4 =  0,382, xs = 0,982, *б =  0,455.
Из внебазисных переменных отлична от нуля только * 2 =  I.

§ 8 . Вычислительные схемы определения исходного 
опорного плана

8.1. При изложении алгоритмов метода последовательного 
улучшения плана исходный опорный план предполагался за
данным.

В § 7 предыдущей главы приведены теоретические сообра
жения, обосновывающие возможность построения начального 
плана, и приемы, позволяющие объединить два этапа — вы
числение исходного плана и решение задачи. В настоящем 
параграфе приведены замечания о реализации соответствующих 
вычислительных схем.

Рассмотрим вначале способ вычисления исходного опорного 
плана, сводящийся к решению так называемой вспомогатель
ной задачи (см. п. 7 гл. 4). Для решения вспомогательной 
задачи можно, вообще говоря, воспользоваться как первым, 
так и вторым алгоритмом. Однако во многих случаях при
менение первого алгоритма к решению вспомогательной задачи 
связано с меньшим количеством вычислений. Дело в том, что 
в оптимальный базис вспомогательной задачи часто помимо 
векторов условий исходной задачи входят дополнительные 
единичные векторы е{ (искусственные векторы). Для замены 
единичных векторов на векторы условий задачи необходимо 
иметь коэффициенты разложения всех векторов Aj по соот
ветствующим векторам базиса. Коэффициенты x tj для всех j  вы
числяются при первом алгоритме и не вычисляются при втором.

При решении вспомогательной задачи нет необходимости 
в вычислении коэффициентов разложения искусственных век
торов по векторам базиса. Единичные векторы составляют 
начальный базис вспомогательной задачи. Однако в процессе
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решения задачи нецелесообразно включать в базис искусствен
ные векторы. Поэтому можно исключить из таблиц алгоритма 
столбцы, отвечающие дополнительным единичным векторам 
условий вспомогательной задачи.

Процесс решения вспомогательной задачи, для которой 
исходный план очевиден, приводит через конечное число 
шагов к случаю 1° (случай 2° здесь невозможен, поскольку 
линейная форма вспомогательной задачи ограничена сверху 
нулем). При этом могут представиться две возможности. 
Если максимальное значение линейной формы равно нулю, 
то базисные переменные вспомогательной задачи определяют 
начальный опорный план исходной задачи. Если в решении 
вспомогательной задачи не все искусственные переменные 
оказались равными нулю, то исходная задача неразрешима.

Пусть оптимальное значение линейной формы вспомога
тельной задачи равно нулю. Как уже указывалось, оптималь
ный базис может содержать дополнительные единичные век
торы. Соответствующие базисные переменные, естественно, 
равны нулю. Покажем, как можно, не меняя плана, заменить 
единичные векторы базиса векторами условий и дополнить, 
таким образом, базис до максимальной системы линейно не
зависимых векторов условий исходной задачи. Если в макси
мальной системе окажется т  векторов, то и ранг системы 
условий задачи равен т .  Если же максимальная система со
держит г<т  векторов, то в процессе преобразования базиса бу
дут выделены г линейно независимых равенств—условий задачи.

Рассмотрим таблицу, соответствующую последней итерации 
процесса решения вспомогательной задачи. Возможны два 
случая:

а )  все элементы x {j- главной части таблицы во всех строках, 
отвечающих дополнительным единичным векторам, равны нулю;

б) оптимальный базис вспомогательной задачи содержит 
дополнительный вектор е0 для которого по крайней мере один 
из коэффициентов Хц отличен от нуля.

В случае а  векторы условий исходной задачи, вошедшие 
в оптимальный базис вспомогательной задачи, образуют мак
симальную систему линейно независимых векторов матрицы 
A ~ \ \ a i j \ \ m x n .  Действительно, эти векторы принадлежат базису 
и потому линейно независимы. Кроме того, любой вектор 
условий разлагается по векторам базиса так, что коэффи
циенты разложения при дополнительных единичных векторах



базиса равны нулю. Следовательно, все векторы Aj разла
гаются по векторам условий исходной задачи, включенным 
в оптимальный базис вспомогательной задачи.

Рассмотрим теперь случай б. Пусть в /-й позиции базиса 
вспомогательной задачи содержится дополнительный единич
ный вектор е{ и при этом x ipi=0. Заменим в базисе вектор е{ 
на вектор условий А . Полученная система векторов оста
нется при этом линейно независимой и, как видно из рекур
рентных формул (1.12), элементы столбца А0 сохранят свои 
значения. Число дополнительных единичных векторов базиса 
оптимального плана вспомогательной задачи уменьшается, 
таким образом, на единицу, а план при этом преобразовании 
не меняется. Точно так же можно последовательно заменить 
векторами условий исходной задачи все дополнительные еди
ничные векторы, которым соответствуют по крайней мере 
по одному отличному от нуля коэффициенту x {j. Максималь
ная система векторов условий будет содержать т векторов, 
если из базиса оптимального плана вспомогательной задачи 
будут удалены все дополнительные единичные векторы. 
Максимальная система содержит г<т  векторов, если про
цедура замены дополнительных единичных векторов векто
рами условий исходной задачи приведет к таблице, в которой 
все элементы главной части, соответствующие т — г единич
ным векторам базиса, равны нулю. В последнем случае сле
дует отбросить строки таблицы, отвечающие единичным 
искусственным векторам. Дальнейший анализ (построение 
оптимального плана * исходной задачи) производится с матри
цей условий размером г х п .  Таким образом, в процессе 
решения вспомогательной задачи определяется начальный 
опорный план и выделяются независимые условия исходной 
задачи линейного программирования.

8 .2 . Проиллюстрируем приведенные рассуждения простым при
мером.

Пусть требуется определить исходный опорный план для задачи 
максимизации некоторой линейной формы L (X) при условиях;

+ 3 * 2—  * , +  4*4 +  * 5 =  8,
3*! +  2*2 +  2 * 8—  2*4— 2 * 5=  7,
5 * ! + 5 * 2 +  * 3 +  *4—  * 5 = 1 5 ,

* i + 4 * 2— 4*3 +  11*4 +  4 г5=  9,
* у ^ 0 ,  /  =  1, 2, . . . , 5.

Вспомогательная задача требует определения максимума линейной
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ф о р м ы
L  ( Х ) = —  ( * „ + * ,  + х 8 + х 9)

п ри  у с л о в и я х :
L l ( X ) + x t  = 8 ,

M X) +  *7 =7,
M X) +  * ,  = 1 5 ,

' MX) + * s =  9,
Х у ^ О ,  / = 1 , 2 ,  . . 9 .

З д е сь  L ,-(X )— л ев ы е  ч а сти  у с л о в и й  и сходной  за д а ч и . Р еш и м  
в сп о м о гат ел ьн у ю  з а д а ч у , п о л ь з у я с ь  п ервы м  а л го р и т м о м  м етода

Т а б л и ц ы  5 ,16  (0— 2)
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С х Б A  I A t a 2 A A 4 A 0
Номер
таб

лицы

— 1 Аъ  | 8 II 2 3 — 1 4 — 1 8/з

— 1 л 7
7 1 3 2 2 —2 —2

l 7a

—1 Л  1 1 5  1 5 5 1 1 - 1 3 0

—1 А д  | •  1 '
4 —4 * 11 4

9/4

- 1 1 -
—39 1 — 11 — 1 4 2 — 13 —2

—1
5/4 I 5U 2 — 17U 1 _ 2 5/s

—1 А 7
Ч '  1 5h 4 - l5/2 —4 5/s

—1 А з 15/4 1 15A 6 - 31/* —6 5/8 1

II 9/4 Vi 1 — 1 ” /* 1 -

- 1 “ “ 15/2 ( - 15/* — 12 51/2 12 -

| А3 5 / 8  1 5Is 1 - 17/8 — 1

—1 | А7 I 1

—1 1 * 2

II Ая 23/8 1 1 5/e

- i
— 1 -



последовательного улучшения плана. Ход решения ясен из приведен
ных таблиц (5.16). Как уже указывалось, искусственным векторам 
нецелесообразно отводить отдельные столбцы таблиц.

Оптимальный базис вспомогательной задачи содержит два искус
ственных вектора, Л7 и Л8. Как видно из табл. 2, коэффициент 
разложения вектора Л4 по векторам последнего базиса отличен от 
нуля. Поэтому можно заменить в базисе искусственный вектор Л7 

на вектор условий Л4. После преобразования последней таблицы 
получим табл. 5.17. Все элементы строки Л8 равны нулю. Следова
тельно, векторы Л8, Л4 и Л2 образуют максимальную систему 
линейно независимых векторов матрицы условий.
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Т а б л и ц а  5.17

Б Ао Аг Аа Аз А4 Аз

A3 5/8 1 *1* 1 — 1

А, 1

А8

А* 2S/8 1 7 8 1

Оптимальное значение линейной формы вспомогательной задачи 
равно нулю. Поэтому решение вспомогательной задачи определяет 
начальный опорный план исходной задачи. Кроме того, как видно 
из последней таблицы, линейно независимые условия исходной 
задачи могут быть переписаны в виде

5 5
-0 * 1  + * 3 - * 5 = 8 " ,

*4 =  0,
7 23

■g" Х 1 +  Х 2 “  8 ‘

Таким образом, в результате решения вспомогательной задачи 
не только найден начальный план задачи Х0 = ^ 0 , ~  , 0 , 0  ̂ ,
но и упрощена запись условий задачи.

8.3. Рассмотрим теперь реализацию М-метода, позволяю
щего совместить определение исходного опорного плана и 
решение задачи линейного программирования. Оптимальный 
план M-задачи, исходный опорный план которой очевиден, 
может быть вычислен либо по первому, либо по второму 
алгоритму метода последовательного улучшения плана.



ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИСХОДНОГО ОПОРНОГО ПЛАНА 3 6 9§ В]

Коэффициенты Су линейной формы Ж-задачи— линейные 
функции величины Ж:

Cj= C jM + Cj.
Поэтому и параметры Ду и будут линейными функциями Ж:

Ду =  ДуЖ +  Ду, l i = l iM + X i.
Отсюда и особенности таблиц в вычислительной схеме Ж-ме
тода. Вместо одной строки Д при решении Ж-задачи в таб
лицах первого и второго алгоритмов заполняются две строки —
строка Д коэффициентов при Ж и строка Д свободных чле
нов. Сравнение оценок Ду векторов Лу производится в соот
ветствии со следующим правилом:

Дл > Д д, если J  ал >_ал > 

I АУ, =  АЛ> но А/, >  А/.
В соответствии с этим оценка Ду считается положитель

ной, если Д у > 0  либо Ду =  0, но Д у > 0 .
При вычислениях по второму алгоритму последняя строка 

основных таблиц (строка ^-оценок условий задачи относи
тельно базиса) также заменяется на две строки — стро
ки К и А,.

Искусственные векторы, выведенные из базиса, исклю
чаются из рассмотрения при решении Ж-задачи. Поэтому 
дополнительные единичные векторы не включаются в столбцы 
векторов условий в таблицах, реализующих решение Ж-за- 
дачи. Нетрудно видеть, что приведенное правило, сокращая 
объем вычислений, не меняет сущности Ж-метода.

Процесс решения Ж-задачи через конечное число итера
ций приводит к случаю 1° или 2°. В случае 1° решение 
Ж-задачи определяет оптимальный план исходной задачи, 
если дополнительные переменные не вошли в решение. Все 
другие возможности приводят к неразрешимости исходной 
задачи (линейная форма неограничена на множестве планов, 
задачи или условия задачи несовместны).

Исключая отмеченные особенности, процесс решения Ж-за- 
дачи по первому или второму алгоритму метода последова
тельного улучшения плана проводится в соответствии с пра
вилами, изложенными в §§ 2 и 5,



8.4. Приведем пример использования М-метода для решения 
задачи линейного программирования, в которой исходный план не
очевиден. Вычисления будут проведены в соответствии со вторым 
алгоритмом метода последовательного улучшения плана.

Пусть требуется обратить в максимум линейную форму

L {X) =  хг -J- 2* 2 -J- 3*з +  * 4 +  2 * 5  -f- 3*б -f- * 7

при условиях:

*i +  х>2 +  2*3 + 3*4+ 2*5 +  3*в +  *7 =  7, \
2 * !  + 3 * 2 +  ^ 3 +  * 4  +  3*5 +  2 *g  +  2 * 7  =  8 , I
*1 +  2*2 +  3*з +  2 * 4 +  0,5*5 +  *3 +  2*7 =6, |

2*!+ * 2  +  3 *3 + *4 + 2*5 +  3 * 3  + 2*7 =  7 , J
* /^ 0 , /=  1, 2, ...» 7.

Начальный опорный план заранее не задан. Введем искусствен
ные неотрицательные переменные *8, *9, * 10 и хп и рассмотрим 
соответствующую М-задачу.

Требуется обратить в максимум линейную форму
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(8. 1)

(8.2)

L — L (X)— Af (*8 +  *9 +  *ю +  *и)

при следующих ограничениях:

L  i ( X ) + * s  п = 7 ,

L2(X) +  *9 =8,
+*ю - б ,

L&(X) + * п =  7,
*у^ 0 ,  7 =  1, 2, . . .  , И.

Здесь L (X)—• линейная форма (8.1), a L/ (X) — левые части усло
вий (8 .2 ) исходной задачи.

Ниже приведены основная и вспомогательная таблицы (табл. 
5.18 и 5.19), фиксирующие последовательное улучшение плана по 
второму алгоритму.

Таблицы не требуют специальных пояснений. Решение задачи 
получено за четыре шага. Оптимальный план задачи равен

0, 25 
16 1

А  о А
16 ’ ’ 8 }•

Максимальное значение линейной формы равно 137/16.
В рассматриваемом примере оказалось, что после исключения 

всех искусственных векторов из базиса план сразу оказался опти
мальным. В общем случае это может быть не так. После удаления 
из базиса искусственных векторов обычно получается опорный 
план, который в процессе последующего улучшения должен быть 
преобразован в оптимальный план.
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Т а б л и ц ы  5.18 (0—4)
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Т а б л и ц а  5.19
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8.5. Приведем некоторые замечания, позволяющие в ряде 
случаев упростить вычисление исходного опорного плана.

До сих пор мы связывали вспомогательную задачу и Ж-за- 
дачу с полным искусственным базисом — с т дополнитель
ными единичными векторами. Трудоемкость вычислений за
метно сокращается, если исходная задача содержит некоторое 
количество единичных векторов условий. В ряде случаев 
несложные преобразования позволяют уменьшить число искус
ственных переменных вспомогательной задачи или Ж-задачи.

Пусть условия задачи записаны в виде

2

i=  1, 2, т; /  =  1, 2, . . .  , п; Ь{
Как уже указывалось (§ 7 гл. 5), дополнительные неотрица

тельные переменные х п + { ( / = 1 , 2 ,  . . .  , т) позволяют свести 
задачу к каноническому виду. При этом значения дополни
тельных переменных х;п+. = Ь( определяют исходный опорный 
план задачи.

Пусть теперь условия задачи имеют вид
п

/=1
/ = 1 , 2 ,  дгу^О, / = 1 , 2 ,  . . .  , /г; 0.

Дополнительные переменные x n+i ( / = 1 , 2 ,  . . .  , т) позво
ляют и в этом случае свести задачу к канонической форме. 
Однако для получения исходного опорного плана здесь не
обходимо решить вспомогательную задачу (или Ж-задачу) 
с одним искусственным вектором. Имеем

п

2  aijXj- x n+ ; =  bit
/=1

/ =  1, 2, . . .  , т, Xj^z 0, / =  1,2, . . .  , п-\-т.
Пусть bs =  шах Преобразуем систему условий задачи к виду

п

2  К,- -  аи) хj  -  x n+s +  xn+i = Ь3— Ь{, i ф s,
П
% as;X/ — Xn+s= b s, * ,> 0 ,  j =  1 , 2 , . . . , п-\-т.
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Мы получили задачу, в которой при неотрицательных ком
понентах вектора ограничений имеется т — 1 положительных 
единичных векторов условий. Определение исходного опор
ного плана связано, таким образом, лишь с одним искусствен
ным вектором.

Пусть, наконец, условия задачи записаны в канонической 
форме:

п

2  aijxj ~  
/=i

/ = 1 , 2 ,  дгу^О, у* =  1, 2, . . .  , п.

Допустим, что все Ь ^ О  и по крайней мере одна из компо
нент вектора ограничений положительна.

Могут встретиться три случая:
а) среди векторов условий нет единичных векторов; 

в этом случае Ж-задача (или вспомогательная задача) содер
жит т искусственных переменных;

б) матрица Ца^Ц содержит г различных единичных векто
ров условий; в этом случае Ж-задача содержит т—г искус
ственных векторов;

в) матрица условий ||я .у || содержит единичную подмат
рицу порядка т; здесь начальный план очевиден, и необхо
димость в Ж-методе или в решении вспомогательной задачи 
отпадает.

В ряде задач линейного программирования имеются те или 
иные основания выделить из векторов условий систему из 
линейно независимых векторов. В таких случаях существенно 
упрощается определение исходного опорного плана. Пусть 
векторы Av Л2, . . .  , Ат линейно независимы. Разрешим си
стему уравнений

п

2  jX j  = =  /  =  1, 2, « • • )

относительно переменных х г, . . .  , хт. Получим
п

Xi =  X°i-{~ 2  Xijx /y
j  = m + i

где x°i и х°ц ( /=  1, . . . ,  т\ j =  1, . . . ,  л) —постоянные. Если 
все х]^ 2  О, то, полагая Xj — Q при у==/л+1,  полу
чим опорный план задачи. Х=(х°и . . .  , х°т) 0, . . . ,  0).
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Пусть теперь среди х] имеются отрицательные и пусть х° 
наименьшее из них. Вычтем почленно s-e уравнение из всех 
уравнений системы. Получим

Такое преобразование приводит к базису, составленному из 
т — 1 положительных единичных векторов условий задачи и 
одного искусственного вектора.

§ 9. Зацикливание в задачах линейного программирования
9.1. В § б предыдущей главы были указаны правила для 

отыскания вектора, выводимого из базиса, которые полнос
тью гарантируют от возможности возникновения цикла в про
цессе решения задачи линейного программирования. Реализа
ция предложенных правил, описанная в §§ 2, 5, как мы видели, 
связана с относительно трудоемкой дополнительной вычисли
тельной работой.

Поэтому совершенно естественным является вопрос о том, 
возможно ли в принципе образование цикла при решении 
задач линейного программирования методом последовательного 
улучшения плана и, если возможно, то насколько часто это 
может случаться. Настоящий параграф посвящен изучению 
условий возникновения цикла, которое приведет нас к ответам 
на поставленные вопросы. Все исследования будут прово
диться применительно к канонической форме задачи.

В дальнейшем нам понадобятся рекуррентные соотноше
ния, которые связывают параметры задачи, относящиеся 
к двум различным шагам (итерациям) метода улучшения 
плана. Для двух соседних шагов эти соотношения были 
получены в § 1. Выпишем их, предполагая, что на последую
щем шаге вектор Ak вводится в г-ю позицию базиса:

п п

(9.1)

( 9 .2 )



Здесь, как обычно, параметры, снабженные штрихом, отно
сятся к последующему шагу.

Применяя дважды формулы (9.1), (9.2), нетрудно устано
вить зависимость между параметрами задачи для любой пары 
шагов, разделенных одной итерацией. Допустим, что во 
второй итерации в г-ю позицию базиса вводится вектор Ak, 
в третьей итерации вг^ю позицию базиса вводится вектор Ak . 
В таком случае справедливы соотношения
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" __  хг% k xrj xrki xrt f

Xrx ki xrk xr k xrk
t — т Ф т i — г — 1, 2, 

7 = 0 ,  1,2, . . .  , n\

A”, =  A .- A ,  *'■ *Ду—Ч * ',/ _
1 1 k x r t k t x rk —  xr xk x r kl

A x rk xr J  x r tk x r iъ ------- 1-----1— “  , Г ф Гл.
kx x r k x r k ~ x r k x rk 1

(9.3)

(9.4)

Параметры, помеченные двумя штрихами, относятся к послед
нему шагу (в пределах трех рассматриваемых итераций).

Формулы (9.3) и (9.4) справедливы для случая, когда 
векторы Ak и Aki вводятся в различные позиции базиса, при
чем в (9.3) позиция i предполагается совпадающей с одной 
из них. В этом параграфе нам понадобится только такой 
случай. Мы не будем здесь приводить вывод формул (9.3) и
(9.4), а предоставим сделать это читателю (см. упражне
ние 11). Очевидно, соотношение (9.3) может быть легко 
приспособлено к случаю, когда 1 — гхф г . Для этого доста
точно заменить в нем индексы k и г соответственно на
к  и r i-

9.2. Допустим, что при определении вектора, подлежа
щего удалению из базиса, мы не будем пользоваться допол
нительным правилом, изложенным в § 6 гл. 4. Тогда выбор 
позиции базиса, в которую следует поместить вводимый век
тор, осуществляется одинаково просто как в невырожденном, 
так и в вырожденном случае. Именно, в качестве такой пози
ции принимается позиция г, для которой

Хитш
Щ > о Х'Ь

( 9 .5 )
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Здесь k — индекс вводимого в базис вектора условий Ak. 
Напомним, что условие целесообразности ввода вектора Ak 
в базис состоит в отрицательности его оценки Ak относи
тельно старого базиса. В вырожденном случае условию (9.5) 
могут удовлетворять несколько позиций базиса; в качестве г 
выбирается любая из них. Условимся говорить, что век
тор Ak— подходящий для включения в r -ю позицию базиса, 
если Ак <  0 и удовлетворяется условие (9.5).

Нашей задачей является исследование возможности об
разования цикла, т. е. получения в процессе решения 
задачи методом улучшения плана последовательности бази
сов вида

Стрелки между базисами соответствуют отдельным итера
циям метода.

Будем говорить, что цикл имеет длину d , если он обра
зован в результате d итераций. Таким образом, длина цикла
(9.6) равна t .

Очевидно, движение по базисам цепочки (9.6) не должно 
приводить к возрастанию линейной формы задачи, так как 
в противном случае переход от Bt_l к Б был бы невозможен 
(значение линейной формы убывать не может!). Поэтому для 
всех итераций, в результате которых образуется цикл (9.6), 
величины 60 должны быть равны нулю.

Отсюда, в частности, следует, что все элементы последо
вательности (9.6) являются базисами одного и того же опор
ного плана.

Допустим, что базис Бс+г образуется из Бг путем вве
дения в г-ю позицию вектора Ak. Тогда условия перехода 
от к E>i+i состоят в том, чтобы вектор Ak был подхо
дящим для включения в г-ю позицию базиса. В данном случае

Неравенство (9.7) указывает на отрицательность оценки 
вектора Ak относительно условия (9.8) эквивалентны

(9.6)

Поэтому эти условия имеют вид

<  О,

42  =  0 , хШ> 0.
(9.7)

(9.8)
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соотношению (9.5). Индекс (/) свидетельствует о том, что 
отмеченные им параметры относятся к /-му базису Bt це
почки (9.6) (параметры, связанные с базисом £, верхнего 
индекса не имеют).

Для дальнейшего нам понадобится также другая форма 
условий (9.7), (9.8), в которой фигурируют параметры, относя
щиеся к последующему базису Б1 + 1.

Для того чтобы вектор Ak был подходящим для включе
ния в г-ю позицию базиса при переходе от BL к Bl+V 
необходимо и достаточно выполнение условий:

Ail+1) >  0, (9.9)
4 +1)= 0 , 4 г+ ,)> 0 .  (9.10)

Здесь sr — индекс вектора А$г, который помещается вг-й 
позиции базиса Bt. Для доказательства этого утверждения 
воспользуемся рекуррентными соотношениями (9.1) и (9.2).

Учитывая, что лг^г= 1  и Д ^ =  0, получаем
A D

у (1 + 1) _  х го
“  М )  ’

x rk
(9.И)

& II

if
el

-

(9.12)

Д(^ +  1) __  ^ k
sr ~  М )  *

x rk

(9.13)

Из равенств (9.11), (9.12) вытекает эквивалентность усло
вий (9.8) и (9.10). Из равенства (9.13) следует эквивалент
ность (9.7) и (9.9).

9.3. Исследование возможности образования в процессе
решения задачи цепочки базисов вида (9.6) начнем с про
стейшего случая. Именно, допустим, что на протяжении всех 
итераций, образующих эту цепочку, новые векторы вводятся 
в одну и ту же позицию базиса. Прежде всего установим 
следующее вспомогательное утверждение:

Л е м м а  9.1. Пусть Б1+1 образуется аз Б t путем вклю
чения вектора условий Ak в г-ю позицию базиса. Если век
тор Ад оказывается подходящим для включения в г-ю пози
цию базиса Bl + V то он — подходящий для включения в г-ю 
позицию базиса Bt.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию леммы

А'г+,) < 0 . 4 +1) 0, 4 +, )> о . (9.14)

В соответствии с рекуррентными соотношениями (9.1) и (9.2),

(9.15)Д(' +,)Ад Д(/)-Ад
\(D </)
у(1) Хг(1 >
x rk

*Д+1>Xrj
.(/)о.
.</> ' 
rk

(9.16)

Из (9.16) для у =  0, q и последних двух соотношений 
условий (9.14) получаем

4 1 +,> =  о,
=  д.(/+, ) > 0 (ле<5> >  0).

Учитывая, далее, что А** <  0, >  0 и х (Гд >  0, имеем

д">=д<|'* ,> + 4 ! * Й < л Г , , <<>.
x rk

Итак, вектор Aq удовлетворяет условиям (9.7) и (9.8). Лемма 
доказана.

Пусть теперь при любом /,

^ = (Л /1 , Л., . . . ,  Am_lt A J ,  (9.17)

где AU — Ajt =  Av Б„ = Б.
Т е о р е м а  9.1. Цикл (9.6), состоящий из базисов вида

(9.17), невозможен.
Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы легко следует из леммы 9.1. 

Действительно, предположим противное. В таком случае век
тор Ах =  Ajt является подходящим для включения в r -ю пози
цию базиса при переходе от Bt_t к Bt = B. Следовательно, 
по лемме 9.1 вектор A1 = Ajt —подходящий для включения 
в г-ю позицию базиса при переходе от Bt_2 к Bt_l . Используя 
лемму 9.1 аналогичным образом в t раз, приходим к выводу, 
что вектор Аг является подходящим для включения в г-ю 
позицию базиса при переходе от В к Бг. Согласно усло
вию (9.7) это, в частности, означает, что оценка At век
тора A , относительно базиса В — (Лр Л2, . .  . , Am_v Ат) 
отрицательна.
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Но, с другой стороны, Д ^ О ,  так как вектор Ах входит 
в базис Б. Полученное противоречие убеждает нас в спра
ведливости теоремы.

Назовем число нулевых компонент опорного плана сте
пенью вырожденности этого плана. Из теоремы 9.1 следует, 
что для образования цикла (9.6) необходимо, чтобы степень 
вырожденности опорного плана, отвечающего базисам це
почки (9.6), была больше 1. Тот же вывод можно было бы 
сделать из результатов § 6 гл. 4 (см. упражнение 8 гл. 4).

9.4. Теорема 9.1 показывает, что цикл (9.6) может воз
никнуть лишь в том случае, когда в процессе его образо
вания обновляется не менее двух позиций базиса. Рассмотрим 
простейший случай из числа a priori возможных— в преде
лах цепочки (9.6) обновляются ровно две позиции базиса.

Примем для определенности номера этих позиций равными 
1 и 2. В данном случае базис Бь полностью определяется 
двумя векторами условий, расположенными в его первых двух 
позициях (содержимое остальных позиций остается неизмен
ным). Поэтому, записывая любой из базисов (9.6), будем 
указывать лишь векторы, находящиеся в позициях 1 и 2. 

Рассмотрим цепочку базисов вида

Б(Аг, Аж)-+ Б 1 (Аг1 А2) - > Б 2(А„ А ^ ) ^ Б г (А1У A J -+
-~»B(AV A2). (9.18)

Выпишем условия, при которых эта цепочка может образо
ваться. Поскольку Аг вводится в 1-ю позицию базиса при 
переходе от Б к Bv то согласно (9.7) и (9.8)

*1S> 0 ,  д з < ° -  (9.19)

На следующем шаге вектор Л4 вводится в позицию 2 базиса. 
Следовательно,

4 ?  > о ,  д ^ с о .

Выражая 4V и Д̂ 1* через параметры Б по рекуррентным 
формулам (9.1) и (9.2) (&=3,  г = 1 ) ,  имеем

vO> — у _Ъ* х *>0
* 2 4  ------  Х Ц  У  Л 1 4  ^

л 1 3

Д < »  =  Д 4 - ^ * и < 0 .
л 1 3

( 9 .2 0 )
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Обратимся теперь к четвертому шагу цепочки. На этом 
шаге в позицию 2 базиса помещается вектор Л2 вместо Л4. 
В результате образуется исходный базис Б. Воспользуемся 
условиями (9.9) и (9.10). В данном случае Б£ = БУ b’i + i =  5 > 
г =  2, sr =  4. Следовательно,

*г4 > 0 , Д4 >  0. (9.21)

Наконец, на третьем шаге цепочки (9.18) вектор Av рас
положенный в позиции 1, заменяется вектором Аг. Исполь
зуя снова соотношения (9.9) и (9.10), получаем

*13 >  о, Д(з3) >  0.

Выразим эти параметры базиса Z>s через соответствующие 
параметры базиса Б. Базис Бъ образуется из Б путем вклю
чения во вторую позицию вектора А4. Следовательно, со
гласно рекуррентным формулам (9.1) и (9.2)

* (1 3 - * 15- ^ * г,> 0 ,  Д(!) = Д , - ^ Х „ > 0 .  (9.22)
л 24 л 24

Итак, если цепочка (9.18) возможна, то должна выпол
няться система неравенств (9.19) — (9.22).

Исследуем эту систему. Учитывая второе неравенство
(9.21), условия (9.19) и второе неравенство (9.20), получаем

* 14 <  0. (9.23)

Поэтому второе неравенство (9.20) может быть переписано 
в эквивалентной форме

Д , < Д 4 ^ .  (9.24)Л14

Сравнивая (9.24) со вторым неравенством (9.22), имеем

А.
■̂ 23 ✓  Д  £l3
х ^  LAi х •Л24 Л 14

Но в соответствии со вторым неравенством (9.21) Д4 >  0. 
Следовательно,

■̂23 ^  1̂3 
2̂4 1̂4 (9.25)

Учитывая (9.23), можно переписать неравенство (9.25)
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в эквивалентной форме

(9-26)
л 2 4

Полученное неравенство (9.26) противоречит первому не
равенству (9.22). Это обстоятельство приводит к выводу о 
несовместности системы неравенств (9.19) — (9.22). Таким 
образом, возникновение цепочки вида (9.18) невозможно.

9.5. Увеличим теперь длину цепочки (9.18) на единицу. 
Приходим к новой последовательности базисов вида
B(AV Л2) - . ^ ( Л 3, А2) -+ Б 2(Азу Аа)-+

- + Б $(АЬУ Л4) - > £ 4(Л5, A2)-+ E (A v А2). (9.27)

Выпишем условия перехода от Б к Бг и от Бх к £ 2, исполь
зуя соотношения (9.7) и (9.8). Действуя так же, как и в 
предыдущем случае, приходим к неравенствам (9.19), (9.20).

Условия перехода от Б3 к Z>4 и от Z?4 к Бх могут быть 
получены с помощью соотношений (9.9) и (9.10) аналогично 
тому, как это делалось в случае цепочки (9.18). Опуская 
подробности, выпишем соответствующие неравенства:

> 0 > Д5 >
*24 =  * , * " " * „  >  0,

л 1 5

Д (4 * =  Д4 “ • х ц >  °- *15

(9.28)

(9.29)

Остается выразить условия перехода от Б2 к Бг через пара
метры базиса Б . В соответствии с соотношениями (9.7) и
(9.8), примененными к третьему шагу цепочки (9.27),

х{$  >  о ,  д ^  <  о.

Воспользуемся рекуррентными формулами (9.3) и (9.4) при
=  1, ri = 2, j  =  5, k = 3, k1 = 4. Получаем

Д 2 )  ^ 2 4 * 1 3  * 1 4 * 2 5  ^  Г1X 1 5  = -----------------  U ,
* 2 4 * 1 3 “ * 2 3 * 1 4

(2) _ д * 2 4 * 1 5  * 1 4 * 2 5  Д  * 2 5 * 1 8  * 1 5 * 2 3  Л5̂ —
■*■24 * 1 3  * 2 3  * 1 4  * 2 4  * 1 3  * 2 3  * 1 4

(9.30)

Таким образом, цикл (9.27) может возникнуть лишь при 
условии совместности системы неравенств (9.19), (9.20),
(9.28) — (9.31).
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Покажем, что эта система неравенств противоречива. Из 
первых неравенств (9.19) и (9.20) получаем

*«4* *1.—*М *1*>0- (9 '32)
Аналогично из первых неравенств (9.28) и (9.29) вытекает 

*,4*15— ХП ХЧ > ° -  (9-33)
Будем различать три возможности в зависимости от знака 
величины

Д =  *25 *15—*15 *2,- (9-34)
1. Допустим, что Д =  0. Тогда из (9.31), учитывая не

равенства (9.19) (второе), (9.32) и (9.33), получаем

Д5 < 0 .

С другой стороны, согласно (9.28)
Д5 >  0.

Следовательно, первый случай невозможен.
2. Пусть теперь Д >  0. В этом случае неравенство (9.31) 

может быть преобразовано к эквивалентному виду:

а4 >
* 2 4  * 1 3  * 2 3  - * - 1 4  Д

* 2 5 * 1 3  * 1 5 * 2 3

* 2 4  * 1 5  * 2 5  * 1 4  Д

* 2 5 * 1 3  * 1 5 * 2 3
(9.35)

Объединяя (9.35) и второе неравенство (9.20), имеем

А.?-4> Л . >
* 2 4  * 1 Я  *!2 3  * 1 4  Д * 2 4  *  1!

* 2 5  * 1 3  * 1 5  * 2 ,
•Д3- (9.36)

Учитывая неравенства (9.36), (9.32), (9.33) и второе из не
равенств (9.28), получаем при принятом допущении (Д >  0)

А,
* 2 5  * 1 4  

* 2 5  * 1 3

1 5  * 2 4  Д  

' 1 5  * 2 3
(9.37)

Поскольку Д3 <  0 (второе неравенство (9.19)), то очевидные 
преобразования (9.37) приводят к условию

* 1 5  ( * 1 4  * 2 3  * 1 3  * 2 4 )

* 1 3  (* 2 5  * 1 3  * 1 5  * 2 з )
> 0 . (9.38)

Отсюда, учитывая первые неравенства (9.19), (9.28) и усло
вие (9.32), приходим к выводу об отрицательности Д. 

Поэтому и второй случай не может иметь места.
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3. Остается проанализировать третью возможность, когда 
Д <  0. В этом случае неравенство (9.31) эквивалентно условию

д 4 <
* 2 4  * 1 3  * 2 3  * 1 4

* 2 5  * 1 3  * 1 5  * 2 3
д 5

* 1 5  Х Ы -

* 2 5  * 1 3

:25 * 1 4  Д  

* 1 5 * 2 3
(9.39)

Поскольку Д3 <  0 (второе неравенство (9.19)), Д < 0  и имеет 
место неравенство (9.33), то

* 1 5  * 2 4  * 2 5  * 1 4

* 2 5  * 1 3  * 1 5  * 2 3
Д* >  о .

Следовательно, неравенства (9.29) (второе) и (9.39) приводят 
к условию

* 2 4  * 1 3  * 2 3  * 1 4  Д  Д  £ l 4  Д

* 2 5  * 1 3  * 1 5  * 2 3  5 4 * 1 5  5
(9.40)

Из неравенства (9.40) и второго неравенства (9.28) легко 
следует

* 1 3  ( * 1 5 * 2 4 — * 1 4  *25) 
* 1 5  (*25 * 1 3  * 1 5  *2з)

> 0 . (9.41)

Условие (9.41) совместно с первыми неравенствами (9.19), 
(9.28) и неравенством (9.33) показывает, что

д
Мы снова пришли к противоречию.

Следовательно, третья возможность также не может быть 
реализована.

Таким образом, доказана несовместность системы нера
венств (9.19), (9.20), (9.28)—(9.31), связанной с последо
вательностью базисов (9.27). Это означает, что образование 
цикла вида (9.27) невозможно. Проведенный анализ позво
ляет сформулировать и доказать следующее общее утвер
ждение:

Т е о р е м а 9.2. Метод последовательного улучшения 
плана не может привести к циклу, длина которого 
меньше шести шагов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим произвольный цикл 
задачи линейного программирования. Пусть на протяжении 
этого цикла обновляется £ позиций базиса. В таком случае, 
очевидно, длина цикла не может быть меньше чем 2£. По
этому если существует цикл, длина которого не превосходит
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5, то число £<- g- .  Следовательно, необходимо рассмотреть

лишь такие циклы, в пределах которых обновляется одна 
или две позиции базиса. В соответствии с теоремой 9.1 
цикл, в котором обновляется единственная позиция базиса, 
возникнуть не может. Поэтому остается проанализировать 
случай 2. Минимальная длина цикла при ^ = 2  не может 
быть меньше четырех шагов. Следовательно, достаточно 
рассмотреть лишь циклы длины 4 и 5 при £ =  2.

Если в двух соседних итерациях некоторого цикла обнов
ляется одна и та же позиция базиса, то длина цикла может 
быть уменьшена на единицу. В самом деле, согласно лемме 
9.1 вектор, вводимый в базис во второй итерации, является 
подходящим для включения в ту же позицию базиса на 
предыдущей итерации. Следовательно, вторая итерация может 
быть опущена, что уменьшит длину цикла на один шаг. 
Отмеченное обстоятельство показывает, что при анализе 
циклов длины 4 и 5 можно ограничиться цепочками вида
(9.18) и (9.27) соответственно. Что же касается этих цепо
чек, то, как мы видели, возникновение их невозможно.

Теорема 9.2. доказана.
9.6. В соответствии с теоремой 9.2 попытки построения 

циклов, длина которых меньше шести шагов, заведомо 
обречены на неудачу.

Рассмотрим теперь цикл из шести базисов вида

Б(А1У Аг)-+  Бг (А,, а 9)-+ Б 9(А„ A ,)-+ B s (A6i Л4) —► .
- > £ 4(Л5, А9) - + Б 9(А„ A9) -* B (A v А9). (9.42)

Как обычно, в круглых скобках указываются векторы, рас
положенные в первых двух позициях базиса. Остальные 
позиции базиса в пределах данного цикла не обновляются 
(£ =  2).

Выпишем условия, необходимые и достаточные для обра
зования цепочки (9.42).

Прежде всего, первые две базисные переменные #10, х 20 
опорного плана X , отвечающего циклу (9.42), должны быть 
равны нулю. Первые три шага цепочки (9.42) совпадают 
с_первыми тремя шагами цепочки (9.27). Поэтому условия 
перехода от Б к Бг, от Бг к Z>2 и от Б2 к Б3 имеют вид
(9.19) , (9.20) и (9.30) — (9.31) соответственно.

5

13 Д. Юдин и Е. Гольштейн
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Условия перехода от Бь к Б , от £ 4 к Бъ и от Б3 к Б4 
проще всего получить, используя соотношения (9.9) и (9.10). 
Опуская преобразования, которые ничем не отличаются от 
соответствующих преобразований для цепочек (9.18) и (9.27), 
выпишем окончательные результаты

>  0, Д„ >  0 (9.43)

(условия перехода от Бъ к Б);

*15 =  *15 — j*  x2S >  0,л2б
Дб» =  Д5 —у -  хгъ >  0 (9.44)*26

(условия перехода от Б4 к Бъ)\

д14)=д„

(4)4 4 * 1 5  * 2 4  * 2 5  * 1 4

* 1 5  * 2 8  * 1 0 * 2 5
> 0 , (9.45)

* 2 4  * 1 5  * 1 4  * 2 5

* 1 5  * 2 6  * 1 8  * 2 5
Д £“3 л —*“ 3 «  д 9 >  о  (9 . 4 6 )

* 1 5  * 2 6  * 1 6  * 2 5

(условия перехода от Бг к Z>4).
Для вывода последних двух формул использованы равен

ства (9.3) и (9.4) для i — r =  2, =  1, =  6, ^  =  5, j = 4 .
Очевидно, неравенства (9.20), (9.44) (первые), (9.30) и 

(9.45) равносильны условиям

* 1 5  * 2 4  “ * 2 5 * 1 4  > 0 ,  1

* 1 5  * 2 8  “  * 1 8  * 2 5  > 9 . Г ( 9 - 4 7 )

* 2 4 * 1 8  * 2 3  * 1 4  '

Итак, условия, необходимые и достаточные для возник
новения цикла (9.42), имеют такой вид:

* 1 8  >  0 > . (9.48)
* 2 8  >  0 > (9.49)

* 1 5  * 2 4  — * 2 5  * 1 4  > ° . (9.50)
* 1 5  * 2 8  - * . 8  * 2 5  > 0 - (9.51)
* 2 4  * 1 8  * 2 3  * 1 4 (9.52)

А, <  0, (9.53)
А в >  0, (9.54)

II.
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<  0, (9.57)

>  О, (9.58)

(9.55)

(9.56)

В полученной системе неравенств (9.48) — (9.58) первые 
пять условий гарантируют положительность соответствующей 
компоненты разложения вводимого вектора по базису. По
следние шесть неравенств системы указывают на отрицатель
ность оценок вводимых векторов относительно текущего 
базиса.

Установим совместность системы (9.48) — (9.58), выделив 
некоторый класс ее решений. Для этого примем

При этих условиях неравенства (9.53), (9.54) выполняются 
автоматически. Неравенства (9.48), (9.49) эквивалентны тре
бованию

Неравенства (9.50) — (9.52) равносильны соотношениям

Учитывая (9.59), нетрудно убедиться в том, что условия 
(9.55)— (9.58) эквивалентны соответственно неравенствам

A1= A s= - A s= - A 5 =  a > 0 ,  (9.59)

(9.60)

р > о . (9.61)

Y2 — а 2 >  0, 
Yp- а б  >  0.

(9.62)
(9.63)

а +  р < 0 ,
(Y +  a ) ( P  +  a — Y — б ) > 0 ,

(9.64)
(9.65)

1 3 *
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Итак, система неравенств (9.48) — (9.58) при дополни
тельных предположениях (9.59), (9.60) равносильна системе 
неравенств (9.61)—(9.65). Займемся исследованием получен
ной системы, состоящей из пяти неравенств.

1. Допустим, что y > 0- Тогда согласно (9.62)

(Y +  « ) > ° - (9.66)

Учитывая (9.66) и (9.65), получаем

6 <  р +  a  — У- (9.67)

В силу (9.61) и (9.64) a <  0. Следовательно, (9.63) может
быть переписано в виде

в > й .a (9.68)

Сравнивая (9.67) и (9.68), имеем

1
-Y- (9.69)

С другой стороны, согласно (9.64) ^ <  1. Поэтому.

. yP
- Y < — [ t j - (9.70)

Сравнение (9.69) и (9.70) приводит к невозможному со
отношению:

[ р (х | <С 0.

Следовательно, если (а, |3, у, б) — решение системы 
(9.61) — (9.65), то y =  0 (при y =  0 не удовлетворяется не
равенство (9.62)).

2. Примем у < 0 . В таком случае неравенства (9.63), 
(9.65) переписываются соответственно в виде

6>{X|p, 6>|Y|-|p + a|.
Поэтому при 6 > | y I оба эти неравенства выполняются (со
гласно (9.64) у-&т<1). Остальные три неравенства эквива- 

I a I
лентны соотношению

0 < р<— а < — у.
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Следовательно, любой набор чисел (а, р, у , б), удовлетво
ряющий условиям

0 < р < - а < — y < 6 ,  (9.71)

является решением системы неравенств (9.61) — (9.65).
Выберем теперь произвольные числа а, р, уу б, связан

ные условием (9.71).
Определим с их помощью, руководствуясь формулами 

(9.60), параметры xtj. Затем подберем такие коэффициенты 
Су линейной формы задачи, чтобы оценки соответствующих 
векторов условий удовлетворяли равенствам (9.59). Тогда 
полученные параметры x(j  и Ау (г =  1, 2; у =  3, 4, 5, 6) 
являются решением системы неравенств (9.58) — (9.68), отве
чающей циклу (9.42). Итак, построен целый класс задач 
линейного программирования, в каждой из которых возможен 
цикл, состоящий из шести базисов.

Установленный результат и теорема 9.2 приводят к сле
дующему утверждению:

Т е о р е м а  9.3. Минимальная длина цикла в задачах 
линейного программирования равна 6 шагам.

9.7. Приведем пример, являющийся численной иллюстрацией 
рассуждений предыдущего пункта.

Рассмотрим следующую задачу линейного программирования 
с семью неотрицательными переменными и тремя условиями-равен
ствами.

Требуется обратить в максимум линейную форму

L  (X) — х$ х% -f- х$ х$

при условиях:
+  x 3 —  2x l — 3 x s +  4 x (i = 0 ,

Х2 ~f* Зх± 2х$ *8 == 6»
*3+ *4+ *5+  Х $ + Х 7 = 1.

Исходная таблица для этой задачи составляется очевидным 
образом (табл. 5.20). Из этой таблицы видно, что рассматриваемая 
задача принадлежит классу задач, построенному в предыдущем 
пункте. Для нее

а =*И=*2* =  ~  2»
Р==*13==*26:=:= 1,
У = Х21~Х15—
б=*2з—*16— 4,

■̂Ю —*20— 6»
о = —А3 =  А4 =  —Д5 =  Дб =  1.



Очевидно, условия (9.71) выполняются. Поэтому при решении этой 
задачи методом последовательного улучшения плана может образо
ваться цикл. Ниже приводится последовательность таблиц (она 
сведена в табл. 5.21), соответствующая искомому циклу.

На первом шаге в базис вводятся вектор Л3 (Д3= —1). Вели
чина 0о=О достигается на первых двух позициях базиса. Вектор 
условий А3 помещается в первую позицию базиса. Далее, в базис 
включается вектор Л4( Д ' = —1). Поскольку 0о=О достигается лишь

Т а б л и ц а  5.20
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на одной позиции (2), вектор Л4 помещается во вторую позицию 
базиса. В последующих итерациях в базис включаются векторы 
Л5, Л6, Лх, Л2 и помещаются соответственно в 1-ю, 2-ю, 1-ю, 2-ю 
позиции базиса.

Из табл. 5.21 видно, что при выборе позиции базиса, в которую 
следует поместить включаемый в базис вектор, неоднозначность 
имела место на 1-м, 3-м и 5-м шагах. В этих случаях выбор пози
ции осуществлялся произвольно. Естественно, если бы мы при этом 
руководствовались точным правилом выбора позиции, описанным 
в п. 2.3, то возникновение цикла было бы невозможно.

Воспользуемся, например, точным правилом на первом шаге:

В соответствии с правилом сравним отношения 

£ и = 1  и ^  =  0.
* 1 3  * 2 3
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Т а б л и ц а  5.21 (1—6)
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X XПоскольку —  > — , то вектор Л3 следует поместить во вторую
*13 *23

позицию базиса. Читатель может проверить, что, поступив таким 
образом, мы уже на следующей итерации увеличим линейную форму 
задачи.

9.8. Результаты настоящего параграфа показывают, что 
произвольный выбор позиции, в которую следует поместить 
включаемый в базис вектор, может привести к возникновению 
цикла. Однако, как мы видели, параметры задачи должны 
при этом подчиняться достаточно жестким ограничениям. 
Поэтому следует ожидать, что возникновение цикла — явле
ние редкое.

И в самом деле, до сих пор ни одна практическая задача 
линейного программирования не привела к циклу, хотя при 
решении подавляющего большинства из них не использова
лось точное правило выбора вектора, исключаемого из базиса. 
Первый опубликованный пример цикла принадлежит Билу [6]. 
В литературе встречаются также ссылки на неопубликован
ный пример цикла, построенный ранее Гофманом [36].

Таким образом, можно сделать следующие выводы.
1. Хотя принципиальная возможность зацикливания и су

ществует, при решении практических задач линейного про
граммирования следует использовать упрощенные правила 
выбора вектора, подлежащего удалению из базиса. Одно из 
таких правил указывалось в § 2.

2. При теоретических применениях метода последователь
ного улучшения плана учет точных правил, разработанных 
в § 6 гл. 4, обязателен. В противном случае класс рассмат
риваемых задач был бы заведомо сужен.

УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ 5
1. Рассмотрим семейство задач линейного программирования, 

зависящее от двух параметров (а и Ь).
Требуется обратить в максимум линейную форму

6
L (X )= 2

/= 1

х1 +  2хг—  xs +  axt +  bxs+  хв =  2, 
х х—З х 2 +  4л:3 +  Ьх4 +  а х й +  Ьх% =  7,
*!+ 5*2—2*,+ *4 +  6*5 +  a*8==5,

* /^ 0 , / =  1, 2, . . . , 6.

при условиях
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Указать диапазоны изменения параметров а и 6 , отвечающие слу
чаю 1° (план оптимален), случаю 2° (задача неразрешима) и случаю 3° 
(имеется возможность улучшения плана), применительно к опор
ному плану задачи

*  =  (1 , 2 , 3, 0 , 0 , 0 ).

Изобразить графически на плоскости (а, Ь) соответствующие 
области.

2. Пользуясь первым алгоритмом метода улучшения плана, 
обратить в максимум линейную форму

L  (Х) =  *! +  2* 2 — * 8 +  4*4 —Злс5

при условиях
*1- *2 + 3*5- *4 + 2*5^ 10,

2 * 2 +3*4— *5 ^ 6 ,
3*i +  4*2 +  *з +  2*4 +  *5 ^  25,

*/^5 О, / =  1,. . . , 5.

3. Решить упражнение 2, пользуясь вторым алгоритмом метода.
4. Использовать для решения упражнения 2 мультипликатив

ную форму второго алгоритма.
5. Решить упражнение 2, используя замечания п. 5.3 по опре

делению вектора, вводимого в базис.
6 . Составить блок-схему мультипликативной формы второго 

алгоритма.
7. Решить упражнение 2 при дополнительных ограничениях

* /< 1 , / =  1 ,2 ..........5,

рассматривая полученную задачу как задачу с двухсторонними 
ограничениями.

8 . Определить опорный план задачи линейного программирова
ния со следующей системой условий:

3 * !— 2* 2 +  * 3— 3*4 + 4 * 5 =  2,
5*j+  3*2—2*з+ *4+  *5 =  6,
*i 2 * 2  -J- 4*3 —— 2*4 = 3 ,

* у ^ 0 , / =  1, . . . ,  5.

9. Определить опорный план задачи со следующей системой 
ограничений:

5*!+  2*2— *8 +  3*4— *5+2*б =  6,
2 *t —3* 2 +  2 *з +  *4 +  2 *5 +  *б =  1 ,

16*!—5*2 +  4*3 +  9*4 +  4*5+ 7*б =  15, 

у =  1 , 2 , ..., 6 .



Выделить максимальное число линейно независимых уравнений 
системы и выписать эквивалентную задачу.

У к а з а н и е .  Воспользоваться замечаниями п. 8.1.
10. Обратить в максимум линейную форму

L  (X )  —  х 1- \ - х 2 — 3 * 3 +  * 4 +  * 5

при ограничениях упражнения 8 :
а) используя опорный план, найденный в упражнении 8 , как 

исходный план,
б) применяя М -метод.
И . Доказать справедливость формул (9.3) и (9.4)
12. Дана следующая задача линейного программирования: 
Обратить в максимум линейную форму

L {X)  =  * 3 х4 +  -^5 ^6

при условиях:
х х +2л;3—3*4 —5* 5 +  6 * 8 = 0 ,

* 2 +  — 5*4—3* 5 +  2*б = 0 ,
3*3+ *4 +  2*5 +  4*б +  *7=  1,
*у^50, /= 1 ,  2, . . . , 7.

Приняв в качестве исходного базиса векторы ( A lt Л2, Л7), 
убедиться в том, что процесс решения задачи без учета правила, 
гарантирующего от зацикливания, может привести к циклу.

3 9 4  ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СХЕМЫ МЕТОДА УЛУЧШЕНИЯ ПЛАНА [ГЛ. 5



ГЛАВА б

МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК

Из теории двойственности, изложенной в гл. 3, вытекает 
ряд методов решения задач линейного программирования. 
Синтез метода последовательного улучшения плана и ос
новных идей двойственности приводит к методу последо
вательного уточнения оценок. Впервые этот метод был 
описан Лемке [73] в 1954 г.

Решение задачи линейного программирования по методу 
последовательного уточнения оценок сводится к определе
нию оптимального плана сопряженной задачи. Двойственная 
связь обеих задач позволяет получить при этом и оптималь
ный план прямой задачи.

В п. 5.5 гл. 3 было показано, что компоненты оптималь
ного плана сопряженной задачи являются оценками влияния 
различных условий задачи линейного программирования на 
величину максимума линейной формы. Рассматриваемый здесь 
метод позволяет, исходя из приближенных (предваритель
ных) оценок условий прямой задачи (из начального плана 
сопряженной задачи), последовательно уточняя их, получить 
вектор точных оценок условий задачи (оптимальный план 
сопряженной задачи). С системой предварительных оценок 
условий, получаемой при каждой итерации метода, может 
быть связан n-мерный вектор X, который удовлетворяет 
условиям-равенствам прямой задачи, но может иметь отри
цательные компоненты. Системе оценок условий, опреде
ляемой в последней итерации, соответствует вектор X* 
с неотрицательными составляющими. Вектор X* является ре
шением прямой задачи. Таким образом, оптимальный опор
ный план получается в результате последовательного уточ
нения оценок условий задачи, что и целесообразно отразить



в названии метода. Наименование метода, принятое здесь, 
больше соответствует его существу, чем название двойст
венный симплексный метод, используемое в ряде работ.

Следует заметить, что при переходе от одной итерации 
к следующей значение линейной формы задачи монотонно 
убывает. Таким образом, в отличие от метода последова
тельного улучшения плана, где приближение к максимуму 
линейной формы происходит снизу, в методе последователь
ного уточнения оценок приближение к оптимуму осущест
вляется сверху.

Описание метода последовательного уточнения оценок 
производится по следующей схеме. Вначале (§ 1) формули
руется признак оптимальности и излагаются теоретические 
основы метода применительно к невырожденному случаю. 
В § 2 формальное описание метода дополняется двумя гео
метрическими интерпретациями.

§ 3 посвящен приложению метода последовательного 
уточнения оценок к решению задач линейного программиро
вания с переменными, ограниченными с обеих сторон.

В первых трех параграфах сопряженная задача предпо
лагается невырожденной. В § 4 устанавливаются правила, 
следуя которым можно использовать метод уточнения оце
нок для решения вырожденных задач с гарантией от зацик
ливания.

В § 5 и б излагаются две вычислительные схемы— два 
алгоритма, реализующих метод последовательного уточнения 
оценок. Каждый из алгоритмов предполагает заданным на
чальный опорный план сопряженной задачи. В § 7 рассмат
риваются различные методы определения исходного опорного 
плана сопряженной задачи. В последнем параграфе сравни
ваются методы улучшения плана и уточнения оценок и 
рассматривается вопрос об их совместном, применении.

§ 1. Основы метода

1.1. Запишем задачу линейного программирования в ка
нонической форме:

Требуется вычислить максимум линейной формы

L (X) = 'jtc  .xJ 
/ = 1

3 9 6  МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК [ГЛ. б
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при условиях:
п

2  == &/, £=1 ,  2 , . . . ,  тп\ 0*2)

Xj^s  0, / =  1 , 2 . . . ,  я. (1.3)

Как обычно, будем предполагать ранг матрицы || [|
условий (1.2) равным т. Задача, двойственная по отношению 
к задаче (1.1) — (1.3) (или сопряженная с ней), состоит в 
определении минимума линейной формы

т

£ ( П  =  2 М *  (1.4)/-1
при условиях

т

Yta-ijUi^Cj, / =  1, 2 , . . . ,  п. (1.5)

Более компактно прямая и двойственная задачи записыва
ются в следующем виде:

I ( X)  — (С, Х )-> т а х  при условиях А Х Т~ В , Х ^ О ;
L(Y) — (By F )-> m in  при условии Y A ^ C .

Введем некоторые понятия, связанные с сопряженной за
дачей.

План Y  сопряженной задачи называется опорным, если 
среди условий (1.5), которые он обращает в равенства, имеется 
пг линейно независимых условий (см. § 5 гл. 2).

Базисом опорного плана Y  сопряженной задачи (1.4) —(1.5) 
назовем произвольную систему из пг линейно независимых 
векторов условий ASi прямой задачи, для которых

(Y>ASy) =  р, =  1, 2, . . . ,  пь,

или, что то же самое,
пг

x^i M'==l» 2 , . . . ,  LI, (1*6)

Обозначим множество индексов (sltsti . .  . ,  sm) базиса 
опорного плана Y через ]у. Систему векторов А , . . . ,  As

§ 1]



являющуюся базисом некоторого опорного плана сопряжен
ной задачи, будем для краткости называть сопряженным 
базисом.

Опорный план Y сопряженной задачи называется невы
рожденным, если для любого вектора Ар не входящего в 
его базис,

(У, А )> с ,  (1.7)
(см. § 5 гл. 2).

Сопряженная задача (1.4), (1.5), все опорные планы ко
торой являются невырожденными, называется невырожденной 
задачей. Геометрически невырожденность задачи означает, 
что в каждой вершине многогранника (многогранного мно
жества) условий пересекается ровно т граничных гиперплос
костей.

В ближайших параграфах сопряженная задача будет 
предполагаться невырожденной.

С каждым опорным планом Y сопряженной задачи (точ
нее, с его базисом) удобно связывать некоторый ^-мерный 
вектор X , удовлетворяющий условиям (1.2) прямой задачи. 
Такое соответствие позволит в дальнейшем формулировать 
в терминах прямой задачи все построения, относящиеся к 
опорным планам сопряженной задачи.

Разложим вектор ограничений В по сопряженному базису 
(ASl, . . . ,  ASn„). Обозначим соответствующие коэффициенты 
разложения через x Sr ^-мерный вектор X , у-е компоненты 
которого ( / =1 ,  2, . . . ,  т) совпадают с xSi, а остальные 
равны нулю, будем называть псевдопланом прямой задачи. 
Компоненты xSi назовем базисными составляющими псевдо
плана, а остальные компоненты внебазисными переменными. 
Векторы сопряженного базиса, так же как и векторы базиса 
прямой задачи, помимо своих индексов характеризуются 
номерами позиций, занимаемыми ими в базисе.

Будем обозначать базисную составляющую псевдоплана 
x Si через x iQ в соответствии с позицией г, занимаемой век
тором As. в сопряженном базисе. Ясно, что компоненты 
псевдоплана удовлетворяют условиям (1.2) прямой задачи:

п т

2  Я,7 *7  =  2  ai s x =  Ь0 * = 1 , 2 ,  . т. (1.8)
/ = 1 Д = 1

Следует иметь в виду, что некоторые из могут быть
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отрицательными, так что X  не является, вообще говоря, 
планом прямой задачи. Будем в дальнейшем пользоваться 
терминами сопряженный базис и базис псевдоплана как 
синонимами.

Псевдоплан можно определить и независимо от сопряжен
ной задачи. Пусть £ =  (Л$1, . . . ,  ASm) — произвольная система 
линейно независимых векторов условий. Обозначим систему 
индексов Sj, . . . ,  sm через 1 и разложим векторы условий 
Aj (j=  1, 2, . . . ,  п) и вектор ограничений В = А 0 по век
торам системы S:

§ П

т

А/=  2  XijASi, i = i
(1.9)

т
В  =  А 0 — 2 ]  x io^si>

i=i
(1.10)

Введем такое обозначение:
т

Д /=  2  — Cj, У = 1 , 2 ,  . . п. (1.11)

Т е о р е м а  6.1. п-мерный вектор X, для которого 
jcs. =  Xfo, a Xj=  0 при j$ I ,  является псевдопланом в том 
а только в том случае, если все (у =  1, 2, . . . ,  п).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, векторы HSl, . . .  
. . . ,  ASm линейно независимы. Поэтому можно вычислить 
вектор Y = (y l1 . . . ,  у т)у составляющие которого удовлет
воряют условиям

т

2  =  Cs t .JLl = l
Имеют место следующие соотношения;

т т т

А /  =  2  ° S i X i j  ~ cj —  2 ( 2  а ^ У ^ )  x i j  ~ C j  =
1=1 1=1 JLl — 1

m m

=  2  л ( 2 в д « , * у ) — cj.
JLl — i i = i

Из формул (1.9) следует, что
т

аМ — 2  flHSiХц, ( 1. 12)
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поэтому
т т

А/ =  2  ^  х и — с} =  Д  — су (1 •13)

Из полученного соотношения вытекает эквивалентность обоих 
определений псевдоплана.

Следует подчеркнуть, что если план задачи определяется 
только условиями задачи, то псевдоплан определяется как 
условиями, так и линейной формой задачи.

Метод последовательного уточнения оценок основывается 
на применении метода последовательного улучшения плана 
к сопряженной задаче. Такой подход приводит к новому 
методу решения прямой задачи.

Рассмотрим некоторый опорный план Y = (y lt 
сопряженной задачи. Базис опорного плана У состоит из 
векторов ASl, . .  ., Asm- Ему соответствует псевдоплан X  
с базисными компонентами xSi ( i— 1, 2, . . . ,  т).

П р и з н а к  о п т и м а л ь н о с т и .  Если среди базисных 
компонент псевдоплана X  нет отрицательных, то псев
доплан X  оказывается оптимальным планом прямой за
дачи, а опорный план У—решением сопряженной задачи.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеет место следующая цепочка 
равенств:

т т т

L{Y)= 2  2(2  at, xs ) y t =
i = i г - i  |д,=1 Iх Iх

: 2  ( 2  ais yi) 2  cs xs|1~1 Iх / = 1 Iх Jl = l Iх Iх

=  2  CjXj =  HX).
/=i

Здесь второе равенство следует из соотношения (1.8) для 
составляющих псевдоплана. Третье равенство получено из
менением порядка суммирования. Четвертое соотношение 
следует из формулы (1.6). Пятое равенство справедливо по
тому, что внебазисные компоненты псевдоплана равны нулю.

При неотрицательных Xj псевдоплан X  является планом 
прямой задачи. Согласно лемме 1.2 гл. 3 планы взаимосо- 
пряженных задач, связанные соотношением

L(Y) = L(X))
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являются оптимальными планами соответствующих задач. 
Справедливость признака оптимальности установлена.

Заметим, что справедливость сформулированного признака 
непосредственно следует из второй формы признака опти
мальности для метода последовательного улучшения плана, 
поскольку условия второй формы признака выполняются для 
псевдоплана X. В общем случае приведенный признак явля
ется только достаточным условием оптимальности плана. 
Предлагаем читателю доказать, что этот признак оказы
вается необходимым и достаточным условием оптимальности 
плана, если исследуемый план У сопряженной задачи— не
вырожденный план (см. упражнение 1).

1.2. Пусть известен некоторый опорный план У сопря
женной задачи с базисом ASl, . . . ,  Л ^. Ему соответствует 
псевдоплан X  прямой задачи. Компоненты разложения век
тора ограничений В = А 0 и векторов условий Л;- прямой за
дачи по векторам сопряженного базиса могут быть вычислены 
непосредственно из уравнений

т
AJ = '% x ijAH, /  =  0, 1, 2, п. (1.14)

Параметр в формулах (1.14) — это коэффициент разложе
ния вектора условий Aj по векторам сопряженного базиса 
при векторе A&ii занимающем /-ю позицию в сопряженном 
базисе.

В дальнейшем нам понадобится еще один способ вычи
сления коэффициентов

т
XU=  s  а /еш / = 1 , 2 , . . . , / » ;  у =  0, 1,2, . . . , л ,  (1.15)

Д = 1
где eilx — коэффициенты разложения m-мерных единичных 
векторов е  ̂ ( ц = 1 ,  2, . . . ,  т) по векторам сопряженного 
базиса, т. е.

II «у L  =  и*,. Аъ ..........A s J -1. (1.16)

Формула (1.15) является следствием матричных соотношений

A j  =  A yX j  

Xj = A ylAp
или
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где

X j  ( ,  X2j> •••> x m j) T> A y  Hs p  A s2 , ^sm)*

В зависимости от знаков базисных составляющих псев
доплана и коэффициентов разложения векторов условий Aj 
по сопряженному базису следует различать три случая.

1° Базисные компоненты x iQ неотрицательны для всех i 
(i=  1 , 2, . . т).

2° Среди x h имеются отрицательные величины и по край
ней мере для одной из них все x iy^ 0  для j — 1 , 2, . . ., п.

3° Псевдоплан содержит отрицательные базисные компо
ненты x io, но для каждой из них среди коэффициентов x {j 
(j=  1, 2, . . . ,  п) имеются отрицательные величины.

В случае 1°, как это следует из признака оптимальности, 
псевдоплан оказывается оптимальным опорным планом прямой 
задачи. Ниже мы покажем, что в случае 2° задача линей
ного программирования неразрешима (условия прямой задачи 
несовместны), а в случае 3° можно перейти к новому опор
ному плану сопряженной задачи и, следовательно, к новому 
псевдоплану с меньшим значением линейной формы.

1.3. Чтобы упростить анализ случаев 2° и 3°, целесооб
разно проследить за изменением линейной формы (1.4) со
пряженной задачи при переходе от опорного плана У к но
вому плану,

Г (6)=  Y+Qe(i). (1.17)

Здесь e(n = (eilt . . . ,  eim); e{J-— определенные выше коэф
фициенты разложения единичных векторов

т
е ,=  (0, 0, 1, 0, 0)

У

по векторам базиса плана У. Чтобы не загромождать запись 
в обозначении вектора е{1\  номер базиса, которому соответ
ствуют составляющие этого вектора, не указывается.

Будем называть переход от плана У к плану У (0) эле
ментарным преобразованием плана F, связанным с векто
ром ASi сопряженного базиса,



ОСНОВЫ МЕТОДА 4 0 3§ 1]

Подставим компоненты вектора Y (6) =  {j/j (6), . . . ,  у т (6)} 
в левую часть условий (1.5) сопряженной задачи. Имеем

т т т
2  v > v  =  2  2

д - 1  г = 1  д - 1

Согласно формулам (1.15)
т
2  a je, = х и, / =  0, 1, . . п.

Д =  1

В частности, при j  £ ly = ( s l, st , . .  ., sm)

у , _  j  О ДЛЯ j  € iy, j=£sit
f-“  i 1 ДЛЯ y '= S ;.

В соответствии с этими формулами имеем

2  v - V
Д=1
т
2  auy>v+0» ц=1

2  в ^ + в ж , / ,
ц = 1

j  € ^  г' ^ 5|Ч

j=Si ,  (1.18)

J $ l y

Выше было введено обозначение (1.11):
т

А/ =  2  вц/Уц— «у. ; = i ,  2, . . л.
Д —1

Поскольку К = (<у1, j/^ )— план сопряженной задачи, то

Д у^О  для у =  1, 2, . . . ,  /г. (1.19)

Вектор У (6) будет планом сопряженной задачи в том и 
только в том случае, если

т
Лу(0) =  2  а ^ ( 6 )  — с, 3*0, j =  1,2,  . . п. (1.20)

Д — 1

Определим условия, при которых все соотношения (1.20) 
выполняются. Учитывая формулы (1.11), (1.18) и (1.20),



4 0 4 МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК [ГЛ. 6

получаем

Ау(6) =

Ау= 0 ,  если ] £ 1 у, ] ф з 0 
Ay-}- 0 =  0, если j ~ s iy 
Ау +  бл: ,̂ если j $ l v.

( 1. 21)

Из (1.21) при j = s { следует, что 0 ^ 0 .  Если лг^.^зО, то 
А у (0 )^Д у-^ О . Если л;/у.< 0 , то для соблюдения условий
(1.20) необходимо, чтобы

Ду(в) =  Ду +  вх17̂ 0 ,
т. е.

Итак, К(0) является планом сопряженной задачи (1.4),
(1.5) при всех 0 в интервале

О < 0 < 0 о, (1.22)
где

0о=  min ( — . (1.23)
*„<• \ ХЧ>

Если для j — 1, 2, . . . ,  /г, то 0 неограниченно сверху,
т. е. 0о =  <х>. Для невырожденного плана все Ау> 0 , ]ф \у, 
поэтому 0о>О.

Значение линейной формы L(Y) сопряженной задачи на 
плане Y (0) равно

т т

I[K(9)]= s  S  ^ ( Л  +  Ч ) *JLI — 1 г г Ц = 1

В соответствии с формулой (1.15) для у '= 0  имеем

т т

Xio — 2  apoei(л == 2  jui=i r jui = i
поэтому

L[Y(b)]=^L(Y) +  bxi0. (1.24)

1.4. Приступим к анализу случаев 2° и 3°, выделенных 
в п. 1.2.
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Пусть имеет место случай 2°: среди отрицательных ком
понент x io псевдоплана X  имеется составляющая хго, для 
которой jcry ^ 0 ,  j=r. 1, 2, . п. В этом случае К (6) — 
результат элементарного преобразования (связанного с век
тором Л8г) плана У—является планом сопряженной задачи 
при любом 0. Следовательно, как видно из соотношения 
(1.24) (при / =  г), линейная форма L (У) неограничена снизу 
на множестве планов сопряженной задачи. Согласно лемме 
1.3 гл. 3 это возможно лишь в случае несовместности усло
вий прямой задачи.

Заметим, что при исследовании метода последователь- 
нога улучшения плана неразрешимость задачи связывалась 
с неограниченностью линейной формы на множестве планов 
задачи. Случай несовместности условий задачи не встречался 
при анализе метода, поскольку мы с самого начала предпо
лагали существование начального плана прямой задачи. При 
исследовании метода последовательного уточнения оценок 
мы отправляемся от начального плана сопряженной задачи. 
Это обеспечивает ограниченность линейной формы прямой 
задачи, но вовсе не гарантирует совместность ее условий.

Рассмотрим случай 3°. Пусть псевдоплан содержит от
рицательные базисные компоненты, но для каждой из них 
имеются отрицательные коэффициенты x {j. В этом случае 
вектор У (Ь) будет планом сопряженной задачи при любом 
0 ^ 0 ,  не превышающем 60 из (1.23). Выберем отрицатель
ную базисную компоненту д ^ сО  псевдоплана X. По усло
вию, среди xrj- имеются отрицательные величины. Пусть 
значение индекса у, на котором достигается 0О, равно к:

Очевидно,
\  (®о) =  А* +  %xrk —

В соответствии с теоремой 2.1. гл. 4 система векторов, 
полученная из сопряженного базиса плана У заменой век
тора ASr на вектор условий Ak, является линейно незави
симой системой, так как по условию
довательно, У'— У(Ь0) является не только планом, но и 
опорным планом сопряженной задачи. Базис опорного плана 
У' получается из системы Л§1, А ^  заменой As<r на Ак.



В силу предположения о невырожденности задачи, Y' — 
невырожденный план, т. е. Ду.(6о)> 0  при jfyly'- Отсюда сле
дует, что б0 достигается только на одном векторе Ak. Таким 
образом, в невырожденных случаях вектор, подлежащий 
включению в базис, определяется однозначно.

Из формулы (1.24) видно, что при переходе от плана 
Y к Y' = Y(Q0) значение линейной формы сопряженной за
дачи уменьшится на

10<л-о1>° (в0> 0 , * „ < 0 ).
Заметим, что элементарному преобразованию 

плана Y в план Y' = Т ( 0 О) соответствует переход 
доплана X  к псевдоплану X'  в прямой задаче.

Значение линейной формы L (X) прямой задачи 
доплане равно значению линейной формы L(Y) на 
ствующем опорном плане сопряженной задачи. •

Действительно,
п  т  т  т

L(X)=  2  CjXj =  2  CjXj =  2  cS}.x io~  2  2  aiisiŷ  =
i - 1 / 6  l  у  i - 1  i — 1 Д = 1

m m  m

=  2  2 % s ^ i0=  2  y ^  =L(Y) .  (1.25)
Д = 1 i - 1 Д = 1

Таким образом, в случае 3° элементарное преобразование 
опорного плана Y сопряженной задачи, связанное с векто
ром ASr) приводит к уменьшению линейной формы L(Y). 
В терминах прямой задачи это значит, что в случае 3° можно 
перейти от псевдоплана X  к псевдоплану X'  с меньшим зна
чением линейной формы L(X).

Последовательные переходы от одного опорного плана Y 
сопряженной задачи к другому (или, в терминах прямой 
задачи, последовательные преобразования одного псевдоплана 
в другой) производятся до тех нор, пока будет получено 
решение задачи или установлена ее неразрешимость.

Каждый переход от одного псевдоплана к следующему 
составляет итерацию (шаг) метода последовательного уточ
нения оценок. При использовании этого метода для реше
ния задач с невырожденной сопряженной задачей мы не 
можем вернуться к уже пройденному раз базису. В против
ном случае опорные планы сопряженной задачи, полученные
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опорного 
от псев-

на псев- 
соответ-
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при различных итерациях, совпадали бы между собой. Но 
этого не может быть из-за монотонного убывания линейной 
формы сопряженной задачи. Таким образом, количество 
итераций, необходимых для решения невырожденной задачи 
(или установления ее неразрешимости) заведомо ограничено 
общим числом базисов сопряженной задачи, не превышаю-

Ст
п •

1.5. Наметим кратко порядок операций, связанных с от
дельным шагом метода последовательного уточнения оценок. 
Каждая итерация содержит два этапа. На первом этапе сле
дует выяснить, не является ли псевдоплан планом прямой 
задачи, и если нет, то разрешима ли задача. Для этого 
необходимо вычислить базисные составляющие псевдоплана 
(разложить вектор ограничений по векторам сопряженного 
базиса) и установить их знаки.

Псевдоплан оказывается планом и, следовательно, реше
нием задачи (случай 1°), если все его компоненты неотри
цательны. Если признак оптимальности не удовлетворяется, 
следует проверить, нет ли оснований утверждать, что усло
вия прямой задачи несовместимы.

Случай 2° (неограниченность снизу линейной формы сопря
женной задачи и, следовательно, противоречивость условий 
прямой задачи) имеет место, если для некоторой отрицатель
ной базисной переменной псевдоплана хго<0  все коэффи
циенты xrj неотрицательны.

И, наконец, случай 3° встречается, если при любом /, 
для которого а:,о< 0, среди коэффициентов х ^  имеются от
рицательные.

Таким образом, первый этап итерации приводит к одной 
из трех возможностей (случай 1°, 2°, 3°). Если имеет место 
случай 1° или 2°, процесс решения заканчивается. В случае 3° 
переходят ко второму этапу итерации. Второй этап заклю
чается в определении элементарного преобразования, приво
дящего к новому опорному плану сопряженной задачи и, 
следовательно, к новому псевдоплану прямой задачи с мень
шим значением линейной формы. На втором этапе итерации 
выбирается позиция г сопряженного базиса с отрицательной 
компонентой псевдоплана и определяется вектор Ak1 который 
должен заменить в сопряженном базисе исключаемый из 
него вектор ASr. Новый сопряженный базис образуется, таким 
образом, из векторов старого базиса заменой вектора



условий ASr на вектор Ak. На втором этапе вычисляются, кроме 
того, все параметры, необходимые для получения и исследо
вания нового псевдоплана. Анализ очередного псевдоплана 
производится на первом этапе следующей итерации.
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§ 2. Геометрические интерпретации метода 
последовательного уточнения оценок

2.1. В соответствии с двумя геометрическими интерпре
тациями задачи линейного программирования рассмотрим два 
геометрических истолкования метода последовательного 
уточнения оценок.

Начнем с первой геометрической интерпретации метода. 
Многогранное множество М условий задачи (1.1)—(1.3) 
содержится в общей части гиперплоскостей, определяемых 
равенствами (1.2). Опорные планы задачи соответствуют 
вершинам многогранного множества. Каждая вершина обра
зуется пересечением п независимых гиперплоскостей (т ги
перплоскостей отвечают условиям (1.2) и п — т соответ
ствуют нулевым компонентам опорного плана).

Выясним геометрический смысл псевдоплана. Компоненты 
псевдоплана X  удовлетворяют условиям (1.2) задачи, при 
этом внебазисные компоненты Xj ( j$IY) равны нулю. Кроме 
того, с сопряженным базисом, определяющим псевдоплан, 
связаны неотрицательные значения параметров

т
2  СНХ{]— С ^  0 
/ = 1

для у =  1, 2, . . . ,  п. Следовательно, в первой геометриче
ской интерпретации псевдоплану соответствует точка X  
пересечения п независимых гиперплоскостей (т гиперпло
скостей отвечают условиям (1.2) и п — т соответствуют 
внебазисным составляющим х ~  0 псевдоплана). Но в общем 
случае точка X , отвечающая псевдоплану X , лежит вне 
многогранного множества М. Чтобы уточнить геометрическое 
определение псевдоплана, необходимо выяснить геометриче
ский смысл условий

/  =  1, 2,  . . . ,  п.
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Определим многогранный конус Кх следующим образом:

i = l ,  2, т, (2.1)
/=1

0, j$IY = ( s v st , sm).

Конус Кх порождается некоторыми из гиперплоскостей
многогранного множества Ж, проходящими через точку X. 
Следовательно, конус Кх имеет вершину в точке X.

Дополнительное условие, которому следует подчинить 
геометрический аналог псевдоплана, заключается в том, что 
соответствующий ему многогранный конус Кх должен быть 
расположен в нижнем полупространстве, определяемом ги
перплоскостью линейной формы, проведенной через точку X. 
Другими словами, вектор С, указывающий направление воз
растания линейной формы, и конус Кх должны лежать по 
разные стороны гиперплоскости линейной формы, проходя
щей через точку X. Мы сейчас покажем, что это условие 
соответствует неравенствам

Д у > 0 ,  )=  1, 2, п.

Последнее же условие вместе с условиями
т

2 в ( » Л  =  ^» / =1 » т-Ц = 1
-*7=0, j$IY

^определяет псевдоплан задачи.
Итак, пусть S = { i4 Jt, . . . ,  }— линейно независимая

система векторов условий, a xs. и —коэффициенты разло
жения вектора ограничений В и векторов условий Л . по 
векторам системы S. Пусть, кроме того, s (-я компонента 
/г-мерного вектора X  совпадает с xs ( г=1 ,  т)> а все
остальные составляющие X  равны нулю. Тогда для любо
го /г-мерного вектора X' имеет место соотношение

L{X') = L { X ) -  2  v ; >  (2.2)
W y

где IY=(s„  . . . » sm). Справедливость соотношения (2.2) 
устанавливается так же, как и формулы (4.6) в § 4 гл. 5.
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Пусть теперь точка X  является псевдопланом задачи, 
а X' принадлежит конусу Кх. Тогда

Дj ^ 0, у =  1) 2.  . . . , / z

(X — псевдоплан), и

* ; > 0 ,  7$/к (* '€ * * ) .

Как видно из формулы (2.2), в этом случае

L ( X ' ) ^ L { X ) ,  (2.3)

т. е. произвольная точка конуса Кх и вектор С лежат по 
разные стороны гиперплоскости линейной формы, проведен
ной через точку X.

Пусть, наоборот, задано, что конус Кх лежит в «ниж
нем» полупространстве, т. е. для любой его точки имеет 
место неравенство (2.3). Выберем точку X' =  (л;', . . . ,  х'п) 
конуса КХ) для которой

Г •*>— ®x jj при n =  s,., / =  1, 2, т,
■%, =  '! 0 при n ^ j ,  (2.4)

I 6> 0 при [А =  у.

Условия (2.4) при 0 ^ 6 < о о  определяют лучи, порождаю- 
щие конус Кх . Легко непосредственно убедиться в том, 
что для выбранной точки X'

L{X') = L ( X ) - № j .  (2.5)

Сопоставляя соотношения (2.3) и (2.5), получаем
Ду> 0 .

Таким образом, соответствие между геометрическим 
изображением псевдоплана и его аналитическим определением 
установлено.

Будем называть точку X — геометрический аналог псевдо
плана— псевдовершиной многогранного множества М усло
вий задачи.

Следует подчеркнуть, что псевдовершина, так же как и 
псевдоплан, определяется не только многогранным множест
вом условий, но и линейной формой задачи. Заметим, кроме 
того, что некоторые из гиперплоскостей, образующих псе
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вдоплан, могут и не быть граничными гиперплоскостями 
многогранного множества М. Это относится к гиперплоско
стям, которые соответствуют условиям-неравенствам, являю
щимся следствиями остальных условий.

2.2. Изложим теперь в терминах прямой задачи геомет
рическое истолкование результата элементарного преобразо
вания опорного плана У сопряженной задачи в У =  К(60). 
Другими словами, приведем геометрическую интерпретацию 
преобразования псевдоплана X  в псевдоплан Х ' =Х ( Ь0).

Выберем гиперплоскость xSr = 0 , отвечающую отрица
тельной базисной компоненте x v псевдоплана X.

Гиперплоскость xS/t = 0  может иметь или не иметь об
щие точки с многогранным конусом Кх. Если пересечение 
гиперплоскости и конуса — пустое множество, задача нераз
решима— ее условия несовместны. Действительно, в этом 
случае весь конус Кх находится по ту же сторону от ги
перплоскости xs = 0 , что и псевдовершина X , для которой 
xSr < 0 . С другой стороны, конус Кх содержит многогран
ное множество условий. Помимо соотношений (2.1) коорди
наты точек области определения линейной формы задачи
(1.1) — (1.3) удовлетворяют еще условию 0 для j £ I Y 
и, в частности, xs ^  0. Полученное противоречие снимается 
только в том случае, если многогранное множество условий — 
пустое множество.

Пусть теперь гиперплоскость л; = 0  пересекает конус Кх. 
Общая часть полупространства xSr ^  0 и многогранного 
конуса Кх образует выпуклое многогранное множество Мх. 
Псевдовершина X —одна из его вершин. Каждая из вновь 
образованных вершин является соседней с точкой X. Будем 
перемещать гиперплоскость линейной формы, проходящую 
через псевдовершину X, параллельно самой себе в сторону 
убывания линейной формы, пока она не достигнет ближайшей 
вершины X'  многогранного множества Мх. Первая вершцна 
Мх , которую достигнет гиперплоскость линейной формы, 
является псевдовершиной многогранного множества М — гео
метрическим изображением псевдоплана, отвечающего опор
ному плану У'. План У' — К(0о) получен из опорного плана У 
сопряженной задачи в результате элементарного преобразо
вания, связанного с вектором As
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Докажем справедливость приведенной геометрической 
интерпретации преобразования псевдоплана X  в псевдоплан X ' .

Рассмотрим произвольную вершину многогранного мно
жества Мх. Эта вершина является пересечением т гиперпло
скостей, отвечающих условиям-равенствам (1.2) задачи, с 
гиперплоскостью xSr~ 0  и п — т — 1 гиперплоскостями 
Xj= 0 (jfyly), соответствующими внебазисным переменным 
псевдоплана X.  Так как всего внебазисных переменных 
п —т, то Мх может содержать не более п — т вершин, 
соседних с X.  Обозначим вершину Мх, для которой ^ > 0  
(t$IY) через X t. Чтобы получить компоненты точки X t из 
составляющих точки X , необходимо в соответствии с фор
мулами (2.4) при j — t увеличивать 0 до тех пор, пока я'Sr
не обратится в нуль. Разным вершинам X t множества Мх 
соответствуют значения параметра 6, определяемые из условия

*1 =  —0д: f =  0.sr Sr rz
Но < 0 , 6>0. Это значит, что вершина X t существует 
лишь при xrt<0. Следовательно, значения параметра 0, 
отвечающие вершинам X ty вычисляются из условия

9 = xt = i r  при х п< °-*rt
Величина x tAt с точностью до нормирующего множителя 

соответствует расстоянию точки X t до гиперплоскости ли
нейной формы, проходящей через точку X  (см. упражнение 2). 
Таким образом, ближе всего к гиперплоскости линейной 
формы находится вершина X k> для которой

* А  =  min * А  =  min т :  АXrt< 0 Xrt< 0 *rt
Базисная компонента jcSr псевдоплана X  отрицательна. По
этому

* A = K J m i n (  —  г )  • ( 2 -6 )r Xrt <о \ XrtJ
Таким образом, индекс k , на котором достигается ми

нимум отношения — — при xrt< 0 , определяет вершину
xrt

X ' —X k многогранного множества /Их, в которую переходит 
псевдоплан X . Из этих же соображений выбирается индекс
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k вектора, вводимого в сопряженный базис при элементарном 
преобразовании опорного плана Y в К(0О). С базисами 
опорных планов Y и Y' =  К(0О) связаны псевдопланы X  и X* 
соответственно.

Таким образом, установлено, что псевдоплан Х \  соот
ветствующий опорному плану Y \  изображается в приведен
ной геометрической интерпретации ближайшей к X  вершиной 
X' многогранного множества Мх. Точка Х \  так же как 
и X , является псевдовершиной многогранного множества М 
условий задачи.

2.3. Сформулируем теперь в геометрических терминах* 
все элементы отдельной итерации.

Первый этап интерации — это исследование псевдоплана на 
оптимальность. Если псевдовершина X  принадлежит много
гранному множеству М , то гиперплоскость линейной формы, 
содержащая X , оказывается опорной гиперплоскостью мно
гогранного множества М в точке X , и псевдоплан Х у будучи 
планом задачи, составит ее решение (случай 1°).

Пусть теперь псевдоплан X  не является планом задачи. 
Тогда среди его базисных компонент имеется xs < 0 . Для 
того, чтобы гиперплоскость xSr =  0 пересекала конус Кх, 
необходимо, чтобы она пересекала по крайней мере один 
из лучей (2.4), порождающих этот конус. Другими словами, 
должны быть выполнены при некоторых t условия

х[ =  х„ — Oxrt = 0.sr Sr п

Но xs < 0 , 0>О. Поэтому равенство л;'̂  =  0не может быть 
достигнуто, если все xrt неотрицательны. В этом случае 
гиперплоскость л;5г =  0 не пересекает конус Кх . Мы уже 
видели, что отсутствие общих точек у гиперплоскости 
jcSr =  0 и конуса Кх означает, что задача линейного про
граммирования неразрешима— условия задачи несовместны 
(случай 2°).

Если гиперплоскость xSr =  0 пересекает Кх , то следует 
перейти ко второму этапу итерации. Переход от псевдо
плана X  к псевдоплану X' с меньшим значением линейной 
формы L (X) соответствует перемещению из точки X  в бли
жайшую вершину X' многогранного множества Мх (слу
чай 3°). При переходе из точки X  в X' переменная х'сs г



обращается в нуль, а переменная x k (см. (2.6)) становится 
базисной составляющей псевдоплана.

Перемещая таким образом гиперплоскость линейной 
формы параллельно самой себе, мы уменьшаем от шага к 
шагу значение линейной формы. Конечность числа псевдо
планов гарантирует достижение максимума линейной формы 
за конечное число шагов. Из геометрических соображений 
ясно также, что неразрешимость задачи (отсутствие планов), 
если она имеет место, обнаружится опять-таки за конечное 
число шагов.

2.4. Проиллюстрируем приведенные рассуждения на примере 1 
§ 3 гл. 4.

Пример 1. Требуется обратить в максимум линейную форму 

L ( X )  =  5 x 1— *2—2 лг3 +  5* 4 +  5*5—*б
при условиях:
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-  2 * j  -f- 5*2 +  *з =  ю ,

* 1 —  * 2  +  * 4 ’  ̂У

*1 +  2*2 + * з = 6 ,
1 0 # |— 3-^2 ~ =  15,

0, /  =  1, 2 ,  . . 6 .

Р е ш е н и е .  Соответствующая сопряженная задача формули
руется следующим образом:

Требуется обратить в минимум линейную форму

L  (Y) =  \ 0 y 1 +  y 2 +  6 y s +  \ 5 y 1
при условиях:

--2  # !+ # 2 +  Уз+ Ю ^ 4 ^ 5 , (2.7)
% 1— # 2 +  2 #з— 3*/4 ̂  --  1 , (2 .8 )

Ух ^ - 2 , (2.9)
У 2 ^ 5 , (2 .1 0)

Уг ^ 5 , (2 . 1 1 )
# 4 ^ —1- (2 .1 2 )

Легко видеть, что замена неравенств (2.7); (2.8), (2 . 1 1), (2.12) 
на равенства приводит к системе четырех независимых уравнений, 
решение которых удовлетворяет условиям (2.9) и (2.10) как строгим 
неравенствам. Следовательно, начальный сопряженный базис состоит 
из векторов условий Лх/  Л2, Л5 и Лв*).

Вычислим базисные компоненты начального псевдоплана и ко
эффициенты разложения векторов условий по векторам начального 
сопряженного базиса.

*) Методы определения начального опорного плана сопряжен
ной задачи будут изложены в § 7 . '



Базисные составляющие псевдоплана удовлетворяют системе 
уравнений

4

i = i

где A Sl = А 1, A s2 = А 2, A ss = Л 5 и A s4 =  Лб. Таким образом,
=  1, 2, 3, 4) определяются из системы уравнений

§  2 ] ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ 4 1 5

10 =  — 2*10 +  5*20,
1 “  -̂ 10 2̂0»
^ === -^1 о 2 д̂ 20 +  Х$0 >

15 =  10 х^ о ЗЛГ20 -Т x ^q.

Отсюда лг10 =  5, л:20 =  4, л:30 = — 7, х А0 =  — 23 и, следовательно, 
X =  (5, 4, 0, 0, —7, —23).

Значение линейной формы на псевдоплане X  равно L (X )= 9 . 
Среди компонент псевдоплана имеются отрицательные величины. 
Поэтому X не является планом и, следовательно, не определяет 
решения задачи.

Разложим векторы условий по векторам базиса псевдоплана X. 
Имеем

4

Л у= 2  xijA$i’
i-1

Решая соответствующие системы уравнений, получим матрицу

10 |  1 - 0  0,

01 т  4 0 0’ .
0 0 —1 —3 10,

Среди коэффициентов х 3̂ и  x AJ-t соответствующих отрицательным 
базисным компонентам псевдоплана, имеются отрицательные вели
чины. Поэтому нет оснований предполагать неразрешимость задачи.

Таким образом, выбранный сопряженный базис привел нас 
к случаю 3°, когда имеется возможность перейти к очередному 
псевдоплану и уменьшить при этом значение линейной формы. 
Из сопряженного базиса исключается вектор Л$4 =  Лв, отвечающий 
наибольшей по абсолютной величине отрицательной базисной ком
поненте псевдоплана. Вектор A k, подлежащий включению в базис,
отвечает минимуму 0О отношения----- для отрицательных л:4.-.

* 4 /
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Параметры Ду вычисляются по формуле (1.13):
т

Д у = 2  Cs . X {j - C f .

/ = 1
В нашем случае

cSl =  c1 =  5, cS2==cz =  1> cs.3 =  сь =  5, cSk =  с6 =  1. 
Поэтому

A. =  6 . i + < - l ) l + 5 ( - l )  +  ( - l ) ( — j ) ~ ( - 2 ) = | .

A*= 5 ” 3 + {— +  5 (  — ^)  +  ( —  4  ( -----3 )  — .

Вычислим 0O:

Итак, 60 достигается на векторе Л4. Следовательно, вектор Л4 
должен быть введен в сопряженный базис вместо A b= A Si. В но
вом базисе вектор Л4 займет четвертую позицию и в соответствии 
с этим будет обозначен как A Si.

Для вычисления нового псевдоплана и коэффициентов разло
жения векторов условий по векторам нового сопряженного базиса 
нужно решить системы уравнений, аналогичные предыдущим.

Получим
у/ /105 65 69 101 \
Х - \ Ж  • 22 ’ ° ’ 44 ’ “  44 ’ ° J ’

1 0  22 0 0 7 2 ’44 44

0 1 £ -0  0 — 22 22

0 0 —32 0 1 — 71 ’ 44 44

0 0 23 1 ° — II44 44

Значение линейной формы на псевдоплане X ' равно L  (Х ' ) - =  
235*= . Знаки компоненты х3 0  псевдоплана и коэффициентов x3j

свидетельствуют о том, что мы снова имеем дело со случаем 3°. 
Исключению из базиса подлежит вектор A s —  A Ss с отрицательной 
составляющей псевдоплана. Вместо него в очередной базис вводится



вектор Л3, на котором достигается
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э =  min f  — =  min
\ xsjJ

13
: 23

Все коэффициенты x io разложения вектора ограничений В  по век
торам нового базиса положительны. Мы получили оптимальный 
план задачи:

/48 45 101 20 \
Л ”  V23 * 23’ 23 ’ 23 ’ ’ /

L  (.X ") = 93
23

2.5. Проиллюстрируем теперь на рассмотренном примере гео
метрическую интерпретацию решения задачи линейного програм
мирования по методу последовательного уточнения оценок.

Построим, так же как и в п. 4.2 гл. 4, задачу, эквивалентную 
примеру 1, которая поз
волит интерпретировать 
основные этапы итераций 
в плоскости (*„ х 2).

Эквивалентная зада
ча формулируется следу
ющим образом:

Требуется обратить в 
максимум линейную фор
му

L (X) = x1-j-x2 
при условиях:

— 2*!+  5*2 <  10,
*2<  1,

*, +  2*2<  б,
1 Олт!—Зх2 ^  15,

*, ^  0, х2^2 0.

Эквивалентной зада
че (а следовательно, и 
примеру 1) соответствует
область определения линейной формы, изображенная на рис. 6.1. 
Стороны многоугольника являются отрезками прямых

*, =  0, л:2 =  0,
лг3= 10  +  2л:, — 5л;2 =  0,
*4=  1 Xj +  *2=0,
*5= б— *, — 2*2 =  0, 

х 6 =  15 — 10*,+  3*2 =  0.

14 Д.  Юдин и Е. Гольштейн
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Штриховка вдоль прямой показывает полуплоскость, в которой 
соответствующая переменная неотрицательна. Стрелка ОС опреде
ляет направление, в котором следует смещать прямую (гипер
плоскость) линейной формы, чтобы увеличить значение L ( X ) .

Начальный псевдоплан А =  (5, 4, 0, 0, —7, —23), как легко 
непосредственно проверить, соответствует точке G (5 ,4) пересечения 
прямых *, =  0 и *4 =  0. Точка G является псевдовершиной много
гранного множества М условий задачи (многоугольника OABDEF). 
Действительно, многогранный конус К х  с вершиной в точке X  
(в нашем случае плоский угол AGF) находится в нижней полу
плоскости прямой (гиперплоскости) линейной формы M ' N \  прове
денной через точку G.

Проиллюстрируем геометрически переход к очередному псевдо
плану. Прямая *б =  0(*у = 0) разделяет псевдовершину G и мно
гоугольник условий М. В точке G компонента *б =  *у4 = — 23 <  0.

Прямая *б =  0 пересекает конус К х • Пересечение йолуплоскосТи 
* 6 < ; 0  и конуса К х  образует треугольник GQ'E (многогранное 
множество М х ) .  Первая вершина треугольника, которая достигается 
при перемещении прямой M ' N f параллельно самой себе в сторону
убывания линейной формы, это — вершина G '.  Точка =  j

является псевдовершиной многоугольника М — геометрическим об
разом псевдоплана

/105 65 0 69
V 44 ’ 22 ’ ’ 44 *

101
44 ° >

Аналогичные построения позволяют, отправляясь от псевдовер
шины G ',  перейти в точку D(G"), соответствующую псевдоплану 
X " .  Псевдовершина D  является в то же время и вершиной много
угольника условий. Поэтому псевдоплан X " является планом, а 
следовательно, и решением задачи.

2.6. Рассмотрим пример, приводящий к случаю 2°, когда задача 
линейного программирования неразрешима.

П р и м е р  2. Требуется обратить в максимум линейную форму

L  (А) =  5*j -J- 4*2 +
при условиях:

*1 +  2*2—*2 =  2,
4 * i +  3*2 +  *4 = 1 2 ,
4 * ! +  4 * 2 + * 2  +  * 4 + * 5 =  10,

О, / =  1.........5.
Р е ш е н и е .  В сопряженной задаче требуется обратить в мини

мум линейную форму £ 00 =  2f/1 +  12f/2 +  10|/j при условиях
#i+4</s +  4*/sS:5, (2.13)

2(/i +  З у г +  4 у ,  ^  4, (2.14)
— Ух +  Ух Ss 0, (2.15)

V t +  f/зЗгО, (2.16)
(2.17)
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Нетрудно видеть, что если в условиях (2.13), (2.14), (2.17) за
менить неравенства на равенства, то решение полученной системы 
из трех линейно независимых уравнений будет удовлетворять усло
виям (2.15) и (2.16), как строгим неравенствам. Следовательно, 
начальный сопряженный базис можно составить из векторов усло
вий А 1У А 2 и A s.

Чтобы получить соответствующий псевдоплан исходной задачи 
и связанные с ним параметры, решим системы уравнений

S

В  =  2
i = i 
з

А з "  2  x is^S(*  
l~ i 

з
А4— 2  Xi^Sf  

i — l

Здесь A Sx =  A v  A S2= A 2, A S3 =  A S. Имеем

11*1/lb

4 0, 0,’ 5 ’ 5 ]

1 0 3
5 1 » .

0 1 - 4 
' 5

0 0 9
5

Базисные компоненты x 20 и x30 псевдоплана X  отрицательны, a 
коэффициенты x zj  разложения всех векторов условий по сопряжен
ному базису при векторе Л3 неотрицательны.

Следовательно, имеет место случай 2°. Задача неразрешима — 
ее условия несовместны.

Чтобы пояснить геометрически случай 2°, заменим, как и в 
примере 1, рассматриваемую задачу эквивалентной задачей, из ко
торой исключены неотрицательные переменные х3, х4, *5, а условия- 
равенства заменены на неравенства.

Эквивалентная задача формулируется следующим образом:
Требуется обратить в максимум линейную форму

L  (X) =  4*! +  х г
при условиях;

^+2*2^8 2,
4 х 1 +  3*2 <: 12,

* 1  +  Злс2 С  О , 

х г ^ 2  0, *2 ^  О*

14*
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Стороны многоугольника условий М ,  ограничивающие область 
изменения линейной формы задачи, определяются прямыми (рис. 6.2)

*, =  0, лг2 — 0,
*3 =  — 2 +  *,+2*2 =  0,
*4 =  12 —4*, —3*2=0,
*5=  — *, — 3*2 =  0.

Назначение штриховки вдоль прямых и стрелки ОС то же, что 
и в предыдущем примере.

Как легко непосредственно проверить, начальный псевдоплан
у /18 4 6 \  Р /18 4 \

а  =  , — g - , 0, 0, — g -  1 соответствует точке F  , — -  J  пе
ресечения прямых *3 =  0 и *4 =  0. Конус К х  в нашем случае сов

падает с плоским углом 
A F D .  Конус К х  находится 
в нижней полуплоскости 
прямой линейной формы 
M ' N ' ,  проведенной через 
точку F .  Следовательно, 
точка F —  псевдовершина.

Прямая *5 =  0, отве
чающая отрицательной ком
поненте псевдоплана (*5 =  

6
— *S0 — 5
общих точек с конусом К х  
(с плоским углом A F D ) .  Это 
возможно, как мы видели, 
только в том случае, если 
многоугольник условий — 

область определения задачи линейного программирования — пустое 
множество.

Последние рассуждения приведены только для того, чтобы про
иллюстрировать случай 2® в методе последовательного уточнения 
оценок и его геометрическую интерпретацию. Вообще же неразре
шимость примера 2° — противоречивость условий задачи — непосред
ственно видна как из условий эквивалентной задачи, так и из 
рис. 6.2,

не имеет

2.7. Приведем геометрическое истолкование метода по
следовательного уточнения оценок, соответствующее второй 
геометрической интерпретации задачи линейного программи
рования.

В п. 1.2. гл. 3 описана геометрия пары взаимосопряженных 
задач линейного программирования в (яг+1)-мерном прост
ранстве точек и = ( и 1У . . . ,  ит + 1). Напомним, что расширен
ные векторы условий Лу.( /= 1 ,  2, . . . ,  п) порождают в



(w +  1)-мерном пространстве точек U выпуклый многогран
ный конус К, соответствующий множеству /z-мерных векто
ров с неотрицательными компонентами. В пространстве U 
рассматривается, кроме того, прямая Q, для которой

и { = Ь {, 1, 2, . . т %

и т + 1 =  ^  — 0 0 < t < 0 0 .

Планам X  прямой задачи соответствуют те и только те 
точки U, которые принадлежат как конусу К, так й прямой 
Q. Оптимальному плану прямой задачи соответствует верх
няя (в смысле оси Оат+1) точка пересечения прямой Q и 
конуса К.

Геометрическим образом множества планов сопряженной 
задачи в {т-\- 1)-мерном пространстве точек U является 
совокупность гиперплоскостей, содержащих начало коорди
нат и расположенных над конусом К. (Конус К и вектор 
(О, . О, 1) лежат по разные стороны гиперплоскостей.) 
Оптимальный план сопряженной задачи соответствует гипер
плоскости, проходящей через начало координат и «верхнюю» 
точку пересечения прямой Q с конусом К  и расположенной 
«над» конусом К.

Поясним теперь геометрический смысл метода последо
вательного уточнения оценок. Расширенные векторы базиса 
начального опорного плана сопряженной задачи определяют 
гиперплоскость П, проходящую через начало координат и 
расположенную над конусом К. Гиперплоскость П содержит 
т расширенных векторов Aj и, следовательно, содержит 
некоторую w-мерную грань конуса К. Если вектор, соответ
ствующий верхней точке пересечения прямой Q и конуса /С, 
принадлежит указанной грани, то гиперплоскость П опреде
ляет оптимальный план сопряженной задачи (случай 1°).

Пусть теперь прямая Q пересекает гиперплоскость П 
в точке X , выше верхней точки пересечения прямой Q и 
конуса К. Точка X  соответствует некоторому псевдоплану 
прямой задачи. Пусть некоторая базисная компонента я 
псевдоплана отрицательна, а все коэффициенты ^ р а зл о ж е 
ния векторов условий по сопряженному базису при векторе 
ASr неотрицательны. Это значит, что в подпространстве 
ит+ 1 =  0 можно построить гиперплоскость Нт_1 размерности 
(т — 1)> разделяющую точку Б (определяемую вектором
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ограничений) и все точки Л у (определяемые векторами условий). 
Гиперплоскость Нт_1 яг-мерного пространства ат + 1 =  0 на
тянута на базисные векторы ASx, Л,а, . . . ,  Л ^ ,  ASr+l, . . . ,  АШл 
Уравнение гиперплоскости Нт_1 может быть записано в виде 
{A, U) =  0, где О — произвольная точка [подпространства 
ит+1 =  0, а вектор А ортогонален векторам Л^, . . . ,  As t
A sr+i> •••» A sm> T- e- И . ^ « )  =  ° ПРИ *= 1 > •••> r ~  1.
r - f l ,  m. Пусть для определенности (Л, Л )= 1 .
Вычислим скалярные произведения (Л, Лу) и (Л, 5). Имеем

т
(Л, л у.) =  2  i*y (Л» =  x r j  (^» А 8г) —  х гр

т
(Л, Я) = 2  ^ 0(Л, Л .̂) =  xro.

f = 1
Но дг^сО, xrj>0.  Следовательно, точки Лу и точка В ле
жат по разные стороны гиперплоскости (Л, £/) =  0.

Рассмотрим в (яг 1)-мерном пространстве 6/ гиперпло
скость Нт) натянутую на векторы ASi> . . . ,  ASr_^ ASr+lt . . .  
. . . ,  ASm и вектор ет+1. Гиперплоскость Нт разделяет пря
мую Q и конус К, порождаемый расширенными векторами 
Лу. Это следует из того, что разделяет в подпро
странстве ит + 1 — 0 вектор ограничений и векторы условий 
задачи. Следовательно, в рассматриваемом случае прямая 
Q и конус К не пересекаются. Прямая задача не имеет ни 
одного плана (случай 2°).

Предположим теперь, что прямая Q пересекает конус. 
Обозлачим через ASr расширенный вектор условий, отвеча
ющий отрицательной компоненте псевдоплана. Будем пово
рачивать гиперплоскость П вокруг векторов Л^, . . . ,  As , 
AS r 1, . . . ,  Asm таким образом, чтобы точка пересечения 
гиперплоскости и прямой Q опускалась (в смысле оси Оит + 1). 
Поворот осуществляется до тех пор, пока гиперплоскость 
П в процессе вращения не захватит один из расширенных 
векторов Лу, например Ak. Векторы Л^, Л5г-1, Ak ,
As , ASm образуют очередной сопряженный базис. 
Гиперплоскость определяемая этими векторами, соответ
ствует новому опорному плану сопряженной задачи. Точка
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пересечения гиперплоскости IIj с прямой Q является изоб
ражением очередного псевдоплана Х \  Значение линейной 
формы L (X) на псевдоплане X ' меньше, чем на псевдоплане 
X  (точка X'  расположена ниже точки X). Если проверка 
псевдоплана X'  на оптимальность и задачи на неразреши
мость не приводит к случаям 1° и 2°, следует применить 
к гиперплоскости IIj процедуру, аналогичную той, которая 
была применена к гиперплоскости П на предыдущем шаге. 
Последовательные повороты гиперплоскостей, отвечающих 
очередным опорным планам сопряженной задачи, проводятся 
до получения гиперплоскости П*, пересекающей прямую Q 
в точке Х*у расположенной на границе конуса К. Гипер
плоскость П* соответствует оптимальному опорному плану 
сопряженной задачи, а псевдоплан X * оказывается планом 
и, следовательно, решением прямой задачи.

Таким образом, в методе последовательного уточнения 
оценок приближение к оптимальному плану прямой задачи 
(к крайней верхней точке пересечения прямой Q и конуса 
К) осуществляется не изнутри конуса, как в методе по
следовательного улучшения плана, а извне.

2.8. Проиллюстрируем геометрическими построениями примене- 
ние метода последовательного уточнения оценок к определению оп
тимального плана задачи, решенной в п. 4. 3 гл. 4 методом после
довательного улучшения плана.

Напомним условия задачи.
Требуется обратить в максимум линейную форму 

L (X) =  10*! +  8*2 +  7*8 +  16*4 +  21 *5 
при соблюдении ограничений

4*г+  2*2+  б*з +  10*4+  5*5=  б,
9*j +  10*2 +  12,5*з + 18*4 +  1б,5*5=  14,

0, - / =  1, 2.........5.
На рис. 4.3 гл. 4 изображены векторы Л у и вектор ограниче- 

ний В ,  соответствующие расширенные векторы задачи и прямая Q% 
проходящая через точку В  параллельно оси O u s.

Плоскость П, определяемая расширенными векторами Л2 и Л5, 
проходит через начало координат и расположена над конусом /С, 
порожденным расширенными векторами условий задачи. Следова
тельно, плоскость П является образом опорного плана сопряженной 
задачи, а точка В 0 пересечения плоскости П с прямой Q соответ
ствует псевдоплану X  с базисом (Л2, Л5).

На рис. б.З плоскость П, образованная расширенными векто
рами условий Л2 и Л5, выделена. Двумерные конусы (плоские
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углы), порожденные расширенными векторами Л2 и Л5 и векторами 
условий Л2 и Л5, заштрихованы.

Точка В 0 лежит вне заштрихованного конуса (угла) —состав
ляющая х 2 псевдоплана X  отрицательна. Поэтому вектор А 2 должен 
быть исключен из базиса. Поворачиваем плоскость П вокруг век
тора Л5 так, чтобы точка пересечения плоскости и прямой Q

Рис. 6.3.

опускалась. Первый вектор, который будет захвачен при повороте — 
это вектор A v  Плоскость образованная векторами А г и Л5, 
является образом очередного опорного плана задачи (рис. 6.4).

Плоскость Щ пересекает прямую Q в точке В', расположенной 
на границе конуса /С. Следовательно, точка В ' является образом 
оптимального плана задачи. Базисные компоненты опорного решения 
задачи—это составляющие разложения вектора ограничений В  по

, 2 9 / 2
.векторам условий А х и Л5. Имеем *i0 “ 2 i > х ы ==2 \ ‘ ^ леД°ва*
тельно, оптимальный план задачи равен

* • ■ ( ! , о ,о ,0 ,1
)-■



Максимально достижимое значение линейной формы

М Х ' ) = В ' В = | р .
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Компоненты y lt у 2 оптимального плана Y  сопряженной задачи со* 
впадают с первыми /я =  2 компонентами направляющего вектора

плоскости П, (вектора Y  =  ( y lt у 2........у т , y m + i), ортогонального
и нормированного условием #>Л + 1 = —1).
Уравнение плоскости —

Точки A l (an , a2l, c t) и Л5 (ais, a 2i, с5) принадлежат плоскости 
Поэтому

^1«15+^25 =  С5.
Из этих уравнений вычисляются составляющие у х и у 2 реше

ния сопряженной задачи. В нашем случае
Л х =  (4; 9; 10), Л 5 =  (5; 16,5; 21),

поэтому оптимальный план сопряженной задачи совпадает с век-
v  /  24 З4  \тором у  j .



4 2 6 МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК [ГЛ. 6

§ 3. Случай двухсторонних ограничений

3.1. Рассмотрим задачу линейного программирования е 
двухсторонними ограничениями, состоящую в отыскании 
максимума линейной формы

L { X ) ^ c jX} (3.1)
/ = 1

при условиях
т

2  А/ Х~ в ,  (3 . 2)
l=i '

ау< д : / < р / . (3.3)

Здесь А ~ ( а 1р а 2/, ..., amj)T, B=(bv bt , ..., Ьт)Т. Как 
обычно, ранг матрицы (Av А2, ..., Ап) предполагается рав
ным 171,

Задача (3.1) — (3.3) исследовалась в § 5 гл. 4, где для 
ее решения был использован метод последовательного улуч
шения плана. Как и ранее, мы не будем предполагать, что 
все переменные задачи ограничены с двух сторон. Некоторые 
из них могут иметь лишь по одной границе. В этом случае 
соответствующая граница (а;. или р;.) полагается бесконеч
ной (ау= — оо или (Зу=оо).

В этом параграфе дается описание метода последователь
ного уточнения оценок, приспособленного к задачам с двух
сторонними ограничениями.

3.2. Сформулируем задачу линейного программирования, 
двойственную по отношению к задаче (3.1) — (3.3). В соот
ветствии с общими правилами составления двойственных за-
дач (см. п. 4.1 гл. 3), эта задача 
зации линейной формы

заключается в миними-

TYI
L(Y, Z',  Z*) =  2 ^ , — 2г=1 /е/' « / / + 2  Р / ijel"

(3.4)

при условиях
гп

2«;/у , - ^  z'j + б] z'i = cp 7 = 1 , 2, .... п; (3.5)

0, / £ / ;  0, j£l" . (3.6)
Здесь /  (/') обозначает совокупность индексов /, для кото
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рых ау.>  — оо ЗуСос),

б; =

б; =

1, если у£У', 
О, если у^У';

1, если у £ У", 
О, если j$l".

Проверка того, что задача (3.4) — (3.6) является двойствен
ной по отношению к задаче (3.1) — (3.3), предоставляется чи
тателю (см. упражнение 3).

Пусть вектор (Y; Z'; Z"), где

^ = С У 1. Уш> - -  у»)> Z ' =  K W ' .  -Z* =  { < } * / .

является произвольным планом двойственной задачи. Положим
т

Ду— i  a i/yi с/> 7 ~ Ь  2, ..., п. (3.7 )
i = 1

В таком случае

М . =  /  Ду> 0’ если Ж ( Р у= о о ,  ау>  — оо),
' у> ' 7 I Ду< 0 ,  если у$У' (ау. =  — оо, |}у.<оо).

Действительно, при ДУ" из (3.5) имеем

(3.7)

Второе условие системы (3.7) проверяется аналогично.
Допустим теперь, что У=(у1У у 2, ..., у т) — произвольный 

m-мерный вектор, удовлетворяющий условиям (3.7). Тогда 
найдутся такие я', у£У' и /!, у£У", что вектор (К, Z ', Z") 
окажется планом задачи (3.4) —(3.6). В самом деле, для 
этого достаточно положить

, [ А.-, если А ,^ 0 ,
Zt |  0, если Ду<0 U£l)>
„ f — Д,, если Д , < 0 ,

' / “ { 0, если Д; > 0  ( / € П .

Если у(ЦУ', у£У", то в соответствии с (3.7) Ау- ^ 0 ,  
вательно,

(3.8)

(3.9) 

следо-

Иу, *0- = Иу. П +  z r (Ap Y ) - A j = cУ
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Аналогично проверяется случай у £7' ,  j$I'\ При у £ / ' ,  у £7" 
(переменная Xj прямой задачи имеет две конечные границы)

(Ар у ) - Ь ) г )  +  8)гг {Ар

Согласно определению чисел z'j и Zj (у С У', у £7")

Отсюда следует, что вектор (К, Z ', Z") удовлетворяет j -му 
равенству системы (3.5). Заметим, что случай у$7', у(£7" не
возможен, так как каждая переменная прямой задачи пред
полагается ограниченной хотя бы с одной стороны. По опре
делению, z’.^z  0, z ' .^O.  Таким образом, вектор (Y, Z ', Z") 
действительно является планом двойственной задачи.

При фиксированном векторе К, удовлетворяющем усло
вию (3.7), z f. при у(£7" и z. приу(£/' определяются однозначно:

Если же у £ / ' ,  УСУ", то, как мы видели, для удовлетворе
ния у-го равенства системы (3.5) достаточно потребовать, 
чтобы

z ’ - zr Aj • (3.10)

Следовательно, при наличии переменных Хр ограниченных 
с двух сторон, каждому вектору К, подчиняющемуся усло
виям (3.7), соответствуют несколько планов двойственной 
задачи.

Выберем из этих планов такой, который связан с наимень
шим значением линейной формы (3.4). Для этого при. любом 
у ^ 7', 7" найдем неотрицательные значения z. и я", удовлет
воряющие равенству (ЗЛО) и такие, что — ctyz'j +  Р/ 
достигает своего условного минимума. Легко видеть, что 
искомые z'j и z . определяются в соответствии с (3.8) и (3.9):

* /=

Ду, если Ду > 0 ,  
0, если Ду<0; 

— Ду, если ДуСО, 
0, если Ду>0.
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Итак, величины z ', / £  / ', z., j £ У", которые определяют вме
сте с фиксированным вектором У план задачи (3.4) — (3.6), со
ответствующий наименьшему значению L (К, Z ', Z"), вычис
ляются по формулам (3.8) и (3.9).

Подставляя найденные величины z. и г" в линейную форму 
двойственной задачи, имеем

т п

1{Y) = L{Y, Z ', Z ' ) = 2  ^ , - S yA «  (ЗЛ1>
* = i /=1

где
J cty, если Д у > 0 ,
|  Ру, если Ду<0.

Поскольку нас интересуют планы сопряженной задачи, от
вечающие как можно меньшему значению линейной формы
(3.4), будем рассматривать лишь те из них, компоненты я' 
и которых определяются однозначно по формулам (3.8),
(3.9). Учитывая это, можно вместо планов сопряженной за
дачи рассматривать векторы

у = 0 \ .  У»> •••> л*)>
подчиняющиеся условиям (3.7).

3.3. Введем несколько определений.
Вектор У— (у1} у2у ут), удовлетворяющий условиям

(3.7), будем называть ядром плана задачи (3.4) — (3.6)-
Учитывая определение опорного плана, данное в § 5 гл. 2, 

можно проверить, что вектор У является ядром о п о р н о г о  
плана задачи (3.4) — (3.6) в том и только в том случае, если 
выполняются условия (3.7) и среди векторов Ар / = 1 ,  
2, ..., п имеются такие т линейно независимых векторов 
Asl, ASa, ASm, для которых

Asj =  (Asi, F) — cSj= 0 ,  / =  1, 2, m (3.12)

(см. упражнение 4).
Система линейно независимых векторов условий ASi> / =  1, 

2, ..., m, для которых имеет место соотношение (3.12), на
зывается базисом ядра У опорного плана двойственной 
задачи.
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Совокупность индексов векторов Ар составляющих базис 
ядра У, обозначим через 1у. В данном случае / у =  (slt st ,

Нетрудно показать, что для невырожденности опорного 
плана (К, Z ', Z") задачи (3.4) — (3.6) необходимо и доста
точно, чтобы его ядро У удовлетворяло условию

Aj~ (A j, У) — суФ0 при jfyy (S.13)
(см. упражнение 5).

В этом параграфе двойственная задача (3.4) — (3.6) пред
полагается невырожденной. Поэтому ядра всех опорных 
планов задачи должны подчиняться требованию (3.13).

Как и в случае канонической формы задачи линейного 
программирования, с каждым опорным планом двойственной 
задачи целесообразно связать некоторый ^-мерный вектор X* 
удовлетворяющий уравнениям (3.2).

Пусть У= (yv у2, ут) — ядро опорного плана задачи
(3.4) — (3.6). Определим вектор X = ( x v xti ..., х п), руко
водствуясь следующим правилом: 

а) если Д /у, то
( а, при А;> 0 ,

* / = (  ру при Ау< 0 ; (ЗЛ4)

б) остальные составляющие вектора X  вычисляются из 
соотношения

2  ь Л , = В -  2  (3.15)
i n Y i t iY

Очевидно, вектор X  удовлетворяет условиям (3.2) пря
мой задачи.

Вектор Х у связанный с ядром У опорного плана двой
ственной задачи (или, точнее, с базисом этого ядра) соот
ношениями (3.14) и (3.15), будем называть псевдопланом 
прямой задачи (3.1) — (3.3).

Пусть X — псевдоплан, отвечающий ядру У. Систему 
векторов .Лу, j£Iyy  составляющую базис ядра У, будем 
иногда называть базисом псевдоплана X.

Компоненты Xj псевдоплана X  при / £ / у называются ба- 
зиснымйу а остальные его составляющие — внебазисными.

В невырожденном случае каждому ядру опорного плана 
отвечает единственный базис и, следовательно, единственный 
псевдоплан. В* вырожденном случае некоторые ядра могут 
иметь несколько базисов и, следовательно, соответствовать



нескольким псевдопланам. Применение метода последователь
ного уточнения оценок к задаче с двухсторонними ограни
чениями сводится к движению от одного ядра опорного 
плана двойственной задачи к другому (или, что то же са
мое, от одного псевдоплана прямой задачи к другому), моно
тонно сокращающему значение линейной формы (3.4).

3.4. Основой описываемого метода является, как обыч
но, условие, позволяющее фиксировать получение решения 
задачи.

П р и з н а к  о п т и м а л ь н о с т и .  Если псевдоплан Xока
зывается планом прямой задача, т. е. если все его ба
зисные компоненты подчиняются ограничениям (3.3), то 
он является решением этой задачи. При этом соответ
ствующий вектор Y представляет собой ядро оптималь
ного плана двойственной задачи.

Д о к а з а т е л ь с т в о  первой части сформулированного 
предложения непосредственно следует из второй формы при
знака оптимальности, установленного в § 5 гл. 4, поскольку 
согласно формулам (3.14), (3.15) план X  удовлетворяет всем 
условиям этого признака. Нам понадобится только первая 
часть признака оптимальности. Что касается второй части 
признака, относящейся к ядру К, то ее доказательство 
читатель сможет провести самостоятельно (см. упражнение 6).

Рассмотрим ядро Y — [yv у 2, ..., у т) некоторого опорного 
плана двойственной задачи.

Пусть векторы условий ASt, As^ ..., ASm составляют ба
зис этого ядра, так что f y=(siy s2, ..., sm). Свяжем с ядром Y 
и его базисом Ар / £ / к, псевдоплан Х = (х 1У х21 ..., х п) в соот
ветствии с формулами (3.14) и (3.15). Система векторов Ар 
j £ l Y составляет базис псевдоплана X .

Разложим по векторам базиса псевдоплана X  все векторы 
условий А- и вектор

А . - В - У х , А , .
J£ly

Имеем

А/ =  ̂ 1х иАн> / =  0, 1, . . . .  я. (3.16)

Как обычно, через Ху  обозначен коэффициент разложения 
вектора Aj  по базису, относящийся к вектору ASl, который 
занимает i-ю позицию данного базиса. В частности, при j =  О

§  3 ]  СЛУЧАЙ ДВУХСТОРОННИХ ОГРАНИЧЕНИЙ 4 3 1
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коэффициенты разложения (3.16) совпадают с базисными 
компонентами псевдоплана, т. е. jcSi= jc /0, i=  1, 2, . . .  , т. 
В соответствии с обозначением (3.7')

Л / = *§,в,7У<-С/’
где У =  (yv у г, . . .  , у т) — рассматриваемое ядро опорного 
плана двойственной задачи. По условию Ду.=  0 при j £ I y.

В § 1 было показано (см. соотношение (1.13)), что пара
метры Дj  могут вычисляться также и через величины Хц\

т

Д у  =  Csi ^ i j — Cj • ( 3 * 1 7 )

Имея параметры x {j и Ду, вычисляемые поданному ядру 
Y (или, что то же самое, по соответствующему псевдоплану Х )у 
можно установить оптимальность X  (если она имеет место) 
или построить новый псевдоплан Х \  отвечающий ядру F ', 
которое связано с меньшим по сравнению с У значением ли
нейной формы (3.4). Указанные параметры позволяют также 
устанавливать неразрешимость прямой задачи. Как и для 
канонической формы задачи линейного программирования, в за
висимости от соотношения знаков параметров x (j и Ду сле
дует различать три взаимно исключающих друг друга случая: 

1® Все базисные компоненты псевдоплана X  удовлетво
ряют ограничениям (3.3), т. е.

as. <  x8i = x i0 <  pSi Для i = l ,  2, (3.18)

2° Некоторые из базисных компонент не удовлетворяют 
условиям (3.18). При этом среди них имеется такая состав
ляющая x io =  xSi, что

либо

*10 < aSi>
0 при Д у>0 ,  

^ 0  при Д у < 0 W r ) (3.19)

*io>Psi >
f С О  при Д у>0,

^ 0  при Ау.< 0  {№ у)- (3.20)

3° Среди базисных компонент псевдоплана X  имеются 
такие, которые не удовлетворяют ограничениям (3.18). Однако



при x io< a Si не выполняются условия (3.19), а при x.0> p Si 
нарушаются требования (3.20).

Если выполняются условия (3.18), показывающие, что 
имеет место случай 1°, то псевдоплан X  удовлетворяет тре
бованиям признака оптимальности. Следовательно, вектор X  
является решением исследуемой задачи.

Для анализа двух других случаев целесообразно ввести 
аналог элементарного преобразования плана двойственной 
задачи, рассмотренного в § 1.

3.5. Как и в § 1, через ||е .у ||да обозначим матрицу, со
ставленную из коэффициентов разложения единичных векторов 
ev е2> • • • » ет по векторам базиса ядра V (базиса псевдо
плана X).  Таким образом,

II e i j  IIт ~  ( ^ $ 1 »  ^ s 2 > • • • > ^ s m )

С каждым вектором условий As , 1 свяжем пре
образование ядра Y опорного плана двойственной задачи, 
определяемое соотношением

Y[b) =  (Л (9), jy(0). • • • , у л (6)) =  У + & Л  (3.21)
где е<1) = (еи, е/2, . . .  , eim) — /w-мерный вектор, составленный 
из элементов /-й строки матрицы \\е-у\\т. Введенное преоб
разование будем называть элементарным преобразованием, 
связанным с вектором ASi.

Проследим за интересующими нас свойствами вектора 
Y (0) при различных значениях 0. Для этого рассмотрим

т
Д У (0 )  =  X  аХ/Ук (в )  — Су.

В соответствии с соотношением (3.21)
т т т

Ау(0)= 2  ах/Л  +  0 2  «х/ег х - С / = А /  +  0 2  вхувд. (3.22)Л = 1 X = i Л = 1
Учитывая, что вектор Лг/ =(лг1у, x2j, . . .  , x mj)T является 

решением системы линейных уравнений

(Л§1, AS2, . . .  ^ A s ^ X y  — A j  

(см. соотношения (3.16)), получаем

X /  — (Asx, • • • » ^ ) “ , ^ / = | |  еи11тЛ/-
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Отсюда
т

Х1 / = ^ а\ / е!\’ (3 '23>

/ — 1, 2, . . .  , т\ у =  0, 1, 2, . . .  , п.
Используя формулы (3.22) и (3.23), имеем

Ду (9)== Ду~Ь bX{j, (3.24)

В дальнейшем нам придется различать два случая: 

а) 0 > О ,  б) 0 < О .

Рассмотрим случай а. Будем увеличивать 0 от 0 до тех 
пор, пока все величины Д .(0) сохраняют свои знаки неиз
менными. Другими словами, число 0 должно удовлетворять 
условиям

Ду(0) =  Ду +  в*,у{
если Ду> 0 , 

^ 0 ,  если Ду<0.

(По предположению о невырожденности Ду Ф 0 при j$IY-) 
Очевидно, первое из выписанных условий может нарушиться 
лишь при л;.у.<0; второе — только при л:1у.> 0 . Поэтому оба 
эти условия эквивалентны неравенству

0 < 0 o =  min ( — (3.25) 

где минимум берется по всем тем J, для которых — < 0 ,%ij
х {уФ0.  Если при любом /([;/к величины Ду и Хц (х{-ф0)  
имеют один и тот же знак, то 0О =  оо. Следует отметить, 
что в силу предположения о невырожденности плана двой
ственной задачи с ядром V число 0о>О.

Итак, в первом случае
О < 0 < 0 о,

где 0О определяется формулой (3.25) и полагается 0о= о о ,  
если совокупность индексов /, по которым берется минимум 
в (3.25), не содержит ни одного элемента.

Рассмотрим случай б. В этом случае значения 0 должны 
быть неположительными. Здесь мы также определим предел 
изменения 0, гарантирующий совпадение знаков параметров
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Ду(0) и Ду для всех j$Iy. Рассуждения, тождественные 
с только что проведенными, приводят к условию

(3.26)

A j
где минимум берется по тем Д / г, для которых -т*>0,

хи
х {]Ф  0. При отсутствии индексов у с отмеченным свойством 
0О полагается равным оо.

Итак, в случае б

где 0О определяется в соответствии с приведенными выше 
правилами. В невырожденном случае 0о>О.

Элементарное преобразование, связанное с вектором ASi, 
будет применяться при 6 ^ 0  только в случае aSi> — оо 
и при 0 ^ 0  лишь в предположении |}5.< о о .

Из формулы (3.24) вытекает, что

Asx (0)
0, %ф1 ( Х = \ у 2, . . .  ,/»),
0, Я =  /. (3.27)

Поэтому вектор Y (0) при 0, удовлетворяющем условию 
(3.25) (0 ^ 0 )  либо условию (3.26) (0 ^ 0 ) , подчиняется 
требованиям неравенств (3.7). Для j £ I y это следует из (3.27) 
и приведенных выше предположений о границах переменной 
xSi. При j$Iv данное утверждение вытекает из условия выбора 
0О и справедливости соотношения (3.7) для ядра У.

Таким образом, вектор Г(0) является ядром некоторого 
плана двойственной задачи.

Вычислим значение линейной формы (3.4), отвечающее 
ядру Г(0).

Применяя формулу (3.11), имеем
^  т п

I  (9) = L  (К (в)) = 2  К У х  (8)-2 У Ау(0)'Я = 1 / =1
где

. I «/ при
Y' ( I ру при Ду(6)<0.

Поскольку Ду (0) Ду ^  0 при Д / к, AS}i (0) =  =  0 для К ф I



и д5.(6) =  0, то

( yр если J Ф si> 
a s.(pSi), если j = s £ и 0^О (0< О ).

Здесь величины у.  относятся к ядру Y.
Преобразуем выражения для L (0), используя соотношения

(3.21), (3.23), (3.24) и (3.28):
т т

1(6)= 2  Ал+о 2  А«&— 2 уА г(0)—1 =К=1 K = i /<£/у
т т

= 2  Ал— 2  yA -И 12 (А— 2  y/*x/)«a1 - y*A
?i=i / $ / у  K = i  i $ i y

В соответствии с принятыми обозначениями,

А -  2  У]ау =  А -  2  x j ai j = «хо.iffy l$lY
поэтому

m m
М0)= 2  А л -  2  YyA/ + 6 [ 2 axoe/x-YSi] =

Я = 1 / f / у  i = i

=  Z ( 0 ) + 6 ( x , . o - Ys i ) .
Итак,

Z(K(0)) =  Z(F) +  0(x,.o- Y Si). (3.29)
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Напомним, что в соответствии с формулой (3.28)

Ysj =
a Si, если 0>О (случай а), 
ps. , если 0<О (случай б).

3.6. Переходим к исследованию случаев 2° и 3°, сформу
лированных в п. 3.4.

1. Рассмотрим обе возможности, приводящие к случаю 2°. 
При некотором i — r *г0< ь ц , и параметры xrj удовле

творяют условиям (3.19). Применим к ядру Y элементарное 
преобразование, связанное с вектором ASr и величиной 0>О 
(случай а). Поскольку aSr> x rQ> —оо, результат этого пре
образования приводит к ядру У (0) для любого 0, О ^ 0 < 0 о. 
Условия (3.19) означают, что при произвольном j$IY либо
х = 0 , либо ^ ^ 0 .  Следовательно, 0О =оо. Таким образом,

J  X r j



У"(0)— ядро некоторого плана двойственной задачи при лю
бом неотрицательном 0.

Применяя формулу (3.29) (при i = r) и учитывая, что 
Ysr ==ctsr , имеем

L(Y(b)) = ~L(Y) +  b(xrQ- a Sr).

По условию, xro— a Sr< 0 . Следовательно, 

l i m l  (Y (0)) =  —оо,
8-» оо

т. е. линейная форма двойственной задачи неограничена 
снизу на множестве планов этой задачи. В соответствии 
с леммой 1.3 гл. 3 отсюда следует несовместность условий 
прямой задачи.

Анализ втсрой возможности, приводящей к случаю 2°, 
когда при некотором i = r *ro> p sr и выполняются условия
(3.20), проводится аналогично. Здесь следует обратиться 
к элементарному преобразованию, связанному с вектором ASr 
и 0<О. Нетрудно видеть, что в данном случае 0о= о о  и, сле
довательно, система условий прямой задачи противоречива.

Итак, наличие случая 2° указывает на неразрешимость 
задачи (3.1) — (3.3), что является следствием несовместности 
ее условий (3.2), (3.3).

2. Рассмотрим случай 3°. Выберем индекс г (номер по
зиции базиса ядра У), при котором

а) х го« х $г,
либо

б)
Рассмотрим случай а. Применим к ядру Y элементарное 

преобразование, связанное с вектором ASr при 0>О. Поскольку 
случай 2° не имеет места, 0о< оо . Пусть К '=  К(0О), где 
величина 0О определяется согласно формуле (3.25), в которой 
индекс I заменен на г.

Допустим, что число 0О, определяемое по формуле (3.25), 
достигается при j — k , т. е.

»„ =  - 7 4 . (3.30)
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Тогда Аа(0о) =  О.



Из определения элементарного преобразования вытекает, 
что при Л =  1, 2, . . .  , г — 1, г +  1, . . .  , т Д ^(60) =  = 0 .
Следовательно,

т
A y ( 0 „ ) = S  З Д ( 0 . ) - С /= О  (3.31)I = 1

ДЛЯ У ”  <9j, У2 , . . . , $ / • _ ! )  k j  s r + i> • • • »
Рассмотрим систему векторов условий

Л?! , As% > • • • ) > А» A r+1 , . * . , A w* (3.32)
Поскольку и система векторов Л§1, . . . , А ^ ,  А г,
А г+1» • • • >Asm> составляющая базис псевдоплана X , линейно 
независима, то, согласно теореме 2.1 гл. 4, система (3.32) 
также линейно независима. Отсюда, учитывая равенства (3.31), 
получаем, что Y' — ядро опорного плана двойственной задачи. 
Базис ядра Y* образуется из базиса ядра Y путем замены 
Вектора ASr на вектор Ak, где k определяется из соотно
шения (3.30).

В силу предположения о невырожденности задачи 

Ду (9 о )^ °  ПРИ f f l v -
Следовательно, равенство (3.30) возможно только при един
ственном значении j = k .  Поэтому в невырожденном случае 
условие (3.30) определяет номер k вводимого в базис век
тора однозначно.

Согласно формуле (3.29)

Z(n = Z(K)+U*n,-<4)- (з.зз)
Как уже отмечалось, в невырожденном случае 90> 0 . Сле
довательно,

L(Y')<L{Y).
Итак, при наличии возможности а  случая 3° элементарное 
преобразование, связанное с вектором ASr (xrQ< a s,r) и 0>О, 
приводит к ядру Yf опорного плана двойственной задачи, 
отвечающего меньшему значению линейной формы (3.4).

Рассмотрим вторую возможность (случай б), когда х ro> Psr* 
В этом случае используется элементарное преобразование, 
связанное с вектором ASr при 0<О. Рассуждения, полностью 
совпадающие с уже проведенными, показывают, что вектор

У' = Y (— 60)
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является ядром опорного плана двойственной задачи. Базис 
ядра У' образуется из системы векторов Ар j ^ I y ,  путем 
замены вектора ASr на вектор Ak. В данном случае индекс k 
вектора Ak, подлежащего вводу в базис, разыскивается 
из условия

~  = К  (3.34)

где 0О вычисляется по формуле (3.26).
Изменение линейной формы двойственной задачи, связан

ное с переходом от У к У\ определяется равенством

L(Y') = L ( Y ) - b Q(xr 0- р вг), (3.35)
откуда, учитывая неравенства 0о>О и xro — Psr> 0, получаем

L(Y')<L(Y).
Таким образом, выполнение условий случая 3° обеспе

чивает возможность перехода от имеющегося ядра опорно
го плана двойственной задачи к ядру другого опорного плана 
этой задачи, связанного с меньшим значением линейной 
формы (3.4).

Пусть X ' —псевдоплан прямой задачи, связанный с яд
ром У9 и базисом /у/. Можно говорить о переходе от псев
доплана X к псевдоплану Х \  Базис псевдоплана X 9 (Ар j £ 1у) 
образуется из базиса псевдоплана X  ( A p j £ I y) заменой век
тора А$г на вектор Ak. Индекс k вводимого вектора опре
деляется в случае а формулой (3.30), а в случае б соот
ношением (3.34). Внебазисные компоненты Xj псевдоплана 
X' при j= ^ s r совпадают с соответствующими составляю
щими псевдоплана X , а

xsг
<М В случае а), 
р5г(в случае б).

Базисные компоненты X'  могут быть определены из со
отношения (3.15), в котором 1У заменено на /у/. Заметим, 
что

I  (Ю =  i ( J 0  =  2  с/Хр
/=1

(3.36)

где X — псевдоплан прямой задачи, связанный с ядром У 
опорного плана задачи (3.4) — (3.6). Доказательство равен
ства (3.36) предоставляется читателю (см. упражнение 7).



3.7. Метод последовательного уточнения оценок приме
нительно к задаче с двухсторонними ограничениями состоит 
в последовательном движении по псевдопланам прямой 
задачи.

Метод складывается из однотипных итераций (шагов). 
Каждая итерация разбивается на два этапа. На первом эта
пе производится проверка условий, определяющих случай 1° 
или 2°. Если имеет место один из этих случаев, процесс 
решения заканчивается. Если же имеет место случай 3°, то 
переходят ко второму этапу итерации, на котором строит
ся новый псевдоплан, связанный с меньшим значением ли
нейной формы (3.1).

Последовательные итерации проводятся до тех пор, пока 
не будет получено искомое решение (случай 1°), либо уста
новлена неразрешимость задачи (случай 2°).

В невырожденном случае каждая итерация приводит к 
уменьшению линейной формы (3.1) или, что то же самое, 
в силу равенства (3.36), к уменьшению линейной формы (3.4). 
Поэтому возвращение к уже раз пройденному псевдоплану 
исключено. Учитывая, далее, конечность числа различных псев
допланов прямой задачи, приходим к выводу о конечности 
метода. В следующем параграфе тот же вывод будет сделан 
и для вырожденного случая.

Из приведенного описания метода видно, что наличие 
двухсторонних ограничений почти не отражается на трудо
емкости отдельной итерации. Это обстоятельство станет еще 
более очевидным после ознакомления с алгоритмами, реали
зующими метод, изложению которых посвящены пп. 5.5 
и 6.5.

Отметим одно существенное достоинство метода после
довательного уточнения оценок. Оно связано с определени
ем исходного псевдоплана прямой задачи (или ядра опорного 
плана двойственной задачи). Допустим, что все перемен
ные Xj прямой задачи ограничены с обеих сторон конечны
ми числами. В таком случае / ' = / "  =  (1, 2, . .  . ,  я). Поэтому 
условия (3.7), выполнение которых необходимо и достаточ
но для того, чтобы вектор У = (yv у2, . . . , у т) был ядром 
некоторого плана двойственной задачи, перестают служить 
ограничениями для выбора Y.

При сформулированных предположениях любой /я-мерный 
вектор Y =  (y v у2, . . . ,  у т) является ядром плана задачи
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(3.4) — (3.6). Таким образом, в данном случае произвольная 
линейно независимая система т векторов условий может быть 
принята в качестве базиса ядра опорного плана двойствен
ной задачи или псевдоплана прямой задачи.

Итак, при наличии конечных двухсторонних ограничений 
для каждой переменной выбор исходного псевдоплана сво
дится к отысканию произвольной линейно независимой си
стемы, состоящей из т векторов условий Aj.

Если при использовании метода последовательного улуч
шения плана наличие двухсторонних ограничений усложняло 
процесс отыскания первого приближения, то в методе уточ
нения оценок это обстоятельство, наоборот, существенно 
облегчает определение данных, необходимых для начала про
цесса решения.

Сделаем еще одно замечание. При определении элемен
тарного преобразования мы выбирали число 0О из условия 
первого обращения в нуль параметров Ду(0) для Д / к. Такое 
правило приводит к движению по соседним вершинам много
гранного множества, определяемого условиями двойственной 
задачи. Однако может оказаться, что при дальнейшем уве
личении 0 вектор Y (0) остается ядром плана задачи (3.4) —
(3.6), а линейная форма (3.4) продолжает уменьшаться. 
В таком случае целесообразно превзойти предел 0о. При реа
лизации этой идеи трудоемкость отдельной итерации не
сколько увеличится. Однако число итераций при этом обычно 
сокращается. Дело в том, что в данном случае мы прохо
дим сразу несколько вершин' многогранного множества ус
ловий двойственной задачи. Такой подход тесно связан с 
так называемыми кусочно-линейными задачами [130], [31].

3.8. В заключение повторим вкратце последовательность 
действий, связанных с проведением отдельной итерации 
метода.

Перед началом очередной итерации имеется псевдоплан 
X  с базисом (Л$1, . . . , Л5?м) и отвечающие ему параметры 
x {j и Дj. Первый этап итерации начинается с проверки псев
доплана X  на оптимальность. Если все базисные компонен
ты X  удовлетворяют условиям (3.3), имеем случай 1°, и 
процесс заканчивается отысканием оптимального плана пря
мой задачи (план X).

При наличии базисных компонент, выходящих за свои 
границы, следует с помощью параметров Хц и А, проверить



условия, соответствующие случаю 2° (см формулы (3.19) и
(3.20). Если эти условия оказываются выполненными, про
цесс решения заканчивается установлением неразрешимости 
задачи. В противном случае переходят ко второму этапу 
итерации.

Среди векторов базиса псевдоплана X , соответствующих 
базисным компонентам, расположенным вне своих границ, 
выбирается произвольный вектор A Sr. Этот вектор подлежит 
исключению из базиса. Выбор вектора A k , заменяющего в 
новом базисе вектор A Sr, производится по различным пра
вилам, в зависимости от того, за какую из своих границ 
вышла базисная компонента хго. Если xro <  a Sr, то индекс 
k определяется формулой (3.30), причем 0О вычисляется из 
соотношения (3.25). Если xrQ >  pSr, то искомый индекс отыс
кивается из условий (3.34), где 0о определяется соотноше
нием (3.26).

Новый псевдоплан X'  и отвечающие ему параметры x.j 
и могут быть вычислены по старым данным с помощью 
простых рекуррентных соотношений (см. п. 5.5).

Две различные численные реализации описанного здесь 
метода приводятся в пп. 5.5 и 6.5.

§ 4. Вырожденность

4.1. Описание метода последовательного уточнения оценок про
водилось до сих пор в предположении о невырожденности сопряжен
ной задачи. В настоящем параграфе мы освободимся от этого огра
ничительного допущения. Отметим затруднения, которые могут воз
никнуть в вырожденном случае при реализации метода уточнения 
оценок. Для простоты ограничимся задачей линейного программи
рования, записанной в канонической форме (1.1)—(1.3).

Пусть Y  =  ( у j, у 2, . . Ут) —  произвольный опорный план двойст
венной задачи (1.4), (1.5) с базисом Л^, Л ^ , . . . , Л ^ . Базис не
вырожденного плана Y ,  составленный из векторов Лу, j £ I Y =  
=  (s^Sjj,. . . , s m), определяется однозначно. Если же план Y  оказы
вается вырожденным, т. е. некоторые из

т
д/ = 2  a'7^ '~cy

при j $ I y  равны нулю, то он может иметь несколько базисов. Не
трудно проверить, что число таких базисов ограничено величиной 

где V—количество индексов j $ I y , для которых Ду =  0. При 
этом существуют задачи, в которых приведенная оценка достигает
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ся (см. упражнение 8). В соответствии с определением псевдоплана 
каждому базису опорного плана У  двойственной задачи отвечает 
псевдоплан прямой задачи с тем же базисом. Таким образом, вы
рожденному опорному плану двойственной задачи соответствуют, 
вообще говоря, несколько псевдопланов прямой задачи.

Проследим за выполнением отдельной итерации метода уточнения 
оценок и отметим те места, в которых было использовано предпо
ложение о невырожденности сопряженной задачи.

На первом этапе итерации в таком предположении не было не
обходимости. На втором этапе мы дважды воспользовались невы
рожденностью сопряженной задачи:

1) при вычислении значения 0О,
2) при выборе вектора A ki подлежащего вводу в базис.
Остановимся цкратце на каждом из этих моментов.
1. Величина 0О вычисляется по формуле (1.23):

При вырожденном опорном плане У  может случиться, что для 
некоторых j $ I Y

х г /  <  0, а Ду=0,

и, следовательно, число 0О окажется равным нулю. Если 0о =  О, то 
новый опорный план У '  совпадает со старым планом У .  В резуль
тате итерации мы лишь переходим к другому базису плана У . Ес
тественно, что линейная форма двойственной задачи сохранит при 
этом свое прежнее значение.

В терминах прямой задачи результатом данной итерации яв
ляется переход от псевдоплана X  к псевдоплану X ’ . Псевдопланы 
X  и X '  связаны с двумя различными базисами одного и того же 
опорного плана У  двойственной задачи. Поэтому значения линейной 
формы прямой задачи на этих планах одинаковы.

Если в течение нескольких итераций значение 0О остается рав
ным нулю, то процесс решения в пределах этих итераций состоит 
в движении по псевдопланам прямой задачи, отвечающим одному и 
тому же опорному плану двойственной задачи. Величина линейной 
формы остается при этом неизменной, поэтому не исключена воз
можность возвращения к уже раз пройденному псевдоплану, т. е. 
возможность образования цикла.

Пример задачи линейного программирования, при решении 
которой методом уточнения оценок возникает цикл, был впервые 
построен Билом. Мы не будем проводить специальное исследование, 
устанавливающее возможность и характер зацикливания в методе 
уточнения оценок, подобно тому как это было сделано для метода 
улучшения плана в § 9 гл. 5.

Как уже отмечалось, решение прямой задачи методом последо
вательного уточнения оценок эквивалентно применению метода 
последовательного улучшения плана к двойственной задаче (подроб
нее об этом см. в § 8). Поэтому каждому примеру цикла метода 
улучшения плана соответствует пример цикла метода уточнения оце
нок, и наоборот.
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Действительно, предположим, что при решении некоторой за
дачи (задача А )  методом улучшения плана образовался цикл. Рас
смотрим задачу линейного программирования (задача В ), сопряжен
ную с задачей А .  Приведем задачу В  к канонической форме и 
применим к ней метод уточнения оценок.

Псевдопланы задачи В , которые соответствуют опорным планам 
задачи Л, составляющим указанный цикл, образуют цикл метода 
уточнения оценок в задаче В .

Таким образом, все результаты, установленные в § 9 гл. 5 для 
метода улучшения плана, переносятся на метод уточнения оценок. 
Следовательно, образование цикла при решении задачи линейного 
программирования методом уточнения оценок вполне возможно; ми
нимальная длина такого цикла составляет шесть итераций.

Итак, в вырожденном случае величины б0 иногда обращаются 
в нуль, что может привести к возникновению цикла.

2. Выбор вектора A ki подлежащего включению в базис, осу
ществляется в соответствии с формулой

Как уже отмечалось, в случае невырожденности плана Y '  двой
ственной задачи — результата элементарного преобразования плана Y  
при б =  б0 — индекс k  определяется условием (4.1) однозначно. Если 
же план Y '  вырожденный, т. е.

для нескольких значений j £ I y ,  то соотношение (4.1) оказывается, 
вообще говоря, недостаточным для однозначного выбора вектора, 
подлежащего вводу в базис.

Выбирая в качестве A k произвольный вектор условий из числа 
векторов, удовлетворяющих соотношению (4.1), можно получить 
цикл. Однако при некотором усовершенствовании (дополнении) пра
вила отыскания вводимого вектора этот вектор определяется одно
значно, и опасность зацикливания полностью исключается.

4.2. Прежде чем перейти к установлению дополненного правила, 
выявим геометрический смысл явления вырожденности в методе 
уточнения оценок. Как обычно, начнем с первой геометрической 
интерпретации.

Рассмотрим псевдоплан X , отвечающий опорному плану двой
ственной задачи. Пусть система векторов условий Лу при / £ / ^  =  
=  (Sj, s2, . . . ,  s m) образует базис плана К, который является также 
базисом псевдоплана X .  В соответствии с формулой (2.2) многогран
ный конус К х » введенный в п. 2.1, расположен в нижнем полупро
странстве гиперплоскости линейной формы (1.1) (гиперплоскости П^), 
проходящей через точку X .  Согласно той же формуле (2.2) условие 
Д/==0 ( 1 $ [ у )  геометрически означает, что ребро конуса К х»  обра
зованное пересечением гиперплоскостей (1.2) и *у=0 при /$/у, 
j  Ф /, принадлежит гиперплоскости Пд> Поэтому геометрический 
смысл невырожденности опорного плана Y  двойственной задачи со

(4.1)

А/ =  Ду(®о) — А/ +  0о*/7* — О
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стоит в том, что конус К х  и гиперплоскость Пу имеют единственную 
общую точку—точку X .

Допустим теперь, что опорный план Y  вырожденный. Рассмот
рим многогранное множество являющееся общей частью конуса 
К х  и полупространства x Sf (вектор A Sjt подлежит удалению из 
базиса). Поскольку в вырожденном случае часть ребер конуса К х  
расположена в гиперплоскости П^, может случиться, что некоторые 
из вершин многогранного множества М х  (исключая вершину X ,  
которая всегда содержится в Пу) попадут на гиперплоскость П^. 
Очевидно, все эти вершины являются псевдопланами прямой задачи, 
связанными с одним и тем же значением линейной формы (1.1).

В п. 2.2 было выяснено, что геометрическим образом псевдо
плана X ' — результата итерации, улучшающей псевдоплан X , — яв
ляется вершина многогранного множества М^, наименее удаленная 
от гиперплоскости П^. В данном случае многогранное множество М х  
имеет вершины (отличные от X ) ,  которые расположены на гипер
плоскости Очередная итерация приведет нас к одной из
этих вершин. Естественно, что такое преобразование нисколько не 
повлияет на величину линейной формы (1.1). Если при выборе вер
шины Х \  расположенной в гиперплоскости П^, не придерживаться 
определенных правил, то может случиться, что через несколько 
итераций мы возвратимся в исходную точку X, т. е. получим цикл.

Обратимся ко второй геометрической интерпретации метода 
уточнения оценок (см. п. 2.7). Здесь образом опорного плана Y  
двойственной задачи является гиперплоскость П, натянутая на рас
ширенные векторы базиса этого плана: Л^, Л^, . . . ,  A Sm. Условие 
невырожденности плана У  означает, что при любом / £ 1 у  расширен
ный вектор условий Лу расположен строго под_гиперплоскостью П. 
В вырожденном случае некоторые из векторов Лу, / £ 1у, могут при
надлежать гиперплоскости П. Как указывалось в п. 2.7, геометри
ческий смысл итерации метода_ состоит в повороте гиперпло
скости П относительно векторов A S i , Л^, . . .» A Srmml, Л$ , . . .
...,Л^и -1 , A Sjn до первой встречи с одним из векторов Лу, где^’ $ 1 у  =  
=  (Sj, s2, . . . ,  s m). Поворот должен производиться^так, чтобы век
тор A s оказался под гиперплоскостью. Вектор A ki оказавшийся во 
вновь полученной гиперплоскости П', заменяет в расширенном ба
зисе нового опорного плана Y '  вектор Л^. Гиперплоскость П' яв
ляется геометрическим образом нового опорного плана Y ' . Геомет
рически очевидно, что в случае невырожденности плана Y  гиперпло
скость IT не совпадает с гиперплоскостью П, т. е. Y '  ф  Y . При на
личии вырожденной ситуации может случиться, что в результате 
сколь угодно малого поворота, отвечающего данной итерации, век
тор Л^ (k  £ 1у) оказывается над полученной гиперплоскостью. В этом 
случае новый опорный план У '  совпадает с исходным планом У.  
Результат итерации состоит лишь в изменении базиса плана У.

Геометрический смысл вырожденности позволяет не только уяс
нить более полно сущность этого явления, но и подсказывает пути 
устранения основной опасности, связанной с вырожденностью,—
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возможности возникновения цикла. Наиболее отчетливо это следует из 
первой геометрической интерпретации. Как мы видели, невырожден
ность двойственной задачи (1.4), (1.5) в терминах первой геометри
ческой интерпретации означает, что любая гиперплоскость вида

(С, Х )  =  const

пересекает не более одной псевдовершины многогранного множества 
условий задачи (1.1)—(1.3). Геометрически очевидно, что этому усло
вию можно удовлетворить за счет некоторого достаточно малого из
менения коэффициентов Cj линейной формы (1.1). Эта мысль яв
ляется основой для построения и обоснования правила выбора век
тора, вводимого в базис, которое полностью исключает опасность 
зацикливания.

4.3. Перейдем к установлению правила выбора вектора, вводи
мого в базис. Учитывая, что каноническая форма задачи линейного 
программирования является частным случаем задачи с двухсторон
ними ограничениями, будем проводить все рассуждения примени
тельно к задаче (3.1)—(3.3).

Пусть е — произвольное положительное число.
Рассмотрим следующую задачу с двухсторонними ограничениями:
Требуется обратить в максимум линейную форму

п
2  с№ х )  (4-2)
/=»

при условиях

Здесь

2  A j xj = B >
У=1

Cj (в) =  с/ +  (— 1) v i  +1 —/, / =  1, 2, . . . ,  я, 
v __ ( 1, если l s ^ / s ^ /я, либо xj°) =  ay, 
у I 0, если *}0) =  Р/,

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

Величины x f \  фигурирующие в формуле (4.6), составляют псевдо
план X0 =  (x[0) , х^\  . . .» х^)  задачи (3.1) —(3.3) с базисом Аи 
Л2, . • •» Ат.

Сформулированная задача отличается от задачи (3.1) — (3.3) 
только коэффициентами линейной формы, которые образуются из 
соответствующих коэффициентов Cj по формуле (4.5) с помощью па
раметра в. Будем в дальнейшем задачи вида (4.2) — (4.4) называть 
e-задачами, отвечающими задаче (3.1) — (3.3). Обоснование правила 
для определения вектора, подлежащего вводу в базис, опирается на 
три утверждения относительно е-задач.

Т е о р е м а  4.1. С ущ ест вует  такое  e t >  0, что если  вектор  
Х ^ ( х ^ \  х (г° \  . ..» х ^ )  — псевдоплан  задачи  (3.1) —(3.3) с базисом
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A v  А 2, . . . ,  А т , т о эт от  вект ор явля е т ся  т а к ж е  п с евд о п л а н о м  
г -за д а чи  (4.2) — (4.4) п р и  любом п о ло ж и т е ль н о м  е <  e v  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 
т

Аг Ъ хИ А1> / =  1. 2.......  л.
i - \

В таком случае параметры А у (е), отвечающие е-задаче (4.2) —
(4.4) и системе векторов A v  А ъ  . . .» А т , имеют вид

т
Л/ (®)=  2  ci (е) х и  — (е) =

i — \

§  41

= Д/ - ( - 1 ) ^ е п+, - / +  2 ( ~ 1)Vi8"+1" /%(0)

* = 1

Пусть

£ =  max У 14 ?  I

Выберем число ex из условия
e ^ m in  j l ,  . 

В таком случае при е <  е.

(4.7)

(4.8)

т т
| 2 ( - 0 V;'8',+,-''x |0/) |< e n+I- 'n 2

i = 1 i = l
(4.9)

Приведенные неравенства являются прямым следствием соотношения 
(4.8), определяющего число ех.

Учитывая равенство (4.7) (при j ^ m  + 1) и неравенство (4.9), 
имеем

V (е){ >  А / ,

<Д;,
если vу=  1, 
если V/=0. (4.10)

Поскольку вектор Х 0 является псевдопланом задачи (3.1) — (3.3) 
с базисом A v  А 2, . . . ,  А т , то

д/
^  0, если x°i — а р  

^  0, если *(0) =  рj

(см. соотношение (3.14)).
Отсюда, используя условия (4.6) и (4.10), получаем

( >  А у ^  0, если — а р  

\  <  А у ̂  0, если х {р  _  р 

w + 1  ^  ^  /г.

(4.11)
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В соответствии с соотношением (3.14), неравенства (4.11) озна
чают, что вектор X Q является псевдопланом е-задачи (4.2) — (4.4). 
Теорема 4.1 доказана.

Т е о р е м а  4.2. С ущ ест вует  т а ко е  число  е2 >  О, чт о п р и  
О <  8 <  е2 з а д а ч а , с о п р яж ен н а я  с за д а ч е й  (4.2) — (4.4), явля ет ся  
невы р о ж д енн о й .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть A s^  __ A S m — произволь
ная линейно независимая система векторов условий. Совокупность' 
индексов этих векторов обозначим через /. Разложим остальные 
векторы условий A j  по данной системе

т
А/ = Я х и А*! (4Л2)

i = \
И ПОЛОЖИМ

т
Д(/’(8) =  2  CS I  (8) Х<{}- C j  (8). (4.13)

i = l
Учитывая соотношение (4.5), делаем вывод о том, что Д(р (8) 

при любом /$  /  является полиномом степени не выше чем п . Поли
ном Д ^  (е) Ф  const, так как содержит е" + 1“ А Следовательно, 
число корней этого полинома не превышает п .

Пусть наименьшим положительным корнем полинома Д ^  (е) 
является число >  0. Положим

т](/) =  min v [ l ) >  0 .
I $ 1

Величина т](/* >  0 определяется системой линейно независимых 
векторов А р  / £  /. Число таких систем конечно. Поэтому величина

e2 =  min rj(/) >  0 .

Предположим, что 0 <  е <  е2. Рассмотрим произвольный псев
доплан X  задачи (4.2) — (4.4) с базисом, составленным из векторов 
Л/, / £  х̂* В соответствии с формулами (4.12) и (4.13), в которых
/ заменено на / х , вычислим параметры Д X  (е) этого плана.

По условию, наименьший положительный корень полинома

A(V  (е), / $ 1Х  расположен правее е2. Следовательно,

Д*7̂  (е) ф  0  при 0  <  е <  е2.

Итак, параметры Д(/;̂  (е) ( i $ I x ) произвольного псевдоплана X  
задачи (4.2) — (4.4) отличны от нуля. По определению, это озна
чает, что задача, двойственная по отношению к задаче (4 .2 ) — (4 .4 ), 
является невырожденной.

Теорема 4.2 доказана.
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Т е о р е м а 4.3. С ущ ест вует  т акое е3 >  О, чт о если  

О <  е <  е3

и X — про и зво льн ы й  п севд о п ла н  г -з а д а ч и , т о эт от  вект ор  являет ся  
т а кж е псевд о п ла но м  за д а ч и  (3.1) — (3.3) с т ем  же сам ы м  б а зи со м . 
П р и  эт ом , есл и  X — о п т и м а ль н ы й  п л а н  за д а ч и  (4.2) — (4 .4 ), он  
оказы вает ся р еш ен и ем  и сход ной  за д а ч и  (3 1) — (3.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим произвольную линейно 
независимую систему из т  векторов Лу, / £  /. В соответствии 
с формулами (4.12), (4.13), вычислим параметры

Д(// =  Д(// (0), /«/.
Пусть

Д<7> =  min | Д(̂ > |

(если все д (О = 0 , то д(/> =  оо). Положим

Д ==min Д^7) >  0, (4.14)'

где минимум берется по всевозможным линейно независимым си
стемам A j,  / £  /. Введем, далее, величину

а (4.15)

где параметры х W  определяются формулой (4.12), а максимум 
берется опять-таки по всевозможным системам Лу, j  £ /.

Число е3, фигурирующее в условии теоремы, может быть те
перь вычислено по формуле

(4.16)

где Д и а  определяются соотношениями (4.14) и (4.15) соответст
венно.

Покажем, что величина е3, определяемая формулой (4.16), дей
ствительно удовлетворяет условиям теоремы 4.3. Для этого, поло
жив 0  <  е <  е3, рассмотрим произвольный псевдоплан X  задачи 
(4-2)—(4.4).

Пусть базис псевдоплана X  состоит из векторов Лу, j  £
^(Si» s 2......... s m)• По условию,

Д(/^ ( 8 ) |  ПРИ 1(1Х./ U  \ < 0  при XГу=Ру, 7 Х

В соответствии с формулой (4.7),

д('х> (e)^A,jx> — ( -  Ip  8n+>-/+ 2  (—l)v‘,'efl+,_s^ )
/и 1

(4.17)

(4.18)

15 Д. Юдин и Е. Гольштейн
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Из соотношений (4.18) и (4.15) вытекает, что 

| д <7х> (е) — | <  ест.

Пусть Д у<0. В таком случае
Ду (е )  <  Ду +  ест < — А  + е с г  <  —  Д +  е 8о  ^ 0 .

В приведенной цепочке соотношений второе неравенство следует 
из формулы (4.14), третье неравенство — из предположения относи
тельно е, четвертое неравенство вытекает из определения е8 (см. 
формулу (4.16)).

Итак, при Д у < 0  величина Ду(е) < 0 . Аналогично проверяется, 
что при Ду> 0 параметр Ду(е) также положителен.

Теперь уже не представляет труда показать, что вектор X  
является псевдопланом задачи (3.1) — (3.3) с базисом A Si, A S2........A Sm,

Действительно,
Д у ^  0  при X j — a p

поскольку противное повлекло бы за собой неравенство Д у(е)<0 , 
которое противоречит условиям (4.17). По тем же причинам при

Д/<0.
Следовательно, вектор X , удовлетворяя условиям (3.2) и (3.14), 
является псевдопланом задачи (3.1) — (3.3).

Для завершения доказательства теоремы нам осталось показать, 
что псевдоплан X, являющийся планом задачи (4.2) — (4.4) (а зна
чит, и оптимальным планом этой задачи), оказывается решением 
задачи (3.1) —(3.3).

По доказанному, X  — псевдоплан задачи (3.1) — (3.3). По усло
вию, вектор X  является также планом этой задачи. Следовательно, 
в соответствии с признаком оптимальности вектор X  — решение 
задачи (3.1) —(3.3).

Теорема доказана.
4.4. Теперь мы в состоянии перенести метод последовательного 

уточнения оценок на произвольную задачу с двухсторонними огра
ничениями, не связывая себя предположением о невырожденности 
соответствующей двойственной задачи.

Вместо задачи (3.1) — (3.3) рассмотрим связанную с ней е-за- 
дачу (4.2) —(4.4) при

0  <  8 <  e0 =  min {8 j, е2, 8S}.

Положительные числа е2, е8 фигурируют в условиях теорем 
4.1, 4.2, 4.3 соответственно.

Предположим, что X Q—псевдоплан задачи (3.1) — (3.3) с бази
сом А и  Л2, . . . ,  А т . Согласно теореме 4.1 (е <  8 t) вектор Х 0 яв
ляется также псевдопланом е-задзчи с тем же самым базисом.

Отправляясь от псевдоплана Х 0 как от исходного, приступим 
к решению 8-задачи (4.2)—(4.4). В силу теоремы 4.2 эта задача 
является невырожденной (е <  е2). Поэтому в результате конечного
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числа итераций, пройдя через псевдопланы X v  Хдг- j ,  мы по
лучим решение X N  задачи (4.2) —(4.4).

В соответствии с теоремой 4.3 (е <  е3), векторы Х {, l ^ i ^ N  
являются псевдопланами задачи (3.1) — (3.3), причем последний 
Btsvrop X N  цепочки представляет собой решение этой задачи.

Таким образом, процесс решения задачи (4.2) —(4.4) методом 
уточнения оценок при достаточно малом положительном е приводит 
к движению по псевдопланам исходной задачи (3.1) — (3.3), которое 
завершается построением искомого оптимального плана.

Проследим за этим движением на примере отдельной итерации, 
состоящей в переходе от псевдоплана X  к псевдоплану X ' . Вектор 
X  является псевдопланом как исходной задачи (3.1) — (3.3), так и 
е-задачи (4.2) — (4.4). Очевидно, вектор X  необходимо рассматривать 
в качестве псевдоплана е-задачи только в процессе выбора вектора 
Л#, подлежащего включению в новый базис.

Как и при описании метода уточнения оценок для задач 
с двухсторонними ограничениями, здесь целесообразно различать 
две возможности.

1. Из базиса выводится вектор A Stг, причем 

*го <  V
В этом случае индекс k  вектора Л*, подлежащего включению 

в новый базис, определяется соотношением

M e)
*rk

min
ieE

Ay(s)\  e
* r f  )  ’

(4.19)

Здесь через E  обозначена совокупность индексов /, для которых
А/(в) 
*г/

> О, xrj Ф О,

или, что то же самое, для которых
I <  О при Х у ^ а , ,  

г / \ > 0  при х/ = Р / , j $ I x .

Базис псевдоплана X  состоит из векторов Л51, Л^2, '
Поэтому в соответствии с формулой (4.7) соотношение (4.19) может 
быть преобразовано к виду

__  Afe . ( 0  к сп + i - k   ' V  ( 0  *xik cn + \ - s ij==
x rk *rk ы г  *rk

=  min ( —  У  — -Уе"+1~дД  (4.20)
i * B \  x r j  x r /  f * x x r J - J

Поскольку 8 предполагается сколь угодно малым положительным 
числом, то отыскание искомого минимума в соотношении (4.20) 
и индекса, на котором он достигается, сводится к последователь
ному сравнению коэффициентов при различных степенях s: при
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8 ° =  1 , 8 , е2, 8п. Этот путь приводит нас к следующему пра
вилу определения индекса k.°

Объединим в множество Ех те индексы /, на которых дости
гается

(сравнение коэффициентов при 8° =  1). Если Ех состоит из единст
венного индекса, то он принимается в качестве искомого индекса k. 
В противном случае процесс поиска индекса k продолжается. 
Чтобы избежать сложных обозначений, предположим, что

*1 <  S2 <  • • • <  8т.
Этого всегда можно добиться за счет соответствующей перенумера
ции позиций базиса.

Обозначим через &х совокупность индексов ] £ Еи которые 
превосходят sm. В множестве 8 j выделим подмножество elf состоя
щее из таких индексов / £ej, для которых

ы 01
Xrf

<0.

Если ex содержит хотя бы один индекс, то
k=  шах /.

/68!
Если 1Х—пустое множество, причем Ех=*е,, то

& =  min /.
/бе1 = £1

Если же оба эти условия не выполняются, т. е. е ,— пустое мно
жество и Ех ф в,, то образуется множество Е%. Это множество со
ставляется из таких индексов / £  EXi на которых Достигается

min
J e E i - e t

(-1  )х>т+'Хт,

Естественно, что в, случае, если ех— пустое множество, никаких 
промежуточных операций между построением Ех и Е2 не произво
дите^.

Заметим, что правило перехода, от Ех к Ег основывается на 
сравнении коэффициентов при е"+1_; для i ^ s m(j £  Ех). Если мно
жество Е2 содержит единственный индекс, то он принимается в ка
честве k. В противном случае осуществляется следующий шаг про
цесса, состоящий в переходе от Е2 к Е8. При этом руководству
ются теми же правилами, что и при переходе от Ех к Яа. Отличие 
состоит лишь в том, что индекс sm заменяется на sw_1: Если 
в процессе построения множества Е3 индекс k все еще не найден, 
то производится переход от Е9 к £ 4. Последовательные переходы
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осуществляются до выделения индекса k или исчерпания всех мно- 
жеств Ely число которых, очевидно, равно т  +  1 .

Если последнее множество Ет+1 содержит несколько элементов, 
то индекс k определяется следующим образом.

Выделяется множество i x, состоящее из таких индексов / £  Em+lt 
для которых

xrj
Если е | содержит хотя бы один элемент, то

k =  шах /.
/6 81

В противном случае
k = min /.

/ 6 Ещ+i
Этот последний шаг процесса поиска индекса k связан со сравне
нием коэффициентов при &n+\—j для / <  sx.

Итак, индекс вводимого в базис вектора А^ определяется не 
более чем за /п +  2  шагов.

2. Обратимся ко второму случаю, когда

хго >  Psr*
В этом случае индекс k вектора Aki подлежащего вводу в новый 
базис, определяется из соотношения

min ^
x rk I $ Е x r j

где Е состоит из таких индексов /, для которых

(4.21)

I >  0  при *у= а /, j 4 1Х, 
rJ\ < 0  при х/ = Р / , j $ l x.

Из соотношения (4.21) и формулы (4.7) получаем, что при 
достаточно малых положительных значениях е на индексе k дости
гается

/  V ш  V* • \

б0 (е) — min ( + + 2   ̂ ^  x if  Rn + i - s A  (4.22)
\ x r f  x r j  i  =  i  x r f  J

Из соотношения (4.22) легко выводится правило определения 
индекса k, аналогичное тому, которое было описано для первого 
случая. Поскольку минимизируемые выражения в формулах (4.20) 
и (4.22) отличаются только знаком, то для отыскания индекса k 
можно воспользоваться уже описанным правилом, если xrj  заме
нить на

x r / =  —  xrj-
Проведенный анализ показывает, что процесс решения е-задачи

(4.2) —(4.4) при достаточно малом е эквивалентен процессу
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решения задачи (3.1)—(3.3), в котором используется описанное выше 
правило отыскания вектора, подлежащего вводу в новый базис. 
Следовательно, применение этого правила гарантирует конечность 
метода последовательного уточнения оценок независимо от свойств 
решаемой задачи.

4.6. В заключение параграфа вернемся к  задаче (1.1)—(1.3), 
записанной в канонической форме. В данном случае а у = 0 ,  Р у = о о  
для всех / =  1, 2, . . . ,  п . Поэтому вторая возможность здесь нереа
лизуема, а множество Е  состоит из индексов /, для которых 
x rj <  0. Отметим также, что в рассматриваемом случае Vy*=l для 
всех / =  1, 2, . . . ,  п . В силу этих особенностей задачи (1.1) — (1.3) 
правило выбора индекса k  принимает следующий вид.

Обозначим через Е г совокупность индексов /, на которых до
стигается

= min
X r j < О V Xrj  J

Если индекс k  еще не определен ( Е г содержит несколько эле
ментов), то приступаем к следующему шагу. Если все индексы 
превосходят smt то

k  =  min /.
/е Ei

В противном случае строим множество Е 2, объединяя в него те 
индексы /, на которых достигается

min b u L .
U E ,  X r j

» / < Sffl
Для пояснения этой части правила достаточно заметить, что при 
решении задачи (1.1)—(1.3) множества е,- всегда оказываются пу
стыми.

Если множество Е 2 содержит только один элемент, то он при
нимается в качестве искомого индекса k . Если же это условие не 
выполняется, то приступаем к осуществлению следующего шага, 
который завершается определением k , либо построением множества 
индексов Е 3, содержащего более одного элемента. Правило прове
дения данного шага совпадает с уже описанным правилом, с тем 
лишь отличием, что индекс sm заменяется на sm _ lt a x mj  на х т - л^ .  
Напомним, что согласно предположению, сделанному выше, 
Si<s2< . . . < s m . Последовательные шаги осуществляются
либо до определения индекса k , либо до построения множества 
Е т+1. В последнем случае индекс k  определяется как наименьший 
ИЗ

k =  min /.
/€Ещ + j

Сформулированное правило отыскания индекса k  вектора 
подлежащего вводу в базис, исключает возможность возвращения 
к пройденному ранее псевдоплану. Таким образом, использование 
этого правила дает полную гарантию от зацикливания.
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§ 5. Первый алгоритм метода 
последовательного уточнения оценок

5.1. Метод последовательного уточнения оценок может 
быть, так же как и метод последовательного улучшения 
плана, реализован в виде двух различных вычислительных 
схем. Различие между вычислительными схемами (алгоритмами 
метода) основано на разных способах вычисления параметров Ду.

В настоящем параграфе излагается вычислительная схема 
первого алгоритма применительно к канонической форме за
дачи линейного программирования и к задаче с двухсторон
ними ограничениями. Использование алгоритма иллюстри
руется примерами.

При решении задачи линейного программирования по ме
тоду последовательного уточнения оценок начальный опорный 
план сопряженной задачи (точнее, начальный сопряженный 
базис) предполагается известным.

При использовании первого алгоритма вычисление опти
мального плана невырожденной задачи линейного програм
мирования производится по следующей схеме. Базис началь
ного опорного плана сопряженной задачи принимается в ка
честве базиса псевдоплана X  прямой задачи. Разлагая вектор 
ограничений по векторам сопряженного базиса, получают 
базисные компоненты x iQ псевдоплана X. Знаки x io позволяют 
установить, является ли полученный псевдоплан планом 
задачи. Если имеет место случай 1°, то начальный опорный 
план сопряженной задачи оказывается ее решением, а началь
ный псевдоплан — оптимальным планом прямой задачи. При 
наличии отрицательных компонент x iQ следует вычислить 
коэффициенты х ^  разложения векторов условий по сопря
женному базису. Если для некоторого все хг^  О,
задача неразрешима (случай 2°). Процесс решения задачи 
заканчивается в этом случае установлением противоречивости 
ее условий.

Если имеет место случай 3°, то переходят ко второму 
этапу итерации. По формулам (1.11) вычисляются параметры 
Д;.. Затем устанавливается номер вектора, который должен 
быть исключен из сопряженного базиса, и вектор условий, 
который должен занять его место в базисе. С вновь полу
ченным сопряженным базисом на следующей итерации произ
водятся те же операции и проводится тот же анализ, что



и на предыдущем шаге. Параметры x iQ1 x {i и Дj  вычисляются 
по соответствующим параметрам предыдущего шага по тем 
же рекуррентным формулам (1.12) гл. 5, что и в первом 
алгоритме метода последовательного улучшения плана. Вычис
ления продолжаются до получения оптимального плана или 
до установления неразрешимости задачи. Процесс решения 
укладывается в конечное число шагов.

Как видим, вычислительная схема первого алгоритма ме
тода последовательного уточнения оценок весьма схожа 
с вычислительной схемой первого алгоритма метода последо
вательного улучшения плана. Близки друг другу и формы 
записи параметров итераций в таблицах.

Различие между методами, по существу, заключается 
в том, что в одном случае производится последовательный 
переход от исследуемого опорного плана задачи к соседнему, 
а в другом случае от одного псевдоплана к очередному 
псевдоплану. В первом случае мы перемещаемся по базисам 
прямой задачи, а во втором случае по базисам сопряженной 
задачи. Формальное различие между вычислительными схемами 
проявляется только в правилах перехода от рассматриваемого 
базиса к следующему и в признаках оптимальности плана 
и неразрешимости задачи. В методе улучшения плана вначале 
определяется вектор, подлежащий вводу в базис, а затем — 
вектор, исключаемый из базиса. В методе ^уточнения оценок, 
наоборот, выбор вводимого в базис вектора производится 
после определения вектора, удаляемого из базиса. Отсюда 
и некоторое различие в таблицах первых алгоритмов обоих 
методов.

Сравнивая таблицу / первого алгоритма метода последо
вательного уточнения оценок (табл. 6.1) с соответствующей 
таблицей § 2 гл. 5, замечаем, что единственное отличие 
в структуре таблиц заключается в том, что вместо столбца 0 
здесь появляется строка 0. Столбец 0 в таблицах метода 
улучшения плана служил для выбора вектора, исключаемого 
из базиса. Строка 0 в таблицах метода уточнения оценок 
предназначена для определения вектора, подлежащего вклю
чению в сопряженный базис.

Столбец Бх  таблицы / содержит векторы ASi базиса 
псевдоплана X W. В столбец Сх помещаются коэффициенты 
линейной формы при базисных компонентах псевдоплана Х^1К 
В столбцах А0 и Aj (у= 1, 2, . .  п) записываются соответ-

4 5 6  м е т о д  п о с л е д о в а т е л ь н о г о  у т о ч н е н и я  о ц е н о к  [ г л . 6
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Таблица I
Т а б л и ц а  6.1

ственно коэффициенты разложения вектора ограничений и 
векторов условий по базису псевдоплана Х^1К Элементы х $  
столбца А0 = В — это базисные компоненты псевдоплана XV).

Строка т~\~ 1 таблицы I заполняется параметрами Д//}, свя
занными с коэффициентами х $  и Cj формулами (1.11). В соот
ветствии с занимаемой позицией в таблице / параметры Д ^  
целесообразно обозначать, как и в методе улучшения плана, 
через x$ +l j. Как и прежде,

Столбцы А0, Av Ап (позиции 1, 2, т + 1) назы
ваются главной частью таблицы I. Элементы 6(/) строки/»+  2
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вычисляются по формуле

b f
д<.'>
г<‘)

Здесь г — позиция вектора, подлежащего искдючению из 
базиса В строке б(/) заполняются лишь позиции у,
для которых хг\ <  0. Остальные позиции строки прочерки
ваются.

Итерация I завершается заполнением главной части таб
лицы /. На первом этапе (/-{-1)-й итерации выясняется, 
какой из трех случаев имеет место. В случае 3° переходят 
ко второму этапу итерации. На втором этапе устанавливается 
позиция г вектора, исключаемого из базиса, вычисляется 
строка 0W, определяется вектор Ak1 подлежащий вводу 
в базис, и заполняется главная часть таблицы ( /+ 1 ) . Эле
менты главной части таблицы ( /+ 1 )  вычисляются по главной 
части предыдущей таблицы при помощи рекуррентных формул

JD г (/>
Kr j

М)
x rk

М)Xrj
М)
x rk

4 1 при /=£г,

при I =  г, (5.1)

/ =  1, 2, т, т +  1; у = 0 ,  1, 2, . . . ,  п .

Исключению из базиса псевдоплана подлежит вектор ASr 
с максимальной по абсолютной величине отрицательной ба
зисной компонентой В базис должен быть введен вектор 
Aki на котором достигается

/  д(/)
0<° =  min б//} == min ( ------щ-

< О '  хп

В невырожденных задачах вектор Ak, подлежащий включению 
в очередной сопряженный базис, определяется этим условием 
однозначно. Правило выбора вектора Ak в вырожденных 
задачах будет изложено в п . 5.2. Позиции базиса, в кото
рых расположены вектор, введенный в базис на предыдущем 
шаге, и вектор, подлежащий замене, отмечаются стрелками. 
Элемент 90 строки б обводится рамкой. Направляющая 
строка (г) и направляющий столбец (k) таблицы выделяются.
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Переход от таблицы ( / +1)  к таблице (/ +  2) произво
дится по тем же правилам, по которым таблица / преобразо
вывалась в таблицу (/-j-1).

Контроль вычислений осуществляется так же, как и в пер
вом алгоритме метода последовательного улучшения плана. 
Через определенное количество итераций параметры 
&/— хт+1, / вычисляются не только по рекуррентным форму
лам, но и непосредственно из соотношений (1.11).

Трудоемкость каждой итерации в первом алгоритме метода 
последовательного уточнения оценок примерно такая же, как 
и для итераций первого алгоритма метода последовательного 
улучшения плана. Число умножений в обоих случаях оди
наково (преобразования главных частей таблиц обоих алго
ритмов проводятся по одним и тем же рекуррентным форму
лам). Операция деления встречается при вычислении 0 и пре
образовании направляющей строки. В методе улучшения плана 
число делений не превышает п. В методе уточнения оценок 
число делений не больше 2 (п—т).

Приведенные данные, к сожалению, не дают представле
ния о сравнительной трудоемкости решения общей задачи 
линейного программирования по каждому из описанных ме
тодов. В настоящее время нет статистических и тем более 
теоретических оснований, позволяющих сравнивать число 
итераций, необходимых для решения одной и той же задачи 
при помощи метода улучшения плана и посредством метода 
уточнения оценок.

На рис. 6.5 изображена блок-схема решения задачи ли
нейного программирования по первому алгоритму метода по
следовательного уточнения оценок.

5.2, При описании алгоритма сопряженная задача пред
полагалась невырожденной. Такое допущение обеспечивает 
однозначный выбор вектора, вводимого в базис.

В § 4 (п. 4.3) сформулировано и обосновано правило, 
гарантирующее от зацикливания в процессе решения задачи 
методом уточнения оценок. Рассмотрим реализацию этого 
правила применительно к первому алгоритму.

Векторы условий нумеруются так, чтобы начальный базис 
состоял из векторов Av Л2, . . . ,  Ат. Принятая нумерация 
векторов условий Aj сохраняется на протяжении всего про
цесса решения задачи.

§  5]
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Пусть при некоторой итерации в строке 0 минимальная 
величина 0О достигается сразу на нескольких векторах

x r k t x rk 2 Xrkt

К < К  < . . . < * * :
при этом #,*.<; О ( / = 1 ,  2, t).

Случай 1° 
(план оптимален)

Случай 2 ® 
(задача нераз

решима)

Рис. 6.5.

Будем называть векторы Ak^  Akt подозрительными
векторами. Один из них подлежит вводу в базис очередного 
псевдоплана.
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Пусть sPi— наибольший среди индексов sv . . . ,  sm век
торов текущего базиса. В очередной базис вводится Akti 
если k{>sPl для i =  1, 2, t . Если это условие не вы
полняется, то совокупность подозрительных векторов сужи
вается и дальнейшей проверке подлежат только векторы, 
номера которых не превышают sPt. Для этих векторов стро
ится строка

(если он единственный), подлежит вводу в базис. Если 01О 
также достигается на нескольких векторах, то из них обра
зуется новое множество подозрительных векторов. Пусть 
sP2— второй по величине индекс вектора текущего базиса. 
В базис вводится вектор с наименьшим номером, если нет 
подозрительного вектора с номером меньшим, чем sP2. Если 
это условие не выполняется, то множество подозрительных 
векторов снова суживается и в дальнейшем проверяются 
лишь векторы с номерами, меньшими sPi. Для них строится 
строка

минимальные элементы которой определяют следующее мно
жество подозрительных векторов. Процесс продолжается до 
тех пор, пока множество подозрительных векторов не ока
жется состоящим из единственного элемента. Ясно, что 
потребуется не более т шагов для однозначного выделения 
вектора, подлежащего вводу в базис.

Рассмотрим пример использования приведенного правила.
В таблице 6.2 зафиксированы коэффициенты разложения 

вектора ограничений и векторов условий по базису некото
рого псевдоплана, полученному на одном из шагов решения 
задачи методом последовательного уточнения оценок.

Как видим, минимальное значение строки 0, равное двум 
(0О =  2), достигается сразу на пяти векторах

Вектор, на котором достигается

Olo =  min01



В данном случае г =  3, так что 0, =  — Среди векторов
1 x z j

базиса вектор ASi =  Alt обладает наибольшим номером. 
Поэтому вектор А12 исключается из числа подозритель
ных векторов. Вектор условий Аг1 занимает в базисе чет
вертую позицию. Вычислим для оставшихся подозритель-

л *4/ных векторов элементы строки — отношения —- . Наимень-
л Хшее значение в строке достигается на векторах Av Лв и Л9.

4 6 2  МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК [ГЛ 6

Т а б л и ц а  6.3

№ * Х Ай A t Л2 А , а 4 Аз A q А , а 8 А э А \о А и А12

1 А ч  J 3 - 1 5 7 - 1 - 4 - 1 - 8 6 - 9

2 Лю I -  1 5 -  1 - 4 5 2 - 2 . 1
-

- 2

3 А 2 j - 5 - 5 1 - 3 - 3 2 - 2
*

-  I - 1 -  1

4 А ц  J - 2 -  15 — 12 3 —6 4 - 3 - 1 - 5

Д - 10 - 9 6 4 4 - 5 2 - - 2

'j
-  | 2 - 3 2 — 2 - 5 2 - - 2

- | - 3 - - 4 - 3 - - 3 - - -

- - — 1 - - - - — 1 - - — 1 - - -

- - 3 - - - - 2 - - - - - -

Второй по величине индекс вектора базиса равен $2=  10. 
Номера всех оставшихся подозрительных векторов меньше
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десяти. Вычислим элементы строки 02= f — для у=*

=  1, 6, 9. Все три значения 02 равны между собой. Про
должая описанную процедуру, исключаем из рассмотрения 
вектор Л9, так как его номер превышает третий по вели
чине индекс вектора базиса ASi= A 7. Остается два подо
зрительных вектора А х и Ай. Строка 03 позволяет, наконец, 
установить номер вектора, подлежащего включению в базис. 
Это вектор Лв, на котором достигается

Таким образом, метод последовательного уточнения 
оценок может с одинаковым успехом применяться как в 
невырожденном, так и в вырожденном случаях. Вырожден- 
ность сопряженной задачи лишь усложняет выбор вектора 
Ak, вводимого в базис. Однако число итераций, несмотря 
на отсутствие, вообще говоря, монотонного убывания ли
нейной формы, всегда остается конечным.

Следует отметить, что при решении практических задач 
методом уточнения оценок, так же как и при использовании 
метода улучшения плана, получение цикла весьма мало
вероятно. Более того, построение примеров зацикливания 
требует известной изощренности. Между тем изложенный 
способ выбора вектора Ak, гарантирующий от зацикливания, 
сравнительно сложен. Поэтому следует рекомендовать в 
практических расчетах пренебрегать сложным правилом и 
пользоваться более простыми приемами выбора вектора, 
подлежащего вводу в базис. Одно из таких правил состоит, 
например, в том, чтобы вводить в базис подозрительный 
вектор с наименьшим (или наибольшим) порядковым номе
ром. В подавляющем большинстве случаев указанное эле
ментарное правило делает невозможным возврат к уже раз 
пройденному базису. В тех редких случаях, когда упрощен
ное правило приведет к циклу, следует, начиная с пройден
ного дважды базиса, перейти к строгому правилу и при
держиваться его до перехода к базису псевдоплана, для 
которого значение линейной формы уменьшится. После этого 
следует вновь вернуться к упрощенному правилу однознач
ного выбора вектора, подлежащего вводу в базис.



Необходимо иметь в виду, что каждый раз при пере
ходе от упрощенного правила к строгому следует перену
меровывать векторы условий так, чтобы исследуемый базис 
состоял из векторов Av Л2, Ат, и придерживаться
этой нумерации по крайней мере до первого уменьшения 
линейной формы аадачи.

5.3. Проиллюстрируем решение задач линейного программи
рования по методу последовательного уточнения оценок на двух 
примерах.

П р и м е р  1. Требуется обратить в максимум линейную форму 
L  (X) =  — (3*, +  * 2 +  2 х 3 +  З х л +  х 5 +  2 х 6 +  5 х 7) 

при условиях:
2 x j + 3 x e +  2*e "-~Xg =-10,

4*2 +3*5 + * 6 — * 9 = 4 ,
*2 +5*3 +4*5 +5*7 —*10 =2,

3*! + 2*4 + 3 х в —  х и  = 5 ,
2*2 + 4*4 + 3#7 —х12 =3,

. * / ^ 0 ; / = 1 , 2 , . . . ,  1 2 .

Р е ш е н и е .  Сопряженная задача формулируется следующим 
образом:

Требуется обратить в минимум линейную форму

L 0 0  =  10ух +  4уг +  2у, +  Ъуц +  3yt
при условиях:

2у ,  + 3 (/4 S » - 3 .
40* "4~У>

З у х + 5 у ,  + 2 </5 —2 .2t/4 + 4ys За —3,
з% + 4 {/8 гэ=— 1 .

2 г/а + ( / 2 +  3#4 2s —2 ,
5</3 +3(/s 3 = —5,

* =  1, 2, 3, 4, 5.

Как видим, K = ( 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ) является опорным планом со
пряженной задачи. Вектор Y обращает в равенства последние 
т  =  5 условий:

У1 =  о;
остальным условиям сопряженной задачи Y удовлетворяет кай- 
строгим неравенствам. Базис опорного плана Y сопряженной за
дачи состоит из векторов условий

Л8= ( —1, 0 , 0, 0, 0 ), Л8 =  (0, — 1 , 0 , 0 , 0 ),
Л1О= (0 , 0, - 1 ,  0, 0 ), Лп =  (0 , 0 , 0 , - 1 ,  0), Л12 =  (0, 0, 0 , 0, — 1).
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Т а б л и ц ы  6.3 (0—3)
сл

С0О

X

—3 ~ 1 — 2 —3 — 1 — 2 —5
Н ом ер

т а б 
л и ц ы

№
САГ | Б Х Ло ^ 1 Л 2 ^3 л 4 Л 5 Лв Л 7 •^8 Лд A iO •^11 Л 12

- 1 | | Л 8 — 1 0 — 2 —3
1

— 2
1 1 1

0

2 л 9 —4 — 4 —3 — 1
1

1 |

3 II А'° — 2 — 1 —5
1 - «

—5
1 1 - 1

4 А \ \ —5 —3 — 2
- 3 1 1 | 1 1

5 II л ‘2
—3 — 2 — 4 1 ~ 3 ■

6 -  1 А 3 1 2 3 1 2
5  1

7 1
- 1 *

- 1 , 5 - 0 , 6 6 7 - 1 -
-  1 - - - -

- 1 — 2 ! Л3 3 , 3 3 3 0 , 6 6 7  | 1 0 , 6 6 7 —0 , 3 3 3
1

1

1 2 1
—4 —4 —3 — 1

1
1

3 Лю 1 4 , 6 6 7 3 , 3 3 3 — 1
1 ~ 4

3 , 3 3 3 —5 — 1 , 6 6 7 1

- 4 IIIЛп —5 —3 — 2  | —3 1 1
15 II л *2

3 , 6 6 7 1 , 3 3 3  | — 4 | 1 , 33 3 —3 —0 , 6 6 7
1 1

6 -  | А I—6 , 6 6 1 1 , 6 6 7  | 1 3 1 0 , 6 6 7 5 0 , 6 6 7
1

п -  II • - 0 , 5 5 6  | - - 1 , 5  | - 0 , 2 2 2 - - - - - -

П
ЕРВ

Ы
Й

 
А

Л
ГО

РИ
ТМ



П
р

о
д

о
л

ж
е

н
и

е
4 6 6 МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК [ГЛ. 6

Н
о

м
ер

та
б


л

и
ц

ы

CN СО

- 1 - 1

см
см
см
о

СО
СО
СО

о
1

-

СО
со
СО

о
1

чр
чр
'р
о

см
см
см
о

N-
СО
СО

О

1

см
см
см
о

СО
СО
СО

о

CO
CO
00
о

чр
05

СО
СО
СО

о
чр

о

05
СО

о
1

1

1

1

1

1

1

1

—
Ю
CM
о

1

-

—

1

1

1

ю
см
о
1

—

n "
со
со
о%

СО
СО
СО

о
1

N-
со
СО

7

N
СО
СО

о
1

0
,6

6
7 N

со
со

7 —
0

,6
6

7

ю
1 к

ю
1

СО ю ю
1

СО
1

ю

см
1

о
X -

05
00
00

7

1

ю
см
СО
1

ю
см
от

СО
1

"Р
1 -

со
СО
СО

о

Ю
N-

о

N-
СО

о
1

СО
1 <

чр
^р

о
1

N.
СО
СО

о

см
см
см
см

J _

N-
СО
СО

о

СО
ю
ю
см 1

■*р

-sp
о

_ J _

05
00
СО

см

N
СО
СО

о

05
00
00

см
см
N
см

см
1 < - 1 1

1
т т 7 -

« 1CM J
о  j

-

со
1

О

- - - 1
ю
см
о
1

ю
см
о
1

N
СО
СО

F̂
F̂
F̂

ю
см 1

1

см
см
см
см

СО
СО
СО

см
1

о>

N-
со
СО

F̂
F̂
F̂

оо
N
N
N-

CM
CM
CM

CM

СО
00
Ю
о

7

^р
05
СО

05

СО
СО

оо
1

X
«5

X
CJ

<

1 см
1

<1

1

сг*

1
/

*̂ г

см
1

со

см
I

■̂F

1

N

<

CM
1

% см ю СО см СО чр ю СО N

4 t f



ПЕРВЫЙ АЛГОРИТМ 4 6 7§  5 ]

Все вычисления, связанные с решением примера 1, приведены в 
табл. 6.3 (0—3).

Базис исходного псевдоплана состоит из единичных векторов, 
взятых с обратным знаком. Поэтому базисные компоненты псевдо
плана X  (табл. 0 ) совпадают с соответствующими составляющими 
вектора ограничений, взятыми с обратным знаком, а элементы х ц  
столбцов A j  равны по величине и противоположны по знаку эле
ментам соответствующих столбцов матрицы условий ||а/у ||. В 
(m-f- 1)-й (шестой) строке таблицы записаны значения А у = —Су 
(базисным компонентам исходного псевдоплана отвечают нулевые 
коэффициенты линейной формы;.

Все базисные компоненты псевдоплана отрицательны и в каж
дой строке имеются отрицательные коэффициенты X (j (i =  1,2,3,4,5). 
Это значит, что мы имеем дело со случаем 3°. Переходим к новому 
псевдоплану. Выводу из базиса теперь подлежит вектор A Sl =  A 8 
(лг8 =1=д:1>0=з — 10<х1-о, i —  2, 3, 4, 5). Последняя строка табли
цы 0  заполняется значениями

для д^уСО. Наименьший элемент б0 строки 0 достигается на век
торе А 3. Вектор условий А 3 подлежит вводу в базис псевдоплана 
вместо вектора Л8. Преобразование главной части табл. 0  в глав
ную часть табл. 1 производится по рекуррентным формулам (5.1).

Последующий анализ табл. 1 и вычисления, связанные с пе
реходом к табл. 2 , производится по аналогичным правилам. 
Псевдоплан, полученный после третьей итерации, оказывается 
планом задачи. Таким образом, решением задачи является вектор

X " '  =  (0; 0,583; 2,222; 0; 0; 1,667; 0; 0; 0; 9,694; 0; 1,444). 

Максимальное значение линейной формы равно 

L  (X '") =  —8,361.

В таблицах 6.4 (0—2) приведена последовательность решения 
еще одного примера.

П р и м е р  2. Требуется обратить в максимум линейную форму

L  (X) =  — (5*! +  З х г +  4 х , +  х4 +  2 х ъ +  Зх6) 
при условиях:

6xj +  2a:2 +  3a:s +  8x4 +  х 6 - \ - 2 х 6 —  х 7 = 1 2 ,
4xj +  5х2 +  8х3 +  Зх4 +  *5 +7л:в —х 8 = 5 ,

+  х4 +  4я5 +  2 хв — х 9 = 7 ,
5*j +  2х2 +  х 3 +  * 4 +  6 х5 +  5хв — х 10 = 1 0 ,

x i - \-3 x 2 +  6 лг4 +  3х5 +  2х6 —х и  =  4,
АГу̂ гО; /= 1 , 2, . . . ,  И.

Таблицы не требуют специальных пояснений.



Т а б л и ц а  6.4 (0—2)

\
—5 —3 —4 — 1 —2 —3 Н о м е р

таб-
л и ц ы

№ с * 4о A i а 2 4 3 а 4 А ь А ь а 7 A s А д А ю 4 „

1 U  11 - 1 2 —6 — 2 — 3 1 —8 — 1 — 2 | 1 | 1 I

2 1 А 8 - 5 —4 —5 —8 —3 — 1 —7 | | 1 1
3 А —7 —2 '*-1 —4 —2 | | 1 |

04 1 -4(10 — 10 —5 —2 — 1 — 1 —6 —5 | 1 | 1

5 А п —4 — 1 —3 —6 —3 —2 | 1 1 1

6 - Д 5 3 4 1 2 з 1 1 1

1 7 - 8 — 0 , 8 3 3 1, 5 1 , 3 3 3 0 , 1 2 5 2 1, 5 — — — — —

— >1 1 11 - 1  II А 1 , 5 0 , 7 5 0 , 2 5 0 , 3 7 5 1 0 , 1 2 5 0 , 2 5 —0 , 1 2 5 1

1 2 11 II А —0 , 5 - 1 , 7 5 —4 , 2 5 —6 , 8 7 5 — 0 , 6 2 5 —6 , 2 5 —0 , 3 7 5 1 1

1 3 11 1II А —5 , 5 — 1 , 25 0 , 2 5 0 , 3  7 5 1 —3 , 8 7 5 — 1 , 75 —0 , 1 2 5 1 |

«— 4 11 1111 А , 0 —8 , 5 —4 , 2 5 — 1 , 75 —0 , 6 2 5 | —5 , 8 7 5 — 4 , 7 5 —0 , 1 2 5 | 1 1 1

1 5 I1 11 А и 5 3, 5- — 1, 5 2 , 2 5  |1 —2 , 2 5 —0 , 5 —0 , 7 5 1 1

1 6 I1 - II д - 1 , 5 4 , 2 5 2 , 7 5 3 , 6 2  5 1 1 , 875 2 , 7 5 0 ,  125 1

1 7 11 -  1II 8 - 1 1 , 571 5 , 8  |1 — 0 , 3 1 9 0 , 5 7 9 1 — — — —

1 • 11 - 1  1[1 А 4 1 , 3 1 9 0 , 6 6 0 0 , 2 1 3 0 , 3  6 2 1 1 1 0 , 1 4 9 —0 , 1 2 8 | 0 , 0 2 1

1 2 I1 11 А 0 , 4 0 4 — 1 , 298 —4 , 0 6 * —6 , 8  0 9 1 1 —5 , 7 4 5 —0 , 3 6 2 1 |—0,  106

' 1 з 11 11 А 0 , 1 0 6 1 , 5 5 3 1 , 4 0 4 Q, 7 8 7 | 11 1 , 3 8 3 —0 , 0 4 3 1 |—0 , 6 6 0

— А 4 11 - 2 1 А 1 , 4 4 7 0 , 7 2 3 0 , 2 9 8 0 , 10б| 1 1 0 , 8 0 9 0 , 0 2  1 1—0,  170 2

1 5 |1 !II А , 8 , 2 5 5 5 , 1 2 8 —0 , 8 3 0 2 , 4 8 9 ( 1 1 , 3 1 9 —0 , 7 0 2 1—0 , 3 8 3 1

1 6 I1 -  1II А —4, 213 2 , 8 9 4 2 , 191 3 , 42б| 1 1 , 234 0 , 0 8 5 | 0 , 3 1 9

1 7 I1 -  11 в - — - -  11 -  11 - - - - -  1 - -

Осо

£сч
ч
ои
а
ооЬасч
Ого>чсчtaсгк
о

*<ч
о
А3
СЧа
ка
о&сча
оа
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5.4. Приведем самостоятельное изложение метода после
довательного уточнения оценок (точнее, его первого алго
ритма), не связанное с рассмотрением задачи линейного про
граммирования в векторной форме и не требующее введения 
сопряженной задачи. Это — так называемая координатная 
форма метода последовательного уточнения оценок. 

Ограничимся исследованием невырожденного случая. 
Разрешим условия (1.2) задачи относительно т перемен

ных xSl, . .  ., x Sm, отвечающих базисным составляющим
(л;10, . . . ,  хто) начального псевдоплана X. Будем по-прежнему 
обозначать совокупность индексов векторов базиса через L 

Мы уже видели в § 4 гл. 5, что задача линейного про
граммирования (1.1) — (1.3) может быть сформулирована 
в следующей эквивалентной ферме.

Требуется вычислить неотрицательные величины xv х2, ...,хп, 
удовлетворяющие условиям

XSI =  Xi0 — ^  Хихр i =  1, 2, . . . ,  т, (5.2)

и обращающие в максимум линейную форму
L(x) = L ( X ' ) - g i bjXJ, (5.3}

где XQ — вектор, у которого составляющие хн равны x i0 
( / = 1 ,  2, . . . ,  w), а остальные компоненты равны нулю. 
Х0 представляет собой псевдоплан задачи (1.1) — (1.3). Это 
значит, что выбор переменных xSl, . . . ,  xSm обеспечивает 
неотрицательность всех коэффициентов Ду в выражении (5.3) 
для линейной формы L (X).

Введем обозначения

L  ( X )  ^  (*^о) =  ^m + i , о> +

и рассмотрим систему уравнений, в которой объединены ра
венства (5.2) и соотношение (5.3):

*„ =  **.— 2  х ихр г' = 1 > 2’ •••> т’ т + 1- (5-5)/ € I
Будем решать эту систему методом Гаусса (методом полного 
исключения). Выразим xk (k $ 1) из r -го уравнения системы 
(1 ^ г ^ т )  и подставим полученный результат во все осталь
ные уравнения (5.5). При этом естественно предполагается, 
что Xrk^O. После первого шага метода полного исключения

§ 51
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получим

xs' — xl0— 2  хцх,, / =  1, 2..........т, т +  1, (5.6)
‘ и г  '

где s'i — S[ при 1фг, s'r — k;

,  { А Н Д } -
Параметры xij определяются формулами

Xij :
■̂*7"

x rk

. xJk
*rk

xrJ, ii=r,
(5.7)

, * =  r,

/ = 1 ,  2, m, m + l;  j =  0, 1, 2, . . . ,  n.
Элемент xrk называется направляющим элементом преобра
зования.

До сих пор мы не накладывали никаких ограничений на 
выбор номера г уравнения и индекса k переменного, опреде
ляющих направляющий элемент преобразования, за исключе
нием естественного требования хгкФ$. Подчиним теперь вы
бор индексов г и k следующим требованиям.

Индекс г определяется наибольшим по абсолютной вели
чине отрицательным значением x i0

xrQ =  min x iQ

(если все x io ^  0, то план оптимален).
Для существования хотя бы одного плана задачи (1.1)—

(1.3) необходимо, чтобы при хго<0  по крайней мере один из 
коэффициентов xrj ( j — 1, 2, . . . ,  п) был отрицателен. В про
тивном случае, как видно из (5.6),

х /  ^х'гоСО

при любых неотрицательных значениях внебазисных перемен
ных Xj{]$I).

Выбор индекса k должен обеспечить переход к новому 
псевдоплану X ' . Это значит, что при выбранном индексе k 
удовлетворяются следующие условия:
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В соответствии с рекуррентными формулами (5.7) условие (5.8) 
может быть переписано в виде

А / = д у— 7 =1 ,  2 , . . . ,  л. (5.9)J *rk
Вектор Х 0, по условию, псевдоплан. Следовательно,

Ау^гО, у =  1, 2,  . . . ,  п.

При j — sr xrJ=  1, Ду =  0. Поэтому из (5.9) следует, что

—  0 .
*rk

Но А^>0 (мы рассматриваем невырожденный случай). Поэтому 
xrk<0. Если при этом

х г / > ° >

то условие (5.9) автоматически выполняется.
Разрешимая задача, как мы видели, обязательно содер

жит по крайней мере один коэффициент хгу<0. Для выпол
нения условия (5.9) необходимо, чтобы при xrj-<.0

x rk ^  Х г /  ’

т. е. индекс k определяется переменным

А*
Xrk

=  min
xrj  <  о

xk> для которого 

(5.10)

Сравним системы (5.5) и (5.6) с таблицами двух соседних 
итераций первого алгоритма метода последовательного уточ
нения оценок. Как видим, элементы правых частей уравнений 
расположены в том же порядке и преобразовываются по тем же 
рекуррентным формулам, что и соответствующие элементы 
таблиц.

Таким образом, метод последовательного уточнения оце
нок при заданном начальном псевдоилане представляет собой 
не что иное, как процесс решения систем уравнений по ме
тоду полного исключения со специальными правилами выбора 
направляющего элемента xrk. Выбор г подчиняется условию

*г0 =  т1п*/0,

а выбор k должен удовлетворять требованию (5.10). Другими
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словами, выбор направляющей строки обеспечивает монотон
ное изменение линейной формы, а выбор направляющего 
столбца — движение по псевдопланам.

5.5. Рассмотрим особенности применения первого алгоритма 
метода последовательного уточнения оценок к задачам 
с двухсторонними ограничениями.

Изменения в вычислительной схеме, связанные с учетом 
двухсторонних ограничений, касаются главным образом спо
соба определения направляющего элемента преобразования 
и формул для вычисления базисных составляющих псевдо
плана. Отсюда и некоторые изменения в структуре таблиц 
первого алгоритма.

Таблица /, отвечающая l-й итерации в задаче с перемен
ными, ограниченными с обеих сторон, отличается от таблицы / 
для канонической формы задачи дополнительной строкой X  
и тремя дополнительными столбцами Л0, (а; р) и б (табл. 6.5).

В строке X  под каждым вектором условий, не вошедшим 
в базис, указывается отметка а, если х р  совпадает с левой 
границей (т. е., если Ду>0), и р, если х (р  равен правой гра
нице интервала изменения (т. е., если Д .<0). Позиции строки Х> 
отвечающие векторам базиса, прочеркиваются.

Справа от столбцов таблицы, отвечающих векторам усло
вий, помещаются два дополнительных столбца — (а; р)х и 6. 
В столбец (а; р)х записываются границы интервалов измене
ния базисных переменных. Элементами столбца 6 являются 
уклонения бР базисных компонент псевдоплана от границ 
допустимых интервалов изменения соответствующих перемен
ных:

«М  V *  е“" *;!<“»' (5.П)
I Xii — если -ХГхо >  Ре

позиции столбца б, для которых

JSi)

прочеркиваются. Рядом с численным значением бР целесооб
разно помещать отметку а или р в зависимости от того, 
находится ли значение x iQ слева или справа от допустимого 
интервала изменения соответствующей переменной.
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Исключению из базиса подлежит вектор ASr, отвечающий 
наибольшему уклонению 6(Д

Отметка а или р у значения указывает, какой из слу
чаев (а или б) имеет место при данной итерации (см. п. 3.5).

В случае а элементы последней строки 0 вычисляются 
по формуле

д<*>

Ь‘ )==~ " Щ '  (5Л2)

При этом заполняются только те позиции строки 
которых

Д</>
^ 7) < 0, x r J --7^=0.
x rj

ДЛЯ

Остальные позиции строки 6, так же как и позиции, 
отвечающие векторам базиса, прочеркиваются. В вырожден
ном случае, когда Ду=0,  для некоторых векторов Ар не 
входящих в базис, следует учитывать Ду как положитель
ную величину при х^= aу и как отрицательную при Xj— fyp 

В случае б элементы строки 6 вычисляются по формуле

b f  :
д£>
X r j

(5.13)

При этом заполняются только позиции, для которых

Д</> ,А
- ^ > 0 , 4 /  Ф  о .
x rj

Остальные позиции строки 0 прочеркиваются. Как и в слу
чае а, при анализе вырожденных планов нулевые значения Ду 
для внебазисных переменных учитываются как положительные 
при Xj=<ij и как отрицательные при лгу =  Ру.

Столбец Л0 содержит базисные составляющие псевдоплана 
(коэффициенты разложения вектора

по векторам базиса псевдоплана). Вектор А0 меняется от 
базиса к базису и поэтому общие рекуррентные формулы, 
используемые при преобразовании таблицы, неприменимы
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к нему. Однако, как легко непосредственно убедиться, ба
зисные компоненты псевдоплана на (/+1)-м  шаге связаны 
рекуррентными формулами (5.1) с составляющими вектора

До3=3 “Ь xk Y * 4 r, (5.14)

отвечающими /-му шагу. Здесь sr — номер вектора A Sr, исклю
чаемого из базиса на /-м шаге, &— номер вектора, вводимого 
в базис на /-м шаге; равно а$г или pSr в зависимости от 
отметки (а или р) при уклонении 6^.

Столбец А0 помещается в таблице между столбцами А0 иА1в 
Элементы столбца А0 вычисляются по формулам

- ( / ) _ /  х¥<! + х\1} при
■**<> | (I) , (/) (/) (/) . W-lDj

I 4о ' +  ХЪ Xrk— Уг при 1 = г.

Под главной частью таблицы будем понимать столбцы 
Л0, Л,, . . . ,  Ап (все (т + 1) позиции).

Исходная таблица 0 отличается от всех последующих 
таблиц двумя дополнительными строками. В строке С поме
щены коэффициенты линейной формы задачи, а в строке 
(а; р) — границы интервалов изменения переменных Xj.

Наметим кратко порядок вычислений, связанных с отдель
ной ( /+  1)-й итерацией.

К началу ( /-f-1 )-й итерации таблица / (за исключением 
столбца А0 и строки 6) предполагается заполненной. Итера
ция начинается с проверки псевдоплана XV) на оптимальность. 
Псевдоплан XV) является планом и, следовательно, решением 
задачи (случай 1°), если все позиции столбца б в таблице / 
оказываются прочеркнутыми. Если случай 1° не имеет места, 
следует проверить выполнение условий неразрешимости задачи. 
Задача неразрешима (случай 2°), если найдется строка с укло
нением 6^  (а), для которой выполняется условие (3.19), или 
строка с уклонением fif* (р), для которой выполняется усло
вие (3.20). Другими словами, задача неразрешима, если 
в строке с уклонением, имеющим отметку а, элементы х {̂  0 
для X j ^ a j  и х ^ ^ О  для *у=Ру (/(£Ту) или в строке с укло
нением, имеющим отметку р, элементы х ^ ^ О  при Xj—dj 
и при X j= $ j( j§ IY). Здесь Xj—элементы, определяе
мые строкой X  таблицы I.

§  5]



Если условия неразрешимости задачи не выполняются 
(имеет место случай 3°), следует определить направляющий 
элемент преобразования и построить таблицу ( / + 1 )  (кроме 
столбца А0 и строки 0), содержащую исходные данные для 
очередной итерации.

Из базиса исключается вектор ASf с наибольшим уклоне
нием 6^ . Если таких векторов несколько, можно выбрать 
любой из них. Чтобы определить вектор, подлежащий вводу 
в базис, следует по указанным выше правилам заполнить 
строку 0. Наименьший элемент 0О строки 0 определяет вектор Aki 
вводимый в базис. Если 0О достигается сразу на нескольких 
векторах, в базис вводится вектор с наименьшим номером. 
Строгое правило однозначного выбора Ak, гарантирующее от 
зацикливания, изложено в п. 4.4.

Зная номер направляющей строки г и номер направляю
щего столбца k , можно вычислить по формуле (5.14) или (5.15) 
элементы столбца Л0. Теперь имеются все данные для пере
хода к таблице / + 1 .

Столбцы A v Л2, . . . ,  Ап (позиции 1, 2, . . . ,  т, т-\- 1) 
преобразовываются по рекуррентным формулам:

476 МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК [ГЛ. 6

Элементы столбца А0 таблицы I-1-1 вычисляются в соот
ветствии с теми же рекуррентными формулами по элементам

Значение линейной формы задачи преобразовывается от шага 
к шагу по рекуррентной формуле

(5.16)

j =  1, 2 ..........п.

столбца А0 таблицы I:

(5.17)

L ( X il+1)) =  L(X<l))— Ь[1)8(г1). (5.18)
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Элементы строки X  в таблице ( / +1)  совпадают с соответ
ствующими элементами строки X  таблицы I для всех у, за 
исключением j = k  и j = s r. Позиция строки X  для j —.k про
черкивается (вектор Ak входит в базис псевдоплана X(l+V). 
В позицию sr строки вносится отметка (а или р), указанная 
при величине 8(г/} в таблице L

§  5 ]

Рис. 6.6,



В столбец (а; |3)х таблицы / + 1  записываются те же ве
личины, что и в столбце (а; р)х таблицы /. Исключение 
представляет только позиция г, куда вместо чисел (aSr; ps,r) 
вносятся величины (а̂ ,; р^). Столбец б заполняется по фор
мулам вида (5.11) в соответствии с приведенными ранее за
мечаниями.

Определением перечисленных параметров завершается 
итерация (/-+ 1). Последующие итерации проводятся по тем же 
правилам.

Контроль расчетов может осуществляться двойным рас
четом Ду и L (по рекуррентным формулам и непосредственно 
из соотношений, определяющих эти параметры).

На рис. 6.6. изображена блок-схема решения задачи ли
нейного программирования с двухсторонними ограничениями 
по первому алгоритму метода последовательного уточнения 
оценок.

5.6. Проиллюстрируем применение описанной вычислительной 
схемы на следующем примере.

Требуется определить вектор Х у обращающий в максимум ли
нейную форму

L  —  12*х +  2* 2 +  10*3+14*4 +  *в +  2* 7 

при соблюдении следующих ограничений:
2*j +  *2 +  З*3 +  5*4 +  *5 =1,
*i +  4*2 +  2*з +  3*4 +  *б = 4 ,

4*j +  2*2 +  З* 3 +  5*4 +  *7 = 4 ,
3*1+2*2+4*3+ * 4  +#3 =  8 ,

-1 ^ Х у < 1 , 1 = 1, 2....... 8.
Процесс решения задачи записан в таблицах 6 .6  (0—2). Все 

переменные задачи ограничены с обеих сторон. Поэтому любая 
система из т  —  4 линейно независимых векторов может быть выбрана 
в качестве базиса исходного псевдоплана. Естественно принять, что 
начальный базис составлен из единичных векторов Л5, Лб, Л7 и Л8. 
Столбцы А и  Л3, . . . ,  Л8 (первые т  —  4 позиций) таблицы 0 заполнены 
компонентами векторов условий. Элементы строки А вычисляются 
по формулам (1.11). В строке X  указываются значения внебазисных 
переменных. При Ау>0 * y = c j y ,  при Ау <0 *у= ру. В нашем случае

*2 == a 2 =  1, * i =  Pi =  *3 =  Pg =  *4 —  —  1.

В столбец Л0 записываются значения базисных переменных 
псевдоплана

= 2 xjAj-
i t iY

4 7 8  МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК [г л . 6
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Имеем, например,

( P l^ 2 1  +  а 2^22 “f* Р з а 23 “f" ^ 4^ 24)  ^

=  4 —(1-1 — 1- 4+ 1- 2+ 1-3) =  2.

Значение линейной формы на псевдоплане равно, по определению,

L  (X) =  2  C jX j=  12-1 +  2-(—1) +10-1 +14-1 + 0 ‘(— 8) +
/= 1

+12 +  2- (— 6) +0 - 2  =  24.

Элементы столбца б вычисляются по формулам (5.11). Столбец б 
содержит непрочеркнутые позиции. Следовательно, исходный псевдо
план не является решением задачи. Условия неразрешимости задачи 
также не выполняются. Имеет место случай 3°.

Наибольшему уклонению бх =  7 отвечает вектор ASi =  Л5, который 
следует исключить из базиса. При бх указана отметка а. Поэтому 
строка 0 вычисляется по формуле (5.12). В строке заполняются 
только три позиции, отвечающие векторам А1г’А3 и Л4, для которых

§  5]

xr j  хг j

Наименьшее значение 0О в строке 0 равно 0,2 и достигается на 
векторе Л4. Вектор условий Л4 подлежит вводу в очередной базис. 
Итак, направляющей строкой преобразования является первая 
строка (г =  1), а направляющим столбцом — столбец Л4 (k  =  4). 
Теперь можно заполнить столбец Л0 по формулам (5.15) и переходить 
к табл. 1. Элементы Х ц  (i =  1, . . . ,  5; / =  1, . . . ,  8) вычисляются по 
рекуррентным формулам (5.16). Базисные составляющие очередного 
псевдоплана определяются из соотношения (5.17) по элементам 
столбца Л0. Линейная форма на псевдоплане X ' в соответствии 
с формулой (5.18) равна

L  (X )  =  2 4 -0 ,2 -7  =  22,6.

В строке X  позиция, отвечающая Л4, прочеркивается, а в по
зиции, соответствующей вектору Л5, записывается отметка а, ука
занная при уклонении б, в табл. 0. Все остальные позиции строки X  
сохраняют те же отметки, что и в табл. 0.

Анализ псевдоплана X '  и определение параметров очередного 
псевдоплана проводится по тем же правилам. Заметим, что в пер
вой итерации мы имеем дело со случаем а, а на втором шаге встре
чается случай б.

В табл. 2 все позиции столбца б прочеркиваются. Псевдоплан X "  
является решением задачи

Х" =  (1; 0,529; 1; —0,706; —1; 1; —0,529; 0,647);
L  (X") =  13,118.
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§ 6. Второй алгоритм метода последовательного 
уточнения оценок

6.1. Второй алгоритм метода последовательного уточне
ния оценок отличается от первого алгоритма теми же осо
бенностями, какими второй алгоритм метода последовательного 
улучшения плана отличается от первого алгоритма, реали
зующего тот же метод.

Рассмотрим вначале второй алгоритм применительно 
к канонической форме задачи.

Решение задачи начинается с заданного начального 
опорного плана сопряженной задачи. Вычисления записываются 
так же, как и во втором алгоритме метода улучшения плана: 
в серии основных и одной вспомогательной таблице.

В основных таблицах (табл. 6.7)- помещаются базисные 
компоненты 4о псевдоплана и коэффициенты е\1/  разложения 
m-мерных единичных векторов

по векторам сопряженного базиса. Строка (т-\-1) основной 
таблицы содержит значение линейной формы

и составляющие

опорного плана сопряженной задачи. Если задан только на
чальный сопряженный базис, то уj вычисляются по формуле

Столбцы е0, е1, . . . ,  ет (все (т-{-1) позиций) составляют 
главную часть основной таблицы. При переходе от каждой 
таблицы к следующей главная часть таблицы преобразовы
вается по тем же рекуррентным формулам (5.5) — (5.6) гл. 5, 
что и элементы основных таблиц второго алгоритма метода 
улучшения плана.

еу= (0 ,  . . ., 0, 1, 0, . . ., 0)
N....................... ........  — '

т

т

т
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Т а б л и ц а  6.7
Основная таблица I

№ С Х Б х *0 *1 ег ... е т

1 % \ е {1) е « >еп е {1)d \2 ... е {1) c i  т

2 % A s2 20
е {1)С21

е О)
Г 22

... е ( / )2пг
М )
х ак

•

: :
| ... •

:

г
К

е<1)го е {1)dri е {1) ... е (1)с гт
у(1)
х гк

• ■
• •

:

•
... \ \

т е < 0
с т о « ж

... е {1) х т к

т  + 1 — — L < ‘ > у [ 1) ... „ ( 0
Ут

Заметим, что во втором алгоритме метода улучшения 
плана строка (т+  1) нужна была для последующего вычис
ления параметров A f  при каждой итерации. Во втором ал
горитме метода уточнения оценок параметры д у \ как будет 
показано ниже, вычисляются по рекуррентным формулам. 
Поэтому элементы ет + и 1 = у ( необходимы только в табл. О 
для вычисления исходных значений Д .. Во всех остальных 
основных таблицах строка (m-J- 1) играет вспомогательную 
роль и используется только для контроля вычислений.

Последний столбец (А$) основной таблицы содержит 
коэффициенты xfk разложения вектора Лй, подлежащего 
вводу в базис, по базису псевдоплана. Составляющие 
вычисляются по формулам

т

X(ik =  S  etsOsk- (6-2)
S = I

16*
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Элементы столбца Ak необходимы для преобразования 
главной части основной таблицы по рекуррентным формулам

е? 1 -
«!?
42

4?
4 Г

.и» 1фг,

/ =  Г,

(6.3)

/ =  1, 2, . . т, т +  1; j= 0 ,  1, 2, . .  т; Xm+i, * =

Верхняя часть вспомогательной таблицы содержит векторы 
условий задачи. В (w -fl)-io  строку помещаются значения 
коэффициентов линейной формы.

Каждой основной таблице соответствуют три строки ниж
ней части вспомогательной таблицы (табл. 6.8): строка Д//}, 
строка 4 °  и строка 6(/>.

Элементы строки Д}/} вычисляются по формуле
т т

= 2 laify¥)— <Cj= % а и ет+1, 1 — с} (6.4)

только при 1 = 0. Параметры Л/!) для последующих итераций 
вычисляются рекуррентным образом.

В строку Хг1) записываются коэффициенты х{}] разложе
ния векторов А/ по сопряженному базису при векторе ASr. 
Коэффициенты хг/  вычисляются по формуле

т

•4/ =  2  4гЧ/> / '=  1, 2, . . . ,  п. (6.5)
1 = 1

Здесь г — позиция базиса, из которой на (/-)-1)-й итерации 
исключается вектор.

В строке 0(/) заполняются только те позиции, для кото
рых лг$< 0. Каждый элемент строки 0(/) равен отношению 
соответствующих элементов двух предшествующих строк, 
взятому с обратным знаком. Наименьший элемент строки 0(*\

Д</> (h
равный----------- обозначается через 0о\ Вектор Ak, на ко-

у \ у
x rk

тором достигается е ,  подлежит вводу в очередной базис.
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Если 0О достигается сразу на нескольких векторах А 
то в базис можно вводить любой из них, например, вектор 
с наименьшим номером. Однако такое правило выбора век
тора, подлежащего вводу в базис, не гарантирует от заци
кливания. При обнаружении цикла, т. е. начиная от прой
денного дважды базиса, следует воспользоваться строгим 
правилом выбора вводимого в базис вектора, изложенным 
в § 4. Применение этого правила ко второму алгоритму не 
отличается от его использования при первом алгоритме метода 
уточнения оценок. Однако если в первом алгоритме коэффи
циенты Хц (см. п. 5.2, где иллюстрируется применение пра
вила) содержатся в таблицах вычислительной схемы, то во 
втором алгоритме необходимые значения х ^  подлежат вы
числению по формулам (6.5). Это обстоятельство осложняет 
практическое использование правила, гарантирующего от 
зацикливания, при решении задач с вырожденными сопря
женными планами по второму алгоритму метода последова
тельного уточнения оценок.

Вычисление строки Х^1) является наиболее трудоемкой 
операцией второго алгоритма метода последовательного 
уточнения оценок. Определение каждого элемента x^J тре
бует т умножений. Однако, как уже отмечалось, наличие 
строки исключает необходимость в вычислении парамет
ров Ду по громоздким формулам (6.4). Действительно, в со
ответствии с рекуррентной формулой (5.1) имеем для
i =  m+\ ( * „ + , ,  у =  А /)

М)
Д Г ° =  д Т -----А*\ у = 0 .  1, 2. . . . .  л, (6.6)

x rk

или, в принятых обозначениях.,

дУ+1) =  А(/ '+ Ы 1)4%  7 = 0 , 1, 2, . . . ,  п, (6 7)

т. е. строка Д{/+1) получается как сумма строки Д(/> и 
строки предварительно умноженной на выделенный эле
мент 0^ строки 0(/).

6.2. Наметим кратко порядок вычислений во втором 
алгоритме метода уточнения оценок.

Вычислительная схема второго алгоритма состоит из 
последовательности итераций, реализуемых по одним и тем

4 8 6  МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК [ГЛ. 6
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же правилам. Каждая итерация состоит из двух этапов. 
На первом этапе псевдоплан проверяется на оптимальность 
(случай 1°). Если псевдоплан не является планом задачи, 
следует выяснить, нет ли оснований считать задачу нераз
решимой (случай 2°). На этом завершается первый этап 
итерации. Если имеет место случай 3°, следует перейти ко 
второму этапу— вычислить очередной псевдоплан и все ха
рактеризующие его параметры.

Рассмотрим последовательность вычислений в ( /+  1)-й 
итерации. Для проверки псевдоплана Х {1) на оптимальность 
следует просмотреть знаки элементов столбца е0 основной 
таблицы /. Если все элементы е$  ( /=  1, 2, . . . ,  т) неотри
цательны, псевдоплан является планом и одновременно ре
шением задачи. Пусть теперь среди е\£ имеются отрицатель
ные элементы. Вектор ASr с наибольшей по абсолютной 
величине отрицательной компонентой отмечается как 
вектор, подлежащий исключению из базиса.

После этого следует заполнить строки Д(/) и Х {г1) во 
вспомогательной таблице. Строка Д(/) заполняется в соот
ветствии с рекуррентными формулами (6.7) по параметрам 
трех предшествующих строк (Д(*“ 1), и 6(/~1}).

Подчеркнем, что индексы г в обозначениях л£/_1) и Х^1) 
соответствуют различным позициям сопряженного базиса. 
В первом случае г — номер позиции базиса, из которой вы
водится вектор в /-й итерации, а во втором— индекс г 
отвечает позиции базиса, из которой исключается вектор на 
(/ +  1)-м шаге. Более точные обозначения Л ^и Х^~_^ загро
мождали бы запись.

Элементы х строки Х ^  вычисляются по формула (6.5), 
как произведения r -й строки основной таблицы / на соот
ветствующие столбцы Aj верхней части вспомогательной 
таблицы. Строка Х^1) позволяет проверить, нет ли оснований 
считать задачу неразрешимой. Задача линейного программи
рования (1.1), (1.2) не имеет ни одного плана, если все эле
менты строки неотрицательны (случай 2°).

Заметим, что установление неразрешимости задачи, если 
она имеет место, требует при втором алгоритме, вообще 
говоря, больше итераций, чем в первом. Это объясняется 
тем, что при втором алгоритме вычисляются и фиксируются



не все коэффициенты х {р как в первом алгоритме, а только 
величины хгр где г — индекс, наибольшей по абсолютной 
величине отрицательной компоненты псевдоплана.

Случай 3° имеет место, если в строке Х {г1) содержится 
по крайней мере один отрицательный элемент. В этом случае 
следует перейти ко второму этапу итерации—выбрать 
вектор Ak1 подлежащий вводу в базис, разложить его по ба
зису псевдоплана Х 1) и вычислить главную часть (/+ 1)-й  
основной таблицы.

Для выбора вектора Ak следует вычислить строку 0(/) 
вспомогательной таблицы. Как уже отмечалось, значения

Af>
Taj"Arj

определяются только для Xrj< 0. Вектор Ak, на котором 
достигается Ь[1)— наименьший элемент строки 0(/)—вводится 
в базис. Для однозначного выбора Ak в вырожденных слу
чаях используется в соответствии с приведенными выше 
замечаниями упрощенное или строгое правило (см. п. 6.1).

В последний столбец а [1) о с н о в н о й  таблицы / вносятся 
коэффициенты x \ k  разложения вектора A k  по векторам ба
зиса псевдоплана Х £). Параметры х $  вычисляются по фор
мулам (6.2), как произведения /-й строки главной части 
основной таблицы / на k-ft столбец верхней части вспомо
гательной таблицы.

Теперь имеются все необходимые данные для того, чтобы 
с помощью рекуррентных формул (6.3) перейти от главной 
части основной таблицы / к главной части таблицы (/-(-1), 
подготовив, таким образом, исходные параметры для (/-f-2)-й 
итерации.

Процесс образования основных таблиц и продолжения 
вспомогательной таблицы приводит через конечное число 
шагов к построению оптимальных планов обоих взаимосопря- 
женных задач или к установлению их неразрешимости.

Контроль вычислений по второму алгоритму метода по
следовательного уточнения оценок может производиться 
двумя способами. Первый из них основан на том, что пара
метры

4 8 8  МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК [г л . б
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можно вычислять как по рекуррентным формулам (6.3), так и 
непосредственно по формулам (6.1).

Второй способ контроля определяется двумя возможно
стями для вычисления Ау (формулы (6.4) и (6.7)).

На рис. 6.7 изображена блок-схема решения задачи ли
нейного программирования. по второму алгоритму метода 
последовательного уточнения оценок.

6.3. Трудоемкость отдельной итерации второго алгоритма 
метода уточнения оценок незначительно превышает трудоем
кость отдельного шага второго алгоритма метода улучшения 
плана. При составлении основных таблиц в методе уточне
ния оценок столбец 0 не вычисляется. Кроме того, можно 
сэкономить т умножений, не вычисляя (яг +  1)-ю строку 
основной таблицы. Зато каждая итерация метода уточнения 
оценок требует продолжения вспомогательной таблицы на три 
строки вместо одной во втором алгоритме метода улучшения 
плана. Вычисление строки Д(/) по рекуррентным формулам 
требует п — т умножений (параметры Ау для векторов базиса 
равны нулю). Составление строки Х (г1) связано с (п—т)т 
операциями умножения (XrJ для векторов базиса не вычис
ляются: х%=\>  а Хгц =  0 при / =  1, 2, . . . ,  т; 1фг). 
Столько же умножений требовалось при вычислении Ау 
во втором алгоритме метода улучшения плана. Наконец, 
вычисление строки Ь(1) требует менее (п —т) делений.

Заметим, что в методе последовательного улучшения 
плана имеется известная свобода в выборе вектора Ak, 
вводимого в базис. В качестве вектора Ak можно, вообще 
говоря, выбирать любой вектор Aj с отрицательной оцен
кой Ау. Поэтому во втором алгоритме метода улучшения 
плана можно сэкономить некоторое число умножений,
вычисляя параметры ду>, до появления первой отрицательной 
оценки Д*Р <  0. В методе уточнения оценок (в невырожден
ных задачах) вектор Ak выбирается однозначно по мини
мальному элементу е  строки 0(/). Для построения строки 
Ь(() необходимо вычислить все элементы строк Ау/} и Х (г1). 
Указанное обстоятельство дает при каждой итерации извест
ное преимущество второму алгоритму метода улучшения 
плана.

Как уже отмечалось при описании первого алгоритма, 
до сих пор нет оценок, позволяющих сравнить количество

§ 6]
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итераций, необходимых для решения задачи по обоим опи
санным методам.

Сравнение первого и второго алгоритмов метода после
довательного уточнения оценок приводит к тем же выводам, 
что и сравнение обоих алгоритмов метода улучшения плана.

6.4. Проиллюстрируем решение задачи линейного программи
рования по второму алгоритму метода последовательного уточнения 
оценок на примере, рассмотренном в п. 5.3 при изложении пер
вого алгоритма.

Весь ход вычислений зафиксирован в основных таблицах 6.9 
(О—3) и вспомогательной табл. 6.10.

Примем в качестве исходного сопряженного базиса ту же 
систему векторов, что и при решении задачи по первому алго
ритму. Базисные переменные не входят в линейную форму задачи. 
Поэтому элементы строки А вспомогательной таблицы совпадают 
с соответствующими коэффициентами линейной формы, взятыми 
с обратным знаком. Из базиса выводится вектор A Sl —  A gt отве
чающий наибольшей по абсолютной величине отрицательной ком
поненте псевдоплана.

Строка Х и  элементы которой вычисляются по формуле (6.5), 
содержит отрицательные величины. Следовательно, мы имеем дело 
со случаем 3°.

В строке 0 заполняются лишь позиции 1, 3 и 6, которые 
соответствуют отрицательным элементам строки X v  Наименьший 
элемент строки 0 достигается на векторе <43. Последний Подлежит 
включению в первую позицию базиса вместо вектора Л8. Коэффи
циенты разложения A z по исходному базису вычисляются по фор
мулам (6.1) и записываются в столбец А%} основной табл. 0. В пра
вый нижний угол таблицы записывается значение А  ̂=  А3 =  2. 
После этого главная часть табл. 0 преобразуется в главную часть 
основной табл. 1 по рекуррентным формулам

/ 1 
еи = Г е1*'

§ 6]

/ =  1, 2, 3, 4, 5, / =  0, 1, 2, 3, 4, 5.
Например,

е» = 1 Г з  • ( -  1) =0,333, 

е51 =  0—0,333-(— 2) =0,667.
Приступаем к первому этапу итерации 1.
Столбец е снова содержит отрицательные элементы. Исключе

нию из базиса подлежит A Si =  A n . Строка А' вспомогательной 
таблицы вычисляется по рекуррентной формуле (6.7). Имеем, 
например,

А' =  Аб +  0ол;1б -  2 +  0,667 • (— 2) =  0,667.
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Т а б л и ц ы  6.9 (0—3)

№ С Х Б Х ео e i е2 е з е 4 е 5 * 4

Н
ом

ер
та

бл
иц

ы

1 | Л 8 ) - 1 0 I - 1 - 3  1

2 I А  9 1 “ 4 II — 1

3 Л 10 1 _ 2  I — 1 —5 о
4 I Л ц — 5 II — 1

5 I Л 12 1 “ 3 1 — 1 —2

6. - | 1 1 II 2

— 1 “ 2 | Л 3 3 , 3 3 3 | 0 , 3 3 3 |]о, 667

2 Л 9 —4 II - 1 - 1

3 А  ю 1 4 , 66 7 I 1 , 6 6 7 — 1 1 3 , 3 3 3
1

— 4 II II А а - 5  | | - 1  | | - 3  |

5 А  12 3 , 6 6 7 | 0 , 6 6 7 — 1 I 1 , 3 3 3

6 - L - 6 * 6 6 7 ||—0 , 6 6 7 1 0 , 6 6 7

1 I - 2 А 3 2 , 2 2 2 1 0 , 3 3 3 - 0 , 2 2 2 1
— 2 |  А , — 2 , 3 3 3  1 — 1 0 , 3 3 3

II -  1

3 А  ю 9 , 1 1 1 I 1 , 66 7 — 1 — 1, 111
I О

— 4 - 2 А  в 1 , 6 6 7 0 , 3 3 3
£

5 - А  12 1 , 444 I 0 , 6 6 7 —0 , 4 4 4
- 1

6 1 L  „ — 7 , 7 7 8 |—0 , 6 6 7 —0 , 2 2 2 1 1

1 —2 Л3 2 , 2 2 2 | 0 , 3 3 3 —0 , 2 2 2 I
— 2 - 1 Л 2 0 , 5 8 3 0 , 2 5 —0 , 0 8 3 3

3 А  ю 9 , 6 9 4 1 , 66 7 0 , 2 5 - 1 — 1, 194
Q

4 —2 Л в 1 , 667 0 , 3 3 3
О

5 л  12 1 , 444 0 , 6 6 7 - 0 , 4 4 4 - 1

6 | - L - 8 , 3 6 1 —0 , 6 6 7 - 0 , 2 5 —0 , 1 3 9



Т а б л и ц а  6.10
Вспомогательная таблица

No В A t А  2 Аз А< Аъ А  е А  7 А  8 А  9 А  ю А  и А  12

1 10 2 3 2 — 1

2 4 4 3 • 1 1 1
3 2 1 1 5 4 1 5 1
4 5 3 2 3 1 - 1

5 3 2 4 :з —  1

6 — 3 - 1 — 2 - 3  1 - 1 - 2  | - 5

0

Л 3 1 | 2 3 1 2 5

— 2 — 3 1 - *  1 1

0 1 , 5 0 , 6 6 7 1 1

1

Л' 1 , 6 6 7 1 3 1 0 , 6 6 7  | 5 0 , 6 6 7 |

< — 3 — 2 — 3 1 1

0' | 0 , 5 5 6 — — 1 , 5 — 0 , 2 2 2 — — — — ------  1 ------

2

А" • 1 2 , 5 5 6 1 1 6
0 , 6 6 7  | | | 0 , 2 2 2

1 1 — 4 | 0 , 6 6 7 — 3 1 — 0 , 3 3 3

0" — 0 , 2 5 — — 0 , 3 3 3 — — — — — 0 , 6 6 7 —

<у>
fJOr>
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с о
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Строка X 4 вспомогательной таблицы содержит отрицательные эле
менты. Следовательно, нет оснований для суждений о неразреши
мости задачи.

Переходим ко второму этапу итерации 1. Заполняем строку б'. 
Наименьший элемент этой строки б0 =  0,222 достигается на век
торе Лв. Вектор условий Лб вводится в четвертую позицию оче
редного базиса вместо вектора Л^4 =  ЛП. В последний столбец Л ^  
основной табл. 1 вносятся вычисляемые по формуле (6.2) коэффи
циенты х и  разложения вектора Лб по текущему базису. 
В (т - \ - \ ) - ц  (шестой) позиции столбца Л ^  указывается значение 
д '=  0,667.

Основная табл. 1 полностью заполнена и подготовлена к пре
образованию ее главной части в главную часть основной табл. 2. 
Продолжение той же процедуры приводит после третьей итерации 
к псевдоплану X '"  с положительными составляющими. План Х ,п 
является решением задачи. Базисные составляющие оптимального 
опорного плана задачи записаны в столбце е0 основной табл. 3. 
Максимальное значение линейной формы прямой задачи и состав
ляющие решения сопряженной задачи содержатся в последней 
строке основной табл. 3.

В основных таблицах 6.11 (0—2) и вспомогательной табл. 6.12 
записан ход решения по второму алгоритму метода уточнения 
оценок примера 2, рассмотренного в п. 5.3 при изложении первого 
алгоритма.
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6.5. Рассмотрим особенности применения второго алго
ритма метода последовательного уточнения оценок к задачам 
линейного программирования, переменные которых ограничены 
с обеих сторон.

Учитывая замечания, приведенные в п. 5.5, можно без 
труда модернизировать вычислительную схему второго алго
ритма метода уточнения оценок и приспособить ее к реше
нию задач линейного программирования с двухсторонними 
ограничениями.

Основные таблицы второго алгоритма для задачи с двух
сторонними ограничениями отличаются от основных таблиц 
решения задачи, записанной в канонической форме тремя 
дополнительными столбцами— (а; |3)х, б и е 0 (табл. 6.13).

Столбцы (а; $)х и б заполняются по тем же правилам, 
что и в первом алгоритме (см. п. 5.5). Столбец ё0 связан
с вектором e Q =  B — 2 X / A j  так же, как вектор Л0 связан 

/<£/у



Т а б л и ц ы  6.11 (0— 2)

№ С Х I Б Х e 0 e x | e 2 *3 e t < e) 1
I Номер 
1 таблицы

— 1 1 * т 1 - 1 2 1 1 1 1 - «  1
2 ■̂ 8 - 5 1 - 1

I l 
1 1

о3
1 3 А д —7 | 1 II _1 о

4 1 А  ю — 10 1 1 — 1
\ J

5 ■̂11 —4 1 1 — 1 —6

6 — *■ II 1

—  1 1 — 1 Ai . , 5 0 ,125 1 1 1 0,  125

2 A s —0, 5 0 ,375 — 1 1 1 —0, 625

1 3 II А д  || —5 , 5 | 0 ,125 1 — 1 | 1 - 3 , 8 7 5
1

— 4 II Ак I —8 , 5 0 ,125 11 1 —5, 8 7 5  1

11 5 |1 A i  i1 5 0 , 75  |1 1 1 - 1  11 —2, 25

6 | ---- L |1 - 1 , 5 —0, 125  | | 11 11 1,875

11 . 1— 1 A \  |1 1,319 0 , 128 1 1 —0,021 1 11
1 2 | A s I| 0 , 404 0 , 362 l - 1  11 0 , 106 1 II
1 3 | A ^  (| 0 , 10 6 0 ,043 1 - 1 0 , 660 1 1.1 о

— * ] 4 |—2  ̂ 11 1,447 —0,021 | 1l 0 , 170  |1 1I z

5 1 A  ia 1| 8 , 255 0 , 70 2  | 11 0 ,383 I -■ 11
1 6 -----  | L —4, 2 1 3 —0 , 085  | —0, 319 II
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с вектором' Л0 в первом алгоритме:

или
ё, = е^ хкАн— yA , ,

e i o + X kX ik 

er , + XkXrk — \r

при
при

/ =7̂= Г,
i =  г.

В верхней части вспомогательной таблицы добавляется 
(/я +  2)-я строка (а; |3), содержащая границы интервала 
изменения переменных задачи.

При решении задачи, записанной в канонической форме, 
в каждой итерации к нижней части вспомогательной табл. 6.14 
добавляется по три строки (Д(/), ХР  и 6(/)). В задаче 
с двухсторонними ограничениями каждый шаг требует, кроме 
того, заполнения строки Х (1), содержащей отметки а, (3 
внебазисных переменных текущего псевдоплана.

Строки Х {г1) и Д(/) вспомогательной таблицы вычисляются 
по общим правилам, сформулированным в пп. 6.1 и 6.2 
при изложении второго алгоритма. Вычисление строки б 
производится точно так же, как и в первом алгоритме 
решения задачи с двухсторонними ограничениями (см. п. 5.5).

Наметим кратко порядок вычислений, связанных с отдель
ной (/+ 1)-й  итерацией.

К началу (/+ 1)-й  итерации основная таблица (за исклю
чением столбцов ё0 и Ak) и строки вспомогательной таблицы, 
отвечающие /- й итерации, предполагаются заполненными.

Псевдоплан Х{1) является решением задачи, если все 
элементы столбца б основной таблицы I прочеркнуты (слу
чай 1°). Если псевдоплан не является планом задачи, сле
дует продолжить процесс решения задачи. Вектор A Sr 
с наибольшим уклонением Ьр исключается из базиса. После 
этого заполняются строки Х {1), А{1) и Х р  вспомогательной 
таблицы. Строка Х (1) заполняется по тем же правилам, 
что и в первом алгоритме (см. п. 5.5). Параметры Ар 
вычисляются в соответствии с рекуррентными формулами
(6.7) по элементам предшествующих строк (Д(/_1), Х г~ '\ 
0(/_1)). Составляющие строки Х р вычисляются, как и для ка
нонической формы задачи, по формулам (6.5).

Строки Х(1) и Х р  позволяют провести ограниченную про
верку выполнения условий неразрешимости задачи. (Полная
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Вспомогательная таблица
Т а б л и ц а  6.14
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проверка на данной итерации требует вычисления всех х [1), 
для которых x io <  0.) Несовместность условий задачи уста
навливается в одном из следующих двух случаев;

а) Ь? имеет отметку а, хг> ^ 0  для х. =  а , и хг /^ 0  
для *у =  Ру(у$/к);

б) б‘г> имеет отметку |3, х .=^0 для Ху =  а . и х . ^ 0  
для Xj=$j(j$ ly).

Ясно, что неразрешимость задачи, если она имеет место, 
во втором алгоритме устанавливается, вообще говоря, позже, 
чем в первом.

Проверкой выполнения условий случая 1° и 2° завер
шается первый этап итерации. Ко второму этапу итерации 
переходят, если имеет место случай 3°. На втором этапе 
выбирается вектор Aki подлежащий вводу в базис, и запол
няется основная таблица ( /+ 1 )  (кроме столбцов А0 и Ак).

Вычисления проводятся в следующем порядке. По прави
лам, изложенным при описании первого алгоритма (см. п. 5.5), 
заполняется строка 0(/) вспомогательной таблицы. В базис 
вводится вектор Ak, на котором достигается

0(0 =  min 0(/>.
j

В вырожденном случае следует до обнаружения цикла поль
зоваться упрощенным правилом однозначного выбора Ak 
(по наименьшему или наибольшему индексу). Строгое правило, 
гарантирующее от зацикливания, сформулировано в п. 4.4. 
Заметим, что для реализации этого правила необходимо 
иметь коэффициенты Х/у разложения векторов Aj по базису 
псевдоплана Х {£).

В таблицах первого алгоритма содержатся параметры 
Xj-y. Во втором алгоритме вычисляются (по формуле (6.2)) 
только коэффициенты х $ — элементы последнего столбца А$
основной таблицы I и х£ /—элементы строки X ^  вспомога
тельной таблицы. При использовании строгого правила одно
значного выбора вектора Ak, подлежащего вводу в базис, 
необходимо в вырожденных случаях по мере надобности 
последовательно вычислять по формулам (6.2) значения коэф
фициентов х\Ч Таким образом, применение правила, исклю
чающего возможность цикла, во втором алгоритме связано
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со значительно более громоздкими вычислениями, чем 
в первом.

После определения элементов последнего столбца
основной таблицы / переходят к заполнению главной части 
основной таблицы ( /+ ! ) •  Столбцы еу(у=1, 2, т)
таблицы ( / +1)  выражаются через элементы таблицы I 
по рекуррентным формулам (6.3). Компоненты очередного 
псевдоплана — составляющие столбца е0 таблицы (/ +  1) — 
определяются в соответствии с теми же рекуррентными 
формулами по элементам столбца ё0 таблицы /:

х ([)
-туг 4о при i Ф г,
xrk

при i — r.

Преобразование столбцов (а; Р)х и б производится так же, 
как и в первом алгоритме. Значение линейной формы преоб
разовывается от шага к шагу по формуле (5.17).

Строка (т-\- 1) основной таблицы необходима только для 
вычисления исходных значений параметров Д. В дальнейшем 
компоненты ядра очередного опорного плана сопряженной 
задачи нужны лишь для контроля. Составляющие yj =  
=  ет+1, у (у =  1, 2, . , . ,  т) могут вычисляться либо непосредст
венно по формулам (6.1), либо из рекуррентных соотноше
ний (6.3). Дополнительные возможности для контроля опре
деляются двумя способами вычисления параметров Ду—• 
по рекуррентным формулам (6.7) и непосредственно из соот
ношений (6.4).

Описанная последовательность вычислений приводит 
через конечное число шагов к случаю 1° или 2°.

На рис. 6.8 изображена блок-схема решения задачи ли
нейного программирования с двухсторонними ограничениями 
по второму алгоритму метода последовательного уточнения 
оценок.

В основных таблицах 6.15 (0 — 2) и вспомогательной 
табл. 6.16 записан ход решения по второму алгоритму 
метода уточнения оценок задачи линейного программирова
ния с двухсторонними ограничениями, рассмотренной в п. 5.5 
при изложении первого алгоритма.



5 0 2 МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК [ГЛ. 6

Рис. 6.8.
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Т а б л и ц ы  6.16

N°. В А г А  2 Л3 а 4 а 5 А в А у ^8

1 1 || 2 1 3 5 1

2 4 1 1 4 2 3 1

3 4 1 4 2 3 5 1

4 8 1
3 2 4 1 1

5 \ \
12 2 10 14 1 2

6
^ 3 1

- 1 ;  1 — 1; 1 — 1; 1 - 1 ;  1 — 1; 1 - 1 ;  1 — 1; 1 — 1; 1

1 А 1
- 3 6 — 2 — 1

0
X Р а р [3 — — — —

Хг
2 1 3 5 1 1

| 0 1 1 ,5 — 0,667 0 , 2 — — — —

А' - 2 , 6 6 , 2 — 1 ,4 | 0 , 2

1

X ' Р а 13 — а  | ----- — —

х г
- 0 , 2 3 ,4 0 , 2 - 0 , 6 |

0' 13 1,824 — — — — — —

A" I- 2 , 2 3 5 — 1 , 765 | 1,294 — 1,824

2
X " (3 — Р — а Р — —

К

— — | — —

§ 7. Способы определения исходного опорного плана 
сопряженной задачи

7.1. Решение задачи линейного программирования по ме
тоду последовательного уточнения оценок начинается 
с известного сопряженного базиса.

В ряде задач конкретный вид ограничений или физический 
смысл условий задачи позволяет без труда построить исход
ный опорный план сопряженной задачи, а следовательно,



и сопряженный базис. Такими задачами являются, как мы 
видели в п. 3.7, задачи линейного программирования, пере
менные которых ограничены с обеих сторон. В п. 7.2 будет 
рассмотрен еще один класс задач, в которых исходный 
сопряженный базис может быть непосредственно указан.

В других случаях не представляет труда определение 
исходного плана сопряженной задачи, не гарантируя его 
опорности. Примеры таких задач будут указаны в п. 7.2. 
Естественно ожидать, что построение исходного опорного 
плана облегчается наличием плана задачи. В п. 7.3 будет 
изложен метод, а в п. 7.4 алгоритм построения опорного 
плана задачи по ее неопорному плану. В пп. 7.5 и 7.6 
описанный метод иллюстрируется примерами.

В пп. 7.7 и 7.8 рассматриваются два способа решения 
задачи методом последовательного уточнения оценок в слу
чаях, когда определение начального, даже неопорного, плана 
представляет затруднения.

7.2. Рассмотрим класс задач линейного программирова
ния, в которых начальный сопряженный базис может быть 
определен без каких бы то ни было вычислений.

Пусть задача линейного программирования задана в сле
дующей форме:

Требуется определить максимум линейной формы

§  7 ] ИСХОДНЫЙ ОПОРНЫЙ ПЛАН СОПРЯЖЕННОЙ ЗАДАЧИ 5 0 5

L(X)-- 'О
с £n}ji

II (7.1)

при ограничениях
п
^ а их , ^ Ь ь * = 1 , 2 ,  . . .  , т, (7.2)
/ = 1

х j ^  0, j =  1 , 2 ,  . . .  , п. (7.3)

Пусть при этом все коэффициенты Cj ( /=  1, 2, . . .  , п) ли
нейной формы (7.1) неположительны.

Задача сводится к канонической форме, если заменить 
условия (7.2), (7.3) следующими:

п
2  я,-,*.— *„ + ,• =  £,•, i=  1, 2 , . . . ,  т,
/=I

■*у=з О, у = 1 , 2 , . . . ,  п + т.

(7.4)

(7.5)
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Задача, сопряженная с задачей (7.1), (7.4), (7.5), фор
мулируется следующим образом:

Требуется вычислить минимум линейной формы
т 

i = 1
при условиях

т

2 а ; / Л > с/. / = 1 ,  2 , п,

—у { S5 0, / =  1, 2, .  . . ,  т.

Ясно, что вектор
Г = ( 0 , . . . , 0 )

т

является опорным планом сопряженной задачи (7.6)— (7.8). 
Если все Су<0, то опорный план Y является невырожден
ным планом. Сопряженный базис составляется в данном 
случае из векторов

I
si,o, . . . , 0 ) .
т

Таким образом, векторы An + i (/ =  1, 2, . . .  , т) образуют ба
зис исходного псевдоплана. Базисные составляющие началь
ного псевдоплана равны соответствующим компонентам векто
ра ограничений, взятым с обратным знаком. Точно так же 
коэффициенты х ^  разложения векторов условий Aj по на
чальному базису псевдоплана равны соответствующим со
ставляющим этих векторов, взятым с обратным знаком.

Рассмотрим теперь класс задач, в которых исходный опор
ный план не может быть так просто указан, но определение 
неопорнсго плана не представляет труда.

Пусть в задаче (1.1)— (1.3) одна и та же компонента atj 
всех векторов условий Aj положительна. Рассмотрим вектор

А* +1 (6 ,..., 0,

(7.6)

(7.7)

(7.8)
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где
V i  ^  m a x  2 /_  в
f 1 ̂ n atf

Вектор Y удовлетворяет всем условиям задачи (1.4), (1.5) и, 
следовательно, является планом сопряженной задачи. К со
жалению, вектор Y обычно не является опорным планом. 
В связи с этим представляет интерес изучение метода, позво
ляющего по произвольному неопорному плану задачи по
строить ее опорный план.

7.3. Метод, который будет изложен в этом пункте, 
естественно назвать градиентным методом определения 
опорного плана. Поясним вначале в геометрических терминах 
идею метода.

Система неравенств— условия сопряженной задачи — высе
кает в w-мерном пространстве переменных у 19 у2,. .. , у т 
многогранное множество 5 — множество планов сопряженной 
задачи. Каждый опорный план соответствует вершине мно
жества 5.

Пусть задан некоторый план Y' задачи, не совпадающий 
ни с одной из вершин 5. Точка Y' расположена внутри не
которой грани Sr многогранного множества S (Sj может 
совпадать с S). Линейная форма сопряженной задачи порож
дает на некоторую линейную функцию. Направление 
градиента этой функции совпадает с проекцией вектора ог
раничений В на грань S1# Будем передвигать точку Y' в 
направлении наискорейшего убывания линейной функции до 
пересечения с границей S'. Вновь полученный таким образом 
план Y" лежит внутри грани S2, размерность которой строго 
меньше размерности 5 1# Проектируя направляющий вектор 
гиперплоскости линейной формы L на грань «S2, получим 
направление наискорейшего убывания линейной функции, 
которую L определяет на S2.

Продолжая тем же путем процесс дальше и понижая от 
шага к шагу размерность граней, мы в конце концов попадем 
в грань нулевой размерности — в некоторую вершину много
гранного множества S. Эта вершина соответствует опорному 
плану сопряженной задачи. При этом, как правило, полу
ченный опорный план оказывается достаточно хорошим 
приближением к решению задачи. Это и ясно: движение от 
Y' к Y" и от Y" к Y"' и т. д. шло в направлении
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наискорейшего убывания линейной формы L на соответст
вующих гранях множества S.

В процессе движения по градиентному методу можно 
попасть на грань Sp, параллельную гиперплоскости линейной 
формы. На этой грани значение линейной формы постоянно. 
Дальнейшее перемещение возможно, вообще говоря, по лю
бому направлению, обеспечивающему выход на границу этой 
грани. Если грань Sp представляет собой многогранник, то 
прямолинейное движение в любом направлении приведет к 
образу плана, расположенному на грани меньшей размерно
сти. Выбор направления перемещения точки Y{p) несколько 
ограничивается, если грань Sp— неограниченное многогран
ное множество. Но и в этом случае всегда можно обеспечить 
выход на границу рассматриваемой грани.

Облечем геометрические рассуждения в аналитическую 
форму.

Пусть Yr = {yv — произвольный план сопряжен
ной задачи. Без ограничения общности можно считать, что

т

2  анУ\ >  ср — 1
j =  1, 2, .. п19 (7.9)

т

2  аиУ\ =  ср j — n l +  • (7.10)

В частности, пх может совпадать с п.
Пусть среди равенств (7.10) имеются г линейно незави

симых. Если r ~ m ,  Y' — опорный план задачи. Будем счи
тать г <  т.

Рассмотрим систему равенств и неравенств, определяемых 
планом Y':

<2 аиУ1 ^  ср j =  1, 2, . . . ,  л„ (7.11)

т

&
а  i ]У  i =  Ср j  — Я, +  1. • • •, п. (7.12)

Соотношения (7.11), (7.12) определяют грань Sx много-
гранного множества S условий сопряженной задачи; множе
ство Sx является гранью S минимальной размерности, содер
жащей точку Y'.
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Выразим из системы (7.12) г переменных (пусть для 
определенности это y v у 2, у г) через остальные:

т
У}= 2  а иУг + ар У=1,  2, (7.13)i = r + i

Заменим y i (i=  1,2,  . , . , г )  в неравенствах (7.11) их выра
жениями из (7.13). Получим систему неравенств относительно 
Уг + 1» Уг + 2> • • • > .У/Я*

т
2  а'ц У { ^ с'г У = 1 .  2. . . . .  Я,. (7.14)i=r+i 1 '

Система (7.14) определяет, очевидно, необходимые и доста
точные условия для того, чтобы вектор . . . , у т\,
компоненты которого удовлетворяют равенствам (7.12) (или
(7.13)), являлся планом задачи (1.4), (1.5).

Подставим в линейную форму (1.4) значения переменных 
Ун Ун •••» У г из (7.13). Получим линейную функцию пере
менных у г+1, . . . ,  ут\

~ m
L '=  2  fy 'i +  A- (7.15)*=r+ 1

Будем передвигать точку Y' — {у[, • • •> Ут) в направле
нии наискорейшего убывания функции (7.15) до тех пор, 
пока хотя бы одно из неравенств системы (7.14) не обра
тится в равенство. Направление наискорейшего убывания 
V  определяется ее вектором градиента, взятым с обратным 
знаком:

Здесь предполагается, что линейная форма (7.15) не посто
янна на грани St . Это значит, что среди коэффициентов 
i — r - \-1, . . . ,  т имеются величины, отличные от нуля. Обо
значим план, к которому мы пришли, через Y". Точка Y" 
принадлежит грани меньшей размерности, чем размерность 
грани, в которой расположена точка Y \

Движение в направлении наискорейшего убывания ана
литически означает переход от Y' к Y' (0), где

yi(^):= y i —0^-, i = r~j - 1, г +  2, . . . ,  /я, 0 >  0.



5 1 0 МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК [ГЛ. 6

Остальные компоненты Y* (0) определяются из соотношений
(7.12) или (7.13).

Вычислим параметры Ау(0) для вектора Г  (0):
т т

А / (9 ) =  <2+1 ^ y t (b)-cj == 2i -  г Ч 1

V
*1<II ( / - 1 .  2, п).

Обозначая
т
2  (7.16)

/=/*+1
получим

Ау (0) =  д j-b y L j.  (7.17)

Точка Y' (0) принадлежит многогранному множеству, оп
ределяемому условиями (7.11), (7.12),— грани множества 
5 — при всех значениях 0, для которых выполняются усло
вия вида (7.14) или, что то же самое,

Ау(0) > 0 ,  j =  1, 2, . . я,.

Учитывая (7.17), получим условия, ограничивающие из
менение 0:

j =  1, 2, . . . ,  я. (7.18)

Согласно ( 7 . 9) Ду>0 для / =  1, 2, . . . ,  пг. Поэтому 
если все р ,у ^ 0 , можно выбрать 0 сколь угодно большим и 
Y' (0) не выйдет за область определения линейной формы 
V . Это значит, что V  при р,у<;0 ( / = 1 ,  2, . . . ,  пх) не- 
ограничена снизу на множестве переменных уг+1, . . . ,  у т , 
удовлетворяющих условиям (7.14). Другими словами, при 
[Х у ^ 0 (/= 1 , 2, . . . ,  пг) сопряженная задача неразрешима.

Пусть теперь среди [Ху имеются положительные величины. 
Полагая

60= m i n ^ ,  (7.19)
V L i >  0 Г /

приходим к плану Y" — (y”v у”, где у] — у\ (0О) для
/ =  г +  1, . w, а составляющие . . . ,  у"г выражаются 
через уже определенные переменные по формулам (7.13).



§  7] ИСХОДНЫЙ ОПОРНЫЙ ПЛАН СОПРЯЖЕННОЙ ЗАДАЧИ 5 1 1

По построению Y"
т

^ j  i —  ^у» J  - ь  ^ » • • •»1 = 1

Пусть 0О достигается

j. - х .

при у — к,

0О =  min -i=z^ .
° ^>оР/ ^

Отсюда Д  ̂(0О) — 0, или, что то же самое,
т
2 ai*?t= ck-i = i

(7.20)

Равенство
т
2 aiky i= cki=i

(7.21)

линейно независимо от системы уравнений (7.12). Действи
тельно, система (7.12) эквивалентна (7.13). Следовательно,
(7.21) может быть представлено в виде

т
. 2  (7-22)
1 = Г + 1

В силу (7.16) из [Хд. >  0 вытекает, что по крайней мере 
один из aik отличен от нуля. Пусть a'sk Ф 0 и матрица D
коэффициентов условий (7.13), (7.22) имеет вид

1 0  . ,. .  0 — d r + i ,  i  • • ^ m i

0 1 . . . .  0 ---- d r  f  1, 2 • • • d  m 2

0 0  . ,. .  1 1 
•

-t -t • • d mr

0 0  . . , . 0 a mk

Определитель подматрицы, составленной из первых г столб
цов матрицы D и столбца, содержащего элемент ask, ра
вен a'sk и, следовательно, отличен от нуля. Это значит, что 
условие (7.22) линейно независимо от системы уравнений 
(7.12).
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Таким образом, план Y" обращает в равенства по край
ней мере 1 линейно независимых условий из системы 
ограничений сопряженной задачи. При этом

М П = 2 ^ = . 2  W * ) + ь '  =
i = 1 

т
t = r + \

=  . 2  Ы + К - К . Ъ  ( Ю г <i —г + \

< 2  К у \ + К - - = ^ ь ^ 1 ( Г ) .
1=Г+\ I - 1

Таким образом, если по крайней мере один из коэффи
циентов Ъ\ (/ =  г -f-1 , отличен от нуля, то каждый
шаг градиентного метода приводит к уменьшению линейной 
формы сопряженной задачи.

Пусть теперь все Ь\ равны нулю. Геометрически это со
ответствует тому, что грань Sx, содержащая план Y' задачи, 
параллельна гиперплоскости линейной формы и, следова
тельно, V  сохраняет на Sx постоянное значение, равное Ь\ 
В таком случае граница может быть достигнута, если 
перемещать Y' в соответствии с формулами

/ ; +1( 0 ) = л +1

у 1 ~ у ' г

- 9 ,
i — r +  2 , т.

(7.23)

(Ясно, что роль переменной у ’г здесь может играть любая 
из у\, где i >  г.)

Условия, ограничивающие изменение 0, имеют в этом 
случае вид

гп
* / ( « > = .  sl = r + 1 '  1

/ =  1 , 2 , .

или, что то же самое,
Ду(в) =  Ду- в < +1§ у> 0 , J=  1 , 2 , .. ., nv (7.24)

Все a'r+l . не могут одновременно обратиться в нуль. 
В противном случае среди неравенств (7.11) не было бы 
т  —  г  линейно независимых условий и система ограничений
(1.5) содержала бы менее т независимых условий.
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Величина 0О — предельное значение 0, не выводящее из 
грани Sv— определяется согласно условиям (7.24) следую
щим образом:

{
. А / /mm —г-*— , если среди а . имеются по-

/ а . ' +1 * /
ar+i,i>° г+1,1 ложительные величины,

/ А/ \ , л (7.25)
— min ( -----т1— ), если af+l . ^ 0  для

a'r+i,j<° ' аг+'-*'  = 1 , 2 , пх.

Отметим, что при д'+1>/^  0 для /  =  1 , 2, . пх зна
чение 6 0 оказывается отрицательным. Число линейно незави
симых условий, которым Y" = У' (0О) удовлетворяет как ра
венствам, возрастает. Однако линейная форма сохраняет при 
этом свое прежнее значение. Продолжая процесс, мы обя
зательно придем к опорному плану сопряженной задачи 
с тем же значением линейной формы. Ясно, что при этом 
будет сделано не более m шагов.

Градиентный метод построения опорного плана по извест
ному плану задачи излагался здесь применительно к сопря
женной задаче, поскольку неопорный план сопряженной за
дачи (1.4), (1.5) обычно проще определить, чем неопорный 
план прямой задачи (1.1)—(1.3). Естественно, что если из
вестен план прямой задачи, то тот же градиентный метод 
приводит к опорному плану этой задачи. При этом целе
сообразно лишь несколько изменить схему счета, чтобы 
учесть особенности канонической формы задачи линейного 
программирования.

7.4. Вычисления по градиентному методу могут быть 
сведены в компактную схему. Переход от одной грани мно
гогранного множества условий задачи к следующей грани 
меньшей размерности сводится к решению системы линей
ных уравнений методом последовательного исключения пере
менных. Вычислительная схема градиентного метода состав
ляется из последовательности таблиц. Начальная таблица 
(табл. 0) представлена табл. 6.17. Здесь приняты следую
щие обозначения:

b{ — aiQ, i=  1 , 2 , . . . ,  m,
Cj — am +1, / ? / “ I»

+1, о := bm + l — C Q = L (X ).

17 Д . Юдин и E. Гольштейн



Столбцы таблицы (первые Wrfl  позиций) содержат ком
поненты расширенного вектора ограничений Л0 и расширен
ных векторов условий Ау

А0 - В — { Ь . • ., Ьт , L (А)) =  (<2 10, . . ., <2 ^0» &т +1, о))
A j = ( a l p  . . . ,  а тр  cj )  —  ( a 1j ,  . • •» а тр  а т + \, j )i

j =  1 , 2 , п.
Будем называть матрицу \a tj\  ( / =1 , 2 ,  т, т + 1; 
/ = 0 , 1 , 2 , . . п) главной частью таблицы.
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Т а б л и ц а  6.17
Таблица О

№ В =  А„ А, Аг А п

1 «10 «11 «12 ... ат

2 1 а 20 I «21 «22 «2П

:
•

.
... •

т ато «/721 «АЯ2 ... атп

т + 1 м * )  1 я « +1>1 ат + 1 , 2 ... am + i,n

т + 2 — Ai д2 ... А»

В последнюю 2)-ю) строку таблицы записываются
разности (Д) левых и правых частей условий (1.5), получен
ные при подстановке вместо Y• некоторого плана У' задачи. 
Все элементы этой строки неотрицательные величины.

Позиция Д0 не заполняется.
Пусть при Y = Y f элементы (т -f- 2 )-й строки 

обратились в нуль. План Y' обращает, таким образом,



§  7] ИСХОДНЫЙ ОПОРНЫЙ ПЛАН СОПРЯЖЕННОЙ ЗАДАЧИ 5 1 5

в равенства п —пх условий системы (1.5). Воспользуемся 
этими уравнениями для исключения части переменных из осталь
ных условий системы (1.5) и линейной формы задачи. Удобно 
исключать переменные постепенно, по одному, используя для 
преобразования системы рекуррентные формулы метода пол
ного исключения Гаусса.

Выразим из ^-го уравнения одно из переменных, напри
мер yk (единственное требование к индексу k ^ m —соблю
дение неравенства амх Ф 0 ) и подставим результат в осталь
ные условия и линейную форму задачи. Таким образом, 
главная часть табл. 0  (матрица Ца̂ .Ц) перейдет в главную 
часть табл. 1 (матрицу ||а ..||). Главные части таблиц связаны 
рекуррентными формулами:

t j

4 j  

aktх 
а н t
я,k t t

U ПРИ *1» 

при j = t v
(7.26)

/ =  1 , 2 , т, т +  1 ; у =  0 , 1 , 2 , . . . ,  п 
или, что то же самое,

a i j - a i t x - a >V

4 t t

при

при
j  ф t 1) 

/ = * 1>
(7.26')

. . ,  w, т ф  1; у =  0, 1, 2, п .

Как видно из формул (7.26), &-я строка табл. 1 превра
щается в единичную вектор-строку

' /  0  при j ^ t v
k]' \  1 при j — tt .

Будем называть такие единичные вектор-строки преобра
зованными строками.

Если п — nt >  1, строка (т-J-2) табл. 0 не преобразо
вывается (Д' =  Д).

Таким же путем переходят от табл. 1 к табл. 2 и т. д. 
до тех пор, пока все п — пх равенств не будут использо
ваны для исключения переменных и преобразования матрицы 
\\аи \\ ( / =1,  . / я  +  t; j  = 0, 1, . . . ,  п). В результате

1 7



мы приходим к таблице с г преобразованными строками — 
(п +  1 )-мерными единичными векторами. Единичные элементы 
этих строк расположены в столбцах, отвечающих нулевым 
значениям Ду. Процесс заканчивается, когда на пересечении 
столбцов, для которых Ду == 0 , с еще непреобразованными 
строками остаются только нулевые элементы.

При п — п1 необходимость в описанных преобразованиях 
отпадает.

Если г — т, задача решена — векторы Ар соответствую
щие единицам преобразованных строк, образуют базис опор
ного плана сопряженной задачи.

Пусть теперь г <  т. Во всех таблицах, кроме последней, 
(т +  2)-я строка (Д) не преобразовывалась, Д =  Д' =  Д" =  . . . 
В последней таблице с г преобразованными строками сле
дует преобразовать строку Д в строку Д(г) =  Д (0о) по формуле 
(см. (7.17) и (7.24))
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A 7 =  Ay(o,)=A / - o (; v 7 , (7.27)
где

alpjdspo, если по крайней мере одно из

а $  = Ь\\} отлично от нуля (i = г +  1 , .../»),
(7.28)

/, если все b{sp равны нулю =  1 , ..., т).^Г+1

Здесь s t — номера непреобразованных строк, индекс j
соответствует столбцам с Ду >  О,

6(оГ)= .

. АУ
mln (г) » l*j>o р у

,(г)если среди jx у имеются 

положительные,

—  т ш -------- ( Г)
н у

, если все равны 

нулю и все

(7.29)

;о.

В выражении для \i{p индекс sr+1 — номер любой из не
преобразованных строк, для которой не*все элементы, соот
ветствующие Ду> 0 , равны нулю.

В таблицах, отвечающих шагам градиентного метода, на 
которых преобразовывается Д, целесообразно записывать



параметры д< ?  не в (т +  2 )-ю строку (как и в табл. 0 ), а 
в (т +  4)-ю. В этих таблицах элементы \ i ^  помещаются в 
(т -f 2 )-ю строку, а (т +  3)-я строка заполняется значени
ями д(п — отношениями . Элементы строки 0(г> вычисля-

V /
ются только для тех позиций, для которых |г(/) > 0 .  В свою 
очередь параметры р//* вычисляются только при Д у > 0 ,
В тех случаях, когда все равны нулю и все 
следует заполнять позиции строки 0 (г), соответствующие 
отрицательным значениям р,(/ \

Задача неразрешима, если среди Ьц* имеются отличные 
от нуля величины и при этом все р ,у^ 0 .

Если нет оснований для вывода о неразрешимости за
дачи, следует продолжить градиентный процесс. В резуль
тате преобразования строки Д в строке А(п таблицы г по
явятся один или несколько дополнительных нулей.

Главная часть таблицы г преобразуется снова по рекур
рентным формулам (7.26) до тех пор, пока соответствующее 
количество переменных не будет исключено из условий 
сопряженной задачи. После этого по рекуррентной формуле 
вида (7.27) преобразуется строка Д.

Процесс продолжается до тех пор, пока все т первых 
строк таблицы не станут единичными векторами-строками 
или пока не будет установлена неразрешимость задачи. 
Векторы условий, отвечающие единицам в преобразованных 
строках, образуют искомый базис сопряженной задачи.

До сих пор все строки таблицы предполагались линейно 
независимыми. Теперь мы откажемся от этого допущения.

Пусть в процессе вычислений в одной из таблиц (на
пример, в таблице р) получена строка (пусть это строка /), 
ненулевые элементы которой расположены только в столб
цах, содержащих единицы преобразованных строк. Тогда 
в зависимости от того, занята ли позиция I столбца А0 
нулевым или ненулевым элементом, возможен один из сле
дующих двух случаев:

а) ранг матрицы условий ||а-.|| ( / = 1 , 2 , . . . ,  т\
1 , 2 , . . . ,  п) меньше т, если = = 0 ;
б) задача неразрешима, если а ^ ^ Ь ^ Ф О .
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Действительно, при принятых условиях строка I таблицы 
р представляет собой линейную комбинацию преобразован
ных строк:

т
a(i- =  2  а р 1?} (7.30)

i - 1 
i  J=-1

(a- =  0  для индексов, отвечающих непреобразованным строкам).
Эквивалентная сопряженная задача, полученная после 

преобразований, которые привели к таблице р, записывается 
следующим образом:

Требуется обратить в минимум линейную форму
т

LW (Y) =  2  ь У у г
i  =  1

при условиях
т

i — i

Согласно (7.30) можно переписать условия эквивалент
ной сопряженной задачи в виде

т

2  а<и O'; +  а,л) >  сг
i -  i
i ^ l

Пусть у' = (уи . . . ,  у и . . . ,  у т) — некоторый план со
пряженной задачи. Положим

y i ^ y ' i + U i y i  при 1 ф 1 .

Очевидно, что вектор

СУж. У г  • • •> Ут)>
для которого

Л -+ аЛ  =  ̂ > i=£ l> (7.31)

является планом сопряженной задачи. Ясно, что для любого 
значения уь существуют такие у^  при которых выполняются 
условия (7.31),
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Вычислим значение линейной формы Lip) на плане У\
т

i w  (П =  2 b(T (it - а 1У[) +Ь(Р1)у 1 =i = 1

т \

i = 1 У

Рассмотрим вначале случай, когда
т

ь 1р) =  2  а А ,
i = iгФ1

т. е. когда b ^  — а ^  является такой же линейной комби- 
нацией соответствующих параметров преобразованных строк, 
как и остальные элементы строки /. В этом случае вся 
строка I таблицы р является линейной комбинацией других 
строк. Преобразование таблиц не меняет ранга матрицы 
| |atj\\ ( t = l .  2 , т, т + 1 ; /  =  0 , 1 , п).

Мы пришли, таким образом, к выводу, что среди усло
вий задачи имеются зависимые ограничения и, следовательно, 
ранг матрицы условий ниже т (случай а). Строка I таб
лицы р в этом случае вычеркивается и не учитывается 
в последующих вычислениях.

Пусть теперь ф  2  • Как мы уже видели, су-
i = ii ^ l

ществуют планы, удовлетворяющие условию (7.31), с про
извольным значением y v Поэтому если коэффициент при 
y t в (7.32) отличен от нуля, линейная форма Ъ р) и, следо
вательно, линейная форма L исходной сопряженной задачи 
неограничена на множестве своих планов (случай б).

Приведем еще одно замечание по алгоритму градиент
ного метода..

Коэффициенты Cj~am + lf у нужны для вычисления А у 
в табл. 0  (в последующих таблицах Д;. не меняется либо 
преобразовывается по рекуррентным формулам) и для вы
числения компонент опорного плана сопряженной задачи. 
Часто требуется определять не опорный план сопряженной 
задачи, а только соответствующий сопряженный базис.

2  . (7.32)=  2  ьЧ>у ;

i Ф1
ь У -
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В таких случаях можно опускать строку (т-\-1) во всех 
таблицах, кроме табл. 0 .

7.5. Проиллюстрируем применение градиентного метода 
на примере.

П р и м е р  1. Требуется вычислить минимум линейной формы 

L ( Y )  =  2yi  +  3 y 2 +  3y i  (7.33)
при следующих ограничениях:

У 1 + 2 У2 +  У ^  1 ,
+  У2 +  ^  1 , I

У х +  У2 +  2i/ 3 ^  1» > (7.34)
2 # i + 2 y2 +  3y3 ^ 2 ,

У̂\ + 2#2 + 2*/3 ̂  1. J
Р е ш е н и е .  Здесь т  — 3, п  —  5. Легко непосредственно убе

диться в том, что векТор у  — (0, 0,1) является планом задачи 
(7.33), (7.34).

Весь ход вычисления опорного плана записан в таблицах 
6.18 (0—3). В табл. 0 выписаны условия задачи. В (т  +  2)-й (пя
той) строке указаны значения А — разностей левых и правых час
тей условий (7.34) при Y — (0, 0,1).

Как видим, план Y  обращает в равенство лишь первое условие 
системы (7.34) ( г = 1). Исключим из системы одну переменную, 
например Уъ. Переход к главной части новой таблицы (табл. 1) 
производится по рекуррентным формулам (7.26). Направляющим 
элементом преобразования является а31= 1 . Имеем, например,

_а2\ __ 2 _rj
I — ~  — Т" —

а20 =  а 20— а 21а30 =  3 - 2 - 3  =  —3.

В нашем случае г —  1. Поэтому на первом же шаге должна пре
образовываться и строка А. Параметры А' вычисляются по формуле

A/ =  V ~  еоН7- (7-35>
В (т + 2 )-й  (пятой) строке табл. 1 помещаются значения р,;. . 

Параметры ^  вычисляются как произведения столбцов Л0 и Лу 
(первые т  позиций) табл. 1. При этом учитываются только пози
ции непреобразованных строк. Так, например,

И-2 =  ■ +  ̂ А о  =  о (— 1) +  ( -  3) (—  3) =  9.

, Д /
В (т  +  3)-й строке табл. 1 записаны значения 0 , ——т* Наименьшее
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Таблица 6.18(0—3)

1 I Н о м е р
т а б л и ц ы

No Ао % а 2 А Ai Д

1 2 1 2 | 1 2 2

0

2 3 2 1 1 2 2

3 3 1 | 2 2 3 2

4 С
1 | 1

1 2 1

5 д X 1
X  I .  1

1

1 — 1 II 1 . — 1 —  1

1

2 - 3  1 2 - 3 — 3 — 4 — 2

3 1 I 1
1 ] 
1 1

4 С ' 1 | - 1 - 1 — 1 - 1

5 1 ц '  | X  9 | i o 13 6

6 1 I X
0 , 1 1 1 0 , 1  | 0,0769 | 0 , 1 6 7

7 |  Д' 1 X
0 , 3 0 8 0 , 2 3 1  0 , 5 3 8

‘ 1 1
1

2

2 || . — 2 - 3 1 4 | - 2

3 1

4 О’ |  - I | 1 - 1

5

СО1

Xа.

1 X - 2

6 е" 1 X 0,231 X
7 д " 1 X 1 X  1 X 1

1 II 1

2 1

3 II II 1
4 с ' " - 1 1 — 1 3 !

1
1

■у,' : ,-■■■ ■ -.-g‘

5 1 М /"

• X6 9 " '

7 А'"
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значение 6Q строки б' равно 0,0769 и достигается на век-

торе Л4. Пользуясь величиной 0Q и параметрами р,у, вычислим по 

формуле (7.35) элементы Ду (т  +  4)-й строки (Д') табл. 1. В строке 
Д' получаем еще один нуль. Выделим столбец Л4, содержащий 
Д4 =  0 , и повторив всю последовательность операций, приходим 
к табл. 2 .

В табл. 2 выделенными оказываются три столбца. Отправляясь 
от последнего из выделенных столбцов, заполняем заключитель
ную табл. 3.

Компоненты опорного плана Y  =  (yu  y Z) y z) определяются из 
(т  +  1)-й (четвертой) строки. Для получения у { следует двигаться 
вдоль i-й строки табл. 3 до позиции, в которой расположена еди
ница. Соответствующий элемент (m-f- 1)-й (четвертой) строки равен 
искомой компоненте. Таким образом,

01 =  1. 02 =  О> 0з =  О-
Необходимость в заполнении строк jll" ' , б '", Д "' отпадает.

Легко убедиться, что построенный опорный план К =  (1, 0, С) 
является решением задачи (7.33), (7.34).

Конечно, не в каждой задаче первый построенный опор
ный план оказывается оптимальным планом задачи. В общем 
случае, когда опорный план, полученный градиентным мето
дом, не совпадает с решением задачи, следует использовать 
метод уточнения оценок. Для этого необходимо вместе 
с опорным планом получить связанную с ним матрицу \\е^\\ 
коэффициентов разложения w-мерных единичных векторов 
e j ( j=  1, 2, . . . ,  т) по найденному базису. Элементы e{j 
этой матрицы удовлетворяют уравнениям

т

{

1 при i = j, 
0  при / Ф у.

(7.36)

Здесь IY— {sv . . . ,  sm) — совокупность номеров векторов 
базиса.

Система уравнений
т

2 <*,тУ1=ср j  6  1У,

определяющая компоненты у - опорного плана К, отличается 
от систем (7.36) только правой частью. Поэтому решения 
всех этих систем целесообразно находить одновременно.



Если бы заранее было известно, какие из векторов условий 
образуют искомый базис, то можно было бы, пользуясь 
алгоритмом градиентного метода, получить вместе с опор
ным планом и соответствующую матрицу Ц̂ -уЦ. Для этого 
следовало бы поместить в строки /и+  2 , w +  3 , . 2т + 1  
табл. О единичные векторы-строки, отвечающие векторам 
базиса, и преобразовывать их от шага к шагу по тем же 
рекуррентным формулам, по которым преобразовывается 
главная часть таблиц градиентного метода. В итоге одно
временно с построением опорного плана на пересечении до
бавленных строк и столбцов, отвечающих базису, образова
лась бы матрица Ц̂ -уЦ. Заметим, что преобразования гра
диентного метода не влияют на единичный вектор >у до 
тех пор, пока составляющие вектора Aj не будут введены 
в систему равенств (7.12). Поэтому дополнение таблиц гра
диентного метода единичными вектор-строками можно про
изводить по мере образования искомого базиса. Указанное 
обстоятельство позволяет совместить процесс построения 
матрицы || е-у || с процессом отыскания опорного плана К.

Последняя таблица вычислительной схемы градиентного 
метода (назовем ее таблицей N) является отправной для 
заполнения главной части основной табл. О при решении 
задачи по второму алгоритму метода уточнения оценок.

Элемент е-у основной табл. О ( / = 1 , 2, . . . ,  т;
j — 1 , 2 , . . ., т) содержится в строке табл. N, отвечающей 
единичному вектору еч . Здесь st — номер вектора Ач , рас
положенного в /-й позиции базиса. Составляющие опорного 
плана Y содержатся в строке т-\ 1 табл. N.

Чтобы получить значение (элемента, расположенного 
в позиции у строки / основной табл. 0 ), необходимо в у-й 
строке (у =  1 , 2 , . . . ,  т) табл. N  разыскать единицу. Эле
мент строки es. табл. 2V, который расположен в столбце, 
содержащем указанную единицу, является искомым значе
нием e{j. Элемент строки т-\~ 1, расположенный в том же 
столбце, определяет значение у ~  em + l J-— компоненты исход
ного опорного плана Y. Базисные компоненты исходного 
псевдоплана (элементы столбца е0 основной табл. 0 ) вычис
ляются по общим формулам
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Проиллюстрируем приведенные рассуждения примером.

П р и м е р  2. Требуется вычислить, пользуясь методом уточне
ния оценок, максимум линейной формы

L  (X) =  х х -f- 2 х 2 -j- 3 x s -j- я4 -f- 2 x s -f- 3 x 6 -f- x 7 (7.37)
при условиях:

*i +  x 2 +  2*3 +  3*4 • h 2л:5 +  Зл:6+  x 7 =  7 , \

2x y -f- 3*2 +  x s “H x \  * l- 3a:5 — =  8 , I ( 7  38) 
+  2a:2 +  Зл:в +  2лг̂  4~ 0,5a:s -J- * 6 +  *7 = 6 , j 

2xj  +  x 2 +  3 x a -f- x  1 4 " 2 л:5 +  Зл;6 -f- л:7 =  7, J 
* / ^ 0 ,  / =  1, 2, 7.

Р е ш е н и е .  Соответствующая сопряженная задача формули
руется следующим образом:

Требуется определить минимум линейной формы

L ( Y )  =  7 y 1 +  8 у 2 +  6 у 3 +  7ул
при условиях:

#1 +%/2+  08 +  204^*1.
0 i + 3 y 2 +  2г/3+  г/4 ^ 2 ,

2 i/i +  У2 +  Зг/з +  Зу ,  ^  3,
Зг/i +  У 2 +  2r/3 +  04 ̂  1,
2  */, +  Зу2 +  0,5*/3 +  2 г/4 >  2 ,
301 +  2 г/2 +  г/3 +  304 ^  3,

#1 +  202 +  Уз +  04 ^  1 •
Все составляющие векторов условий положительны. Поэтому 

в соответствии с рекомендациями п. 7.2 можно в качестве исходного 
неопорного плана выбрать любой из векторов системы:

Уг =  (Уи 0, О, 0); Y 2 —  (0, у 2, 0, 0); Г 3 =  (0, 0, у 9, 0);
Г4 =  (0, 0, 0, 04),

где

У1^  шах .
1 ^  ^  7 aij

Будем вычислять опорный план и соответствующие ему пара
метры е у  по схеме градиентного метода, отправляясь от неопорного 
плана Y  =  Y 3 — (0, 0 , 4, 0 ).

Весь процесс вычислений записан в таблицах 6.19 (0—4). 
В табл. 1 строка А разностей между левыми и правыми частями 
условий сопряженной задачи для выбранного неопорного плана вы
числяется по формуле

Ду=4#зу Су, / =  1, 2, . 7 .

В строке А имеется один нуль, соответствующий вектору A s.
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Поэтому табл. О дополняется строкой, содержащей компоненты еди
ничного вектора е5 =  (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0). Строки еу целесообразно 
помещать непосредственно под строками главной части таблицы, 
чтобы преобразовывать их по тем же рекуррентным формулам.

Столбец Л ъ выбирается в качестве направляющего столбца пре
образования. Направляющей строкой может быть выбрана любая, 
строка, у которой в позиции столбца А ъ расположен ненулевой 
элемент. Выберем для определенности первую строку. Направляю
щий элемент преобразования а15 равен двум. Главная часть и 
строка еь табл. 0  преобразовываются по рекуррентным формулам 
(7.26). Затем вычисляются и записываются в соответствующие 
строки табл. 1 параметры р/, б' и Ду. Переход к табл. 2 произво
дится по аналогичным правилам.

При заполнении табл, 3 мы сталкиваемся с особым случаем, 
отмеченным в п. 7.3:

С = 6 Г =  0. * =  1. 2,  3,4-

В соответствии с изложенным в' п. 7А  правилом, определяемым 
формулой (7.28), в строку ц '"  следует перенести одну из непреоб- 
разованных строк. В рассматриваемом случае осталась только 
одна непреобразованная строка — строка 4. Поэтому =  а4/. .

В строке р/" имеются положительные элементы. Поэтому по
зиции строки б'", соответствующие значениям р'" >  0 , заполняются 
величинами

Позиции строки б'", для которых р '" ^ 0 ,  прочеркиваются. Вели
чина 6Q,/ определяется из соотношений (7.29), а строка Д'" запол
няется по обычным правилам.

Заполнение табл. 4 представляет собой последний шаг гради
ентного метода. Табл. 4 содержит полную информацию об искомом 
опорном плане Y  =  ( y lt . . . ,  у т ) сопряженной задачи и связанной 
с ним матрице ||е/у||. Базис плана состоит из векторов Л2, А 3, A s 
п А в.

В основных таблицах 6.20 (0 -1) и вспомогательной табл. 6.21 
записан ход решения задачи (7.37), (7.38) по второму алгоритму 
метода последовательного уточнения оценок. Основная табл. 0 за
полнена в соответствии с данными, полуденными при определении 
исходного опорного плана Y  градиентным методом и зафиксирован
ными в последней табл. 4 табл. 6.19. Так, например, значение е 32, 
отвечающее вектору условий A S =  A & , содержится в табл. 4 
(табл. 6.19) в строке — еь. В строке / =  2 табл. 4 единица рас
положена в столбце А 2. Величину е32 находим на пересечении 
строки е$ и столбца Л2: е32 =  0,526. Элемент е щ —  2 находите^
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в табл. 4 (табл. 6.19) на пересечении строки =  ев и столбца Л5, 
в котором содержится единственная единица строки / =  1 .

Точно так же определяются компоненты исходного опорного 
плана Y  — элементы последней строки основной таблицы 0. В этом 
случае роль строк e j  играет строка (т  +  1) табл. 4. Так, например, 
01=*« + 1, 1 =  1. 02 =  */71+1, 2 =  М 526 и т. д.

Базисные компоненты Х(0 начального псевдоплана — элементы 
столбца е0 основной таблицы 0 —вычисляются как произведения 
элементов i -й строки таблицы на соответствующие составляющие
вектора ограничений. Так, например,

* , 0 =  — 2.7 +  0,526-8—0,737-6+1,895.7 =  —0,947.

Далее задача решается по обычным правилам второго алго
ритма метода уточнения оценок.

Оптимальный план исходной задачи
Х* =  (0; 1,562; 0,375; 0,188; 0; 1,375; 0).

Решение сопряженной задачи определяется вектором 
К* =  (— 0,146; 0,354; 0,104; 0,875).

Оптимальное значение линейной формы равно 

L(X*) =  L(K*) =  8,562.

Для решения задачи в этом случае потребовалась всего одна 
итерация метода последовательного уточнения оценок. Это объяс
няется тем, что в результате использования градиентного метода 
было получено хорошее первое приближение.

Как уже отмечалось, это не случайное явление: градиентный 
метод приводит обычно к опорному плану, близкому к оптималь
ному.

7.6. При определении исходного опорного плана гради
ентным методом предполагалось наличие некоторого неопор
ного плана задачи. Как уже отмечалось, для широкого класса 
задач вычисление неопорного плана не представляет труда. 
Тем не менее можно указать и такие задачи, в которых вы
числения, связанные с определением исходного плана, не 
менее трудоемки, чем вычисление опорного плана по неопор
ному. В таких случаях целесообразно воспользоваться изло
женным ниже приемом.

Дополним условия (1.2) задачи линейного программиро
вания ограничением

+ * „ <  м ,
ИЛИ

x o Jr x i +  • • • +  =  Ж, х 0 ^ 0 .
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Будем называть вновь полученную задачу (с переменными 
х0, х г, . . . ,  хп) расширенной задачей.

Сопряженная задача состоит в отыскании минимума ли
нейной формы

т

+  (7.39)
i - 1

при условиях
т

Уо +  2  аиУ( ^ СР У' =  1, 2, . . п,

Назовем эту задачу расширенной сопряженной задачей.
Очевидно, что в качестве плана расширенной сопряжен

ной задачи можно взять

^ = (Л >  °> . . . .  0 ).
где

У о =  тах {ср 0}.
/

Отправляясь от плана К, можно чС помощью градиентного 
метода получить опорный план последней задачи. Примем 
найденный сопряженный базис в качестве базиса исходного 
псевдоплана и решим расширенную задачу по методу по
следовательного уточнения оценок. В процессе решения ве
личина М предполагается достаточно большой (больше лю
бого числа, с которым ее приходится по ходу решения 
сравнивать).

Пусть Х*=(Хо, X*, Хп) и У* = (Уо,у*, • • •) У*т)
оптимальные планы прямой и сопряженной расширенных задач. 
Возможны два случая:

У*о= 0 и у*0>0.

В первом случае У* =  {у\, . ут) является, очевидно, 
решением сопряженной задачи (1.4), \1.5). Поэтому X* =  
=  ( х * , . . . ,  х п ) —оптимальный план задачи (1 . 1 )—(1.3):

п т
2  cjxi н~ О^о =  2  bpyi +  м- о .

/ = 1  i =  1



Не
Во втором случае (.у0 >0) множество планов сопряженной 

задачи пусто. Действительно, предположим противное и пусть 
У= (у1У у т)—план задачи (1.4), (1.5). Тогда К =
=  (0, y v . . . ,  у т)—план расширенной задачи. При доста
точно большом М значение линейной формы (7.39) в точке 
7 * =  ^*, y*t . у )̂ превосходит ее значение в точке
К = (0 , y v . . . ,  ут), а это противоречит оптимальности 
плана Y*. Итак, при у; * >  О задача (1.4), (1.5), а следова
тельно, и сопряженная с ней задача (1.1) — (1.3), неразре
шимы.

Если процесс решения расширенной задачи завершился 
случаем 2 °, означающим несовместность ее условий, то это 
указывает на противоречивость условий исходной задачи. 
В самом деле, если бы исходная задача имела хотя бы один

п
план Х = ( х 1У . . . ,  х п,), то при Ж X /  вектор X  оказался
бы также планом расширенной задачи.

Таким образом, рассмотренный метод позволяет найти 
оптимальный план разрешимой задачи без предварительного 
вычисления плана сопряженной задачи.

7.7. В заключение параграфа укажем еще один способ 
решения задачи по методу последовательного уточнения 
оценок, не связанный с предварительным трудоемким вычис
лением исходного сопряженного базиса. Способ основан на 
отмеченном в п.3.7 утверждении о том, что в задаче линей
ного программирования, переменные которой ограничены с 
обеих сторон, любая система из т линейно независимых 
векторов условий может быть принята в качестве базиса 
исходного псевдоплана.

Ограничим некоторые переменные задачи (1 . 1 )—(1.3) 
сверху числом М, большим любого числа, с которым его 
приходится сравнивать в процессе решения задачи. Перемен
ные, подлежащие ограничению сверху, будут охарактери
зованы ниже. Назовем полученную таким образом задачу 
ограниченной задачей.

Часто физический смысл задачи или конкретные особен
ности матрицы условий позволяют выделить т линейно не
зависимых векторов условий. Любую такую систему мож
но рассматривать как базис некоторого псевдоплана за
дачи.
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В общем случае, когда особенности задачи не подска
зывают выбора линейно независимой системы векторов, 
можно выделить сопряженный базис, последовательно пре
образуя равенства (1 .2 ), как это делается при решении 
системы линейных уравнений по методу полного исключения. 
Составляющие векторов условий преобразовываются при 
этом по рекуррентным формулам вида (5.16)#v

а)( i + i ) ,ч

п (DCLij
а

— т и  ■rk
a (D
а_г±
ЛЬ !ark

а
1 ф г \  / =  1, 2,

1 =  г ,

В качестве направляющего элемента на каждом после
дующем шаге может быть выбран любой ненулевой элемент, 
не принадлежащий строке или столбцу, использованным на 
предыдущих шагах в качестве направляющих. Может, одна
ко, оказаться, что на некотором шаге преобразования приве
денное правило не позволяет выбрать направляющий элемент.

Вычеркнем из матрицы условий строки и столбцы, исполь
зованные на предыдущих шагах в качестве направляющих. 
Назовем таблицу из оставшихся элементов суженной ма
трицей. Преобразование матрицы условий и вектора ограни
чений следует прекратить, когда суженная матрица окажется 
пустой или нулевой матрицей. Суженная матрица может 
оказаться на некотором шаге пустой, если условия (1 .2 ) 
задачи совместны и линейно независимы. В этом случае 
векторы условий, преобразованные на последующих шагах 
в единичные векторы, могут быть приняты в качестве базиса 
исходного псевдоплана. К нулевой суженной матрице можно 
прийти в двух случаях:

а) условия задачи несовместны; в этом случае по край
ней мере одна из составляющих b\l) преобразованного век
тора ограничений, отвечающая строке суженной матрицы, 
отлична от нуля;

б) условия задачи, соответствующие строкам с̂уженной 
матрицы, линейно зависят от остальных условий; в этом 
случае Ь̂Р =  0  для всех строк суженной матрицы; выделен
ные таким образом строки можно отбросить и понизить 
ранг матрицы условий.



Итак, указанные преобразования матрицы Ца̂ .Ц приведут 
в конце концов к установлению неразрешимости задачи или 
к системе линейно независимых векторов условий—базису 
исходного псевдоплана. В процессе преобразований получа
ются также коэффициенты х $  разложения векторов условий 
по векторам начального базиса. При использовании первого 
алгоритма вычисленных параметров достаточно для решения 
задачи методом уточнения оценок.

Для работы по второму алгоритму необходимо еще по
лучить обратную матрицу

ll^iyll/й =

(Sj, s2, . . . ,  sm) = Iy. Матрица \\е^\\т может быть найдена 
в процессе выделения векторов базиса, если с самого начала 
приписать справа от матрицы условий т единичных (/я-мер- 
ных) векторов и преобразовывать расширенную таким 
образом матрицу по описанным правилам.

Итак, в результате серии преобразований может быть 
получена полная система линейно независимых векторов 
условий задачи ASli ... А^ и соответствующая матрица \\х^\\туП 
(или \\е^\\т) коэффициентов разложения векторов А;- (или ej) 
по выбранной системе. После этого следует вычислить па
раметры

т
А/ = 2 с six i /  cj-

t ~  i

Переменные Хр для которых величины Д . отрицательны, 
ограничиваются сверху достаточно большим числом М. В 
результате получаем ограниченную задачу. Система век
торов условий (Л51, . . . ,  ASm) является базисом псевдоплана 
этой задачи.

Подчеркнем, что в рассматриваемой ограниченной задаче 
часть переменных, для которых Д .^ О  (в том числе базис
ные составляющие псевдоплана), ограничены только условием 
неотрицательности, а другая часть переменных с отрица
тельными значениями параметров Ду ограничены с обеих 
сторон.

Ограниченная задача решается методом уточнения оце
нок. При этом учитываются замечания, изложенные в пп. 5.5 
и 6.5 для задач с двухсторонними ограничениями. В про
цессе решения число Ж, как уже указывалось, предполагается
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большим любого числа, с которым его приходится срав
нивать.

Из предыдущего изложения следует, что конечное число 
шагов должно привести к случаю 1 ° или 2 °.

В случае 1° оптимальное значение линейной формы огра
ниченной задачи, как и любой задачи с двухсторонними 
ограничениями, может быть в соответствии с формулой (3.11) 
представлено в виде

т
Ц Х ) = '% Ь , у 1-  £  Д/У/. 

i = 1 /$/»

Здесь — компоненты ядра Y решения задачи, сопряжен
ной с ограниченной задачей, 1у—множество индексов век
торов базиса оптимального плана Х у уу—значения внебазис- 
ных составляющих решения. В нашем случае

I Ж при j £ E ,
^  \  0 при j$E,

где Е —множество индексов внебазисных переменных реше
ния ограниченной задачи, равных верхней границе М области 
своего определения.

Таким образом, в случае 1° максимальное значение ли
нейной формы ограниченной задачи может быть всегда 
записано в виде

L ( X ) = L 1 (X) + ML2 (X) = Lx ( X ) - М  2  Ay.
i e E

При этом
L ■ (* ) =  - g A , ^ 0 .

(7.40)

(7.41)

Базисные компоненты x io решения X  ограниченной задачи 
являются коэффициентами разложения вектора Б — 2  А/У/ по

i t i Y
векторам базиса оптимального плана X ,

или, что то же самое,
.00 Li „00



В случае 1° возможны два исхода:
a) Lt (X)~  О, б) L2 (Х)Ф0.
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В случае а) линейная форма не зависит от М. Исходная 
задача разрешима, и ее оптимальный план может быть 
легко найден. Случай а) имеет место, когда множество Е 
пусто или при Если множество Е не содержит ни

/€Е
одного индекса, то все внебазисные переменные плана X  
равны нулю и решение исходной задачи совпадает с опти
мальным планом X  ограниченной задачи.

Базисные составляющие решения x io = b(P  (см. (7.42)) 
и не зависят от М. Если 2  А/ =  0, то в силу (7.41)
А̂ . =  0  для j £ E  (оптимальный план двойственной задачи — 
вырожденный план). Кроме того, Ду— 0  для j £ I y. Для 
остальных внебазисных переменных (равных нулю)

Согласно критерию оптимальности (см. теорему 5.2 гл. 3), 
план, удовлетворяющий этим условиям, является оптималь
ным планом исходной задачи, но не обязательно опорным 
планом. В качестве величины М, фигурирующей в формуле 
(7.42), можно выбрать любое число М0^  0 , для которого

Получение опорного решения из неопорного (если в этом 
есть необходимость) не представляет труда. Вычисления 
проводятся по градиентному методу.

В случае б), когда

исходная задача не имеет решения вследствие неограничен
ности ее линейной формы на множестве планов задачи.

В случае 2°, когда выполняются условия неразрешимости 
ограниченной задачи, исходная задача также неразрешима. 
При этом неразрешимость задачи может быть обусловлена 
как несовместностью условий, так и неограниченностью 
сверху ее линейной формы.

l , (* ) =  — Ц Д / Х ) ,
/ € Е
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Строгое обоснование изложенного метода базируется на 
следующих двух утверждениях:

1 . Существует такое число ^ < 0 0 , что для всех
M > M t при2 Д , > 0  линейная форма задачи (1 .1 )—(1.3)

j e E
неограничена сверху на множестве ее планов.

2. Существует такое число М2< оо, что при всех
М > М 2 выполнение условий неразрешимости ограниченной 
задачи приводит к неразрешимости исходной задачи (1 . 1 ) —
(1.3).

Доказательство этих утверждений проводится по схеме, 
близкой к схеме обоснования аналогичных предложений для 
Ж-метода. Читателю нетрудно будет, следуя указаниям § 7  
гл. 4 , убедиться в справедливости сформулированных пред
ложений самостоятельно (см. упражнение 9).

Проиллюстрируем применение изложенного способа на 
примере.

П р и м е р .  Требуется обратить в максимум линейную форму 
L  (X) =  1 0 *! +  2* 2 +  * 3 +  9* 4 4" 2 * 5  4" *в 4" *7  

при условиях:
3*!+  7*2 +5*з 4- 4*4 4- *5 4* *6 = б ,
7*j 4* 13*2 4" 9*з 4" 9 * 4  4* *5 4" 2 *б +  *7 — 8 ,
6*14"Н*2+  ̂ *3+  6*4+ * 54" *в4"*7== 6,

*/^=0, /== 1, 2, . . . ,  7.

Р е ш е н и е .  Прежде всего следует выделить систему линейно 
независимых векторов. В таблицах 6.22 (0—3) приведена последо
вательность преобразований, в результате которых определяются 
линейно независимые векторы Л5, Лб и Л7 и вычисляются коэффи
циенты разложения всех векторов условий по векторам выделенной 
системы. Исходная задача заменяется при этом (после шага 3) 
следующей задачей.

Требуется вычислить максимум линейной формы
L  (X) =  10*! 4-2*2 4- * 3 4"9*4 4"2 * 5  +  4" * 7  (7.43)

при условиях
2*14~ 3*2 4~ 3*з 4~ *4 4“ *5 = 3 , 'j
*1+4*24-2*з4-3*4 + * 6 =2, > (744)

3*! +4*2+  2 * 3 +  2 * 4  + * 7 =  1 , J
* / ^ 0, / =  1, 2, . . . ,  7. (7.45)

Наличие единичных векторов условий в задаче (7.43)—(7.45) и 
положительных правых частей в системе (7.44) указывает на целе-



Т а б л и ц ы  6.22 (0—3)
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No л0 |  А, Аг Лз Ai А\ Aq А 7
Н о м е р
т а б л и 

цы

1 5  I I  3 7 5 4 1 1

02 1 8 1 7 15 9 9 1 2 1

3 6 1 6 11 7 6 1 1 1

1 I 5 1 3 7 j 5 4 1 1

12 3 4 8 4 5 1 1

3 1 3 4 2 2 1

1 2 1 ” 1 - 1 1 — 1 1 —  1

22 1 3 4 8 4 5 1 1

3 1 3 4 2 2 1

1 3 2 3 3 1 1

32 2 1 4 2 3 1

3 1 3 4 2 2 1

сообразность применения метода улучшения плана. Тем не менее, 
чтобы проиллюстрировать описанный в этом пункте прием, исполь
зуем для решения задачи первый алгоритм метода уточнения 
оценок.

Вычислим параметры Ду, отвечающие векторам условий.
Имеем

Aj =  —2, Д2 =  12, Д3 =  9, Д4 =  —2.

В соответствии с рекомендациями настоящего пункта ограничим 
сверху числом М переменные с отрицательными значениями Ду. 
Ограниченная задача, соответствующая задаче (7.43)—(7.45), требует 
обращения в максимум линейной формы (7.43) при условиях (7.44), 
(7.45) и дополнительных ограничениях

х х С  М ,  х4с М .  (7.46)
В таблицах 6.23 (0- 3) выписан ход решения ограниченной за

дачи по первому алгоритму метода последовательного уточнения 
оценок. Вычисления ведутся в соответствии с рекомендациями 
п. 5.5, где изложены особенности применения первого алгоритма 
к задачам с двухсторонними ограничениями.
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Как видно из таблиц, после первой итерации из выражений 
для компонент псевдоплана и коэффициентов линейной формы ис
ключается величина М .  Расчеты в последующих итерациях целе
сообразно вести по правилам первого алгоритма для канонической 
формы задачи. Необходимость в заполнении строки X  и столбцов 
Л0, 6 и (а; (3)̂  отпадает.

После трех итераций получаем решение задачи

§ 8. Метод улучшения плана и метод уточнения оценок

8.1. В настоящей главе метод уточнения оценок изла
гался независимо от метода улучшения плана. Здесь мы 
покажем, что метод уточнения оценок представляет собой 
не что иное, как приложение метода улучшения плана к 
решению сопряженной задачи.

Перепишем сопряженную задачу (1.4), (1.5) в следующем 
виде:

Требуется обратить в минимум линейную форму

Х =  (0, 0, 0, 1/2, 5/2, 1/2, 0).

~ л*
L ( Y )  =  J l b iy i

l ~  1
(8.1)

при условиях:
(8 . 2 )

(8.3)

Введем в рассмотрение векторы

/

П

О — (Cj, с2, • • • ,  £и)^

и перепишем условия (8 .2 ) в векторной форме:

Ц Л (,)Л - 2  =  с -
i =1 /=1

т п _
(3.4)

i=i /=»



Назовем исходную задачу (1.1)—(1.3) задачей (А), а 
сопряженную задачу, записанную в форме (8.1), (8.3), за
дачей (Л). Будем решать задачу (Л) методом последователь
ного улучшения плана.

Задача (А) содержит w +/z переменных ,̂, у 2, . . . ,  у т+п 
и п условий-равенств. Векторы условий А{1\  отвечающие 
линейно независимым (по предположению) ограничениям-ра
венствам исходной задачи (Л), линейно независимы. Пере
менные у х, у 2, . . . ,  у т не ограничены условием неотрица
тельности. Поэтому система векторов Л(1), Л(2), . . . ,  А{т) 
входит в базис любого опорного плана задачи (Л). Базис 
произвольного опорного плана Y = (yv . . ., у т, ут+„ . . . ,  уп) 
этой задачи состоит из п векторов (по числу условий (8.4)) 
и, кроме векторов Л(/), содержит п —т единичных векторов 
— ej. Обозначим через Еу множество индексов единичных 
векторов, входящих в рассматриваемый базис, а через 1У — 
совокупность индексов остальных единичных векторов. 
Таким образом,

I y =  (Sj, ^2, • • • > s m)*

E Y = (Sm + v  Sm + 2’ •• •» О »

E Y +  I Y = { 1 ’ 2 > • • •> П }•

Рассмотрим векторы условий А у задачи (Л) для j £ f y.
Векторы ASl ASz . . . ,  ASm образуют линейно независи

мую систему. Действительно, определитель соответствующей 
им матрицы Л =  (As^ . . . ,  ASm) с точностью до знака сов
падает с определителем матрицы Л =  (Л(1), . . . ,  А{т\
— e sm + 1> •••» — e sn ) векторов условий опорного плана Y

задачи (Л). В этом нетрудно убедиться, если разложить 
определитель матрицы А по элементам столбцов, отвечаю
щих векторам —e j ( j £ Ey).

В условиях (1.2) задачи (Л) положим л; — О при j £ E y. 
Тогда в силу линейной независимости векторов Лу. (у £1у) 
условия (1.2) определят набор чисел Xj ( j £ I y).

Пусть
x Si =  x io> * =  Ь  2,

Обозначим соответствующие коэффициенты разложения век
торов условий A f по векторам линейно независимой
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системы As , . . . ,  ASm через x {j, / =  1, 2, . . . ,  ю, j =  1,

2, . . . ,  n. Нетрудно убедиться в справедливости следующих 
формул (см., например, соотношения (1.15)):

т
* ,-о = 2  V «vl̂  = i

(8.5)

т оГII (8.6)
Й=1

. . . .  /я; j =  1, 2, ... /г.
Здесь

И 4 11 = II ^ Л -1 V> (* = 2> •••> »)•
Таким образом, каждому базису задачи (Л) соответствует т 
линейно независимых векторов A s ., i=  1, 2, . . . ,  /и, и
наборы чисел x io и л;.., удовлетворяющие соотношениям
(8.5), (8.6).

Вычислим коэффициенты разложения векторов условий 
и вектора ограничений задачи (Л) по векторам базиса опор
ного плана К. Векторы условий задачи (Л), не входящие 
в базис,—это векторы еj  при / £ / к. Вектор ограничений 
задачи (Л)—это вектор С, составляющими которого явля
ются коэффициенты линейной формы задачи (Л).

Обозначим через Y{ =  (yiv . y in) коэффициенты раз
ложения вектора — es ( /= 1 ,  т) но векторам базиса,
а через Т0 =  (>у01, — базисные компоненты опорного
плана Y задачи (Л), коэффициенты разложения вектора С 
по базису.

Имеем, по определению,

- е в{ =  АУ{, 1= 1 , 2 , . . . , т, (8.7)

с = л к 0) (8.8)

где

sm +1*Л =  (Л(1), . . . ,  Л(ОТ), — et •• - ч ) -
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Переставив для удобства записи строки в матрице Л, 
представим ее в виде

«и, • • • a » s x 0 . . .  0

• • • а™2 0 . . .  0

Л = a islsm 0 . . .  0
•

алс . . . а „ — 1 . . .  01Лт +1 msm +1

a is  • • •п a msn 0  • . .  — 1

Из формул (8.7) и (8.8) получаем

— А е „ .Si> / = 1 ,  2, . (8.9)

А - 1 С .

При этом, естественно, составляющие векторов е*„ / = 1 ,
2, . .  . ,  т и С в формулах (8.9) и (8.10) предполагаются
расположенными в том же порядке, что и строки матрицы Л.

Легко непосредственным перемножением матриц прове
рить, что

«и ••• 0 . . .  0

«1* • • • етг 0 . . .  0

Л "1 = е \т * * *  ̂ттп ^ . . .  0 • р ю )

^i, т +1 * '• * /̂я, m +1 “- 1 . . .  0

ехп • • • е*п 0 . . . —  1

Здесь

г = 1 , 2, • • • , Ttly ц  =  1, :2, . 77, ш\

т

£,<

Ку•5* =  1,2, . . . ,  т, \х — т-{- 1, да+  2, .. . . , « .  (8.11)
k=i

18 д .  Ю дин и Е . Гольш тейн
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Перепишем соотношения (8.9) и (8.10), используя полу
ченное явное выражение для матрицы Л "1. Имеем

У if— — е-р 1= 1,2, т, j — 1,2,
т

2  W  Для 2, . т;

V»J
к=1

т
2  W y — Csj Дляу=/»+1,ж +  2,

( 8. 12)

(8.13)

Сравнивая (8.6) и (8.11), получаем
ei*==xis^ 2> • ••> 1*> = т +  \, т-\-2, . . . ,  /г.

Отсюда, учитывая (8.12) и (8.13), приходим к равенствам

= —  2, /я, [г =  /я +  1, (8.14)
m ^

^  =  2 4 4 - c v  |i =  m +  l, »  +  2, . . . .  Л.  (8.15)
 ̂= 1  ̂ ^

Составим выражения для относительных оценок векторов 
условий задач (Л) и (Л). Чтобы различать оценки векторов 
условий этих задач, снабдим параметры Д дополнительными 
индексами X  и У соответственно.

Оценки векторов условий задачи выражаются через ко
эффициенты соответствующей линейной формы и коэффици
енты разложения этих векторов по базису. Согласно общим 
правилам образования относительных оценок векторов 
условий имеем:

т
Л /Х ) = 2  - * > / 4 — ср  / №  (8 - 1 6 )д = 1

т т
2  «Уч* 2  m + ̂ m + S[t. ^m+sij 5̂ 2» •••»
Ц = 1 Ц = 1

Но по условию задачи (Л) ^ .=  0 при j > m . Поэтому,
обозначая Д^> через Д<р, получаем

т

АГ >=2  Л Л ’ /=1>2....... т •H = i

Учитывая, далее, соотношения (8.12) и (8.5), приходим к
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формуле
' А р  = — х и, * = 1 , 2 , . . . , » .  (8.17)

Из равенств (8.15) и (8.16) получаем

А =  /» + 1 ,  . . . .  п. (8.18)

Формулы (8.17), (8.18) и (8.14) позволяют установить 
полную эквивалентность всех этапов решения задачи (Л) 
по методу улучшения плана и задачи (А) методом уточне
ния оценок.

Параметры у оХ в формуле (8.18) являются базисными 
компонентами опорного плана задачи (Л), ограниченными 
условием неотрицательности. Поэтому согласно (8.18) 
Д<*>^0 при j £ E Y или j$lY. Это значит, что векторы 
условий Ар j £ I Y составляют базис псевдоплана задачи (Л), 
с базисными компонентами x io, i=  1, 2, т.

Таким образом, каждому базису опорного плана V за
дачи (Л) соответствует базис псевдоплана задачи (Л). 
Номера векторов базиса и базисных компонент псевдоплана 
составляют систему индексов /к, определяемую базисом 
опорного плана У задачи (Л). Переход от одного опорного 
плана задачи (Л) к другому соответствует переходу от од
ного псевдоплана задачи (Л) к очередному. При этом вклю
чение вектора — e j { j£ I Y) в базис опорного плана задачи (Л) 
отвечает исключению вектора Лу из базиса псевдоплана 
задачи (Л).

В задаче (Л) требуется обратить в минимум линейную 
форму L (Y). Следовательно, признак оптимальности решения 
задачи (Л) записывается в виде

Д<.у)< 0 ;  У € /г,

или, что то же самое в силу (8.17),

% /о ^  ̂===  ̂ ^» • • •» /W.

Последние соотношения составляют признак оптимальности 
псевдоплана задачи (Л), соответствующего плану К задачи (Л),

18*



Таким образом, случай 1° метода улучшения плана, при
меняемого к задаче (Л), эквивалентен случаю 1° метода 
уточнения оценок, используемого для решения задачи (л).

Пусть теперь опорный план У задачи (Л) не удовлетво
ряет признаку оптимальности. В этом случае среди пара
метров Д<у) имеются положительные величины. Пусть Д£У)>0*
Условие неразрешимости задачи (Л) заключается в том, что 
для некоторого Д(ГУ)> 0  все ^ < 0 ,  \л = т-\-\,  . . . ,  п. 
Формулы (8.17) и (8.14) показывают, что в терминах зада
чи (А) условие неразрешимости формулируется следующим 
образом. Некоторой отрицательной базисной составляющей 
х го псевдоплана соответствуют неотрицательные коэффици
енты x rj  для всех j £ E Y.

Следовательно, случай 2° метода улучшения плана для 
задачи (А) совпадает со случаем 2° метода уточнения оце
нок для задачи (Л).

Пусть, наконец, Д ^  >  0, а условия неразрешимости за̂
дачи (Л) не выполняются (случай 3°). В терминах задачи (Л) это 
означает, что псевдоплан задачи (Л), определяемый планом У 
задачи (Л), имеет отрицательные компоненты и каждой из 
них отвечают отрицательные значения х^.  Другими словами, 
имеет место случай 3° метода уточнения оценок.

Проанализируем отдельную итерацию решения задачи (Л) 
по методу последовательного улучшения плана. Введем в 
базис некоторый вектор — eŝ  для которого Д(У̂ > 0 .  Век
тор As будет при этом исключен из базиса псевдоплана 
задачи (Л). Формула (8.17) показывает, что исключаемому из 
базиса псевдоплана вектору As соответствует отрицатель
ная базисная составляющая х го.

В соответствии с правилами метода последовательного 
улучшения плана из базиса опорного плана задачи (Л) ис
ключается вектор — eS t(st £ E y)1 на котором достигается

0о =  min h i  = M ,
Уг1 > О Ун Ун 

ь >  т

Согласно формулам (8.18) и (8.14) приведенное условие 
означает, что в базис псевдоплана задачи (Л) вводится
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вектор Ak = ASi, на котором достигается

Таким образом, установлено полное соответствие между 
применением метода улучшения плана к сопряженной задаче 
и метода уточнения оценок к исходной.

8.2. При изложении обоих алгоритмов метода уточнения 
оценок мы сравнивали трудоемкость отдельной итерации 
этого метода с трудоемкостью одного шага в методе улуч
шения плана. Как мы видели, вычислительные схемы обоих 
методов близки по форме, и число операций, необходимых 
для проведения одной итерации в том и другом методе, — 
величины одного и того же порядка. Было отмечено также, 
что в общем случае нет обоснованных соображений, позво
ляющих сравнить число итераций, необходимых для решения 
задачи каждым из описанных методов.

Особенности методов, изложенные в главах 4 — 6, по
зволяют в каждом конкретном >случае, исходя из специфики 
задачи (или класса задач), отдать предпочтение тому или 
другому методу.

При выборе метода важную роль играет трудоемкость 
определения исходного опорного плана. Если, например, 
начальный опорный план сопряженной задачи очевиден, а 
исходный опорный план прямой задачи подлежит определению 
по общим правилам, то естественно решать задачу по 
методу уточнения оценок.

Ниже будет указана дополнительная особенность метода 
уточнения оценок, полезная для решения широкого класса 
задач.

Часто возникает необходимость решить ряд задач ли
нейного программирования, отличающихся одним или не
сколькими условиями.

Корректная постановка сложных практических проблем, 
исследуемых методами линейного программирования, требует 
обычно решения целой серии задач, отличающихся неболь
шим числом ограничений. Дело в том, что при обсуждении 
новых вопросов, в постановке и решении которых нет до
статочного опыта, не всегда удается сразу установить все 
ограничения, которым должно удовлетворять решение задачи. 
Обычно анализ решения задачи в предварительной постановке



приводит к необходимости учета дополнительных условий. 
Этот процесс нередко повторяется не один раз.

Такие же трудности возникают и при решении класси
ческих задач линейного программирования. Например, при 
составлении экономного плана перевозок (при решении так 
называемой транспортной задачи) обычно вначале не учиты
вают ограниченных пропускных способностей коммуникаций. 
Кроме того, со временем пропускные способности путей 
сообщения меняются. Естественно потребовать, чтобы кор
ректировка плана была связана с меньшей трудоемкостью, 
чем составление плана перевозок.

Необходимость в решении серии задач линейного про
граммирования, отличающихся только одним условием, 
возникает при использовании методов целочисленного про
граммирования.

Естественно, что во всех указанных случаях нецелесо
образно при добавлении отдельных условий начинать решать 
задачу заново. Возникает необходимость в разумном учете 
полезной информации, заключенной в оптимальном плане 
первоначальной задачи. Метод последовательного уточнения 
оценок может быть с успехом использован для этой цели.

Пусть в результате решения исходной задачи (будем ее 
по-прежнему называть задачей (Л)) получен опорный опти
мальный план Х* = (х* . . . ,  л;*) с базисом Лс , . . . ,  A v .
Поставим новую задачу, отличающуюся от задачи (Л) до
полнительным условием:

2 в« +1» J Xj ^ l)m + 1, (8-19)
/ = 1

или, что то же самое,
п

2  + /  **7~Ь x n + i ~  Ьт+ 1 »
/-1

Назовем эту задачу задачей (С). Сформулируем задачу 
(С), сопряженную с (С).

Требуется обратить в минимум линейную форму
_ т+ 1

м п =  2 ^ ,
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при условиях:
т

2  +1» /Ут +1
1 =  1

^  с 7 =  Ь 2, •» л;

Если
ут + 1 : >0.

7*/ (8.20)

то вектор X* является, очевидно, решением задачи (С). 
Пусть теперь, условие (8.20) не выполняется, т. е.

/=*
Будем решать задачу (С) методом уточнения оценок.

Допустим, что задача (Л) решалась вторым алгоритмом 
метода улучшения плана или метода уточнения оценок. 
И в том и в другом случае в последней основной таблице 
содержатся:

а) оптимальный план Х* = {хг, . . .  , хп) исходной задачи,
б) оптимальный план К* =  (yli . . .  , ут) сопряженной 

задачи,
в) матрица Це*/||т =  (Л ,, Л 2, ••• , A J -1, обратная к ма- 

трице базиса оптимального плана.
Из условий задачи (С) следует, что вектор

К* =  0 \ .  0 )_
является ее опорным планом с базисом Л§1, . . .  , Л5т, Лп+1 Г 
Здесь, по определению,

=  (<V . .  am+1J ,  j =  1, 2, . . .  ,п,
Лп+1 = (0, 0, ••• - 0, 1)._

Следовательно, при решении задачи (С) методом уточ
нения оценок вектор К* может быть принят в качестве ее 
исходного опорного плана. Соответствующая ему основная 
таблица без труда образуется из последней основной таб
лицы задачи (Л). Предоставляем читателю (см. упражнение 10) 
проверить справедливость следующих соотношений:
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где

т; (8.25)

(8.22)

(8.23)
(8.24)

(8.26)

Черта, поставленная над обозначениями параметров, указывает 
здесь на принадлежность их к задаче (С).

Обычно для получения оптимального плана усложненной 
задачи требуется небольшое число итераций метода уточ
нения оценок. Объясняется это тем, что план К* почти 
всегда оказывается близким к решению задачи (С).

8.3. При решении задач линейного программирования 
часто удается существенно сократить число итераций, если 
можно удовлетвориться планом, на котором линейная форма 
отличается от своего оптимального значения не более чем 
на заданную величину. Поэтому важно уметь оценить проиг
рыш в величине линейной формы задачи, возникающий 
за счет замены оптимального плана некоторым промежуточ
ным планом задачи. Такую оценку можно получить, решая 
одновременно прямую и сопряженную задачи или, что то же 
самое, решая задачу одновременно методом улучшения плана 
и методом уточнения оценок.

Рассмотрим пару взаимосопряженных задач линейного 
программирования. Пусть X — (хх, . . .  , хп) и Y = (y v . . . , у т )— 
некоторые опорные планы этих задач. Обозначим через V 
максимальное значение линейной формы прямой задачи. Как 
известно,

Таким образом, имея некоторый план сопряженной задачи, 
можно оценить уклонение значения линейной формы прямой

V<Z(Y) =  ^ b , y {.
1 - 1

V - L ( X ) ^ l ( Y ) - L ( X ) .

т

Следовательно,
(8.27)



задачи на произвольном плане от ее оптимального значения. 
Согласно первой теореме двойственности оптимальные зна
чения линейных форм прямой и сопряженной задач совпадают. 
Поэтому оценка (8.27) будет тем точнее, чем ближе У к ре
шению сопряженной задачи.

Допустим теперь, что к исходной задаче применяются 
одновременно оба метода: метод улучшения плана, начиная 
с плана X , и метод уточнения оценок, начиная с плана У. 
В результате образуются две последовательности планов:

Х> Х 19 Х „ . . . , Х Л; Г, Yv У „ . . . , У к.
Согласно (8.12) имеем
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Если величина 6  ̂ укладывается в заранее заданные пределы, 
то процесс решения прекращается, а в качестве оптимального 
плана принимается план Xk. В противном случае следует 
последовательно переходить к новым парам планов до тех 
пор, пока число 8k не станет меньше заданной величины.

Указанный комбинированный метод особенно эффективен 
в применении к задачам линейного программирования с боль
шим числом переменных и ограничений.

Отметим еще одно достоинство комбинированного метода. 
Допустим, что оптимальный план задачи, вычисленный по 
методу улучшения плана, вырожденный. В этом случае уста
новление оптимальности плана требует, вообще говоря, не
скольких итераций. Если же решать задачу комбинированным 
методом, то оптимальность планов взаимосопряженных задач 
обнаруживается во всех случаях сразу по совпадению зна
чений соответствующих линейных форм.

Проиллюстрируем геометрически изменение оценок плана 
в ходе решения задачи комбинированным методом.

П р и м е р .  Требуется обратить в максимум линейную форму 
L (X) = 10хг +  8*2 +  7*з +  16*4 +  21 *5 

при соблюдении ограничений
4*j +  2*2 +  5*з +  10*4 +  5*5 =  б,

9*х +  10*2 +  12,5*з +18*4 +  16,5*5 =  14,
* / ^ 0 ,  / =  1, 2, . . .  ,5 .



Р е ш е н и е .  Вп .  4.3 гл. 4 эта задача была решена методом 
улучшения плана. В п. 2.8 настоящей главы этаже задача решена 
методом уточнения оценок. И в том и в другом случае решение 
задачи иллюстрировалось геометрическими построениями в трех
мерном пространстве.
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Не повторяя рассуждений отмеченных пунктов, используем их, 
чтобы изобразить на плоскости последовательно сокращающиеся 
границы уклонения текущих значений линейной формы от опти
мально достижимой величины. При этом следует иметь в виду, что 
значение линейной формы сопряженной задачи на некотором плане 
совпадает с величиной линейной формы прямой задачи на соответ
ствующем псевдоплане.

Пересечем выпуклый многогранный конус, образованный рас
ширенными векторами условий задачи, плоскостью Я, проходящей 
через прямую Q. Последующие построения будем проводить в этой 
плоскости (рис. 6.9).

Многоугольник A i A 1A sA 2A 3 является сечением конуса плос
костью Я. Вершины А  у многоугольника принадлежат ребрам ко
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нуса, отвечающим расширенным векторам условий Лу. Плоскости 
П, IT, IT — образы опорных планов X, X ', X" прямой задачи — 
пересекают плоскость Н  соответственно вдоль прямых Л3Л4, Л5Л4, 
Л5Л,. Плоскости П, IT — образы опорных планов Y , Y '  сопряжен
ной задачи—пересекают плоскость Н  соответственно вдоль прямых 
ЛгЛ5» A 5A lf Ординаты точек пересечения L, L', L", L, V  пере
численных прямых с прямой Q определяют значения линейных форм 
прямой и сопряженной задач на соответствующих планах.

Как видим, значения линейной формы на последовательных 
планах прямой задачи возрастают, в то время как переход к оче
редному опорному плану сопряженной задачи вызывает уменьшение 
линейной формы. В точке L"s=L ', отвечающей оптимальным планам 
прямой и сопряженной задач, значения линейных форм обеих задач 
совпадают.

Отметим, что при т  =  2 использованный здесь m-мерный вариант 
второй геометрической интерпретации пары двойственных задач 
проще и удобнее обычно рассматриваемого (т  +  1)-мерного варианта.

УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ 6
1. Доказать необходимость признака оптимальности, сформу

лированного в п. 1.1 для случая, когда опорный план сопряженной 
задачи — невырожденный план.

2. Доказать, что расстояние точки X  =  ( x v  х 21 . . .  , х п), где

x io x tx it> I — s i> 1 1»

* J = \ xt. / =  *.
О в остальных случаях,

2, ,m,

до гиперплоскости
L  (X) =  L  (X0)

(X0—псевдоплан задачи (1.1) —(1.3) с базисом ASi, . . .  , Л ^) равно

3. Доказать взаимосопряженность задач (3.4)—(3.6) и (3.1)—(3.3).
4. Доказать, что вектор Y  =  (y lt у 2У . . .  , у т) является ядром 

опорного плана задачи (3.4) — (3.6) в том и только в том случае, 
если выполняются условия (3.8) и среди * векторов условий 
Лу, / =  1, 2, . . .  , п  имеется т  линейно независимых векторов, для 
которых справедливы соотношения (3.12).

5. Доказать, что для невырожденности опорного плана (F, Z', Z") 
задачи (3.4) — (3.6) необходимо и достаточно, чтобы его ядро Y  удов
летворяло условию

Ду=(Лу, Y ) — Cj Ф 0, /$ /у ,
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где / у —совокупность индексов векторов базиса ядра У  опорного 
плана двойственной задачи (3.4) — (3.6).

6. Псевдоплан X  задачи (3.1) — (3.3) и ядро Y  опорного плана 
задачи (3.4) — (3.6) соответствуют друг другу, если их компоненты 
связаны соотношениями (3.14), (3.15). Показать, что вектор К, соот
ветствующий в указанном смысле псевдоплану X , являющемуся 
планом задачи (3.1) — (3.3), представляет собой ядро оптимального 
плана двойственной задачи (3.4)—(3.6).

7. Пусть X —псевдоплан задачи (3.1) — (3.3), a Y —соответству
ющее ему ядро плана сопряженной задачи (3.4) — (3.6). Доказать 
справедливость равенства

п т п

2  с/*/= 2  hvi— 2  дл/>/=1 i= 1 /=1
где

{а /  при Ау^О,
Ру при Ау< 0.

8. Пусть У—вырожденный опорный план двойственной задачи
(1.4), (1.5), у которого m-j-v параметров Ау равны нулю. Построить 
пример задачи, в которой число базисов опорного плана У 
равно C^+v. •

9. Пусть —система линейно независимых
векторов условий задачи (1.1) — (1.3). Ограничим переменные xjt

т
для которых параметры А у = 2  % x i J — c j  отрицательны, числом
М > 0, и решим полученную таким образом «ограниченную» задачу 
по методу уточнения оценок. Обозначим через Е  множество индексов 
внебазисных переменных решения «ограниченной» задачи. Доказать 
следующие два утверждения:

а) существует такое число Мх< оо, что для всех М>Мг при 
2 ^ А у ^ 0  линейная форма задачи (1.1) — (1.3) неограниченна в об

ласти своего определения;
б) существует такое число М2<оо, что при всех М > М 2 вы

полнение условий неразрешимости ограниченной задачи приводит 
к неразрешимости исходной задачи (1.1) — (1.3).

10. Проверить справедливость соотношений (8.21) — (8.26), вве
денных в п. 8.2 в связи с указанной в этом пункте возможностью 
решения серии задач линейного программирования, отличающихся 
одним условием.

11. Пользуясь приемами, изложенными в пп. 7.6, 7.7, опре
делить исходный опорный план задачи, двойственной по отношению 
к задаче максимизации линейной формы

Е (.X) =  4Xj -j- 3*2 -j-10*4— 2х^
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при условиях:
3*! +  2*а—*3 +  5*4— 2*5 =  8,5 

’ *2 4" 3*з -f- 6 *4 4" 3*5 =  15,
2*! --*3 4" *4 ---2*5 =  0,
* у ^ 0 , / =  1, 2, 3, 4, 5.

12. Решить задачу из упражнения 11 по первому и второму 
алгоритмам метода уточнения оценок.

13. Зная оптимальный план задачи из упражнения 11, вычис
лить составляющие решения сопряженной с ней задачи.

14. Решить задачу из упражнения 11 при дополнительных 
ограничениях

*/< ; 2, / =  1, 2, 3, 4, 5.

15. Составить блок-схему градиентного метода вычисления 
опорного плана задачи линейного программирования по ее неопор
ному плану.

16. Пусть необходимо вычислить максимум линейной формы

L  ( Х )  =  — (а4"1) #i +  (я—Ь) х 2 - \ - ( а - \ - Ъ —с — 1) *3 4-
+  ( b + c — 2) X i + c x s  +  Xs +  X j + X s

при условиях:
* i+  Xt +  a x t +  b x A +  cx t + X i  =10,

—x 1-}-ax2 - \ -b x s -\ -cx i -)-c5 4 ~ *7 ==5,
а х х 4 - Ьх 2 4 - с х г +  * 4 4 - ** 4 - х 8 =  2 0 ,

* у ^ 0 , / =  1, 2, 3, 4, 5.

Определить области изменения параметров а, b и с, при кото
рых исследование псевдоплана Х =  (0, 0, 0, 0, 0, 10, 5,— 20) при
водит к случаям 1°, 2° и 3°,
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МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО СОКРАЩЕНИЯ 
НЕВЯЗОК

Метод последовательного улучшения плана оперирует 
лишь с исходной задачей. Метод последовательного уточне
ния оценок имеет дело только с сопряженной задачей. 
Естественно рассмотреть метод решения задач линейного 
программирования, использующий обе задачи двойственной 
пары. Таким методом является метод последовательного 
сокращения невязок. В этом методе оптимальный план до
стигается при движении по векторам с неотрицательными 
компонентами. Правила перехода от одного вектора X  к дру
гому обеспечивают сокращение от шага к шагу разностей 
между правыми и левыми частями, условий-равенств исход
ной задачи, записанной в канонической форме. Эти разности 
принято называть невязками. Доказывается, что через ко
нечное число шагов невязки будут сведены к нулю или 
будет установлена неразрешимость задачи. Определяющая 
особенность метода, последовательное сокращение невязок, 
отражена в его названии.

Идея этого метода была впервые высказана в 1939 г. 
Л. В. Канторовичем, применившим ее к решению ряда частных 
задач линейного программирования [61], [67]. В работах 
Л. В. Канторовича не рассматривается сопряженная задача, 
однако введенные им разрешающие множители (см. п. 5.1 
гл. 3) определяют ее оптимальный план.

Независимое описание метода сокращения невязок было 
дано в 1956 г. тремя американскими авторами [52]. История 
появления этого метода в американской литературе такова. 
Вначале на основе некоторых соображений, содержащихся 
в одной старой работе венгерского математика Эгервари [123], 
метод уточнения оценок был развит для транспортной за-
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дачи [70], [111] и [76]. В честь Эгервари метод был назван 
венгерским. В работе [52] венгерский метод решения транс
портной задачи перенесен на случай общей задачи линей
ного программирования.

Изложение материала в этой главе ведется по следующей 
схеме.

В § 1 описана идея метода и приведены общие сообра
жения по структуре вычислений. В § 2 теоретические основы 
метода иллюстрируются двумя простыми примерами. В § 3 
приведена геометрическая интерпретация метода последова
тельного сокращения невязок. В § 4 метод распространяется 
на задачи линейного программирования с двухсторонними 
ограничениями. Алгоритму метода посвящен § 5. Здесь из
ложение вычислительной схемы метода сокращения невязок 
применительно к задачам, записанным в канонической форме, 
и к задачам с двухсторонними ограничениями сопровождается 
рассмотрением пояснительных примеров.

В последнем параграфе (§ 6) приводится модификация 
метода сокращения невязок — метод двухсторонних оценок. 
Метод двухсторонних оценок часто позволяет получить 
и оценить приближенное решение задачи линейного програм
мирования при существенно меньшем количестве вычислений, 
чем другие методы.

1.1. Запишем задачу линейного программирования в ка
нонической форме.

Требуется вычислить максимум линейной формы

§ 1. Общая схема метода

Ц Х ) =
/= 1

( 1- 1)

при условиях:
п

( 1.2)

(1.3)

Прямую задачу (1.1)— (1.3) будем называть зада
чей (Л). Задача (А), сопряженная с задачей (Л), состоит в



560 МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО СОКРАЩЕНИЯ НЕВЯЗОК [ГЛ. 7 

определении минимума линейной формы

~  т
L ( Y ) = % b iyi (1.4)

i — 1
при следующих условиях:

т
£ ац У ^ с/> / =  1, 2, . . . ,  п. _ (1.5)

Будем предполагать все компоненты вектора ограничений 
Б =  Ъ%, . . . ,  Ьт)Т неотрицательными. Ясно, что каждая 
задача линейного программирования может быть приведена 
к эквивалентной задаче, удовлетворяющей этому условию.

Изложение метода может быть упрощено, если ввести 
в рассмотрение так называемые расширенную и вспомога
тельную задачи.

Будем для краткости называть расширенную задачу за
дачей {В). Задача (В) состоит в определении минимума 
линейной формы

т
«г (1 .6 )

при соблюдении ограничений

\a ijxJ + ei =  bv г = 1 , 2, . . ., т, 0.7)

} =  1, 2, .. (1.8)
8; S3 0, / =  1, 2, . . •, т. (1.9)

Пусть Y — (yv у2, . . . ,  ут) — некоторый план сопряженной 
задачи (Л) (не обязательно опорный). Изложение способов 
отыскания исходного плана двойственной задачи приведено 
в п. 7.2 гл. 6.

Выделим векторы условий Лу., у =  1, 2, . . ., /г, для которых
т

=  (1Л°)
г = 1

Обозначим множество индексов таких векторов через Еу. 
С каждым планом Y сопряженной задачи (Л) может быть
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связана вспомогательная задача (Су), образующаяся из рас
ширенной задачи (В) введением дополнительных ограничений:

Ху = 0 при j $ E v. (1.11)
Таким образом, во вспомогательной задаче (Су) требуется 

обратить в минимум линейную форму
т

Д в *  (U 2 )

при условиях:
2  e t/* y + e/= * i .  ( и з )1*ey

xf 2*0 при j£ E Y> (1.14)
0, / =  1, 2 ( 1 . 1 5 )

В процессе решения задачи (А) Методом последователь
ного сокращения невязок понадобится также задача, двойст
венная по отношению к вспомогательной задаче (Су). Назо
вем сопряженную вспомогательную задачу задачей (Су). 
Согласно общим правилам построения двойственных задач 
задача (Су) формулируется следующим образом:

Требуется обратить в максимум линейную форму
т

JS ь&1, (U 6 )

переменные которой удовлетворяют условиям
т

о при jGEy, (1.17)

H i < l ,  2, . . . ,т .  (1.18)

Векторами условий вспомогательной задачи (Су) являются 
векторы Ah , Ah , . . . , A /s, е„ et , . . . , e m, где индексы 
/ ,, . .  . , j s составляют множество Еу, а векторы et, е2, . . . ,  ет 
образуют полный набор «-мерных единичных векторов.

Пусть компоненты произвольного плана вспомогательной 
задачи (Су) равны | j ( j £ E y), e f(г == 1, 2, . . . , « ) .  Поставим 
в соответствие каждому такому плану некоторый я-мерный 
вектор X = ( x v . . . , х п), где

X j = l j  при j £ E y, у 
хj =  0 при j  $ Еу. |

(1.19)



Вектор X  с неотрицательными компонентами, определенный 
формулами (1.19), вообще говоря, не является планом исход
ной задачи (Л). В соответствии с соотношениями (1.13), 
(1.15), (1.19)

bt— y i ai/xJ = ei ^ 0 .  (1.20)
/=i

Компоненты плана вспомогательной задачи определяют, 
таким образом, невязки, возникающие в i-u условии системы
(1.2) при подстановке в нее вектора Х =  (л ,̂ . . хп). Опти
мальный опорный план вспомогательной задачи содержит 
не более т положительных компонент ( |у., ef). Число поло
жительных компонент соответствующего вектора X  тем более 
не превышает т.

Будем называть вектор Х у отвечающий оптимальному 
опорному плану некоторой вспомогательной задачи (Ск), 
квазиплано'м исходной задачи (Л). Векторы базиса решения 
вспомогательной задачи образуют также базис квазиплана 
задачи (А). Базис Бх квазиплана состоит из некоторого 
числа векторов условий задачи (Л) и нескольких единичных 
векторов. Если в базисе квазиплана нет единичных векторов, 
то квазиплан оказывается планом задачи (А) и, как мы уви
дим далее, ее решением.

Вектор Е = (г1, . . . ,  гт), где е1} . . . , е т — последние т 
составляющих решения вспомогательной задачи, будем на
зывать вектором невязок, соответствующим квазиплану X , 

т
а сумму е0 =  2 8/ компонент вектора Е невязкой квази- 

плана.
П р и з н а к  о п т и м а л ь н о с т и .  Квазиплан X  задачи 

(Л) является ее оптимальным планом, если все компо
ненты соответствующего вектора невязок равны нулю, 
или, что то же самое, квазиплан задачи с нулевой не
вязкой является ее решением.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По построению, компоненты Xj 
квазиплана неотрицательны. Кроме того, по условию,

8 ^ 0  для 2 =  1, 2, . . . , /ft.

Поэтому согласно соотношениям (1.20) составляющие квази
плана удовлетворяют условиям (1.2) задачи (Л). Следова
тельно, квазиплан является планом задачи (Л). Согласно

5 6 2  МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО СОКРаЩЕНИЯ НЕВЯЗОК [ г л . 7



ОБЩАЯ СХЕМА МЕТОДА 5 6 3§ И

определению плана X = ( x li . . . , х п) при Xj >  0 соблюдается 
равенство

т
(2  ацУ1 =  СУ

Поэтому имеет место следующая цепочка соотношений:
п п т  т п т

2  cjXj =  2  xi  2  аиУ1 =  .2  yi 2  auxi =  2 М -
/ = 1 / =  1 i =  1 г =  1 / =  1 * =£>

Полученный результат в силу леммы 1.2 гл. 3 доказы
вает оптимальность плана X  задачи (Л). Отсюда следует 
также, что план Y сопряженной задачи (Л), породивший 
вспомогательную задачу (Су), является решением задачи (Л). 
Справедливость признака оптимальности доказана.

1.2. Пусть Y =  (у1, . .  ., у т) — некоторый план сопряжен
ной задачи (задачи (Л)). Свяжем с ним вспомогательную 
задачу (Су) и сопряженную вспомогательную задачу (Сг).

Пусть оптимальный план задачи (С7) имеет вид

(S*. £*) =  (!* «;
а решением задачи (Су) является вектор

л р = ( и : .........

Введем параметры Ду. и б?, /  =  1, 2,
т

д / = 2 з д —су-i =i / =  h 2 ,  .. п, ( 1 . 2 1 )

т
/■= 1, 2 ,  .. п. ( 1 . 2 2 )

Решение вспомогательной задачи (Су) определяет квазиплан X  
задачи (Л). Вектор невязок Е* и параметры 8! являются 
определяющими характеристиками квазиплана X. В зависи
мости от значений невязок г* и знаков параметров 8*. сле
дует различать три случая:

1° Все компоненты вектора невязок равны нулю:
е* =  0, / =  1, 2



2° Имеются положительные невязки и при этом все зна
чения параметров 6J не положительны:

т
6*.=  2 6г > 0 ’ 7 = 1 , 2 , . . . , л.

1 =  1 1

3° Вектор невязок содержит положительные составляю
щие, и среди параметров бу имеется по крайней мере одна 
положительная величина.

В случае 1°, как это следует из признака оптималь
ности, квазиплан оказывается оптимальным планом задачи (Л). 
Ниже будет показано, что в случае 2° задача (Л) неразре
шима (условия задачи несовместны), а в случае 3° можно 
перейти к новому квазиплану с меньшей невязкой.

1.3. Чтобы упростить анализ случаев 2° и 3°, целесо
образно проследить за изменением суммы невязок (линейной 
формы вспомогательной задачи) при переходе от плана Y 
сопряженной задачи к плану

Y' = Y(b) = Y— т \
Будем называть переход от плана Y к плану Y (0) эле

ментарным преобразованием плана К.
Вычислим параметры Ду(9) для плана Y (9)* В соответ

ствии с формулами (1.21), (1.22) имеем
т

=  / =  1, 2, (1.23)

Вектор Y (9) будет планом сопряженной задачи (Л) при всех 
значениях 9, для которых

Д у (9 )^ 0  при / =  1, 2, . . . ,  я.

Вычислим значение линейной формы задачи (Л) на плане 
Y (9). Имеем

м т т т
L [к(в)] =  2  *<*(») =  0 2  V J*

i st 1 i ts  1 i as i

Применяя первую теорему двойственности к вспомогательной 
задаче (Сг) и сопряженной с ней задаче (Сг), получаем

т т
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Следовательно,

!1г—
»

«О1—Ч-»

т

- о  2  С
i  =  i

(1.24)

Как видим, если 6 > 0  и е* =
т

-- 2 ег > ° - значение ли-
г = 1

нейной формы сопряженной задачи уменьшается при элемен
тарном преобразовании плана У в план У(0).

Исследуем теперь случай 2°, когда среди невязок 
г* имеются положительные, а все параметры 6*.=  ̂О, у =  1, 
2 В этом случае, как видно из формулы (1.23), 
вектор Р(0) является планом задачи (А) при любом 0 ^ 0 .  
Равенство (1.24) показывает, что задача (Л) при этом не 
ограничена снизу на множестве ее планов. Следовательно, 
согласно лемме 1.3. гл. 3 исходная задача, задача (Л), 
неразрешима из-за несовместности ее условий. Условия, 
определяющие случай 2°, будем в дальнейшем называть 
признаком неразрешимости задачи.

Перейдем к анализу случая 3°, когда имеются положи
тельные невязки е* и положительные значения парамет
ров 8*j.

Наибольшее значение 0, при котором К(0) еще остается 
планом задачи (Л), определяется соотношением

- 0 ,=  m i n ( 4 V  (1.25)б*>» Vs/ /
Здесь минимум берется по индексам у, для которых вели
чины 8*. положительны. В случае 3° такие индексы имеются. 
Пользуясь определением параметров б*, и условиями (1.17), 
которым удовлетворяют величины р,!, получаем

б ; < о ,  ] £ e y.
Следовательно, 0О достигается при j $ E Y. С другой стороны, 
по определению множества Еу параметры Дj  положительны 
при j $ E y. Поэтому 0о> О .

Покажем, что план К' =  К(0о) задачи (Л) приводит 
к вспомогательной задаче (Су') с меньшим значением мини
мума суммы невязок, чем для вспомогательной задачи (Су).
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В силу второй теоремы двойственности при

I] > 0'х
имеет место равенство

т

Ч - Я ч » * - 0-

Из полученных соотношений видно, что в Е у  входят, 
в частности, те индексы у, для которых л ту = £ !> 0 . Дейст
вительно, для таких j

Д /  (0) =  А / — 9 ,в ;  =  О — 90 • 0  =  0 .

Поэтому исходный план вспомогательной задачи (Су'), отве
чающей У(60), можно составить из положительных компо
нент оптимального плана предыдущей вспомогательной за
дачи (Су). Это обстоятельство существенно сокращает число 
шагов, необходимых для решения очередной вспомогательной 
задачи.

Определим индекс / 0 соотношением

/о 
~ ) 
7о /о ' ■0.

Таких индексов может быть несколько. Очевидно, вектор А\0 
войдет в число векторов условий новой вспомогательной 
задачи, так как

Допустим, что задача Су невырожденная (для этого 
достаточно предположить невырожденность расширенной за
дачи (В)).

В § 5 приводятся соображения, указывающие на целе
сообразность использования для решения вспомогательной 
задачи второго алгоритма метода улучшения плана. В соот
ветствии с основными положениями этого метода условие 
6! > 0  для невырожденной задачи означает, что введение в
базис исходного плана новой вспомогательной задачи вектора 
Ajq уменьшит значение ее линейной формы. Поэтому мини-
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мум новой вспомогательной задачи строго меньше минимума 
предыдущей вспомогательной задачи:

Таким образом, в случае 3° можно указать элементар
ное преобразование плана У сопряженной -задачи в план 
F ' = F  (0О), который порождает вспомогательную задачу (Су/) 
с меньшим значением минимума суммы невязок,. Другими 
словами, в случае 3° можно перейти от квазиплана X  к 
квазиплану X'  с меньшей невязкой. Описанная последова
тельность действий составляет одну итерацию метода со
кращения невязок. Процесс продолжается до тех пор, пока 
не придем к случаю 1° или 2°.

1.4. Наметим кратко порядок операций, связанных с от
дельным шагом метода последовательного сокращения невязок.

В каждой итерации метода предполагается известным (полу
ченным в конце предыдущего шага) план У сопряженной 
задачи (Л). Итерация начинается с формирования вспомога
тельной задачи (Су). Решение задачи (Су ) определяет квази
план X  исходной задачи (Л). Далее производится исследо
вание квазиплана (А'). По величине невязки квазиплана и 
знакам параметров 6J выясняется, какой из случаев (1°, 2° 
или 3°) имеет место.

Если выполняются условия признака оптимальности, т. е. 
имеет место случай 1°, найденный квазиплан оказывается 
оптимальным планом задачи (Л) и процесс решения завер
шается. В случае, когда условия признака оптимальности 
не выполняются, необходимо просмотреть знаки параметров 
б!. Неположительность всех б у указывает на неразреши
мость задачи (случай 2°). Если же среди параметров б! 
находятся положительные величины, имеет место случай 3°. 
В этом случае указывается способ построения нового плана 
У' сопряженной задачи, отправляясь от которого проводится 
очередная итерация, обеспечивающая сокращение невязки 
квазиплана.

Каждая итерация метода сокращения невязок включает 
несколько шагов метода улучшения плана, необходимых для 
решения соответствующей вспомогательной задачи. Заметим,

т т т



что 1у1аны любой вспомогательной задачи являются планами 
расширенной задачи (задачи (В)). Процесс решения вспомо
гательных задач состоит, таким образом, в последователь
ных переходах от одного опорного плана расширенной 
задачи к другому.

Движение по опорным планам задачи (В) происходит по 
правилам метода улучшения плана. Это, однако, не значит, 
что решение, задачи (Л) методом сокращения невязок сво
дится к определению оптимального плана задачи (В) по 
методу улучшения плана. В самом деле, на протяжении каж
дой итерации метода сокращения невязок вектор, подлежащий 
вводу в базис, выбирается не из всей совокупности векто
ров условий задачи (£), а только из числа единичных век
торов

ej ( j=  1, 2, т)
и тех Ар для которых

т
Aj = ^ j ai/yi— с/ = ° -

Здесь Y = ( y v у т)— план задачи (Л), связанный с рас
сматриваемой итерацией. Перед началом каждой итерации 
множество допустимых векторов Лу обновляется с помощью 
нового плана задачи (Л).

Приведенные соображения позволяют, в частности, сде
лать вывод о конечности метода сокращения невязок. Дейст
вительно, для невырожденной расширенной задачи переход 
от одного ее опорного плана к другому сопровождается 
монотонным убыванием линейной формы (1.6). Поэтому в 
процессе решения задачи не может быть возврата к уже 
пройденному опорному плану задачи (В). Количество раз
личных опорных планов расширенной задачи конечно. Сле
довательно, получение оптимального плана разрешимой задачи 
(Л) методом сокращения невязок укладывается в конечное 
число итераций. Неразрешимость задачи, если она имеет 
место, устанавливается также за конечное число шагов.

Если при решении вырожденных вспомогательных задач 
пользоваться правилами, гарантирующими от зацикливания 
(см. п. 5.5 гл. 5), то вывод о конечности метода сокраще
ния невязок может быть распространен и на случай вырож- 
денности расширенной задачи (В).
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§ 2. Примеры

2.1. Проиллюстрируем общие рассуждения предыдущего пара
графа на примере, исследованном в гл. 4 (§ 3) методом улучшения 
плана и в гл. 6 (§ 2) методом уточнения оценок.

П р и м е р  1. Требуется обратить в максимум линейную форму

L  (X) =  5xj— *2— 2*з +  5*4 +  5 x s — х в
при условиях:

— 2*i +  5х2 4" х з =10,
Х 1 —  Х 2 +  * 4  —  1 ,

*1+2*2 +  *5
10*! —3*2 +  *6=15,

* у ^ 0, /=  1, 2, . . . ,  6.
Р е ш е н и е .  Будем называть сформулированную Задачу задачей 

(Л). Сопряженная к ней задача, задача (Л), записывается следу
ющим образом:

Требуется вычислить минимум линейной формы 

L  (K) =  10i/1 +{/2 +  6 у ,  +  15lи
при условиях:

•—2,у1 - \ -у2 -\- */8 +  Юг/4 ^  5,
5r/i — г/2 +2г/3— З у ^  — 1,

Ух ^ —2,
Уг ^  5,

Уг ^  5,

Задаче (Л) соответствует следующая расширенная задача (5): 
Требуется обратить в минимум линейную форму

при условиях:
8 1  +  е 2  4" 8 3  4" 8 4

— 2*1 +5*2 +  *3
Х1— Х2 +  Xi
Х \ + 2*2 

10*! —3*2
*у^2 0, 
8/ ^  0,

+  81
+ 8 2

+  ХЬ +  8з
+  *«

/ =  1, 2, . . . ,  6, 
t =  l, 2, 3, 4.

= 10, 
=  1, 
=  6, 

+  е4=  15,

Легко непосредственно убедиться в том, что 
Y  =  (0, 5, 5, 0)

является планом задачи (Л). Вычислим параметры Ду—разности 
левых и правых частей условий задачи (Л). Имеем

A =  (Ai, Д2, А3, А4, А5, Дб) =  (5, 6, 2, 0, 0, 1).
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Множество Е у  в нашем случае состоит из двух индексов: / =  4 и 
/  =  5 (Е у  =  {4, 5}).

Вспомогательная задача (Су), порожденная планом Y ,  может 
быть получена из задачи (В), если положить в ней *у=0 для 
j $ E y .  Таким образом, в задаче (Су) требуется обратить в минимум

4

ж *
при условиях:

8i =  10,
Х 4 +  82 =  1,

*5 +  83 =6,
84 =  15,

* 4 ^ 0 , *5^ 0 ,  е / ^ 0 ,  i =  l ,  2, 3, 4.

Без специальных вычислений ясно, что решение задачи'(Су-) 
определяется следующим набором чисел:

Итак,
х4= 1 , х 5 =  6, =  10, е2 =  0, е3 =  0, е4=  15.

(Е*, £*) =  (!, 6, 10, 0, 0, 15).

Исходный квазиплан представляет собой вектор Х  =  (0,0,0,1,6,0).

Невязка квазиплана X  отлична от нуля ( V  8* = 1 0 + 0  +  0 +  15 =
1

=  25). Случай 1° не имеет места: квазиплан X  не является реше
нием задачи.

В задаче (Су), двойственной к задаче (Су), требуется обратить 
в максимум линейную форму

1 Ор-! +  р-2 +  бр-з + 15р,4
при условиях

ji2< 0 ,  р.3< 0 ,  М-/<1, * =  1, 2, 3, 4.

Поскольку все коэффициенты линейной формы задачи (Су) по
ложительны, решение задачи. (Су) достигается на векторе

М *  =  (1, 0, 0, 1).

В соответствии с рекомендациями метода вычислим параметры

« * /= § 1а +

для всех /( /  =  1, 2, . . . ,  6). Имеем

6* =  ( С  6*2, в*„ в*4, 6*5, б*) =  (8, 2, 1, о, О, 1).
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Среди компонент 6* вектора 6* имеются положительные величины. 
Следовательно, имеет место случай 3°.

Вычислим

»о= min
6 > 0  б /

Имеем

0О=  min , 3, 2, =

Вектор Д ' =  Д (0о) вычисляется по формуле 

В нашем случае
Д ' = Д  —б06*.

* - ( * " •  т - ' » . » . ! )

Образуем очередной план У  задачи Л): 

Г  =  Г(0о) =  Г - 0 оМ*,

План Y '  задачи (А) порождает новую вспомогательную задачу 
( С у ) ,  в которой требуется обратить в минимум линейную форму

_____ 8/

при условиях:
— 2xj + е х =10,

* 1 + * 4  + & 2  = 1 »

*i +  *5 +83 =6,
10*! + е 4=15,

* 1 ^ 0 , * 4 ^ 0 ,  х 5 ^ 0 ;  8 / ^ 0 ,  i —  1, 2, 3, 4.

Решим задачу (Су.) по второму алгоритму метода улучшения 
плана. Естественно использовать решение задачи (Су) в качестве 
исходного плана задачи (Су.). При этом после первой же итерации 
получим оптимальные планы задач (Су.) и (£у,):

(S*', £ * ') =  (1, 0, 5, 12, 0, 0, 5),
М * = (  1, —8, 0, 1).

Соответствующий квазиплан

Я '= (1 , о, О, 0, 5, 0),
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Ему отвечает невязка
4

е* = 2  в/' =*“ 12 +  0 +  0 +  5 =* 17. 
г = 1

Чтобы оценить, нет ли оснований считать задачу неразрешимой, 
следует установить знаки компонент вектора 6*'. В нашем случае

6*'=(0, 10, 1, - 8 ,  0, 1).
Как видим, мы снова имеем дело со случаем 3°, когда можно 

указать элементарное преобразование, которое приведет к новому 
плану Y "  задачи (Л) и, следовательно, к новому квазиплану за
дачи (Л) с меньшей невязкой. Параметр преобразования 6Q равен

л' • ( 19
9°= m inUo-

Вычислим векторы

д"=д' (ft,

П _3\ __J3_
8 ’ 8 у 8 *

Y'-Y'Xfy
и построим очередную вспомогательную задачу (Су/,).

Последующие вычисления проводятся .по той же схеме. Основ
ные результаты каждой итерации зафиксированы в табл. 7.1.

После пятой итерации получен квазиплан

X(V) =  (48/23, 45/23, 101/23, 20/23, 0, 0)
с нулевой невязкой. В соответствии с признаком оптимальности 
X <V) является решением задачи (Л). Максимальное значение ли
нейной формы L  (X) равно

L(X(V)) =  93/23.
Нетрудно убедиться в том, что является оптимальным

планом задачи (Л). Действительно,
Z,(F<V>) =  Z. a (V)) =93/23.

2.2. Рассмотрим еще один пример, который был описан в гл. 6 
(п. 2.6) для иллюстрации случая 2° неразрешимости задачи линей
ного программирования.

П р и м е р  2. Требуется обратить в максимум линейную форму 

L  (X )  =  b x 1 +  4 x 2 +  x i

х г +  2 х 2 —  х 3 =  2,
4х  1 Зх2 х  4 =12,
4xj -f- 4 х 2 ~Ь х 3 4“ х х Т~ х 5 ~  Ю, 

X j ^ z O  j  =  1, 2, 3, 4, 5 ,

при условиях
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Т а б л и ц а  7.1
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П р о д о л ж е н и е

Н о м е р  
и т е р а 

ц и и  (V) Ч4/ Ч\

X<v> A<v) 6 * (v) 1 2 3 4

3

1 12/т у  / / /
- 4 /з 22/з 5 — 1

2 В/7 £ * " ' “9/7

3 2 /з 1 М * п> 1 44/ 7 - 3/7

4 7/з “ / 7 Б х , п A Л 5 61 л 2

5 2°/7 S e ? " ' ml ,

6 - 3/ 7
/ / / 

Чо 49i 132

4

1 4Ч/23 y ( I V ) -  75/и 5 5 “ З7' н

2 46/23 £ *  ( I V ) 101‘23

3 13/44 1 M * d v > 1 __ 4 4'/23 */*,

4 20/23 % ( I V ) Л, Л, Л2

5 -  “ /яз s e ; c v j
101/23

6 71а %
e < i v )

0 1 3 /44

5

1 48/23 y ( V ) — 2 5 -  ” /23

2 E * ( V )

3 101/23 M*(V)

4 2°/23 £ X ( V ) Л 4 Л 3 Л 2

5 s * ; (V) 0

6 1/2 3
1ll
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Р е ш е н и е .  Назовем рассматриваемую задачу задачей (Л). 
В сопряженной задаче (Л) требуется вычислить минимум линейной 
формы

L ( Y )  =  2y i  +  \ 2 y 2 + l 0 y s
при условиях:

У\ 4*/2 +  4t/3 ^  5,
2#i +  3 у 2 +  4г/3 ^  4,

— У\ +  У
У2 + У*^Ъ,

У*^1-

В качестве исходного плана задачи Л естественно принять 
вектор К =  (0, 0, г/3), где

r/s =  max{5/4, 1, 0, 0, 1} =  5/4.

Для плана Y  имеем
Д =  (0, 1, 5/4, 5/4, 1/4).

Следовательно, вспомогательная задача (Су) содержит только 
один вектор условий задачи (Л) — вектор А х. Задача (Су) состоит 
в минимизации суммы

2  ■/г = i
при условиях:

*1 +  8j =  2,
4*, + е 2=  12,
4 î +  83 =  10,

* ^ 0 ,  е / ^ 0 ,  i =  1, 2, 3.

Легко сообразить, не прибегая к специальным вычислениям, что 
решение задачи (Су) определяется вектором

(S*, £*) =  (2, 0, 4, 2).

Следовательно, исходный квазиплан X —вектор с единственной 
отличной от нуля компонентой

Х =  (2, 0, 0, 0, 0).

Невязка квазиплана X  равна 6.
Решение задачи (Су), сопряженной с вспомогательной задачей 

(Су), представляет собой вектор

М *  =  ( — 8 , 1 , 1).
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Вычислим параметры квазиплана Х у необходимые для перехода 
к следующему квазиплану с меньшей невязкой. Имеем

б* =  (0, —9, 9, 2, 1).
о . А/ 5 
0ft =  min-4- =  ^

б7
'36

А' =  А(0о) =  (О, 9/4, 0, 35/36, 1/9), 
Г  =  (10/9, -5 /3 6 , 10/9).

План Y* задачи (Л) порождает вспомогательную задачу (Су ,). 
Решение (Е*, Е*) задачи (С*/) может быть принято в качестве ис
ходного плана задачи (Су/). После первой же итерации получаем

(S*', £*') =  (12/5, 2/5, 0, 12/5, 0),
М*' =  (—4/5, 1, —4/5),
X' = (12/5, 0, 2/5, 0, 0).

В нашем случае

2  «Г =  12/5,
t=i

б* = (0 , —9/5, 0, 1/5, —4/5).

Поэтому и после этой итерации метода сокращения невязок заклю
чаем, что имеет место случай 3°. Произведем очередное элементар
ное преобразование вектора Y' в У "  =  У " ( 0 о) .  Имеем 

, 17е»
0О =  ^ ,  А" =  (0, 11, 0, 0, 4), Г' =  (5, —5, 5).

Векторами условий вспомогательной задачи {Су») являются 
три вектора условий задачи (Л) — векторы Alt Л8 и Л4 и единичные 
векторы ev е2, е3. Решим задачу {Су„у отправляясь от плана 
(Е*', £*'). Получим квазиплан

X" =  (2, 0, 0, 2, 0).
Для квазиплана Хп

2  е / = 2 ,
б"* =  (0, —1, —2, 0, —1).

Невязка плана X" положительна, а все составляющие вектора б*" 
неположительны. В соответствии с выводами § 1 это означает, что 
условия задачи (Л) несовместны. Действительно, вычитая из треть
его условия задачи (Л) второе, получаем

*2 +  2-
Это равенство не может выполняться при неотрицательных 

значениях Переменных. Задача (Л) неразрешима*
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§ 3. Геометрическая интерпретация

3.1. Метод сокращения невязок допускает естественное 
геометрическое истолкование в (т-\- 1)-мерном пространстве 
точек U =(uv в„ ия , ит+1).

Решение задачи (А) методом сокращения невязок начи
нается с выбора некоторого плана К сопряженной задачи (Л). 
Геометрическим аналогом плана У является гиперплоскость П, 
содержащая начало координат и расположенная над кону
сом К задачи (А). Гиперплоскость П содержит расширенные 
векторы Aj для ] £ Е У. Пересечение гиперплоскости П и ко
нуса К также является многогранным конусом. Обозначим 
его через Ки- Многогранный конус Ки порожден расширен
ными векторами Aj при j £ E Y. При т — 2 конус Кп может 
либо состоять из одной точки (из начала координат), либо 
совпадать с ребром конуса К  или с плоским углом — дву
мерным конусом. Размерность Ки в точности равна ту если 
У—опорный план задачи (Л).

Плану У задачи (А) соответствует вспомогательная за
дача (Сг). Конус KY задачи (Су) определяется векторами 
условий A j { j £ E Y) и расширенными единичными векторами

Многогранный конус Ку касается, таким образом, гиперплос
кости ит + 1 = 0 своей гранью, содержащей векторы Aj { j£E Y). 
Решение задачи (Ск) сводится к определению нижней точки 
пересечения прямой Q и конуса KY. (Во вспомогательной за
даче требуется вычислить минимум линейной формы.)

Ясно, что задача (CY) всегда имеет решение. Решив 
вспомогательную задачу, найдем оптимальные планы взаимо- 
сопряженных задач (Су) и (Су). Решению задачи (Су) соот
ветствует гиперплоскость n Yi расположенная под конусом Ку. 
Обозначим через М* = ( |л*, . . . ,  \i*m, — 1) направляющий 
вектор гиперплоскости пу и через QY— нижнюю точку пе
ресечения конуса KY и прямой Q. Точка Qv является обра
зом решения задачи (Сг). Разложение вектора Qy по базису

1 9  д. Ю дин и Е. Гольштейн

/ =  1, 2 , . . . ,  т.
т
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решения задачи (CY) имеет вид

jfc— »
Q y =  2  v V + 2 e‘ e <-

/ € £ у  i = 1

Рассмотрим на гиперплоскости ит+1 =  0 точку
m

Р у =  2  ( P y = Q y  2
/ б Е у   ̂=  1

Проведем через точку Р г прямую Р, параллельную оси Оит+ г. 
Верхняя точка X  пересечения прямой Р и  конуса К задачи (Л) 
является образом квазиплана X.

Назовем расстоянием между точками U' =  (и', и'т+1)
и гу" =  («", Um+J) величину

m+i

t=i .
Точка X — образ квазиплана А'—обладает следующим 

экстремальным свойством:
Точка X  является ближайшей (в смысле введенного рас

стояния) к верхней точке пересечения конуса К и прямой Q 
из всех точек U=(u1, итУ ит + 1), которые

а) принадлежат конусу /С(Ху^О);
б) принадлежат гиперплоскости П:

j  —  ̂) • • • )
~  у̂) j  £ Ру»

в) удовлетворяют условиям

В смысле введенного определения расстояния длина 
отрезка QYB (точка В отвечает вектору ограничений) изме
ряется невязкой

т * 
е* =  2  ег

i- 1
квазиплана X.



Возможны два случая: точка QY — образ решения задачи 
(CY) — принадлежит иди не принадлежит гиперплоскости 
u m + i  =  0* В первом случае квазиплан X  является решением за
дачи (Л) (случай 1°). Действительно, если точка Qy совпадает с 
точкой В, то вектор ограничений принадлежит конусу, порож
денному векторами условий Aj ( j £ E Y). Следовательно, век
тор В является линейной комбинацией векторов Aj (J£EY) 
с неотрицательными коэффициентами. Такой же линейной 
комбинацией расширенных векторов Aj ( j £ E Y) является 
верхняя точка пересечения Q и конуса К  задачи (А).

План У в этом случае — решение задачи (Л), а X — опти
мальный план исходной задачи.

Чтобы проанализировать случай, когда точка QY не при
надлежит гиперплоскости ит + 1 =  0 , рассмотрим геометрическую 
интерпретацию элементарного преобразования плана У задачи 
(Л) в план У'.

Обозначим через Y* = (yv у 2, . . . ,  y mf — 1) — направля
ющий вектор гиперплоскости П. Направляющий вектор 
гиперплоскости я к, отвечающей решению задачи (Ск), был 
обозначен ранее через Ж* =  (р,*, . . . ,  \л*т, — 1).

Рассмотрим гиперплоскость содержащую общую часть 
гиперплоскостей nY и ит + х— 0 и параллельную оси Оит+1. 
Первые т компонент направляющих векторов Ж* и Ж* 
гиперплоскостей я г и nY совпадают. Последняя компонента 
вектора Ж* равна нулю.

Вектор
К* (8) =  Г *-0Ж *

является направляющим вектором гиперплоскости П(0). 
При 0 =  0 гиперплоскость П (0) совпадает с П. По мере 
увеличения 0 гиперплоскость П(0) поворачивается относи
тельно пересечения S гиперплоскостей П и ziY.

Поворот гиперплоскости (увеличение 0) продолжается 
до тех пор, пока П (0) не захватит какой-либо из расши
ренных векторов Aj (j$Ey). Пусть это произойдет при 0 — 0О. 
Гиперплоскость П' =  П (0О) соответствует новому плану Y' 
сопряженной задачи (А). Это следует из того, что ни один 
из векторов Aj ( j £ E Y) не может оказаться выше гипер

§  3 ]  ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ 5 7 9
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плоскости ГГ, поскольку
(Г  (6), Aj) = 0 — 0 6 ^ 0 .

Заметим, что пересечение гиперплоскости я к с координат
ной гиперплоскостью ит + 1 =  0 содержит все векторы Aj 
( j £ E Y)6азиса решения задачи (CY). Соответствующие расши
ренные векторы Aj принадлежат гиперплоскости S — общей 
части П и я  у, а следовательно, и гиперплоскости П' =  П(0о).

Гиперплоскость пу лежит ниже конуса KY. Следователь
но, все векторы Aj ( j £ E Y) лежат по одну сторону от гипер
плоскости nY. Остальные векторы условий Aj {j$EY) не 
связаны этим условием. Они могут находиться по обе стороны 
ОТ Я у.

Рассмотрим два случая.
Пусть вначале все Aj {j$.EY) лежат по ту же сторону 

от я у, что и векторы A j ( j £ E Y). В этом случае гиперпло
скость я у разделяет конус К и прямую Q. Действительно, 
при принятых условиях

(Aj, М *)= = 6 ;< 0 , j =  1, 2, . . . ,  /г. (3.1)
С другой стороны,

{В + Кет + 1, М*) = (В, Ж*) =  2 ^  =  8* > ° -  (3-2)
i =1

Вектор B~\-fkem+l определяет прямую Q. Первое и второе 
равенства в цепочке (3.2) очевидны. Третье равенство вы
текает из теоремы двойственности для вспомогательной 
задачи.

Неравенства (3.1) и (3.2) означают, что прямая Q и 
конус К  не пересекаются. В рассматриваемом случае 0о =  оо, 
т. е. ни один из векторов Aj (j$EY) не будет захвачен 
гиперплоскостью П (0) ни при каком конечном значении 0^=0.

Итак, если все векторы Aj (j$EY) лежат по ту же сто
рону от гиперплоскости я к, что и векторы A. ( j £ E y), то 
•условия задачи (Л) несовместны (случай 2 °).

Если по крайней мере один из векторов Aj(j$EY) и 
векторы Aj ( j £ E Y) лежат по разные стороны от nY, имеет 
место случай 3°. Поворот гиперплоскости П относительно S?
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общей части П и лк, приводит к захвату некоторого век
тора Aj {j^EY). Зафиксированная при этом гиперплоскость 
ГГ отвечает новому плану Y' сопряженной задачи, с кото
рой связаны вспомогательная задача и квазиплан X' с мень
шей невязкой. Через конечное число шагов наступит слу
чай 1° или 2 °.

3.2. Проиллюстрируем геометрическими построениями применение 
метода последовательного сокращения невязок к определению опти
мального плана задачи, решенной в п. 4.3 гл. 4 по методу улуч
шения плана и в п. 2.8 гл. 6 по методу уточнения оценок.

Напомним условия задачи.
Требуется определить максимум линейной формы 

L (.X) =  lOXj -j- 8х2 +  7х3 +  16x4 -j- 21 xs 
при следующих ограничениях:

4Xj -J- 2x2 +  5*з +  10x4 +  5*5 =  6,
9*j +  10x2 +  12,5*3 +  18x4 +  16,5x5 =  14,

0, j = 1, 2, . . . ,  5.

На рис. 7.1 изображены векторы условий Aj и вектор ограни
чений В, соответствующие расширенные векторы задачи и прямая Q, 
проходящая через точку В параллельно оси Ои3. На рисунке, 
кроме того, обозначен многогранный конус К, порожденный векто
рами Лу, и расширенные единичные векторы в[% необходимые для 
геометрической интерпретации вспомогательной задачи.

Легко непосредственно убедиться в том, что вектор У =  (6, — 2/5) 
является планом сопряженной задачи, в которой требуется обратить 
в минимум линейную форму

I  <У)= 6^  +  н </2
при условиях:

ty\ +  ̂ у2 ^Ю ,
2i/iH“ 10y2 ^ 8 ,
^У\ +  12,5у2 ^  7,
10^ +  18̂ 2 ^ 1 6 ,
5^ +  16,5^2^21.

План Y обращает в равенство второе условие. Множество Еу 
состоит в нашем случае из одного индекса / =  2. Следовательно, 
плоскость Пг —геометрический образ плана Y —содержит вектор Л2. 
Уравнение плоскости Ну имеет вид

г 2 .О l l -у г* —  Wj.о
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Плоскость Пy проходит над конусом К . План Y порождает 
вспомогательную задачу (Су). Векторами условий задачи (Су) 
являются векторы Аъ ех и е2. Многогранный конус Ку, отвечающий 
вспомогательной задаче, изображен на рис. 7.2. Здесь же показан 
конус К исходной задачи и плоскость Пк—образ плана Y вспомо
гательной задачи. Прямая Q пересекает конус Ку  в двух точках.

Нижняя точка Qy пересечения прямой Q и конуса Ку принадлежит 
плоскости Пу, натянутой на векторы ех и А2. Плоскость Пг яв
ляется геометрическим образом оптимального плана задачи (Су), 
сопряженной с задачей (Су). Точка Qy соответствует решению задачи 
(Су). Разложим вектор Qy по осям-ребрам elt е2, Л2 конуса Ку. 
Точка Ру  является проекцией точки Qy на вектор Л2. Прямая, 
проведенная из точки Ру  параллельно Ои3, пересекает конус К 
исходной задачи в двух точках. Верхняя из этих точек, точка X , 
является геометрическим образом квазиплана X, определяемого 
решением задачи (Cjr).
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Длина отрезка QyB (в смысле введенного «расстояния»)—ми
нимальное значение линейной формы вспомогательной задачи (Су) —  
равна е* — невязке квазиплана X. Поскольку е* =16/5^0, квази
план X не является решением задачи. Длина отрезка ХРУ опре
деляет значение линейной формы исходной задачи на квазиплане 
X , L(X) — 56/5. Плоскость я у пересекает координатную плоскость 
м3 =  0 вдоль направления вектора Л2. Таким образом, плоскость Яр
ой ределяется вектором А2 и осью Оиъ или, что то же самое, векто
рами А2 и А2.

Плоскости Пр и Яр пересекаются по прямой Sp, направленной 
вдоль вектора А2. Будем поворачивать плоскость Пр относительно 
прямой Sy в направлении, указанном стрелкой, до тех пор, пока 
она не захватит какой-либо из расширенных векторов Лу. Первый 
вектор, который будет при этом захвачен, это — вектор Л5. Зафи
ксированное таким образом положение плоскости назовем Пр/ 
Плоскость Пр/, натянутая на векторы Л2 и Л5, соответствует но
вому плану У' задачи, сопряженной к исходной задаче. Вектор У' 
является опорным планом задачи (Л). План У' определяет новую 
вспомогательную задачу. В геометрических терминах это означает, 
что плоскость Пр/ определяет конус Ку» задачи (Ср,). Четырех
гранный конус Ку'  порождается расширенными единичными векто
рами е1% е2 и векторами условий Л2 и Л5,

Построения, связанные со второй итерацией, изображены на 
рис. 7.3. Так же как и в первой итерации, находим точку Qp/̂  
отвечающую решению вспомогательной задачи (Ср/). Точка Qy , 
расположена выше плоскости ий — 0. Следовательно, случай 1° не 
имеет места. Линия пересечения плоскости ку , и плоскости и3 =  0 
проходит вдоль вектора Л5. Направление вектора Л5 и ось Оид 
определяют плоскость Яр,. Векторы условий Л у (/(|:£р/=== { 5 }) 
расположены по обе стороны от плоскости Яр/. Следовательно, 
случай 2° также не имеет места.

По тем же правилам, что и в первой итерации, строим точ
ку X' — образ квазиплана X', определяемого планом У' сопряжен
ной задачи. В рассматриваемом случае Sy>— линия пересечения 
плоскостей Пр/ и яу / — совпадает спрямой, идущей вдоль вектора Л5.

Поворачиваем плоскость Пр, относительно прямой SY, — линии 
пересечения плоскостей Пу , яу , — до тех пор, пока не будет захва
чен очередной вектор Aj(j§Ey,). Таким образом, приходим к пло
скости Пр/,, отвечающей плану У" сопряженной задачи (Л). Пло
скость Пр„ натянута на векторы Л5 и Av Вектор У" — опорный 
план задачи (Л). Конус Куп вспомогательной задачи (Су „) поро
ждается векторами е1У е2, Ах и Л5.
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Точка Qy»— образ решения вспомогательной задачи (Су„) — 
совпадает с точкой В. Невязка квазиплана X" равна нулю, и
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следовательно, квазиплан X" является решением исходной задачи. 
Построения, связанные с последней итерацией, показаны на рис. 7.4.

§ 4. Случай двухсторонних ограничений

4.1. Метод последовательного сокращения невязок, по
добно другим методам линейного программирования, рассмот
ренным в предшествующих главах, может быть распространен 
на задачи с двухсторонними ограничениями. Этому и посвя
щается настоящий параграф.
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Рассмотрим общую задачу с двухсторонними ограничени
ями, состоящую, как известно, в максимизации линейной 
формы

п
L [X) =  2  CjXj 

/  = 1
(4.1)

при условиях

2  Aj X j ^ B ,  
/=1

(4.2)

а у <  Xj  <  Ру, j =  1 , 2 , . . . ,  п.
Здесь

(4.3)

Л у. =  (а,у, в2у, . . . , ат])Т, В — (bv Ьг, . . . - bmY .

Как обычно, ранг матрицы {Av Л2, Ап) предполагается 
равным т.

Каждая переменная Xj задачи (4.1) — (4.3) может быть 
ограничена как с обеих сторон, так и только с одной сто
роны. В последнем случае соответствующая граница пола
гается бесконечной (ау. =  — оо или Ру — оо). Исходную задачу 
(4.1)— (4.3) будем для краткости называть задачей (Л). 
В дальнейшем мы будем иметь дело с ядрами планов зада
чи (Л), двойственной по отношению к задаче (Л). Не повторяя 
формулировки задачи (Л), содержащейся в п. 3.2 гл. 6 , 
выпишем лишь условия, которым должно удовлетворять ядро 
плана этой задачи.

Для того чтобы вектор Y = {yv у 2, ут) являлся 
ядром некоторого плана задачи (Л), необходимо и достаточно 
выполнение соотношений

{т
2 а 1уЛ-— сг ^ ° >  если Ру=  оо,

1т (4-4>
2 aij-yi — Су 0 , если «у =  — оо.

Из условий (4.4) следует, что при ограниченности всех пе
ременных задачи с обеих сторон (cty=£— оо, Ру^оо) любой 
вектор Y является ядром некоторого плана задачи (Л). 
Каждому ядру Y отвечает, вообще говоря, несколько планов
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задачи (Л). Если выбрать из них такой, который связан 
с наименьшим значением линейной формы задачи (Л), то 
между ядрами и планами задачи (Л) установится взаимно 
однозначное соответствие.

Обозначим через L(Y) значение линейной формы задачи 
(Л) на плане, соответствующем ядру Y. Имеет "место сле
дующее соотношение:

т п

4 F )  =  2 А/Y/.
i =1 /=1

где
(Ху, если Д у>0 ,
Ру, если Д у<0 .

Здесь, как обычно,
т

а  у =  2 а д - С у

(4.5)

(4.6)

(4.7)

Вывод условий (4.4) и равенства (4.5) содержится 
в п. 3.2 гл. 6 .

4.2. Распространим понятия расширенной и вспомогатель
ных задач, введенные в § 1 , на задачу с двухсторонними 
ограничениями.

Под расширенной задачей будем понимать задачу об 
отыскании минимума линейной формы

т

2 « ,/ = i
«5 (4.8)

при условиях
п

'2iai/x / -hei — 1=  1, 2,  . . т; (4.9)
/=1

б, ^ 0 ; (4.Ю)
7 =  1, 2, . . . ,  п\ / =  1, 2, . . . ,  т.

Сформулированную задачу назовем задачей (В). Пусть 
V =()>!, Уг, •••,  ут) — ядро произвольного плана задачи (Л). 
Обозначим через Еу совокупность индексов у, для которых

т
AJ = 2 a iyy i— ci = 0.
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С каждым ядром У свяжем вспомогательную задачу (за
дачу (Су)), которая образуется из задачи (В) с помощью 
дополнительных ограничений х;- = ур j$EY, где числа у у 
определяются по формуле (4.6).

Таким образом, задача (Сг) заключается в отыскании 
минимума линейной формы

при условиях

Здесь

т
2 (4.8)

i -1

2  а ijXj+er-^bP; (4.11)
1<=Еу

н'V/еГ ^  Р/> в,- (4.12)
j  € Еу, « =  1, 2 , . . . ,  т.

*Г> = . 2  4jaij- (4.13)

Векторами условий вспомогательной задачи (Су) являются 
некоторые из векторов условий Лу. задачи (Л) и единичные 
векторы ех, е2, ет. Вектор ограничений

я (”  =  ( ^ \ * Г \ . . . , е > )
задачи (Су) формируется из вектора ограничений В задачи 
(Л) в соответствии с формулой (4.13).

Обозначим через (Су) задачу, двойственную по отношению 
к задаче (Су). Каждому плану (S, Л),

^  =  ( ! / ) >  J  £  > е 2 , . . . ,  8 т)

задачи (Су) может быть поставлен в соответствие вектор 
X — (xv х2, . . ., хп) с координатами

\  * *

' " I v ,

j  € Ev,
Н Е у , (4.14)

где у j  определяется соотношением (4.6).
Очевидно, вектор ^удовлетворяет условиям (4.3), причем

2  «,•/■«/ =  8 ,->  0 . (4.15)
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Введем несколько определений.
Вектор X = ( x v . . . ,  xn)f соответствующий опорному 

решению (S*, £*) произвольной вспомогательной задачи ( Ск), 
назовем квазипланом исходной задачи (Л). Любой квазиплан
удовлетворяет условиям (4.3) задачи (Л). Согласно соотно-

*
шению (4.15) величина 8 / ^ 0  определяет невязку в / -м 
условии системы (4.2), возникающую при подстановке в это

* ™ *
условие квазиплана X. Величину е0 =  2j Zl будем именовать

i = 1
невязкой квазиплана X.

Поскольку 8/ ^ 0 , условие е0 = 0  влечет за собой обра-*
щение в нуль всех невязок 8*.

Таким образом, квазиплан, имеющий нулевую невязку, 
удовлетворяет равенствам (4.2) и, следовательно, является 
планом задачи (Л).

4.3. Процесс решения задачи (Л) методом сокращения 
невязок состоит в движении по квазипланам этой задачи. 
Сформулируем достаточное условие того, что процесс решения 
закончен получением оптимального плана задачи:

П р и з н а к  о п т и м а л ь н о с т и .  Если невязка 80 ква
зиплана X  оказывается равной нулю, то X  является 
оптимальным планом рассматриваемой задачи.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как уже отмечалось, квазиплан 
задачи (Л), имеющий нулевую невязку, является планом 
этой задачи. Таким образом, вектор X — план задачи (Л). 
Допустим, что план X  отвечает решению задачи (Ск), где 
Y — (уг, у 2, . . . ,  у т )— ядро некоторого плана задачи (Л). 
Учитывая правило образования плана X  по решению зада
чи (Су), определяемое формулой (4.14), имеем

т
Д =  2  а ;/У/— <7 =  0, если a j<Xj<  РL-1

Ду- ^ 0 , если Xj = a.p 
Д у < 0 , если лгу =  Ру.

В соответствии со второй формой признака оптималь
ности, установленного в § 5 гл. 4, эти условия указывают 
на оптимальность плана X. Справедливость признака опти
мальности установлена.
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Пусть Y = ( y v у2> . . Ут) — ядро некоторого плана за
дачи (А). Рассмотрим вспомогательную задачу (Су), порож
денную этим ядром. К задаче (Су) может быть применен 
метод последовательного улучшения плана, описанный для 
задач с двухсторонними ограничениями в § 5 гл. 4. Пусть 
набор чисел (j(zEy), в/, / = 1, 2 , т ,  определяет
опорное решение вспомогательной задачи, полученное этим 
методом. Тогда в соответствии со второй формой призна-

оптимальности (п.* * *
-- \И»1) М*2 ) • • • ) Р'Ш/)

5.3
что

гл. 4) найдется такой вектор

-  л =  0 , если
< 0 , если (4.16)1=1 1 0 , если

л =  1, если 8? > 0 ,
у» i < 1, если

ОII
. *со

Если использовать второй алгоритм метода улучшения 
плана, то вектор М* определится одновременно с решением 
задачи (Су). Предоставляем читателю проверить (см. упраж
нение 6 ), что М* является ядром решения задачи (Су).

Пусть Х =  (х1) х2) . . . ,  хп) — квази^лан задачи (Л), соот
ветствующий рассматриваемому решению задачи (Сг).

В соответствии с формулой (4.14) получаем

\ i » У € Еу> 
Ур  П Е у ,

(4.17)

где числа Y/» равные cty или Ру, определяются соотноше
нием (4.6). Положим

т

б/ = S  a, f i t ,  / = 1 ,  2, . . . .  п. (4.18)

При анализе квазиплана X  следует различать три случая
т

в зависимости от значения его невязки 8о =  2  и соотно-
i = 1

шений знаков величин Ду и б/ (см. формулы (4.7) и (4.18)).



5 9 2  МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО СОКРАЩЕНИЯ н е в я з о к  [ г л . 7

(4.19)

1° Невязка 80 квазиплана X  равна нулю.
2° Невязка е0> 0 , причем

** j  > 0 , если Д у<0 ,
1 1 ^ 0 ,  если Ду> 0 .

3° Невязка £<,>0, однако условие (4.19) оказывается 
нарушенным.

Рассмотрим каждый из этих случаев в отдельности.
Если € о = 0  (случай 1°), то в соответствии с признаком 

оптимальности квазиплан X  оказывается оптимальным планом 
задачи (Л). Исследование остальных двух случаев удобно 
проводить после введения аналога элементарного преобразо
вания, рассмотренного в § 1.

4.4. Определим элементарное преобразование ядра К, 
руководствуясь формулой

Г (0 )= Г —ОМ*, (4.20)
или, что то же самое, соотношениями

_у.(0)=^,—0|Лг*, i = \ ,  2 , . . т. (4.20')
Положим

Ду (6) =  2  «{/У,- (6)— 1Ср У =  1> 2, . . . .  п.
Пользуясь равенствами (4.20') и определением величин Ду 
и 6 /, имеем

т т

Ду(0) =  2  «i/Vi — 0 2  aip i  —  <7 =  Ay—Обу,

у = 1 ,  2 , . . . .  я. (4.21)
В соответствии с соотношениями (4.16) и обозначением (4.18) 
получаем для j  £ Еу:

[ = 0  при сху<д:у<ру, 
б у \ ^  0 при а у =  Ху,

 ̂ ^ 0  при Ху==Ру.
Следовательно, при любых значениях 0 ^ 0  и j £ E y 

выполняются условия

Ду (0) =* Д у — 08/ =  — Обу
=  0 , если ау<дг,<р
> 0 , если « /= * '>
< 0 , если

саГIIч
4

(4.22)
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Из совокупности элементарных преобразований (4.20) 
выделим преобразования, параметр 0 ^ 0  которых удовлетво
ряет условиям

ДуДу(0)>О , ДЕу. (4.23)

Другими словами, определим совокупность неотрицатель
ных значений 0, при которых знаки величин Д . и Ду(0) 
совпадают для всех j $ E Y. Если Ду> 0 , то у-е условие 
системы неравенств (4.23) может нарушиться лишь при 6 /> 0 , 
причем это произойдет при

9 =  4 т-> 0 . (4.24)
е/

Аналогично при Ду< 0  соответствующее условие системы
(4.23) может не соблюдаться только для 6 /< 0 . Значение 0, 
при котором происходит нарушение у-го условия, и в этом 
случае определяется равенством (4.24). Отсюда вытекает, что 
для соблюдения всех неравенств системы (4.24) необходимо 
и достаточно, чтобы имело место условие

0 ^ 0 О=  min , (4.25)

где минимум берется по тем индексам у, для которых

. *

6 / ^ 0 .

Если для любого J (J Еу отношение
А .*
—f  < 0  или ь) =  о,

/
то, по определению, 0О —оо, т. е. значения параметра 0 
оказываются неограниченными сверху.

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением элементар
ных преобразований с неотрицательными значениями пара
метра 0, подчиняющимися условию (4.25).

Отметим, что согласно соотношениям (4.22) и (4.23) при 
ау =  — оо (ру= оо)

Д , ( 0 ) < О  (Ду ( 9 ) > 0 ) .

Поэтому для рассматриваемых значений параметра 0 вектор



5 9 4  МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО СОКРАЩЕНИЯ н е в я з о к  [г л . 7

7(9) является ядром плана задачи (Л) (условия (4.4) оказы 
ваются выполненными).

Проследим за изменением линейной формы задачи (Л) в 
результате элементарного преобразования (4.20) с парамет
ром (6 ^ 0 ), удовлетворяющим неравенству (4.25). Согласно 
формуле (4.5) значение линейной формы задачи (Л) на плане, 
соответствующем ядру К(9), определяется равенством

где

т п

l(Y(b))= 2  V ,  ( в ) - 2 у / ( в )  А/(0). (4.26)t=l /=1

Yy(6) =
cty, если Ау. (6) > 0 ,
Ру, если Ду(9)<0.

Займемся преобразованием равенства (4.26). Если J £ E y 
и Ду(0)^О, то в соответствии с (4.22)

Y y ( 0 ) = X y .

Если же j $ E v, то, по предположению, Д у(9 )Д у^0 . 
Следовательно, согласно определению (4.17) квазиплана X  
и в этом случае ууф) = Ху.

Итак, можно считать, что

Yy(0) =  Xy для у* =  1, 2, . . . .  п. (4.27)

Учитывая (4.27), а также соотношения (4.20') и (4.21), по 
лучаем

I (Y (0)) =  2 b # t -  2 ХуДу-0 [2 b&t -  2 *А‘]. (4.28)
1 =  1 /=1 г = 1 / = 1

Поскольку У=У(0) ,  то
т п
' Z b iy i- ' 2 l xjAJ = L(Y). (4.29)
t=l /=1

Значение Lc линейной формы задачи (Су) на плане, опреде
ляемом системой чисел = Ху, j £ E Y, е*, / =  1, 2 , . . . ,  т, 
равно

т
Lc =  80 2 е;.

г = 1
(4.30)



Значение Lc линейной формы задачи (CY) на плане, соответ
ствующем ядру Ж*, выражается формулой

т
x f i :  (4.31)

i = 1

Здесь мы воспользовались формулировкой вспомогательной 
задачи (4.8), (4.11), (4.12), равенством (4.5), а также соот
ношениями (4.22).

При выводе равенства (4.5) прямая задача предполагалась 
задачей на максимум. Как нетрудно проверить (см. упраж
нение 7), формула (4.5) имеет место и в случае, когда 
прямая задача является задачей минимизации. Однако в этом 
случае величины yf  вычисляются по формуле

cty, если Д у<0 ,
^  \  Ру, если Д у> 0 .

Соотношение (4.22) показывает, что в данном случае
y . ~ x f. Преобразуем равенство (4.31), пользуясь выраже-

J '  / у  \
нием (4.13) для чисел Ь\ :

§  4] СЛУЧАЙ ДВУХСТОРОННИХ ОГРАНИЧЕНИЙ 5 9 5

т т

Учитывая, далее, обозначение (4.18), получаем

т п

i c  =  2  bjfl — 2  XjS). (4.32)i=l /=1

Вспомним теперь, что Lc и Lc являются оптимальными зна
чениями линейных форм задач (CY) и (CY) соответственно. 
Поэтому по первой теореме двойственности (теорема 4.1 гл. 3)

Lc =  Lc.

Отсюда, учитывая равенства (4.30) и (4.32), приходим
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к соотношению
т т п

е* =  2  8? =  2  — 2  х Ж  (4.33)
/ = 1 i = 1 /=1

Формулы (4.29) и (4.33) позволяют переписать равенство 
(4.28) в следующем виде:

Z  ( У  (0 ) )  =  Z  ( У) — 0 e j ,  ( 4 . 3 4 )
где ej — невязка квазиплана X , соответствующего реше
нию вспомогательной 'задачи (Ск).

Подчеркнем, что равенство (4.34) выведено в предполо
жении 0 ^  0 ^  0О.

4.5. Теперь уже нетрудно дать полное исследование 
случаев 2° и 3°, сформулированных в п. 4.3.

Рассмотрим случай 2°. В соответствии с условиями (4.19) 
величины 6* ф 0 и Ду имеют разные знаки для всех индек
сов j $ E y- Следовательно, в данном случае 0О =  оо. Поэтому 
вектор У (0) является ядром плана задачи (Л) при любом 
0 >  0. Учитывая, далее, что невязка е0 квазиплана X  поло
жительна и равенство (4.34) справедливо при всех 0 ^ 0 ,  
приходим к выводу о неограниченности линейной формы 
задачи (Л) на множестве ее планов. Отсюда вытекает нераз
решимость исходной задачи (Л), связанная с несовместностью 
ее условий. Итак, наличие случая 2° указывает на нераз
решимость исследуемой задачи (Л).

Условия случая 2° иногда называют признаком неразре
шимости задачи.

Случай 3° характеризуется тем, что невязка ej квази
плана X  положительна и среди индексов j $ E Y имеются 
такие, для которых

Д J 4.

т г > 0 , 6* Ф 0 .
б/

Из соотношения (4.25) получаем

0 < 6 » =  ^ Г < о ° ’ (4-35)
/о

где /0 — один из тех индексов у, на которых достигается
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величина 0О. Положим У' =  У(0о). По доказанному, в пре
дыдущем пункте вектор Y  является ядром плана задачи (Л), 
причем согласно равенству (4.33)

L(Y') = L (Y)—0oej.

Отсюда, учитывая положительность величин 0О и в*, получаем

L(Y' )< l (Y) .

Таким образом, переход к ядру Y' приводит к уменьше
нию значения линейной формы задачи (Л).

Ядро Y' порождает новую вспомогательную задачу (Су/), 
в результате решения которой образуется новый квазиплан Х т 
с невязкой et .

Покажем, что набор чисел Х у,/££у /, ej, / =  1, 2, . . . ,  m> 
составляет опорный план задачи (Су/). Пусть j $ E Y, т. е. 
А/ =  Ду(0о) Ф 0. Из формулы (4.22) (для j £ E Y) и соотноше
ния (4.23) (для j $ E Y) получаем

Следовательно,

х/ =
(Ху, если Д />0, 
Ру., если Д /< 0 .

а(Г> = ь {—  2  YAv =  bt—  2  Xjai}.
i$Eyr j$EYr

Поэтому система чисел Ху, / £ £ у / ,  в*, *=1 ,  2, m,
удовлетворяет не только условиям (4.12), но и условиям
(4.11) и составляет план задачи Су/ (в условиях (4.11),
(4.12) индекс Y заменяется на У').

Если вектор условий Лу задачи (Л) содержится в базисе 
оптимального опорного плана ху., j £ E Y, е*, / =  1, 2 , . . .  , my 
задачи (Су), то ву =  0 . Поэтому

д ;= А у- б 0б*= о,

т. е. j £ E Y'. Следовательно, план Ху, j ^ E y ,  £*, / =  1, . . .  m , 
задачи (Су/) является ее опорным планом. Его базис 
совпадает с базисом опорного решения задачи (Су). Обычно 
этот план оказывается достаточно близким к оптимальному 
плану вспомогательной задачи (Су/). Приняв его за исходный,
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мы существенно сокращаем число итераций, необходимых 
для решения задачи (Су/).

При решении невырожденной задачи (Су/) переход к ква
зиплану X  приводит к уменьшению невязки:

e f < e j.

В самом деле, согласно (4.35)

д ; . = \ - 9 Л = о .
Поэтому y0 gCy/, т. е. А^  является вектором условий 
задачи (Су/). В силу того же соотношения (4.35)

Д / Д > 0 . (4.36)

Из определения квазиплана X  следует, что

Учитывая 
в виде

(4.36), можно

/о’ еСЛИ Д/о>°-
если А/о< 0 - 

переписать последнее

хк  ~
а /о, если б/0> 0 , 

Р,у если б/о<°-

равенство

(4.37)

Соотношение (4.37) означает, что для опорного плана лгу, 
у^С у/, 8?, / = 1, 2 , , т, задачи (Су/) имеет место слу
чай 3° метода улучшения плана (см. п. 5.5 гл. 4), и вектор 
Луо может быть введен в базис. Для того чтобы в этом 
убедиться, достаточно вспомнить, что задача (Су/) является 
задачей минимизации и в процессе ее решения случай 2° воз
никнуть не может:

т
2 е , . ^ 0 .

Введя в базис вектор А , , получим новый опорный план
/0  т

задачи (Су.), для которого значение линейной формы 2  *‘/
i=i

окажется меньшим, чем
т

i = 1
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(по условию, задача (Су/) — невырожденная). Следовательно, 
минимальное значение е* линейной формы задачи (Су/) и 
подавно меньше невязки е* плана X.

Итак, в случае 3° можно перейти к новому квазиплану 
X ' , имеющему меньшую невязку (последнее справедливо 
при невырожденности задачи (Су/)).

4,6. Решение задачи с двухсторонними ограничениями 
методом последовательного сокращения невязок состоит 
в движении по 'ее квазипланам.

Процесс решения складывается из однотипных итераций. 
Опишем одну из них, например, первую.

Пусть Y— ядро произвольного плана задачи (А). Как 
уже отмечалось, если все переменные задачи (Л) ограничены 
с обеих сторон, можно в качестве Y принять произвольный 
m-мерный вектор.

Ядро Y порождает вспомогательную задачу (Сг). Без 
уменьшения общности можно считать все компоненты Ьр  
вектора ограничений В(У) задачи (Су) неотрицательными 
числами. Поэтому вектор с компонентами £у =  0 для j £ E v, 

/ =  1, 2 , . .  . , m, является опорным планом задачи 
(Су) с базисом, составленным из единичных векторов 
ei> е2» • • • » ет • Приняв этот план за исходный, применим 
к вспомогательной задаче (Су) метод последовательного 
улучшения плана (второй алгоритм) для задач с двух
сторонними ограничениями (см. § 5 гл. 4 и п. 7.3 гл. 5 ).

Через конечное число шагов будет получено опорное 
решение

1% j  € 8*. t =  1, 2 , . . . ,  т,
задачи (Су) и ядро М* =  (р,?, . . .  , р^) оптимального плана 
задачи (Ск). Пользуясь формулой (4.17), образуем квазиплан 
X  и займемся его исследованием.

Если невязка е* квазиплана X  равна нулю (случай 1°), 
то полученный квазиплан X  является решением задачи (Л). 
В противном случае составляются параметры 6 / (числа Дj 
были вычислены еще при образовании множества Еу) и 
проверяются условия (4.19). Если эти условия оказываются 
выполненными (случай 2°), делается заключение о неразре
шимости задачи {А). Естественно, что как в первом, так и 
во втором случае, процесс решения заканчивается,
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Допустим теперь, что £ * > 0  и для некоторых / £ Е У 
знаки величин Ду и 6* одинаковы, т. е. Ду6 * > 0  (случай 3°). 
В этом случае следует образовать новое ядро плана задачи 
(Л) и приступить к следующей итерации. В качестве .нового 
ядра принимается вектор

Г  =  Г - 0 ОЛ 4 * ,

где число 0О определяется формулой (4.25).
По ядру Y' составляется новая вспомогательная задача 

(Су/). Следующая итерация начинается с решения этой 
задачи. В качестве базиса исходного плана задачи (Су/) 
берется базис опорного решения задачи (Су).

Итерация проводится по тем же правилам, что и преды
дущая, и заканчивается построением решения задачи (Л) 
(случай 1°) либо установлением ее неразрешимости (случай 2 °), 
либо, наконец, образованием вспомогательной задачи (Су") — 
исходным пунктом новой итерации (случай 3°). В невырож
денном случае каждая итерация уменьшает значение невязки 
квазиплана.

Заметим, что для невырожденности всех вспомогательных 
задач достаточно предположить невырожденность расширен
ной задачи (В). В этбм случае любые два квазиплана 
задачи (Л), полученные в процессе ее решения, имеют раз
личные значения невязок.

Каждый квазиплан задачи (Л) находится во взаимно 
однозначном соответствии с некоторым опорным планом 
расширенной задачи (В), причем значение линейной формы
(4.8) на этом плане равно невязке квазиплана. В процессе 
решения мы движемся по различным опорным планам зада
чи (В).

Следовательно, исследование задачи (Л) методом сокраще
ния невязок укладывается в конечное число итераций. Тот 
же вывод справедлив и для вырожденного случая, если 
при решении вспомогательных задач пользоваться пра
вилами, исключающими возможность появления цикла 
(§ 6 ГЛ. 4).

Итак, процесс решения задачи с двухсторонними ограни
чениями методом сокращения невязок состоит из конечного 
числа итераций, каждая из которых включает несколько 
шагов метода улучшения плана.
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§ 5. Алгоритм метода

5.1. Мы уже видели, что каждой итерации метода 
сокращения невязок отвечает некоторый план Y двойствен
ной задачи (А). План Y в свою очередь определяет вспо
могательную задачу (Су) данной итерации. Решению вспо
могательной задачи соответствует квазиплан X  исходной 
задачи (А). Признак оптимальности— основа метода — поз
воляет проверить, является ли квазиплан X  решением 
задачи (А). Признак неразрешимости является достаточным 
условием для отсутствия планов у задачи (А). Если квази
план X  не является оптимальным планом задачи и нет осно
ваний утверждать, что задача неразрешима, следует при по
мощи элементарного преобразования, определяемого реше
ниями пары двойственных вспомогательных задач (Ск) и (Су), 
перейти к новому плану Y' сопряженной задачи (А). Отправ
ляясь от плана Y' , повторяют весь процесс — проводят 
очередную итерацию.

Таким образом, каждый шаг метода сокращения невязок 
требует решения вспомогательной задачи (Ск). Вообще 
говоря, для решения задачи (Ск) может быть использован 
как метод улучшения плана, так и метод уточнения оценок. 
При этом в каждом методе решение задачи может быть 
получено как по первому, так и по второму алгоритму. 
Однако имеются соображения, заставляющие рекомендовать 
для решения вспомогательной задачи второй алгоритм 
метода улучшения плана. Выбор метода улучшения плана 
обусловлен тем, что определение исходного плана каждой 
вспомогательной задачи не требует специальных вычислений. 
В качестве базиса начального плана первой вспомогательной 
задачи можно принять систему единичных векторовeJt . . . ,  ет. 
При этом базисные компоненты начального опорного плана 
задачи (Су) совпадают с соответствующими составляющи
ми Ъ{ вектора ограничений В (величины Ъ{ всегда можно 
считать неотрицательными). В качестве исходного плана каж
дой последующей вспомогательной задачи можно прини
мать решение предыдущей.

Для перехода к очередной итерации метода сокращения 
невязок необходимо иметь не только решение вспомогатель
ной задачи (Ск), но и оптимальный план сопряженной с ней



задачи (CY). Поэтому, для решения вспомогательной задачи 
предпочтительнее второй алгоритм метода улучшения плана, 
в котором наряду с оптимальным планом задачи вычисляется 
решение сопряженной задачи. Нижняя строка заключительной 
основной таблицы второго алгоритма заполняется компонен
тами оптимального плана сопряженной задачи.

Использование первого алгоритма затрудняется еще и 
тем, что для формирования очередной вспомогательной 
задачи необходимо получить разложение всех ее векторов 
условий, которые не входили в предыдущую вспомогатель
ную задачу, по векторам текущего безиса. Во втором 
алгоритме эта операция не нужна.

Приведенные соображения позволяют положить в основу 
построения вычислительной схемы метода сокращения невя
зок второй алгоритм метода улучшения плана.

Решение задачи по методу сокращения невязок сводится, 
таким образом, к последовательному заполнению ряда 
основных таблиц и одной вспомогательной таблицы.

Начнем с описания структуры вспомогательной таблицы 
(табл. 7.2).

В верхнюю часть вспомогательной таблицы (первые т + 1  
строк) помещаются составляющие расширенных векторов 
условий исходной задачи (Л). При решении каждой вспомо
гательной задачи (Су) используются только столбцы Aj 
табл. 7.2, для которых j £ E Y. При этом следует помнить, 
что для вспомогательных задач коэффициенты линейной 
формы при переменных Xj равны нулю.

При решении вспомогательных задач целесообразно при
держиваться следующего правила. Произвольный единичный 
вектор es, вышедший на некотором шаге из базиса, не под
лежит включению в последующие базисы. Такое ограниче
ние может иногда приводить к некоторому завышению ми
нимума линейной формы отдельной вспомогательной задачи. 
Другими словами, указанное ограничение может приводить 
к квазипланам с завышенной невязкой. Тем не менее это 
ограничение в общем случае сокращает трудоемкость вычи
слений, избавляя от необходимости рассматривать в процессе 
решения единичные векторы ev е2, . . .  , ет. Поэтому еди
ничные векторы elt . . . ,  ет, принадлежащие системе векто
ров условий любой вспомогательной задачи, не следует 
включать в табл. 7.2. Предоставляем читателю проверить,
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что принятое ограничение в выборе векторов, вводимых 
в базис, не сказывается на сходимости метода сокращения 
невязок (см. упражнение 5).

При каждой итерации метода в нижней части вспомога
тельной таблицы заполняются строки Д, б, б', . . . ,  б*, 0. 
Будем называть часть вспомогательной таблицы, составленную 
из строк Д, б, б', . . .  , б*, 0—вспомогательной субтабли
цей, отвечающей данной итерации.

В начальной итерации метода сокращения невязок эле
менты строки Д вычисляются по формуле

т
А /=  2  — <7 , . / = 1 . 2 ,  (5.1)

где Y —{yx, . . . ,  у т) — исходный план сопряженной задачи (Л). 
В последующих итерациях метода элементы строки Д вы
числяются в соответствии с рекуррентной формулой (1.23). 
Позиции у, отвечающие нулевым элементам строки Д (они 
отмечаются косым крестом), определяют множество индексов 
Еу векторов Ajy включаемых в систему векторов условий 
вспомогательной задачи (CY). Строки б, б', . . . ,  б* пред
ставляют собой оценки векторов условий Aj ( j £ E Y) вспо
могательной задачи (Су) относительно соответствующего 
базиса,
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т
=  2  а ф Р  для j £ E y  (5.2)

(коэффициенты линейной формы вспомогательной задачи при 
переменных Xj равны нулю). Здесь параметры —оценки 
условий вспомогательной задачи относительно ее плана 
(S(/\  Ё 1)). В процессе решения вспомогательной задачи эле
менты б}° строк 6{1) вычисляются только для j £ E Y. Осталь
ные позиции строк б(/> прочеркиваются. Исключение пред
ставляет только строка б*, отвечающая оптимальному плану 
вспомогательной задачи. Элементы б* вычисляются по форму
лам (1 .2 2 ) для всех j  (у =  1 , 2 , . . . , п).

В последней строке вспомогательной субтаблицы, отве
чающей каждой итерации метода сокращения невязок, запол
няются только позиции у, для которых б у > 0 . Элементы
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строки 0 вычисляются как отношения соответствующих эле
ментов строк Д и 6 *. Минимальный элемент 0О строки 0 
является параметром элементарного преобразования плана У 
задачи (Л) в план У'.

В приведенной в этом пункте вспомогательной таблице 
предполагается для определенности, что в первой итерации 
в строке Д обращаются в нуль только Ах и Дп, а во вто
рой итерации, кроме того, Ду. =  0 . В строке 0 прочеркиваются 
позиции, отвечающие неположительным значениям б/.

Обозначения элементов субтаблиц должны содержать 
три индекса: номер итерации метода сокращения невязок, 
номер шага процесса решения вспомогательной задачи и 
номер вектора. Чтобы не усложнять запись, будем опускать 
те или иные индексы там, где это не может вызвать недо
разумений.

Как видим, структура вспомогательной таблицы метода 
сокращения невязок несколько отличается от структуры 
соответствующей таблицы второго алгоритма метода улучше
ния плана. Каждая итерация метода улучшения плана расши
ряет вспомогательную таблицу на одну строку, а каждая 
итерация метода сокращения невязок добавляет во вспомо
гательную таблицу субтаблицу, состоящую, вообще говоря, 
из нескольких строк.

Основные таблицы метода сокращения невязок (см. табл. 
7.3) составляются по тем же правилам, что и таблицы вто
рого алгоритма метода улучшения плана.

Строка Д вспомогательной таблицы, отвечающая началь
ному плану У сопряженной задачи (Л), определяет множество 
индексов Еу и позволяет сформулировать первую вспомога
тельную задачу (Ск).

Задача (Су) решается по обычным правилам второго 
алгоритма метода улучшения плана. Последовательно запол
няются основные таблицы, и после каждого шага процесса 
решения задачи (CY) добавляется строка б(̂  к вспомогатель
ной субтаблице /. При этом, естественно, заполняются только 
позиции строк 6 (Д  для которых j £ E Y.

- Заполнение главной части начальной основной таблицы не 
требует специальных вычислений. Единичные векторы ех, 
е2, • • • > ет'> принадлежащие системе векторов условий первой 
вспомогательной задачи, целесообразно принять в качестве
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ее исходного базиса. Поэтому

{
е1„ = Ьр 1 = 1 , 2 , . . . , / » ,

тт тт

е т + 1, о 2  *io 2  »i = i i = l
m

i = l

Здесь Oj =  a 2 =  . . .  =  am =  1 — коэффициенты линейной фор
мы вспомогательной задачи при переменных е2, . . . ,  гт .

Заполнение столбцов и 6 основной табл. 0 и переход 
к следующим основным таблицам производится по общим 
правилам второго алгоритма метода последовательного улуч
шения плана. (Не следует смешивать обозначения 6 и 0О 
последнего столбца основной таблицы и его минимального 
элемента с такими же обозначениями, используемыми при 
построении вспомогательной таблицы.) В столбец а основной 
таблицы записываются коэффициенты линейной формы при 
базисных переменных соответствующей итерации вспомога
тельной задачи. Коэффициенты о0 отвечающие векторам еь 
равны единице. Коэффициенты, которые отвечают векторам 
Aj ( j £ E Y)} входящим в базис опорного плана задачи (Ск), 
равны нулю.

Вектор Ak, подлежащий вводу в базис, определяется 
максимальным положительным элементом строки б вспомога
тельной таблицы. Выбор максимального положительного б 
(а не минимального отрицательного) обусловлен тем, что во 
вспомогательной задаче требуется определить минимум, а не 
максимум линейной формы.

Читателю целесообразно будет вернуться к § 5 гл. 5 и 
сформулировать в терминах и обозначениях вспомогательной 
задачи описание процесса ее решения по второму алгоритму 
метода улучшения плана.

После некоторого числа шагов метода улучшения плана 
во вспомогательной таблице будет обязательно получена 
строка 6(V\  составленная из неположительных элементов 
(здесь имеются в виду только те позиции строки, которые
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соответствуют векторам условий вспомогательной задачи). 
В табл. 7.2 эта строка обозначена через б*.

Элементы е* столбца е0 последней основной таблицы, 
отвечающие векторам базиса ASi (st. £ £ г), определяют квази
план X  задачи (Л). Если элемент е*т+1 (невязка квазипла
на X ), расположенный в левом нижнем углу этой таблицы, 
равен нулю, квазиплан X  оказывается оптимальным планом 
задачи (А). Процесс решения задачи заканчивается (слу
чай 1°).

Пусть теперь е*т+1 Оф 0.  В этом случае следует по фор
муле (1.22) заполнить свободные позиции строки б*. Если 
все вновь вычисленные элементы б/ также окажутся неполо
жительными, то, в соответствии с признаком неразрешимости 
(случай 2°), процесс заканчивается установлением несовме
стности условий задачи (Л). Если же среди элементов б/ име
ются положительные (случай 3°), необходимо подготовить 
переход к следующей итерации. Для этого следует запол
нить позиции строки 0, отвечающие б/ >  0 значениями отно
шений Ду/б/ и выделить минимальный элемент 0О этой строки. 
Далее, по формуле

Y' =  F —0ОМ*

вычисляется очередной план задачи А — исходный пункт сле
дующей итерации. Однако для продолжения процесса сокра
щения невязок нет необходимости получать на каждом шаге 
метода план задачи (Л). Вместо этого целесообразно по 
формуле

Д' =  Д(б0) =  Д - 6 05* (5.3)

вычислить первую строку субтаблицы, относящейся к оче
редной итерации метода сокращения невязок. Нулевые элементы 
строки Д' определяют новое множество индексов Еу/ и, сле
довательно, очередную вспомогательную задачу (Су').

Дальнейшее течение процесса ведется по тем же правилам, 
что и в первой итерации.

Важно подчеркнуть, что в качестве главной части исход
ной основной таблицы в каждой последующей итерации 
принимается главная часть последней основной таблицы пре
дыдущей итерации.

§ 5]

2 0  д. Ю д и н  и Е .  Г о л ь ш т е й н



Итерации метода сокращения невязок проводятся до тех 
пор, пока одна из них не завершится случаем 1° или 2°.

6 1 0  МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО СОКРАЩЕНИЯ НЕВЯЗОК [ГЛ. 7

Рис. 7.5.

В случае 1° процесс заканчивается получением искомого 
решения, а в случае 2° — установлением неразрешимости 
исследуемой задачи.

Здесь уместно сделать следующее замечание. Решение 
каждой вспомогательной задачи, как правило, не требует
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большого числа шагов. Это связано с тем, что решение пре
дыдущей вспомогательной задачи (Су), принимаемое в каче
стве исходного опорного плана последующей задачи (Су/), 
обычно достаточно близко к оптимальному плану задачи (Су/). 
В решении первой вспомогательной задачи отправляются от 
единичного базиса. Вычисление оптимального плана первой 
вспомогательной задачи—работа относительно нетрудоемкая, 
если число элементов множества индексов Еу значительно 
меньше т. Если множество Еу состоит из большого числа 
индексов (порядка т), то решение вспомогательной задачи 
связано с более громоздкими вычислениями. Однако в этом 
случае обычно существенно уменьшается число итераций, 
необходимых для решения задачи методом сокращения невязок.

На рис. 7.5 изображена блок-схема решения задачи по 
методу сокращения невязок.

5.2. Проиллюстрируем применение описанного алгоритма сле
дующим примером.

Требуется обратить в максимум линейную форму 
L (X) =  xt +  х2 +  * 3 +  3* 4 +  * 5 +  3* 6 +  х,

§  5 ]

при условиях:
+  2* 2 +  2 * 3 +  Зл:4 +  2* 5 +  4х6 +  2х1 =  5,

2* i+  * 2 +  4*3— *4+  * 5 +  2*6 —3* 7 =  7,
* ,+ 3 * 2+  *з +  4*4— *5+  3*6+  2* 7 =  5,

— *! +  2*2 +  * 3 +  *4 +  2*5— * 6 +  * 7 = 2 ,
*/^*0, / =  1 ,2 ........ 7.

Все коэффициенты первого ограничения положительны. Соглас
но рекомендациям п. 7.2 гл. 6  компоненты исходного плана сопря
женной задачи можно определить следующим образом:

1 1 1 1 3  1 3  1 1 ,
# 4  =  max <-у-, у ,  у ,  у ,  у ,  у ,  у >  =  1 , </ 2 =  0 а =  & =  О-

Составляем вспомогательную таблицу. В строку А записываются 
величины

Д /=  2  а1]У1—с1> / = 1 . 2.........7.
f=1

В нуль обращаются два значения А (А, и А4). Следовательно, 
вспомогательная задача (Су) содержит, кроме единичных векторов
условий в[ (t =  1........ 4), только два вектора, Л, и Л4. Заполняем
главную часть начальной основной таблицы. В последней ее строке

20*
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в позициях столбцов ег.........е4 записываются относительные оценки
условий задачи (Су). Имеем

[Л/=1, i = 1, 2, 3, 4.
Затем вычисляются относительные оценки векторов условий зада
чи (Су). Имеем

4

=  2  &ii№i =  б4 =  7. 
i- 1

Оценки векторов и Л4 положительны. В очередной базис 
задачи (Су) вводится Л4 с большей оценкой. Коэффициенты раз
ложения вектора Л4 по начальному базису, совпадающие с компонен
тами Л4, записываются в столбец Ak основной таблицы. В (т  +  1)-ю 
(пятую) позицию столбца Ak помещается величина 6 4 =  7. Затем для 
неотрицательных элементов столбца Ak вычисляются составляющие 
столбца б— отношения соответствующих элементов столбцов е0 
и Ak. Минимальный элемент б0 =  5 / 4 столбца б достигается на век
торе базиса ег. Вектор е3 подлежит исключению из базиса.

Продолжая процесс решения вспомогательной задачи по прави
лам второго алгоритма метода улучшения плана, получаем после 
двух итераций решения задач (Су) и (Су):

Невязка соответствующего квазиплана равна 17/3. Следовательно, 
полученный квазиплан не является решением задачи.

Заполняем свободные позиции строки б* вспомогательной таб
лицы. Имеем

б * =  ( о  1® ®  о L6  Н  - ± 1
0  9 ’ 9 ’ ’ 3 ’ 9 ’ 9 ) '

В последней строке б субтаблицы, отвечающей первой итерации, 
заполняются только четыре позиции (позиции, в которых 6 J > 0 ). 
Наименьший элемент б0 строки б равен 3/1в.

Переходим ко второй итерации. Элементы первой строки суб
таблицы, отвечающей второй итерации, вычисляются по формуле

д ; = д  у—в0в;.
В строке Д субтаблицы 2  три нулевых элемента, Д’, Д’, д!. Следо
вательно, помимо единичных векторов ef (t =  1, 2, 3, 4) новая вспо
могательная задача (Су ,) содержит векторы условий Л„ Л4 и Аъ.

В качестве главной части исходной основной таблицы для реше
ния задачи (Су/ ) принимается последняя (третья) основная таблица
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решения задачи (Су). Вторая итерация метода сокращения невязок 
состоит в рассматриваемом примере всего из одного шага. Решения 
третьей и четвертой вспомогательных задач (Су ,,) и (CY,n) также 
достигаются за один шаг каждое. Задаче (Су,,г) соответствует ква
зиплан

Х *=(1, 1, 1, 0, 0, 0, 0)

§  5 ]

с нулевой невязкой. Квазиплан X* является оптимальным планом 
задачи.

Весь ход решения задачи зафиксирован в основных табл. 7.5 
и вспомогательной табл. 7.4.

5.3. Использование метода улучшения плана предпола
гает заданным некоторый опорный план исходной задачи (Л). 
При решении задачи методом уточнения оценок следует 
отправляться от некоторого опорного плана сопряженной 
задачи (А). Вычисление опорного плана прямой или сопря
женной задачи — работа, вообще говоря, не менее трудоем
кая, чем определение оптимального плана по заданному 
опорному плану.

Метод сокращения невязок можно применять, отправляясь 
от произвольного (не обязательного опорного) плана задачи (Л). 
Это — существенное достоинство метода, поскольку во многих 
случаях выбор неопорного плана сопряженной задачи не тре
бует специальных вычислений. Если же структура задачи 
непосредственно не подсказывает вид исходного плана, сле
дует обратиться к методу, изложенному в п. 7.6 гл. 6. 
В соответствии с этим методом задача (Л) дополняется со
отношением

п
2  x f <  Ж,

7 = 1
или

п
2  Ху = М, х0 ^  0.
/=о

Здесь Ж предполагается достаточно большим числом. Назо
вем полученную при этом задачу линейного программирования 
задачей (Ж). Сопряженная с ней задача, задача (Ж), состоит 
в отыскании минимума линейной формы

т
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№ В А А A А А А ,А Y

1 5 1 2 2 3 2 4 2 1

2 1 7
2 1 4 — 1 1 2 —3

3 5
1 3 * 4 -1 3 2

4 2 — 1 2 1 1 2 — 1 1

5
1 1 1 3 1 3 1

Л X 1 1 X 1 1 1

б 3 — — 7 —

1
6' 5/4 — — —

6* te/9 35/9 1в/з а/9 -Vo

б — e/t« 9/з5 — 3/16 e/u

А X V. 13/48 X X 3?/48 <9/48

2 6* 8/з 7/з - 6/з —5/з

б — V 4 13/112 — — 0<o*>=13/»*

А X 5l u X X X 27/28 i7l u

3 б* 4 — 8 - 6 —4

6 — 5/56 — — — 8(0, ) = , /и

4 А X X X X 5/7 3 /2 и /7



Т а б л и ц ы  7.5 (1—4)
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Продолжение



переменные которой подчинены ограничениям
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/ = 1 > 2> •••> я »/=о J

Очевидно, что в качестве плана задачи (Ж) можно принять 
вектор

у =(Уо> °> •••> °)>
где

Л  =  max {су, 0}.
1 < /'< п

Решим теперь задачу (М) методом сокращения невязок, 
отправляясь от плана У. В процессе решения число М пред
полагается большим любого числа, с которым его приходится 
сравнивать. Пусть

X  == (#о, Х \  , . • •)
— решение задачи (Ж). Возможны два случая:

1. Индекс у =  0 принадлежит множеству Еу($), где У№ — 
план сопряженной задачи, отвечающий последней итерации 
метода сокращения невязок, т. е. A^s)= 0 .

2. Индекс /  =  0 не принадлежит множеству £ у ($), т. е. 
Ао5) >  0.

В первом случае искомым оптимальным планом задачи (Л) 
является вектор

X  =  (ДГ|, Х 2 , • • • > % п ) •
Во втором — задача (Л) неразрешима. Пользуясь указаниями 
п. 7.6 гл. 6, читатель сумеет доказать эти утверждения 
самостоятельно (упражнение 9). Нетрудно также доказать, 
что если процесс решения задачи (М) завершился случаем 2° 
(задача (М) неразрешима), то условия исходной задачи несов
местны (упражнение 10).

5.4. Рассмотрим теперь особенности алгоритма метода 
сокращения невязок применительно к задачам линейного про
граммирования с двухсторонними ограничениями.

Учет двухсторонних ограничений заставляет внести неко
торые изменения в структуру основных и вспомогательной



таблиц. Как и в случае канонической формы задачи, каждая 
итерация метода сокращения невязок требует заполнения 
серии основных таблиц и субтаблицы вспомогательной таблицы.

В основных таблицах и субтаблице вспомогательной таб
лицы, отвечающих отдельной итерации метода сокращения 
невязок, записывается процесс решения очередной вспомо
гательной задачи по второму алгоритму метода улучшения 
плана. В каждой субтаблице содержатся, кроме того, строки Д, 
(а, Р), 6* и 0. В строках A, (а, Р), 8* =  8(s> и (а, p)<s> 
($— номер последней итерации метода улучшения плана при 
решении вспомогательной задачи) заполняются все позиции 
(позиции строки А, отвечающие Ду =  0, отмечаются косым 
крестом). В строке 0 заполняются лишь те позиции, для ко
торых соответствующие элементы строк А и 8* одного знака.

Элементы строки А в первой субтаблице вычисляются 
по формуле

т

А / =  —  с/>

где y t — компоненты ядра плана сопряженной задачи (Л). Эле
менты строки А/ последующей субтаблицы вычисляются по 
рекуррентной формуле

д ; = д , - е 0б

Строка А позволяет выделить множество Еу и определить, 
таким образом, очередную вспомогательную задачу. В строку 
(а, р), следующую за строкой А, записывается символ а 
при Ду> 0  и р при Ду< Р . Позиции строки (а, Р) при j £ E Y 
заполняются в соответствии с правилами решения задач ли
нейного программирования с двухсторонними ограничениями 
по второму алгоритму метода улучшения плана (см. п. 7.3 
гл. 5).

В последующих строках субтаблицы (8, (а, [})', 8', 
(а, [})", (а, P)(*“ l), 8(*“ 1))в ходе решения вспомогатель
ной задачи заполняются только позиции, отвечающие векто
рам условий этой задачи. В строке (а, Р)(л° позиции, для 
которых j £ E Y, заполняются по тем же правилам, что и в 
других итерациях решения задачи (Сг). В позициях, для 
которых j$EY, указываются те же значения границ интерва
лов изменения переменных задачи, что и в строке (а, р).

6 1 8  МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО СОКРАЩЕНИЯ НЕВЯЗОК [ГЛ. 7
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Элементы строки (а, [})(,У) содержат значения внебазисных 
составляющих соответствующего квазиплана.

В строке б* помещены значения параметров
тts* 'V *

— Za aij\i i • i = 1

При J £ E y 6/ = 6 (Д  Последняя строка 0 субтаблицы служит 
для определения параметра 0О элементарного преобразования 
ядра Y в ядро К' очередного плана сопряженной задачи. 
Ядро Y' определяет переход к следующей итерации метода 
сокращения невязок.

Заполнение последующих субтаблиц вспомогательной таб
лицы проводится по тем же правилам. Единственное отличие, 
как уже отмечалось, заключается в дом, что строка ДМ 
вычисляется не непосредственно, а по рекуррентной формуле 
через параметры предыдущей итерации.

Чтобы закончить описание структуры вспомогательной 
таблицы, заметим, что ее верхняя часть окаймляется слева 
столбцом справа столбцом Y и сверху строкой (а/($).
В столбце содержатся составляющие

fc(y)=&f -  2  Y/ у

вектора ограничений первой вспомогательной задачи (пара
метры у j вычисляются по формулам (4.6)). Элементы столбца 
У— составляющие ядра исходного плана сопряженной задачи. 
В верхнюю строку (а/[5) записывают верхнюю и нижнюю гра
ницы интервалов изменения всех переменных задачи.

Все особенности основных таблиц, связанные с решением 
вспомогательных задач (каждая из них — задача с двухсторон
ними ограничениями), указаны в п. 7.3 гл. 5. Здесь следует 
лишь обратить внимание не некоторое несоответствие обозна
чений гл. 5 и 7, которое не должно приводить к недоразу
мениям. В гл. 5 относительные оценки условий задачи обо
значены через В гл. 7 предварительные оценки условий 
вспомогательной задачи названы а компоненты решения 
задачи (Ск), сопряженной к вспомогательной задаче (Су), 
обозначены через р,,.

Основные таблицы содержат столбец 0, элементы которого 
вычисляются по формуле (7.2) гл. 5. Элементы строки 0
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в субтаблицах вспомогательной таблицы определяются из 
соотношения (4.24) настоящей главы.

При заполнении основных таблиц полезно иметь в виду 
следующее замечание.

Столбец е0 основных таблиц содержит коэффициенты 
разложения вектора

e Q =  B m  2  У  YА - . 2  Yj a j  =
j £E y  j € E y  j z E y

w x m x
=  (5.4)

i t ! x

по векторам базиса опорного плана задачи (Ск). Здесь пара
метры уj  вычисляются по формулам (4.6), 1Х— множество 
индексов векторов Ар входящих в базис опорного плана 
соответствующей вспомогательной задачи.

При решении вспомогательной задачи элементы главных 
частей основных таблиц преобразовываются по формуле (7.7) 
гл. 5. Решение задачи (CY) используется в качестве исход
ного плана задачи (Су/). Поэтому те же рекуррентные фор
мулы служат для преобразования главной части основных 
таблиц при переходе от одной итерации метода сокращения 
невязок к следующей. В силу * соотношения (5.4) последнее 
замечание относится также к преобразованию столбца е0.

Проиллюстрируем применение метода сокращения невязок к ре
шению задачи линейного программирования с двухсторонними огра
ничениями на примере, рассмотренном ранее при описании метода 
улучшения плана. Пусть требуется обратить в максимум линейную 
форму

L (X) =  х1 +  2л:2 +  З* 3 +  * 4  +  2xs +  3*б -\-х1—х8—х9—х10—хп 
при условиях:

* i+  # 2  +  2хь +  За:4 +  2xs +  Злгв + ЛГ7 4 “ =  7,
2хх -J- ̂ # 2  ”1™ *з "Ь ̂ 4  ”1™ Зх8 “f* 2Xq ~}“ 2х̂ +•*» =  8 ,
x, +  2хг +  Злг3 +  2ac4 +  0 ,5x, +  дс,+ x7 + * m • - 6 .

2xj+  x2 + Зх 3 +  *4 +  2xs +  3*e + x7 + xn = 7,
(X x y s S l ,  / =  1 , 2 , . . . , 7,

Xj^sQ, /«=*8 , 9, 10, 11.
Процесс решения задачи записан в основных таблицах 7.7 и вспо
могательной табл. 7.6. В качестве исходного плана сопряженной 
задачи принят вектор К =  (0 ,8 ; 0 ; 0 ,6 ; 0 ).
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ел

№ 6 f i x е 0 е 2 «3 е 4 Afc А к Y 9 |  Номер 
таблицы

1 1 е 1 5 1 II 3
3

1 0
1,667 |

2 I | е 2 5 1 II 2
2 1 0 1 2 , 5

3 1 ' •  1
5 , 5 1 II 1

1 || 0
1 5 -5 ,

4 1 е‘ 5 I || 3 3
1 0

| 1 , 667 1 1

<- 5 Л/с = АГ> | 0 — - — —  II - 1 - 1  . II* 1 1 0

6 - Mi 1 20 , 5 ‘ 1 1 1 1 9 9 II— 1 —  II
1 1 *. 1 2 1 II 1

1 || 0 2 I

<- 2 I 1 *3 11 з 1 II 3 3 11 ° 1

1 3
1

1 *3 i 4 , 5 1 II 2 2  11 0
2 , 25

Г
и 1

1 * «1 2 I > II 1
1 I 0 2 X

1 5 А/с == а 2 и 0 — — 1 — — — 1 —1 | 1 1

6 —
1

11,5 1 1 1 1 1 7 7 —

1 * 1 «1 и 1 1 —0 , 333 II 1,667 1,667
0 1

2 л2 || 1 0 ,333 II 0 , 333 0 , 33 3  |
« 1

3 1 е3 || 2 , 5 | —0,667 1 || 2 , 3 3 3 2 , 3 3 3  |i
1 0 1

<- 4 1 «« 1 1 | —0, 333
1

1
1

2 ,667 2 , 667  |
1 0 1 г

5 А к ==  1 0 ----- | -----
—  1 — — 1

f l ‘

6 — < 4 , 5 1 — 1,333 1 1 6 , 667 6 , 667 — 0 5WСО

А
Л

Г
О

Р
И

Т
М

 
М

Е
Т

О
Д

А



П
ро

до
лж

ен
ие

624 МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО СОКРАЩЕНИЯ н е в я з о к  [гл. 7



П р о д о л ж е н и е
сл

№ О В Х  ' «0 е 2 *3 А к А к У 0 Номер
таблицы

1 1 «г 1 1 —0 , 2 0 , 4 — 1 2 ,6 ю О) о 0 , 38 5  |

5

2 л * 0 , 25 —0 , 5 0 , 5 | —0 , 5 - 0 , 5  |  1 1,5

->
<- 3 А 7 0 , 25 0 , 6 0 , 3 - 0 , 5 0 , 7 0 , 7  | 0 0 , 35 7

* \ Л 3 1 —0 , 2 0 , 4 0 , 6  | 0 , 6  || 0 1 ,667 j

5 | А к = А , 0 - - - - 1 1 1

6 | — | J15 1 1 —0 , 2 0 , 4 - 1 2 , 6 2 , 6  | <- -  1

1 1 *1 0,0714 1 —2, 429 —0, 714 0 , 857 —3, 92 9 3 , 92 9  j 0 0 , 0182

6

2 А в 0 , 42 9 0 , 429 —0 , 2 8 6 0 , 143 1,429 — 1 ,429  | 1 0 , 4

—̂ J 3 | j А \ 0 , 357 | 0 , 857  | 0 , 429 —0, 714 1,357 | - 1 , 3 5 7  | 1 0 , 47 4

И  1 | л 0 , 786 | —0,714  | 0 , 143 0 , 42 9 — 1,214 | 1 ,214 || 0 | 0 , 647

IIлю

-  | - - -  | — 1 1 II 0 I 1

| б |  _  | ц ,  | | 0 ,0714 1 | —2 , 4 2 9  | —0,714 0 , 85 7  | —3 , 9 2 9  | 3 , 92 9  || — | —

- » | 1 |  | Л  1 0 , 982 —0 , 25 5  | 0 , 61 8  | 0 , 182 —0 , 21 8  | 1 II 1

6 '

| 2 | | Лв || 0 , 455  | 0 , 364  | —0 , 455  | —0,545 ° , 4 5 5  |  | I |

1 3 I A i  || 0 , 38 2  | 0 , 345  | 0 , 0 1 82| 0 ,182 - 0 , 4 1 8  |  | 1

1 4 Л3 || 0 , 76 4  | —0 , 30 9  | 0 , 0 3 6 4 1 0 , 364  | 0 , 164  || | ||

1 5 1 -  1 -  1 - -  II 1 II
6 - •*; 1 °

0 0 0 0 - -
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В строке Л субтаблицы 1 в нуль обращаются параметры Д2 и 
Дв. Следовательно, £у =  {2,б}. Ход решения первой вспомогательной 
задачи зафиксирован в основных таблицах 1, 1' и 1" (см. табл. 7.7) 
и в субтаблице 1 вспомогательной табл. 7.6. В строке (а, р) субтаб
лицы 1 в позициях, отвечающих векторам условии Аг и Лв, записан 
символ а, поскольку в исходном плане вспомогательной задачи (Су) 
переменные х2 и хв равны нулю — левой границе интервала, на ко
тором они определены. Другие позиции строки (а, Р) заполняются 
в зависимости от знака соответствующего значения Д;«. Так, в пози
ции столбца А5, где Д5 = — 0 , 1 , указан символ р, в позиции столбца Л3, 
где Д3 =  0,4, записан символ а.

Компоненты квазиплана X  указаны в строке (а, Р)" субтаб
лицы 1 и в столбце е0 основной табл. Г. Параметр б0 элементарного 
преобразования ядра Y в ядро Y ' плана сопряженной задачи до
стигается при 1 = 3.

Элементы строки Д субтаблицы 2 вычисляются по рекуррентной 
формуле (5.3). Множество Еу , состоит из индексов / =  2 и 3. Реше
ние задачи (Су) принимается в качестве исходного плана задачи 
(Су,). Поэтому главная часть основной табл. 2 вычисляется по глав
ной части основной табл. Г в соответствии с теми же рекуррент
ными формулами, по которым элементы ец табл. Г определяются 
по элементам табл. 1 '.

Базисные компоненты оптимального плана задачи содержатся 
в столбце е0 основной табл. 7. Значения внебазисных составляющих 
решения определяются из строки (а, Р) субтаблицы 7 вспомогатель
ной таблицы.

§ 6. Метод сокращения невязок и двухсторонние оценки

6.1. При решении задачи (Л) методом сокращения невязок 
строится последовательность планов сопряженной задачи (Л), 
монотонно сходящаяся к ее решению.

Значение линейной формы сопряженной задачи на планах 
последовательности, монотонно убывая, стремится к значению 
линейной формы L (ЛТ*) на оптимальном плане X * исходной 
задачи (Л). Поэтому после каждой итерации метода легко 
получить ограничение сверху для оптимальной величины 
линейной формы L (X) исследуемой задачи (Л).

Есть задачи, в которых по каждому квазиплану можно 
построить план задачи со значением линейной формы, не мень
шим чем на квазиплане. В таких задачах удается после каж
дой итерации метода сокращения невязок получить план и 
оценить разность между значением линейной формы на этом 
плане и ее оптимальной величиной.

Отмеченным полезным свойством обладают, в частности, 
задачи, в которых легко определяется план при любом век



торе ограничений 0, а коэффициенты линейной формы 
неотрицательны. В этом нетрудно убедиться с помощью сле
дующих рассуждений. Если X'  —квазиплан задачи, то А Х '^ В .  
По допущению о структуре матрицы условий А легко опре
делить неотрицательный вектор Х!\ удовлетворяющий системе

АХ" = В — АХ'.
В таком случае вектор Х = Х '  -\-Х" является планом исходной 
задачи, причем в силу неотрицательности коэффициентов 
линейной формы задачи

L ( X ) ^ L { X %
Указанными свойствами обладают, например, задачи, 

матрицы условий которых содержат полную систему единич
ных векторов. Таким же свойством обладает и транспортная 
задача.

6.2. Рассмотрим модификацию метода сокращения невязок 
(ее целесообразно называть методом двухсторонних оценок), 
позволяющую в общей случае двигаться по планам исходной 
задачи.

С каждой итерацией метода двухсторонних оценок свя
зывается некоторая оценка уклонения полученного плана от 
оптимального. Решение задачи считается законченным, когда 
оценка уклонения укладывается в заданные пределы. Методу 
двухсторонних оценок зачастую приходится отдавать пред
почтение при решении практических задач, в которых может 
быть задано допустимое отклонение значения линейной формы 
от оптимального. Следует, однако, помнить, что для решения 
задачи линейного программирования по методу двухсторонних 
оценок необходимо, кроме начального плана Y сопряженной 
задачи (Л), иметь также начальный опорный план X  исходной 
задачи (А).

Наметим кратко общую схему метода двухсторонних 
оценок.

Будем отправляться от опорного плана X =  (xv хг, . . . ,  хп) 
задачи (Л) и плана y v щ^п.Ут) сопряженной за
дачи (А), Пусть задача (Л) записала в канонической форме'*

Требуется обратить в максимум линейную форму

I  (А Г ) =  2  CjXj 
/ = 1
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при условиях;
п

j X j  —   ̂—  1» 2 ,  • • •  у №у (6 .2)

X j ^ O y  7 = 1 ,  2, л. (6.3)

Пусть, далее, > 2, у т произвольный заданный
набор чисел. Умножая /-е условие системы (6.2) на у { сумми
руя правые и левые части полученных равенств и вычитая 
из результата соотношение (6.1), получаем

т т п

2  biVi W = 2  2  (а цУ i—с j) xi-
i =al 1 = 1 / = 1

Вводя обозначение

Д /=  2 з д — сР/=1
(6.4)

приходим к соотношению
п т
2  A jXj = ^ i biy l - L { X ) .  (6.5)

Таким образом, задача максимизации L(X) при условиях
(6.2) и (6.3) может быть сформулирована так же, как задача

п
минимизации У] k fx f при тех же условиях и фиксированных 

/=1 J J
y i ( i=  1, 2, . . . ,  m).

Пусть теперь вектор Y — (yv у т ) — произвольный
план задачи (Л), сопряженной с задачей (6.1)—(6.3). Тогда

'О, 7 = 1 ,  2> (6 .6)

Если X — план задачи (Л), то значение линейной формы (6.5) 
может быть использовано для оценки уклонения плана X  от 
оптимального. Действительно,

. с . п т
^ h (-̂ Сопт) ^ ! 2  Ъ&1.

/=1
Поэтому процесс решения может быть закончен, когда зна
чение разности

т п п
2 ^  — 2 с /Х/=  2 Д/*/
/ = 1 /=1 /* 1
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станет величиной, соизмеримой с погрешностью измерений 
исходных данных задачи.

Пусть, как и прежде, Еу представляет собой совокупность 
индексов у, для которых Ду.=  0, где Ду вычисляются по фор
муле (6.4), исходя из плана У сопряженной задачи. Обозна
чим через Ех множество индексов векторов базиса опорного 
плана X, Введем, кроме того, множество Ех,  у, содержащее 
все индексы у, принадлежащие Е х ш и Е у (Ех, y = Ex UEy).

Свяжем с парой планов X  и У вспомогательную задачу 
( D x , у), в которой требуется обратить в минимум линейную 
форму

2  V /  М
У

при условиях;

, - Д ( б-8>
•*7 Ss 0, j€.Ex, к. (6.9)

Решим задачу (Dx, у) в соответствии с правилами второго 
алгоритма метода последовательного улучшения плана. В ка
честве исходного плана задачи ( Dx,  у) естественно принять 
заданный опорный план X. Ясно, что каждый план задачи 
( D x , у ) является также планом задачи (Л). Компоненты плана X  
задачи (Л), индексы которых не входят в Ех , у, равны нулю.

Пусть вектор X* является оптимальным планом задачи 
( D x , у).' Соотношение (6.5) показывает, что значение линейной 
формы (6.7) на плане X * естественно назвать невязкой 
плана X* задачи (Л),

(6Л °)

Признак оптимальности плана задачи (Л) формули
руется следующим образом:

План X * является решением задачи (Л), если его 
невязка равна нулю.

Введем, как и в методе сокращения невязок, параметры
т

6 /“  У=1.  2, . . . .  л, (6.11)

где М* = (\1 г, р2, \ьт) — решение задачи (Дх, у), сопря
женной с вспомогательной задачей ( D x , у). Решение задачи
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(Dx, у) и сопряженной с ней задачи (Dx, у) определяют но
вый опорный план X' = X* задачи (Л) и план У' задачи (Л). 
Невязка плана X'  меньше невязки исходного плана X.

Переход от плана У к плану У  задачи (А) производится 
с помощью элементарного преобразования

У ' ^ У — 0ОМ*. (6.12)

Параметр 0О элементарного преобразования вычисляется по 
формуле

0 ■■ min - j r . (6.13)
в ;> »  bi

Величины Д) очередной итерации связаны с параметрами Ду 
предшествующего шага рекуррентными соотношениями

д ; = Д у - б 0б;. (6.14)

Опорный план Х' = Х* задачи (Л) и план У' задачи (Л) опре
деляют новую вспомогательную задачу ( D x f , у ' ) .  При этом 
в качестве исходного плана задачи (Dx>,  y f) естественно при
нять оптимальный план X * задачи ( D x ,  у).

Описанный процесс продолжается до получения плана 
с нулевой невязкой. Задача (Л) всегда разрешима, поскольку, 
по условию, процесс решения задачи начинается с заданного 
опорного плана X  задачи (Л) и плана У задачи (Л)#

6.3. Алгоритм метода двухсторонних оценок несколько 
отличается от вычислительной схемы метода сокращения 
невязок.

В методе сокращения невязок относительные оценки 6у 
векторов условий Лу вспомогательной задачи вычислялись 
по формуле

т

^ = 2  j z e yi = i

(коэффициенты линейной формы задачи (Су) при переменных Xj 
равны нулю).

Коэффициенты линейной формы задачи ( D x ,  у) равны Ду. 
Поэтому в методе двухсторонних оценок 

т
6?> =  2  au[i- - А у; j £ E x , у .  (6.15)

*
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Здесь I— номер последней итерации решения вспомогательной 
задачи.

В методе сокращения невязок

6/ 3= 6/^5

а в методе двухсторонних оценок

6/ =  8//)+ Д  у., j £ E x , y  (6.16)

При j £ E Y оценка Ду= 0  ибу — б/^. При j£Ex*  вели
чина б =  0 (признак оптимальности плана X  задачи (Dx, у), 
вычисляемого по методу улучшения плана). Учитывая (6.16), 
получаем

б/ — Ду при j £ E x *, 
и, следовательно (см. 6.14),

Д/ =  Ду (1 —60), если J £ E X*. (6.17)

В качестве исходного плана задачи (Dx\ у') принимается 
оптимальный план задачи (Dx, у). Поэтому ЕХ' = Ех* и со
отношение (6.17) имеет место для всех j£E x ' .

Среди величин Ду для j £ E x , y  имеются положительные 
(в противном случае невязка е* =  0). Пусть, например, 
Д/о>>0. Учитывая, далее, что все Д / ^ 0 ,  имеем

<1— 0о) = v
Ясно, что оптимальный план вспомогательной задачи не 

изменится, если все коэффициенты ее линейной формы умно
жить на одно и то же положительное число. Формула (6.17) 
и соотношение Ех ' — Ех* позволяют поэтому заменить реше
ние задачи (Dx\ у') на решение приведенной вспомогательной 
задачи с линейной формой

V /,У'
и ограничениями задачи Ех\у>.

Таким образом, если Лу является вектором условий двух 
соседних приведенных вспомогательных задач, то коэффици
енты линейных форм обеих задач, отвечающие вектору Лу,

S/€ЕХ'



совпадают. Отмеченное обстоятельство исключает необходи
мость в ряде вспомогательных операций на каждом шаге 
метода двухсторонних оценок. Это и обусловило переход от 
вспомогательной задачи к приведенной.

Значение линейной формы вспомогательной задачи на 
каждом опорном плане Х (1) будет отличаться от значения 
линейной формы соответствующей приведенной задачи на 
том же плане множителем

V, =  (1 — 6^) (1 — 01г)) ... (1-So"-”).
где I —номер итерации метода двухсторонних оценок. Поэтому 
невязка плана Х {1) равна

=  (6.18)

где р 0 — значение линейной формы приведенной вспомога
тельной задачи на плане Х {1\  Значение 8/ целесообразно 
записывать в левом нижнем углу основной таблицы, содер
жащей решение /-й приведенной вспомогательной задачи.

Сделанных замечаний достаточно, чтобы построить вычис
лительную схему метода двухсторонних оценок на базе алго
ритма метода сокращения невязок. Предлагаем это сделать 
читателю (упражнение 11).

Покажем, что до тех пор, пока мы не придем к решению 
задачи (Л), параметр 0О элементарного преобразования заклю
чен внутри интервала (0, 1). Другими словами,

О<0У)< 1 , (6.19)

если невязка плана Х 1) положительна.
Неравенство 6q/><  1 при 8 / >0  следует из (6.18). С другой 

стороны, если среди параметров 6/ имеются положительные 
числа, то

0О =  min ^ £ > 0 .
бу>0 /

Чтобы установить справедливость левой части неравенства
(6.19), достаточно, таким образом, показать, что среди пара
метров 6/ имеются положительные числа.

Предположение о том, что 6 / ^ 0  для всех у, свидетель
ствует о неразрешимости задачи (Л). Действительно, при
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6 , < 0  для всех у вектор К (0 )= К —0Л4* является планом' 
задачи (Л) при любом 0>О (см. (6.14)). Значение линейной 
формы задачи (Л) на плане У (0) равно
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- - т *
L(Y  (0)) =  L ( Y - m * )  =  L (Y) - 0  2  bp? -

=  1 (K) — 0. 2  bjx] = L (Y)-be* .
Y

При e*> 0  увеличение 0 приводит к неограниченному 
убыванию L(Y'). Согласно лемме 1.3 гл. 3 отсюда следует, 
что задача (Л) не имеет планов. Полученный вывод проти
воречит условию, согласно которому процесс решения задачи 
методом двухсторонних оценок начинается с заданного опорного 
плана задачи (Л). Таким образом, среди 6/ имеются поло
жительные величины. Неравенство (6.19) доказано.

6.4. Докажем, что метод двухсторонних оценок приводит 
к решению задачи линейного программирования за конечное 
число шагов. Доказательство построено по следующей схеме. 
Вначале будет показано, что каждый шаг метода двухсторон
них оценок приводит либо к новому опорному плану задачи (Л), 
либо к уменьшению числа векторов условий с положитель
ными Ду в очередной вспомогательной задаче. Число опорных 
планов, как и число векторов условий с положительными Ду, 
конечно. Поэтому метод, не позволяющий вернуться к уже 
пройденному опорному плану или сокращающий от шага 
к шагу число векторов с положительными Ду, является 
конечным методом.

При переходе от одной итерации метода двухсторонних 
оценок к следующей могут встретиться два случая: параметр 
0О элементарного преобразования может быть достигнут на 
индексе j $ E x , Y  или на индексе j £ E x , Y *  Рассмотрим обе 
эти возможности.

1. Параметр 0О достигается при J$Ex, y . В этом случае 

Д/ =  0 (Уб£у'),

тогда как Ду>0. Кроме того, как мы видели, 0о>О, если ДТ* 
не является решением задачи (Л). Из соотношения (6.14) 
следует, что при этих условиях 6 /> 0 . В задаче (Dx ' , y <)



параметр 6 /является оценкой вектора условий Aj. Следова
тельно, среди векторов условий задачи (Dx'f у )  имеются 
векторы с положительными оценками относительно базиса 
плана X'.  В невырожденном случае (невырожденность задачи 
(Dxf, Y f ) следует из невырожденности задачи (Л)) на первом 
шаге рассматриваемой итерации будет получен план задачи (Л) 
с меньшим значением невязки е*. В процессе решения вспо
могательной задачи (Dx\ yf) план Yf не меняется. Поэтому 
уменьшение значения линейной формы вспомогательной задачи 
определяется увеличением линейной формы исходной задачи.

Итак, при j$Ex, у переход от одной итерации Метода двух
сторонних оценок к следующей связан с движением по разным 
опорным планам задачи. Если использовать правила, гаран
тирующие от зацикливания, то приведенный вывод перено
сится и на вырожденный случай.

2. Параметр 0О достигается при У ££х , у .  Докажем, что 
в этом случае при переходе к следующей итерации метода 
двухсторонних оценок сокращается число векторов базиса 
вспомогательной задачи с положительными значениями Ду. 
Приведенное утверждение очевидно, если в процессе решения 
задачи (Dx, у) число векторов базиса с положительными А у 
уменьшается. В этом случае

Ex zdEx * = ЕХ'.

Пусть теперь Ех и Ех* =  Ех ' содержат одно и то же 
число индексов векторов условий с Д у> 0 . Индекс у, на 
котором достигается 0О, принадлежит, по условию, множеству 
Ех, у. В соответствии с (6.19)

Отсюда Ду>0. Другими словами, j £Ех  =  £х'.
Таким образом, с одной стороны, Д/ =  0 (0О достигается 

на индексе j). С другой стороны, j (zEx '=Ex*.  В силу ра
венства (6.17) и правой части неравенства (6.19) полученные 
соотношения совместны только при нулевой невязке плана 
X* =  Х г (здесь X'  рассматривается как решение задачи 
(E>xf, У')).

Итак, если решение задачи еще не получено, то параметр 
0О элементарного преобразования может быть достигнут на

6 3 4  МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО СОКРАЩЕНИЯ НЕВЯЗОК [ГЛ. 7
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Конечность метода двухсторонних оценок доказана.

6.5. Проиллюстрируем применение метода двухсторонних оценок 
на следующем примере.

П р и м е р  1 . Требуется обратить в максимум линейную форму
L (X) =  1 3aTj -f*1 0 х2 ~f* 9xs -{- блг4 -f*17xg -f* 14xe -{- 15x7 -j-

+  14,5x8 +  29x9 +14x10
при условиях;

1,5*! +  x2 + 1 7xs +  1 2x4 + 1 8x& +  7,5xe +  5x7 +  4x8 +  6,5* 9 +  2,5x10 =  7, 
9aTj +1  3at2 +  16x3 +  5лг4 +  4x5 -{-4x6 -f-6 x7 + 7 л:8 +15л:9 +  8 л: 10 =  14,5,

Р е ше н и е .  Процесс решения задачи записан в основных таб
лицах 7.9 и вспомогательной табл. 7.8.

Примем в качестве исходного опорного плана задачи план 
с базисными компонентами х2 =  0,656; х3 =  0,373, а в качестве плана 
сопряженной задачи вектор Y =  (2,095; 1,095). В строке А первой 
субтаблицы вспомогательной таблицы в нуль обращаются и А10. 
Поэтому £ у =  {1; Ю|. Базис исходного опорного плана состоит из 
векторов Л2 и Л3. Следовательно, Ех=  {2, 3} и £ ^ y = j l ,  2, 3, Ю}.

Линейная форма первой в:помогательной задачи равна

а векторами условий задачи ( Р х , у )  являются векторы Alt Л2, As 
и Л10. Решение задачи по методу улучшения плана записано 
в основных таблицах 1 и 1' (см. табл. 7.9) и субтаблице 1 вспомо
гательной табл. 7.8.

Параметр 0О элементарного преобразования—минимальный эле
мент строки б субтаблицы 1—равен 0,157. Элементарное преобразо
вание плана Y сопряженной задачи в план Y' приводит к Еу , =  {9, 10}. 
Базис решения задачи (Px ,y) состоит из векторов Л3 и Л10. Эти же 
векторы образуют базис исходного плана X' задачи ф х , у ,). Следо
вательно, £ х , =  {3, 1 0 } и EXt у , =  |3, 9, 1 0 }. Невязка плана X ' 
равна 9,081.

В соответствии с замечаниями п. 6.3 вместо задачи (Dx , у /) 
целесообразно решать приведенную вспомогательную задачу с век
торами условий, принадлежащими Ех , у /, и линейной формой

Ех ^>Ех* =  Ex'.

x j ^  0, / =  1, 2........10

Л2 * 2  Н" Аз-̂ з — 6,333х2 -{- 44,14лг3,
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Это освобождает от необходимости вводить какие-либо изменения 
в табл. Г перед началом решения следующей вспомогательной 
задачи.

Поэтому первая строка субтаблицы 1 заполняется значениями

д/ = ь
д J- - щ

1—0

причем, как мы видели, Ду =  Д/ =  6 у, если j £ E x ,.
Решение приведенной вспомогательной задачи по методу улуч

шения плана записано в основных таблицах 1' и 2 (см. табл. 7.9) 
и субтаблице 2 вспомогательной табл. 7.8. Базисные компоненты 
решения приведенной вспомогательной задачи содержатся в таблице е0 

основной табл. 2. В (т +  1 )-й (третьей) позиции столбца е0 записы
вается значение линейной формы приведенной вспомогательной за
дачи на ее оптимальном плане. Чтобы получить значение линейной 
формы задачи (DX, Y') на этом плане (невязку соответствующего

плана исходной задачи), сле-
L

30

г о

L

Г'

*—
Г’

\  * \  /
/  \

/  d.\

дует умножить ет+1}0 на ( 1  — б0). 
Полученное значение невязкие* 
записывается в (т  +  1 )-й по- 
зации столбца Бх  (слева от
ет + 1, о)*

Решение приведенной вспо
могательной задачи является 
опорным планом исходной зада
чи. Его базисные компоненты

х3 =  0,0712, хй = 0,891.

Ята5л.
/'  г

Рис. 7.6.

Следовательно, Ех „ | з ? 9 | # 
Элементарное преобразование 
с параметром б0 =  0,0272 при
водит к плану Y" сопряженной 
задачи. Элементы верхней стро
ки А" субтаблицы, отвечающей 

очередной итерации метода двухсторонних оценок, вычисляются 
через параметры предыдущей итерации по формуле

1-
Параметр Ду =  0 при /== 7 и 9. Следовательно, Еу" = {7, 9} и 
Ех „ у„ =  {з, 7 , 9}. На оптимальном плане приведенной вспомога
тельной задачи с векторами условий Л8, Л7, Л9 значение ее линей
ной формы равно

A3*3+A7*7+A9 *9 = 44, 14*0 +  0*0,847 +  0-0,299 =  0.
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Таким образом, опорный план X" исходной задачи с базисными 
составляющими =  0,847; л;& =  0,299 имеет нулевую невязку. Следо
вательно, этот план является решением задачи.

На рис. 7.6. приведен график изменения невязки плана от шага 
к шагу метода двухсторонних оценок. На этом же рисунке нанесены 
графики изменения значений линейных форм прямой и сопряженной 
задач на соответствующих планах. Последовательное построение 
таких графиков в процессе решения задачи позволяет прекратить 
вычисления, как только величина невязки станет соизмеримой 
с погрешностью измерения исходных данных.

П р и м е р  2. Определить максимум линейной формы
L ==3х1—х2 +  8х3+ 2 х4—я5+9хв

при условиях:
— 6 *! +  9х2 +  Зх3 — 2 х5 — х9 С  1 2,
— 4х2 + З х3 —Зх4 +  х5 —хв< 5 ,

2хг +  8 х2 — 5х8 +  6 х4 — 8 х5 +  4хв <; 20,
— х1 — Зх2 — 4х3 — 8 х4 +  4хв <:10,

5*!+ *2 “Ь 2*з +  4х4 +  9xs +  5хб ^  24,
x j ^  0, / =  1, 2, . . .  ,6.

Р е ше н и е .  Эта задача была рассмотрена ранее при иллюстра
ции других методов линейного программирования. В основных таб-
лицах 7.11 и вспомогатель
ной табл. 7.10 записан ход 
ее решения по методу двух
сторонних оценок. В каче
стве базиса исходного опор
ного плана принята система 
дополнительных единичных 
векторов. Исходный план 
сопряженной задачи задан 
вектором Г =  (0, 0, 0, 5, 14).

На рис. 7.7 изображены 
графики изменения L (X), 
Г(У) и невязки плана от 
шага к шагу метода двух
сторонних оценок.

6.6. В заключение 
главы подчеркнем досто
инства метода последова
тельного сокращения не

400

300

200

----^
*

Л\\\\\\— \\\\
V\\\\

\ \\\\\

ы. ч
i - ' i \

-----1--Д
ч

—
А

ы
If табл.

Г  2 3 4
Рис. 7.7.

5 6

вязок, выгодно отличаю
щие его от других методов линейного программирования.

Процесс вычисления оптимального плана методом сокра
щения невязок не требует предварительного определения 
опорного плана прямой или сопряженной задачи. Для начала
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процесса достаточно знать лишь произвольный план сопря
женной задачи, а решение задачи с двухсторонними ограни
чениями можно начинать с произвольного m-мерного вектора Y.

При наличии опорного плана исходной задачи и произ
вольного плана сопряженной задачи модификация метода 
сокращения невязок (метод двухсторонних оценок) позволяет 
в ряде случаев получить приближенное решение задачи 
с ошибкой, не превышающей допустимую, при существенно 
меньшем числе операций, чем это требуется для получения 
точных значений составляющих оптимального плана.

УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ 7
1. Пользуясь методом сокращения невязок, обратить в макси

мум линейную форму

L  =  2 x l — 4 * 2 +  * 3 +  *4 — 2 * 5
при условиях

*1—3*2 +  2*3 —*5 =  1,
--2 * 2  +3*з--- *4+ *5 =  5,

2* ,+  * 2 +  2*3 +  5*4 +  х5 =  10 ,
*y^s 0, / =  1, 2, 3, 4.

2 . Решить задачу упражнения 1 при дополнительном огра
ничении * у ^ 2 , / =  1, 2, 3, 4, 5.

3. Решить задачу упражнения 1 методом двухсторонних 
оценок, отправляясь от опорного плана X  —  (0, 0, 41/29, 31/29, 
53/29) и плана двойственной задачи У =  (0, 0, 1).

4. Отправляясь от плана У =  (0, 0, 1) сопряженной задачи, 
установить, при каких значениях параметра а  в задаче максими
зации линейной формы

i > / .
/=1

при условиях:
7

—* i+  а*2 +  у * з +  «*4 =  3»
7 7—*1 +  у * 2+  а*3+  -5 X4 =  7 ,

3*!+  2*2+ 2*3+ *4 =  5,
* /> 0 ,  / =  1, 2, 3, 4,

имеют место случаи 1°, 2° и 3° метода сокращения невязок.
5. Показать, что сходимость метода сокращения невязок не 

нарушится, если не включать в последующие базисы искусствен
ные единичные векторы, выведенные из базиса.
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6. Пусть вектор М* =  (р,*, . . . ,  р,^) определяется условиями
(4.16). Показать, что М * является ядром решения задачи, сопря
женной с задачей (4.8), (4.11), (4.12).

7. Показать, что формула (4.5) имеет место для задачи мини
мизации линейной формы (4.1) при условиях (4.2), (4.3), если ве
личины у j  определять по формуле

/ а ,  при Д ,< 0 ,
^  \ру при Д /> 0 .

8. Построить блок-схему алгоритма метода сокращения невязок 
для задач с двухсторонними ограничениями.

9. Свяжем с задачей линейного программирования задачу ( М )
(см. п. 5.3). Пусть Х *  =  ( х 0, х г........ х п) —  решение задачи (М).
Если индекс / =  0 принадлежит множеству где Y iS)—план
сопряженной задачи, отвечающий последней итерации метода со
кращения невязок, то Х * = ( х 1........х п) является решением исход
ной задачи. Если индекс / =  0 не принадлежит E y {s), исходная за
дача неразрешима. Доказать.

10. Доказать, что если процесс решения задачи (М) завершился 
случаем 2° (задача (М) неразрешима), то условия исходной задачи 
несовместны.

11. Пользуясь указаниями п. 6.3 и примерами, описанными 
в п. 6.5, составить вычислительную схему и блок-схему метода 
двухсторонних оценок.

12. Привести геометрическое истолкование метода двухсто
ронних оценок в (т +  1)-мерном пространстве.
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КОНЕЧНЫЕ МЕТОДЫ ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Все методы линейного программирования можно разбить 
на два класса. Методы первого класса (мы их называем 
конечными методами) обеспечивают решение задачи за ко
нечное число шагов. Методы второго класса (итеративные 
методы) связаны с бесконечным числом итераций и позво
ляют получить, вообще говоря, лишь приближенное решение 
задачи. При этом качество приближения существенно зави
сит от числа проведенных итераций. Большая часть итера
тивных методов представляет собой численные методы реше
ния прямоугольных игр, сформулированные в терминах 
линейного программирования.

В главах 4— 7 подробно изучены качественные и вычи
слительные аспекты трех наиболее отработанных методов, 
основанных на существенно различающихся принципах. 
Это — метод улучшения плана, метод уточнения оценок 
и метод сокращения невязок. В настоящей главе рассматри
ваются вопросы, которые было нецелесообразно повторять 
при изложении каждого метода, поскольку они представляют 
интерес для всех конечных методов.

До сих пор изложение методов и соответствующих алго
ритмов проводилось главным образом применительно к задаче 
линейного программирования, записанной в канонической 
форме. Единая форма записи задачи упрощает анализ ме
тодов и описание вычислительных схем. Это отнюдь не оз
начает, что каждую практическую задачу следует вначале 
сводить к канонической форме. Часто сохранение естествен
ной формы записи задачи позволяет существенно умень
шить трудоемкость ее решения. В качестве примера сошлемся 
на задачи с двухсторонними ограничениями, которые иссле
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довались в предыдущих главах. В § 1 метод улучшения 
плана распространяется на задачи линейного программиро
вания в произвольной форме записи. Следуя приведенным 
рекомендациям, читатель сумеет переписать и другие ко
нечные методы и соответствующие алгоритмы для произ
вольной формы записи задачи.

В § 2 рассматриваются пути совершенствования метода 
улучшения плана и метода уточнения оценок, упрощающие 
вычислительную схему методов. Указанная здесь модифи
кация методов обеспечивает более целесообразное исполь
зование самого узкого места современных вычислительных 
машин— их оперативной памяти.

Заключительный параграф (§ 3) посвящен классификации, 
конечных методов. Здесь рассматриваются различные при
знаки, указывающие единый подход ко всем конечным мето
дам линейного программирования.

§ 1. Конечные методы и задачи линейного 
программирования в произвольной форме записи

1.1. В этом параграфе мы займемся исследованием общей 
задачи линейного программирования, заданной в произволь
ной форме записи. В числе ограничений подобной задачи 
имеются как равенства, так и неравенства; условия неотри
цательности налагаются лишь на часть переменных задачи. 
Любой из конечных методов линейного программирования 
может быть расписан для задач в произвольной форме за
писи. При этом следует опираться на общую схему метода, 
изложенную для канонической формы задачи, и руковод
ствоваться геометрической сущностью метода. Мы остано
вимся здесь только на одном методе— методе последова
тельного улучшения плана.

Рассмотрим задачу линейного программирования, состоя
щую в максимизации линейной формы

п

I. :,-Xj ( U )

при условиях
п 1= 1 ,  2, . . р;2 l a ilx J ~ bi'

Xj^zO, j  =  q + 1, <7 +  2,
/= i ^  ̂ | ^  b{, i —р + 1 ,  р +  2,

. ,  п.

( 1.2)
(1.3)
(1.4)
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Естественно предполагать уравнения (1.2) линейно не
зависимыми, так как в противном случае часть из них можно 
было бы отбросить. Будем, кроме того, считать линейно не
зависимой систему векторов

A j =  (# jу, ci2p  • • •, / ) ^ » / =   ̂ • • •) Я*

Это условие также не сужает общности дальнейших рассуж
дений: ему всегда можно удовлетворить за счет уменьше
ния числа переменных задачи, не подчиняющихся ограниче
нию (1.4) (см. п. 4.1 гл. 2). Последнее предположение 
обеспечивает наличие опорных планов у рассматриваемой 
задачи (1.1)— (1.4),

Понятие опорного плана, сформулированное в п. 4.2 гл. 2, 
может быть уточнено применительно к задаче (1.1) — (1.4) 
следующим образом.

План X = ( x v д:2, . . . , х п) задачи (1 .1 )— (1.4) называется 
опорным, если существует неособенная квадратная под
матрица

a i<h • • a hh

a hh <*<./. • • • a i»is

a ibh ‘ ‘• • a His

матрицы условий А =  || a-j ||m> m такая, что:
а) га =  а  для а =  1, 2, . . . ,  р; =  [5 для р =  1 ,2 , . Г ., q;
б) если q •<  j  и Xj >> 0, то j = j $  для некоторого р ^  q + 1 ;

П

в) 2  а{ j x . — bj для а = 1 ,  2
y=i а а

Таким образом, строки матрицы Ах образованы усло
виями (1.2) и некоторыми из условий (1.3), причем все такие 
условия-неравенства удовлетворяются планом X  как строгие 
равенства. Среди столбцов Ах содержатся все такие столбцы 
матрицы условий А, которые отвечают компонентам Хр либо 
не ограниченным требованием неотрицательности, либо по
ложительным в рассматриваемом плане X. Указанную под
матрицу порождаемую опорным планом X, назовем
базисом этого плана. В соответствии с общим определе
нием, приведенным в п. 4.7 гл. 2, опорный план X  задачи
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(1-1)— (1.4) с базисом Ах называется невырожденным, если

^  >  О, Р =  9 +  1
п

/ <̂ * Ах> ОС =  1, 2, . . ., 5.

Доказательство эквивалентности сформулированных опре
делений опорного плана и невырожденного плана задачи
(1.1)— (1.4) и соответствующих понятий гл. 2 предоставляется 
читателю (см. упражнения 1, 2).

1.2. Описание метода улучшения плана будет проведено 
применительно к невырожденному случаю, когда все опор
ные планы задачи (1 .1)— (1.4) оказываются невырожденными.

Допустим, что нам известен некоторый опорный план X  
задачи (1 .1 )— (1.4) и его базис Ах образован элементами, 
стоящими на пересечении строк и столбцов матрицы А с но
мерами i l} i2, . . ., is и у\, у2, . . . , j s соответственно. Процесс 
решения начинается с проверки плана X  на оптимальность. 
Для этого определяется решение (А,р XZ, . . . , X S) системы

e2 e ieV-« =  V  P =  l, 2 , . . . , S ,  (1.5)

и вычисляются величины

§  1] ЗАДАЧИ В ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФОРМЕ ЗАПИСИ

s

А/ 2  в/^« с/ ’ i  i> 2, . .a = i
. ,п.

Если
Ла3 з 0 , а =  р +  1, . . . ,  s (1.6)

и
^  0 . для / =  1, 2, . . . ,  п, (1.7)

то, в соответствии с критерием оптимальности для задачи
(1.1) — (1.4) (теорема 5.2 гл. 3), план X  оказывается опти
мальным. Назовем эту возможность случаем 1°. Если же 
хотя бы одно из соотношений (1.6), (1.7) нарушено, то 
осуществляется элементарное преобразование плана X , в ре
зультате которого либо обнаруживается .неразрешимость 
задачи (случай 2°), либо 'строится улучшенный опорный 
план X' (случай 3°).



Напомним геометрический смысл элементарного преобра
зования метода улучшения плана (см. п. 2.2 гл. 4). Опорный 
план соответствует вершине многогранного множества задачи. 
Выберем одну из гиперплоскостей; проходящих через эту 
вершину и отвечающих условиям типа неравенств, и рас
смотрим ребро многогранного множества задачи, которое 
расположено на пересечении оставшихся гиперплоскостей. 
Элементарное преобразование, связанное с выбранной гипер
плоскостью, состоит в движении по указанному ребру. Если 
задача приведена к канонической форме, то элементарное 
преобразование ее Опорного плана всегда связано с одной 
из координатных гиперплоскостей. В рассматриваемом случае 
элементарное преобразование может быть порождено как 
гиперплоскостью вида Xy =  0 ( j  =  q i ~  1, . . . ,  л), так и гипер
плоскостью
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п

$
a i j x j = b i , i =  p +  l ,  р -f-2, . . . ,  т,

отвечающей соответствующему ограничению системы (1.3). 
Поэтому при анализе элементарного преобразования опор
ного плана задачи (1.1) — (1.4) целесообразно различать 
два случая.

1.3. Рассмотрим первый случай. Элементарное преобра
зование определяется координатной гиперплоскостью xk — 0 

=^у ,̂ р — 1, 2, . . . ,  s) (элементарное преобразование первого 
типа).

В результате этого преобразования опорный план X  пе
реходит в

х  (9) = W  = (*, (0), хш(Ь), . . . ,хп (0)),
где вектор H ~ ( h v h2, . . . , / г п) определяется соотношением

если /  =  /р. р =  1, 2,
— 1, если /  =  (1.8)

О в остальных случаях.

Здесь величины x$k вычисляются из системы уравнений

S.сс — 1, 2, ..., (1.9)
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Из формул (1.8) и (1.9) вытекает, что
П

ДЛЯ «*=1. 2 , . . . ,  S

при любом значении 0.
Выпишем условия, налагаемые на 0, при которых ^Y(0) 

является планом задачи, т. е. удовлетворяет оставшимся 
условиям (1.3) и ограничениям (1.4). Поскольку

* * (6 )= * А  +  0.
параметр 0 должен быть неотрицательным. Необходимость 
соблюдения остальных ограничений системы (1.4) приводит 
к неравенствам

XJ9~  Ц ) А > ° .  Р = ? + 1 , . . . , 5 .

Итак, для неотрицательности всех составляющих вектора 
^ (0 ), начиная с (#4-1)-й, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось условие

o < 0 < 6 ; , (1.10)

. хн0 = п и п  —  * 

Э>?

(1.11)

Если для [} =  # + 1 ,  . . . ,  s, то вектор Х(0) имеет
неотрицательные компоненты Xj (0) (у =  q +  1, . . . ,  п) при 
любом неотрицательном значении 0. В этом случае полагаем 
е; =  оо.

Определим величины

А il) =  b i — ^ , a iJX j ,

W - f r u , - ь - * »  ' ( U 2 )

/ =  1, 2, . . . ,  т.

Учитывая (1.8) и (1.12), имеем

д(о (9)=bi -  J ; a tjx j  (в)= д <«+бб̂ >.
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Поэтому условия (1.3), которым должен удовлетворять 
вектор Ŷ(O), переписываются в виде

Д<'> +  66£>39 0, / = р  +  1, (1.13)

Разрешая систему неравенств (1.13) относительно 0 ^ 0 ,  
получаем

( U 4 )
где

ч "  $ . ( “ $)■ < Ы 5)

Если 8<‘:^ 0  для всех значений /, то полагаем 0" =  оо.
Неравенства (1.10) и (1.14) определяют совокупность 

значений 0, при которых ^Y(0) является планом задачи 
(1*1)— (1.4):

о < е < 9 0,
где

90= min {&;, в;}, (1.16)

а 0' и 0" определяются из (1.11) и (1.15) соответственно.
Вычислим приращение линейной формы (1.1), связанное 

с переходом от X  к ^ (0). Имеем

с / д :у ( ® )  =  2 1 cJx j ~ l c J ^ k  —  ° k )  • 

Используя системы равенств (1.5) и (1.9), имеем

С?. а,« W  Xr*k=
=  2  ( 2 a i

a = i ' 0 = i  « Р  '  a = i  a

Следовательно,

= 2 cjXj(tl) =  L(X)—bA*.
j ~ l

L  (*(0)) ( U 7 )
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Рассмотрим элементарное преобразование, определяемое 
гиперплоскостью

% ai J xi ==bit ( * = / > + 1 ,  P  +  2, . . . , s )  ■

(элементарное преобразование второго типа).
В результате этого преобразования план X  переходит в

X  (0) =  {хх (0), хп(Ъ)) =  Х-ЪН,

где вектор H = (hv й2, hn) определяется в соответст
вии с формулой

А / * p t . если i = j p  р = 1 > 2> • • • . * »  (118)
 ̂ I 0 в остальных случаях. ' ’ '

Величины ê t удовлетворяют системе уравнений 

^  _  ( 0 для a i=t,
„2i a i J ^ t  -  \  J ^  a = z t (1.19)

Найдем точные границы изменения 0, в пределах кото
рых ^Y(0) является планом задачи (1.1) — (1.4). В соответ
ствии с (1.19)

2 ai 2 ai j xj —b 2 at jaev =/ = 1 <* J 1 = 1 J 3 = 1 a'p И
bt , еслиа=^ ,

а

bt — 0, еслиа =  /.

( 1.20)

Поэтому для выполнения условий (1.2), (1.3) при / =  /а, 
а = 1 ,  2, . . . ,  s, необходимо и достаточно, чтобы 0 было 
неотрицательным числом.

Пусть, по определению,

б /  —  & i j h j  —  cl i == 1 j 2 ,  . . . ,  m.

В таком случае

Д«> (0) =  bt — 2  Ъ/Xj (0) =  Д(0 +  Щ) .
/=1
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Учитывая неотрицательность 0 и условия (1.3), которым 
должен удовлетворять вектор .АГ(0), получаем

 ̂ V  
где

e: - - m i n ( - w ) -  и - 2 1 »

Если для всех /, то 0" =  оо.
По определению вектора ^ (0)

* /(0 ) =  O при ] ф ^ ,  Р =  1, 2,

Следовательно, для соблюдения условий (1.4) необходимо 
и достаточно, чтобы

(0) =  «Я/р —  0̂ pt ^  О, •••>

или, учитывая неотрицательность 0,

е < е ; ,
где

е ; = ш } п ^ .  (1.22)

В случае, когда для [} =  <7+ 1, . . . ,  $, полагаем
0̂  =  оо. Итак, искомая область изменения 0 определяется 

соотношением
О < 0 < 0 о,

где
&  — *nin (9', 9"), (1.23)

а 0' и 0* вычисляются по формулам (1.22) и (1.21) соот
ветственно.

При данном элементарном преобразовании второго типа 
линейная форма (2.1) принимает значение
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Используя последовательно соотношения (1.18), (1.5) и
(1.19), имеем

1.4. Перейдем к анализу случаев 2° и 3°. Допустим, 
что среди чисел А,а (а  =  /? +  1, . . . ,  s) и Л / (у =  1 , 2 , . . . , л )  
имеются отрицательные величины. Выберем одну из них 
(например, наибольшую по абсолютной величине). Дальней
шее течение процесса решения определяется тем, является 
ли выбранный параметр одним из чисел Ду или одним из 
чисел Хл. Остановимся на каждом из отмеченных случаев.

1. Выбор пал на параметр Д^сО. В этом случае исполь
зуется элементарное преобразование первого типа, опреде
ляемое гиперплоскостью x k =  0. Вычислим по формулам (1.11), 
(1.15) и (1.16) число 0О. Может оказаться, что 0о =  оо. 
В соответствии со сказанным ранее это эквивалентно выполне
нию условий

Если 0О =  оо, то ЛГ(0) является планом задачи (1 .1 )— (1.4) 
при любом 0 ^ 0 .  Но согласно равенству (1.17)

lim L (ЛГ(0)) =  оо.

Таким образом, при соблюдении условий (1.25) (случай 
2°) исследуемая задача оказывается неразрешимой.

Пусть теперь условия (1.25) не выполняются (случай 3°), 
и, следовательно, 0о< о о . Положим

Следовательно,

L(X(b)) =  L(X)—bXt. (1.24)

(1.25)

Х' =  Х(%).
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Проверим, что X' является опорным планом задачи. Пусть 
вначале 6O =  0̂ . Это означает, что

К = хф
xrk

Xr k >  Oj

при некотором r ^ q - \ - 1.
Поскольку хгкф О , то из теоремы 2.1 гл. 4 вытекает 

неособенность матрицы Л х', которая получена из базиса Ах 
плана X  путем замены его г-го столбца столбцом (a - k, 
a i2k » • • •» a isk ) T •

Следовательно, план X' является опорным и его базис 
представляет собой квадратную матрицу порядка s. 

Рассмотрим теперь другую возможность:

e » = fC
В этом случае

д (О

• . - - ■ j j p  «?>«>

при некотором /  Ф /а, а = 1 ,  2, . . . ,  5. Очевидно,
п

2  a i j x j ==/=1
*J =  0, если j  Ф Ур, р =  1, 2, 5, и j  ф k.

Поэтому, убедившись в неособенности матрицы

Л * ' =

О  • 1h j i a , . . .h j 2 . • « ч a i t k

a i /  l2J\ a 4 2 - • Is a i , k

a l s h « < ,/ , • • • a i s i s a i sk

alh a iH  • • • a U ,

мы докажем опорность плана X .
Доказательство проведем от противного. Если столбцы 

матрицы Ах' линейно зависимы, то ее последний столбец 
является линейной комбинацией первых 5 столбцов, так как 
эти столбцы по условию линейно независимы. В соответст
вии с (1.9) коэффициентами линейной комбинации оказы
ваются числа х̂ к. Но, по предположению,

~  2  a i L x $k a ik ^  0 -0=i р
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Следовательно, допущение о линейной зависимости столб
цов матрицы Ах* ошибочно; матрица Ах* неособенная.

Итак, план X' является опорным, причем его базис А х * 
в данном случае представляет собой матрицу порядка s + 1 ,  
полученную в результате окаймления матрицы Ах строкой 
( % .  aij,.......... ац„ aik) и столбцом (aiik, a lJt.............aisk,alk)T.

По предположению, X — невырожденный опорный план 
задачи (1.1) — (1.4).

Отсюда Xj > 0 ,  Д(/)> 0  и, следовательно, 0о>О. Обра
тившись к соотношению (1.17), обнаруживаем, что

2. Рассмотрим теперь другой случай, возникающий при 
выборе параметра Kt< 0 .  В этом случае для улучшения 
плана используется элементарное преобразование второго 
типа, определяемое гиперплоскостью

Вычисляем число 0О по формулам (1 .2 1 )— (1.23). Если 0о =  со, 
или, что то же самое, если оказываются выполненными 
условия

то ДГ(0)— план задачи (1.1) — (1.4) при любом 0 ^  0. В соот
ветствии с равенством (1.24) это означает неразрешимость 
исследуемой задачи (случай 2°).

Если условия (1.26) не выполняются, то 0 0< о о , что дает 
возможность определить план Х '~Х ф ^)  (случай 3°).

Как и в рассмотренном ранее случае, когда использова
лось элементарное преобразование первого типа, план X' 
оказывается опорным. Для того чтобы в этом убедиться, 
необходимо снова рассмотреть две возможности, возника
ющие при вычислении 0о.

Пусть 0О =  0'. Тогда

L{X’) =  L ( X ) - ^ k>L(X) .

П

2  ahlxj — •

(eri>0)
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при некотором г ^ # + 1 .  В этом случае

■*7 =  0, Р =  1, 2, г —  1, r + 1, s;
П

^jjj ^  /  === ^ ia 9 Ct =  1 ,  2 ,  • • • ,  ^ 1 ,  ^ 1 1 • • • »

Убедимся в неособенности квадратной матрицы (s — 1)-го 
порядка:

aiif, * • ' a l j r - i e i , / r + ,  • • • a u h

« ' « - . У . ” a h - i J r + i u ■■a h - > h

a h + i / r  • • a H + J r - i a H + d r + i ‘

a h j t • • • a i $ fr - 1 a t s j r+ 1 • *

Действительно, определитель матрицы Л*' с точностью до
знака совпадает с алгебраическим дополнением элемента а { ,

Ч Jr
матрицы Ах.  Поэтому

И х ' 1 =  ± e r t \ А х \ Ф О >

так как Qr t  Ф  0. Таким образом, X ' является опорным пла
ном с базисом Ахг, который представляет собой матрицу 
(s— 1)-го порядка, образующуюся из Ах вычеркиванием t -й 
строки и г-го столбца.

Допустим другую возможность: 0О =  0". В этом случае 

д(/> _
=  (б(/><0)

О t

при некотором I ф ia{ а = 1 ,  2, s). Очевидно,

•*7 =  0 при j*h jv Р =  1, 2 ........... s;
П

CL-jXi =  b • при i =  /а, (X = l ,  2, • • • t t 1, t - f -1, • у Sy

i—l.

Установим неособенность матрицы Ахч образованной из 
Ах заменой ее t -й строки на строку (а ^ , atJ ).



В соответствии с (1.19) вектор (elt , e2t, . . . ,  est)T яв
ляется t-м столбцом матрицы Ах . Поэтому коэффициент 
при t-ft строке в разложении вектора (а ^ , а ^  . . . ,  aljs ) 
по строкам матрицы Ах равен

Применяя, далее, теорему 2.1 гл. 4 к вектору (а ^ , аг . . .
. . . ,  atj )  и строкам матрицы Ах , приходим к выводу о
неособенности матрицы Ах '. Итак, в данном случае ЛТ ока
зывается опорным планом с базисом Ахч являющимся мат
рицей s-ro порядка.

Из предположения о невырожденности плана X  вытекает, 
что 9о> 0 .  Следовательно, в соответствии с равенством (1.24)

L(X') = L(X)— ktb>L(X).

1.5. Итак, имея опорный план X  задачи (1 .1 )— (1.4), мы 
либо устанавливаем его оптимальность (случай 1°) либо 
убеждаемся в неразрешимости задачи (случай 2°), либо 
строим новый опорный план^Т', связанный с большим значе
нием линейной формы (1.1) (случай 3°). Переход от плана 
X  к плану X'  составляет итерацию (шаг) метода. Моно
тонность роста линейной формы (1.1) от шага к шагу и 
ограниченность числа опорных планов задачи (1 .1)— (1.4) 
определяют конечность описанного метода.

Подчеркнем, что пока речь шла о случае, когда все 
планы исследуемой задачи являются невырожденными. Только 
это предположение гарантирует положительность параметра 
0О, а следовательно, и монотонный рост линейной формы (1.1) 
в каждой итерации метода.

Параметр 0О, необходимый для улучшения имеющегося 
опорного плана X , вычисляется как минимум некоторой си
стемы чисел. При использовании элементарного преобразо
вания первого типа она состоит из отношений

^ ( Р = ? + 1 ,  9 +  2, . . . .  s, х9к>0),

для а==1’ 2> •••.  4 ° < о ) .
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(1.27)
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В случае применения элементарного преобразования второго 
типа указанной системой чисел является система отношений

^ ( Р = ? +  1- Я +  2, ..
е р

Д<‘)
—■ для а== И 2> 5; б ^ < 0 ) .

(1.28)

Нетрудно проверить, что в невырожденном случае в системе 
чисел (1.27) или (1.28) существует единственный минималь
ный элемент (см. упражнение 3). Этот элемент, как было 
показано в предыдущем пункте, однозначно определяет ба
зис нового опорного плана X . В вырожденном случае 
минимум может достигаться сразу на нескольких элементах 
соответствующей системы (1.27) и (1.28). Для того чтобы 
определить базис нового опорного плана, необходимо среди 
чисел, равных 60, выбрать одно. Если этот выбор осуществлять 
произвольным образом, то, как показывают примеры, возмо
жен цикл, т. е. периодическое возвращение к одному и 
тому же базису. Однако зацикливание— явление довольно 
редкое. Поэтому в практических задачах выбор одного из 
минимальных чисел систем (1.27) и (1.28) можно произво
дить по любому правилу. Мы не будем здесь останавливаться 
на выводе правила, дающего полную гарантию от получения 
цикла в процессе решения любой задачи вида (1 .1 )— (1.4). 
Отметим только, что формирование такого правила можно 
осуществить с помощью неоднократно использованного в 
предыдущих главах е-приема.

1.6. Сделаем несколько замечаний относительно алго
ритма метода улучшения плана применительно к задаче
(1.1) — (1.4). Из соотношения (1.19) следует, что числа 
elV e2t, . . . ,  est составляют t -й столбец матрицы, обратной 
для матрицы

А Х ~ \ \ а /а /р Н *

-базиса опорного плана X, Следовательно,

Покажем, что с помощью обратной матрицы \\e \̂\s ба
зиса Ах легко определяются все необходимые промежуточ
ные параметры итерации, связанной с улучшением плана X.
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1. Числа Яа, а = 1 ,  2, $, необходимые для иссле
дования плана X  на оптимальность, удовлетворяют системе 
уравнений (1.5), или, в матричной форме,

^х^х~^х*  (1.29)

Здесь =  (A/j, . . . ,  Xs), Ах =  На /а/р11$> ^'x==(ci/i»* * •> ci 
Умножая обе части (1.29) справа на

А х1== ||*РХ
имеем

A t  =  ll^aiIji
или, что то же самое,

a===1> 2 , • ( 1 . 3 0 )

2. Если для улучшения плана используется элементар
ное преобразование первого типа, то необходимо определить 
числа x$k, р = 1 ,  2, . . . ,  s , составляющие решение системы 
уравнений (1.9). В матричной .форме система (1.9) имеет 
вид

А х Х Ь  =  а {х \

где X  ’ =  (xlk, x2k, xsk)T, Ak —{aixk ' ai2k' ' ‘ •<aisk)T’ 
Следовательно,

X k) =  AxlA{k-\

Расписывая последнее равенство в координатах, получаем 

S  e$<ta i<tk' р ^  Ь 2J • • • )  0*31)

3. В случае применения элементарного преобразования 
второго типа аналогом вектора X(k) является соответству
ющий столбец (£-й столбец) матрицы

Итак, для того чтобы провести отдельную итерацию 
метода, не решая систем уравнений, достаточно знать ма
трицу, обратную по отношению к базису улучшаемого плана.

1.7. Займемся выводом рекуррентных соотношений, ко
торые связывают элементы обратных матриц двух соседних 
(получаемых один из другого за одну итерацию) базисов.
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Напомним одно утверждение, которым мы неоднократно 
пользовались в предыдущих главах (см. п. 1.3 гл. 5). Рас
смотрим произвольную неособенную квадратную матрицу 
1К7||р порядка Q. Положим || d iJ || =  \ \ d tj \ \q \  Если в мат
рице ||^ 7 ||р заменить / 0-й столбец на вектор D 0 =
=  (d io’ dio> • • • - rfpo)r> то матрица \\йц\\? обратная по отно- 

шению ко вновь полученной матрице, определяется в соот
ветствии с соотношениями

d 'u —  |  

/ = 1, 2,

d i j -
h o ! d io 

. ’
d 1oO

3/р/
i = Ud j 0o

2, . . . .  Q.

(1.32)

Здесь через d/V /  =  1, 2, Q, обозначены коэффициенты 
разложения вектора D0 по столбцам dtJ, dfj)T
матрицы ||d (7||p:

у о -
(1.33)

Пусть теперь в матрице ||fi?,/|L l-я строка заменена век
тором D <0) =  (d , d0 d ). Соответствующую обрат
ную матрицу обозначим снова через |\dtj\\0. Учитывая, что 
IIйу\\1 — обратная матрица по отношению к матрице ||^ l7||J , 
и формулы (1.32), (1.33), получаем рекуррентные соотноше
ния, связывающие \\d\j\\? и ||S l7||p:

d { f  =

/ = 1 ,  2,

d u —$i-°d,и j 1aoio
diio .
doio

о/’

е, / = ! .  2,
где

d o i —  ^  d f i d o f i  z' ^ > 2 )  
y = i

,Q-

(1.34)

(1.35)

Перейдем к случаю, когда новая матрица образуется из 
путем окаймления последней одной строкой и одним
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столбцом. Схематически новая матрица |№ /||р+1 может быть 
изображена следующим образом:

ш \ ?+1 =
d ij d io

d. i d
{ й ф  0). (1.36)

Используя схематическую запись (1.36), введем матрицы

i k , C , =

l|rf|7llQ + . *

dij 0

J  0 1

d iJ 0

d0 j d

Как нетрудно проверить непосредственным умножением со
ответствующих матриц,

IK7IIq1 = d u 0
0 1

является матрицей, обратной по отношению к lltf/yllo+j. 
Матрица Hd^yllg+i отличается от ||^ у ||д+1 только последней 
строкой. Применяя формулы (1.34), получаем, что

IK/H(2)
Q + i

d ij о

- d « j l d  Т Ц

представляет собой матрицу, обратную для Ця у̂Цд+ь Здесь 
числа ^ определяю тся из (1.35).

В свою очередь матрица \\dij\\? + l отличается от матрицы 
W d ^ h  только одним последним столбцом. Поэтому для 
определения элементов матрицы

\ \ Ъ \ \ 9+г =  \\а М г

можно воспользоваться рекуррентными соотношениями (1.32), 
применив их к уже известной матрице ||^y||Q+i.

Вычислим коэффициенты d |2) разложения по столбцам 
матрицы l l^ . | |0(+i вектора (d lQ, d20, . . . ,  dpo, d) r , используем
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явные выражения для элементов матрицы Ц̂ -уНр+Г*

== *=  ^ ••• )  Qj

42)= { V=‘ , о (1-37)
1 2 ̂ -«1 о̂т̂о’ * Q “Ь1 •

Y=i

В соответствии с формулами (1.32) и равенствами (1.37) 
получаем

*ч

d 0 jdio

4  j

для i, j =  1, 2,

для г =  е +  1, j = \ ,  2, q;

(1.38)
для i =  \, 2, . . Q, y = e +  1; 

для t = y = Q + l .

Здесь параметры d0j  и d io определяются по формулам 
(1.35) и (1.33) соответственно, а

d 0 =  d ~  $  К а ч  =  d  ~  I ]  d n d 4 -  (! -39>Y=i Y=i
Наконец, рассмотрим последний случай, когда из матрицы 

\\dtj\l вычеркивается одна строка (с номером /0) и один 
столбец \с номером / 0). В результате образуется матрица 
1№/НР-1 порядка Q  — 1. Обозначим матрицу, обратную для 
вновь полученной матрицы \ \d i j \ \ p__l , через ||5//1|р—1. Введем

две вспомогательные матрицы порядка д: Ц -̂уЦд1*, образу
ющуюся из ||d /y||p заменой /0-й строки единичной строкой 
с единицей на / 0-м месте, и | | ^ / | | q 2 ) ,  которая в свою очередь
образуется из II^H q* заменой / 0-го столбца /0-м единичным 
вектором.

Связь между обратными матрицами для матриц ||^ у ||р
iK y ll^  и ЦйГ/yllQ), \\diy!lg2) может быть установлена с помо
щью соотношений (1.34) и (1.32) соответственно.
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Если из матрицы, обратной по отношению к матрице 
11̂ 1/Исм вычеркнуть /0-й столбец и / в-ю строку, получим 
искомую матрицу И г̂/Н” 1.

Приведенные соображения позволяют вывести следующее 
рекуррентное соотношение, связывающее элементы матриц 
I К Д  и \\dij\\?_l:

(  d ij, 1 < и J < t "
1 У '
J &i +1, У < * о .

! / + 1  > i < J 0> о-

^ di +1, / +  1 5 0-

З / о / З ;
dua

(1.40)

(1.41)

Предлагаем читателю в качестве упражнения доказать спра
ведливость формул (1.40), (1.41) (см. упражнение 4).

1.8. В процессе улучшения плана могут представиться 
четыре различные возможности для изменения базиса. Они 
определяются типом выбранного элементарного преобразо
вания и тем, чему (0о или 0О) равен параметр 0О. Выведен
ные выше формулы позволяют для каждого из этих случаев 
получить рекуррентные зависимости, связывающие элементы 
соответствующих обратных матриц.

1. Используется элементарное преобразование первого 
типа, определяемое гиперплоскостью xk =  0, причем

Базис AXf нового опорного плана X' образуется из ба
зиса Ах плана X  заменой столбцом (aiik, а-^, . . . ,  aisk) T г-го 
столбца.

Обозначим обратные матрицы для Ах и Ах> через ||е^|| 9 
и \\etj\\s соответственно.
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Используя соотношения (1.32), (1.33), получаем

e r / * i k

I
е ц  =

* r k
1 ф г 9

Ч  .— , i =  г,
* r k  ‘

(1.42)

/, j  — 1, 2, • . . ,  s.
( Х\

Здесь числа xik— коэффициенты разложения вектора А\  по 
столбцам базиса Ах — вычисляются по формуле (1.31).

2. Используется то же элементарное преобразование, 
что и в предыдущем случае, но

А(/)

В этом случае базис Ах» плана X ' образуется путем окайм
ления базиса Ах строкой (a/7l, а//2, . . .  ,#//„ aik) и столбцом 
(a{lk, • • • ,  disk, CLik) T. Отметим, что коэффициенты
разложения строки (a/7l, а //2, . . . ,  а //5) по строкам базиса 
Ах определяются как

6k0 =  2<**/3*00, а =  1, 2, . . s. (1.43)
0=1 р

Применяя соотношения (1.38), получаем следующее выраже
ние для элементов матрицы обратной по отно
шению к матрице А х»>

е ч  =

Здесь

*-4
.

l 
+

<ъ
 L

o
*

i 
< 

°
 

1 
" 5

Д Л Я

д л я

_ Xjk
е*
1

д л я

*0
д л я

S

©

II » 1

■ 2 ^  
Y =  i

(1.44)

s , j  =  s +  1,

Z A a li^X
Y = l
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3. Применяется элементарное преобразование второго 
типа, определяемое гиперплоскостью

п

причем

6 = 6 ' =  ^ г .
0 0 ел

В.этих предположениях базис АХ' плана X* образуется из 
Ах вычеркиванием t -й строки и г-го столбца. Поэтому для по- 
лучения требуемых рекуррентных соотношений между ||е* /||5 
и || e'.j || s_ , —  обратной матрицей базиса АХг— можно восполь
зоваться формулами (2.40) и (2.41). Итак,

е а ~ ~  1

e r j e i t

e v ~ ~ ^ T ’
если К г

e r j e i  + 1 , t если i ' S z r

e r ,  j + \ e i t

ei’ /+I ert ’
если К г ,

e r , / + i  € i  + 1, t  
e t + u , + i  g r t если i ^ r ,

( / ,  / =  1 ,  2, . . 1).

(1.45)

4. Последняя возможность возникает при использовании 
того же элементарного преобразования, что и в случае 3°, и

и _ й » _  д(г>
60 9о -  Ц 1 )  •

Базис Ах' плана X' образуется из Ах путем замены t-ft 
строки строкой (а//1? а//2, . . . ,  ац&). Если воспользоваться 
формулами (1.34), (1.35) и учесть (1.43), то получим сле
дующее выражение для элементов матрицы || е'.. || обратной 
по отношению к Ах'в*

V
] ф и

i = t ,

s.

( 1.46)



Приведенные рекуррентные соотношения (1.42), (1.44) — 
(1.46), а также указанные ранее выражения (1.30), (1.31) 
являются основой для составления алгоритма рассматривае
мого метода. Рекомендуем читателю составить этот алгоритм 
самостоятельно (см. упражнение 5). Отметим только, что 
главная часть основных таблиц алгоритма заполняется элемен
тами матриц \\ei f \\s, и следовательно, имеет размеры s x s ,  
где

шах(р, #) С  $ min (/я, /г) =  ф1#

1.9. В заключение параграфа сделаем несколько замеча
ний. Для приведения задачи (1.1) — (1.4) к каноническому 
виду необходимо ввести т—р новых неотрицательных пере
менных (по числу неравенств системы (1.3)) и освободиться 
от q старых переменных, не ограниченных требованием неот
рицательности. В результате образуется задача с п-\- т — (p~\~q) 
неотрицательными переменными и т—q условиями-равенст
вами. Поэтому при решении приведенной задачи вторым 
алгоритмом метода улучшения плана необходимо иметь дело 
с обратными матрицами порядка ф2 — т — q. Как отмечалось 
в конце предыдущего пункта, порядок обратных матриц, 
с которыми приходится оперировать при решении задачи 
описанным здесь методом, не превышает

Ф1==т1п (т, п).

При реализации указанных методов на универсальных 
цифровых машинах обратная матрица, преобразуемая от шага 
к шагу, обычно помещается в оперативную память. Поэтому 
размер этой матрицы является основным параметром, в за
висимости от значения которого задача «влезает» или «не 
влезает» в машину. При ручном счете также выгоднее, 
чтобы преобразуемые матрицы имели возможно меньший 
порядок.

Отсюда следует, что ответ на вопрос о том, приводить 
ли задачу (1 .1 )— (1.4) к каноническому виду или решать 
описанным здесь методом, зависит от соотношения чисел

Ф1 =  ш1п(т, п) 
и

ф * =  m - q -
Если Ф2^ Ф 1? то предварительное приведение задачи к
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каноническому виду оправдано. Если же

Ф2 >  Ф, =  Ъ
то целесообразно применить модификацию метода улучшения 
плана, описанию которой посвящен этот параграф.

Заметим, что при и q^z 1 размеры задачи (1.1) —
(1.4) могут быть сокращены за счет исключения

т =  min (р, q)

переменных (из числа первых q переменных) и отбрасывания т 
уравнений системы (1.2). В результате этих преобразований 
образуется новая задача типа (1.1) — (1.4), причем хотя бы 
один из ее параметров (р, q) заведомо равен нулю.

Однако в процессе сокращения числа переменных матрица 
условий А задачи изменяется. Поэтому не исключено, что 
матрица условий А' эквивалентной задачи оказывается менее 
выгодной для анализа, чем матрица А\ например, матрица А 
может обладать существенно более высоким процентом ну
левых элементов по сравнению с матрицей А'. Естественно, 
что в подобных случаях указанное преобразование приводит 
к усложнению вычислительной работы: незначительное умень
шение размеров задачи влечет за собой существенное увели
чение трудоемкости отдельной итерации. В тех случаях, 
когда матрица А не обладает полезными особенностями и 
р, q^z  1, исключение части переменных задачи (1.1) — (1.4) 
следует признать целесообразным.

Приведенные замечания еще раз подчеркивают важность 
предварительного анализа условий задачи.

1.10. Существует ряд классов задач линейного програм
мирования, которые выгоднее решать в их естественной за
писи. Отметим некоторые из них.

Рассмотрим общую задачу линейного программирования 
с п неотрицательными переменными и т условиями-равенст
вами (т<С,п). Известно, что задача, двойственная по отно
шению к ней, содержит т переменных, не ограниченных 
требованием неотрицательности, и п условий-неравенств. 
Поэтому для двойственной задачи

(p1= m in (m , п) =  т; ср2 — я — т.

Если т < п — w, то решение двойственной задачи целе
сообразно проводить, не изменяя ее записи. В § 8 гл. 6
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было показано, что метод уточнения оценок состоит в при
менении метода улучшения плана к двойственной задаче. 
При этом, как нетрудно сообразить, двойственная задача 
решается в соответствии с методом, описанным в этом 
параграфе. Поскольку ни одно из переменных двойственной 
задачи не ограничено условием неотрицательности, в про- 

✓  цессе решения используется только элементарное преобра
зование второго типа и 0о =  О".

Вследствие этого при улучшении плана двойственной 
задачи (системы предварительных оценок) реализуется только 
случай 4°: базисы соседних опорных планов различаются 
одной строкой (или, в терминах исходной задачи, одним 
вектором условий).

В качестве второго примера приведем постановку общей 
задачи линейного программирования в форме Л. В. Канто
ровича [64] (в форме общей планово-производственной за
дачи).

Производство или группа предприятий должны выпускать 
т2 различных конечных продуктов в заранее заданной про
порции (в заданном ассортименте), определяемой числами 
Я15 А,2, . . . ,  Хт2. При этом используются т1 производствен
ных факторов, запасы которых составляют bv b2, . . . ,  bmj 
соответствующих единиц. По условию, Ь{ ^  0 (i— 1,2,  . . . ,  тх). 
Если Ь{ — 0, то это означает, что /-й фактор является полу
фабрикатом данного производства.

Имеется определенное количество (п) заранее отработан
ных способов производства. Способ производства с номером j  
характеризуется вектором

4 / = ( V  «»/• • ••> a mj)T>

где т — т1-\-т2. Первые ту компонент вектора Aj опреде
ляют затраты соответствующих производственных факторов, 
связанные с реализацией у-го способа производства в тече
ние единицы времени (с единичной интенсивностью). Осталь
ные т2 компонент совпадают с количествами соответствующих 
конечных продуктов, производимыми по данному способу 
в единицу времени. Основная цель производства заключается 
в получении возможно большего количества конечных про
дуктов при соблюдении заданных пропорций, используя при 
этом только имеющиеся в наличии ресурсы.
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Под планом производства, как обычно, понимается набор 
Х = ( х г, х2, . . . ,  х п) интенсивностей использования различ
ных способов производства.

Задача определения оптимального плана производства
имеет следующую математическую формулировку.

Требуется определить вектор X = ( x v х21 хп, V),
удовлетворяющий условиям

п

2  &mi+i, / Xj l — 1 j 2, . ш2\ (1.47)

n

^ V i / X j  t =  1, 2, (1.48)

* / > 0 ,  / = 1 ,  2, /г, (1.49)

и имеющий максимально возможную (л+1)-ю  компоненту
L (X) =  К. (1.50)

Если под комплектом конечных продуктов понимать на
бор этих продуктов в количествах А,2, . . . ,  Хтя, то 
V— число комплектов конечных продуктов, которое можно 
получить при реализации плана X = ( x v х2, . . . ,  х п).

Задача (1.47) — (1.50) имеет п-f-1 переменных, из кото
рых п предполагаются неотрицательными, и т = тх-\-т2 
условий-неравенств. В данном случае

Ф1 =  min (я +  1j тх-{-т2), 
<f>2 = mi + m2 — 1.

Обычно г к ^ т ^ - т ^  и, следовательно, ф1< ф 2. Это 
означает, что при решении задачи (1.47) — (1.50) целесооб
разно оставить ее в том естественном виде, в котором она 
формулируется.

В следующем параграфе, где рассматривается модифика
ция метода улучшения плана, основанная на одновременном 
введении в базис нескольких векторов условий, мы снова 
столкнемся с необходимостью использовать изложенный здесь 
метод.

Отметим, наконец, класс задач наилучшего равномерного 
приближения функций, заданных на конечной системе точек, 
посредством линейных комбинаций фиксированного набора

22 д ,  Ю^ин и В. Гольштейн



функций. Применение метода улучшения плана в той форме, 
которая была здесь описана, к задачам указанного класса 
приводит к методу С. И. Зуховицкого [60].

В этом параграфе мы затронули только метод улучше
ния плана. Однако это не означает, что другие общие 
методы линейного программирования могут использоваться 
лишь для задач, приведенных к каноническому виду. Каж
дый общий метод линейного программирования может быть 
приспособлен также и для задач типа (1.1) — (1.4), подобно 
тому как это сделано в настоящем параграфе применительно 
к методу улучшения плана.

§ 2. Модификация конечных методов

2.1. Рассмотрим общую задачу линейного программиро
вания, заданную в канонической форме.

Метод последовательного улучшения плана состоит в дви
жении по соседним опорным планам задачи, базисы которых 
различаются единственным вектором. Вектор, подлежащий 
включению в базис, выбирается из числа векторов условий, 
имеющих отрицательные относительные оценки. Обычно этим 
свойством обладает ряд векторов условий. Каждый такой 
вектор является подходящим для введения в базис. Однако 
в соответствии с рекомендациями метода улучшения плана 
в новый базис включается только один подходящий вектор. 
Возникает вопрос, нельзя ли так модифицировать метод 
улучшения плана, чтобы можно было вводить в базис сразу 
несколько подходящих векторов условий. Аналогичный во
прос встает и для метода последовательного уточнения 
оценок.

При использовании метода уточнения оценок процесс 
решения задачи заключается в движении по ее соседним 
псевдопланам. Базисы двух соседних псевдопланов различа
ются только одним вектором условий. Для перехода к новому 
псевдоплану вычисляются коэффициенты разложения вектора 
ограничений по векторам базиса данного псевдоплана. Век
торы базиса, отвечающие отрицательным коэффициентам, 
являются подходящими для исключения из базиса. Хотя 
в большинстве случаев имеется несколько подходящих для 
исключения векторов, из базиса удаляется только один 
из них. Поэтому совершенно естественным является вопрос
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о том, можно ли исключить из базиса псевдоплана сразу 
несколько подходящих векторов.

Настоящий параграф посвящен рассмотрению поставленных 
вопросов. Оказывается, каждый из них разрешается в поло
жительном смысле, причем для задач больших размеров 
реализация соображений, указанных ниже, приводит к весьма 
ощутимым вычислительным преимуществам. Основная часть 
параграфа относится к методу улучшения плана, модифика
ция метода уточнения оценок излагается более кратко. 
Некоторые из рекомендаций этого параграфа содержатся 
также в работе [2].

2.2. Все рассуждения будут проводиться применительно 
к задаче линейного программирования, состоящей в макси
мизации линейной формы
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п
ц х ) = 2 с /Х/ (2.1)

при ограничениях
п
2 ацх] = bj, / =  1, 2, . . .  
/=*

m (2.2)

•*7> 0, / =  1, 2, . . . ., п. (2.3)

Пусть Х 0 — (л̂ 0), л;<0), . . . ,  Х(п0)) — опорный план задачи
(2.1) —(2.3) с базисом ASi, ASs, . . . , Л 5/П. Здесь, как обычно, 
Лу=( а  ., агР . . . ,  ап ) т—j -й вектор условий задачи
(2.1) — (2.3).

Перепишем систему уравнений (2.2) в эквивалентной 
форме, выразив базисные переменные данного плана относи
тельно остальных неизвестных системы (см. п. 4.1 гл. 5):

х ч =  х ы — 2  ХцХр * =  1. 2, да. (2.4)
/ £ 1 v л о

Здесь величины лг1у., х2р . . . ,  xmj  являются соответствую
щими коэффициентами разложения вектора Aj по векторам 
A v  Asa •••> A $m базиса плана Х0 (j== 0, 1, . . . ,  п; А0=В).  
Через 1хо обозначено множество индексов slt $2, . . . ,  s , 
отвечающих векторам базиса плана Х 0.

Если заменить в линейной форме (2.1) переменные x Sp 
i=  1, 2, . . . ,  m их выражениями из (2.4), получим (см/

22
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формулу (4.7) гл. 5)

L{X) =  L (X 0) -  S  AjXj,
/С /у

(2.5)

где
т

А / =  1 ± х и с ч  —  с р  j =  1 , 2 ,  . л.

В случае Д у^О  для j $ I x 0 план Х0 оказывается опти
мальным. Допустим теперь, что среди параметров Ду имеются 
отрицательные. В соответствии с методом улучшения плана 
выбирается один из таких параметров, скажем, Д ^ ^ О . 
После этого внебазисная переменная xk начинает увеличи
ваться. Остальные внебазисные переменные сохраняют свои 
нулевые значения. Величины базисных переменных определя
ются формулой (2.4).

Если обозначить текущее значение k-Pi переменной через 0, 
то для выполнения условий (2.3) необходимо и достаточно, 
чтобы

/ =  1, 2, т\ 0 ^ 0 .  (2.6)

При соблюдении требований (2.6) вектор

Z(0) =  (x1(6), Хг ф), . . . , *„( 6) ) ,

оказывается планом задачи (2.1) — (2.3).
Переход от плана Х0 к плану X  (0) сопровождается 

возрастанием линейной формы (2.1) на величину

Естественно подобрать такое значение 0О переменной 0, 
на котором линейная функция (2.7) достигает максимума 
при условиях (2.6). Значение 0О является, таким образом, 
решением задачи линейного программирования (2.6), (2.7) 
с одной переменной (0).

Допустим теперь, что имеется ряд отрицательных вели
чин Л . П опытярмся rrppth rnaav нисколько векторов усло-

где

£ ( * ( 6 ) ) - £ ( * о) =  -Д * 0 . (2.7)
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Обозначим через Е множество индексов векторов 
которые выбраны для одновременного включения в базис. 
Пусть 0^(р£2:)—текущее значение переменной, отвечающей 
вводимому вектору А . Из соотношений (2.4) получаем, 
что при фиксированных значениях 0̂ , р £ Е величины базис
ных (в смысле Х 0) переменных x Si оказываются равными

x i<> — 2  W
н, е Е

Таким образом, параметры 0̂ , р £ £ ,  определяют преобра
зование плана Х 0 в вектор X  (0) =  (л  ̂(6), хп ф)), опре
деляемый формулой

Г 2 j  =  st ( i = \ ,  2,

*/(0) =
1
|

Цб Е

У € Е,
I{ 0 в остальных случаях.

Здесь под 0 понимается набор параметров 0̂  при р £ Е.
По построению вектор X  (0) удовлетворяет равенствам

(2.2) при любых значениях 0 , [х££х- Поэтому соблюдение 
системы неравенств

Xi0— 2  i =  1, 2...........т, (2.9)
JLX 6 Е

0 ^ 0 ,  р 6 Ел (2.10)

является необходимым и достаточным условием для того, 
чтобы вектор ^Y(0) был планом задачи (2.1)— (2.3).

Из равенства (2.5) получаем

£ ( ^ ( 0 ) ) - L ( ^ o) =  - 2  АО (2.11)

Параметры 0 , р £ Е, естественно выбрать такими, чтобы 
при переходе к новому плану J^(0) линейная форма (2.1) 
увеличилась на возможно большую величину. Следовательно, 
искомые значения пераметров 0 ,̂ р £ £ ,  определяются путем 
максимизации линейной формы (2.11), переменные которой 
связаны ограничениями (2.9) и (2.10).

Назовем задачу (2.9) — (2.11) вспомогательной задачей, 
отвечающей плану Х0 и множеству Е. Обозначим через t 
число переменных вспомогательной задачи, равное числу



элементов множества Е. Матрица Ах^ е условий вспомога
тельной задачи состоит из элементов х ^  и имеет размеры m x t .

2.3. Сформулированная задача (2.9)— (2.11) записана 
не в канонической форме. Поэтому для ее решения может 
быть использована модификация метода улучшения плана, 
изложенная в предыдущем параграфе. В соответствии с общим 
определением, данным в п. 1.1, каждому опорному плану 
задачи (2.9)— (2.11) отвечает невырожденная квадратная 
подматрица матрицы Ах^ Е—базис опорного плана. Порядок 
базиса т изменяется в пределах от 0 до min(/,  т). Число 
переменных t вспомогательной задачи (2.9) — (2.11) обычно 
выбирается меньшим т. Поэтому

О < т

Отметим, что случай т =  0 (множество элементов базиса 
пусто) в данной задаче реализуем. Этому случаю отвечает 
опорный план 0̂  == 0 для р  £ Е.

Приняв опорный план 0̂  =  0 для р  £ £  за исходный, 
применим для решения задачи (2.9) — (2.11) метод последо
вательного улучшения плана. Поскольку А|А< 0  при р £ £ ,  
первая итерация метода не может завершиться случаем 1°. 
Следовательно, процесс решения вспомогательной задачи 
закончится либо установлением ее неразрешимости, либо 
получением опорного оптимального плана с базисом порядка т, 
где

1 < т  < * .

Первая возможность указывает на неразрешимость исход
ной задачи (2.1) — (2.3). Рассмотрим вторую возможность.

Пусть базис полученного опорного решения 0 , р  £ £, 
вспомогательной задачи состоит из элементов, расположен
ных на пересечении строк и столбцов матрицы Ахо> Е с номе
рами rv г2, . . .  , гт и kv k21 . . . ,  kx соответственно. 
Обозначим через Х' = (хи х'2, , хп) план задачи (2.1) —
— (2.3), который определяется по формуле (2.8), где пара
метры 0̂  заменены на 0̂  (р £ Е).

Очевидно,

** = x io—  2  * ,А = = 0  при i = r1, г2, гт;
Е ‘ ^

Xj =  0, если j ^ x Q и

6 7 8  КОНЕЧНЫЕ МЕТОДЫ ЛИНЕЙНОГО п р о г р а м м и р о в а н и я  [ г л .  8
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Пусть Jx> —множество индексов векторов условий, обра
зуемое из JXq заменой индексов s { для / =  гр г2, , гт
на kx, k2, . . . , kT.

Для доказательства опорности плана X'  необходимо убе
диться в линейной независимости векторов Ар j £ I x f- 

Положим

где Лх0 — матрица, составленная из векторов базиса плана Х0. 
Образуем определитель Dx > из компонент векторов Xj , 
у£ / х ' .  Раскладывая определитель Dxf по столбцам

где D0 — определитель базиса решения вспомогательной за
дачи (2.9)— (2.11) Но D0 Ф 0. Следовательно, Dxf ф 0, и 
система векторов Xj, j^Jx*  линейно независима.

Учитывая, далее, что А ~  Ax Xj  и \АХ \ ф0 ,  приходим 
к выводу о линейной независимости системы Лу для. j £ Ix ' -  
Итак, опорность плана X' доказана.

В результате решения вспомогательной задачи получаем:
а) индексы j  £ Е  векторов Ар которые целесообразно 

включить в базис (у = £ х, А, — 1, 2, . . .  , т);
б) индексы s{ векторов ASi, подлежащих исключению 

из базиса (/ =  гх, Я =  1, 2, . . . ,  т).
Отметим, что число т векторов, вводимых в базис, может 

оказаться меньшим числа t элементов множества Е. Однако, 
как мы видели, т :> 1 . Поэтому хотя бы одна позиция 
базиса будет заведомо обновлена. В большинстве случаев 
число обновляемых позиций базиса оказывается ббльшим еди
ницы. Совокупность операций, необходимых для перехода 
от плана Х 0 к плану Х \  назовем большой итерацией. 
Отдельный шаг метода улучшения плана, применяемого для 
решения вспомогательной задачи, будем называть малой 
итерацией. Для начала очередной большой итерации, свя
занной с опорным планом Х \  необходимо знать либо коэф
фициенты разложения векторов условий по базису плана

X j  —  A x 0A j — (x ip х.’2/’ • • * > xmj)T>

1 с  / ^  w,  i ф г х, 1 ^  X < ;  т,
имеем
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X'  (первый алгоритм), либо матрицу, обратную для базиса 
плана X'  (второй алгоритм).

2.4. Остановимся на втором алгоритме. Выведем рекур
рентные соотношения, которые связывают элементы матриц

Ах1 — IIе; / IL> А~х'=\\ец\\т.
Матрицы АХо и А х ' —матрицы базисов планов Х0 и X ' 

различаются т векторами. Для упрощения обозначений допу
стим, что в матрице АХо заменяются первые т позиций, т. е. 
гх =  1, . . . ,  гт =  т. Этого всегда можно добиться за счет 
соответствующей перестановки столбцов матрицы АХо и строк 
матрицы Ах 10. Итак,

A x f =  (Akxi Ak̂  • • • » Ay,+1J • • • ) А^).

Умножая Ах'  слева на Л*0, имеем

где
А х 0А х ( • • • »  e t  + h  • • •  J e m )> ( 2 . 1 2 )

X j ~ A x \ A j ,  g f =  ( 0 ,  0 ,  . . .  , 0 ,  1 ,  0 ,  . . .  , O ) 7 .

Матрица (Xkx, Xk?, . . .  , Xk ) составлена из коэффициентов 
разложения вводимых в базис векторов Aki, Ak , . . .  , 
по векторам базиса плана Х0.

Пусть £ х— квадратная матрица порядка т, образованная 
первыми т строками матрицы (Xki, . . .  , ) (Д. состоит
из коэффициентов разложения вводимых векторов, которые 
соответствуют векторам, исключаемым из базиса). Обозначим 
через Bm_TfX матрицу размеров (т — т ) хт ,  составленную 
из остальных (т — т) строк матрицы (Xki, Xki, . . . ,  Xk ).

В этих обозначениях равенство (2.12) может быть пере
писано в виде

Ах]Ах'
Вх

Дя-т > Т
(2.13)

где Ott л _х— нулевая матрица размеров t x ( w — т), Ет_х — 
единичная матрица порядка т —т. Путем непосредственного
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перемножения матриц нетрудно проверить справедливость 
равенства

Соотношение (2.15) устанавливает искомую связь между 
матрицами Ах* и Ах]»

Разделим элементы матрицы Ах] =  ll^yL на две группы: 
первая группа охватывает первые т строк матрицы Ах\> 
вторая составлена из элементов оставшихся т — т строк. 
Полученные группы элементов представляют собой матрицы 
К Д ,  Ik+ w lL -T , т размеров тхт  и (от— т ) х «  соот- 
ветственно. Аналогично разобьем матрицу Ах' = \ец\т на мат
рицы \\ец \ ^ т и lei+Xf /||m_tj т. Учет специальной структуры 
матрицы D, определяемой соотношением (2.14), позволяет 
конкретизировать формулу (2.15) следующим образом:

Полученные формулы являются естественным обобщением 
рекуррентных соотношений (1.21) гл. 5, которые широко 
использовались при алгоритмизации методов линейного 
программирования. Эти соотношения— частный случай формул
(2.16), (2.17) при т =  1.

Приведем краткое описание последовательности действий, 
связанных с одной большой итерацией при использовании 
второго алгоритма.

Перед началом итерации известны опорный план Х 0 
с базисом (А^, AS2, . . . ,  ASfn) — AXq и обратная матрица

1 +  т ,  / ш - т ,  т °т — х,

i j  |1т, т •

A ~ > i7IL (2-16)
(2.17)

Ак\ =  \\еч \\т.



Вычисляются величины
т

Xt- =  2  csae<tb /==1, 2, . . .  , w,
a=i

затем определяются параметры
т

Д у = ^ 2  aij^i СР о*

В случае неотрицательности всех параметров Aу делается 
вывод об оптимальности плана Х 0. Если же среди А у 
имеются отрицательные числа, то приступают к построению 
нового опорного плана X ' . Для этого выбирается несколько 
(t) векторов условий, которые целесообразно ввести в базис 
(множество индексов таких векторов обозначено через Е). 
Целесообразность ввода вектора Aj в базис обычно опреде
ляется величиной Ду.— оценкой Aj относительно старого 
базиса. Однако при выборе системы вводимых векторов 
могут использоваться и другие соображения. Выбор числа t 
элементов множества Е во многом зависит от характера 
применяемых вычислительных средств, обычно t <£ т (к этому 
вопросу мы вернемся в следующем пункте).

Множество Е определяет вспомогательную задачу
(2.9) — (2.11) с t неотрицательными переменными и т усло
виями-неравенствами. Параметры x {j вспомогательной задачи 
вычисляются с помощью матрицы f^y l^ :

т

Х ц =  2  в«/е,. (/€£>•
a=i

Для решения задачи (2.9) — (2.11) применяется модифи
кация метода улучшения плана, описанная в предыдущем 
параграфе. В исходном плане вспомогательной задачи все 
переменные равны нулю, базис этого плана не содержит ни 
одного элемента. На каждом шаге решения вспомогательной 
задачи вычисляется (по рекуррентным формулам) обратная 
матрица по отношению к базису соответствующего плана. 
Процесс решения завершается либо обнаружением неразре
шимости вспомогательной задачи, либо определением ее 
оптимального плана с базисом ВТ. В первом случае делается 
вывод о неразрешимости задачи (2.1)—(2.3), во втором —

6 8 2  КОНЕЧНЫЕ МЕТОДЫ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ [гл .  8
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осуществляется переход к новому опорному плану иссле
дуемой задачи.

Пусть базис #_ оптимального плана 0 , р, £ Е задачи
(2.9) — (2.11) состоит из элементов матрицы условий вспо
могательной задачи, которые расположены на пересечении 
строк и столбцов с номерами rv г2, ... , гт и k v  k 2 , .. . , k x 

соответственно. В таком случае базис Ах* нового опорного 
плана X ' задачи (2.1) — (2.3) образуется из АХо путем 
обновления позиций rv г2, ... , гт за счет векторов Aki, 
Ak , . . .  , Ak \ компоненты плана X'  вычисляются по фор
мулам (2.8), где 0̂  заменены на 0 .̂

При решении вспомогательной задачи вместе с ее опти
мальным планом вычисляется матрица 57 Поэтому Для 
определения матрицы

Ах* H K v lL
обратной для базиса плана X ' , можно воспользоваться 
рекуррентными соотношениями (2.16), (2.17). В результате 
получаем план X* и матрицу Л*? — необходимые данные 
для проведения следующей большой итерации.

2.5. Сделаем несколько замечаний, которые позволят 
читателю более отчетливо представить смысл и достоинства 
описанной здесь модификации метода улучшения плана. 
Поясним геометрическую сущность большой итерации. Огра
ничимся первой геометрической интерпретацией. Опорный 
план Х 0 соответствует вершине многогранного множества усло
вий задачи (2.1)— (2.3) (множества Ж). После выяснения 
неоптимальности плана Х 0 формируется множество Е индек
сов векторов условий, выбранных для включения в новый 
базис. Множество Е определяет вспомогательную задачу 
данной итерации. Вершина X  является пересечением гипер
плоскости с уравнениями (2.2) и

Ху — 0 при J$rXo. (2.18)

Выделив множество Е} мы заменяем ограничения (2.18) 
для j £ E  условиями Xj ^  0. Следовательно, многогранное 
множество МЕ условий вспомогательной задачи является 
гранью множества Ж, проходящей через вершину Х0. Вспо
могательная задача связана с максимизацией линейной формы 
основной задачи на множестве МЕ. Размерность qe множества



МЕ не превосходит t. В невырожденном случае qe — t. Точка 
Х 0—вершина множества МЕ. Процесс решения вспомога
тельной задачи состоит в движении по соседним вершинам 
множества МЕ, начиная с вершины X . Это движение осу
ществляется по правилам метода улучшения плана и поэтому 
(в невырожденном случае) сопровождается монотонным уве
личением линейной формы задачи (2.1) — (2.3).

Операции, связанные с переходом от одной вершины мно
жества МЕ к другой (соседней), составляют малую итерацию. 
Каждая вершина МЕ является вершиной множества М. 
Поэтому, получив оптимальный опорный план вспомогатель
ной задачи, мы тем самым придем к новому опорному плану 
X  основной задачи — результату данной большой итерации.

При t =  1 и невырожденности плана Х0 множество МЕ 
оказывается ребром множества М.

Ограниченное множество МЕ имеет две вершины. Поэтому 
решение вспомогательной задачи требует только одной ите
рации. Этот случай имеет место при использовании обычной 
формы метода улучшения плана.

Вспомогательная задача образуется из основной задачи, 
если в последней некоторые из переменных полагаются 
равными нулю. Выбор нулевых переменных для каждой вспо
могательной задачи может осуществляться различными спо
собами.

При использовании метода улучшения плана естественно 
руководствоваться величинами оценок Ду. векторов условий 
Aj относительно данного базиса, полагая равными нулю те 
Хр для которых Д у > Д ,  где Д — некоторое число. В методе 
сокращения невязок и в его модификациях также строится 
последовательность вспомогательных задач. Однако здесь 
для выбора Xj =  0 используется текущий план двойственной 
задачи.

Приведенная здесь модификация метода улучшения плана 
позволяет расширить ограничения на размеры задачи, которые 
определяются емкостью оперативной памяти используемой 
универсальной вычислительной машины. Матрица условий 
задачи больших размеров записывается во внешнюю память 
вычислительной машины.

В процессе проведения большой итерации в оперативной 
памяти Машины целесообразно хранить только условия вспо
могательной задачи, размеры которой m x t .  Это позволит
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отнести все взаимодействия с внешней памятью в конец 
большой итерации. Значительная часть времени, затрачи
ваемого машиной на решение задачи, связана с обращением 
к внешним запоминающим устройствам. Поэтому сокращение 
числа таких обращений резко уменьшает время решения 
задачи.

При формировании вспомогательной задачи имеется воз
можность варьировать значением параметра t — числом пере
менных вспомогательной задачи. Емкость оперативной памяти 
ограничивает величину t сверху. В начале решения основной 
задачи, когда имеющийся план еще далек от оптимального, 
приращение линейной формы за одну большую итерацию 
оказывается тем значительнее, чем больше число t. Поэтому, 
увеличивая t , мы сокращаем количество больших итераций 
и, следовательно, уменьшаем число обращений к внешней 
памяти.

Естественно, что при этом возрастает количество малых 
итераций, необходимых для решения вспомогательной задачи. 
Однако увеличение размеров вспомогательной задачи мало ска
зывается на времени, необходимом для решения всей задачи, 
так как малые итерации не требуют обращения к внешней 
памяти. Итак, в начале процесса решения задачи следует 
выбирать значение параметра t возможно большим. В конце 
решения основной задачи параметру t целесообразно прида
вать несколько меньшее значение, поскольку приращение 
линейной формы теперь уже мало зависит от t.

При решении задач больших размеров конечными мето
дами линейного программирования число итераций может 
быть достаточно велико. Поэтому для получения искомого 
решения с определенной степенью точности следует:

а) либо проводить все вычисления с достаточным запасом 
знаков,

б) либо через каждые , несколько итераций вычислять 
текущие параметры непосредственно (без использования 
рекуррентных формул).

Возможность использования первого пути ограничивается 
емкостью оперативной памяти. Реализация второй рекомен
дации может существенно увеличить время, потребное для 
решения задачи. Применение предложенной здесь модифи
кации метода улучшения плана снижает влияние ошибок 
округления. Это объясняется тем, что в течение одной
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большой итерации решается задача сравнительно малых раз
меров. При переходе к следующей большой итерации пара
метры задачи иногда целесообразно пересчитывать путем 
непосредственного вычисления соответствующей обратной 
матрицы.

2.6. Рассмотрим теперь возможность одновременного 
вывода нескольких векторов из базиса псевдоплана при исполь
зовании метода уточнения оценок. Описание соответствующей 
модификации метода уточнения оценок проводится кратко. 
Тем не менее читатель*, познакомившийся с предшествую
щими пунктами этого параграфа, сможет восстановить недо
стающие детали самостоятельно.

Допустим, что нам известен псевдоплан Х0 =  (лг^, . . . ,  л40)) 
задачи (2.1) — (2.3) с базисом ASi, AS2, Псев
доплан X  отвечает некоторому опорному плану К0 =  (з̂ 10), 
у[°\ . . . ,  ут) задачи, двойственной по отношению к задаче
(2 .1 )-(2 .3 ) .

Пусть
т

Aj='2 i* i jAH> / = 0 ,  1, . . . .  п;

„(о). $  счх а~ ср j  =  1, 2,. , п.

Таким образом,

*s?)==*i0i *'=1» 2, •••> т> при J=fcst.

Предположим, что среди базисных компонент x io псевдо- 
плана Х0 имеются отрицательные. Это указывает на необхо
димость изменения Х0 путем уточнения системы предвари
тельных оценок Y0.

Выберем несколько векторов, входящих в базис псевдо
плана и имеющих отрицательные значения базисных компо
нент. Пусть эти векторы расположены в позициях базиса 
с номерами грг2, . . . ,  rt (t<m). Для того чтобы выяснить, 
какие из выбранных векторов целесообразно исключить из 
базиса и какими векторами следует заполнить освободив
шиеся позиции, необходимо решить следующую вспомога
тельную задачу:
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Максимизировать линейную форму

(2.19)

при соблюдении условий
П

(2 .20)

0, ] = \ ,  2, п. (2.21)

Пусть компоненты вектора ^ 0 =  (^ 0), х ^ , х {п)  оп
ределяются равенствами

{
дД0), если j = s x при А, =  г,, г2, rt,
0 в остальных случаях.

Как нетрудно видеть, Х 0— псевдоплан задачи (2.19) — (2.21) 
с базисом Asх, А, =  /\, г2, rt . Поэтому для решения за
дачи (2.19) — (2.20) целесообразно использовать метод уточ
нения оценок, отправляясь от имеющегося псевдоплана Х0.

Решив задачу (2.19) — (2.21), получим ее оптимальный 
план с базисом из векторов Aki, Akz, . . . ,  Akt.

Базис нового псевдоплана задачи» (2.1) — (2.3) обра
зуется из предшествующего базиса путем обновления по
зиций rv г2, . . . ,  rt с помощью векторов Aki, Aktt, . . . ,  
Отметим, что некоторые из векторов А^  могут "совпадать 
с векторами А , % — rv . . . ,  rt; соответствующие позиции 
базиса не обновляются. При использовании указанной мо
дификации метода уточнения оценок можно придерживаться 
как первого, так и второго алгоритмов. Эта модификация 
имеет те же вычислительные достоинства, что и соответст
вующее видоизменение метода улучшения плана (см. п. 2.5).

§ 3. Классификация конечных методов линейного 
программирования

3.1. В предыдущих главах подробно изучены три конеч-, 
ных метода линейного программирования: метод последова
тельного улучшения плана, метод последовательного уточ
нения оценок и метод последовательного сокращения невязок*



В различных главах приводятся замечания о других ко
нечных методах и о возможных модификациях описанных 
здесь методов. В связи с этим представляется целесообраз
ным рассмотреть различные конечные методы с единой точки 
зрения, сравнить принципы, на которых они основаны, 
структуру каждой итерации и порядок перехода от одной 
итерации к следующей.

Возможны различные подходы к систематизации конеч
ных методов линейного программирования. Методы линейного 
программирования относят к разным группам в зависимости 
от того, используется для достижения решения прямая задача 
или ей сопряженная, или обе задачи двойственной пары 
совместно. Задачи линейного программирования имеют на
глядное геометрическое и экономическое истолкование. 
Известные методы решения линейных экстремальных задач 
могут также классифицироваться с точки зрения каждой из 
этих интерпретаций. Имеются и другие формальные основания, 
позволяющие .проанализировать конечные методы с единых 
позиций.

Необходимость единого подхода к различным методам 
линейного программирования вынуждает нас в следующих 
пунктах кратко повторить некоторые общие соображения, 
которые излагались в различных главах применительно 
к каждому методу в отдельности.

3.2. Естественно различать конечные методы линейного 
программирования в зависимости от того, получают ли ре
шения задачи при движении по планам прямой задачи, или 
по планам сопряженной задачи, или при совместном исполь
зовании обеих задач двойственной пары.

При таком признаке классификации метод последователь
ного улучшения плана и различные его модификации следует 
отнести к конечным методам первой группы, в которых оп
тимальный план достигается при движении по опорным 
планам исходной задачи. Процесс решения начинается 
с анализа исходного опорного плана задачи. В каждой ите
рации метода осуществляется переход от одного опорного 
плана задачи к другому, соответствующему, вообще говоря, 
большему значению линейной формы.

Метод последовательного уточнения оценок и различные 
его модификации следует отнести ко второй группе конечных 
методов линейного программирования, в которых решение
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исходной задачи достигается при движении по планам со
пряженной задачи. Процесс решения начинается с анализа 
заданного опорного плана сопряженной задачи. Каждая 
итерация метода соответствует переходу от одного опорного 
плана сопряженной задачи к другому, или, что то же самое, 
от одного псевдоплана исходной задачи к другому. Переход 
к новому плану сопряженной задачи связан, вообще говоря, 
с уменьшением ее линейной формы. Другими словами, пере
ход к очередному псевдоплану приводит, вообще говоря, 
к уменьшению линейной формы исходной задачи. Вычисли
тельная схема метода последовательного уточнения оценок 
формулируется в терминах исходной задачи.

Метод последовательного сокращения невязок в рассмат
риваемой классификации относится к третьей группе методов, 
в которой используются обе задачи двойственной пары. 
Процесс решения задачи начинается с анализа заданного 
плана (не обязательно опорного) сопряженной задачи. Каж
дой итерации метода соответствует переход от одного плана 
сопряженной задачи к следующему. При этом в расширенной 
задаче, отличающейся от исходной задачи линейной формой 
и дополнительными переменными с единичными векторами 
условий, происходит переход от одного опорного плана 
к другому. В терминах исходной задачи каждая итерация 
метода сокращения невязок означает переход от одного 
квазиплана задачи к следующему, с меньшей невязкой.

Наиболее четко характеристики методов третьей группы 
выступают в одной из модификаций метода сокращения не
вязок—в методе двухсторонних оценок. Здесь решение 
задачи начинается с произвольного (не обязательно опорного) 
плана сопряженной задачи и некоторого опорного плана 
прямой задачи. В результате каждой итерации производится 
переход к новому плану сопряженной задачи и новому опор
ному плану исходной задачи. В методе двухсторонних оце
нок от шага к шагу сокращается невязка плана— разность 
между значениями линейных форм сопряженной и исходной 
задач на соответствующих планах.

Приведенные соображения позволяют считать три описан
ных в настоящей книге метода основными представителями 
трех групп конечных методов, связанных с принципиально 
ра.здцчными подходами к решению задач линейного програм
мирования.
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3.3. В главах 1, 2 и 3 приведены две геометрические 
интерпретации задачи линейного программирования и сопря
женной с ней задачи. Для обзора и сравнения различных 
конечных методов более удобна вторая интерпретация. Как 
обычно при этом геометрическом истолковании, задача пред
полагается записанной в канонической форме.

В (т-\- 1)-мерном пространстве точек U=(uv . . . ,  ит+1) 
рассматривается выпуклый многогранный конус К и пря
мая Q. Конус К  порожден расширенными векторами усло
вий Лу( / =1,  2, . . . ,  /г). Прямая Q, параллельная оси Оит + 1, 
проходит через точку B = (b v . . . ,  bm, 0), определяемую 
вектором ограничений. Между (т -J- 1)-мерным пространством 
точек U и /г-мерным пространством точек Х = ( х 1, . . . ,  х п) 
установлено соответствие, согласно которому конус К отве
чает точкам Х ^ О ,  а прямая Q является образом точек 
с нулевым вектором невязок,

Е = В — АХ
(здесь А — матрица условий задачи, В —вектор ограничений). 
Таким образом, общая часть прямой Q и конуса К  соответ
ствует точкам X , удовлетворяющим условиям

Х ^ О ,  АХ  =  В,
и, следовательно, является образом области определения 
линейной формы задачи.

В разрешимой задаче линейного программирования общая 
часть прямой Q и конуса К  может состоять из отрезка или 
луча. Для простоты изложения будем рассматривать случай, 
когда пересечение прямой и конуса представляет собой 
отрезок. Координата ит+1 точек U определяет значение 
линейной формы на соответствующем векторе X . Верхняя 
точка М пересечения прямой Q и конуса К отвечает макси
мальному значению линейной формы, а нижняя точка т— 
минимальному значению линейной формы в области своего 
определения. Таким образом, в геометрических терминах 
задача линейного программирования сводится к отысканию 
верхней (в задачах на максимум) точки пересечения прямой Q 
и конуса К.

Гиперплоскости, натянутые на т линейно независимых 
расширенных векторов условий и пересекающие отрезок Мт, 
соответствуют опорным планам задачи. Гиперплоскости, на
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тянутые на т линейно независимых расширенных векторов 
условий,« не пересекающие отрезок и расположенные над 
конусом К, соответствуют опорным планам сопряженной за
дачи.

Можно доказать (см. упражнения 8 и 9), что если об
разом области определения линейной формы исходной задачи 
является отрезок Мт, то области определения линейной 
формы сопряженной задачи отвечает луч MQ— часть прямой Q, 
расположенная над точкой М.

Отрезок Мт содержит конечное число точек — образов 
опорных планов исходной задачи. Точно так же луч MQ 
содержит конечное число точек, соответствующих опорным 
планам сопряженной задачи.

Точкам поверхности конуса К, за исключением точек М 
и т, соответствуют векторы X  с ненулевыми векторами 
невязок. Поверхность конуса моэйет быть разбита на верхнюю 
и нижнюю части. Точка U поверхности конуса относится 
к верхней части поверхности, если через луч OU может 
быть проведена гиперплоскость, разделяющая конус К и 
положительную полуось Оит + 1. Аналогично определяется 
нижняя часть поверхности конуса.

Построения, подробно описанные в п. 3.1 гл. 7, позво
ляют выделить конечное число точек верхней части поверх
ности конуса, соответствующих квазипланам задачи макси
мизации, и точки нижней части поверхности конуса — образы 
квазипланов задачи минимизации.

В приведенных геометрических понятиях легко сформу
лировать особенности различных конечных методов линейного 
программирования.

Метод последовательного улучшения плана и его моди
фикации соответствуют движению по планам задачи. От 
итерации к итерации мы переходим от одного опорного 
плана задачи к другому, вообще говоря, с большим (в за
дачах максимизации) значением линейной формы. Следова
тельно, метод улучшения плана соответствует движению по 
точкам отрезка Мт, образам опорных планов исходной за
дачи, вверх до точки М .

Метод последовательного уточнения оценок и его моди
фикации соответствуют движению по опорным планам сопря
женной задачи. Каждая итерация метода определяет переход 
от одного опорного плана сопряженной задачи к следующему,
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вообще говоря, с меньшим значением линейной формы. Сле
довательно, метод уточнения оценок соответствует движению 
по точкам луча MQ, образам опорных планов сопряженной 
задачи, вниз до точки М.

Каждый шаг метода последовательного сокращения невя
зок переводит один квазиплан задачи в следующий, с мень
шей невязкой. Следовательно, метод сокращения невязок 
для задач максимизации соответствует движению к оптимуму 
по точкам верхней части поверхности конуса, отвечающим 
квазипланам задачи.

Возможны конечные методы линейного программирования, 
которые приводят к оптимуму по белее сложному пути. 
В частности, с точки зрения приведенной геометрической 
классификации методов, метод двухсторонних оценок, изло
женный в § 6 гл. 7, следует отнести не к модификации 
метода сокращения невязок, а скорее рассматривать как 
комбинацию методов улучшения плана и уточнения оценок. 
В методе двухсторонних оценок приближение к оптимуму 
производится по прямой Q извне и изнутри конуса.

Итак, метод улучшения плана соответствует движению 
к оптимуму изнутри конуса задачи, метод уточнения оценок — 
извне конуса, а метод сокращения невязок — по поверхности 
конуса. Во всех трех случаях движение к оптимуму проис
ходит по точкам, принадлежащим конечному множеству 
точек.

Таким образом, геометрическая классификация также 
свидетельствует о том, что три метода, рассмотренные 
в книге, могут с полным правом называться основными ко
нечными методами линейного программирования.

3.4. Экономическая интерпретация задачи линейного про
граммирования, введенная в п. 7.2 гл. 1, и экономическое 
истолкование двойственной задачи, изложенное в п. 1.5 гл. 3, 
позволяют с несколько иной точки зрения подойти к клас
сификации конечных методов.

Как мы уже видели, формулировка задачи в экономиче
ских терминах более естественна, если условия задачи запи
сываются в виде неравенств. Прямая задача с линейной 
формой
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и условиями
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2  ai j X j^ b b  I — 1» 2, , /w, (3.2)
i=l

0, j =  1, 2, . . . ,  (3.3)

интерпретируется как задача составления плана работы 
предприятия (выбора времен или интенсивностей использо
вания технологических способов производства из числа 
заранее отработанных способов). Искомый план должен 
обеспечить максимальный выпуск некоторого однородного 
продукта при заданных ресурсах различных производственных 
факторов.

В соотношениях (3.1) — (3.3) приняты следующие обозна
чения:

Xj— время, в течение которого предприятие работает по
у-му технологическому способу (интенсивность использо

вания у-го способа производства);
а-у— количество единиц i-го производственного фактора, 

используемое в у-м технологическом способе в единицу вре
мени (при единичной интенсивности);

Ь( — размер запаса i-го производственного фактора;
Cj— количество единиц продукции, выпускаемое в еди

ницу времени при использовании одного лишь у-го техноло
гического способа производства.

В некоторых случаях под Cj удобно понимать оценку 
(цену, стоимость) продукции, выпущенной в единицу времени 
при у-м способе производства. В зависимости от определения 
коэффициентов с у линейная форма означает общий объем 
или общую оценку (цену, стоимость) выпускаемой продукции.

Каждый технологический способ производства характе
ризуется расширенным вектором условий Aj. Первые т ком
понент вектора Aj определяет вектор затрат, а последняя 
составляющая совпадает с объемом или оценкой выпускаемой 
продукции.

Задача планирования производства, принятая за основу 
экономической интерпретации методов линейного программи
рования, может быть записана и в канонической форме. Для 
этого следует ввести т дополнительных фиктивных способов 
производства с единичными векторами затрат (Am+i = ei) и



нулевыми оценками производительности. При способе произ~ 
водства с номером m-\-i в единицу времени расходуется 
только /-й производственный фактор (единица /-го фактора 
в единицу времени) и ничего не производится. Фиктивные 
технологические способы производства используются в тех 
планах, которым соответствуют излишки отдельных произ
водственных факторов.

План производства задается вектором X , компоненты 
которого обозначают времена (интенсивности) использования 
разных технологических способов. Оптимальный план обеспе
чивает наибольшую при заданных ресурсах оценку выпуска
емой продукции (или, что то же самое, максимальный объем 
продукции предприятия).

Отправляясь от оценки выпускаемой продукции, можно 
естественным образом оценить отдельные производственные 
факторы. Система оценок y lt у 2, . . . ,  у т производственных 
факторов, план цен, определяется как решение задачи, со
пряженной с задачей планирования производства. Эта задача 
состоит в вычислении минимума линейной формы 

~ т
L ( K ) = S ^ , .  (3.4)

i = i
при условиях

У=1,  2, . . . .  л, (3.5)

/ =  1, 2, . . т. (3.6)

Линейная форма (3.4) интерпретируется как суммарная оценка 
ресурсов. Условия (3.5) требуют, чтобы оценка суммарных 
расходов производственных факторов при каждом техноло
гическом способе производства была не меньше оценки вы
пускаемой за это же время продукции. Условия (3.6) имеют 
естественное происхождение: оценки не могут быть отрица
тельными величинами.

План цен определяет оптимальный план производства и, 
наоборот, оптимальному плану производства соответствует 
план цен— система оценок производственных факторов. На
помним, что оценки производственных факторов измеряются 
в единицах ценности выпускаемой продукции.

Ясно, что наиболее экономичными являются способы 
производства, для которых оценка затрат совпадает с оценкой

6 9 4  КОНЕЧНЫЕ МЕТОДЫ ЛИНЕЙНОГО п р о г р а м м и р о в а н и я  [ гл .  8



продукции. Будем называть такие технологические способы 
рентабельными способами производства. Нерентабельные 
способы производства—убыточны: оценка продукции, произ
веденной при нерентабельных способах производства, ниже 
оценки затрат ресурсов. Нерентабельные технологические 
способы используют возможности производства не наилуч
шим образом. Оптимальный план производства составляется 
из одних только рентабельных технологических способов.

Приведенное экономическое истолкование пары двойст
венных задач позволяет сформулировать рассмотренные ко
нечные методы в терминах задачи планирования производства.

Процесс решения задачи по методу улучшения плана 
начинается с некоторого опорного плана. В экономической 
терминологии это значит, что решение задачи начинается 
с анализа некоторого набора из т неотрицательных чисел 
x S l , х $ 2 , . . . ,  x S m , определяющих интенсивности (времена) 
использования каждого из т технологических способов 
производства с линейно независимыми векторами затрат 
i4Sl, . ,  ♦, Естественно назвать способы производства,
отвечающие векторам базиса, базисными технологическими 
способами.

Разложение вектора затрат Aj по базисным векторам 
затрат сводится к установлению времен (интенсивностей) 
x t j  использования базисных способов производства, при ко
торых будет израсходовано столько же ресурсов каждого из 
производственных факторов, сколько расходуется при у-м 
способе производства в единицу времени. При работе пред
приятия в соответствии с s -м способом производства в те
чение x tj единиц времени ( / = 1 ,  2, . . . , / »)  использование 
всех базисных технологических способов обеспечит выпуск

т
^Cs-iXy единиц продукции. Оценка произведенной продук-
i — 1

т
ции при этом будет равна единиц ценности. С дру-

i- 1
гой стороны, при использовании одного лишь у-го способа 
производства в течение единицы времени выпуск продукции 
окажется равным Су единиц продукции (или, что то же са
мое, оценка продукции будет равна Су единиц ценности). 
Таким образом, при одних и тех же затратах производствен
ных факторов объем и, следовательно, оценка произведенной
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т
продукции в первом случае будет равна 2  cs^ip  а во вто

ром — Су. Разность

является оценкой у-го способа производства по отношению 
к выбранной системе базисных способов производства. 
Параметр Ду позволяет судить о целесообразности включе
ния в план у-го способа производства за счет соответствую
щего сокращения интенсивности использования базисных 
технологических способов. Если Д у < 0 ,  такое преобразование 
целесообразно. При ДуГ^зО оно привело бы к сокращению 
выпуска продукции: способ производства с номером у менее 
экономичен, чем комбинация базисных способов.

Таким образом, анализ исходного плана производства 
сводится к вычислению параметров Ду. Переход к другим 
базисным способам производства не приведет к увеличению 
выпуска продукции, если Д у^О  для всех у. В этом случае 
анализируемый план оптимален. Если среди Ду имеются от
рицательные величины, можно улучшить план производства, 
заменив один из базисных способов k-м технологическим спо
собом с Д ^ < 0 . При этом способ, исключаемый из числа 
базисных, выбирается так, чтобы новый опорный план был 
реализуем (чтобы лГу^О для всех у).

Вновь полученный план снова проверяется на оптималь
ность. Через конечное число шагов последовательное улуч
шение плана приведет к оптимальному плану работы пред
приятия.

Сформулируем теперь в экономических терминах метод 
последовательного уточнения оценок. Решение задачи на
чинается с анализа некоторого опорного плана сопряженной 
задачи. План сопряженной задачи может быть интерпрети
рован как система предварительных оценок производственных 
факторов. Система предварительных оценок должна удов
летворять условиям (3.5), (3.6). Опорному плану сопряжен
ной задачи соответствуют, кроме того, т рентабельных 
(относительно этого плана) способов производства с линейно 
независимыми векторами затрат. Будем называть эти техно
логические способы базисными способами. Пусть номера ба
зисных способов производства sv План произ

т
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водства не всегда может быть реализован, если ограничи
ваться только способами производства, рентабельными от
носительно заданной системы предварительных оценок. 
Времена x i0 использования рентабельных способов производ
ства должны удовлетворять условиям

т
К =  . 2 ах Л -  Я, =  1, 2, (8.7)1=1 1

Если все удовлетворяющие системе (3.7), неотрицательны, 
то исходная система предварительных оценок оказывается 
системой оценок производственных факторов, т. е. «планом 
цен», а соответствующий план производства оптимален. 
Наличие отрицательных компонент x i0 среди составляющих 
решения системы уравнений (3.7) свидетельствует о нереа- 
лизуемости плана производства, соответствующего выбран
ным предварительным оценкам производственных факторов. 
В этом случае следует уточнить систему оценок. Из числа 
базисных способов исключается г-й способ, отвечающий 
отрицательному значению л;^.

Выбор г-го способа в качестве рентабельного послужил 
одной из причин нереализуемости плана производства. Уточ
нение предварительных оценок целесообразно провести таким 
образом, чтобы г-й способ стал нерентабельным, а остальные 
базисные способы по-прежнему оставались рентабельными. 
Увеличивая степень нерентабельности

т
(Д , =  2 з д - сг)i = i

г-го способа, следует следить, чтобы система чисел 
y v У2» •••»Ут удовлетворяла свойствам (3.5) и (3.6) пред
варительных оценок. Полученная при этом предельная система 
предварительных оценок определит новый рентабельный спо
соб производства, который войдет в число базисных способов 
вместо изъятого г-го. После этого необходимо снова про
верить, может ли быть реализован план из базисных спо
собов производства. Уточнение оценок производится до тех 
пор, пока векторы затрат рентабельных (с точки зрения 
очередной системы оценок) технологических способов не 
определят реализуемый план производства.

Изложение экономической сущности метода сокращения 
невязок естественнее всего проводить на примере одной из



модификаций метода, названной в гл. 7 методом двухсто
ронних оценок.

Процесс решения задачи начинается с анализа некоторой 
системы предварительных оценок (плана сопряженной задачи) 
и плана производства (опорного плана исходной задачи). 
Заданная система предварительных оценок определяет сум
марную оценку расходуемых производственных факторов. 
Исходный производственный план определяет суммарную 
оценку выпускаемой продукции. Заданная система предва
рительных оценок и исходный план производства оптимальны, 
если суммарная оценка затрат совпадает с общей оценкой 
продукции. В противном случае определяется невязка плана — 
превышение расходов над доходами. Метод заключается 
в последовательном сокращении невязок.

Используя только базисные способы производства, отве
чающие исходному опорному плану, и способы производства, 
рентабельные относительно заданной системы предваритель
ных оценок, строим план производства, сводящий к мини
муму невязку предыдущего плана. Этот план указывает 
направление изменения системы предварительных оценок. 
Если при измененных оценках производственных факторов 
суммарная оценка продукции совпадает с общей оценкой 
затрат, то полученный производственный план оптимален, 
а соответствующая система предварительных оценок оказы
вается планом цен. В противном случае решается очередная 
вспомогательная задача, в которой требуется минимизировать 
невязку ранее полученного плана на множестве способов 
производства, рентабельных с точки зрения соответствующей 
системы предварительных оценок или принадлежащих к ба
зисным способам исследуемого плана. Таким образом, по
следовательное изменение предварительных оценок производ
ственных факторов и системы базисных технологических спо
собов постепенно сокращает невязку — превышение расхо
дов над доходами — и приводит к выявлению способов произ
водства и системы цен, наиболее целесообразных в условиях 
исслеДуемой задачи.

Аналогичное экономическое истолкование можно привести 
и для других модификаций метода сокращения невязок.

Как видим, название основных конечных методов линей' 
ного программирования полностью соответствуют их эконо
мической сущности.
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В методе последовательного улучшения плана и в раз
личных, его модификациях задается исходный план произ
водства. Анализ плана позволяет установить его оптималь
ность или указать пути его улучшения. Для оптимального 
плана производства определяется система оценок производ
ственных факторов—план цен.

В различных вариантах метода последовательного уточне
ния оценок исходным пунктом анализа является заданная 
система предварительных оценок производственных факторов. 
Попытки построения плана производства, соответствующего 
системе предварительных оценок, приводят к последователь
ному их уточнению. Системе оценок соответствует опти
мальный план производства.

Наконец, в различных модификациях метода сокращения 
невязок процесс решения задачи начинают с плана производ
ства и системы предварительных оценок, которые, вообще 
говоря, не согласованы между собой и приводят к невязке 
плана — превышению суммарной оценки затрат над суммарной 
оценкой продукции. Последовательное сокращение невязок 
приводит к оптимальному плану производства и системе 
оценок производственных факторов.

Таким образом, экономическое истолкование задачи ли
нейного программирования позволяет охарактеризовать основ
ные конечные методы, как наиболее естественные пути со
ставления оптимального плана работы предприятия и оценки 
его ресурсов.

3.5. В заключение параграфа рассмотрим некоторые фор
мальные признаки методов линейного программирования, 
которые могут быть положены в основу их классификации.

Пусть задача записана в канонической форме:
Требуется вычислить максимум линейной формы
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L =  СХ (3.8)
при условиях

АХ=В,  (3.9)
Х ^ О .  (3.10)

Теорема 5.2, доказанная в гл. 3, позволяет заменить 
решение экстремальной задачи (3.8)— (3.10) вычислением 
л-мерного вектора АГит-мерного вектора К, удовлетворяющих



следующей системе линейных уравнений и линейных нера
венств
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АХ =В, (3.11)

Х ^ О , (3.12)
Y A ^ C , (3.13)
СХ = BY. (3.14)

Последнее равенство является следствием системы усло
вий

(YA)j = Cj при Xji= 0. (3.15)

Четыре системы равенств и неравенств (3.11) — (3.14) 
определяют четыре группы методов линейного программиро
вания. Переход от итерации к итерации в любом методе 
приводит к движению по векторам ^  и У, для которых вы
полняются три из четырех систем условий, а четвертая 
система используется в качестве признака оптимальности 
пары (X,Y).

Каждый шаг метода, не нарушая трех выполненных си
стем условий, обеспечивает монотонное в некотором смысле 
приближение к множеству точек (X , У), для которых вы
полняется четвертая система условий.

В методе п о с л е д о в а т е л ь н о г о  у л у ч ш е н и я  пла-  
н а переход от одной итерации метода к следующей соот
ветствует движению по опорным планам X  задачи (3.8),—
(3.10). Следовательно, условия (3.11) и (3.12) удовлетво
ряются на каждом шаге метода. Каждому опорному плану 
X  метод однозначно приводит в соответствие вектор У, для 
которого выполняются условия (3.15), а следовательно, 
и равенство (3.14) Таким образом, метод улучшения плана 
связан с движением по точкам (X , У), для крторых удов
летворяются условия (3.11), (3.12) и (3.14), а условие (3.13) 
не выполняется. Неравенства (3.13) или, что то же самое, 
условия

т т

A, =  ^ i i ai / y i ~ c/ =  / = 1 .  2 ,..., п

определяют признак оптимальности метода.
Пусть на некотором шаге метода мы пришли в точку (Х0У У0). 

Многогранное множество условий двойственной задачи за



дается системой неравенств (3.13). Рассмотрим в простран
стве переменных двойственной задачи гиперплоскость

ВУ=СХй{ = ВУа).

Нетрудно доказать (предоставим это читателю), что каж
дая итерация метода улучшения плана монотонно сокра
щает расстояние гиперплоскости B Y = C X 0 до многогранного 
множества YA'^C.  Гиперплоскость, отвечающая оптималь
ному плану, является опорной для области определения ли
нейной формы двойственной задачи.

Переход от итерации к итерации метода п о с л е д о в а 
т е л ь н о г о  у т о ч н е н и я  о ц е н о к  соответствует движе
нию по опорным планам двойственной задачи. Следователь
но, условия (3.13) выполняются на каждом шаге метода. 
Каждый опорный план Y двойственной задачи определяет 
некоторый псевдоплан X  исходной задачи, для которого 
удовлетворяются условия (3.11) и (3.14) (вследствие спра
ведливости соотношений (3.15)). Таким образом, метод уточ
нения оценок связан с движением по точкам (<X , F), для 
которых выполняются условия (3.11), (3.13) и (3.14). Усло
вия (3.12)— неотрицательность составляющих псевдоплана — 
являются признаком оптимальности псевдоплана. При каждом 
шаге метода монотонно сокращается расстояние гиперпло
скости
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C X = B Y 0 ( =  СХ0)

от многогранного множества условий исходной задачи 

АХ = В ,  Х ^ О .

Гиперплоскость, отвечающая решению задачи (3.8)— (3.10), 
оказывается опорной для области определения линейной фор
мы исходной задачи.

В методе п о с л е д о в а т е л ь н о г о  с о к р а щ е н и я  
н е в я з о к  каждой итерации соответствует план Y сопря
женной задачи и определяемый ею квазиплан X  исходной 
задачи. Для векторов X  и Y удовлетворяются условия (3.12),
(3.13) и (3.14). Нарушено только условие (3.11). Метод 
состоит в движении по квазипданам X  (и, следовательно,



по планам Y сопряженной задачи), при котором монотонно 
сокращается невязка е0 квазиплана

т

1=1
Схема вычислений упрощается, если ввести дополнитель

ное предположение о неотрицательности невязок

Ei ==(B— AX)i ^ 0 1 i =  1, 2,..., т.

Условие (3.11) (равенство нулю невязок всех условий) — при
знак оптимальности квазиплана.

Методы четвертой группы связаны с движением по точ
кам (X , F), отвечающим планам пары двойственных задач.

Таким образом, на каждом шаге метода удовлетворяют
ся условия (3.11), (3.12) и (3.13). Нарушено только усло
вие (3.14). С каждым шагом метода разность BY— СХ мо
нотонно сокращается.

Один из методов четвертой группы состоит в одновре
менном улучшении планов прямой и двойственной задач 
(см. п. 8.3 гл. 6). Векторы X  и Y представляют собой 
в этом случае опорные планы пары двойственных задач. От 
итерации к итерации монотонно сокращается разность линей
ных форм обеих задач.

Другим примером методов четвертой группы является ме
тод двухсторонних оценок. Каждая итерация метода приво
дит к опорному плану X  исходной задачи и плану Y со
пряженной задачи. Точка (X , Y) удовлетворяет условиям
(3.11) — (3.13), а разность BY— СХ от шага к шагу моно
тонно сокращается.

В каждом из перечисленных методов движение происхо
дит по опорным планам, по псевдопланам или по квазипла
нам исходной задачи. Общее число опорных планов, псевдо
планов и квазипланов задачи ограничено. Таким образом, 
для любого из рассмотренных методов общее количество 
точек (X , F), для которых удовлетворяются три из четырех 
систем условий (3.11)— (3.14), конечно. Кроме того, в не
вырожденных задачах (к этому случаю можно, как мы ви
дели, искусственным приемом свести любую задачу линей
ного программирования) переход от "итерации к итерации 
связан с монотонным приближением к решению задачи. Оба
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указанных обстоятельства гарантируют достижение оптималь
ного плана за конечное число шагов.

До сих пор в этом параграфе мы рассматривали задачи 
линейного программирования, записанные в канонической 
форме. Более общая запись задачи, в которой среди усло
вий содержатся равенства и неравенства и не все перемен
ные связаны условием неотрицательности, позволяет расще
пить методы линейного программирования на большее число 
групп. Вместо двух систем условий (3.11) и (3.12), опре
деляющих области изменения линейной формы прямой зада
чи, в более общем случае появляются три системы:

Увеличивается также число различных систем условий, 
определяющих область изменения переменных двойственной 
задачи (их становится также три). Неизменными остаются 
только условия вида (3.15). Таким образом, решение задачи 
линейного программирования сводится к решению семи си
стем линейных уравнений и линейных неравенств. В новой 
классификации к методам одной группы относятся методы, 
соответствующие движению по векторам (X , К), для кото
рых удовлетворяются шесть из семи систем условий. Седь
мая система принимается в качестве признака оптимально
сти векторов (X , F). Каждый шаг метода обеспечивает мо
нотонное в некотором смысле приближение к оптимальным 
планам пары двойственных задач.

Подчеркнем, что приведенные в настоящем пункте харак
теристики методов могут быть использованы также для клас
сификации итеративных методов линейного программирова
ния. Однако в этом случае набор точек (Х} F), по которым 
осуществляется движение, бесконечен. Поэтому итеративные 
методы дают лишь приближенное (с любМ заранее заданной 
степенью точности) решение задачи.

Формальная классификация, принятая здесь для методов 
линейного программирования, обеспечивает также единый 
подход ко всем методам решения нелинейных условных экс
тремальных задач и поэтому может быть использована в ка
честве основы для систематизации методов математического 
программирования.

и
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1. Доказать эквивалентность определения опорного плана из 
п . 1.1 и общего определения, приведенного в п. 4.2 гл. 2.

2. Доказать эквивалентность определения невырожденного 
опорного плана из п. 1.1 и соответствующего общего определения, 
сформулированного в п. 4.7 гл. 2.

3. Доказать, что для всякой невырожденной задачи системы 
отношений (1.27) и (1.28) имеют по одному минимуму.

4. Доказать справедливость рекуррентных формул (1.41).
5. Используя замечания пп. 1.6—1.8, составить вычислитель

ную схему метода улучшения плана применительно к задаче
(1.1)41.4).

6. Составить блок-схему алгоритма метода улучшения плана 
для случая, когда в базис одновременно вводится несколько векто
ров условий.

7. Составить блок-схему алгоритма метода уточнения оценок 
для случая, когда из базиса одновременно исключаются несколько 
векторов условий.

8. Если линейная форма исходной задачи ограничена снизу 
и сверху в области своего определения, то многогранное множество 
условий двойственной задачи неограниченно. Доказать.

9. Линейные формы взаимосопряженных задач, ограниченные 
с обеих сторон на множествах планов этих задач, сохраняют по
стоянное значение в области своего определения. Доказать.

10. Составить вычислительную схему .решения задачи (1.47)— 
(1.50) по методу улучшения плана, сохранив естественную форму 
записи задачи.

11. Привести экономическую интерпретацию процесса решения 
задачи (1.47)—(1.50) по методу улучшения плана.

12. Составить общую схему метода последовательного уточне
ния оценок применительно к задачам линейного программирования 
в произвольной форме записи.



Д О П О Л Н Е Н И Е

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Здесь приводятся некоторые факты из линейной алгебры 
и элементы теории выпуклых множеств конечномерного про
странства, составляющие математический аппарат линейного 
программирования.

В первом параграфе излагаются первоначальные сведения, 
касающиеся конечномерных векторных пространств, матриц 
и определителей. Этот параграф носит справочный характер, 
все утверждения приводятся в нем без доказательств. Соот
ветствующие обоснования читатель сможет найти, например, 
в книге [121]. Следующий параграф (§ 2) посвящен систе
мам линейных уравнений. Особое внимание здесь уделено 
геометрическому истолкованию приводимых утверждений. 
В частности, в § 2 отмечена связь между теорией систем 
линейных уравнений ш двояким определением линейного 
многообразия. В заключение параграфа описывается один 
конечный метод решения систем линейных уравнений (метод 
полного исключения Жордана-Гаусса), играющий особую 
роль в линейном программировании.

В последнем параграфе (§ 3) приводятся необходимые 
сведения из теории выпуклых множеств многомерного про
странства. Здесь доказывается теорема о разделяющей ги
перплоскости и отмечаются несколько важных следствий из 
нее. Кроме того, в § 3 приводится ряд полезных утвержде
ний, связанных с понятием размерности выпуклого множе
ства и со свойствами его крайних точек.

Все утверждения § 2 и 3 доказываются. Исключением 
являются лишь те из них, проверка которых составляет 
содержание соответствующих упражнений.

23 Д. Юдин и Е . Гольштейн
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§ 1. Векторы, матрицы и определители

1.1. Упорядоченная система п действительных чисел

■ ■ • »  * п )

называется п-мерным вектором. Числа х 1У х 2, . . . ,  х п будем 
называть компонентами или составляющими вектора X. 
Векторы будут обычно обозначаться большими буквами, 
а их компоненты — соответствующими малыми буквами. Два 
/2-мерных вектора

* = (* ,>  х %......... хп) и Y = (y t , у г, . . . .  у п)
считаются равными, если их соответствующие компоненты 
совпадают, т. е. если

х ~ у { для / =  1, 2, . . . ,  п.
Суммой, векторов X  и Y называется вектор

Z  — (2р •••* %п)
с компонентами z —  х ( +  у 0 / =  1, 2, л;

Л = Л’+ У а=(̂ 1 +  <у1, +  •••» +
Как нетрудно проверить, сложение векторов обладает свой
ством коммутативности:

X + Y ^ Y + X
и ассоциативности:

(Х +  Y) +  Z = X + (Y + Z ) .
Р а з н о с т ь ю  упорядоченной пары векторов X  и Y 

называется вектор Z  вида

Z  =  X  Y sus(xl y lt х2 у 2, х п уп).

Вектор, все компоненты которого равны нулю, называется 
нулевым вектором:

0 =  (0, 0, . . . » 0).

Таким образом, для равенства векторов X  и Y необходимо 
и достаточно, чтобы

X — г = 0 .



Произведением вектора X  на действительное число (ска
ляр) а  называется вектор
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a X = (a xv ах2, . . . ,  ахп).

Из приведенных определений суммы двух векторов и произ
ведения вектора на скаляр непосредственно вытекают сле
дующие свойства этих операций:

ctj (а2Х) =  ( а ^ )  X  (ассоциативность),

(ai + a 2) ““ a i ^ + 'a2^>

a {X + Y )= a X + a Y , }(дистрибутивность)

0X==a0 =  0.

Совокупность всех /2-мерных векторов, для которых вве
дены понятия сложения, вычитания и умножения на скаляр, 
называется п-мерным векторным пространством (действи
тельным). Слово действительное, стоящее в- скобках, 
указывает на то, что компоненты векторов и скаляры 
являются действительными числами. В дальнейшем оно будет 
обычно опускаться. Однако это не может привести к недо
разумению, так как мы будем иметь дело только с действи
тельным случаем.

При /2 =  3 введенное векторное пространство соответст
вует обычному пространству трех измерений. Каждой 
упорядоченной тройке чисел (л^, х 2) х г) в этом пространстве 
соответствует точка с координатами x v х 2, х г (или вектор, 
направленный в нее из начала координат). Наоборот, каждой 
точке трехмерного пространства может быть сопоставлена 
упорядоченная тройка действительных чисел, составленная 
из координат этой точки. Т аким образом, элементы /2-мер
ного векторного пространства при /2 =  3 (или /2 =  2) можно 
интерпретировать либо как точки, либо как векторы, прове
денные из начала координат. В этой книге слова вектор 
и точка используются как синонимы для обозначения 
элементов векторного пространства.

1.2. Каждой паре векторов

Л ^ ^ а ^  a 2i  а п ) и В  = (£>j, Ь2ч . Ьп)

23*
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может быть сопоставлено число

(A, Да,.*,--

называемое их скалярным произведением.
Введенная функция пары векторов обладает следующими 

свойствами:
1. (Л, В) =  (В, Л).
2. (Л1 +  Ла,В)  =  И 1,В) +  И 2, В).
3. (L4, В) = К(А , В).
4. (А, А ) ^  0, причем знак равенства в этом соотноше

нии возможен лишь при А =  0.
5. (Л, £ )2> ( Л ,  Л)(В, В).

Последнее неравенство обычно связывают с именем Буняков- 
ского.

Два вектора, Л и В, называются ортогональными, если 
(Л,£)  =  0.

В частности, нулевой вектор ортогонален любому вектору 
данного пространства.

Используя понятие скалярного произведения, можно 
определить расстояние между точками /г-мерного простран
ства (задать в нем метрику).

Длиной, или нормой, вектора
Л =  ((2j, ап)

называется число

IЛ I =  +  +  j / "  J ]  a?.

В соответствии со свойством 4 скалярного произведения 
| Л | ^ 0  для любого вектора Л, причем равенство |Л | =  0 
возможно только при Л =  0.

Расстояние между точками Л и В полагается равным

в  И .  В)  =  \ а - в \ =  У  Д к - - * , . ) 2.

Пусть Л, В и С— произвольные точки /2-мерного про
странства. Используя свойства скалярного произведения, 
можно доказать справедливость следующего неравенства 
(неравенства треугольника):

|Л  — д | < | л —с |  +  | с —в |.
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Неравенство треугольника, так же как и неравенство 
Буняковского, имеет прозрачный геометрический смысл при п, 
равном 2 и 3. Известно, что скалярное произведение двух 
векторов на плоскости или в пространстве (трехмерном) 
равно произведению их длин, умноженному на косинус угла 
между ними. Следовательно, неравенство Буняковского, 
будучи переписано в эквивалентной форме

j a ’ b)
| Л | | В |

означает в данном случае, что косинус любого угла не 
превосходит единицы. Что касается неравенства треуголь
ника, то оно расшифровывается так: сумма длин двух сторон 
треугольника не меньше длины третьей стороны.

/г-мерное векторное пространство, в котором определено 
понятие скалярного произведения (а следовательно, введена 
метрика), принято называть эвклидовым. В дальнейшем 
/г-мерное эвклидово пространство будет обозначаться через Еп.

Говорят, что последовательность векторов X v Аг2,
. . . ,  Xk, . . .  из Еп сходится к вектору X, принадлежащему 
Еп (\\mXk = X), если для любого е > 0  существует нату-

k -> 00
ральное число N(s), начиная с которого ( i^ N (e ) )

|*_*,|< в.
Из определения нормы следует, что последовательность {Xk} 
сходится к АГ в том и только в том случае, если

Нш =  xs, 5 = 1 , 2 , . . . , л .
/? -»  со

Здесь
.(») х тЛ2 , Хп]) k = \ ,  2,

X = (x v x t , . . . , х п).
1.3. Прямоугольная таблица чисел

«11 «12 • • • « , / «1Я

«21 а 22 . . . «*/ «2/1

« п «12 • • • «<7 ■ «,»

а т\ а тг • • • «/и/ • « • я

( U )

23* Д. Юдин и Е. Гольш тейн
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имеющая т строк и п столбцов, называется матрицей т X п.
Числа, составляющие матрицу Л, называются ее элемен

тами. Элементы матрицы снабжаются упорядоченной парой 
индексов. Первый индекс указывает номер строки, а вто
рой— номер столбца, на пересечении которых расположен 
данный элемент. Например, элемент а^  находится на пере
сечении /-й строки и /-го столбца матрицы А.

Часто для записи матрицы (1.1) применяется более крат
кое обозначение:

В тех случаях, когда размеры матрицы А указываются 
в тексте, индексы т и п в обозначении (1.2) могут опускаться. 
Иногда матрица А обозначается как

где A(i)— /-я строка матрицы А.
Если число строк матрицы А равно числу ее столбцов 

(т = п), то она называется квадратной матрицей порядка п. 
При краткой записи квадратной матрицы справа от двойной 
черты обычно указывается ее порядок:

Элементы aii9 / =  1, 2, . . . , / г  квадратной матрицы \\aij\\n 
составляют ее главную диагональ.

Если матрица А имеет только одну строку или только 
один столбец ( w = l  или я = 1 ) ,  то она может рассматри
ваться как вектор. В первом случае

А =  || а,у || ( 1.2)

A =  (axv ais, . . . .  aln) 
— л-мерный вектор-строка, во втором—

— m-мерный вектор-столбец.
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Для матриц вводятся операции сложения и умножения. 
Суммой матриц А =  \\аи \\т>п и В =  || Ьи \\тф называется

Произвольный элемент матрицы С— А +  В равен сумме соот
ветствующих элементов матриц А к В. Операция сложения 
определена только для матриц одинаковых размеров.

Рассмотрим две матрицы, S =  || su \\myk и Г =  || t tJ \\k<n. 
Число столбцов матрицы 5 равно числу строк матрицы Т. 
Произведением матрицы 5 на матрицу Т называется матрица

Операция умножения определена не для всех матриц: число 
столбцов множимого должно быть равно числу строк множи
теля. Элемент матрицы D — результата умножения матрицы 5 
на матрицу 71, — стоящий в i-й строке и у-м столбце, равен 
сумме произведений соответствующих элементов /-й строки 
матрицы S и у-го столбца матрицы Г.

Операции сложения и умножения матриц обладают рядом 
свойств, которые часто используются при действиях с мат
рицами:

(дистрибутивность операций сложения и умножения).

матрица

D = ST =  || du ИI ЛИ,ГС»
где

dij ^i'k̂ 'k/.
1

(1.3)

(ассоциативность сложения).

(ассоциативность умножения).

23**
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Следует отметить, что операция умножения матриц не 
обладает свойством коммутативности. Другими словами, 
вообще говоря,

\\<1и\\к, Л ьч Ь , г * \ \  М м  II М * ,г -
Чаще всего мы будем иметь дело с квадратными матрицами. 
Из общих определений следует, что складывать и перемно
жать квадратные матрицы можно только в случае равенства 
их порядков. Среди квадратных матриц порядка п роль еди
ницы играет единичная матрица

1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

0 0 0 . . . 1

у которой по главной диагонали стоят единицы, а осталь
ные элементы равны нулю. Для любой матрицы А порядка п

А1п = 1пА =  А.
Подобно векторам матрицы можно умножать на скаляры. 

Произведением матрицы А = \\ а{у\\т̂ п на скаляр а назы
вается матрица

В — О.А — || o.aij\\mtll.
Таким образом, для того чтобы умножить матрицу на неко
торое число, следует умножить на это число каждый элемент 
матрицы. Отметим еще одну операцию, производимую над 
одной матрицей.

Транспонированной матрицей для матрицы (1.1) (или по 
отношению к матрице (1.1)) называется матрица

'11 « 2 1 « / j • • • « т

'12 « 2 2 « 1 2 • • • « Й 2

*1J « 2 / « / у а т ]

'1 п ^ 2  П . .  . a i n . . . а тп

столбцами которой являются соответствующие строки исход
ной матрицы А. Операция транспонирования матрицы А
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обозначается значком г расположенным над А. В частности, 
вектор-столбец

Операция транспонирования обладает следующими свойствами!

т. е. транспонированная матрица для суммы матриц равна 
сумме транспонированных слагаемых; транспонированная мат
рица произведения матриц равна произведению транспониро
ванных сомножителей, взятых в обратном порядке.

1.4. Всякая совокупность из п чисел 1, 2, . . ., /г, рас
положенных в некотором определенном порядке, называется 
перестановкой из п чисел (символов). Очевидно, число раз
личных перестановок, которые можно составить из п чисел, 
равно п\

Принято говорить, что числа (символы) / и j  образуют 
инверсию в данной перестановке, если / > у ,  но i стоит 
в этой перестановке перед J.

Перестановка называется четной, если ее символы состав
ляют четное число инверсий, и нечетной—в противополож
ном случае. Подсчет числа инверсий у данной перестановки, 
а следовательно, и определение ее четности можно осу
ществлять следующим образом.

Рассмотрим перестановку / = ( +  /2, . . . , •/„).  Число ее 
символов, меньших /5, но расположенных правее символа 
обозначим через ks. Число инверсий перестановки /  равно

Например, число инверсий перестановки (3, 1, 4, 2, 6, 5) 
из шести символов равно

Поэтому рассматриваемая перестановка является четной.

может быть записан в виде

1. {А +  В)Т = АТ+ В Т.
2. (АВ)Т = ВТАТ,

^1 +  ^2 +  • • • +

2 +  0 +  1 +  0 +  1 = 4 .
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Эти предварительные сведения были необходимы для 
того, чтобы ввести понятие определителя ,произвольной 
квадратной матрицы.

Рассмотрим квадратную матрицу

а п в 1. * .•  Яхп

^22 • • • а гп
=  11 ( 1 .4 )

а ,и а пг • * » а пп

Составим всевозможные произведения по п элементов мат
рицы Л, расположенных в разных строках и разных столб
цах. Каждое из таких произведений может быть записано 
в виде

aifi a2 j2 • • • anjn• 0  *5)

По определению, индексы j v j 2, . . . ,  j n различны, и следо
вательно, образуют перестановку

( Л ,  Л > • • • .  Л ) -  ( Ь б )
Определителем матрицы А называется величина, равная 

алгебраической сумме всех произведений вида (1.5), взятых 
со знаком (— 1) .̂ Степень d равна 0 или 1 в зависимости 
от того, четной или нечетной оказалась перестановка (1.6). 
Число слагаемых вида (1.5), составляющих определитель, 
равно п\

Определитель матрицы А принято обозначать символом 
|Л| .  Иногда применяются также другие обозначения опре
делителя, отвечающие разным записям матрицы А:

«и а т

4 |  = ^21 а 22 .  .  . а 2П

а т а пг . . . ^пп

Н И .,  А„ . . . .  ЛП)| =  |И (,). Л<2), . . . .  4‘">)|.
Элементы, строки и столбцы матрицы А обычно называют 
элементами, строками и столбцами определителя |Л| .

Отметим некоторые свойства определителей, часто исполь
зуемые в процессе их вычисления.



ВЕКТОРЫ, МАТРИЦЫ Й ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 7 1 5§ 1]

1. |Л | =  | ЛГ|, т. е. определитель матрицы не меняется 
при ее транспонировании.

2. Если одна из строк (один из столбцов) определителя 
состоит из нулей, то определитель равен нулю.

3. От перестановки двух строк (двух столбцов) опреде
литель меняет знак, сохраняя свою абсолютную величину.

4. Определитель, содержащий две одинаковые строки 
(два одинаковых столбца), равен нулю.

5. Если все элементы некоторой строки (некоторого 
столбца) определителя умножить на число а, то и сам опре
делитель умножится на а.

6. | ( А х Л2, . .  ., А .  А", . . . , А п)\ =

— | (Л1? Л2, . .  •, А р  • • • > А п) J -f- j (Л1? Л2, * * • у А р  . . . ,  А п) [, 
| (Л(’>, А М , . . . , А [ * )  +  А « ) , . . . , А Ы ) \  =

=  | И (,), л<2>, . . . , л < ° ,  . . . , л<«>) |  +
+  | И (1), АЫ, ...,Л<*>, . . . ,Л<«>[.

Первое соотношение имеет следующую словесную фор
мулировку. Если у-й столбец A j  матрицы А равен сумме 
двух векторов А', и Л", то определитель | А | равен сумме 
определителей матриц А'  и Л", все столбцы которых, кроме 
у-го, такие же, как и у матрицы Л, а у-й столбец Л' (Л") 
совпадает с А'. (А".). Второе соотношение расшифровывается 
аналогично, только столбцы заменяются строками.

7. Определитель не изменится, если к одной из его строк 
(одному из его столбцов) прибавить другую строку (другой 
столбец), умноженную (умноженный) на произвольное число.

8. Пусть дана матрица Л, имеющая вид (1.4). Вычеркнем 
из матрицы Л /-ю строку и у-й столбец, на пересечении 
которых расположен элемент а1;-. Обозначим через опре
делитель вновь полученной матрицы порядка п — 1.

Число (— 1 )l+̂ M ij = Aij принято называть алгебраиче
ским дополнением элемента а^  матрицы Л.

Справедливы следующие равенства:
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В первом случае мы имеем разложение | А | по /-й строке; 
во втором— по у-му столбцу.

9. Пусть А и В — квадратные матрицы одного и того же 
порядка.

В таком случае
\А В \= \А \\В \,

т. е. определитель произведения двух квадратных матриц 
равен произведению определителей этих матриц.

1.5, Квадратная матрица А называется неособенной (или 
невырожденной), если ее определитель | А | не равен нулю. 
Если | Л | =  0, то матрицу А называют особенной или вы
рожденной.

Пусть А — неособенная матрица вида (1.4). Рассмотрим 
матрицу \\aij\\n, элементы которой определяются соотно
шением

~ Л //
Я //=  | л | 1 2, 0*7)

Здесь Aji— алгебраическое дополнение элемента aj{ ма
трицы А. Используя четвертое и восьмое свойства опреде
лителей, а также правило умножения матриц, получаем .

Л 1К 7 11„ =  1К7 |\пА = 1п, 0-8)

где 1п— единичная матрица порядка п. Предоставляем чи
тателю проверить справедливость равенств (1.8) самостоятельно 
(см. упражнение 2).

Можно показать (см. упражнение 3), что матрица \\а ^ \\п 
является единственной матрицей, для которой имеют место 
равенства (1.8).

Матрица Л"*1 называется обратной для матрицы (или по 
отношению к матрице) Л, если

ЛЛ“ 1 =  Л“ 1Л =  /„.

Итак, в случае невырожденности матрицы Л 

А - ' =  \\ач \\п,

где элементы aij  определяются формулой (1.7),
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Если матрица А является вырожденной, то обратной для 
нее матрицы не существует. Доказательство этого утвержде
ния предоставляется читателю (см. упражнение 4).

1.6. Пусть Av Л2, . . . ,Д у —произвольная система я-мер- 
ных векторов.

Вектор
« Л  +  а 2Л24- • • •

где а; — скаляр ( / =1 ,  2 называют обычно линейной
комбинацией векторов Av Л2, . . . , A S с коэффициентами 
a v а 2, . . . , а 5. Система векторов Av Л2, . . . f As называется 
линейно зависимой, если нулевой вектор

О =  (0, 0, . . . , 0 )
п

может быть представлен в виде линейной комбинации векто
ров Л1? Л2, . . . ,Лу,  среди коэффициентов которой имеются 
ненулевые.

В противном случае система векторов Л1? Л2, . .^Л ^ , по 
определению, линейно независима. Другими словами, систему 
Л1? Л2, . . . , Л 5 называют линейно независимой, если соотно
шение

2  « Л -  о£ = i

возможно лишь при ctj =  ot2 =  . . .  =  =  0. Векторы, состав
ляющие линейно независимую систему, называются линейно 
независимыми.

Нетрудно проверить, что если данный вектор представим 
в виде линейной комбинации линейно независимых векторов, 
то это представление единственно.

Приведем критерий линейной независимости системы векто
ров, широко используемый в различных разделах математики.

Для линейной независимости системы векторов 
A* =  (a [i> 2 , . . . ,  5, необходимо и доста
точно существование квадратной матрицы порядка s:

а гН ■■ • • в , 7 .

« а / , a 2h ■ • • « * / ,

a sh a s h  • • • a s h
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составленной из координат векторов Л с определителем, 
отличным от нуля .

Если, в частности, s = n , то для линейной независимости 
данной системы векторов необходимо и достаточно, чтобы

|(Л> А2> • • •> Д |) | ¥= 0.

Из приведенного критерия следует, что в /z-мерном прост
ранстве не существует линейно* независимой системы, состоя
щей более чем из п векторов. С другой стороны, единичные 
векторы е1==(1, 0, 0, . .  ., 0), е2 =  (0, 1, 0, . .  ., 0), . . .,
еп — (Ъ, 0, 0, . . . , 1) ,  составляют, очевидно, линейно неза
висимую систему.

По аналогии с плоскостью и трехмерным пространством 
размерностью векторного пространства естественно назвать 
величину, совпадающую с максимальным числом линейно не
зависимых векторов этого пространства. Таким образом, раз
мерность п-мерного векторного пространства равна п.

Рассмотрим произвольную прямоугольную матрицу А вида
( и ) .

Матрица, составленная из элементов, расположенных на 
пересечении фиксированной системы строк и столбцов Л, 
называется подматрицей матрицы А . Определитель произ
вольной квадратной подматрицы матрицы А принято назы
вать минором этой матрицы. Порядок минора определяется 
порядком соответствующей подматрицы.

Наивысший порядок отличных от нуля миноров матрицы А 
называется рангом этой матрицы.

Из критерия линейной независимости системы векторов 
следует, что максимальное число линейно независимых строк 
матрицы А равно максимальному числу линейно независимых 
столбцов этой матрицы и совпадает с рангом А. Предостав
ляем читателю доказать это утверждение (см. упражнение 6).

Рангом произвольной системы векторов называется мак
симальное число линейно независимых векторов данной си
стемы. Совокупность линейно независимых векторов системы, 
число которых равно ее рангу, принято называть базисом 
системы. Множество линейно независимых векторов данной 
системы является ее базисом в том и только в том случае, 
если любой вектор системы представим в виде линейной ком
бинации векторов рассматриваемого множества.
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Необходимость этого утверждения очевидна. Доказатель
ство достаточности можно провести, опираясь на критерий 
линейной независимости системы векторов.

1.7. При анализе систем линейных уравнений, которому 
посвящен следующий параграф, будут использоваться свой
ства некоторых важных множеств точек /2-мерного про
странства.

Непустое множество /2-мерных векторов назовем подпро
странством /2-мерного векторного пространства, если ре
зультаты сложения любых двух векторов множества и умно
жения произвольного вектора множества на скаляр принад
лежат этому множеству.

Очевидно, что любое подпространство содержит нулевой 
вектор, так так О - Х = 0  для произвольного элемента X  из 
подпространства.

Подпространство называется r-мерным, если максималь
ное число линейно независимых векторов, содержащихся 
в нем, равно г. Пусть Ах, А2, . . . ,Л Г— система линейно не
зависимых векторов /2-мерного векторного пространства. 
Рассмотрим множество всевозможных линейных комбинаций 
этой системы. Легко показать, что оно является г-мерным 
подпространством. С другой стороны, в любом г-мерном 
подпространстве существуют г линейно независимых векторов, 
совокупность линейных комбинаций которых совпадает с дан
ным подпространством. Доказательство этих утверждений 
предоставляется читателю (упражнение 7).

Итак, r-мерное подпространство можно определить как 
совокупность всех линейных комбинаций некоторой линейно 
независимой системы из г векторов. Если г-—0, то под
пространство состоит из одного лишь нулевого вектора. 
Если г — п, то оно совпадает со всем пространством. При 
О <С.г<Сп получаем промежуточные подпространства, содер
жащие бесчисленное множество элементов и несовпадающие 
со всем пространством.

Множество элементов /2-мерного пространства, предста
вимых в виде

Х  +  Х>,

где X —фиксированный вектор, а X ' принадлежит некото
рому г-мерному подпространству, называется r-мерным линей
ным многообразием ( г ^ п ) .
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Таким образом, r -мерное линейное многообразие может 
рассматриваться как некоторый сдвиг r -мерного подпростран
ства. В частности, если сдвиг (вектор X) равен нулевому век
тору, то многообразие превращается в подпространство.

Назовем одномерное линейное многообразие прямой; 
(п — 1)-мерное линейное многообразие— гиперплоскостью.

Учитывая определение r -мерного подпространства, можно 
сказать, что r -мерное линейное многообразие представляет 
собой множество точек вида

i — 1
где X —фиксированная точка п -мерного пространства;
X v Х2У . . . ,  Хг — некоторая линейно независимая система 
я-мерных векторов, а а п а2, . . . , а г— произвольные числа.

§ 2. Системы линейных уравнений

2.1. Рассмотрим систему линейных алгебраических урав
нений

п
2  aijX j=bi, 1= 1, 2, т, (2.1)

состоящую из т уравнений с п неизвестными Xj (у =  1,2, . ,  п).
Матрица Л =  || а-уЩ п, составленная из коэффициентов

системы (2.1), называется матрицей системы (2.1). Если 
положить А ~  (ахр а2р . . . ,  amj)T, то матрица системы (2.1) 
может быть записана в виде

Л = (Л „ Аг, Ап).
B=(bv Ь„ Ьп)Т.

Вектор В называют столбцом свободных членов системы.
Система (2.1) может быть переписана в следующих экви

валентных формах:
п

2  AjX,=m  ■ (2.2)
/=1

АХ=В, (2.3)
где X — (хг  х г, х п)Т.

Матрица A = (A V Л2, . . . ,  Ап, В) называется расширен
ной матрицей системы (2.1). Вектор X '=  (хи x2i . . . ,  х п)



называется решением системы (2.1), если замена неизвест
ных Xj системы числами Х\ (/'= 1, 2, . п) превращает все 
уравнения (2.1) в тождества.

Система линейных уравнений, обладающая хотя бы одним 
решением, называется совместной (непротиворечивой).

Если система не имеет ни одного решения, то говорят, 
что она несовместна, или противоречива. Иногда совмест
ная система называется разрешимой, а несовместная — не
разрешимой.

В этом параграфе приводятся условия совместности 
систем линейных уравнений и даются характеристики сово
купности решений совместной системы. Кроме того, здесь 
излагается метод решения систем линейных уравнений, на
шедший широкое применение в линейном программировании.

2.2. Начнем наши рассмотрения со случая, когда число 
т уравнений системы (2.1) равно числу п ее неизвестных. 
При этом матрица системы А оказывается квадратной мат-, 
рицей порядка п.

Предположим, что определитель матрицы А отличен от
нуля. Пусть вектор X  = (х[, х'2, . . . ,  х п)Т является неко
торым решением системы (2.1). Используя запись (2.3), полу
чаем

АХ'= В.
Умножим обе части этого равенства слева на матрицу Л” 1, 
обратную для матрицы системы А (существование Л” 1 сле
дует из условия | Л |=̂ =0). Получаем цепочку равенств;

X  =  IX' =  (Л - 1 Л) X  =  А -'1В. (2.4)

Итак, любое решение системы (2.1) выражается формулой
(2.4). Если система (2.1) с квадратной матрицей Л совместна, 
то она обладает единственным решением.

Убедимся, что вектор Х '= А ~ 1В является решением 
системы (2.1). Действительно,

А Х '= А (А -1В) = (АА-1)В = 1В ^В .
Таким образом, система (2.1) при п~ т  и | Л |=£0 совместна 
и имеет единственное решение, определяемое формулой (2.4).

Преобразуем формулу (2.4). Учитывая соотношение (1.7), 
определяющее элементы atj  обратной матрицы Л” 1, и правило

§ 2J Си с т е м ы  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  ?2i
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умножения матриц, получаем
п

S =  1

В соответствии с восьмым свойством определителей

(2.5)

п

S  1(̂ 1» 2̂> ■ * *» В, А/+11 • • •» Лп)\.
S =  1

Равенства (2.5) и (2.6) приводят к соотношению

(2 .6)

1 (Av А2 A j - 1> В ,  A j +1,
1(4» ^2 ^я)|

У=1,2,. > .,л, (2.7)

известному под названием правила Крамера.
Правило Крамера формулируется следующим образом: 
Если квадратная матрица А системы линейных уравнений 

невырождена, то у-я компонента решения системы равна 
дроби, знаменателем которой является определитель матрицы 
А , а числителем — определитель матрицы, полученной из А 
заменой у-го столбца столбцом свободных членов системы.

2.3. Обратимся теперь к общему случаю, отказавшись 
от какйх бы то ни было предположений относительно мат
рицы системы линейных уравнений (2.1).

Пусть ранг матрицы А равен г. Исключим из рассмот
рения тривиальный случай, когда г—0, означающий, что 
матрица А состоит из одних нулей. Базис системы векторов 
А 1У А2У . . . ,  АпУ составляющих матрицу Ау содержит г век
торов. Примем для определенности, что этими векторами 
являются А1У А2У . . . ,  Аг. Допустим, что система уравнений
(2.1) совместна и Х=^(х1У х2У . . . у х п)— одно из ее решений. 
В таком случае вектор свободных членов системы В является 
линейной комбинацией векторов А-у у=  1, 2, . . . ,  п:

п

£ = 2  XjAj.

Поскольку каждый из векторов Afy у ^ г  +  1, может быть 
выражен через векторы базиса, то

г
UjAj.

/=1
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Отсюда следует, что векторы А1Л Л2, . . . ,  Аг составляют 
базис системы А19 Л2, . .  Ап, В, и, следовательно, ранг рас
ширенной матрицы А = (А 1, Л2, Ап, В) системы (2.1)
равен г — рангу матрицы А .

Пусть теперь ранги матриц А и А совпадают и равны г.
Если Av Л2, . . . ,  Аг — базис системы векторов А1Л Л2, . .  

Ап9 т о  найдутся такие числа at ( /= 1 , 2, . . . » г), что
г

5 = 2  a tAt. ■ (2.8)
t =1

В противном случае система векторов Alt А2, . . . ,  Ат, В 
оказалась бы линейно независимой, и ранг матрицы А пре
взошел бы число г.

Равенство (2.8) означает, что вектор (av а 2, . . . ,  аг, О, 
. . . ,  0) является решением системы (2.1).

Таким образом, мы получили следующий критерий сов
местности системы линейных уравнений.

Т е о р е м а  2.1. Для совместности системы линейных 
уравнений необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы 
системы был равен рангу ее расширенной матрицы.

Отметим, что теорема 2.1 справедлива и при г= 0 , так 
как в этом случае для разрешимости системы необходимо 
и достаточно, чтобы В=  0. Следовательно, матрица А, так 
же как и матрица Л, имеет ранг, равный нулю.

Если удалось выяснить, что данная система линейных 
уравнений разрешима, то сразу же встает вопрос о том, 
каково полное множество ее решений.

Свяжем с системой уравнений (2.1) систему
п

2  a{jXj=  0,
/=1

счи (2.9)

или, что то же самое,
АХ=  0. (2.10)

Нам удобно будет также пользоваться следующими эквива
лентными записями системы (2.9):

п

2  AjXj—O,

И <!\  ^0= 0 , / =  1, 2,

(2 . 11)

(2. 12)
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Здесь A(l)= (aiv a i2, . . . ,  ain) — вектор, совпадающий с /-й 
строкой матрицы А .

Система уравнений с нулевым вектором свободных членов 
называется однородной.

Таким образом, система (2.9) — однородная система ли
нейных уравнений. Поскольку матрицы систем (2.1) и (2.9) 
одинаковы, то систему (2.9) называют однородной системой, 
соответствующей системе (2.1).

Пусть Х х и Х2— два решения системы (2.1) и Y = X x— Х 2. 
Очевидно, что

A Y ^ A X l — AX2== 0.

Следовательно, вектор Y— решение однородной системы (2.9) 
(или (2.10)). С другой стороны, если К—-любое решение 
системы (2.9), а Х х — некоторое решение системы (2.1), то 
X2 = X l -\-Y  также является решением системы (2.1), так 
как

АХ2 =  АХх +  Л К =В  +  0 =  В.

Отсюда следует, что полная совокупность решений (о бщ ее 
р е ше н и е )  системы (2.1) всегда может быть представлена 
в виде суммы частного решения этой системы и общего ре
шения соответствующей ей однородной системы (2.9).

2.4. Займемся исследованием общего решения однород
ной системы уравнений (2.9).

Совместность системы (2.9) не вызывает сомнений, по
скольку ей удовлетворяет нулевой вектор 0 =  (0, 0, . . . , 0 ) .  
Пусть ранг матрицы А системы (2.9) равен г. Это означает, 
что максимальный порядок отличного от нуля минора матри
цы А равен г. Примем для определенности, что | ||я*у ||г |=£0. 
В таком случае первые г строк матрицы А линейно незави
симы.

Назовем две системы линейных уравнений с одинаковым 
числом неизвестных эквивалентными, если общие решения 
обеих систем совпадают.

Рассмотрим систему уравнений

п
JS з д - о ,  / =  1, 2, .7. ,  г, (2.13)

состоящую из первых г уравнений системы (2.9). Воспользо-



вавшись записью (2.12), можно переписать (2.13) в виде 

(А«\ >0 =  0, / = 1 , 2 . . . . ,  г. (2.14)

По условию,
Г

Л(<У)==2 а /5Л(1), y =  r +  1, . . . ,  т.
i - \

Следовательно, если вектор X  удовлетворяет системе (2.14), 
то
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(А ^ \ X ) ^ a is(A^, Х) = 0, s = r + 1, . . . .  т.
1 = 1

Отсюда вытекает, что системы (2.9) и (2.13) эквивалентны, 
т. е. общее решение одной из них является общим решением 
другой системы.

Перепишем систему уравнений (2.13) в эквивалентном виде:

г п

21 21 Q'ijXj') i =~~ 1) 2, . . . ,  г, (2.15)
/ = 1 / = Г +1

По условию, определитель матрицы \\а^\\г отличен от нуля. 
Следовательно, при любых значениях неизвестных х у, 
j — г +  1, . . . ,  /г, первые г неизвестных системы (2.13) опре
деляются однозначно, причем для их вычисления можно 
воспользоваться правилом Крамера.

Введем систему /z-мерных векторов

"ч,II Х (1\ . . x (s)• 1 л  Г 1'- 0, .... 0, 1, 0, .... 0),
S

гдений
(s)числа х\ , & находятся изсистемы уравне-

2 a i j 4 s)/=i 7* + 5> /= 1, 2, .. ■. Г, (2Л6)
а индекс 5 изменяется от 1 до п —г.

Учитывая единственность решения системы (2.15) при 
любом фиксированном значении ее правой части, получаем
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следующее выражение для произвольного решения X' =  
=  (#i, *2, х'п) системы (2.13):

п - г

X  = 2  Xr+Sx s. (2.17)
S = 1  -

С другой стороны, из линейности и однородности сис-
п - г

темы (2.13) следует, что вектор 2  as^s ПРИ любых
s =  1

av а 2, ...> ап_г является решением этой системы.
Итак, общее решение системы (2.13) (а следовательно,'и 

эквивалентной системы (2.9)) представляет собой множество 
всевозможных линейных комбинаций векторов Xv Х г, . .  ., Хп_г. 
Последние п — г компонент векторов Xs, 5 = 1 , 2 ,  . .  ., я — г 
образуют квадратную матрицу с определителем, отличным 
от нуля. Следовательно, векторы X v Х 2, . . . ,  Хп_г линейно 
независимы.

Мы получили следующее утверждение:
Т е о р е м а  2.2. Совокупность решений (общее решение) 

однородной системы линейных уравнений с п неизвестными 
и матрицей ранга г представляет собой (п—г)-мерное 
подпространство (подпространство решений).

2.5. Пусть система (2.1) совместна, ее матрица имеет 
ранг г и X —одно из решений этой системы. Учитывая уста
новленную ранее связь между общими решениями систем
(2.1) и (2.9), можно утверждать существованйе таких линейно 
независимых векторов Xs, 5 =  1, 2, . . . ,  п — г (они явля
ются решениями системы (2.9)), что множество векторов

s = i

при всевозможных значениях чисел a lt a2, . . . ,<хд_г совпа
дает с общим решением системы (2.1).

Полученное утверждение относительно общего решения 
системы (2.1) можно сформулировать следующим образом: 

Т е о р е м а  2.3. Общее решение совместной системы 
линейных уравнений с п неизвестными и матрицей ранга 
г является (п-г)-мерным линейным многообразием. Это 
многообразие образуется сдвигом подпространства реше-
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ний соответствующей однородной системы на любой век- 
тор, удовлетворяющий исходной системе.

В качестве следствия из теоремы 2.3 получаем условие 
единственности решения системы линейных уравнений.

Т е о р е м а  2.4. Разрешимая система линейных урав
нений имеет единственное решение в том и только в том 
случае, если ранг матрицы системы равен числу ее неиз
вестных.

В частности, если число уравнений и число неизвестных 
системы равны, то необходимое и достаточное условие единст
венности решения системы заключается в невырожденности 
ее матрицы.

Рассмотрим произвольное р-мерное линейное многообразие, 
состоящее из точек

( 2- 18)
i- 1

где Х х, Х2, . . . ,  Х?— линейно независимая система векто
ров (Q<n). С помощью векторов Х х, Х г, . . .  Х р образуем 
однородную систему линейных уравнений

(* „  У) =  0, / =  1, 2 , . . . ,  0 . (2.19)

Компоненты вектора Y = (y l, у г, у п) являются неизвест
ными системы (2.19). Ранг матрицы системы (2.19) равен 0 . 
Согласно теореме 2.2  общее решение однородной системы
(2.19) представляется в виде

a i Yx + а Р 2+  . . .  + а n_?Yn_p,
где Р., / =  1, 2 , . . . ,  п — 0 линейно независимые векторы, 
а а 1? а2, . . . ,  ип_р — произвольные числа. В частности,

(Xo Yj) = 0
для / =  1, 2, . . . ,  0 ; / — 1, 2 , . . . ,  п — 0 . Следовательно, 
однородная система уравнений

(К„ Л) =  0, *’=  1, 2, . . . ,  n — Q, (2.20)

имеет в качестве решений векторы
x v x t, . . . ,  x t.

Учитывая, что векторы К,, К2, Yn_p линейно неза
висимы, заключаем, что ранг системы (2 .2 0 ) равен п — Q.
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Поэтому согласно теореме 2.2 общее решение этой системы 
является Q-мерным подпространством. Векторы Xv Хг, . . . ,  Х?— 
линейно независимы и содержатся в указанном подпростран
стве. Следовательно, общее решение системы (2.20) имеет 
вид

а1Х 1-\-а2Х2-\- . . .  -\-а?Х9. (2.21)
Введем теперь в рассмотрение систему линейных уравнений 

(Уц X) = (Yt, X 0), / =  1, 2, л - в. (2.22)

Очевидно, Х 0 является одним из решений системы (2.22). 
Теорема 2.3 и представление (2.21) для общего решения 
системы (2.20) показывают, что выражение (2.18) является 
общим решением системы (2.22).

Мы доказали, таким образом, предложение, обратное 
теореме 2.3.

Т е о р е м а  2.5. Произвольное q-мерное линейное много
образие является общим решением некоторой системы 
линейкых уравнений с п неизвестными, ранг матрицы ко
торой равен п —q.

Рассмотрим одно линейное уравнение с п неизвестными,
п

2  а .х , = Ь. (2.23)
/= 1 J

Пусть вектор А = (а х, ай, . . . ,  ап) отличен от нулевого. 
Из теоремы 2.3 следует, что общее решение уравнения (2.23) 
представляет собой (п— 1)-мерное линейное многообразие, 
т. е. гиперплоскость.

С другой стороны, согласно теореме 2.5 любая гипер
плоскость является общим решением некоторого уравнения 
типа (2.23) с вектором А = (ах, а2, . . . ,  ап)ф 0. Приведенные 
соображения дают основания ввести еще одно определение 
гиперплоскости.

Гиперплоскостью называется множество точек /2-мерного 
пространства, удовлетворяющих линейному уравнению вида
(2.23), в котором А = (ах, а2, . . . ,  ап)ф0.

Уравнение (2.23) принято называть уравнением гипер
плоскости. Вектор А ф 0 называется направляющим век
тором гиперплоскости, определяемой уравнением (2.23).

Пусть Х0 — произвольная точка гиперплоскости (2.23) 
(гиперплоскости, определяемой уравнением (2.23)). Очевидно,



гиперплоскость (2.23) может рассматриваться как совокуп
ность точек, представимых в виде Х0-\-Х \ где (Л, Х') = 0. 
Таким образом, гиперплоскость (2.23) является сдвигом на 
вектор Х 0 множества векторов X ' , ортогональных направ
ляющему вектору А. Поэтому принято говорить, что гипер
плоскость ортогональна своему направляющему вектору.

При рассмотрении систем линейных уравнений можно 
считать, что среди коэффициентов каждого из них имеются 
отличные от нуля. Действительно, если система содержит 
уравнение
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0 Х г +  0 Х я + . . . + 0 Х п =  Ь,

то при ЬфО она несовместна, а при Ь =  О выписанное урав
нение не накладывает никаких ограничений на вектор X  и 
может быть отброшено.

Отсюда следует, что общее решение совместной системы 
линейных уравнений является пересечением (общей частью) 
нескольких гиперплоскостей (по числу уравнений системы).

Будем говорить, что гиперплоскости линейно независимы, 
если их направляющие векторы образуют линейно независимую 
систему.

Теоремы 2.3 и 2.5 позволяют дать еще одно определение 
линейного многообразия.

Общая часть (пересечение) г линейно независимых гипер
плоскостей (в том случае, если она непуста) называется 
(п — г)-мерным линейным многообразием.

Итак, (п—г)-мерное линейное многообразие можно рас
сматривать либо как сдвинутое множество линейных комби
наций (п — г) линейно независимых векторов, либо как общую 
часть г линейно независимых гиперплоскостей.

Доказательство эквивалентности обоих определений, 
вытекающее из теорем 2.3 и 2.5, составляет основное содер
жание теории систем линейных уравнений.

В главе 3 установлены аналоги теорем 2.3 и 2.5 при
менительно к системам линейных равенств и неравенств. Эти 
предложения позволят обосновать эквивалентность двух раз
личных определений выпуклого многогранного множества — 
области определения линейной формы задачи линейного про
граммирования— частным случаем которого является линейное 
многообразие.
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* 2.6. Приведем еще один критерий совместности систем 
линейных уравнений, который в некоторых случаях оказыва
ется более удобным, чем первый (теорема 2.1).

Т е о р е м а  2.6. Для совместности системы линейных 
уравнений (2.1) необходимо и достаточно, чтобы равен
ство

(Г, В) - 0  (2.24)

выполнялось при любом векторе Y ~ ( y v у2, 
удовлетворяющем однородной системе

т

(А., К) =  2  а (. ^. =  0, У=1 .  2 . . . . . Я .  (2.25)
1 =  1

Доказательство сформулированной теоремы опирается на сле
дующее вспомогательное утверждение.

Л е м м а  2.1. Пусть X 1? Х 2, . . . ,  X k — произвольная 
линейно независимая система векторов. В таком случае 
матрица

(Х„ X ,) (Xt, X t) . . . ( X v x k)
„  (Xt, Х х) (Xt , Х 2) . . . ( Х г, X k)

(Xk, X t) (Xk, X t) . . . ( X k, Xk)

образованная скалярными произведениями этих векторов, 
является невырожденной.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим однородную систему 
уравнений с матрицей М:

k
2  (Х„ Х ,)у ,=  0, / =  1, 2, . . . ,  k. (2.26)
/ = 1

Пусть Л =  (^р Я2, . . . ,  д̂.) —произвольное решение системы
(2.26):

k
2  (Х{, X j ) l j= 0 ,  1 = 1, 2, . . . ,  k. (2.27)
/=1 '

Учитывая аддитивность и однородность скалярного произве-
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дения (свойства 2 и 3), можно переписать равенства (2.27) 
в виде

(*„ Я) =  0, / =  1 , 2 , . . . ,  k, (2.28)
где

Умножая /-е равенство системы (2.28) на к- и складывая 
результаты, получаем

k k
2  I ,  (Х ь R) =  ( 2  XtXj, R ) =  (Я, R) =  0, (2.29)
/=1 *=>

Равенство (2.29) означает, что вектор

k
R =  2  ^ X j  =  0 .

/ = 1

Но, по условию, векторы Л',, Ŷ2, . . . ,  X k линейно незави
симы. Следовательно,

Я, =  Я2 =  . . .  =  =  0.

Таким образом, система (2.26) имеет единственное решение, 
которым является нулевой вектор.

В соответствии с теоремой 2.4 это влечет за собой не
вырожденность матрицы М. Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2.6.
1. Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть система (2.1) разрешима. 

Это значит, что вектор В может быть представлен в виде 
линейной комбинации векторов Aj (столбцов матрицы А):

п
Б =  2  <tyV (2.30)

/=1

Рассмотрим произвольное решение А — (Л,х, Х2, . . . , к т) си
стемы (2.25):

(Ар Л) =  0, /  =  1, 2, п. (2.31)

Умножая скалярно обе части векторного равенства (2.30) на
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Л и учитывая (2.31), получаем
п

(В, А) = 2 а, (Л/’ Л) = 0.
/=• 1 1

Необходимость доказана.
2. Д о с т а т о ч н о с т ь .  Эта часть доказательства не

сколько сложнее предыдущей. Согласно теореме 2.2 среди 
решений однородной системы (2.25) имеются (т — г) линейно 
независимых векторов (здесь г — ранг матрицы А). Пусть 
ими будут векторы

Yi = (y?\ у ? .........У(Л
По условию,

/ — 1 , 2 , . . . ,  т - г .

(Ар Yj) == 0, / =  1, 2......... да —г; У = 1 , 2 ,  (2.32)
Среди векторов Ар составляющих матрицу А системы

(2.1) имеется г линейно независимых. Положим для опреде
ленности что линейно независимыми являются векторы

А11 А2, • • ., Ар.
Проверим, что векторы

А„ А2У . . . ,  А„ Yv Г2, . . . ,  Ym_r (2.33) 

составляют линейно независимую систему. Пусть
г т - г

2 < * А + 2 Р 4г , = о. (2.34)
j= i  i= i

Умножая обе части равенства (2.34) скалярно на векторы А
( / = 1 ,  2. ... 
получаем

., г) и Y j( j=  1, 2, ..
г

.,/» —г), и учитывая (2.32),

2 « /  (АР A t) = 0, 
'i=i

/ = 1 , 2 ,  .. м Г,
т-г
2 м *р y;) = o, Ч. II to .., т — г.

Согласно лемме 2.1 матрицы \\(Ар Лг-)||г и ||(Кг, Yj)\\m_r 
невырождены. Следовательно, из теоремы 2.4 вытекает, что

а 1 --- ^ 2 ----  ' * * P i  Ра * * * Р/71-Г 0 *



Итак, система векторов (2.3) линейно независима. Число 
векторов системы (2.3) равно г-\-(т — г) = т. Поэтому лю
бой вектор w-мерного пространства может быть представлен 
в виде их линейной комбинации. В частности,

г т - г

Я =  2 * А + 2 Л  (2-35)
/=1 г =а

Умножим обе части равенства (2.35) на векторы Yj. Учиты
вая условия теоремы, согласно которым

(Д ^ )  =  0, / =  1, 2, . . т — г,
и соотношения (2.32), получаем

т - г

2 - М ^  у» =  0, у =  1, 2, . .  т — г. (2.36)
* =  1

В силу леммы 2.1 и теоремы 2.4 соотношения (2.36) влекут 
за собой равенства

Л = Л =  • •• = Л .- г  =  0-
Поэтому (2.35) может быть переписано в виде

г

в = 2

что означает совместность системы (2.1), одним из решений 
которой является вектор (xv х2, . . . ,  хГУ 0, 0, . .  ., 0). Тео
рема доказана полностью.

Если ранг матрицы А равен г, то общее решение одно
родной системы (2.25) представляет собой совокупность ли
нейных комбинаций некоторых (т — г) линейно независимых 
решений этой системы. Поэтому условия ортогональности
(2.24) следует проверять лишь для (т — г) линейно незави
симых векторов, являющихся решениями системы (2.25).

В соответствии с теоремой 2.4 критерием единственности 
совместной системы (1.2) является линейная независимость 
столбцов матрицы А . Условие (2.24) не составляет ограни
чения для вектора В только в том случае, если г = т. Сле
довательно, критерий разрешимости системы (2.1) при лю
бом векторе свободных членов состоит в линейной незави
симости строк матрицы А.

§  2 ] с и с т е м ы  Ли н е й н ы х  у р а в н е н и й  7 3 3
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Отсюда вытекает, что для единственности решения си
стемы (2.1) при любом векторе В необходимо и достаточно, 
чтобы матрица А была квадратной и невырожденной.

Отметим также следующее простое утверждение (упраж
нение 8):

Если матрица А квадратная, то единственность решения 
однородной системы, соответствующей системе уравнений
(2.1), является необходимым и достаточным условием для 
совместности системы (2.1) при любом векторе В.

2.7. До сих пор мы ни слова не сказали о том, как ре
шать конкретные системы линейных уравнений. Один из воз
можных путей решения системы вида (2.1) непосредственно 
следует из приведенной здесь теории линейных систем. Этот 
путь заключается в следующем.

Вначале определяются ранги матрицы А и расширенной 
матрицы А системы.

Если они различны, делается вывод о несовместности 
системы. В противном случае приступают к определению об
щего решения системы. При вычислении ранга матрицы си
стемы выделяется ее невырожденная квадратная подматрица 
максимального порядка. Обозначим ее через А. Уравнения 
системы, коэффициенты которых не участвуют в образовании 
матрицы А , в дальнейшем не учитываются. Неизвестные, ко
эффициенты при которых не являются элементами матрицы Л, 
переносятся в правую часть. При этом образуется система 
уравнений с квадратной невырожденной матрицей А и векто
ром свободных членов, являющимся суммой одного вектора 
и линейной комбинации нескольких векторов. Коэффициенты 
линейной комбинации могут принимать произвольные зна
чения.

Далее используется правило Крамера, с помощью кото
рого неизвестные, соответствующие столбцам матрицы Л, вы
ражаются через остальные неизвестные системы. На этом по
строение общего решения системы заканчивается.

Читатель, вероятно, заметил, что при немалых значениях 
параметров т и п  реализация намеченного способа решения 
систем линейных уравнений связана с необходимостью вы
числения большого числа определителей высокого порядка. 
Вычисление каждого такого определителя представляет собой 
весьма трудоемкую работу. Поэтому описанный выше путь



отыскания общего решения системы уравнений оказывается 
практически непригодным.

Для решения систем линейных уравнений с числовыми 
коэффициентами создано много методов, экономных в вычи
слительном отношении.

Мы остановимся здесь на одном из них.
Как обычно, наши рассуждения будут проводиться при

менительно к системе (2.1). Метод, излагаемый ниже, изве
стен под названием метода полного исключения. Обычно он 
связывается с именами Жордана и Гаусса.

Метод полного исключения основывается на использова
нии двух видов элементарных преобразований расширенной 
матрицы системы.

1. Некоторая строка расширенной матрицы умножается 
на число, отличное от нуля.

2. К одной из строк расширенной матрицы прибав
ляется другая строка, умноженная на произвольное чи
сло.

Нетрудно проверить, что каждое из элементарных пре
образований (а следовательно, и любая их последователь
ность) приводит к расширенной матрице новой системы, ко
торая эквивалентна исходной системе. Доказательство этого 
утверждения читатель сможет провести самостоятельно (см. 
упражнение 9).

Метод полного исключения складывается из конечного 
числа шагов. Опишем первый шаг метода. Среди элементов 
матрицы системы А (главной части расширенной матрицы А ) 
выбирается произвольный элемент, отличный от нуля. Этот 
элемент называют направляющим элементом данного шага 
(преобразования). Строку и столбец, которые содержат- на
правляющий элемент преобразования, принято называть на
правляющими данного преобразования.

Все элементы направляющей строки расширенной матри
цы А делятся на направляющий элемент. В результате обра
зуется новая направляющая строка. Далее, из каждой строки 
матрицы А (исключая направляющую строку) вычитается но
вая направляющая строка, умноженная на элемент, который 
расположен на пересечении преобразуемой строки и направ
ляющего столбца. На этом первый шаг метода полного 
исключения заканчивается.

§  2] СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 7 3 5
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Обозначим через А' матрицу, в которую перешла матри
ца А. Матрица А ' образовалась из матрицы А с помощью 
одного элементарного преобразования первого вида и (т— 1) 
элементарных преобразований второго вида. Следовательно, 
система уравнений с расширенной матрицей А эквивалентна 
исходной системе (2.1).

Отметим, что в результате описанных преобразований все 
элементы направляющего столбца, отличные от направляющего 
элемента, перешли в нули, а направляющий элемент перешел 
в единицу.

Совокупность элементов первых п столбцов матрицы А \  
лежащих вне направляющей строки и направляющего столбца 
первого шага, назовем главной частью матрицы А'.

Направляющий элемент второго шага разыскивается среди 
ненулевых элементов главной части матрицы А', Второй шаг 
проводится по тем же правилам, что и первый. Отметим, что 
столбец, отвечающий направляющему столбцу первого шага, 
в результате второго шага не меняется, так как на пересе
чении этого столбца и направляющей строки второго шага 
стоит нуль. В полученной после второго шага матрице А" на 
месте направляющих столбцов (первого и второго шагов) 
стоят единичные векторы. Единичная компонента каждого из 
этих векторов расположена в соответствующей направляющей 
строке. Дальнейшие шаги метода полного исключения про
водятся по аналогичным правилам. Допустим, что уже осу
ществлено k шагов метода и А(к) — полученная в результате 
матрица. Каждому шагу соответствует своя направляющая 
строка и свой направляющий столбец. В матрице А{к) имеется 
k строк и k столбцов, которые на предыдущих шагах выби
рались в качестве направляющих. Поэтому k столбцов ма
трицы A{k) представляют собой единичные векторы с едини
цами в соответствующих направляющих строках. Совокуп
ность элементов первых п столбцов матрицы A{k\  располо
женных вне направляющих строк и столбцов предыдущих 
шагов,— главная часть этой матрицы. Направляющий эле
мент (k -j- 1 )-го шага выбирается среди ненулевых элементов 
главной части матрицы A{k). После этого к матрице A(k) 
применяется та же последовательность элементарных преоб
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разований, что и на первом шаге. В результате приходим 
к матрице Л(*+1), имеющей (й + 1 ) единичных столбцов.

Последовательные шаги осуществляются до тех пор, пока 
имеется возможность выбора направляющего элемента. Если 
после й-го шага главная часть матрицы A(k) не содержит ни 
одного элемента или состоит из одних нулей, то процесс 
решения на этом заканчивается.

Очевидно, что описанный процесс содержит не более чем 
T =  min{w, п} шагов, причем общее число умножений и де-

„ 2д—х -f-1лений не превосходит т х----- -̂----.

2.8. Пусть процесс решения оборвался после /-го шага. 
Прежде всего заметим, что матрица

. А{‘\  В(1))=*{А'1\  В'1))

образовалась из матрицы А с помощью элементарных пре
образований. Следовательно, система линейных уравнений

А(1)Х ^ В (1) (2.37)

эквивалентна системе (2.1). Поскольку процесс решения за
кончен, главная часть матрицы А{1) либо не содержит ни од
ного элемента, либо состоит из одних нулей.

Предположим вначале, что среди строк матрицы А(1) име
ются такие, которые не являлись направляющими ни в одном 
из проведенных шагов. Рассмотрим любую из этих строк.

Допустим, что ее номер равен /0. Как нетрудно прове
рить, а$=* 0 для у s»l ,  2, . . . , я .  Действительно, если / — 
номер столбца, который был направляющим в одном из шагов 
процесса, то я(/0/ =  0, поскольку единственный ненулевой 
элемент /-го столбца расположен в соответствующей направ
ляющей строке. Если же /-й столбец ни разу не выбирался 
в качестве направляющего, то элемент aj[) расположен в глав
ной части матрицы А(1\  которая, по условию, содержит 
только нулевые элементы.

Таким образом, /0-е уравнение системы (2.37) имеет вид 

Ох, +  0хг +  . . .  +  0хп =  ь%. (2.38)
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1. Если Ь^фО, то уравнение (2.38) противоречиво. По
этому система (2.1), эквивалентная несовместной системе
(2.37) , не имеет ни одного решения.

2. Если b\^ =  0, то /0-е уравнение системы (2.37), яв
ляясь тождеством (0 =  0), не накладывает никаких ограни
чений на неизвестные системы, и следовательно, может быть 
опущено.

Перебирая одну за другой строки матрицы Л(1\  не яв
ляющиеся направляющими, мы либо установим неразреши
мость системы, либо отбросим все такие строки.

Допустим, что случай 1°, указывающий на неразреши
мость системы (2.1), ни разу не имел места. Тогда в системе
(2.37) останутся только такие уравнения, которые соответ
ствуют строкам матрицы А{1\  выбранным в качестве направ
ляющих на одном из шагов процесса.

Таким образом, в системе (2.37) окажется ровно / урав
нений (по числу направляющих строк). Примем для опреде
ленности, что это — первые I уравнений. Перепишем полу
ченную систему уравнений в виде

п
2  a?iXi = b\l\  / = 1 , 2 . . . . . / .  (2.39)

Очевидно, система (2.39) эквивалентна системе (2.37), а сле
довательно, и исходной системе (2.1). В частности, I может 
равняться ш. Это значит, что в процессе решения все строки 
системы выбирались в качестве направляющих. В этом случае 
отбрасывать часть уравнений системы (2.37) не придется. 
Итак, либо исходная система окажется несовместной, либо 
мы перейдем к системе (2.39), эквивалентной системе (2.1). 
Покажем, что система (2.39) совместна, и определение ее 
общего решения не требует каких бы то ни было вычислений.

Без ограничения общности будем считать, что /-й на
правляющей строке ( / = 1 , 2 ,  . . . , / )  соответствует /-й на
правляющий столбец (этого всегда можно добиться за счет 
соответствующей перенумерации переменных системы (2.39). 
Тогда в соответствии с описанными выше правилами метода 
полного исключения

а«) -

0 ,  1 ф } ,

1, / =  /,
( / — 1> 2,
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Следовательно, система (2.39) может быть переписана в виде

/ =  1, 2, (2.40)
/ = / + 1

Положим

о,о...... о).,(о

....-ей', о, о, о, 1, о, о),,(0

<9 — / -j- 1, . л ., П.
Очевидно, Х0 является решением системы (2.40), а векторы 
Xs (s =  l +  1, . . ., п) удовлетворяют однородной системе урав
нений, соответствующей системе (2.40).

Ранг матрицы системы (2.40) равен I (коэффициенты при 
первых I неизвестных составляют единичную матрицу по
рядка /). Векторы Xs (s =  / +  1, . . ., п) линейно независимы 
(их последние п — 1 координат образуют единичную матрицу 
порядка п — /). Поэтому согласно теореме 2.3 общее реше
ние системы (2.40) имеет вид

* „ + 2  « А ,  (2.41)
S = l  +  1

где а /+1, а1+2, . . . ,  а„ — произвольные коэффициенты.
Но система (2.40) эквивалентна системе (2.1). Следова

тельно, выражение (2.41) является общим решением системы
(2.1).

Каждый шаг описанного метода состоит в исключении 
некоторого неизвестного (соответствующего направляющему 
столбцу) из всех уравнений системы, кроме того, которое 
отвечает направляющей строке данного шага. Этим и объ
ясняется название метода — метод полного исключения.

Для решения систем линейных уравнений часто приме
няется также метод исключения Гаусса. Этот метод сходен 
с методом полного исключения. Различие методов состоит 
в том, что в методе исключения Гаусса каждый шаг состоит* 
в исключении некоторого неизвестного только из тех урав
нений, которые не соответствуют направляющим строкам 
предшествующих шагов. Таким образом, число преобразуемых 
строк в k-u шаге метода исключения равно п — &, тогда как
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в методе полного исключения всякий раз преобразуются все 
строки.

Если подсчитать трудоемкость обоих методов, то окажется, 
что метод полного исключения требует несколько большего 
числа операций по сравнению с методом исключения. Однако 
метод полного исключения играет особую роль в линейном 
программировании. Он является алгоритмической основой 
всех конечных методов линейного программирования.

§ 3. Выпуклые множества

3.1. В п. 1.2 было введено/2-мерное эвклидово простран
ство Еп. Мы будем рассматривать различные множества 
точек (векторов) пространства Еп. Напомним, что условие 
принадлежности всех точек множества 01 множеству G2 
записывается обычно так: G1a G 2 (Gt содержится в G2). 
Если множество Gx содержит только одну точку X , то усло
вие принадлежности этой точки множеству G2 обозначается 
по-другому:

В частности, запись G aEn означает, что множество G 
состоит из точек пространства Еп. В конце первого параграфа 
было введено несколько важных множеств пространства Еп: 
r -мерное подпространство, r -мерное линейное многообразие 
( 0 < г < я ) .  Частным случаем линейного многообразия 
являются гиперплоскость (г =  п — 1) и прямая ( г=1) .

Рассмотрим произвольную гиперплоскость с уравнением

(Л, Х )=  2  м , - = с .  (3.1)
i =i

Гиперплоскость (3.1) порождает пару множеств, называемых 
полупространствами:

(Л, Л ) < с ,  (Л, Х ) ^ с .  (3.2)

Уравнение произвольной прямой пространства Еп имеет вид 
X = A + B t , —о с < / < о о ,  (3.3)

где А и В— некоторые векторы из Еп. Вектор В принято 
называть направляющим вектором данной прямой. Если 
параметр t в уравнении (3.3) ограничен снизу или сверху
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конечным числом, то соответствующее множество называется 
лучом (или полупрямой) с направляющим вектором В. 
При наличии двухсторонних конечных ограничений на пара
метр t уравнение (3.3) определяет отрезок.

Любую точку отрезка, задаваемого уравнением

X = A + B t, а
можно представить в виде линейной комбинации его концов: 

A -j- Bdy A-\-BQ.
Действительно,

A + B t = ii 1(A +  Ва) +  (Л +  Яр), (3.4)
Р —  t  t — а  / 0  гч

—  р — а  ’ ( 3 - 5 )

Заметим, что
М'1+М'2 =  Ь И ^ Х ), [х2^ 0 .  (3.6)

С другой стороны, как нетрудно заметить, при любых \i 1 и 
[л2, удовлетворяющих (3.6), найдется такое t, заключенное 
между а и р ,  для которого выполняются равенства (3.5), 
а следовательно, и представление (3.4).

Таким образом, отрезок с концами в точках А' и А" 
является совокупностью точек X  вида

X  =  \хА' (1 — \х)А'\ 0 С  [X ^  1.

Шаром с центром в точке А £ Е п и радиусом Q >  0 назы
вается множество точек X  £ Еп, для которых

| * —А | < в. (3.7)

Шар (3.7) составляет Q-окрестность точки А. Если мно
жество G£En содержит вместе с точкой X  ее е-окрестность 
при некотором е > 0 ,  то X  называется внутренней точкой 
множества G. Внешняя точка множества G обладает неко
торой окрестностью, находящейся вне G.

Если в любой окрестности точки X  содержатся как 
точки G, так и точки, не принадлежащие G, то, по опре
делению, X  — граничная точка множества G. Множество, 
содержащее все свои граничные точки, называется зам
кнутым.

Нетрудно убедиться, что любое линейное многообразие 
(и в частности, гиперплоскость и прямая), полупространство,

§  3]
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луч, отрезок являются замкнутыми множествами (см. упраж
нение И).

Легко проверить, что объединение конечного числа
k

замкнутых множеств Ov G2, . . .  , Gk ( (J 0() и общая часть
i=i

произвольного числа замкнутых множеств О,, G2, . . .
. . . ,  Gk, . . . ( ПО / )  также являются замкнутыми множествами. 
Доказательство этих утверждений предоставляется читателю 
(см. упражнение 12).

Множество G называют ограниченным, если найдется 
такое число с, не зависящее от X , что

№ < *
для всех X  £ G.

На /2-мерное эвклидово пространство без труда перено
сится известная теорема Больцано — Вейерштрасса:

Из любой ограниченной последовательности точек 
пространства Еп может быть выделена сходящаяся под
последовательность. Доказательство этой теоремы состав
ляет содержание упражнения 13.

Пусть F(X) — функция, согласно которой каждой точке Х0 
множества G dE n отвечает определенное действительное 
число Е(Х0). Множество G называется областью определения 
или областью задания функции F(X).

Функция F(X)  называется непрерывной в точке Х 0 
из области своего задания, если для произвольного 8 > 0  
найдется такое б >  0, что для любой точки Х у принадле
жащей области определения F(X) и отстоящей от Х 0 меньше 
чем на б ( | X —Х 01 <  б),

|F ( * ) - / 4 * 0) |< e .

О функции, определенной и непрерывной в каждой точке 
множества G, говорят, что она непрерывна на множестве G. 
Если F(X)—функция, непрерывная на ограниченном замк
нутом множестве G, то она достигает на этом множестве 
как верхней, так и нижней грани, т. е. существуют такие 
точки Х \  X"€G,  что

F(X' )=  sup F(X) =  max F(X)y
x e G  Xe G

F(X")= ini F(X) =  min F(X).
X e G X e G
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Доказательство сформулированного утверждения опирается 
на теорему Больцано — Вейерштрасса и проводится точно 
так же, как и для функции одного переменного (см. упраж
нение 14). Простейшими примерами непрерывных функций

п
являются линейная функция F(X) = (C, Х)=* и кваД-

/=1
п п

ратичная функция F (Х)^= Х т , \\Х 2
J /=1/=1

dijXiXj.

Каждая из этих функций непрерывна на всем пространстве 
Еп (см. упражнение 15).

3.2, Множество G£ En называется выпуклым, если вместе 
с любыми двумя своими точками Л и В оно содержит соеди
няющий их отрезок:

|лЛ +  (1 — [л) В, 0 <  1,
Нетрудно проверить, что если G—выпуклое множество 

и точки Pv Р2, . . . ,  Ps содержатся в G, то при любых ai ^  О, 
/*=1, 2, удовлетворяющих условию

S  —1»(=i
s

точка упражнение 16).
i=i

Все упоминавшиеся в предыдущем пункте множества 
являются выпуклыми (см. упражнение 17).

Нетрудно проверить, что общая часть произвольного 
числа выпуклых множеств является выпуклым множеством 
(см. упражнение 18). Важный класс выпуклых множеств 
составляют так называемые выпуклые конусы. Приведем 
соответствующее определение.

Будем говорить, что выпуклое замкнутое множество 
ГсБ„ является выпуклым конусом с вершиной в точке Р0, 
если для произвольного вектора Р £ Т  и любого р, 3э*0 вектор

P0 +  li ( P - P 0) £ T .

Нетрудно проверить, что всякое линейное многообразие 
является выпуклым конусом, причем за вершину конуса 
может быть принята любая точка многообразия (см. упраж
нение 19). Другим достаточно общим примером,выпуклого
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конуса является следующий. Пусть D —произвольное вы
пуклое замкнутое ограниченное множество, а Р0 —некоторая 
точка, расположенная вне D. Совокупность всех лучей, исхо
дящих из Р0 и пересекающих D, является выпуклым кону
сом (см. упражнение 20).

Мы сейчас сформулируем и докажем одно фундаменталь
ное утверждение относительно выпуклых множеств. Это 
утверждение является основой доказательства многих важных 
фактов теории математического программирования.

Начнем с определения. Будем говорить, что гиперпло
скость с уравнением

(Л, Х) = с

разделяет множества Gx и G2, если (Л, Х ) ^ с  для всех 
точек X  g Gx и (Л, X) ^  с для всех точек X  £ G2. Другими 
словами, некоторая гиперплоскость разделяет множества 
Gx и G2 в том и только в том случае, если Gx расположено 
в одном из полупространств, порождаемых гиперплоскостью, 
a G2 лежит в другом полупространстве.

Если все неравенства, участвующие в определении раз
деляющей гиперплоскости, являются строгими, то говорят, 
что данная гиперплоскость строго разделяет множества 
о, и О,.

Таким образом, гиперплоскость, строго разделяющая 
множества Gx и G2, обладает следующим свойством: все 
точки множества Gx являются внутренними точками одного 
из полупространств, порождаемых гиперплоскостью, а все 
точки множества G2 оказываются внутренними точками 
другого полупространства.

Если множество Gx расположено внутри одного из полу
пространств, порождаемых гиперплоскостью П, a G2 принад
лежит другому полупространству, то говорят, что гиперплос
кость П строго отделяет множество G1 от множества G2.

Т е о р е м а  3.1 ( т е о р е м а  о р а з д е л я ю щ е й  г и п е р 
п л о с к о с т и ) .  Пусть Gx и G2—произвольные выпуклые 
замкнутые множества без общих точек, из которых 
хотя бы одно ограничено. В этих предположениях 
существует гиперплоскость, строго разделяющая мно
жества Gx и G2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для определенности допустим, 
что ограниченным множеством является Gx.
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Положим
о =  inf |Р ,— P J ,

где нижняя грань берется по всевозможным точкам Рх £ 0 1 
и Р 2€ 02. Согласно определению нижней грани существуют 
такие последовательности точек {Р^} и {Р2̂ } (P[k) € Gv 
Р[к) € 02), что

lim |Р<*>_Р<*>| =  а. (3.8)
& 00

Поскольку Oj — ограниченное множество, последовательность 
{Р^} ограничена. Последовательность {Р2̂ } также ограни
чена, так как

I р<*> | = | (p 'ft) — p[k)) + p [ k) | < |  р[к)— рю  | - f | p f >  |. 

Пользуясь теоремой Больцано — Вейерштрасса, выделим 
из последовательностей {Р^} и {Р^} последовательности, 
сходящиеся соответственно к точкам Р ,, Р 2. В силу замкну
тости рассматриваемых множеств P i £ G v Р 2 £ 02. Таким 
образом, существует такая последовательность индексов k if 
l== 1, 2, . . .  , что

lira | Р<*;) — Р? | =  0; lim | p f l) — Р* | =  0.
I  QO /  СО

Переходя в выражении | p[ki) — p f l) | к пределу при / —-* оо 
и учитывая (3.8), получаем

1 Pi —Р^ | =  а =  min | Рх—Р2Ь (3.9)
Pi € G2

По условию, множества Gv G2 не имеют общих точек, сле
довательно а > 0 .

Пусть

где 0 < ц < 1 .  Обозначим через гиперплоскость, опре
деляемую уравнением

(Л, X) — (Л, RJ,  (3.10)

где Л =  Pi — Р 2. Непосредственной подстановкой убеждаемся, 
что П содержит точку Р  . Покажем, что гиперплоскость

24 д. Ю д и н  и  Е .  Г о л ь ш т е й н

§ 3]
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строго разделяет множества Gt и G2. Доказательство 
проводится от противного.

Пусть QQGV и вместе с тем

(A, Q ) < ( A ,  RJ.  (3.11)

Поскольку Р* и Q принадлежат выпуклому множеству Gp 
любая точка Qe =  (l — e )P i+ 8 Q , где O s ^ e ^ l ,  также со
держится в Gj.

Вычислим квадрат расстояния между точками Qt £ Gx и
Pi € 02:

IQ,— Pi |* =  10  — e) P* + e Q — P*,|2 =  |A  +  e (Q —p I) |2 =
=  e2[ Q - P ; | 2 +  2e(A, Q-P*t) +  |A |2.

Установим теперь, что
(A, Q— P l ) < 0 .  (3.12)

В самом деле,
(A, Ry)= (A, ^ ; + ( i - i * ) p ; ) =

= (A , ( | i - i ) ( p , * - p : ) + p ; ) =
=  (A, ( ц - 1 ) А  +  Р;) =  ( ц - 1 ) | А | 2 +  (Л, P*,). 

но | A | 2 =  a2>>0, p ^ l .  Следовательно,

(A, R J < ( A, P\).
Сравнивая полученное соотношение с (3.11), приходим 
к неравенству

(A, Р \)> ( A, Q), 
эквивалентному (3.12).

Положим (A, Q—Р*\) — a ( a < 0 ) ,  | Q—- I =  Р- Тогда 
lQe- P 2*l =  (3V +  2ea +  a 2.

Выбрав 0 > О ,  удовлетворяющее условиям

т^ - 26 < 1 ,  6 < 2 ,

положим

1 +  Р2 •
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Точка Q4 £ Q V так как 0 < е о< 1 .  С другой стороны,

| Qeo -  Р\ | =  о2 +  2е0а +  егф г <  а!— ^  0 (2 -  6) <  а*.

Итак, допустив справедливость неравенства (3.11), приходим 
к соотношению, противоречащему (3.9). Следовательно,

(A, Q ) > ( А, / у

для любой точки Q £ G t. Аналогично доказывается, что
(A, Q) <  (А, / у

для всех точек Q<JG2.
Таким образом, гиперплоскость

(А, * )  =  с,

где А == Pi — Р 2, с==(А, Р^), PH. =  M 'P i+ (l—^ Р г ,  0<J
< [ л < 1 ,  строго разделяет множества 01 и G2.

Теорема полностью доказана.
Если отказаться хотя бы от одного из предположений 

теоремы 3.1 относительно множеств Ох и G2, то теорема 
перестает быть верной (см. упражнение 21).

Иногда нет необходимости требовать, чтобы гиперпло
скость строго разделяла два множества. Достаточно иметь 
гиперплоскость, которая просто разделяет эти множества. 
В таких случаях может оказаться полезным следующее 
утверждение.

Т е о р е м а  3.2. Если О, и 02— произвольные выпуклые 
множества без общих точек, то существует гиперпло
скость, разделяющая Gt и G2.

Т е о р е м а  3.2 не используется в последующем изло
жении. Поэтому доказательство ее здесь не приводится. 
При желании читатель сможет доказать эту теорему само
стоятельно (см. упражнение 23).

3.3. В качестве следствия из теоремы о разделяющей 
гиперплоскости установим два предложения, которые будут 
использованы в последующих главах.

Будем говорить, что гиперплоскость П с уравнением
(А, Х) = с

является опорной гиперплоскостью множества О (опорной
для G) в точке РЛ £ О, если
24*

§ 3]



748 ДОПОЛНЕНИЕ

а) (Л, Р0) =  с (П содержит точку Р0),
б) (Л, Р ) < с  для всех точек Р £  G,

или
(Л, Р) ^  с при Р £  G

(множество G лежит в одном из полупространств, порож
даемых П).

С л е д с т в и е  3.1 ( т е о р е м а  об о п о р н о й  г и п е р 
п л о с к о с т и ) .  Если Р0— граничная точка выпуклого замк
нутого множества G, то существует опорная гиперпло
скость множества О в точке Р0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку Р0— граничная точка 
множества G, найдется последовательность {РЛ}, которая 
состоит из точек, не принадлежащих G, и сходится к Р0. 
Рассмотрим выпуклые множества Gx и G2, из которых первым 
является точка Pk, а второе совпадает с G. Согласно 
теореме 3.1 существует такая гиперплоскость ПА с уравне
нием

(A*, X) = ck, (3.13)
что

(Л*, Pk) > c k, (3.14)
(А*, Р ) < с »  P€G.  (3.15)

Не уменьшая общности, можно считать

| Л * | < 1 ,  К 1 < 1 .
Пользуясь теоремой Больцано — Вейерштрасса, выделим 
из последовательности векторов {Лд,} и последовательности 
чисел {сд,} подпоследовательности, сходящиеся соответ
ственно к Л и с. Покажем, что гиперплоскость с уравне
нием

( А , Х )  =  с
является искомой.

Действительно, переходя в неравенствах (3.15) к пределу 
по выделенной подпоследовательности индексов k при фик
сированном P £ G ,  получаем

(Л, Р )< с , Р е  О. (3.16)
В частности,

(Л, Р 0) < с . (3.17)
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С другой стороны, переход к пределу по указанной под
последовательности в (3.14) приводит к неравенству

(А, Р0) > с .  (3.18)

Сравнивая (3.17) и (3.18), получаем

(А, Я0) =  с. (3.19)

Соотношения (3.16) и (3.19) показывают, что гиперпло
скость А, А) =  с является опорной для G в точке Р0. Дока
зательство следствия закончено.

Отметим, что условия теоремы об опорной гиперплоскости 
могут быть несколько ослаблены: множество G не обяза
тельно предполагать замкнутым (см. упражнение 22).

Определим расстояние q(P, G) между точкой Р  и мно
жеством G, положив

Q(P, 0 ) =  in !  |Р — Q |.
Q € G

Пусть Gt и Gz— замкнутые непересекающиеся множества, 
из которых хотя бы одно ограничено. Назовем Р2 £ G2 точ
кой G2, наименее удаленной от множества Gv если

Q(Pl, о ,) =  in f e ( p t , ot).
P2 € G2

Существование такой точки было установлено при доказа
тельстве теоремы 3.1.

С л е д с т в и е  3.2. Пусть Gx и Gz — множества, удов
летворяющие условиям теоремы 3.1, Р*— точка G2, наи
менее удаленная от Ох. Существует гиперплоскость П 
с уравнением

(А, Х) = с,
такая, что

а) (А, Р ) < с  для P £ G 2,
б) (А, Р*2) =  с,
в) (А, Р ) > с  для P £ G r
(Гиперплоскость П является опорной для G2 в точке Р* 

и строго отделяет множество Gt от множества Ga.)

§  3 ]
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем в рассмотрение гипер
плоскость с уравнением

(Л, Л) =  (Л, Я„),
где

Л =  (Р*—Р*),

Здесь Р*— точка Giy наименее удаленная от множества Gz.
В процессе доказательства теоремы 3.1 было установ

лено, что при 0 <  [1 <  1
min (Л, РгУ> (Л, R ), (3.20)

Pi«Oi ^
шах (Л, Р2) < ( Л ,  Л ). (3.21)

P 2 e G 2 ^

Устремляя параметр \х в (3.21) к нулю, получаем
шах (Л, Р2) < ( Л ,  Р*). (3.22)

Р2 €  G2

Заметим, что (Л, Р^) =  \х | Л |2 +  | А, Р*| не возрастает 
с убыванием \i. Поэтому если устремить параметр р, в (3.20) 
к нулю, то неравенство остается строгим:

min (Л, Р ) >  (Л, Р;). (3.23)
Pi*0i

Из соотношений (3.22) и (3.23) следует, что гиперплос
кость П с уравнением

(Л, Л )= (Л , Р\)

обладает всеми требуемыми свойствами, и следовательно, 
является искомой.

3.4. Рассмотрим пространство трех измерений. Среди 
выпуклых множеств этого пространства имеются одномерные 
(отрезок), двумерные (круг) и трехмерные (шар). Характери
стическим свойством трехмерной выпуклой фигуры является 
то, что не существует плоскости, в которую ее можно было 
бы погрузить. Двумерное выпуклое множество может быть 
погружено в некоторую плоскость; однако не существует 
прямой, содержащей это множество. Одномерное выпуклое 
множество всегда принадлежит некоторой прямой.

Приведенные соображения подсказывают следующее опре
деление размерности выпуклого множества, расположенного 
в я-мерном пространстве.
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Будем говорить, что выпуклое множество имеет раз
мерность q, если оно содержится в некотором Q-мерном 
линейном многообразии и не может принадлежать линейному 
многообразию размерности, меньшей чем q .

Если вспомнить два различных определения линейного 
многообразия, то определение размерности выпуклого мно
жества можно сформулировать в следующих двух эквива
лентных формах:

1. Размерность выпуклого множества О а  Еп равна 
q =  /z— г, где г —-максимальное число линейно независимых 
гиперплоскостей, общая часть которых содержит О.

2. Размерность выпуклого множества О равна минималь
ному числу q линейно независимых векторов Х х, ХЛ, . . . , Х ?, 
таких, что О содержится в совокупности точек

* = * . +  £  « л
г =1

где X0£G,  а а р а 2, . . . , а р —произвольные числа.
Установим одно полезное утверждение, поясняющее смысл 

понятия размерности выпуклого множества.
Т е о р е м а  3.3. Выпуклое множество G имеет раз

мерность, равную q ^  1, в том и только в том случае, если
а) G содержится в некотором Q-мерном линейном 

многообразии R,
б) найдутся точка P £ G  и число е > 0 ,  такие, что 

в пределах г-окрестности точки Р множество G и много
образие R совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть размерность G равна q 

и R —Q-мерное многообразие, содержащее G. Рассмотрим 
произвольную точку Х 0 £ G. Выберем максимальное число 
линейно независимых векторов X lt Х 2, . . . , X S среди векто
ров вида X —Х 0, где X  £ G. Очевидно, их число s равно q.

Действительно, неравенство s > * q противоречит тому, 
что множество X —Х 0, X  £ G  содержится в g-мерном под
пространстве X —Х 0, X £ R .

С другой стороны, множество G принадлежит многообразию

* o + S  « Л .I =i
поэтому S ^ Q .
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Итак, s  =  q .

В силу выпуклости множества G

« А  +  J j a ,  ( * ,+ * . ) €  О

при любых числах а ^ О ,  /=*0, сумма которых
равна единице. Следовательно,

* . +  £ « Л € 0 ,  (3.24)
/ = 1

если

а (5г»0, /*»1, 2.........Q,

Положим
Q

( ^ € 0 ) .

В силу (3.24)

/ = 1 ,  2 . . . . . Q .

Следовательно,

Ж +  J] а/+ ^  — |j  оГ x t € о,

если
Q Q J

<к & *0, аГ^О, / = 1 ,  2, £ а , + +  X  аГ <  2q>
i=1 /s 1

или, что то же самое,

* ;  +  i > ; * i € G .  (3.25)* = 1
если i

i = i *

По условию, множество ЛГ—Х'0, Х ^О ,  содержится в 
подпространстве X — XQ, X £ R .  Следовательно, линейно
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независимые векторы X v Х г, . . . ,  Х р принадлежат этому под
пространству и Q-мерное линейное многообразие совпадает 
с совокупностью точек вида

(3.26)

где ctj, а2, . . . , а р— произвольные числа. Положим

=  a iXi | =  min j / " J ]  ^  а ;а / (Лг,., Xj),

где нижняя грань берется по всевозможным коэффициентам 
удовлетворяющим условию

§  3 ]

I 1К  1 =  1, (3.27)

Функция | определена и непрерывна в каждой

точке
а =  (а1? а2, . .  . , а ) £ £ .

Совокупность точек а =  (а1? а 2, . . . , а р), подчиняющихся 
условию (3.27), является ограниченным замкнутым множеством. 
Следовательно, существуют такие числа а1У ос2, . . . ,оср, что

По определению, \ л ^ 0 .  Если [Х =  0, то

и в силу линейной независимости векторов Х 1У Х 2У . . . , Хр  

а,==а2=  . . .  =  ар =  О,

что противоречит условию (3.27). Отсюда |Л > 0 .
Пусть X £ R  и
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В соответствии с (3.26)

х - х -  =

Положим

J j l o . H i -

Согласно определению числа \i

Д

Отсюда, учитывая (3.28), имеем

(3.29)

Соотношения (3.29) и (3.25) показывают, что

Итак, любая точка X  Q-мерного линейного многообразия R, 
удовлетворяющая неравенству (3.28), принадлежит G, причем

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть R —Q-мерное линейное мно
гообразие, содержащее G, и точка P £G  удовлетворяет 
условию б теоремы.

Многообразие R состоит из точек вида

где X v Х 2, . . . , Х ? — линейно независимая система векторов. 
Согласно условию б теоремы

для / «=1, 2, , . . , q . Пусть R ' — произвольное линейное мно
гообразие, содержащее G. В таком случае точки eXt(i=s 1, 
2, . .  •, q) принадлежат подпространству X —Я, X £ R ' .  Сле
довательно, размерность линейного многообразия R'  не может 
быть меньше, чем Q.

GczR. Необходимость теоремы доказана

Р +
/* = 1

Р + г Х ^ О
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Размерность R не превышает размерности любого линей
ного многообразия, содержащего О. Это означает, что раз
мерность О равна Q.

Достаточность условий теоремы доказана.
Из доказанной теоремы, в частности, следует, что раз

мерность п имеют те и только те выпуклые множества 
которые содержат внутренние точки.

Выпуклым множеством размерности 0 является точка 
(общая часть п линейно независимых гиперплоскостей).

Одномерное выпуклое множество расположено на неко
торой прямой. Отсюда следует, что в предположении замк
нутости оно совпадает либо с прямой, либо с лучом, либо 
с отрезком (см. упражнение 24).

Подчеркнем, что введенное здесь определение размер
ности относится только к выпуклым множествам. Попытка 
использовать это определение для любых множеств обречена 
на неудачу, поскольку такое одномерное множество, как 
окружность, согласно данному определению является дву
мерным множеством.

3.5. Точку Р множества О назовем крайней, если не 
существует двух различных точек Рг и Р2, принадлежа
щих О, таких, что

§ 3]

P = H P , +  (1—ц)Р 2,
где

0 < | х < 1 .

Таким образом, если Р — крайняя точка множества О, 
a S —произвольный отрезок, принадлежащий G, то Р либо 
не содержится в S, либо является одним из его концов.

Примерами крайних точек линейных и плоских множеств 
являются концы отрезка, вершины многоугольника, точки 
граничной окружности круга и т. д. Выпуклые множества 
могут иметь как конечное (многоугольник), так и бесконеч
ное (круг) число крайних точек. Некоторые выпуклые мно
жества (например, прямая) не содержит ни одной крайней 
точки. Ниже мы увидим, что подобные множества обязаны 
быть либо неограниченными, либо незамкнутыми.

Будем говорить, что множество G является выпуклой 
оболочкой множества Gv если оно состоит из всевозможных
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точек вида
N

2 11хЛ>

где 2 у* — И ч > 0 ( / = 1 ,  2, . .  .,iV), Рр Р2, . .  .,Рдг —
произвольная конечная система точек из Gr  

N
Вектор принято называть выпуклой комбинацией

векторов Рр Р2, . . . ,Рдг.  Нетрудно заметить, что выпуклая 
оболочка произвольного множества есть выпуклое множество 
(см. упражнение 25). С другой стороны, любое выпуклое 
множество, содержащее Gv обязано включать его выпуклую 
оболочку G (см. упражнение 16).

Поэтому выпуклая оболочка множества G— минимальное 
выпуклое множество, содержащее G. Сформулируем и дока
жем утверждение, которое дает возможность выяснить струк
туру выпуклого замкнутого ограниченного множества.

Т е о р е м а  3.4 ( т е о р е м а  о п р е д с т а в л е н и и ) .  
Пусть G— выпуклое замкнутое ограниченное множество, 
G* — совокупность крайних точек G. В таком случае G 
является выпуклой оболочкой множества G*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство проводится индук
цией по размерности п эвклидова пространства Еп1 содер
жащего G.

Если выпуклое замкнутое ограниченное множество G aEv 
то оно, очевидно, является либо точкой, либо отрезком. 
В первом случае множества G и G* совпадают. Во втором 
случае G* состоит из концов отрезка G, а любой отрезок 
является выпуклой оболочкой своих концов. Итак, при 
п== 1 теорема доказана.

Допустим справедливость утверждения теоремы для про
странства Еп_х. Покажем, что оно имеет место и в слу
чае Еп. Пусть множество G£En и Р0 =  (р(°), р(°), . . . , р ^ ) — 
произвольная точка G.

1. Допустим вначале, что Р0—граничная точка мно
жества G. Тогда по следствию 3.1 через точку Р0 может 
быть проведена гиперплоскость П с уравнением

(A, X) =  с, (3.30)
опорная для G т. е. такая, что (A, X) ^  с при X  £ G.
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Обозначим через Ох общую часть множества О и гипер
плоскости П. Очевидно, Gj— выпуклое замкнутое ограничен
ное множество; точка Р0 £ G. Допустим для определенности, 
что последняя компонента %п направляющего вектора 
A =  (?i1, Х2, . . . Д и) гиперплоскости П отлична от нуля.

В соответствии с уравнением (3.30) для любой точки 
P=(pv Р2, • ••>рп)£ П имеет место равенство

Рп к  <•+*,„ •
i = i

(3.31)

Рассмотрим множество G1£ E n_v состоящее из точек 
P = ( pv En- v  таких, что соответствующие
точки P =( pv рг, . . . ,  pn_v рп), где рп определяется из со
отношения (3.31), принадлежит Gr

Очевидно, Gj— выпуклое замкнутое ограниченное мно
жество (этим условиям удовлетворяет 04); точка 
P0 =  (p(i0), /40), . . . ,  рп-1) £ Следовательно, по предполо
жению индукции найдутся такие крайние точки множества G,

Pi =  (рР, Рг \  I =  1. 2, . . ., N,
что

^о =  | > Л  (3.32)

Д]ц,(.=  1, Hi^O,  / =  1, 2,

Определим точки

Pt =  (Р<°, Р?>, • • • ,  Р (Д , . /  =  1, 2 ,  . . . ,  ЛГ,

П О Л О Ж И В

п —1 л

2 ^  D(i) _L L
K_ , K Pk + К- (3.33)

Точки Р{ £ Gj, так как по условию Р. £ Gt (/ =  1, 2, . . . ,  N). 
Поскольку точка Р 0 удовлетворяет равенству (3.31) и
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справедливы представление (3.32) и соотношение (3.33), то

k = \^» k =  i  п i = i
N

=  2  ^  Г - 2 г ^ ) + г 1  =  2  (3-34>г = i L i = 1

Учитывая (3.32) и (3.34), получаем
N

Ро= (3.35)
/= 1

где
N

2 ^ = 1 ;  ц . > ° >  *=1 .  2 , •••,  лг.

Покажем, что все точки участвующие в представле
нии (3.35), являются крайними точками множества G. Пред
положив противное для некоторого / ( 1 ^ / ^ i V ) ,  имеем

+  (̂ ) Q2. 0 < ц < 1 ,
Qs =  (? (IS). ^ s). • • • - <7(„s)) €  о ,  5 = 1 , 2 .

Так как П — опорная гиперплоскость множества G, то

(A, Q ,)< c , 5 =  1, 2. (3.36)
Далее,

(А, Р,) =  ц(А, Q,) +  (l — М-) (Л, Q,) =  c.
Отсюда, учитывая (3.36) и условие 0 < [ А < 1 ,  получаем 

(Л, Q1) = (A1 Q2) =  с.

Поэтому QS£ G V 5 =  1,2, а следовательно,

Я, = (я\ . . . .  ?{£-.)€0  ̂ 5= 1, 2.
Итак,

P i =  HQ, +  (l —ц) Q2, 0 < ц, < 1 ,

Q ,€ 0 „  s =  b  2.
Поскольку P t— крайняя точка множества G,, то Q, =  Q2 — Р{, 
откуда, обращаясь к соотношению (3.31), выводим, что Q, =  Q2.
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Полученное противоречие означает, что Р .— крайняя точка 
множества G.

2. Пусть теперь точка Р0—внутренняя точка множества О. 
Рассмотрим прямую L с уравнением

X  = P0-j- Rt, — с х > << < о о ,  (3.37)

где R —произвольный ненулевой вектор. Общая часть G 
и L является, очевидно, отрезком L с уравнением

X  = P0 +  Rt,
Положим

= +  x t =  P, +  Rtt .
Тогда

^0 =  ^ 1 + ( ! — H)^s> 0 < ц < 1 .

Очевидно, Х х и Х 2 — граничные точки G. Поэтому для 
них существуют представления типа (3.35):

/ = 1

=  / =  1, 2, Ns.
i = i

Р№ — крайние точки G, 5 =  1,2.  Следовательно,

р . =  s  w № >  +  —и-) n W -
i = i  i = l

Положим

§  3]

/  / = 1 , 2 , . . . , ^ ,
P ‘ “ \  /  =  ^ ,  +  1 ,  ЛГ. +  2 ,  N ,  f  ^ t = i V ,

_  / г = 1 ,  2, . . A/,,
|4<-\ -(l-| i)| i{!> AV / = N .  +  1, Nt +  2, . . . ,ЛЛ

Тогда

5 > *  =  1’

ЛГ

i=i
H, SzO, i — 1, 2,

(3.38)

• • 1 л/.
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Итак, согласно (3.35) и (3.38) произвольная точка множе
ства О может быть представлена в виде выпуклой комбина
ции конечного числа крайних точек этого множества. Вместе 
с тем любая выпуклая комбинация конечного числа точек 
выпуклого множества принадлежит этому множеству. По
этому G является выпуклой оболочкой G *— множества своих 
крайних точек.

Допустив справедливость утверждения теоремы для 
(п— 1)-мерного пространства, мы установили, что она имеет 
место и для Еп. Как было показано ранее, теорема верна 
при п =  1. Следовательно, теорема о представлении доказана 
полностью.

Пусть G— произвольное выпуклое множество. Множе
ство G0 назовем остовом G, если

а) G— выпуклая оболочка G0,
б) любое подмножество G0 не удовлетворяет условию а. 

Образно говоря, остов множества является наиболее эконом
ным множеством из числа удовлетворяющих условию а.

Заметим, что не любое выпуклое множество обладает 
остовом, например, открытый интервал остова не имеет. 
Теорема о представлении устанавливает существование остова 
для произвольного выпуклого замкнутого ограниченного 
множества. При этом оказывается, что остов множества G, 
удовлетворяющего перечисленным условиям, совпадает 
с G* — множеством крайних точек G.

В заключение приведем одно очевидное следствие тео
ремы 3.4.

С л е д с т в и е  3.3. Всякое непустое выпуклое замкну
тое ограниченное множество содержит хотя бы одну 
крайнюю точку.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Используя свойства скалярного произведения, доказать 
справедливость неравенства треугольника:

| Л - Я | < | Л - С |  +  | С - Я | ,
где А ,  В , С —произвольные точки из Е п.

2. Убедиться в справедливости равенства»

II <4j\\ n i l  а ц \ \  п = 1 1  « i / Н  п II «/ /11 п = 1 п ,

где матрица || 5//Ц „ (обратная по отношению к матрице || fly |[ п) 
определяется соотношением (1.7).
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3. Доказать единственность обратной матрицы для любой не
вырожденной матрицы \\aij\\n.

4. Проверить, что для вырожденной матрицы не существует 
обратной.

5. Если некоторый вектор представляется в виде линейной 
комбинации линейно независимых векторов, то это представление 
единственно. Доказать.

6. Пользуясь критерием линейной независимости системы век
торов, доказать, что ранг произвольной матрицы равен максималь
ному числу линейно независимых строк (столбцов) матрицы.

7. Доказать эквивалентность двух определений г-мерного под
пространства:

а) r-мерное подпространство—совокупность всех линейных ком
бинаций г линейно независимых векторов;

б) r -мерное подпространство—множество, которое вместе с па
рой векторов содержит произвольную линейную комбинацию этих 
векторов, причем максимальное число линейно независимых векторов 
множества равно г.

8. Если А — квадратная матрица, то разрешимость системы 
уравнений

АХ— В
при любом векторе В является необходимым и достаточным усло
вием для единственности решения соответствующей однородной 
системы

ЛХ =  0.
Доказать.
9. Убедиться в том, что элементарные преобразования рас

ширенной матрицы системы линейных уравнений, введенные в п. 2.7, 
не оказывают влияния на общее решение системы.

10. Используя метод полного исключения, определить общее 
решение следующих систем:

а) 2*, +  3*2 +  *3—2*4 = 1 ,
2 * ,+  *2 +  3*3+ *4 —3*5 =  3,
*1 +  2*2 +  З*3—3*4 +  2xs =  2;

б) — * !+ 3 * 2 +  2*3 —3*4+ 2*5+3*8 =  3,
2*! —3*2— *3+3*4 —2*5— *8=1,
3* , —  3*2 +* 3*4 2*5 +■ * 8== 2{

в) * ,+ 2*2+3*3= 1 ,
— 2*,+ *2— *3 =  2,
— *, +  3*2 +  2*3 =  3.

11. Проверить, что произвольное линейное многообразие, полу
пространство, луч и отрезок являются замкнутыми множествами.
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12. Доказать, что объединение конечного числа замкнутых 
множеств и общая часть произвольного числа замкнутых множеств 
являются замкнутыми множествами.

13. Доказать, что из любой ограниченной последовательности то
чек пространства Е п может быть выделена сходящаяся подпоследова
тельность.

14. Функция, определенная и непрерывная на ограниченном 
замкнутом множестве пространства Е п, достигает на этом множестве 
своей верхней и нижней граней. Доказать.

15. Убедиться в том, что линейная функция

F ( X )  =  (C, Х ) =
/=1

и квадратическая функция

F (X) =  X? || а , у  || „ X =  2  2  a i j x i x J

/=i /=i

непрерывны в каждой точке пространства Е п.
16. Если G — выпуклое множество, то из условий

S

Pi£G,  ct/ ^ О ,  г =  1, 2, . . . ,  s, 2 a *,= = *
i  = i

вытекает, что

P = j j 04P i £ G .
t  = 1

Доказать.
17. Убедиться в том, что линейное многообразие, полупростран

ство, луч, отрезок и шар являются выпуклыми множествами.
18. Общая часть произвольного числа выпуклых множеств — 

выпуклое множество. Доказать.
19. Проверить, что произвольное линейное многообразие мо

жет рассматриваться как конус с вершиной в любой точке много
образия.

20. Пусть D —выпуклое замкнутое ограниченное множество 
пространства Еп, точка Р 0 (j: D. Показать, что совокупность 
лучей, исходящих из Р 0 и пересекающих D,  составляет выпуклый 
конус.

21. Убедиться в том, что отказ от любого из предположений 
теоремы 3.1 относительно множеств G x и <j 2 делает ее утвержде
ние, вообще говоря, неверным.

22. Пусть G —произвольное выпуклое множество пространства 
Еп> точка Р ' £  Еп не является внутренней точкой G.  Используя 
теорему 3.1 и следствие 3.1, установить существование гиперпло
скости, проходящей через Р  и содержащей G в одном из своих 
полупространств,
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23. Доказать теорему 3.2. Указание: рассмотреть множество G , 
состоящее из точек

где Х (  £  G(, * =  1, 2, и применить к нему и точке Р =  0 утвержде
ние предыдущего упражнения.

24. Проверить, что одномерное выпуклое замкнутое множество 
совпадает либо с прямой, либо с лучом, либо с отрезком.

25. Доказать, что выпуклая оболочка произвольного множе
ства— выпуклое множество.

26. Усовершенствовав доказательство теоремы о представлении, 
показать, что любая точка выпуклого замкнутого ограниченного 
множества является выпуклой комбинацией не более, чем п +  1 
крайних точек этого множества. Указание: прямая L  с уравне
нием (3.37) проводится через Р 0 и некоторую крайнюю точку мно
жества G.

27. Проверить, что открытый интервал не имеет остова.
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