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ПРЕДИСЛОВ ИЕ 

Настоящая книга является первой частью учеБНИI{а 
,Алгебра  и начала анализа», написанного в соответствии  с 
nрограммой по математике, утвержденной в 1 985 году для 
средних специальных учебных заведени й ,  ведущих подго
товк у  специалистов на базе 8 классов общеобразователь
ной школы.  

В iIOBOM издании при  сохранении структуры учебника 
предыдущего издания проведено перераспределенне учеб
ного материала: доrюлнительные и некоторые обязатель
ные темы, необходимые для небольшого числа специаль
ностей, сосредоточены во второй. части . Некоторые главы 
!/ параграфы существенно сокращены. Полностью перера
ботэ.на г лава '«Вычислительная  математика». В связи с 
реализацие� реформы средней общеобразовательной I1 
спеЦll альнои школы содержаНllе !/ меТОДИI<а изложения 
всего учебного материала подверглись переработке в l.ja
правлении большей доступности и усиления прикладной 
направленности курса математики . 

ИзложеНJlе теоретического матернала сопровождаетсS1 
разбором большого Чllсла з�дач и упражнений .  В конце 
f<аждого параграфа приводятся вопросы для контроля н 
упражнеНJlЯ дл я самостоятельной работы учащихс я .  
В Новом IIздании существенно переработана Jf расширена 
система уп ражнеНII й .  

Учебники  написаны с учетом школьной программы, 
в них выдерживается преемственность с курсом матема
тики неполной средней школы как в изложени и  учебного 
материала , 'так и в вопросах обозначений и терминоло
г и и .  

Авторы считают своим долгом выразить благодар
,.ость преподавателю математики  Jlени нrрадского радиоап-
1 1  аратостроительного техникума кандидату педагогических 
наук Л. Ю. Сергиенко, которая внимательно. прочитала 
рукопись и сделала р яд ценных замечани й. 
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r л а в а 

МНОЖЕСТВО ДЕЙСТВ ИТЕЛЬН ЫХ ЧИСЕЛ. 

ПРИБЛИЖЕННЫЕ В ЫЧИ СЛЕН ИЯ 

§ 1 .  Множества и операции над ними 

1. Множество и его элементы.  Подмножества, Множе
ство представляет собой соединение, совокупность, собра
ние некоторых предметов , объединенных по какому-либо 
признаку.  Например,  множество учащихся класса , мно
жество БУI{В алфавита, множество цифр десятичной нуме
рации множество чисел первого десятка, множество на
турал�ных чисел, м'!ожество точек на прямой , множество 
книг на полке и т. д.) 

Предметы, из которых состоит множество, называются 
его элементами (например, буква «к» - элемент множе
ства букв русского алфавита) .  

Элементы множества обозначают малыми буквами ла
тинского или греческого алфавита . для обозначения  
множеств используют заглавные буквы латинского алфа
вита или запись со скобками . Например , А, В или {а; 
�; у}. 

ад Запись а Е А означает, что элемент а при н лежит 

множеству А. Запись a� А означает, что элемент а не 

принадлежит множеству А . Например, если N-множе
ство натуральных чисел , то 2 Е Н, О � Н. 

Множество считается заданным (известным) , если или 
�еречислены все его элементы , или указано такое свой
ство его элементов, которое позволяет судить о том, п ри
надлежит данный элемент множеству или нет. 

Так,  например, говоря о множестве М всех четных 
чисел, мы указываем свойство его элементов: каждое 
ч исло, принадлежащее этому множеству ,  делится нацело 
на два . Это записываетс я так: 

M={xENlx : 2}. 
Здесь фигурные скобки указывают на наличие множества; 
зцак I (вертикальна я палочка) замен�ет слова «таких, что» 
(или «такие, что») ; знак «:» читается как «делится на-
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дело»; о знаке Е сказано ранее; бу квой N обозначено 
множество натуральных чисел . 

Буквальное чтение этой записи таково: «\1I0жеСТ130 
М -это множество натуральных чисел х таких ,  что каж
дое из них делится наuело на 2». Можно прочнтать .1 
короче: «М -множество 'натуральных чисел , деЛ ЯЩНХС51 
на 2», или «М -множество четных натуральных чисел». 

Множества , состоящие из одних и тех же элеменгов, 
r�азываются pasIibl�tU (одинаковыми) . Если множества А 
11 В равны , то п ишут А =В. 

Если любой элемент 'множества В является и. элемен· 
том множества А, то множество В называется nод.ШiOже
СП180М (частЬ/о) .мн.ожества А. В этом случае говорят, 
что В �одержится в А или А содержит В, и п ишут ВсА 
или A:JB. В силу этого определеII IIЯ любое множество явл яется 
своим подмножеством. 

для удобства рассматривают и множество, которое 
не содержит ни одного элемента. Таное множество назы
вается пустым и обозначается символом е. 

По определению, пустое множество явлнется подмно
жеством любого множества. 

Таким образом , у любого множества А всегда име
ются два очевидных подмножества А и 0. 

П р и  м е р .  Найти все подмножества множества 
А=Р; 2; 3}. 

6. ПОДЫ ножества МII дан ного множества являются мно
жества 

{I}, {2} ,  {3} , {l; 2}, р; 3}, {2; 3}, {1; 2; 3}, 0.' 
Других подмножеств множество А не имеет . • 

2. Пересечение множеств. Рассмотрим множество на
туральных чисел, кратных числу 2, и множество нату
р альных ч исел , кратных числу 3. Нетрудно заметить , что 
множество чисел, кратных числу 6, состоит из элементов, 
которые входят в каждое из двух рассмотренных множеств . 

Множество С, состоящее из всех тех и только тех 
элементов, которые пр:!надлежат каждому из данных 
множеств А и В, называется nересеченuем мн.ожесmв А и 
В и обозначается А n В (П -знак пересечения) . 

На р ио. 1 изображены множества А и В и их пере
сечение. 

для точечных множеств ( например , геометрических 
фигур) смысл Ifермина «пересечение множеств» соответст-
12 

вует привычному для нас смыслу термина « пересечение 
ф�!гур». Так ,  наПР lIмер, если прямая �rMeeT две точки пе-
есечени я с не]<оторой окружностью, то множество, яв�яющееся пересечением множеств точек окружности и 

прямой, состоит из двух элементов (точек). Пересечение 
множеств точек отрезков АВ и CD (рис . 2) есть отрезо]< СВ. 

lJ 

А 
Рис. 1 Рис. 2 

Два множества, пересечение которых является пустым 
множеством,' называются н.еnересекаЮЩUАtuСЯ множесmваА1U. 

3 .  Объединение множеств. Объедuн.ен.uеАt множеств А 
и В называется такое. множество С, которое состоит из 
всех элементов множеств А и В и только ИЗ них .  В этом 
случае пишут С = A.u В ( U  -знак объединения ) .  

Например ,  объединением отрезков АВ и C D  является 
отрезок AD (см. рис . 2), 

{l ;  2; 3} U {4; 5} = {1;. 2; 3; 4; 5}. 
Если множества А и В имеют общие элементы (т. е. 

А n в =1= 0) ,  то ]<ажДЫЙ из этих общих элементов берется 
в множестве С только один раз. 

Например ,  
{1; 2 ;  3} U {3; 4} = {1; 2 ;  3; 4}. 

4. В ычитание множеств. Дополнение до множества . 
Пусть даны два множества А и В. Множество С, которое 
состоит из всех элементов множества А, не принадлежа
щпх множеству В, называется разностыо Jrtн.ожеств А и 
В и обозначается А В (рис. 3) . 

НаПР lI мер , 
если А = р; 2; 3; 4}, В = { l ; 2}, то 
А В={3; 4}; 
если А . {l; 2; 3}, В = {3; 4; 5; 6} , то 
А В = {1; 2}; "-
еСЛII A={l; 2; 5} , В={3; 4}, то А В=Р; 2; 5}; 
есЛ!I А = { l; 2}, В = {l; 2; 3} , то А В = 0· 
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� ЕСЛII А =>В, то rазность А в называется доnолнение,м _utожесmsа В до множества А (рис. 4) . 
Отметим, что результат операции «дополнение:Ь суще

ственно зависит от того множества , до которого «дополняется» данн()е множество. Например , дополнением множества целых чисел до множества всех рацион.альных 

PIIC. 3 Рис. 4 

чисел является множество всех дробных чисел; ес�и же 
рассматривать ДОIl ол Hel-III е множества целых чисел до 
множества действительных чисел, то дополнением этого 
множества будет множе�тво всех дробных и всех и рра
циональных чисел. 

В оп р осы для к онтроля 

1. Каl{ИМИ способами можно задать множество? 
2. Какие множества называются равными? 
3. Что называется подмножеством данного множества? 
4. Какое множество называется пустым? 
5. Что называется пересечеНlojем множеств? 
6. Какие множества называются непересекаЮЩИМIJСЯ? 
7. Что называется объединением множеств? 
8. Что называется разностыо множеств? 
9. Что называется дополнением множества? 

10. В каком случае разность А 8 есть дополнение множества 
8 до множества А? 

Упражнения 

1. 1 .  Найдите множество корней уравнения 
(х2 - 1) (х2+5х+6) =0. 

1 .2. Н айдите множество всех целых чисел, удовлетворяющих не
равенству х2.;;;; 5. 

1 .3.  Пусть М - множество всех корней уравнения 
хБ+3х4+х3- 1 =0. 

1 1 . 
Какие из чисел 1; -1; 2; -2 являются элементами множества М? 

1 4  

1.4. 
1.5. 

1.6. 

Найдите все подмножества множества А ={З; 4; 5}. 
Сколько подмножеств у множества, состоящего 
1) 113 одного элемента; 
2) из двух элементов; 
3) IIЗ трех элементов; 
4) IIЗ пяти элементов; 
5) из десяти элементов? 
Найдите А n 8, если 

1) А = {3; 4; 5}, 
2) А={О; 1; 7; 8}, 
3) A={I; 3; 5; 7}, 
4) A={I; 2; 3}, 

8={3; 5; 6}; 
8={-7; О; 6; 9}; 
8={ 2; 4; 6; 8}; 
8={-1; О; 1; 2; 3}. 

1 .7. Пусть M- МНОЖес'Тво всех KopHe� уравнения 2x8+x3-rx:=0. 
Найдите пересечение этого множества с множествами А ={ 1, 2, 3}, 
8={0; 1; -I}, С={-2; -1; I}. 

1 .8. Найдите А U В для множеств А и В, указанных в упр . 1.6. 
1 . 9. Найдите А"-..,В и lJ'....A дЛЯ множеств А и В, указа нных в 

упр. 1.6. 
А В С М 1 . 1 0. Найдите А"-..,М, lJ'....M, С"-."М дЛЯ множеств , , , , 

указанных в упр. 1 7. 
1 . 1 1 .  Найдите объединение множеств А"-..,М, f!'.....M, С"-."М, кото-

рые определены в упр. 1.10. 
1 . 1 2. Найдите дополнение множества А до множества В, если 

1) A={I; 2; 3}, В={О; 1; 2; 3; 5}; 

2) A={I, 2; 3}, В={-} ; О; 1 ;  2; 3; 4 } ; 
3) А={О; I}, 8={-1; О; 1; -2}. 

1 . 1 3. Чему равны А U В, А n В, А"-..,В, если А с в? 
1 . 1 4. Найдите М"ножества А U В, А n 8, А U С, А n С, 8 U С, 

В n С, если 
А={-4; -3; -2; -1; О; 1; 2}, 
В={4; 3; 2; 1; О; -1; -2}, 
С={-4; -3; -2; -1; О; 1; 2; 3; 4}. 

1 . 1 5. Найдите' А U 8 U С и А n 8 n С, где А, В, С определеllЫ 
11 упр. 1.14. . 

1 . 1 6. Пусть N-миожество натуральных чисел, Z-множеетво 
целых чисел, а множества А, 8, С определены в упр. 1.14. Найдите 
А n N, В n z, В u Z, N n Z, (А n 8) n N. 

1 . 1 7. Пусть N - множество натуральных чисел, Z -множество 
целых чисел Q- МJlОЖес'Тво рациональных чисел, R-множество 
действительн�х чисел. Как зти множества связаны между собой? 

1 . 1 8. Найдите все элементы множеств 
M={xEQI2x=3}, E={xENlx-3 < 5}. 

1 . 1 9. Пусть F1 - множество всех паралле.10граммов, F2-множество ВСех прямоугольников, F з -множество всех ромбов, F 4 - мно
Жество всех квадратов. Найдите множества 

Fi n Р2, Р2 n Fз, Р2 U Ра U Р4 U Fi, Р1 n Р2 n Fз n Р,. 
1 .20. докажите равенства 

(А U 8) n С = (А n с) U (8 n с), 
(А n 8) U С = (А U С) n (8 U С). 
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§ 2. Рациональные числа 

1 .  Натуральные и целые числа. П редставления о чис
пах у человечества складывались постепенно под вли я 
Нl!ем требований п раКТI!КИ. 

Натуральные числа 1 ,  2 ,  3, . .  , появились в СВЯЗII С 
необходимостью подсчета предметов, т. е. с необходимо
стью ответить н(! вопрос: «Сколы<О элементов содеРЖIIТ 
да IIное множество?». Например, переСЧ lIтав кни ги ,  стоя
щие на полках кннжного шкафа, мы говорим, что lIа 
первой полке 5 книг ,  на второй полке 8 книг и т. д. 

Если же одна из полок книжного шкафа свобод' на от 
книг (на ней могут наХОДI!ТЬСЯ тетради или другие пред
меты) , то мы говорим, что на этой полке О (нуль) книг .  

Если к множеству всех натуральных чисел N = { 1 ; 
2; 3; . . .  } присоеДИНI!ТЬ число О, ТО получим множество 
неотрицательных·целых чисел Zo={O; 1 ;  2; 3; . . . } .  

Одних только неотрицательных целых чисел для ре
шеНI !Я задач , поставленных практикой, а значит, и мате
матических задач , отражаЮЩIIХ данную реальную ситуа
цию, оказалось недостаточно. Так ,  чтобы охарактеризовать 
температуру воздуха ' выше IJ ниже нуля , а также дви
жеНl!е в противоположных направления х, требуются 
противоположные числа . НаПРl Iмер , температуру воздуха 
в шесть градусов тепла и шесть градусов мороза харак
теризуют соответственно +6 ос и -6 ас. Числа 6 и -5 на
Зblваются противоположными чuслG,Aщ: -6 противополож
но 6, а 6 п ротивоположно -6. В общем случае для 
натурального числа n противоположным будет -n, а для 
числа -n противоположным будет ЧI!СЛО n. Нуль СЧI!
тают противоположным самому себе. 

Натуральные ч исла , числа, противоположные нату
ральным, и нуль составляют ftlножество Z целых чисел. В множестве целых чисел определены операции сло
жения ,  вычитания и умножения ,  в результате этих опе
Р(!ЦИЙ всегда получится целое число. Операция делени я 
в �шожестве целых чисел определена не для любых дву х 
целых чисел. Нап ример) число 2 нельзя разделить на 
Ч!lСЛО 3 так, чтобы в результате получилось целое число . 

2 .  Рациональные числа. Решение практическнх задаq, 
сзязанных с делением и измерением величин, П Р lIвело к 
неоБХОДIIМОСТИ расшrrрения множества целых чисел, вве
Д ння дробных чисел. 

Целые и дробные числа составляют .множество Q ра
циональных чисел. 
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Дадим более полное описание множества рационаЛL
ных чисел . 

ПоложиmеЛЬНЫАШ раЦllОН(//lЬНЫЛlll часла,ии называются 

числа вида �, где р и n-натуральные числа . Такие 

Чllсла называются еще nОЛОЖllmельныJ.Ш 06ыкновенныJ.Ш 

дро6Я,\Ill. Число р называется числителем дроби , а число 
n_ЗНCl,ненаmелем дроби. 

ЧlIсла вида - � , где р и л-натуральные числа , 

называются отрuцаmельнылlи рационаЛЬНЬtA!И числами. ИХ 

еще называют оmрuцаmельн.ыAtu 06ыкновеННЫА1и дро6ЯАtU. 

Любое отрицательное и !10ложитель.ное целое число 
можно предстаВIIТЬ в [шде обыкновеllНОИ дроби , У кото
рой знаменатель равен 1. Например, 

2 3 2=т, -3=-т· 

Число О можно представить в виде обыкновенной дроби , 
у J{OTOPOII числитель равен нулю: 

О О 0="1=2'=" . 

Две обыкновенные дроби считаются равНЫА!и, еСЛII 
одна. из них получается из другой умножением числителя 
и знаменателя на одно и то же натуральное число. На
прпмер , 5 

Для любых двух обыкновенных дробей определены 
операции сложения ,  ВЫЧ lIтани я ,  умножения и деления 
(кроме деления на нуль). . . 

Множество всех обыкновенных дробей (положительных. 
отрицательных IJ равных нулю) образует множество Q 
раЦlIональных чисел. . 

3. Представление рациональных чисел десятичными 
дробями. ЕСJШ знаменате,1> обыкновенной дроби равен 
натуральной степени числа ] О, то эту дробь можно за
п исать в виде конеtlf/.ОЙ десяmuчно'й дроби. Например ,  

;Н • I "} Q-J:, i2,Б 
()- �l)-



1'4, 

• 

[1 

1 � 

Очевиди&, Jlюбую конечную десятичную дробь можно записать в виде обыкновенной дроби , причем после сокраще�IИЯ ее знаменатель не имеет других простых делителеи, кроме 2 и 5. 
П р и  м е р 1 .  З ап исать в виде несократимых обыкновенных дробей следующие десятичные дроби: 

6, Имеем 
0,2; -0,25; 1 ,4. 

2 1 
0,2=10 = 5; 

-0,25=-1
2;0 = - -} ; 

. 14 7 1 ,4 = 10=5 .... 

Верно и обратное утверждение: если знаменатель �роби не имеет других простых делителей , кроме 2 и 5 ,  10 эту дробь можно представить конечной десятичной дробью. для этого нужно числитель и знаменатель дроби умножить на соответствующие степени чисел 2 и 5, а можно воспользоваться способом «деления уголком» ч ислителя на знаменатель .  
Пр и м е р  2 .  Записать в виде десятичных дробей следующие обыкновенные дроби: 

3 6 7 
50' 25' -20' 

6, Воспользуемся способом домножения знаменателя на степени чисел 2 и 5: 
3 3·2 
50 = 1 00 = 0 ,06; 

6 6·4 
25 = 100 = 0,24; 

7 7 . 5 -20=-100 = -0,35. 

числителя и 

Аналогичный результат получим и способом «деления уголком» ч ислителя на знаменатель . ... 
Если зна�енатель не<;ократимой обыкновенной дроби нмеет простои делитель ,  отличный от 2 и 5, то эта дробь. не может быть заПlIсана в Вl!де КОНЕ!ЧНОЙ десятичной дробн. ПРlIменив к ней способ «деления уголком», мы не ПОЛУЧIIМ конечную десятичную дробь. 
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Например, 

+ = 0,333 . . . ; 1 -з = -0,333 .. " 

где точки означают, что цифра 3 периодичес к и  повторя
ется бесконечно много раз. Аналогично, 

5 5 
9= 0,555 . . . ; -9 ' -0,555 . .  . 

Выражения вида 0 ,333 . . . ; -0,333 . . . ; 0 ,555 . . . ; 
-0,555 . . . называются беск.ОI-tetIНЫШI десяmиЧIiЫМll дробями. 

Следовательно, каждое рациональное ч исло предста
вимо в виде конечной или бесконечной десяти чной дроби : 

где Gо-целое Ч I IСЛО, а каждое из  а1, 02' аз, . . ' -одна 
1i3 ЦllфР О, 1 ,  2, . . .  , 9 . 

4 .  Рациональные числа и бесконечные периодические 
десятичные дроби.  Бесконечная десятичная дробl> назы
вается nериодическ.оЙ, если у нее, начиная с некоторого 
места, все десятичные знаки периодически повторяются. 
На.лр нмер , бесконечные десятичные дроби 

0,333 . . . ; -0, 333 ... ; 
1 ,2444 . . . ; -2 ,5 1 5 1  .. . 

являются периодическими.  Бесконечная десятичная дробь 

3, 1 25787878, . .  , 

где точк и  означают, что �ифры 7 ,  8 периодически пов
торяются бесконечно много раз,  тоже является периоди
ч�скоЙ. 

для заПИСII бесконечных периодических десятичных 
дробей имеется специальное обозначение. Например , 
вместо 0 ,333 . . . пишут 0,(3): 

0,333 . . . = 0, (3). 

Аналогично, 
-0,333 ... = -0,(3); 

� 3, 1 25787878 . . . = 3, 1 25(78). 

Число, а п исанное в скобках, называется периодом 
рассматрива мой дроби. Поэтому дроби 0 ,(3); -0,(3); 
3, 1 25(78) чит  �тся соответственно так: «нуль целых и три 
в периоде», «МИ{-IУС нуль целых и три в периоде», «трн 
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rtелых, сто два}щать пять тысячных и семьдесят восемь 
g периоде». 

Т е о р е м а 1 .  Каждое рацион.альн.ое число nредсm.ави,ItО 
fl вllде кон.ечн.оЙ или бескон.ечн.оЙ периодической десятич
ной дроби . 

Н 5 · апример , рациональное чнсло П представляется в 

Оllде десятичной периодической дроби 0, (45), причем для 
получения такого п редставления достаточно разделить 
число 5 на 1 1 : 

...... 5 1 1  
44 0 ,45 
60 
55 

-+5 
Получив остаток, равный 5, мы можем дальше не вест!! 
пычислени й ,' так как остатки и цифры в частном будут 5 . 
повторяться. Поэтому П = 0,4545 ... = 0,(45), т. е .  имеем 

нуль целых и 45 в периоде. 
В общем случае для произвольного рационального 

числа + � _ n ' где т и n -натуральные числа , поступают 

аналогично: де,nят т на n. Так как п р и  делении  на n 
дл я остатка имеется лишь n возможных значений О 1 
.) 1 

' • 
-. . . .  , n - , то не более чем через n шагов в частном 
ОТ деления т на n начнется повторение десятичных зна-
1\0'3. Последнее означает, что деление т на n ПРIJВОДIIТ 
1\ конечной или бесконечной периоди ческой деСЯТИЧНОIU\ 
J.роби .  

3 а м е ч а н и е .  Для единообразия иногда конечны�e де
сятичные дроби удобно записывать в виде бесконечных 
периодических десятичных дробей, у которых справа пос
"е десятичных знаков , отличных от нуля, па месте 
послеДУIOЩIIХ десяти чных знаков стоят нули.  Напрнмер, 

0,25 = 0,25000 . .. = 0,25(0); 
- 1 ,2 = - 1  ,2000 .. . = -1 ,2(0). 

Целые числа также записывают в виде бесконечных 
период�ческих десятичных дробей , у которых справа от 
зап ятои lIа месте десятичных зпа ков стоят ну ли. Н алример, 

1 5 =  1 5 ,000 .. . = 1 5, (0); -6 = -6,000 . . .  = -6,(0). 

Учитывая это замечание, теорему 1 можно сформули

ровать короче: каждое рациоН,аЛЬн.ое число nредсmавиJltО 

в виде бескон.ечн.оЙ периодической десятичн'ОЙ дроби. 

Верно и обратное утверждение: каждая бесконечная 

периодическая десятичная дробь является представлением 

некоторогО рационального числа. 
В общем виде это утверждение доказывать не будем. 

Покажем лишь на п римерах, как по бесконечной пери

одической десятичной дроби можно найти рациональное 

число, представлением которого она �1Вляется. 

П р и  м е р 1. Найти рациональное число, п редставле • 
нием которого является периодическая дробь 0 ,(7). 

6. Чтобы умножить бесконечную десятичную дробь на 

10 ,  достаточно в данной десятичноЙ дроби запятую пере

нести на один десятичйый знак вправо. Поэтому 

0,(7) . 1 0  = 7,(7). 
Последняя дробь равна сумме патуралыlOГО числа 7 и 
десятичной дроби 0, (7): 

7,(7) = 7 + 0,(7). 

Обозначим 
'
через х искомое рациональное число. Тогда 

из предыдущих равенств получаем уравнение 

1 0х = 7  +х, 
7 

из которого следует, что х = 9' . 
Проверкой убеждаемся, что действительно 

7 9" = 0,(7). 

П р и м е р  2. Найти рациональное число, равное пе

РIlодической дроби 1 ,2(3). 
6. Обоз на чим 

Тогда 
х = 0,2(3). 

1 0x = 2 , (3), 
100х = 23,(3). 

Из второго равенства почленно вычтем первое, в резуль

тате получим 

Следовательно, 

90х = 23 - 2, 
23-2 21 7 

Х = -go- = 9О = ЗО' 
37 1 ,2(3) =:= 1 + х =  30' 
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Проверкой убеждаемся, что действительно 
37 
30 = 1 ,2(3). А 

П р и м е р 3 .  Найти рациональное число, равное пе
риодической дроби 0 , 1 2(34). 

6 Искомое рациональное число обозначим через х: 

Тогда 
х = О,  1 2(34) . 

1 00х = 1 2 ,(34) , 
1 О ОООх = 1 234 ,(34) . 

ИЗ второго равенства почленно вычтем первое , в резуль
тате мы получим 

9900х = 1 234 - 1 2 ,  
1 234 - 1 2  1 222 6 1 1 х =  9 900 = 9 900 = 4 950 ' 

делением уголком можно убедиться, 'что действительно 
61 1 

4 950 = О, 1 2(34) . А 

П р и  м е р  4 .  Найти рациональное число, равное пе
риодической дроби 0,2(9) . 

6 Искомое рациональное число обозначим через х: 

Тогда 

и поэтому 

Следовательно, 

х = 0 ,2(9) . 

1 0х = 2 ,(9) , 
1 00х = 29,(9) , 

90х = 29 -2,  
29 - 2  27 3 Х = ОО- = 90 = 1 0 = 0, 3. 

0,2(9) = 0 ,3.  А 
Вообще, любая бесконечная периодическая десятичная 

дробь с периодом 9 равна некоторой конечной десятич
НОй дроби . Отметим ,  что методом «делеНIIЯ уголком» ни
когда не ПО.тJучится бесконечная периодическая десятичная 
дробь с периодом 9. 

В дальнейшем при п редставлении  рациональных чисел 
десятичными дробями будем IIсключать из рассмотрения 
бесконечные периодичеСКl!е десятичные дроби с периодом 9. 
22 

Сформулируем правила обращения периодической де-

сяТIIЧНОЙ дроби в обыкновенную. • 
Бесконечная перп одическая дробь называется чисто� , 

есю! У нее первый период начинается сразу пос�е запятои.  

В п ротивном случае она называется СJ.tешаннои. 
Чтобы чистую периодическую дробь 

O, (cx,l ' . .(Х, 11) 
обратить в обыкновенную, поступим  следующим образом: 

1 )  обознаЧII М  ее, напрнмер, через х: 
х = O,(cx,l ' • . сх,,,); 

2) у множим па 1 011 ,  где n - чнсло цифр в п е риоде, 
обе части этого равенства : 

1 0"х = сх,1 ' . . cxn , (cx,l ' • . схn) ; 
3) из  второго равенства почленно вычтем первое : 

1 0"х-х = CXl • • •  СХ" ,  
В результате получим линейное уравнение относительно х: 

( l 0" - I ) x = cx1 · • · сх,n ' 
из которого находим 

х 

Следовательно, '!Истая 'nериодическая дробь O , (CXi " . СХn) 
равна обыкновенной , у которой числитель равен периоду 
CXl . • .  СХ" , а знаменатель равен 1 ОП - 1 ,  где n -число цифр 
в периоде. 

Чтобы смешанную периодическую дробь 

O,Pl ' . .  Pm(CXt ' . , СХn) 
обратить в обыкновенную, поступим следующим образом: 

1 ) обознаЧIlМ ее через х: 
х = 0'Р1 ' . .  Pm(cx,l ' , . СХn); 

2) умножим на 1 0т ,  где т-Чl!СЛО цифр до первого 
периода, обе части этого равенства : 

1 О"' · х  = Bl ' , . Вт '(СХ1 ' • • СХ,, ); 
3) умножим это р авенство еще на  1 0n, где n -ч исло 

цифр в пер иоде: 
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4) 113 последнего равенства почлеюю вычте�1 f3TOpoe: 

I От+IZ · х_ 1 От · Х = Bt . . . �",aL ' . . а" -�L '  . . �т ' 

в результате ПОЛУЧ /JМ линейное уравнение относительно х: 

1 0т ( 1  0" - 1 )  х = �l ' • ' �lIlаl ' . .  а" -�L '  . . �n " 
I! З (\сторого находим 

�] . . ' �mal " . an - �l "  ' �m Х = 1 0т ( l O" - I ) 
Следовательно, САtеЦЮнная nериодичес/\.аЯ дрОбь вида 

O'�l . . . �m(al . . .  аll) равна обblкновенной,  у которой числи
тель равен разности 

�1 ' • . �mal ' • . all -�l · . ' �m , 
а зна.менаmеl1Ь раве,:! проuзведениlO I От ( I ОП - 1 ) ,  где т 
'щсло цифр до первого периода, а n - t/uсло цифр в периоде. 

В о п р о с ы  д л я К О н т р о л я 

1. Какие числа наЗываются целыми? 
2. Какие операции оп ределены в множестве целых ч исел? 
3. Какие ч исла называются раЦ ИОll альными? 
4. К а к ие операц и и  определены в множестве рациональных чисел? • 
5 . Ка кую обыкновен н ую дробь можио записать в в иде KOlle'l lIoii 

деС ЯТН4 ноii дроби? 
6. К а к а я  бесконеч н а я  десятнч на я  дробь на зывается пернодичеСI(оii? 
7. Что называется периодом беСКОJJечной десятичной дроби? 8. каким образом обыкновен ную дробь можно раз.�ожить в ко

lJечную ИЛ!1 беСКОlJечную десятич н ую дробь? 
9. Кака я бесконе' lная пеРllодическая дробь называется чистоЮ 
1 0. К а к и м  обраЗО�1 чистую периодическую дробь можно обратнть 

в Обыкновенную? 
1 1 .  Кака я бесконечная периодическая дробь называется смешанной? 
1 2. Каким обраЗО�1 смешанную периодическую . дробь можно 

обратить в обыкновенную? 

Уп раж нения 

1 .2 1 .  Н айдите все целые числа от 20 до 40, которые делятся на 3. 
1 .22. Найдите все простые числа от 1 0  до 30. 
1 .23. Существует ли двузначное 'IIIСЛО, которое равно сумме своих 

цпфр? 
1 .24. Н айдите все целые числа, удовлетворяющие неравенству 

I x- I I < 4. 

1 .25. Н а l'дllте зна'lевия выражеН llil: 

х2+ х+ 1 хЗ ...J- 2.� 
1) х2-х+ 1 ; 2) .\� + 1 

1 
при х= 2; Х= 3 ; х= 0,3 . .  

1 .26. На йднте 5 %, 1 0  %, 1 25 % от. ЧIIС.1а 240. 
1 .27. Н айдите число, n процентов которого равны 1 5, если 
1) n= 15 ;  2) n= 25 ; 3) n = 125. 
1 .28. К а к ие нз СJJеДУЮЩIIХ обыкиовенных дробей nредстаВIIМЫ 

l\Онечными десятичными дробями:  

1 0  1 7  20 27 
'7 '  Iз '  20 ' 17 '  1 25 ? 

1 .29. Представьте в виде конечных ИЛII бссконечны.х ДССЯ'f II Ч НЫХ 

дробей следующие рационаJJьные ч исла: 

1 4 3 2 1 3  1 ) "9 '  "9 '  60 ' -- 3 ' 50 ; 
7 1 1  1 3  1 3  1 1  2) 30 ' 3 ' 60 ' П ,  ТЗ '  

1 .30. Н айдите рациональные ч исла, п редставлеН llем KO'!'OJ}bI� ЯВ-

JJЯЮТСЯ СJJедующие бесконеЧНulе периодические деСЯТlIчные дроби . 
1 )  0 (5 1 ) '  1 , ( 1 3) ;  -0, (25) ; 2 , ( 1 25) ; -0 , ( 1 1 3) ;  
2) 0 :З{5 1') ;  2, 1 (23) ; 0,2( 1 25) ; - 1 ,3 1 ( 1 2) ;  1 ,25( 1 3}. . 1 .3 1 .  Н айдите сумму Jj разность СJJедующих раЦlIональны!!. ч нсел. 

1 )  а= 0,(3) , Ь =  1 , (7) ; 
2) а =- 1 ,(2 1 ) ,  Ь = 0,(5) ; 
3) a= I , (2) , b = I ,0(4) . 
1 .32 . Н а iiдите произведеllllе 11 частное рациональных чисел, ука

занных в упр. 1 .3 1 .  

§ 3. Действительные числа 

1 .  МНОJl;ес.тво действительных чисел. Множество f3CCX 
конечных и бесконечных десятичных дробей называется 
АtГlо:жесmво,М действитеЛЬНblХ чисел, а каждая такая ДPO�b 
называетс5.1 действиmеЛЬНblМ, t/llСЛОАt. Множество всех деи
Ствитсльных чисел обозначается R. Напомним, что бес
конечные периодические десятичные дроби с периодом 9 
IIсключаются, так как каждая нз таких  дробей равна 
lIеКОТОРОII kohe!-lНОЙ десятичноlI дроби. 

Кю< следует из предыдущего параграфа, множество Q 
Всех рациональных Чl lсел является подмножеством мно
жества R всех деЙСТВJ lтельных чисел. 

действительные числа , не являющиеся рационаЛЬНЫМII , 
наЗываются иррациональными. ИрраЦlIональные числа 
I!зображаются бесконечными непеРИОДIlческими десятич
ными дробями. 
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Следующая теорема утверждает, что ч исло V2 яв
ляется нррациональным. Напомним, что V2-это поло
жительный корень уравнения  х2 = 2. В частности,  V2 -
это длина диагонали единичного квадрата. Следовательно, 
иррациональные числа возникают даже в самых простых 
алгебраических и геометрических задачах. 

т е о р е м а 2. Н е существует рационального числа, 
квадрат которого равен числу 2. . 

О Доказательство будем проводить методом от про
тивного. допустим ,  что существует рациональное ч исло, 
квадрат которого равен 2 ,  представимое несокраТИМОJl 
дробью т . Тогда имеем n 

тЗ -:;' - 2, n" . 

Следовательно, число т2 - четное , но  тогда и число т 
четное. В самом деле, если бы т = 2k + 1 (т. е .  было 
!4ечеl'НЫМ) , то т2 = (4/,2 + 4k) + 1 - нечетное, так как 
(4k2 + 4k) -четное. 

Но если т -четное чис.rю, т. е .  т = 2k, то 

4k2 = 2n2 , n2 = 2k2 , 

т. е .  Ч I!СЛО n2 - четное , а значит, и число n - четное. 
Итак ,  наше допущение привело !< тому, что оба числа 

т Il 11 оказались четными , что вступает в противоречие 
т С предположением о несократимости дроби - .  Это проти-_ n 

воречие показывает , что мы сделали неправильное допу
щеН l!е о существоваНI!И рационального числа , квадрат 
!соторого равен 2 .  

Следовательно, число V2 пррациональное. 
Можно показать, что 

V2 = 1 ,4 142 1356 .. . 

Число n, являющееся отношеНlIем длины окружности 
к диаметру, тоже является и ррациональным числом. для 
него имеем 

n = 3, 14159 . . . 

2. Действия над действительными числами.  Для любой 
бесконечной десятичной дроби (действительного числа) 
х = aO , a1a2 . . .  anall + 1 • . •  конечная десятичная дробь хn :...-
= ao,a1a2 . . •  аn называется n-м отрезком этой дроби. 
26 
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Рассмотрим два действительных числа: 
х = Qо ,аjQtая . . •  и У = ЬО 'Ь1Ь2ЬЗ ' • • 

(напомним, что из рассмотрения исключаются бесконечные 
периодические десятичные дроби с периодом 9). 

Числа х и у считаются рсюными , если они изобра
жаются одной и той же бесконечной десятичной дробью. 
В противном случае действительные числа Х и У считаются 
н.еравн.ыми . 

Другими словами , Х = У, если XIl = Yn при любом n ,  
н x ;f= y, если найдется т такое, �TO xm =l= Ym' 

Считается , что число Х больше числа у (или число У 
.1teHblue числа х) , если найдется т такое, что Хm >  У,л' 
В этом случае пишут х > у или У < х. 

Например,  
1 ,467 . . .  < 2 ,458 . . .  , так 
1 ,467 . . . < 1 ,476 . . . , так 
- 2,4793 . . .  < - 2,4737, 

(здесь т = 3). 

как 1 < 2 (здесь т = О); 
ка!< 1 ,46 < 1 ,47 (здесь т = 2); 
Та!< как - 2,479 < - 2,4741 

Чтобы приближенно найти сумму, разность, произве
дение и частное двух бесконечных десятичных дробей ,  
нужно проделать соответствующие действия (сложение, 
вычитание, умножение, деление) над n-ми отрезками этих 
бесконечных десятичных дробей . для этого можно вос
пользоваться любым микрокалькулятором. 

Следовательно, 
Х +  У � Xn + Уn' 
x - y � xn - Y/I ' 

xy� ХnУn ' 
х хn - � - .  
у Уn 

При делении ,  конечно, предполагается ,  что У =1= О и У" =1= О. 
Очевидно, чем больше n ,  тем с большей точностью 

будут вычислены результаты соответствующих действий. 
Оценка точности вычислений будет рассмотрена ниже. 
3. Десятичные п риближения действительных чисел. 

для любого положительного числа 

число Х;I = ao ,a1a2 . . .  а" называется n-.М десяmиЧНЫ.At при
ближением числа х с недостатко.М с точностыо до 10-",  
а ЧllСЛО Х;; = aQ ,Q1a" . . . аn + 10-" называется I1-М деСЯl1lllЧ
НЫЛt приближением с избытко.М с точностью' до 10-".  
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Например , для числа Vз = 1 , 732 1 . " числа 

1 ;  1 ,7; 1 ,73; 1 ,732; ' 1 ,732 1 
являются десятичными приближени ями с недостатком 
соответственно с точностью до 1 ,  до 0, 1 ,  до 0,0 1 ,  до 
0 ,00 1 ,  до 0, 000 1 ,  а числа 

2;  1 ,8; 1 ,74; 1 ,733; 1 ,7322 
являются десятичными приближениями с избытком с 
точностью до 1 ,  дО О, I и т. д. 

Заметим, что для положительного числа n-е десятичное 
приближение с недостатком совпадает с n-м отрезком 
соответствующей бесконечной десятичной дроби. 

Для любого отрицательного числа 

X = - QО ,QIQ2 · . · QIIQII+i · · · , где ao � O, 
12-е десятичные приближения определяются слеДУЮЩI!М 
образом: 

, J 
Xn = - Qо ,QlQ2 " ·

Q" - lОIl ; 

x� = - ао ,а1а2 ' • •  аn.  

в этом случае n-е десятичное приближение с избытком 
совпадает с 12-М отрезком соответствующей бесконечной 
десятичной дроби. 

Очевидно, что десятичные приближения любого числа 
х обладают следующим свойством: если т < 12, то 

х:n � x� � х � x� � х;n. '. 

Таким образом, любое десятичное приблпжение числа 
х с недостатком не больше числа х, а любое десятичное 
приближение с избыТJ{ОМ не меньше числа х. Кроме того, 
по мере возрастания точности десятичные приближения 
с недостатком не убывают, а десятичные приближения с 
избытком не возрастают. 

Используя десятичные приближения с недостатком и 
с избытком, можно оценить точность приближенных вы
числеНIIЙ  с действительными числами. Как это делается ,  
рассмотрим на  прпмерах. 

П р и м е р  1 .  Зная два первых десятичных 
_

знака у � 
бесконечных десятичных дробей , равных л и V2:  

л = 3, 1 4  . . .  ; V2 = 1 ,4 1  . . .  , 
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найти приближенно сумму этих чисел и оценить точ ность 
полученного приближения .  

/':" Очевидно, можно считать , что 

л +  V2 � 4,55. 

Оценим точность этого приближенного равенства. 
Из данных условий следует 

3 , 1 4 � п � 3, 1 5, 
1 ,4 1 :::;; V2� 1 ,42. 

Сложив почленно эти неравенства , получим 

4,55 � n + V2 � 4 ,57. 
Отсюда следует, что 

о :::;; (л + V2) - 4 ,55 :::;; 4 ,57 - 4 , 55 = 0 ,02 ,  
о :::;; 4 ,57 - (л + V2) � 4 ,57 - 4 ,55 '= 0,02. 

в этоы случае говорят, что 

n + V2 � 4 ,55 и n + V2 � 4 ,57 
с точностью до 0 ,02 .  Чтобы подчеркнуть, что 4 ,55 � л + V2, 
а 4 ,57 � n + V2, говорят, что число 4,55 является nри
БЛllжением с недостатком (снизу) ,  а число 4 ,57 - прибли-
жением с избытком (сверху) суммы n + V2 с точностью 
цо 0 ,02. 

Возможно, одно ИЗ этих приближений  является более 
точным, чем второе, но ,  исх�дя только из данных усло
ВИЙ , нельзя сказать , какое из них более точное. 

Более 'точное приближение суммы n + V2 дает среднее 
арифметическое найденных приБЛIlжений с недостатком и 
с избытком. Именно, 

п +  V2 � 4 ,56 
с Точностью до 0 ,0 1 ,  так как 

1 п + V2 - 4 ,56 1 � 0,0 1 . 
В этом случае пишут n + V2= 4 ,56 + 0 , 0 1 . "  

П р и м е  р 2 .  Исходя ИЗ  условий предыдущего примера, 
найти приближенно разность л - V2 и оценить точность 
полученного приближения . 
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6, Можщ> СЧIIтать, что 

n - V2 � 1 ,73. 

Оценим :г�чность этого приближенного равенства.  Так как 

3, 1 4 - 1 , 42 � n -V2 � 3, 1 5 - 1 ,4 1 ,  
1 ,72 � n -V2 � 1 ,74,  

то,  очевидно, 
n -V2= 1 ,73 ± 0 ,0 1 ,  

т .  е .  n -V2 � 1 ,73 с точностью до 0 ,0 1 .  & 
П р и  м е р  3. Исходя из условий примера 1 f найти 

приближенно произведение n V2 и оценить точность по
лученного п риближения .  

6, Так как 

то 

3 , 1 4  � n � 3, 1 5, 
1 ,4 1  � V2� 1 ,42, 

3 , 1 4 . 1 ,41 � n V2 � 3, 1 5 . 1 , 42. 
Выполнив умножение конечных десятичных дробе'й , получим' 

4 , 4274 � n V2 � 4 , 5 130 .  
" 

Следовательно, число 4 ,4274 является п риближением с 
недостатком, а 4 ,5 1 30 - приближением с избытком п ро-
изведения  n V2. , 

Так как сомножители rтроизведения были взяты с 
точностью до одной СОТОЙ, то и у приближений естественно 
оставлять только сотые знаки .  Тогда 

4 , 42 < n V2 < 4 ,52. 

Из этих неравенств следует, что 
\ 

n V2� 4,47 

с точностью до 0,05, т. е .  

r v-n 2 = 4 ,47 ± 0,05. & 

(О ПРllближенных вычислениях более подробно будет 
рассказано в следующих параграфах . )  

П р и  м е р 4. Исходя IIЗ условий примера 1 ,  найти 
приближенно частное 
нога приближения . 
зо 

1t У-2' и оценить точность получен-

6, Так )<aI{ 
З. 14 ___ 1t ___ З ,  15 
1 42 � .г - � Т4Т '  , " 2 , 

то, вычислив частные конечных десятичных дробей со
ответстненно с недостатком и с избытком с точностью до 
ОДНОЙ тысячной , получим неравенство 

2 ,2 1 1 < у-п2' < 2,235) 

пз которого следует, что 

у-п2' = 2 ,223 ± 0,0 12  , 

или 
уп2' = 2 ,22 ± 0,02 .  & 

4. Координатная ось и числовая прямая. На пло
скости рассмотрим некоторую прямую. На этой п рямой 
зафиксируем некоторую точку О. Эта точка О, которую 
будем называть начальной точкой , данную прямую раз
бивает на два луча (рис. 5). На одном из этих лучей 

о А 
• • 
о 1 

Рис. 5 

выберем некоторую точку  А и отрезок ОА п р и.мем за 
единицу длины. Отрезок ОА называется единичным от
резком, а точка А -единичной точкой . Выбор единичной 
точки А на прямой с начальной точкой О определяет на 
ЭТОЙ прямой положительное наnрasление. Луч ОА назы
вается положительны.!.! луч О.!.! , а противоположный луч 
отрицательным лучом. 

Прямая ,  на которой выбраны начальная и единичная 
точки ,  называется координатной осью или координатной 
nРЯJtOй. . 

На рис . 5 координатная прямая нарисована горизон
тально с единичной точкой А ,  лежащей вправо от на
чальной точки О, т. е .  за положительное напранление 
ВЫбрано направлеюrе слева направо. Вообще же, коорди
натная ось на плоскости может располагаtься произ
вольна, и положительное направленне на ней может быть 
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выбрано удобным образ()м . Например, если координатная ось расположена вертикально, то за положительное направление на ней может быть выбрано !{al( напраВЛСl! 1! вверх, так ' и  направление вниз. 

о 
• 
о 

А 
• 
1 

PIIC. G 

11 
11 

Каждой точке М координатной оси поставим в с (ютветствие действительное число х (рис. 6) по слеДУЮЩII�1 правилам: 
1 )  начальной точке О поставим в cooTBeTcTBlIe х = О; 
2) точке М, принадлежащей положительному лучу, поставим в соответствие число х = 1 ОМ 1 ;  3) точке М, принадлежащей отрицательному лучу . поставим в соответствие число х = - 1  ОМ 1 . Здесь 1 ОМ I -длина отрезка ОМ , измеренного помощи единичного отреЗI<а ОА .  
Число х, которое, согласно этим правилам , ставитс я в СООтветствие точке М координатной оси ,  называетс я координатой точки М .  
Очевидно, что кажцая точка координатной оси имеет единственную координату и ,  наоборот, каждое действи т льное число является координатой единственной точки I\оординатной оси .  В этом случае говорят, что между точками координатной оси и множеством R действительных чисел установлено взаимно однозначное соответствие. Ilоэтому множество R называют иногда числовой nРЯАtОЙ , а действительные числа - точками числовой прямой. НапомНIШ определения 11 обозначения  некоторых под· множеств множества деЙСТВIIтельных чисел (или подмножеств ЧIIСЛОВОЙ прямой) , которые БыJIи изучены в ш коле. Множество всех действительных чисел х, удовлетвоРЯЮЩIlХ условию а :::;;; х :::;;; Ь, называется залщнуmbl.!rt nроJ,�('жутКОЛt или отрезко.И с нача.ТIOМ в точке а и концом в точке Ь и обоз на чаетс я [а; Ь] . 

.множество всех действительных чисел х таких ,  что а < х < Ь, называется открытым промежутком или ин mерваЛОАt с началом в точке а и концом в точке Ь 1 I  обозначается (а; Ь) . 
Множество всех действительных Ч Ilсел х таких ,  что а :::;;; х < Ь, называется полуоткрытым nРО.межуmком и 32 

обозначается [а; Ь). Аналогично определяется  промежуто){ 

(
а

; Z{�ожество всех х >  а называется бесконечньш nрО.ме-
1 "О �! 11 обозначается (а; + (0 ) . Аналогично опреде-�f(yml" , 

[ + ) ( 00' Ь) �нются бесконечные промеЖУТКI! а; 00 , - ,  , 
(-00; Ь] . 

б Множество R также "ногда называется есконечньш 
промеЖУТI<ОМ и обозначается (-00;  + (0 ) . 

В о п р о с ы д л я  к о н т р о л я  
1 .  Что н азыв ается множество\! действ�пель н ы х  ч �!сел? 
2. Какие числа н азываются � l р раl1 И ОН �ЛЬН Ы III? 
3. KaKIIM образом на п р а ктике может ВОЗt! fIl< Н УТЬ рациона 1Ь1l0е 

число? 
4. К а к ие дейстr нпеJl ь н ые чнсла н азыв�ются paBlIblM!! ?  

" 5. Что называется n-М OTP�3KO,1 да Н Н Оl1 б�ск ) I\�Ч НОИ деС Я Г l t 'l Н ОИ 

дроби? 
� 6. В к а к ом случ ае ОДIIО деllСТl нпел ь : \ Ое ч и сло Болыllе ДРУГ!)I О. 

7.  К а к и м  об раЗО�1 Гl р и б.1�l же н н о  мuжно н а rl П I  С У М \I У ,  �а з  ' ОС ГЬ, 
Оllзведеl l ие и час тное двух беСI< О l l е ч н ы х  деся т и ч н ы х дробеll? 

п
р 

8. Что назы вается n-М де Я ТlI'I IIЫМ п р "БJl и же ll llе,v1 да н н ого числ<'l 
с недостатком с точностью до 1 0 - 11 '.' 

9. Что называется n-М деСЯТI I Ч I I Ы�1 П Р llБЛlI Ж\: lI нем даНI IОГО " " С.1а 
с избытком с точ нuстыо I O - Il ?  

1 0. К ак и м и  СВОI"tcтвами облаД;J от .'I.\:с и f1 t Ч I I Ы �  п р ибл и же н и я  с "�-
ДOCTaTKO�1 и с и зБЫТl<О�I? 

1 1 4то 1 131ьш <t(!Т�Я 1«'ЮРДИI I ;t f IlО;"1 Il Р Я lюi'l ?  . 
- �  1 2 . Что I I � З l.iВi!ется КООРД l l fl il l о ii ГО Н : \  11:1 I I Р Я \IOII . 

1 3  Что 1 18 3Ыllаеl СЯ Ч lI словоil I I Р Я \Ю: I ? 
1 4. Что Н it ЗЫВ!J С ГС Я  ч I IсJIoLJы�\ 01 Рl:З:\О\I? 
15. Что l\( \iЫI�i!ется fl l l  герваЛО\I? 
16. 4 1 0  1 I.J3bIl\ �e IСЯ '1 ИСJl<JIIЫ \1 П РО.\IеА<У I I\O\!? 
1 7. Ка кой П РО\l е ж у т ок lI а3Ыllэ е 1 С Я  IIОJlУО I К РЬt fl,Щ? 
18 К а К l\е П РО�lежуТ!( 1I I I ззыва Ю fС Я  ОеСj(О!l�Ч Н Ы \l i l ?  

У ПРЗА\нения 
1 .33. Докаж и ге , '\ТО У Р З ВIIt!lI lIе Х� = З  не lI \le�T раШIO!\ l Л Ы I Ы Х  

сорней . _ 1 .34. Дока жите, ч го Ч llело V j Я"ЛЯ": I С Я  11 р р а ll lfОl l а Л ЫI ЫМ . 
По.1ЬЗУ Я�Ь I<адькуля roро\!, IIdilдltl l: l IеСКОЛ l , I;О ;; 1 f .1 KOiJ iJ деся r I Ч I\ОМ 
раЗ.10меН I I II 31 uro ч IIСЛd . . 1 .35. C p � l\IIHTe СJl�.1ующне п а р ы  де

,
н�1 13 1 1 I елыIы�,

,ч
�lсел • . . 

1 )  2 ,39748 . . . 1\ 2,39784 . . . ; �) 2,3074 . . . It O, j(j, -J . : . ,  
3) 1 ,2030 . . . н 1 ,2003 . . . ; 4) 4 ,� I :i l  . . . If 4 , 1 8/ H . . .  , 
5) 17,2 . . . н � ;  б) -..;. и 0, 428 . . .  ; 

2 А.ll еора, ч. 1 



7) - 10,003 ' "  и - 1 0 030 . 8) 0 025 
1 .36. Пользуясь ка 

" • • .  , - , • . .  Ii -0,052 • . .  
з ' 1 льк) лятороы, вычислите значения выражении' 

1) � '  х4 + 1 
. 

3 ' 2) --х - х2 -г 2х 
1 при x = O , 1 3 ;  х= -у ; х = 0, (3) ; х =  у"2 ; х = п. 

1 .37. Найдите десятичные приб.щжения 
_ с недостаткоы IJ с изБЫТJ(ОМ ДЛЯ ч исел: 

с ТОЧНОСТblО до 0,01 

1 ) o,3�93 ; 2) 1 ,�78 ; 3) -4,5678; 4) -3,7326; 
5) У 5 ; 6) -У 5; 7) }/7; 8) _ .I"?-

2 2 
r , 

9) 3" ;  1 О) - 3" ;  1 1 )  �5 ; 1 2) - 1: . 
1 .38. Докажите, что числа 1 4 142 1 4 143 

приближениями числа .1""2 ' И , являются десятичныыи 
r соответственно с н едост 

ком с точностью до 0,000 1 .  
атком и с избыт-

1 . 39. Докажите, что ч исла -1 7322 1 
тич ными приближени ями ч исла ./ - и - ,7321 являются деся-

11 с избытком с точностью до О OObl 3 соответственно с недостатком 

1 . 40. Пользуясь калькуля� . " 
сумму и разность следующих ЧI1����f, lIаИДlIте с ТОЧНОСТblО до 0,0 1 

1) Y� и УЗ; 2) УВ 11 9,( 1 5) ;  
3) У 3 11 У5; 4) у-в и 1 , 1 (2) ,  
1 .41 . Пользуясь калькулято .. 

произведеиие н частное ч исел ,  t�;�Н I;�:Д�lТе с ТО�lоНОСТЬЮ до 0,0 1 
1 . 42.  Какая из дв '  

упр. , . 

девее и какая 
ух то leK lIаходится на координатной ПРЯМОЙ 

пра вее, еСЛI1 этн точ ки имеют I(ООРДИllаты: 
1) 2,3934 . . .  и 2,3443 . . .  ; 2) 15 ,55 . . .  и 1 5  � . 9 ' 
3) - 1 ,00 1 . . . 11 - 1 ,010  . . .  ; 4) О н - 1 56 . 
5) 2,34 . . .  и -3,345 . . .  ? 

' . . . , 
1 .43. Какая из ДIJУХ точеl{ lIax 

дальше от на чальной точ ки О е 
одится lIа координатной прлмоi"r 

1 )  4,783 . , .  и 4 ,793 . . . . 2) зсg6-т8ЭТИ ТОЧ2�89меют координаты : 

3) - 15, 004 ' " и - 1 5,040 . .  .' . 4) �о' 20И , 3 . о' '3
;
0 t ) . " и - , о • • ? 

§ 4. Приближенные  значения 
и погреш ности приближений 

1 . Приближенное значение неличины Абсол 
грешность прибли r 

. ютная 110-

В пра 
u жения .  раница абсолютной погреш ности 

рять 
ктическои деятельности человеку приходится изме: 

Д 
кты 

р:зличные неличины,  учитывать материалы и п о

тIтами 
��:� про�зводить различные вычисления. Резу�ь

числа Чи 
рени и , подсчетов и вычислений ЯВЛЯЮтся 

прибл
,
изит��:�о

по�у:::���е � результате измерения, лишь 

искомые величи
'
ны. ТОЧllь;еО�lзм:Ор::��;Ь��в�:t��:�;���у

Т 
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неточНОСТИ измерительных приборов, несовершенства 

наШИ Х органов зрения, да и сами измеряемые объекты 

IIногда не позволяют определить их величину с любой 

точностью.  
Пусть результат измерения или  вычисления величины х 

с неI<ОТОРОЙ точностью равен а. Тогда а называется nри

ближен'н'ЫАt зН,attением (или nриБЛ/lжеН,uеАt) величи ны х.  

Причем, если а � х ,  то а называется приближенным зН,а

fleHueM с н'едостатком (или nриближен'ие.н снизу), а еСЛIl 

а � х, то а называется nриближеНн'ЫАL ЗНШlеН,иеАI с избblт

KOJ!t ( или  nриближен'ием сверху) веЛИЧI lНЫ Х. 

Разность точного и приближенного значений величины 

называется nогреиmостыо nриближения.. 
Так, если х - точное значение, а- ПРllближенное зна

чение, то разность х - а - погрешность приближения. 

Если ее обозначим через /).х, то получим 

х = а + /).х, 

т. е. ИСТИННОе ЗlI ачеН lIе равно cYM\le приближеIl НОГО зна

чения и погрешности приближеНII Я .  [- Модуль разности точного н п риближенного значений 

веЛIIЧИНЫ называется абсолюПlНОЙ nогре/lIl/ОСnZЧl2- nрибли-

жен[[я. � 
Следоваrель.но, если � =  , - а - погрешность прибли-

жеНII Я , то \1 /).х 1 = 1 х - а l- аnсолютная погрешность 

I1 Р llБЛl 1жеНI I Я .  -- -
П р 11 М е р  1 .  Известно, что -0,333 янляется прибли-

I Н u 
б 

женным значением для - 3" '  аити погрешность и а -

солютную погрешность этого п риближения . 
I 

6 Здесь х= -з ' а = - О,333 . Тогда , согласно опре-

деленню погреШНОСТII п риБЛ l lжеl lИ Я ,  

1 I 3� 1 
13.х = х-а = -З + О'333 = - З + 1 0ОО = - 3 000 ' 

Следовательно, погреШ1l0СТЬ приближения равна 

I 
- 3 000 ' а абсолютная погрешность приближения равна 

I 
ЗООО · А 

ВО многих п рактически важных случаях нельзя найти 

абсолютную погрешность приближения из-за того, что не· 

известно точное значение величины.  Однако можно указать 

2* 35 



положительное число, больше которого эта абсолютна я  
погрешность быть н е  может. 

Любое ПОЛОЖliте.'lbное число, которое больше или 
равно абсолютной погреШНССТII , называется границей аб
солютной nогреШНОСПlll. 

Следовате.'1ЬНО, есЛII х- точное значение, а - приБЛ 1 1 -
жениое значение, �х = х - а -- погрешность приближеНИ 5l , 
то любое число h ,  УДОЕлетворяющее неравенству I �x I � fl , 
являетс я г ра Н JlцеН абсолютной погрешности . В этом случ?е 
говор ят, что величина х приближенно с точностью до Il 
равна а, и пишут 

х � а с точностью до fl 

или х = а ± h . Запись х = а ± h означает, что истинное 
значение величины х заключено между границами a - fL  
и а + h, т .  е. 

Если известно, что а является приб,пижеПIIЫМ значе
нием ве.'lИЧ И НЫ Х, и требуется определить границу абсо
лютной погреШllОСТН этого приближенного З'lачения ,  то 
эту задачу обычно формулируют так :  «Определить (найтr1) 
точность приближенного равенства х � а» . 

П р и м е р 2. Известно, что n = 3, 1 4  . • .  Найти точность 
приближенного равенства n � 3, 1 4. 

6 Мы не знаем всех десятичных знаков в разложении  
числа n и в этом смысле мы не  знаем истинного значе
ния п. Следовательно, мы не можем найти погрешность 
и абсолютную погрешность данного приближения .  Однаl(О 
мы можем указать границу абсолютной погреШНОСТII. 
действительно, так как 

3, 1 4 � n � 3, 1 5 ,  

то 0 � n- 3, 1 4 � O,O I , и поэтому n � 3, 1 4  с точностью 
до 0,0 1 , т. е. п = 3, 1 4 ± 0 ,0 1  . • 

2. Относительная погрешность. Граница относительной 
ПОГJJешности.  Абсолютная погрешность приближения не 
характеризует качества измерений .  действительно, если 
мы измеряем с точностью до 1 см какую-либо длину,  то 
в том случае, когда речь идет об определении длины ка
рандаша , это будет плохая точность. Если же с точностыо 
до 1 см определить длину или ширину волейбольной пло 
щадки,  10 это будет высокая точность. 
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1 При II З:\lере!l1l l 1 ДЛ l IНЫ l 11 Дl lа�1етра (! 
П р И :\1 е р . . 

проводника по.1УЧИЛИ 

/ = ( 1 0 ,0 + 0 , 1 ) :\1 . d = (2 ,5 ± O, I ) M�i. 

К ' IIЗ этих Ii З!l1ереН�i Й  точнее? t а�� 1з �tерение длины П РОВОДН lI l\ а П РО: I ЗВОДИЛОСЬ с тО 1 -

. О О 1 м = 1 00 мм,  а И3!lере I l ие диа метра провод-
ноС гью Д '

. О 1 мм Казалось бы что точнее 
ша -с точнос гью до , ·  , 

Н I 
Н диаметр проводника . Однако это не так . 

измере , 
ны прово r�Шl 1\3  допускается абсо-

При измерен и и  дли 
О • 1 О 000 мм и следова-

лютна я погрешность в 1 О мм I1а ' "  
влиет 

ДОПУСПlма я абсолютная  пО!'решность соста 
тельиО, 

� = 0 0 1 = 1 % 1 0 000 ' 

П epC H l l lI ди а \lе гра ДОПУСТ I I -
измер яеиой веЛ II Ч II Н Ы .  Р l l  ИЗ�I 

мая аБСОЛЮТ ll а я  \ lог реш�IOСТЬ со: гавл нет 
�t.( 

� = 0, 04 = 4  % 2 . 5  
С телыlo I I 3 �IC'peHlle ДЛ I I IlЫ 

измер яемой веЛ II Ч И Н Ы .  ле1l0ва . 

ПРОВОДН lI ка ВЫПОJIIlено точнее . 
ВВОДИ ТС Я 

дЛ Я ха Р31пеР I IСТИ IО1 I{(\чеrтва II З�lе реЮI Я 

u О реШ I lОСТ l I  
Iюн нтие ()ТIЮС I1ТеЛ ЬНQf1 п Г •  . ' 

п риuл ижеН I I Я 
ОГllошение аБСОЛIOТ НОII поr pellI lOCTII 

JI I I Ч Н II Ы  наз ываетс я 
'{ МОCl.ул IO п ри()лн женного зна чеJI I I Я  ВС 
""""'ЦОСll fl'е ЛЫi ОЙ nогР�lllносmыо I I р н б1, lжеН l i Я .  

б � ... , , 
чеН l l е  а - п р и  ли-

следова r елыl,' есл и х - точное зна , 

жеll llое зна че ние,  то отношение 

I l\.x \ _ \ х - а \  
ТаТ - \ а \  

ЯВ;lяется относительной погреШIl ОСТЬЮ П Р �l БЛll же Н Il Я .  

ОтноситеJlЬНУ Ю погреUI НОСТЬ часто выр а жаю т  в про-

Цt�Н1а�ТЛ I I Чllе от абсолютноlI погреШIlОСТ И ,  I<ОТОР З Я  чаще 

BceI O бывает размер ной величиной , ОТ Н�С lпеJlьная погреш

IIOCTb явТ\яется безразмерной ве.Т\ИЧ I"IOИ . 
б 11-

П 2 Известно что 0 , 1 1 1  является при л 
p ll M e p . 

l '  Най [ 11 аБСОJl Ю Г Н У Ю  11 ОТНОСl!o 
il\Cl l ll blM ЗllачеШl ем дл я 9' -
Тl'Jl Ь НУ Ю  погрешн ости этого П Р liБЛ l l же Н Ii Я .  

з1 



6 Здесь х = { , а = О, I I I . Тогда 

�x = x-a = � - o  1 1 1  = _1_ 9 ' 9 000 ' I1х _ 1 1 1 
а - 9 000 . о.ттт = 999 . 

Следовательно абсолютна я  
1 

' п огрешность п р и бл ижени я  равна 9 000 ' а относительная погреш ность равна _1_ .. Ка к уже отм чало 
999 . 

случая х н ельз я на llТИ 
С�БС��:т

:О;�Х п ра кти чески важных 
у казать лишь границ аб 

" п огрешн ость ,  а мож н о  
. случа я х  нельзя найт� If о

со
н
лютно и  погрешност и .  В эти х 

" 
т UСlIтел ь н ую п огрешнос можно наи ти граНIiЦУ относительно "  

ть , н о  
Л б и погреш ности � ю ое положительное число б 

. 
относительной погреШНОСТIJ 

' к оторое ольше и л и  равно 
сиmеЛЫiОЙ nогрешносtnu . 

' на зывается границей отно-
Следовательно есл и  �� n то любое число о' удовлеТ�ОР ЯI�щГ

Р
е
е
е
ШНОСТЬ п ри ближени я , 

, неравенству 
I I1х I laт � o, 

явл яется гра н и цей ОТ lIосительной н ости , есл и  Il - гр а н и ца абсолю " п огрешности . В част-тнои п огреш ности , то ч исло 

o =  __ 'L_ 
I а I 

я вляетс
От
я гра н ицей относител ьной погрешности п р и б  н и я  а. сюда , зна я границу отн " л иже

можно найти гран и цу аБСОЛlотно uосительнои погреш ност и , 
и пог решности : 

h = o l a l . 
Если известно что а ЯВJ1 я е  б н ием вели ч и ны х '  и треб е 

тс я п р и  лиже н н ы м  з на че-
с ительной погре�ностн :то

т
г�я �п р�деJ1 ИТ

Ь гра н и цу отн о-
то эту задач Ф 

ри лиже н н ого значе н и я  
относительну� ТО t����И�р

У� та к : «Определ ить (найти) 

П 
л иженного равенства х '"  а» р и м е р 3. Известно, что V2 = 1 41 Н " '"  

. 
НОСl1тель н у  

, . . . а и ти от-
3 

ю точн�ть приближен ного ра венства V2� 1 41 6 десь х = V 2 а = 1 4 1  � . V- , . 
что 

" , х = 2-1,4 1 .  Очевидно, 

O �  �x � 1 ,42 - 1 ,41 = 0,01  
38 

I1х 0 , 0 1  1 
a � Т4Т = т '  , 

11 поэтому г р а н и ца абсолютной п огрешности равна 0,0 1 , 

а граН llца относ ительной п ог решн ости р а в н а  тh < 0, 008. 
Следовательно, V2 � 1 ,41 с относительной точностыо 

до 0 , 008 . В этом случае гово р я т ,  что V2 � 1 ,4 1 с точ
НОСТЫО ДО 0,8 % . А. 

П р и  м е р 4. Известно,  что х � 2 ,56 с точ н остью до 
1 0 % . На йти границу абсолютной погреш н ост и .  

6 П о  услов и ю ,  грающа относ ительной погрешности 
равна 0 , 1 .  Следовательно, г р а н и ца а БСОЛЮТНОI"1 погреш но
сти равна 0 ,1 · 2 ,56 = 0,256. А 

3 .  Округление и погреШllOСТЬ ОJ<ругления .  На п ра кти к е  
резульгаты и змереН I I Й  1 1  выч ислен и й  обычно выражаются 
в В IIде к о нечн ых десятичныХ дробей.  Если в дес яти ч ной 
дроб и ,  ра вной точному или п р н БЛ l l женному значе н и ю  
некоторой вел и ч и н ы ,  деС ЯТII Ч Н ЫХ знаков больше, чем это 
необхощ:мо по п ракти чеСI< И М соображен и я м ,  то эту дробь 
округлнют. Опорац и я  округ JlеllИ Я  дес яти ч ноi"I дроби со
стоит в отбрасывClЮIИ еДИ Il IlЦ младши х  разр ядов I1ач и н а я  
с lIеI\ОТОРОГО. Полученное ч исло П р Il ll 11мает с я  з а  п р и бл и 
жен ное значение этOI"\ дроб l l .  

Абсолютна я  погреШIIОСТЬ,  допускаема я п р и  о к ру глен и и ,  
называется Оluuбкой округления. 

Существуют три способа окр углени я ПОЛОЖlпеЛЫIЫХ 
деСЯТI I Ч Н Ы Х  дробей : Оl< р у глен ие с недостатком,  о к р угление 
с изБЫl КО:\1 1 1  о !{ р уГ.'Jен и е  с наименьшей ошибкой.  

Округление с недосmаm/�ОАt .до еди н и ц  н ек оторого р аз
р яда состоит в отбрасыва н и и  еди н и ц  всех младш и х  раз
р ядов. П Р I f  таком округле н и и  все UliфРЫ деС ЯТИ Ч Il ОЙ дроби 
до jlaHHOI'O разряда В I<лючитеJ1ЬНО не мен нются , а цифры 
.tлаДIШI Х разр ядов ЗЮlен я ютс я Н УЛ Я Ы; I .  H a n p lI M e p ,  еСЩI 
х = 23 ,467, то о!{ р у глен и я  с недоста r ком до сотых , деся-
1 1,IX ,  еДI I Н I ! Ц ,  десятков соответствен но равны 

23 ,46; 23,4; 23; 20. 
Ош ибк!! округле Н I I Я  соответствен н о  paBI IbI 

0,007; 0 ,067; 0 ,467; 3 , 467. 
Округление с избblтком до еди н и ц  некоторогО разряд.! 

Отл ичаетс я  от о к р углен и я  с Jlедостатком тем , что число 
еДИ IIИ Ц  да н ного разр яда увеЛIIЧlI вается на еди нину. 



Нап ример , если х = 23,467 , то округлени я с избытком 
ДО соты х ,  десятых , единиц ,  десятков соответственно равны 

23 ,47; 23,5; 24; 30. 
Ошибк и округлеlll/ Я соответственно равны 

0,003; 0 , 033; 0 ,533; 6 ,533. 
После округлеПll fl 2 ,996 до сотых с избытком полv

ЧI!М 3 ,00 .  Последние две ЦllфРЫ 00 здесь оставлены д.nя 
того, чтобы помнить , что округление произведено до СОтых. 
Этот пр имер показывает, что п р и  округлени и  с и збыТI{ОМ 
могут мен яться все ЦJjфРЫ .  

Самым распрост�анеНl lыл.1 окр углением являетс я окру
гление с нйиА!еныllии погрещносmыо. Оно п роизводится по  
следуюшим правилам: 

1 )  единицы младших разр ядов отбрасываются ;  
2) число еди ниц данного разряда не меняетс я ,  если 

следующа я цифра данной дроБJ! меньше 5 ,  If увеличиваетс я 
lIа еди ницу ,  есл и следующа я Ц Ilфра больше или равна 5. 

Напр и мер , если  х = 23,467 ,  то ОJ< руглен и я  с наимень
шей погрешностью до сотых , десятых , еДИ J J И Ц ,  десятков 
"оответственно равны 

23,47; 23,5; 23; 20. 
ОШll бки Оl<руглени я  соотв тственно равны 

0,003; 0 , 033; 0, 467; 3 , 467. 
Правила округления  с lJаll М. ньшеЙ погрешностью 

обычно называют nравuлалfU округления десяmШfНblХ дроСеа . 
П р и  м е р  1 .  Пусть х = 274 , 6 1 . ВЫПОЛJJ IIТЬ округлен ие 

с недостатком и с JiзбыТI<ОМ до десятых , единиц ,  десятков 
н сотен. 

6 Согласно определеН/но ОJ< ругления  с недостатком до 
десятых ,  единиц ,  деС Я 1 1<ОВ, сотен соответственно равны 

274 ,6; 274; 270; 200. 
Ошибки этих округлеННII  равны 

0 ,0 1 ; 0, 6 1 ; 4 ,6 1 ;  74 , 6 1 .  
Ок руглениями с изБЫТКО�1 соответственно будут 

274 ,7 ;  275; 280; 300, 
а их ошибками -

0,09; 0,39; 5 , 39; 25,39 .  А 
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П р 11 М е р 2 .  П усть х = 274 ,6 1 .  Выполнить округление  

о десятыХ , еДИН IIЦ ,  десятков и <;,отен по  п равилам округ

;еНII Я дробей (т. е. с наи меньшеи погрешностью). u ; 6, Согласно п рави.IJУ округлен и я  десятичных дробеи 

I IMee I 
274,6; 275; 270; 300. 

ОШllБК!I этих округ лени!, соответственно равны 

0 ,0 1 ; 0 ,39; 4 ,6 1 ;  25,39. А 

Из п равил округлени я  следует, что ошибка округле

ния с наименьшей погрешностью не превышает половины 

еДIIНИЦЫ последнего сохран яемого разряда. При  округле· 

НИИ с недостатком и с избытком погрешность может быть 

больше половины еl\I IНИЦЫ последнего сохраняемого раз· 

ряда но не п реВbJшает единицы этого разряда . 

Пусть число а является п риближением величины х 

с ТОЧIIОСТЬЮ до h ,  т. е .  

х = а ± IL. 

Тогда , если а - округление числа а с ошибкой округле-

НII Я а, то 
х = а + (Jl + а) ,  

т. е. Х � а с точностью до h + а. Следовательно, при  

округлеl I ИИ  приближения к его погрешности добавляется 

ошибка окр углен и я .  
П р и  м е р  3 .  Пусть х = 1 ,23 ± 0 ,02. Округл

u
ить п ри

ближение до десятых и найти границу абсолютнои п огреш

HOCTI 1  нового пр иближен и я .  

6, П о  п равилам округления  получаем новое прибли

жение 1 2 с оши бкой округлени я 0,03. Следовательно, 

л = I ,2 ± 0 ,05. А. 

lIая 

В о п р о с ы  д л я к о н т р о л я 

1. Что н аЗblвается П Р llБЛllженным значснием с недостатком? 

2. Что назы вается П Рllближ н н ым значением с � избытком? 

3. Что называется погрешно:тью п риближе н и я .  

4. Что называется абсо.1ЮТИОЙ погреш н остью приближе н и я? 

5. Что называется г р а н ицей абсолютной погре ш н остн ? 

6. Что называстся ОТ1 1 0С 1 1 теЛЬНQЙ погрешностью п р иближеН I I Я? 

7. Размерн ои или безрззмерноii вел и ч и нои является относитель

Погрсшность? 
8. Что называется граll ицей ОТНОСlIтельной пог решноста? 

4&  



9. К а к  связаны границы аБСОЛЮТIIОЙ и ОТноснтельной погреш-HOCTCii? 
10. Что называется округлением десятич ноJi дроби? 
11. ЧТО такое ошибка округления? 
1 2. К акое О!(ругление называется округленнем с недостатком? 13. Какое округление называется округленнем с IIзбытком? Н. Что называется округлен н е�1 с наименьшей погрешностьюl 15. ЧТО называется правнла�ш округления десятичных дробей? 

У IJражнения 

1 .44. Н айдите погреШIIОСТЬ н абсолютную погрешность приб.1JJженного значения Q величины х, ес.1И 
5 5 1) х=з ; й =  1,6; 2) )'= - 3 ; а = - 1 ,66; 
3 3 3) Х = п ; а = 0,273; 4) Х=п ; а = 0,2727. 

1 .45. Опредеmпе ТОЧIIОСТЬ пр нБЛНЖСIIНОГО равенсТIJЗ х � а, еслн 1) х= 1 , 23156 . . .  ; Й =  1,23 ;  
2) x = -0, 12765 . . .  ; Q = -0, 127 ; 
3) х = 2,875(3) ; а = 2,875. 
] . 46. Граница аБСОЛЮТJJоrl IlогреШJJОСТН п риближенного значен и я  о Ч J Jсла х равна 11. Найдите гра Н JЩЫ, в I(ОГОРЫХ заКЛЮчено ч исло х, t:lЛl1 

1) 0 = 23;  11 = 0,5;  
3) а = -2,32; 11 = 0,1;  

2) й =  1,5;  11 = 0,01 ; 

4) 0 = 4,55; 11 = 0, 05. 
1 .47. Найдите ОТНОСlfте.1ЬНУIO погреШIIОСТЬ приблнжен ного значения а величины х из упр.  1.44. 
1.48. Определите ОПlос.пельнуlO точность приближен ного равенC I Ba х � а для х и о из упр.  1 .45. I .� Известно, что х � о с ТОЧIIОСl ЫО до Р процентов. НЭ I"lДите I ;)зн щу абсолютной погреШНОСТII, если 

1) а = 2,75; р = 20; 2) а =  1,3;  р = 10; 
3) а = 237 ; /1 = 1 ; 4) й =  1,49; p = O, I. 
1. 50. Округлнте с недостатком и с нзБЫТl<О\j до ТЫС Н Ч ' I Ч Х  сотых Н десятых следующие деСЯТИч ные дробн:  

1) 0,3253; 2) 1,23789; 3) 24 ,00391 : 4) -3,7426. Н а йдите ош нбки округлеНII Я .  
1 .5 1 .  Округлнте п о  ПРЭl3lfJIЭМ ОК руглеlНlЯ до ТЫСЯ 11It ы х ,  LU l bl X  И десятых ДеСЯТlIч ные дробн IIЗ упр.  1.50. Найдите ош нбки OI<P} rлеНIIЯ. 

§ 5. Погреш ности вычислений 
с приближенными значениями 

1 .  Погрешность суммы. Пусть х � а с ТОчностыо до h 1 ,  У � Ь с точностью до h2 · Н[Jйдем ТОЧНость h , с котор ой сумма а + Ь приблюкает сумму х + у. 
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о Имеем 

х = а + !:!х, 
у = Ь +  !:!у, 

где !:!х и !:!у - погрешности п риближения  х и у.  Сложив 
почленно эти равенства , ПОЛУЧIIМ равенство 

х + у = а + Ь +  !:!х + !:!у,  
из которого следует, что погрешность приближения суммы 
равна сумме погрешностей приБЛ!lжений слагаемых, т. е. 

!:! (х + у) =!:!х + !:!у. 
Так как модуль суммы не п ревышает суммы модулей 

слагаемых , то 

' !:!  (х + у) I � ' !:!х 1 + ' !:!у 1 · 
Следовательно, абсолютная погрешность приближени н 

суммы не превышает суммы абсолютных погрешностей 
приближений слагаемых , и поэтому 

1 !:! (х + у) I � h1 + h2• • 
Таким образом, справедливо следующее п равило под

счета точности суммы: граница абсолютн.оЙ nогреlИн.оспщ 
суммы nриближен.н.ых зн.ачениЙ равн.а сумме границ абсо
лютн.ых nогрешн.осl1U!Й слагаемых, т. е. если х � а с точ
н.остыо до h1 , у � Ь с точн.осmыо до h2, то х + у � а + Ь 
с точностью до 

h = h J + h2• 

П р и м е р  1 .  Найти сумму х + у, если 

х = 5, 1 ±.0,05 ,  у = 2 ,3 ± 0,05. 
6, Здесь h1 = h2 = 0,05. По п равилу подсчета точности 

суммы получаем 

h = h1 + h2 = 0,05 + 0,05 = 0, 1 .  
Следовательно, х+у � 5 ,  1 +2 ,3= 7 , 4  с точностью до 0, 1 ,  т.е . 

х +  у = 7 ,4 + 0, 1 .  & 
П Р 11 М е р 2. Найти 

если I AB I = 63,4 ± 0, 1 ,  
= 73 , 1 ± 0, 1 .  

пери метр треугольника АВС, 1 ВС I = 47 ,8 + 0 , 1 и I С А I = 

А Если через Р обозначить периметр дан ного треугольHJ!I< 8 :  
P = I AB I  f- / BC I + I CA I, 
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то 
р � 63,4 + 47,8 + 73, 1 = 1 84,3 

с точностью до h = 0, 1 + 0, 1 + 0, 1 = 0,3, т . е. 
р = 184 ,3 ± 0,3. А 

2. Погрешность разности. Пусть х � а с точностью до 
h " у � Ь с точностью до h z •  На йдем точность 11 ,  с кото
рой разность а-Ь приблюкает разность х-у. О ИЗ равенства 

х - у = а - Ь + (Лх-Лу) 
следует, что погрешность приБЛl lжения  разности равна 
разности погрешностей приближеНI IЙ уменьшаемого и вычн
T a �ыoгo, Т. е. 

Л (х-у) = о.х-!1у. 
Следовательно, 

I �  (x-y) 1  � I  Лхl + 1 Лу 1 , 
т. е. абсолютна я погрешность приближения ра зност и не превышает суммы абсолютных погрешностей приближений уменьшаемого и вычитаемого , и ПОЭlОМУ 

I Л (х-у) I � Iz ,  + h2 • 
Ta l< l lM образо:'>!, справеДЛlI ВО СJlедующее правило под

счета точ HOCTI I  разнос 1'11 : гран.uца аБСОАюmн.оЙ погрешн.о
ста ра'mосmи ПРllБЛllжен.н.ых значен.uЙ равн.а су,�ше гран.иц 
аБСОЛIOПlНbl '( погрешн.осmей УJltен.ыuаемогn II Вblчитаемого, 
m. е. если х � а с f/lочносmыо до 11 " У � Ь с точностью 
до h2, то х-у � а-Ь  с ПL.lЧНОСIllЫО до h = /1 , + h2• 

П р и  М е р 1 .  Найти Рё.IЗНОСТЬ х - у, есл и 
л = 7 ,5 ± 0 ,05, !J = :3, 4  + 0 ,02. 

� Здесь h, = 0:05, h2 = 0,02. ПО праВIIЛУ подсчета точ
ности разнос ти и меем h = C'I,О7. СледоватеJlЫЮ, 

х-у = 1 , 1  + 0,07 . •  
П р и  м е р 2. Масса я щ и к а  с l(онфеТЯ"IИ равна т, = = (7 ,3 + 0,05) кг , масса пусroго н щ и к а  раина 111� = = (0,8 + 0, 05) к г ,  Наirти массу конфе т . � ECJ1 , 1  ЧСfJез т ОCJозна чить массу конфеТi 

ТО . согласно правнлу подсчета точности разности , Пl=6.5 кг 
с точностью дО О, I I<Г , т .  е .  

т =  (6 ,5 ± 0, 1 )  кг .  А 
П р и м е р  3. Найти разность х-у, если x � 7,3 

с точностью до 1 % , у � 0,8 с точностью до 2 % .  
� Снячала найдем граНIIЦЫ абсолютных погрешностей 111 

и h2 ДЛЯ Х И у : 
h , = 7 ,3 · 0 , 0 1  = 0 ,073, 
h2 = 0,8 · 0 ,02 = 0,0 1 6 . 

Тогда rpaHlILLa абсолютной погрешност н суммы вычисляется 
по формуле 

h = 0,073 + 0 ,0 1 6  = 0,089. 
ОКРУГЛIIВ 0 , 089 с избытком до сотых , получим 

х-у  = 6,5 + 0,09. 
По h = 0,09 и приближенному значению 6 ,5 находим 

границу ОТIIОСlIтельной погрешности : 
6= 06�; = 0,0 1 38 . . .  

СледоватЕ'ЛЫЮ, х -у � 6,5 с ОТНОСНТЕ'ЛЫIOЙ точностью 
до 0 ,0 1 4. Если относительную точность выразить в про
центах ,  то получим 

х-у � 6 ,5 с точностью до 1 ,4 % . А 

3. Погрешность I1роизведения.  Как было показано, 
абсолютна 51 погрешность суммы оцениваеТС 51 суммой абсо
лютных погрешностей слага{'мых. Такой простой оценки 
абсолютноii погрешности произведени 51 через абсолютные 
погрешностн сомножителей не существует. Однако для 
относительной погрешности ПРОlIзведени я можно получить 
аналогичную o[�e I lKY через относительные погреШJ10СТИ 
СОМНОЖliтеJIeЙ .  

Пусть х � а с оТ!!осительной точностыо до 61 '  У � Ь 
с относительной точностью до 62 ' Найдем относительную 
точность 6, с кото рой аЬ пр\!ближает произведенне ху. 

О ПереМIIОЖИВ почленно два равенства : 
х = а + Лх, 
у = Ь  + Лу, 

получим равенство 
ху = аЬ + а ·  /).у + Ь · Лх + Лх · Лу, 



J J З  которого для абсолютной погрешности произведени я 
получается оценка 

1 ху - аЬ 1 � I а 1 · 1 /).у I + 1 Ь 1 · 1  /).х 1 + 1 /).х 1 · 1  /).у 1 · 
Разделив обе части этого неравенства на 1 аЬ / = 1 а / · 1  ь 1 , 
ПОЛУЧIJМ 

I xy - аы � � ' Дх l  + I ду l  + ' �x '  . I дУ I 
l аы �  � ' а l ' ы � ' а l I b l '  

Здесь слева стоит относительная погрешность произведе
н ия ,  а справа -СУМУ1а трех слагаемых: ОТНОСl Iтельных 
погрешностей первого !I второго СОМНОЖl Iтелей и произве
дения  ЭТlI Х  погрешностеil . Обычно относительные погреш
ности являются дос таточно маЛЫ�IIJ . Тогда их произведе
ние�1 можно пренебречь и считать, что ОТНОСJ Jтельна я 
погрешность ПРОl1 зведения приБЛlJжений не превышает 
суммы ОТНОСlIтельных погрешностей сомножителей . 

На праr<ТJJI<е пользуются слеДУЮЩI1М правилом под
счета точности П/.JOизведения :  граница относительной 
nогрешносtnll nроизведеНllЯ равна сулtме границ относи
тельных nогреиmосгneй СО,\tНОЖllтелей , m. е. если х � а 
с относительной точностыо до 61 ' У � Ь с оmНОСlllnельной 
mоч.н.ос/lZЫО до 62' то ху � аЬ с оmносшnельной JnJ't/iОСinЬЮ 
до 6, где 

ЕСЛII же относи тельна я точ ность выражена в процен
тах ,  то это утвеrждеН l lе формулируется так :  если х � а 
с точностью до а. Uб , у � ь с точностью до � % ,  то ху � а{; 
с точностью до l' % ,  где l' = а. -1- 1:\. 

П р и  м е р 1 .  Найти ПJ/ощадь прямоуголыlкаa ШI JРИ
ны х И длины У, если х � 4 м 1 1  У � 5,4 м с точностью до 1 % . 

.6. ЕСJ/И S -площадь данного ПР ЯЫОУГОЛЬНlJка ,  то, как 
I1звестно , S = ху, и поэт ому S пр иближенно равна 

4 м . 5 ,4 м = 2 1  , 6  м2• 
Тогда по правилу подсчета ТОЧНОСТJJ произведения полу-
чаем 

S � 2 1 ,6 M2 С точностыо до 2 % ,  
т. е .  с относительной точностью до 0 ,02. 

Найдем границу абсолютной погрешности ПРОlIзведения :  
h = 0 ,02 . 2 1 , 6 м2 = 0, 432 м2 • 

Следовательно, S � 2 1 ,6 м2 с точностью до 0,432 м2 • А 
'4 6 

П р и м е р  2 .  Найти площадь прямоугольюша шири
ны х 11  длины у, если х = (4 ,0 ± 0,05) м и у = (5 ,4 + 0 ,05) м. 

6. Из данных задачи следует, что приБЛllженное зна
чение площади S равно 

4 ,0 м · 5 , 4  м = 2 1 , 6 м2• 
Так как граница абсолютной погрешности измерения 

ширины и длины равна 0 ,05 м ,  то границы относительных 
погреШlIостей равны 

0 05 1 0 ,05 1 
4,0 = во и 5,4 = I ОВ' 

Тогда граница относительной погрешности для произве
дени я равна сумме эти х  границ: 

1 1 47 
ВО + 10В = 2 1 60 '  

а граница абсолютной погрешности равна 
2 ��O'  2 1  ,6 м2 = 0, 47 м2• 

Следовательно, 
S = (2 1 ,6 ± 0 ,47) м2• А 

4 Погреш ность частного. Пусть х � а с ОТНОСИ1ельной 
точн�ты{) до 61 '  У � Ь с относительной точностью:о 62 ' 
Найдем относительную точность 6 ,  с которой число Ь при-

ближает частное !... ('при услови и ,  что У =1= О и Ь =1= О). 
у 

О Если а- приближенное значение х с погрешностью /).х, 
а 

Ь-приближенное значение У с погрешностью /).у, а с=ь-

приближенное значение частного z=f с погрешностыо !�z, то 

х а а -I- L.\x а Ь · /:'х - а - ду 
/).z = -У-Ь = 

Ь + ду -ь= 
у · Ь  

Следовательно, 
I Ь · Дх- а · /:'у \  

\ с 1 · 1  у 1 - 1  Ь I 
1 h \ • \ /:'х _ /:'у I � � ( 1 дх I + I ду I ) • 
' У l  а Ь � \ у '  ' а l \ Ь '  

Так как ПР llближенное значение обычно мало отли
QaeTcH от истинного значеНJJ Я  величины, то можно счи-
тать , что I � I равно е)lИh,ще. Тогда относительна я погреш-
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ность частного не превышает CYM�lЫ относительных погреш
ностей деЛl! МОГО 11 делителя .  

На  практике пользуются с.lеДУЮЩI1М правилом под
счета точности частного: граНlща оrrl1юсumельн.оЙ nогреш
н.оста частн.ого равн.а CYMAte гран.иц оmн.осшnельн.blХ nогрещ
н.остеЙ делаАtого и делителя, т. е. если х � а с отн.оса
mедьн.оЙ точн.остью до 01 ' У � Ь с от НОСllmельн.оЙ mочн.остыо 

до 02 ' то ; � f с отн.оcumе,1Ьн.оЙ точн.ОСIllЫО до о, где 

д = о! + 02'  

П р и  ые р 1 .  Вычислить z =� , если х � 1 2 , 3 и У � 23,б у 
с точностью до 1 % . 

6. По правилу п одсчета точности частного получаем 
х 1 2,3 2 0l у � 23 ,5 с точностью до 10 , 

т. е. с относительной точностью до 0,02 . 
Найдем границу абсолютной погрешности частного: 

1 23 2,46 h = 235 . 0 , 02 = 235 = О, 0 1  046 

Взяв значение h с и збытком с точностыо до 1 0- 4 ,  ПОЛУЧ l !М 

Так как 

то 

Следовательно, 

Х 1 23 
у = 235 ± 0,01 05. 

1 23 
235 = 0,523 . . . 

1 23 
235 = 0,523 ± 0,00 1 .  

f = 0,523 + 0 ,0 1 1 5 .  

Округлив 0 ,523 до сотых , получим 
; = 0,52 + 0,0 1 1 5 .  

Наконец, округлив точность до 1 0 - 3  С и збытком, ПОЛУЧl! М  

; = 0,52 ± 0,0 1 2. А 
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П р и м е р  2. ВЫЧИС.1ИТЬ г = ; , если х = 47.2 + 0,5 , 

у = 1 9.4 + 0, 1 .  
6. Для вычисления ТОЧНОСТII 11 ПР l!БЛIJженного значеНIJ 

47,2 = 236 = 2 432 19 ,4 97 ' 

частного � можно сначала наЙТl ! относительные точно· 
сти 01 И 62 делимого и деЛlIтеля :  

0 ,5 0, 1  
01 = 47 ,2 ' 02 = 1 9 , 4 ' 

затем найти границу о ОТНОСlIтельной погреШНОСТI! чаС1-
ного: 

н ,  наконец, найти h : 236 h =9'! ' O. 

Мы не будем про водить эти ВЫЧ!lслеН II я до I<ОНЩ1 . 
Вычислим частное � по способу гран.иц . у 

По условию, 
47, 1 5  :(; х :(; 47,25, 
1 9 ,3 � y :(;  1 9 ,5 . 

Сл(>довательно, 

Так Ю1I{ 
47 , 1 5 <"" � & 47,25 
1 9 ,5 --.;: У --..::: 1 9 ,3 . 

47 , 1 5 - 2 4 1 794 --т9,5 - , . . .  , 47,25 
19,3=2,448 1 5  . . .  , 

то отсюда получаем граН lIЦЫ для чаС1 НаГО: 
2 4 1 79 < ..:. < 2 , 4482 . , у 

х За приБЛ!lженное зна чеl!ие частного у возьмем средне.' 
аР II'рметическое этих граН II Ц: 

2 , 4 1 79+ 2, 4482 = 2 433 1 2 , . 
Тогда ТОЧНОСТЬ 'L вычисляется по форму l1е 

h - 2,4482- 2 ,4 1 79 = 0 ,0303 = О 0 1 52 - 2 2 "  



С'lедовательно, 

-':' = 2,433 1 + 0, 0 1 52. у -

После соотвеТСТВУЮЩIfХ округлений  получаем 

� = 2 ,43 ± 0 , 02 . • у 
I1a I IOJ\l H !l J\1 ,  ЧТО способом границ вычисляются прибл и

женные значеН I I  я с недостаТI<О�: и с IIзбытком для суммы, 
разности , ПРОllзведеНII Я и частного двух действительных 
ч исел . Как показывает решеНl lе ПРlI мера 2 ,  способом гра
ниц можно пользоваться 1 1  для вычислений с приближен
IlbIM11 значеНИ 5JМ I I .  Однаl<О пр" большоы I<оличестве вычисле
ний обычно пользуютсн праКТII 'IеСКII МИ ПРl lемаМI 1 при
БЛllженных ВЫЧllслеН I I IJ ,  а OHII основаны на праВlIлах 
подсчета точ HOCTI I .  

5 .  Погрешность степени 11 КОР Н Я .  Пусть х � а с ОНЮ
сительноii ТОЧНОСТЬЮ б. Найдем относительную ТОЧНОСТЬ, 
с которой а", где n Е N, приближает степень х" . 

Так ка l{ n - я  степень-это произведеllие n оди наковых 
СОМЧОЖl Iтелей ,  то I IЗ праВ JJла подсчета точности произве
деНII Я  получается следующее правило подсчета точности 
степе "11 : гран,ица оmн,осumельн,ой nогрещн,остu стеnени 
равн,а nроuзоеден,ulO гран,ицы оmн,осumельн,ой nогрешн,осmи 
осн,ованuя на nоказатель сmепен,и , m .  е. если х � а с оmн,о
Сlll/lельн,ой mочн,остыо до б, то х" � а" с отн,осuтеЛЫiОй 
тО'lн,остыо до nб.  

П р и  м е р  1 .  На йтrl степень х4,  если х � 2 с ТОЧIIОСТЫО 
дО 2 , 5 % .  

ПО правилу подсчета точности степени получаем 
х4 � 2" с точностью до 4 · 2 , 5 % ,  т. е . х4 � 1 6  с ТОЧНОСТЫО 
дО 1 0 % . 

Найдем границу абсолютной погрешности степени: 

h =  1 6 · 0, 1  = 1 ,6 .  

следователыI,, х4 � 1 б с точностыо до 1 ,6. А 
ИЗ правила подсчета ТОЧНОСТI1 степени получается сле

дующее п равило подсчета ТОЧНОСТИ корня :  гран,ица отн,о
сипteльн,ой nогреиlIiости корн.я n -й степени в n риз мен,ыие 
гриНlЩЫ относuтельной nогреиlIiосmи nодкорен,н,ого числа. 

П р  11 М е р 2. Наiiти Vx, ееЛII х � 32 с точностыо 
до 2 ,5 % .  

6 По правилу подсчета точности КОРН Я  получаем 

V-х � 2 с ТОчНостью до 0 , 5  % .  
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Следовательно ,  

VX" � 2 с точностью до 0,0 1 .  А 

6 В ычисления с заданной точностью. В предыдущих 

n н к
'
тах ешались задач!! ,  в которых требовалось оценить 

у р 
результата действий с пр иближенным!! зва-

погреШНОСТ
з
Ь
ная  оцеНlШ погрешностн эти х  приближенных 

чениями ,  
значений .  

б у 
Во многих случаях  требуетс я реш!!ть о ратную задач , 

в !ЮТОрОЙ требуется установить, KaKOBЬ� должны б
�
IТЬ 

ног ешности данных п риближенных значени и , ч::обь! рез) ль

таТ
Р
ВЫЧ llслений полуЧI IЛСЯ с н аперед за�аННОII ТОЧ НОС1ЬЮ. 

П е р 1 .  С I{акой ОТНОСI IтелыlOИ точ нОСТЬЮ надо 
р 1 1  М 

обы п р!! выч !!слеш!и его 
I IзмеРIIТЬ сто рону кнадрата , чт 

1 U/ ) 
площади ОТНОС lI тельная погрешность не превышала о . 

6 Если сторона J<Вадрата равна а, то , к ак известно, 

его площадь S ВЫЧllсляется по ф()рмуле 

СлеДОl3а тельно, сторону !<Вадрата НУЖНО I IзмеРIIТЬ 

О 5 0/ Т площадь квадрата будет 
с TO'I I IO. тью до , 70 .  or

f
a 

вычислена с точностью до 1 /Ь . 

П и м е 2. Известно , что длина х стороны квадрата 

б Pg 1 
Р
ио 'leHee 1 О см С какой ТОЧIIОСТ ЫО надо изме-

олее C� , ,, · , 
рону квадрата чтобы пог решность площаДl I ,  

p l lTb сто ' S " л 1 см2) 
вычисленной по формуле = а", не Il ревыша а . 

6 1 1з  неравенств 

ОТlIOСlIтельной погреШIIОСТИ площадн 
следует, что граниuа 

..!.. . отсюда и и з  п равила подсчета точности степени 
равна � 1  ' 
("ли корня) следует , что дли ну стороны '

�
BaдpaTa нужно 

измеР llТЬ с относительной точностью до 162' 

Следовательно ,  сторону ,{вадрата нужно l Iзмери гь 
с точностью до 

1 1 
1 62 · 9 см = 18 СМ' 

чтобы погрешность п лощади не лревышала 1 сн2• 
5 1  



Так как 
1 1 т8 ('ы > 

20 см = 0,5 ШI, 

.0 ПОС.'lе ОI\р�'r.rlеНII Я  получаем : сто рону квадрата надо 
;. <\!f'P IITb С точностью до 0,5 мы. А 

В о п р о с ы д л я к о н т р о л я  

1 .  Чему равна граница абсолюпюii погрешности суммы? 
2.  Чему равна граН llца аБСОЛЮТIIОЙ погрешности разности? 
3. Чему равна гра ница ОТIIСС llте.lыюii погреШНОСТII ПI>01lзведе: I II Я ?  
4. Че:'IУ равна граlllща ОТlЮС lпеДЫlOii погреШНОСТII частного? 
5. Чему pa!Jlla гра Н lща ОТIЮСIIТt'.1ыюii погреШIiОСТII степени? 
6 .  Чему равна ГРЗfl lща ОТI IОСlIтедьноН погреШНОСТlJ корня? 

Упражнения 

1 .52. На ЙДlIте сумму х + у, СС.1I! 
1 )  х = 7,8 ± 0,05, у = 3,4 ± 0,05; 
2) х = -2,6 ± 0,0 1 ,  y = I ,5 ± 0,02; 
3) Х = 1 ,25 ± 0,05, у = 1 ,02 ± 0,02;  
4)  х = 7, 1  ± 0, 1 8, у = 6,2 ± 0,02. 

1 .53. Для Х и у, определе l l l lЫХ  в упр . I . 52, l I а l"lДнте разность х - у. 
1 .54. НаЙДlJте п роизведеll ие ху, еСЮI 
1 )  Х � 3,2 с точностью до 0,5 % ,  у � 2,35 с ТОЧ I IОСТЫО дО 1 o� . 
2) Х � 3,5 с ТОЧIIОСТЫО дО 1 % ,  у � 1 ,23 с точностью до О 5 �п'· 
3) Х � 0,43 с ТОЧ IIОСТЬЮ дО 0, 1 % ,  у � 4,3 с точностыо до '1 �o .' 
1 .55. Для х н у, определеНI JЫХ в упр. 1 .54, наiiдите частное ..:.. 

у 
1 . 56. Известно, что д.7 IJfI а ребра куба измерена С ТО'I IЮСТЫО 

::) 0,5 % .  С каl{ОЙ ТОЧ НОСТЬЮ БУДI!Т вычислен объем куба? 

1 .57. Найдите граН JlНУ ОТlIосителыlOi'! погрешностн V 26,4 ± 0, 1 . 
, .5�. Известно, что ДЛИl lа  ребра куба более 5 см, 110 менее G 01. 

КШ<ОII точиостыо надо измерить ребро куба , чтuбы ПОГ ГСШII ОСТЬ 
бъсмз lIe превышала 2 CM�? 

1 .59. С каиоА ОТlюснтеЛЫlO1t ТО' IНОСТЬЮ неоБХОдJlМО И 3МСf1I1Тh 
ЛИIlУ,  ширину И высоту KOMl laTbI, чтобы погреШIIОСТЬ вычислеl l НОГО 
'JЪС:'1а KOMllaTbI не n ревы шала 1 O� ? 

1 .60. ИзnеСТI IО, что r � 1 5  С\I с ТО'JIIОСТЬЮ до 1 СМ.  С ,(акой т()ч но
тыо надо 113MepIIТb радиус круга н СКО_1ЬКО де�ЯТI I Ч I IЫХ  знаков надо 
• JЯТЬ / Чllсда :t, чтобы прн вычисдеНlI I1 ГI.l0лаЩI круга по фоР�lу.lе 

,,,> = ЛГ� аБСО.llОтная погрешность не п реlJыша.1а 3 CMt? 

§ 6. П ра ктичеСI(ие п рием ы п ри бл и же н н ых В;'I Ч ИСJiС II И II 

1 .  Зап ис ь  ч исел в CTaHJLit pTHOM ви де. ВСЯ I<ое ПО.ТIO Ж I I 
, ельное число можно за П I I С(1 ГЬ в виде а ·  1 0", где чI1с.rю а 
1 довлеТВоряет неравеНСI ва м 

1 � a < 1 0, 

а число k - uелое. Если Ч I\СЛО записа но в тако ! виде, то 

говорят, что оно записа но в стандартно,н виде. Uелое 

чисЛО k наЗblвается nорядко.н Aa HHor::,o ч исла. 

Например ,  поря,J.ОК числа 27 = 2 ,1 ' I О равен 1 ,  пор я,J.О� 
числа 0 ,03 = 3 · 1 0- 2 равен -2, ПОрЯ:J.ОI� числа 1 ,5 = 1 ,5 · 1 0  

равен О. 
На практике значени я  веЛIiЧИН часто сраВНl iва ются по 

порядку . Например , говорят , что величина  х на порядок 

больше величины у. Это означает , что порядок знач�ния 

веJlИЧИНbI х на  единиuу больше порядка значени я  вели-

ЧИНbI у. 
Ясно, что если ПОР ЯДОК числа х существенно больше 

порядка числа у, то числа х + у, х - !)  и х имеюг ОДИН 

порядок , и можно 
"
считать, что х + у � � и х -у � х 

с достаточ но хорошеll точво<:,т
2
ью. _ 4 

Например ,  ест1 х = 2 · 1 0 I1 y = 2 ,5 . 1 0 , то 

к + у = (2 + 2,5 . 1 0- 2) · 1 0 - 2 = 2 ,025 . 1 0-2 

и ,  следовательно, 
x + y � 2 . 1 0- 2 

С точ ностью ДО 2 ,5 · 1 0- �. 
Аналогично,  

х-у = (2 -2,5 . 1 0-2) .  1 0 - 2  � 2 · 1 0-2 

С точ нОСГЫО ДО 2 ,5 · 1 0- 4 .  
[сли rюрядок числа х ра вен n ,  а П О Р ЯДОI< Ч ИСJlа у 

равен т ,  то пор ядок ПРОl I зведе Н I I Я  ху ра вен n + т IIЮI 

n + m +  1 .  . 
На п р "мер,  если х = 1 ,3 . 1 0J , y = 2, 1 . 1 0 - 1 , то ху

_ 
= 2 ,73 . 1 02; еСЛIi x = 5 · 1 0-� ,  у = 3,2 . 1 0, то ху = l ,б . l 0 1 .  

Если пор нДок ч исла к равеll n ,  а ПОР Я ДОК числа У 
равен 111 , то пор ядок ч а с т но го f равен n - m I I ЛИ  n - m- l . 

Н а п р и ые р ,  если x = 2 , -l . 1 0 - 2 ,  у =  1 ,2 , l O-� ,  то % == 2 . 1 0 

11 � = 5 . 1 0- 2  . 
Х 
Or MeT I IM ,  ч то пр !! решеН ! 1 1i ШIОГ I I Х задач п раКПl че�кого 

п тео р е Нl ч еС I\()Г() характера 13а/кво знать только пор ядок 

в JI ! l Ч I I I I . . 

2 .  ;��PHblt: 11 сом н ительные и\\ �pы В ЗЗIIИСИ п р и бл и
.: 

Ж�1t 1101 о з н а ч е н и я .  На ПрCl К Т lI ке резуJ1ьта г ы  н змереНИ I I  

1 1  I\ЫЧ I I C  ТJ�I I I I  ГI абыч но  Вblражаю ! ся в Вlfде I<OHe4 ных деся 

T I  Ч IIЫХ  дробей .  Поэтому МОЖНО говор ить о псрвой , в ro

pu!'! 11, вообще, n-Й uифре прнБJll lжеН IIОГО 3I 1аЧ�1I J 1 а .  
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Цифра КiШОГО-Лll бо разряда в записи прибл иженного значеНI' Я называется верной , если граница абсолютной погреШНОСТII п рнб.'lIIжеНIIЯ не привышает еди ницы этого разряда . 
ЕС,1II же граница абсолютной погрешности приближеII ИЯ  бо.'Iьше еДIlНИЦЫ разряда ,  в KOTOPO�1 записана цифра, то эта цифра называется СО,А.f/iumельноЙ. Например , еСЛ J [  Х =  2 ,353 + 0 ,002, то У приближенного значения 2 ,353 величины х последняя цифра 3 сомни тельна я ,  а все другие верные. 
ЯСНО, что еСЛI I  нскотора я цифра верная ,  то и все предыдущие цифры верные. 
Если же некотора я цнфра сомн ительная ,  то и все последующие цифры сомн ительные. 
Прн OI<руглеюНI десятичной дроби с недостатком или  с избыТ!<ом получаются п рнближенные значени я  этой дроби ,  у которых все цнфры верные. 
При округлении деСЯТIIЧ НОЙ дроби по правилам округлен и я  (т. е. с наименьшей ошнбкой округления )  получается приближенное зна чение ,  погрешность которого не п ревышает половины единицы разряда ,  до которого проIIЗВОДИЛОСЬ ОКРУГ.'Iение. 
Цифра в записи прнближенного значени я назьrnается строго верной , если его абсолютна я  погрешность не I1peвышает половины единицы разряда , в котором записана эта цифра . 
Следовательно, при  округлени и  десятичной дроби по п равилам округлени я  получается п риближенное значение у которого все цифры строго верные. ' 
П р и  м е р 1 .  Пусть х = 2 ,35 1  + 0, 0005. УI<азать верные цифры приближенного значения  2 ,35 1 .  /:::; Так l<aK 0, 0005 < 0 ,00 1 , то последн я я  цифра I приближенного значени я  является верной. Верными будут все цифры этого приближени я ;  более того, они будут строго верными .  А 
П р и  м е р  2. Пусть х = 2 ,352 ± 0,002. Указать BepIJbJe J[ сомнительные цифры приближенного значени я  2 352 /:::; Так

. 
как 0,002 > 0 ,00 1 ,  где О,ООI -единица р�зр�да последнеи цифры 2 приближенного значения ,  то эта цифра со�нительная .  Легко видеть, что цифра 5 является вернои , а значит, верными будут и все предыдущие циФrы. А. Приближенное значение принято записывать Ta l< ,  чтобы все цифры в его записи были веРНЫМ II .  Чтобы удовлетвор ить этому условию, IIногда приходится пользоваться за писью при ближенных значений в стандартном виде. 54 

Если в запнси приближенного значен и я  а величины х 
все цифры верные, то п ишут х � а без указанн я ТОЧНОСТI I . 

Например, 

х � 9 ,3 означает, что х = 9,3 ± 0 , 1 ;  
x � 9 ,30 означает, что х = 9 ,30 ± 0 ,0 1 ;  
х � зо означает, Ч10 х = зо +  1 .  

Еслн же х = 530 ± 1 О , то приближенное значение 530 
записывают в стандартном виде 5 , 3 · 1 02 и пишут Х � 
� 5,3 . 1 02 ,  так как у приближенного значения 530 цифры 
5 1I 3 верные, а цифра О сомнительная . 

Приближенное rавеНСТБО х � 530 означает , что х = 
=530± 1 .  Приб.'II!женное равенство x�530 можно записать 
и так: х � 5 ,30 · 1 02 (здесь цифра О у 5 , 30 верная ) . • 

3. С.rюжение И вычитание п риближенных значении . 
Как нзвестно, граюша аБСОЛЮТIIО� погрешности суммы и 
раЗНОСТ\I П РllБЛ\Iженных

. 
значени и  paBI�a сумме гpaH� 

абсолютных погрешностен приближении ,  т. е. если  х -
= а + а, у = ь + В, то 

x + y = a + b + h , x-y -= a-b + h, 
где 11 = а + В · 

П Р I ! м е р  1 .  Пусть x � 12 , 5 ,  y � 3 , 1  и деСЯТI IЧНЫС 
знаки приблнженных значений строго верные. Найти х + у 
и х - у с точностью до верных десятичных Зllаков .• 

/:::; По УСЛОВI\IО, десяти чные знаки приближении ,  т. е .  
цифра 5 у числа 1 2 ,5 и цифра 1 у числа 3 , 1 ,  являютсSI 
строго верныыи , а :ПО означает , что 

х =  1 2 ,5 + 0 , 05 ,  у = 3, 1  ± 0 ,05. 
По формулам сл жен и я  и ВЫЧIlТаI! I ) я приближенных зна
чений  получаем 

х + у =  1 5 ,6 ± 0, 1 ,  
х - у = 9 , 4 + 0 , 1 .  

десятичные знаки полученных прнбл иженных значе
ний суммы и разности являются верными . СледоваТеЛЬНО, 
можно нап исать 

x + y �  1 5 , 6, x - y � 9,4. A 

П р и  м е р 2. Пусть х � 12 ,5 ,  У � 3 , 1 26, при :.ем деся
ти чные знаки приближений строго верные. Наити х + у 
и х - у с точностью ).1.0 верных десяти чных знаков. 
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/:::. По услови ю ,  

Х =  1 2 ,5 + 0 ,05 ,  
у = 3, 1 29 + 0,0005. 

Отсюда получаеы 

х + !J  = 1 5 ,626 + O,05i)5, 
х-у = 9 , 374 ± 0,0505 . 

у получен н ы х  П Р l l БЮlil,енных значеНl ii'l CYl>lMbI 11 раз
[ !ОСПI два последн и х  деСЯТ I IЧНЫХ знака СОМН lп€льные. 
После ок руглеНJ\ Я с точностью до вер н ы х  дсс ятIIчIIы� ' 
знаков ПО.'lучаеы 

х + у � 1 5 ,6 ,  r - y  � 9,4 .  

Отметим,  что результат 1l0ЛУЧИJ1СЯ таl<ОН ж е ,  I<a l< 1 1  
13 п р н мере 1 ,  хотя здеСЬ !l задавалось существен но точ
нее . • 

Вообще, есл и  склады ваютс я I 1 ЛИ ВЫЧ I1 Гаются два п р " 
БЛllженных значеН IJ Н ,  в заПI IСИ КОТОРЫХ все цифры стро го 
верные, то в сумме и разности получаетс я столько вер " ы х  
дес ятичных знаl<ОВ,  СЕ ОЛЫ\о I JХ IJ меет П Р llБЛlIже нное зна
чен ие с l IаимеНЬШII М Ч I1 СЛО�'l десятичных знаков.  

Обыч но в записи п р и БЛllженных значен и й  IIСХОДIIЫХ 
да нных все цифры СТРОГО вер н ые. Tal< ,  н а п р и ме р ,  бывает, 
есл и  они получены п р и  и змерен и и  и л и  п р и  о к р у глеН И I I .  
Поэтому на Ilра l<ТИI<е пользуютс я слеДУЮЩIIМ п р авилом : 
в CYA!Ate и разн.ости приближен.н.ых зн.ачен.иЙ , в заПllси ко
торых все цифры верные, оставляют столько десятuчн.ых 
зн.аков, СКОЛЬКО их UAteem приближенн.о:; зн.ачен.ие с н.йи
Аtен.ЬШUА! ЧИСЛОМ десяmш/Ных зн.аков. Во M IIOfl 1 X  случ а н х 
ЭПI деС Я ТlI ч н ые знаl< И  будут lIe ТОЛ ЬКО верным и ,  но 1 1  

строго верным и .  
Дл я п р остоты вычисле l I lI Й целесообразно I lрои звеС Тl I  

о к р угление по п r а Вl1 лам о к руглен и я .  П р и  о!< ру глеНII II П р l I 
БЛl!женны� значен и й  в н и х  оста вляют на ОДII Н веРНЫ!1 
дес ятичныJl знак Болыll,, чем и х  имеетс я в н а и менее точ
ном п р иБЛllжени и .  В та к и х  случа я х  гово р ят ,  что оста в
л ш от одну запасну ю цифру. 

П р и  м е р  3. Пусть ц � 4,26 1 1  и � 2 ,7 1 854. Наii1И 
и + и  и и -и. 

/:::. Н а и мен ьшее ч и сло верн ых ДССЯТII ЧНЫХ знаl(ОВ I fмеет 
ч исло 4 ,26 (два деся т и ч ных зна"а) .  Ок руглим Ч И СJIО 2 , 7 1 854 
оста в и в  в нем на ОДИII деС ЯТli ч ныii знаl< бо.Т]ьше: 

' 

2 ,7 1 854 � 2 ,7 1 9. 
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Находи ы сум\!у И разность П Р llБЛllжени й :  

4,26 + 2 ,7 1 9  = 6,979, 
4 ,26- 2 ,7 1 9 =  1 , 54 1 .  

Окру г л и в  полу ченные з н а чен и я  до сотых , ПОЛУЧIIМ 

Il + и  � 6,98, 
и -и � 1 , 54. 

Все это реше н и е  з а п и сы вают короче: 

II + V � 4 ,26 + 2 ,7 1 854 � 4 ,26 + 2 ,7 1 9  = 6 ,979 � 6 ,98 ,  

ll - V  � 4 ,26 - 2 ,7 1 85'1  � 4 ,26 - 2 ,7 1 9  = 1 .54 1 � 1 ,54.  

П р и  м е р 4 .  HarlТlI CYM:'.IY ч исел х 11 у, ес л и  х � 

� 1 ,32 . 1 0\ у � 1 ,25 · 1 0& .  
6. Чтобы здесь п р и менить п р а в и ло сложеlIИ я п ри б л и

женных ЗIl ачени й ,  следует вынести за скобку 1 0" .  Тогда 

IIмеем x + y �  1 ,32 . 1 04 + 1 ,25 · 1 0& = 1 0" ( 1 ,32 . 1 0 - 1+ 1 ,25) = 

= 1 0" (0 , 1 32 + 1 ,25) = 1 ,382 . 1 0& � I ,38 · 1 0� . 
следователыl,, 

х + у � 1 , 38 · 1 0& . 

4. Умножение и деление п риf лиженных значений .  Из

вестно, что г р а н ица относ и тельной погрешности п роизне

дени я и частного п риБЛJlженных значе н и й  равна сум le 
гр а юIU относ и тельных погреш ностей эти х п ри бл и женных 

значеIl И Й ,  т.  е.  есл и  х � а с относи тельной точностью 0"  

у � ь с относительной ТОЧНОС1 ЬЮ 02 ' ТО ху � аЬ с отно

сител ьно й точ ностыо 0 =  61 + 62' 

Чтобы сформ у л и р овать п р ав и ло у множени я  и делеН И 5J 

при бл ижен н ы х  значени й ,  которым обычно пользуютс я ,  

I:Iведем пон ятие зн.ачащеЙ цифры. 
Зн.ачащими цифраМLl назы ваютсп все ве р н ые цифрЬi 

в зап иси п р и б л и же н ного значен и я ,  к роме н у лей , стоящих 

перед перво й  ОТЛ И Ч НО '"j от нуля Ul1фРОЙ . Н а п р и ме р ,  У п р и

бли жен ного значени я 2 ,75 все цифры значаЩllе, у 2 ,7С 

все uифры значащие (значащей будет н последн я я  цифра О) , 

а у 0 ,020 только две значащие uифр ы :  uифра 2 и ПОС.1СД

l! я п  цифра О. 
Если п р иближе н ное значение за п исано в ста нда рТIIOi I 

внде a . I Ok ,  где 1 � a  < 1 0 , то все Bep lIbIe uифры буду ! 

1 1 зна чащими цифра ми . 
Нап р и мер , есл и 

х � 2 ,  1 О ·  1 0- з ,  у � 3, О 1 . 1 ОЗ ,  
[ j  



то у П Рl!ближен/!ых значений в множителе , стоящем перед 
степенью 1 О, все цифры Ii верные, и значащие. 

Граница ОТНОСl1телыlOi'I погрешности не зависит от по
р ядка ч исла, но существенно зависит от числа значащих 
цифр. 

1 
Hanp lIl\lep ,  еСЛII x �  1 ,3 . 1 01' ,  то д = 13 прн любом k. 

1 
Если же х � 1 , 30 · 1 оп, то д = 1 30 при  любом ll . 

П р  11 М е р 1 .  H<!I"fTIJ ПРО !fзведение ;су I! частное 
х 

есл !! у '  
х =  1 ,2 + 0 ,05,  у = 0,3 ± 0 ,05. 

/'::, Граница ОТI!ОСffтелыюй погрешности п роизведения fJ 
частного вычисляется по сгорм}'ле 

д =  0,05 + О,()5 = 
0,5 + � 

1 ,2 0,.3 12 3 '  
Тогда ху � 0,36 с точностыо до h1 = 0,36 . д ,  !.. � 4 с точ

у 
llOСТЬЮ до h2 = 4 . б. 

HaJ"fДeM h J  и Ilz :  
hJ = 0,5 · 0 , 03 + 0,5 · О,  1 2  = 0 ,075, 

2 2 5  
hl = 1 2  + з = 6' = 0,8333 

Следовательно, 

ху = 3 ,6 + 0,075, !.. = 4 + 0 84. у - ,  

Отметим , что полученные приБЛlJженные значення ! !меют 
по одной значащей Цllфре. А. 

П р и  м е  р 2 .  Hal'ITII произведение ху, если 
а) x = 1 00 ,00 + 0,005, y = 0 , 1 0 ± 0,005; 
б) х = 300,00 ± 0,О05, y = 0 , 1 0 + 0,005. 
/'::, В первом случае имеем ху � 1 О ос точностью до 

h = 1 0 · CoOo�o + �,g) = 0 ,5005. 

Во втором случае ху � 30 с ТОЧIlОСТЫО до 

h = 30 · (зgо�о + �,g) = 0,0005 + 1 ,5 = 1 ,5005. 

Приближенное значение лроизведени я  в первом слу
чае имеет две значащие цифры, а во втором случае- толыю 
одну значащую ЩfфРУ ,  А 

В рассмотренных лримерах , I<а l< леГl<О B�fДeTb, в про
I I зведении  If в частном пр иближеJ! НЫХ значений лолу-
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чаетсЯ сто.'1ЬКО же значащих цифр, сколько I 1 Х  нмеет при
ближенное значеНf fе с меньшиы Ч ff СЛОМ значащих цифр ,  
иЛИ н а  одну цифру меньше. ЭТО утверждение справед
ЛIlВО и в общем случае. ПОЭТОl\IУ на практике пользуются 
следующим правилом: в nроизведеНllи и часmно.М прибли
женнЫХ значений оставляют столько цифр, не считая 
нулей , стоящих впереди , сколько значащих L{UфР имеет 
приближенное знаllение с меньшим числом значащих цифр. 

Тогда произведение и частное получаются со всеми 
верными цифраМJ I ,  кроме , быть может, последней . 

Чтобы избежать лишней работы, целесообразно округ
лить то приближенное значение, у которого значащих 
цифр больше. При округлении в нем оставляют столько 
значащих цифр , сколько их и меет приближенное значение 
с меньшим числом значащих цифр , и одну запасную цифру. 

П р  11 М е р 3. Найти произведение чисел х � 1 ,5268 н 
у � 0 ,62 . 

6, Множителем с меньшим числом значащих цифр ЯВ
ляется 0 ,62 ,  у него две значащие цифры. Второй множи
тель имеет пять значащих цифр . Округлим его до трех 
значащих цифр: 

1 ,5268 � 1 ,53.  

Перемножим  полученные приближени я: 

1 ,53 . 0 ,62 = 0,9486. 

Округлив это значение до двух цифр , не считая первого 
нуля , получим 

ху � 0,95. 

Если прои зведение ху используется в дальнейших  вы
числени ях ,  то округляют до трех цифр, не считая первого 
нуля .  Тогда ху � 0 ,949 (здесь послеДRЯЯ  цифра запасная ) .  А 

П р и  м е р 4 .  Найти значение выражени я  х
+
у для х, х у 

у из прнмера 3. 
/'::, В примере 3 мы получили ху � 0,949 с одной запас

ной цифрой . 
Найдем сумму х + у: 

x + y �  1 , 5268 + 0, 62 = 2, 1 468 � 2 , ] 47 

(здесь последн я я  цифра запасная) .  
Теперь имеем 

� = 
0,949 � 0 44') х+у 2 , 147 "" , � ,  
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где последнее приБЛllженное р авенство выполняется с точ
ностью до 0,00 1 .  

Так как в записи знаменателя три значащие цифры, 
а в заП IJСН числителя значащих цифр ТОЛЬКО две , то 

x�y � 0,44 . • 

В о п р о с ы  д л я  к о н т р о л я  

1 .  ЧТО называется заПI1СЬЮ Ч llсла в стандартном в иде? 
2. Что называется ПОРЯДКО!\! чнсла? 
3. Какая цифра в деСЯТИЧНОli записи приближенного значе н и я  

называется верной? 
4. Какая цифра в десятиtfной записи приближен ного значения 

называется сомн ительной? 

5. Какая ц ифра в десятич ной записи прибли >г.ен ного значения 
называется строго верной? 

6. Как прин я ro записывать п р ибли жен ные значения? 
7. В чем состоит правило сложени я и вычитания приближен н ых 

зна'lени й? 
8. Какая цифра называется знач ащей? 
9. В чем СОСТОIIТ правило УМllожения и делеllИЯ приближенных 

зна чеfI И I"I ? 

У пражнения 

1 .61 ,  3<Jпи шите в стандарТIIОМ виде следующие ч исла: 

0,523; 0,03 1 ;  302,25; 37,4 . 1 03; 0,3 . 1 0-�; 1 ,2 . 10-3, 
1 .62. Определите порядки следующих ч исел: 

0,3; 3,5 1 ; 321 ,24; 21 ; 5 . \0°; O, \ . IO-�; 47,5 . 10-3, 
Укажите верные и СОМl llпельные цифры в за писи п риБЛII-

женных Зllа чен и й :  
1 ) х =  1 ,256 ± 0,0 1 3; 2) у= 1 ,37 ± 0,0 1 ; 
3) г=О,036 ± 0,0 1 ;  4) и= 3,40 ± 0,0 1 .  
1.64. Какова точность прнбл иженных равенств: 

x ::::: I ,25, y ::::: I ,25 . 1 0�, 
z ::::: 13,20, u ,J 1 ,5 1 . 1 0 -3, 

есЛII в записи приблн жеll НЫХ значений все ШlфРЫ BepllbIe? 
1.65. Ka l<oBa точное rb приближенных равенств I1З упр.  1 .64, если 

в заПI1СН прнближенных значеНI1 11 все цн.jJры с грого верн ые? 

1.66. Найдите СУЩIУ х + У есЛII 
1) х ::::: 1 ,34, у ::::: 2,30; 2) х ::::: 4 ,33 1 ,  у ::::: 5 ,7, 
3) х ::::: 2,0 · 1 03, у ::::: 1 ,25 · 10� ; 
4) х ::::: 1 , 7 · 1 02, ц ::::: 7 , 1 · 1 0 - l. 
1 .67. На йди те paJllOC rb х - у, где х и у определены в упр. 1 .6 
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1.68. УкаЖlIте значащпе цифры следующих приближенных зна

ч НIIЙ : 

x :::: 2, 10 , у ::::: 20, 1 ,  г ::::: О ,02 1 0, u= I ,50 . IОЗ, v = 2,700 · 1 0 - ? 

1 .69. Укажите значащие ц ифры следующих п риб.1иженных зва

ченнir: 

1) x=2 , 1 0 ± 0,02; 
3) х= 1 ,50 · 1 03 ± \02 ;  

2) х = 20 , 1  ± 0, 1 ;  
4) х= 2,700 · JO-�+О,ОО l i  

1 .70. Найдите ПРОllэведение ху, ес.1И 

1) х ::::: 1 2 ,6, у ::::: 2 , 1 0 ;  
2) х ::::: 1 ,2 · 1 02 ;  у ::::: 3 · 1 03 ; 
3) х ::::: 25,678, у ::::: 1 ,23 ; 
4) х ::::: 4 ,8 . 1 02 , у ::::: 1 ,331 . 1 0-2 . 

Для вычисдеllllЛ п ро изведени я  рекомендуется пользоваться кальку

.�ятором. 

1 . 7 1 .  Найдите частное ; для х и у, определен ных в упр.  1 .70. 

х 
Для вычислени я  частного - рекомендуется пользоваться калькуля

у 
тором. 

ху 
1.72. На йдите значение выражени я x2 +y� для х И у, о пределен-

ных в упр.  1 .70. Для вычислении рекомендуется пользоваться каль
кулятором. 
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Г л а в а  2* 1) 

П РОСТЕЙШ И Е ПОНЯТИ Я  МАТЕМАТ И ЧЕСКОЙ 

ЛОГИ КИ 

§ 7 .  В ысказывания и предложения ,  зависящие 
от переменной 

1 .  В ысказывания .  Под высказыванuе.М понимают всякое 
утверждение (суждение) , о котором и меет смысл говорить, 
что оно истинно (верно) или ложно (неверно) . ПримераМII 
высказываНIIЙ  могут служить следующие утверждени я :  

1 .  Столица СССР - Москва.  
2.  Ч исло 7 простое. 
3. Слон - насекомое. 
4. 5 >  1 0 .  
5 .  2СО + 02 = 2С02• 
Утв�рждения 1 ,  2 ,  5 , как известно , ИСТII Н JlЫ ,  а 3 и 4 

ложны. 
Высказывания  могут быть образованы с помощью СЛОВ 

или каких-либо знаков (си мволов).  Конечно , не вс якое 
предложеН llе ,  не всякнй  набор СИМВОЛОВ, даже если он н 
11 меют смысл , явл яется высказыванием. На п р и мер , утверж
дени я  «в техюш ум ПОСТУП IIТЬ легко», «х > О» , «число 1 3  
несчастливое» высказыва НИ ЯМ II не я вл яютс я ,  та к Ka l< судить 
об их ИСТIIННОСПI или ЛОЖНОСТII невозможно. 

Не являются высказываниями и предложени я ,  содер
жащие определен и я  (ГеомеТР I lческой фигу рой называется 
любое множество точек) ,  призывы ( Х ран ите деНЬГII в сбе
реr ательной Kacce l ) ,  вопросы (Был ЗВОНОI< ?) .  

Подчеркнем еще р аз ,  что каждое выс« азьшание ИЛ l I  
нстинно, И Л II ложно. Одновременно быть исти нным I (  
ложным высказывание не может. 

Каждому высказыванию р можно сопоста вить утверж
дение, заключающееся в том ,  что выс казывание р ложно. 
Такое утверждение либо истинно , либо ложно н ,  следо
вательно, само ЯВЛS1ется высказываНIIем. Это I Iовое вы-

l) Здесь и далее ЗlJездочкой * отмечен материал, выходящий за 
рамки программы. 
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сказывание обозначают через р и называют отрuцание.\! 

высказывания р. В высказывании  р говоритс я ,  что р лож но. 
Следовательно, Р истин но, если р ложно, и ,  наоборот, р 
ложно, если р истинно .  Нап рныер ,  для высказывании 
«число 6 простое» отри цание можно построить Tal< :  «число 6 
не простое», или  «неверно, что число 6 простое», ИЛ :I 
«число 6 составное». В данном случае IIСХОДJlOе высказы
вание ложно, поэтому его отрицание истинно. 

В тех случаях ,  когда высказывани я содержат матема
тические знаки ,  пр!! построении отрицаН Il Я  обычно также 
используют соответствующие знаки .  Ниже слева записаны 
некоторые высказыван и я ,  справа - их отрицания :  

2 Е N 
2 � 3 

2 + 3 = 5  
Nc R 

(истинно) , 
(истинно),  
( ИСТlI ННО) , 
(истинно),  

(ложно); 
(ложно); 
(ложно); 
(ложно) .  

2.  Предложения ,  завися щие от переменной . В матема
ТIIке и других науках наряду с высказываниями п рихо
дитс я и меть дело с различными утверждени ями (предло
жениями) ,  зависящими от uдной или lIеСКОЛЬКIIХ перемеll
ных . Напри мер , предложение «n - простое число» заю:
сит от переменной n, принимающей натуральные значен и я .  
При  одни х  значен иях  n о н о  истинно,  при  других - ложно . 
Уравнени я  и неравенства также являются такого рода 
предложени ями .  Неравенство Х+ 1 > О представляет соБО I! 
п редложение, зависящее от переменной х. Истинность ИЛII 
ложность этого предложения  зависит от того, какое зна
чение пер менной выбрать : при х = О , напри мер,  оно 
исти нно , при  х = - 1  ложно. Уравнение Х- У =  1 являеТС J! 
предложением, зависящим от двух переменных х и У. 
Если , например,  х= 1 , у = О, то ОНО истин но; если х = О, 
у = 1 ,  то оно ложно . 

Предложени я ,  зависящие от переменных , будем обо
знача1 Ь р (n) ,  11 (х) , r (х , У) и т. д. Дл я каждого п редло
жени я  должно быть указано, на ка ком множестпе оно 
рассматривается или , как еще говорят, на каком множе
Стве оно определено или задано. В тех случаях ,  когда 
ясно,  о каком множестве идет речь ,  для краткости вместо 
р (х), Х Е И , и ногда будем п исать п росто р (х). 

Предлож�нне р (Х) ,  Х Е И , не является высказыванием, 
если оно рассматривается на всем множестве И. Но еСЛI I  
р (х) рассмотреть при некотором KOНl<peтHoM значеНИ II 
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х =  а ,  то утверждеНl!е р (а) будет либо истинно ,  либо 
,qожно , т. е .  будет высказываНl lе�1 . 

Множество и, на I{OTOPO�1 задано п редложение Р (х) , 
r.южно разбить на два под. шожества .  Одно содержит т � 
эл менты и ,  для которых Р (х) истинно. Оно н азываетс I 
. множество,н истин.н.ости п редложения Р (х). другое под
М;lOжество состоит I1З  тех элементов и ,  для которых Р (х) 
ЛО/IШО. Если первое IIЗ ЭТI IХ подмножеств обозначить бук· 
воН А ,  то второе следует обозначать ..4, так как оно яв
ляется дополнением множес гва А до множества и .  

Для предложени я х2 - х  < О множеством истинности А 
является и нтервал (О; 1 ) ; множеством А -объеди нение 
промежутков (-00; О] I 1  [ 1 ;  + 00) (дополнение интервала 
(О; 1 )  до всей числовой прямой) .  

два предложения Р (х) и q (х) , заданные на одном 1 1  
том же множестве, называются равн.осильн.ЫАtU , если их 
М llожества исти нности совпадают. 

Например , два предложения (неравенства) 
2x2 (x - I » 0 и x - I > O  

раВIЮСИЛЬНЫ, так как множеством истинности каждого 
из них является промежуток ( 1 ;  + 00). 

Оmри'lан.иеА! предложения Р (х) , х Е и ,  называется пред· 
JlOжеЮ1е, определенное на том же множестве U и обра· 

щающееся в истинное высказывание для 

DJ 
тех и TOJlbKO тех значений х, для I{OTO· 

/, рых Р (х) ложно . 
А ОТРll llание р (х) обозначается Р (х) .  Яс-

А ,.. но, что если А - множество истинности 
Р (х) , то множеством нсти нности Р ( t ) бу

Рис. 7 дет А .  На рис. 7 сх ема ти чески I I зобра-
1кены множества и ,  А ,  А. Множество 
А заштрихова l!О. 

3. Знаки о бщности и существован и я .  С предложеШI 51 \1 I I , 
зависящими от переменных, связаны два В l l да час го lJCTpe
чающихся утверждений . 

1 .  Предложение Р (х) , л Е и ,  о">ращается в IIСПl l l lюе 
высказывание для всех эле�1ентов множества и .  

2 .  Предложен ие р ( t) ,  � Е и ,  05ращаеlСЯ в IICT l l ll lloe 
uысказыванltе хотя бы для пдн.огп ЭЛбlе нта м ножест ва И ;  
другими словами , сущеСТl3ует элеме нт а Е и ,  для которого 
Р (а) - исти нное ВЫСI<азываН l l е .  

В матемаТI I I  е принято записывать такие утверждеНJ l Я 
кра r кo, используя для этого спецнальные эна 1< 1 1 :  З/iJК. 
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, 
общностll V ( перевернутая первая б}'ква аНГДIIЙСКОГО 
с.'юва Al l -Bce� и знак существ�ваНlIЯ 3 (перевернутая 
перва я  буква анг,'шйского слова Ех ists-существует) 

Знак оБЩНОСТII V заменяет С,lюва «все» , «ВСЯ IШМ» ,  «каж
дый» , «любой» . Зна;{ существования 3 употребляется вместо . 
С.10В «хотя бы один» , «наЙ.з.ется» , «существуе'f» . 

lIcпольз}'я �fаки V и 3 ,  утверждеНIIЯ 1 и 2 можно 
записать кратко следующим образом: 

1 .  (Ух) Р (х) . 2. (3х) Р (х) . 
За�рТlIМ ,  что первое утверждеНllС означает, что 1\1110-

жеств ,! J lСТIIIШОСТИ преД.rJожеНIIЯ Р (х) является множе
ство и .  Следовате,'!ьно , еС,1}И Р (х) хотя бы для одного 
значеНIIЯ х Е U ложно, то утверждение 1 ложно. Второе 
утверждение означает, что множсство ИСТИНIjОСТИ предло
жени я  Р (х) непусто . СледоватеЛЬJlО , птврое утверждение 
ложно т-олько тогда , когда Р (х) ложно при всех х. 

Каждое и з  предложений 1 ,  2 Л llбо I 1СТИН IIO, либо ложно 
и ,  следовательно, является высказыванием. 

Например , если Р (х) есть предложение х2 > О ,  х Е R. 
то высказывание (Ух) р (х) ложно, а высказывание (3х) р (х) 
истинно . Если g (x)- предложеШ I.е х2 � О, Х Е R, то оба 
высказывания ("1 х) q (х) и (3х) q (х) истинны. Если r (х) -
п редложение х2 + 1 < О ,  х Е R, то высказывания (Ух) r (х) 
и (3х) r (х) ложны. 

Подчеркнем еще раз , что для того, чтобы опроверг
нуть высказывание вида (Ух) Р (х) , х Е и, достаточно ука
зать только один элемент а Е и, для которого Р (а) ложно. 

Элемент а множества и, для которого предложен ие Р (х) 
НЕ-верно, называется кОrtmРnРlшером для высказывани я 
(Ух) Р (х) . 

Таким образом, чтобы убедиться в ложности высказы-
вания (Ух) р (х) , достаТОЧНQ найти (или , как еще говорят, 
построить) одн н  контрпример. Пусть р (n) , n Е N,- пред
ложение «число n2 + n + 4 1 -простое» . для высказываШ IЯ 
(Уn) р (n) , т . е .  для высказываНIlЯ «Прll всех натуральных 
значеНIIЯХ число n2 + n + 4 1 - простое» , элемент n = 40 
является контрпримеРО:'1 , так как число 40� + 40 + 4 1  = 
= 40 . 4 1 + 4 1  делится на 4 1 , Т. е .  не является просты.У. 
Интересно отметить, что для всех n < 40 п реД.10женне 
Р (n) ист.инно. 

В о п р о с ы  д л я к о н т р о л я 

1 .  Что называ
'
ется высказыванием? 

2. Что называется отрицание).! данного высказывания? 
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3. Что называется множеством истинности предл 
}!енной? 

ожения с пере-

4. Какие два предложения с переменной называются 
blbIMII? 

раВНОСIIЛЬ-

5. Что называется отрицанием предложения 
6 В 

с переменной? 
. чем состоит высказывание (V'x) р (х)? 

7. В чем состоит высказываНИ\J (зх) Р (х)? 
8. Что Ilазывается l<Онтрпримером для высказывания (V'x) р (х)? 

Упражнения 

2. 1 .  Среди следующих 
ляются высказываниями, и ;ье::;в���,

ИЙ выделите те, которые яв-

1 )  великий ",усский поэт А 
истинны они или ложны: 

2) Луна -спутник Марса ' . С. Пушкин родился в 1799 году; 

3) з + уf ;  
, 

4) 1 7 . 2 +3 - 37' 
5) 3 � 2 + i7 ' 6) любое натуральное число положительно' 
7) сущестl,lУЮТ разл'ичные. породы собак. 

' 

2.2. Даны два высказывания: 
р.- .число 3 явлйется делителем числа J74J', 
ч- «идет дожды. 

В чем заключаются высказывания р и q? 
2.3. Виктор, Роман Юрнй се . 

ОЛII",пиа,це первые четыре места ' К 
ргеи заняли на математическоА , 

�lecT, он и
, 

дали три таких OTBeT� : огда их спросили () распре..,еJlенни 
�» �OMaH - первый, Сергей - второй ' 

3 
. oma!1 - второ_й . , Виктор-третнЙ � � Юрии - второи, 'в иктор- четвертыА. 

ак распределились места если в 
одно утверждеJiие истинно? ' 

каждом из ответов ТОJlЫ(О 

2.4. В кафе встретил�сь три Д • 
Чернов н художник Рыжов 3 руга . скульптор Белов, скрипач 

белые, один черные и один ·ы�и:м:чательно, что один из нас иJ.tee-r 

того цвета , н а  который указ�вает er офосы, но нн У одного нет IIОЛОО 

сыЙ. сТы прав» ,- сказал Белов. Как
а,,!илия»,- заметил черноволо-

2.5. Даны два предложения на м 
он цвет волоо у художннка? 

удовлетворяющих условию 3 <:; n ..;; ��жест
(
ве

) 
натуральных чисел n, 

числа n) и q (n) «число 
' р n - «ч исло З-делитель 

истинности для �едложе:ий�
е превосходит 6».  Найдите множество 

�) р (n) ;  2) q (n) ; З) р (n); 4) q (n) . . 6. Какие из следующих • 
Каки� из высказываний истин

п:ьедложенин являются высказываниями? 

1 1 сумма ко ней n 
I и какие ложны: 

бодному члену ; 
р риведенного квадратного уравнения равна св о-

2) сумма корней любо 
раВна свободному члену '  

го приведенного квадратного уравнения 

. . З) сущесmвуе111 Il 
' 

КОТорого 
'
ра ' об p�BeдeHHoe квадратное уравнение сум

. 
ма корне" 
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2.7. Дана система {2X-а.у=З, 

Зх+ у = а. 

При каких значениЯХ а. истинны следующие предложения: 

1)  р (а.) - «при любом а система имеет хотя бы одно решение»; 

2) q (а.) _ «существует а, при котором система имеет хотя бы 
одно решение»? 

§ 8. Метод математической индукции 

1 .  П ринци п  И метод математической индукции;' В пре
дыдущ�м параграфе уже отмечалось, что для доказатель
ства ложности высказывани я , ' имеющего вид (Ух) Р (х), 
х Е и ,  достаточно указать один элемент а Е и такой , что 
р (а) ложно (построить контрпример). А для того чтобы 
убедиться в истинности высказывания (У х) Р (х) , х Е и ,  

необходимо проверить справедливость предложения. Р (х) 
для всех элементов , м}!ожества U .  в с,лучае, если м:но-
жество и содержит мало элементов, можно ПО.Qытаться 
все их  перебрать и для каждого установит,Ь . ИС:ГI1ННОСТЬ 
предложения ,р (�). Если, �e .и -�еСf{онечн?е �ножество 
или хотя и конечное, но содержит много элементов, до
казать истинность высказывания ("<1 х)р '(х) можно лишь 
логическим рассуждением. . ' 

, . .  в 'l'eK ' случаях ,, ' когда предложение задано ,на - мно-
жестве " �атуральных ' чисел', истинность ,высказывани я  
(У n) р (n) , n Е N, часто удает.ся доказать MemoqOIri мате

матической индукции. Это'!; метод основан на Ta� н�зы
ваемом nринциnе матемдтической индукции (аксиоме ин
дукции); кот6рыI" ' м ожноo сформулировать следуюпJ.ИМ 
оqра;ч)м. , , , 

" " ' "  ' 

. ,.Предложение ,р (n) считается. истинным для всех lI�iУ-' 
PblIbHbIX значений переменной , если выполненыI следующие, 
два условия :  -

1 )  предложение Р (n) истинно для n == 1 ;  . 

2) для любого натурального k из предположения ;  что 
р (n) истинно для n = k ,  следует, что оно истинно и для 
n = k +  1 . Под методом математической индукции понимают сле-
дующий способ доказательства. Если требуется доказать 
истинность предложени я  Р (n) для всех натуральных зна
чений n, то сначала п роверяют истинность высказывания 
р ( 1 ) и затем, допустив истинность высказывания Р (k), 

доказывают истинность высказывания. Р (k + 1 ) .  Если вы
сказывание Р ( 1 )  истинно и для каждого натураЛЬНОI'О 
V 
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вначения k из предложения истинности р (k) следуе истинность р �k + 1 ) 
т 

матической индукц� и T�p�д����:�:C;B��(! n с) принципом мате
ным для всех значений n. является истин-

П р и  м е р 1. Доказать равенство 
}2 + 22 + 32 + . . . + n2 = n �+ 1) (�n+ 1) 

. 6 n E N. ( 1 )  

зад�!;�� �::е�С:�)�е��::СТ::;��;л����: п���:�же�ие � (n) ,  
истинность р (n) Д 

• .....окажем 
че u ля BceXl значений n методом математи-скои индукции .  . Очевидно, р ( 1 )  истинно, так как 

р= I . 2 . �. 1 + I) 
6 

Предположим что р (k) истинно веllСТВО ' .  ' т. е . справедливо ра-
Р + 22 + . . .  + k2 =  k (k + l ) (2k + l ) 

6 
Прнбавив к обе им частям равенства (k + 1 )2 , получим 

1 2 + 22 + : . .  + k2 + (ll + 1 )2 - k (k+ I ) (2k + l ) (k - 6 + + 1 )2. 
Преобразуем правую часть равенства следующим образом' 
k (k+ I ) (2k+ I) . k+ 1  

. 

6 +�+ lY = -6- (2k2 + 7k + 6) = 
= (k+ 1 ) (k+ 2Н2k+З) 

6 Следовательно , 
Р+22 +  . . . + (k + 1 )2 = (k+ I) ({k+ I) + I) (2 (k+ J ) + I) 

6 
а это означает что р (k + 1 )  верно при любом k поэтому истинно. Это рассуждение 

П р и  м е р 2 Д , равенство ( 1 )  доказано. А . оказать неравеНСТБО . 
( 1 + a)n � 1 + na, а > - I ,  n E N. (2) 

Это 6 d�e;cT�o называется . liepaeeHCtn80At Бернуллu. 

� 1 + :. - получаем истинное высказывание 1 + а � 

Предположим, что е н равенство верно при n = k, т. е .  
( 1  + a)k � 1 + ka. 

Умножив обе чаСТII неравенства на 1 + а (это :>.южно сде
.тraTb, так как а >  -1 ) , ПОЛУЧИМ 

(l + a)k .>.l � ( 1  + ka) ( 1  + а) = 1 + (k +  l ) a + ka2• 

УЧl1тывап , что ka2 � О, ПРИХОДII!'.! к неравенству 
( 1  + a)k+), � 1 + (k +  l ) а. 

. Итак, предпо.тrожив ,  что данное неравенство верно ДЛЯ 

n = k,  МЫ доказали , что оно верно и для n = k + 1 .  До!,а
зательство, очеВIIДНО, остается справедливым для каждого 
значеНIl Я k. Следовательно, неравеНСТ!30 (2) доказано. " 

2 .  Обобщение метода математической индукции. ИНОГ,J.а 
метод математическоij I I I IДУКЦИП ПРII , 1еняют для доказа
тельства истинности ' предложеНII Я  р (n) не д.тrя всех нату
ральных значеНII-\{ n , а д,11 П всех n, начинап с некоторого 
иатура.тrьного Ч ll с.тrа т. В таких с.тrучаях с.нача.тrа прове
ряется IIСТИННОСТЬ высказывания р (т). 

П р и  м е р  1 .  определить , при KaK II X  Шlтура.тrьных :ша-
чениях n верно неравенство 

. 
2,, > n2 + 4n + 5: ( 1 )  

6. Рассматривая значения n = 1 ,  2 , 3 , 4 , 5 , 6 , убеждаемся 
в том, что при эти� значениях данное неравенство lJe
верно. Например , при n = 6 по.тrучаем 26 = 64 > 62 + 

. + 4 . 6  + 5 = 65 , т. е. ложное неравенство. 
Докажем методом математической и ндукции , что п ри 

всех значени ях n � 7 неравенство верно. 
При n = 7 получаем 

27 = 1 28 > 72 + 4 · 7  + 5 '- 82, 
т. е. при n = 7 неравепство верпо. 

Предположим, что неравенство верно для некоторого 
значения n = k, т. е . 

2k > k2 + 4k + 5. 
Умножив обе части неравепства на 2 и преобразовав 

правую часть, по.тrучим . 
2k+l > 2k2 + 8k + 1 0 =  (k + 1 )2 + 4 (k + 1 ) + 5 + k2 + 2k. 
Учитывая ,  что k2 + 2k > О, можем написать 

2kH > (k + 1 )2 + 4 (k + 1 ) + 5. 
C.тreДOBaTe.тrЬHo, данное неравенство верно при n = k + 1 .  

Проведенное доказате.тrьство справедливо при всех значе� ниях k � 7. 
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Итак, методом математической что неравенстiю ( 1 )  
ИНДУКЦИИ доказано, 

В самом верно для всех значений n � 7 
начале мы убе -;?" • 

неверно. дились в том, что для n < 7 оно 
Ответ: n � 7. A  

В о п р о с ы д л я к о н т р о л я 

�. : чем состоит принцип математической индукции? 
з' К чем состоит метод матем�тической индукции? 
4' В акое неравенство называется неравенством Бернулли? 

, чем СОСТОIIТ обобщение метода математнческой индукЦ1lИ? 
}'пражнеJlИJl 
2.8. Методом математической 

натуральиом n верны равенства' индукции докажите, что при любом 

1) 
. 

1 +3+5+ . . . + (2n- l) = n2; 
2) 1 ! + 3� + 5� +  . . . + (2n - I)� = n (2n - 1) (2n + 1) . 
, 3 ' 

3) 1 . 2 + 2 . 3 + 3'. 4 +  . . . + (n- l) n= (n- l) n (n+ l ) 
1 1

3 

4) -1 -+ -+ " ' + I � .  
·3 3 · 5  (2n- 1 ) (2n + 1) 2n +  J ' 

6), _1_
+ 

1 , ' , I I 
1 . 5 5.9 +9. 13+ " ' +  (4 ' _п_ 

2.'. Методом математическоli 
л - 3) (4n+ I )  4n+ 1 ... 

HaTYf,aJJbHOM л индукции' докажите, что при лю(\ом 

2) n�(2n2-qn + l) делится иацело 'иа 6' 
) n -п делится нацело на 5 ' 

2. 10. Методом математичес й' 
щего члена и суммы n первых Кч�ен��ДУКЦИИ ,докажите формулы об· 

�) арифметич�ской прогресси и ;  , 
) геометрической прогрессии. 

Ilepa2Be' !Jlc'TBMa етодом 'математической индукции 
• 

Jl,окажите ИСТJlJНJОСТЬ 

_1_
+ 

1 } 1 3  
'n + I  n + 2 + " ' +2fj > 2:r  

для I!ceJl натуральнш n > 1 .  
2. 12. докажите, что любую с мм 

можно разменять ТОАЬКО т 
у У денег, (\ольwую 7 копеек 

тами. 
рехкопеечными If пятикопеечными MOHe� 

§ 9. Различные виды теорем и их взаимосвязь 

1 .  ' Взаимно обратные т Т 
как правило, фо м' ли еоремы. еоремы в математике 
JIированы) в так!м �·ид�.УЮТСf! (или могут быть Сформу! 
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, Для каждогО элемента х множества и из предложе
ния Р (х) следует предложение q (х). 

Следовательно, каждую теорему такогО вида можно 
записать следующиМ образом: 

(Vx) (p (x) :=;> q (x)) , х Е и . ( 1 )  

Предложение р (х) называется условием теоремы, пред
ложение q (х) _заключением теоремы. 

Рассмотрим , например , теорему: «Если четырехуголь-
ник х_параллелограмм , то его диагонали ТОЧКОЙ пере
сечения делятся пополам». Здесь условием теоремы является 
п редложение Р (х): четырехугольник х_параллелограмм 
и заключением теоремы-предложение q (х) :  диагонали 
�етырехугольника х точ�ой пересечения делятся пополам. 
Оба п редложения р (х) и q (х) заданы на MHO>t<ecTBe и 
всех ' че�ырехугольню{ов. ' 

Рассмотрим еще один пример . ' Пусть Р (х)-п,редложе-
ние «параллелограмм Х явлйется ромбом» , q (х)-предло
жение «диагонали параллелограмма х вза\'!МНQ пеl?пенди
кулярны» .  Оба предложения заданы на множест�е и всех 
параллелограММ:ОВ. Тоtда теорема вида ,( 1 )  СОСТОИТ в' ,сле
дующем: «Для любого параллел6грамма верно утвержде
ние: если параллелограмм-рьмб, то �гo дl1агона,ли 'Взаимно 
перпендику лярны�>.. Обычно эту : теорему формулируют 
короче: «Диагонали ромба взаимно перпеНДI:\КУЛЯР\НЫ» . 
Но под ' этой краткой формулировкой подразУ:мевается 
именно , то , что ' содержИ'тс.я ' в" той разв-ернутой форм'ули-
ровке, которую мы толью? �T,() дали. " '." :�: "'-

В дальнейшем теоремы, и'меющие вид ( 1 ), будем запи-
(!blВa'fЬ" , I;щроче :, 

.. . X�ppeMЫ . '  , , 1 , ', 

р (х) => q (х) и q (х) => р (х) 

, , , . , 
.; . "_, , . 1 : ' 

называютСЯ взаимнО обратн:ыми. 

Иногда одну из этих теорем называют прямой , тогда 
другую называют обратной. 5lCHo, что любую из двух 
взаимно обратных теорем можfl.О принять за прямую. 

Из данного определения видно, что, ,поменяв местами 
в формулировке пр ямой теоремы условие и заключение , 
мы получим формулировку обратной. 

Важно понимать, что для пары взаимнО обратных тео-

71 
рем' могут осуществляться все три возможности , а именно: 

1 ) обе теоремы могут быть верными; 

• 



2) одна из теорем может быть верной , а другая _ 
неверной ; 3) обе теоремы могут быть неверны . .  

Приведем соответствующие примеры. 
Теоремы «Если сумма цифр натурального числа де

лится на 3 ,  то и число делится на 3» и «Если натураль
ное число делится на 3, то и его сумма цифр делится 
на 3» являются взаимно обратными. Из арифметики И3-
вестно, что обе эти теоремы верны. 

Теоремы «Если четырехугольник- прямоуголыIк, '  то 
его д'!агонали равны» и «Если диагонали четырехуголь
Н!ша равны, то четырехугольни к-прямоугольнию> также 
являются взаимно обратоыми. Как известно, перва я нз 
этих теорем верна . Вторая теорема неверна: в качестве 
контрпримера можно взять равнобочную трапецию. 

Этот п ример показывает, что из двух взаимно обрат
ных теорем одна может быть верна, другJая - неверна. 

для теоремы «Если хотя' бы одно ИЗ двух натураль
ных чисел делится на 3, то и и х  сумма делится на 3» 
обратная формулируется так: «Если сумма двух натураль
ных чисел делится на 3, то по к'райней мере одно нз 
слагаемых ,целится .на 3» . Очевидно, что обе эти теоремы 
(и прямая , и обратная) неверны. 

2.  Взаимно ПРОТИПОПОЛОЖllые теоремы. Te�peMЫ 
р (х) => q (х) и р (х) => q (х) 

называются взаимно противоположными. Следовательно, если в формулировке некоторой T�Oремы заменить условие и заключение их отрицаниями . то получится формулировк& теоремы, противоположной 
исходной. 

Например , для теоремы «Если четырехугольник -парал
лелограмм, то его диагонали точкой пересечения делятся 
пополам» противоположная формулируется следующим об
разом: «Если четырехугольник не является параллелограм
мом, то его диагонали точкой пересечения не делятся 
пополам». В данном случае обе теоремы верны. Нетрудно 
привести пример двух взаимно ПРОТИВОПОJЮжных теорем, 
из которых одна будет верной , а другая - неверной .  

для каждой теоремы 
р (х) => q (х) 

можно сформулировать еще три TeopeMЫ� 
обратную: q (х) => р (х) ;  
противоположную: р (х) =} q (х); 
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б Й '  q (x:) => p (x) . 
противоположную о pa�HO 11 T�O ем «Если четырех-
Возьмем в качеGтве ИСХОДН�нали �за�мно лерпеНДl1КУ

угольник -ромб, то его диаг 
лярны» (теорема верна). Ф - лируются так: 

Тогда указанные . ТРЕи с
тл�

орд
е:аЬ:он���Учетырехугольни ка 

обратная теоеема. « 
взаимно перпендикуляр;ы, (�eo;���P��� угольник являе�ся ром ом» 
веР��о�N:��о��жная теорема: «Если че
ты ехугольник не ромб, то его диагона
л/ не перпендикулярны» (теорема невер-
на; пе;�т�:��о��жная обратной ; «Если ди-
агонали четырехугольни ка не :::��н�е

п��� Рис. 8 
пендикулярны, то четырехуго 
ляется ромБОМ» (теорема верна). мая теорема и противо-

В paCCMOTpeHHO� �ример:с�
р:стинными ,  а обратная и 

положная обратнои оказал Это совпадение не является 
противоположная -J10ЖНЫМИ;ырьмя видами теорем сущест
случайным. Между этими че 

связь а именно: вует тесная взаи мо , 
1 )  теоремы и q (x) =} p (x) , р (х) => q (х) 

б атной одновременно 
т. е. прямая и противоположная о р , 
истинны или ложны; 

2) теоремы 
р (х) => q (х) , q (х) => р (х) и 

также одновременно 
т. е . обратная и противоположная , 
истинны или ложны. необходимости доказывать 

Отсюда следует, что He� нап имер , прямую и обрат
все четыре теоремы. Доказаы� ус�анавливаем исти нность 
ную теоремы, мы тем сам 
всех четырех теорем. прямой теоремы Р (х) => q (х) 

Иногда доказательство В таких случаях 
связано о некоторыми трудностями. 

-(-) => р (х) из доказать теорему q х , 
следует попытатьс� кает истинность исходной тео-
истинности которои выте« оказательства от противного» 
ремы. Известны и метод �TO вместо пр  ямой теоремы до-
как раз и состоит в том, б й 
казывают п ротивоположную Оч���Н��овия . При формули-

3. Необходимые и ДOCTa�� термины «достаточнО)}, «необ-ровке теорем часто испол�зу 73 



�ОДИМО» , «необходимо и достаточно». Выясним смысл этих терминов. 
Если теорема р (х) => q (х) верна , то условие теоремы 

р (х) называют достатОЧНЫ�t условие�t для заключени я  q (x), а заключение теоремы q (х) называют неоБХОQимым УСЛО
вием для р (х). Рассмотрим еще раз теорему «Если- четырехугольник -прямоугольник , то его диагонали равны». Эта теорема верна, и ,  следовательно, условие теоремы является достаточным условием для заключения ,  т. е. для того чтобы диагонали четырехугольника были равны, 
достаточно, чтобы четырехугольник был прямоуголь· НИКОМ. Заключение этой теоремы является необходимым условием для условия теоремы, т. е. для того чтобы четырехугольник был прямоугольником, необходимо, чтобы диагонали четырехугольника были равны. -Если справедлива не только теорема р (х) => q (х), но и ей обратная  q (х) => р (х) , то р (х) является необходимым 
и достаточным условием для q (х) , а. q (x) - необходиМЬМt 
и ,достаточным условием для р (х). " , , Рассмотрим теорему «Если сумма цифр натуралыщГj) числа делится на 3, то и число делится на 3». Вьrш.е уже отмечалось, что эта теорема и теорема ,  ей обратная, 
gepHbI. Поэтому можно сказатъ, что для делимости tJисла на 3 необходUAtO и достаточно, чтобы сумма цифр числа делилась на 3. , Следует помнить , что в тех случаях , когда в теореме содержатся слова «неоБJtiодимо И достаточно» , доказательство обязательно должно состоять из  доказатеЛhотва необходимости м 'доказательства достаточности. Ведь _ в  такой формулирьвке ' на ' самом деле объединены ФОРМУЛИРОВКII двух теорем: : прямой и обратной. Каждая нуждается в доказательстве, так как из справедливости одной не'следует справедливость другой . ' П р и  м'е р .  Заменить многоточия словами «необходимо» , «достаточно» , «необходимо и достаточно» так , чтобы получились верные утверждения :  . 

а) для того чтобы выиграть в лотерее, . ,  . . иметь хотя бы один лотерейный билет; б) для того чтобы сумма двух деЙС1'Вительных чисел была числом раи.иональным, . . .  , ч�обы каждое слагаемое было рациональным числом; в) для того чтобы треугольник был равнобедренным, 
• . .  , чтобы углы при основании были равны. 
,4 

нить словом «необходимо . 
6. а) многоточие следут�

т с
з::в�м «достаточно» , получите !!.  Если многоточие замени 

ложное утверждение. ие полvчится, если многоточие б) истинное утвержден условие чтобы каждое заменить словом «достато����льным не 'является неоБХQ' слагаемое было числом рац 
Ha�ЬHЫX чисел 1 + V2 ДИМЫМ. Например ,  сумма и ррацио 

и 1 -V2 является рацион��:Н��ов��:О;�еОБХОДИМО» ,  «ДОв) При замеб
не MHOГOT� достаточно» получаются , оче· 

статочно» «нео ходимо 
А видно, ис'тинные утверждения . достаточно» часто употреб-Вместо слов «необходимо и тогда» «в том И только тогда и только , ляют также слова « ,  полезно иметь в виду ,  и только те» .  в том случае» , «те части этих связок также 

что рассматриваемые отдеЛ���ва «только в том случае» ,  имеют смысл. Например ,  слово «необходимо» , а слова 
«Только тогда» заменяют меняюТ слово «достаточно» .  Заме
«тогда» , «в том случае» за словие» заменяют словом «приз
тим еще ,  что и ногда СЛ2ВО

дJмом nрuзнаке,  или говорят о донак» и говорят о нео хо аконец о необходимом и до-ипаточноМ nрuзнаке, или , н , 
, 

статочноМ nризн.аке. цифр Чl'iсла на ' 9 есть Например , делимость �Y:p�b�HaK делимости числа на 9. ' .JI.octa-точный. И нео6-ХО�И-МЫИ . . ' 

'B e o p 0 6: W  А ./I И  к о н т р,О Л Я  

� Что называется условие� 
теоре.Мы? 

? 2' Что называется заключеиием теореМЫ
06Р8ТНЫМИ? . зываютсЯ взаимно ? 3. Какие теоремы на 

ются взаимно П'РОТИВОПОЛОЖНЪ1ми 
4. Какие теоремы называ 

зательства от противного? 
IS В чем состоит метод дока ') . точным условиеМ r ., Что называется доста ') v· б мым условиемr 
7. Что называется нео ходи 

06ходИМЫМ и достаточным? 
8. Какое условие называетсЯ не 

Упражнения Х взаимно п ротивоположны� теорем, 
2 18 Приведите пример дву гая - неверна. . 

нз K�OPЫX одна была бы BepHa�:c:!�peM являютсЯ по отношеНИI� 2.14. Какие нз следующиХ ложными , п ротивоположны,", 
обратными противопо 

���т:ы�Р1<rкие из ЭТИХ 'теорем B:�::�x чисел делитсЯ наu.ело на ,7, 
1) если каждое из ДВУХ натур 

то ИХ сумма делитс Я на 7 ; не деJlJlТСЯ на 7 , то и ИХ сумма 
2) если ни .одно и з  дl!УХ чисел 

иt делится на 7 ; 7� 



I 
3) если хотя бы од 

делится на 7' 
но иэ двух Чllсел де.'IИТСЯ на 7, то I! НХ c� .1I1Ii! 

Jlе.щ%я
е
С:�

1 iY'otмa двух чисел делится на 7, то каждое слагаеМое 
5) если �YMMa двух чпсел не дe� 7 

,ае. (ых не делится на 7' 
, иi'ся на , то НI1 одно 113 сла· 

б) если сумма двух ' Чllсеn не деЮIТСЯ на 7 то хотя с5 
слагаемых не делится на 7? 

, Ы  одно 113 

�). 15. Для каждой из Teope�! сформулнруiiте 06ратную: если в четы,рехуг.о.'1ЬНИК можно вписать ок четъr
в
ехугольник представляет собой ро�rб; ' ружtЮСТЬ, то этот 

него �о��
и
о о

п
п
аирс
аллелограмм является прямоуголышком, то BOI< pyr ать окружность ' 

3) если многоугольник явля�тся чет 
внутренних углов равна 3БОО. 

ыреХУГОЛЬНIIКОМ , то сумма его 2. 1 6. Дана теорема: «8 любом четырехугольш . u 

�б;��:у�t.Я���������:���:I�
а�о�ар��:в

а;п
н;��ж�t��'р��fJJ.��O!:�;e���; 

этих четырех теорем верны? 
а . акпе 1 13  

гочл��
1�2.д+

ана
+
теорема: «Если существует число х, при котором мно-

• РХ Q принимает отрицательное эна 
уравнение X2+pX+q-О 

чение, то « вадратное . - имеет два положительных к р сф 
::tle�I:�, �!Ka::y��, н��о������ложнуlO и ПРОТИВОПО1!О�Н��' ОБР���;�Й �:�):�ff:'t:J:i��:�::::��:�:�:i�:� B���:::::;;�; 

го что ы четырехугольник был прямоу ол 
���: е��Я�с��и ng�����;��;� через середины противопо�о�=���О��ор��: 

2) для того чтобы ура'внение x�-2x+ - о 
тельных корни, • • .  , чтобы выполнялось усл��е ' qИ�оО 

два положи
-

2. 1 9. Докажите или опровергните утверждения: • 
1) для делимости числа n2 - 1 (n ::::;., 5) 24 

было простым числом' 
. � на достаточно, чтобы n 

был;) п���т��
л::���>исла n� - 1 (n ;;;;. 5) на 24 необходимо, чтобы n 

, 

Г л а в а  3 

СИСТЕМЫ УРАВ НЕНИЙ И НЕРАВ ЕНСТВ 

§ JO. Уравнения и системы уравнений 

1 .  Квадратные уравнения .  Любое равенство вида 
f (х) = g (х) , ( 1 )  

где f (х) и g (х)- некоторые ФУНКЦИИ ,. называется уравне

нием с одним н,еизвестн,ым х (или с одн,ой nеремен,ной х); 
f (х) называется левой частью,- а g (х) -правой частью 
уравнени я ( 1 ). 

Число а называется решением (или корн,ем) уравнения 
с неизвестным х) если при подстановке а вместо х в обе 
части уравнения получается верное числовое равенство. 
Решить уравнение-значит най,ТИ все решения этого урав-
нения .  Простейшими, нелинейными уравнениями являются 
квадратные уравнени я .  Напомним основные определения 
и формулы, ОТ!jосящиеся 1{ квадратным уравнениям. 

Уравнение вида (2) 

где а, Ь , с-некоторые числа , причем а =1= О, называется 
квадратн,ым. Очевидно, что уравнение (2) имеет те же 
решения ,  что и каждое из уравнений Ь с х2 + - Х= --

а а ' 
, ь Ь2 Ь2 С 

х2 + 2 - - х +-= ---
2а 4a� 4а2 а. '  

( ь ) 2 _ Ь2_ 4ас х + 2а - 4а2 • 
, 

(3) 

Число D = Ь2 - 4ас называется aUCKpUJ.tttHaHmoM квад

ратн,ого уравн,ен,ия (2). Из УJ>авнения (3) следует, что 
если D < О, то квадратное уравнение не имеет решеНitЙ 
на множестве действительных чисел, так как квадрат дей
ствительного, числа не может быть отрицательным. Если 
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D = О, ьто квадратное уравнение имеет одно решен х = - - а если D > О 
lIе 

2а ' , то квадратное уравнение имеет дпа решени я 
ь ,r 

x=  _ _ ± r D 
2а 2а 

т аким образом квадратн 
- - _ .  -

ний на множестве действительО:ы уравнение не имеет решеодно решение, если D = О. име х чисел, если D < О; имеет 
Причем все решения ква ' а ет два решени я , если D > О. есть ,  находятся по Форм��еТНОГО уравнения (2) , если они 

х =  � b ± У ЬЗ - 4ас 
2а 

Заметим ,  что для уравнения 
ах2 + 2рх + с = О  

формула (4) принимает вид : ! 
" , х - р ± у;;сас . I 

а , . . .  � 
, , ,В, частности для , ; , ' . ,

' уравнения х! + 2рх + с = О имеем 
x = - р ± Vр2 _С, ' " 

п'р и м е р ' 1 . Р , 
л т . ешить уравнение 3х2 -j-. 5х + 2 ......; О \ ' ! ' U ак как D = 52- 4 , 3 , 2 - 1 - . 

имеет два' решения ; - .' то данное уравнение 
" . ' : : 5 I х1 '= 2 .-; . �l и 

, 5 х -' - + 1 ' : 2 " , : '. 
' - -т.з- = ---с 3 :  

Ответ: х1·
'
-:- - J'. 

Х 
_ ' ' 2 ... . ' 2 - -, з , · П р и :-.r е р  2 Ре . 

1 '"  
. ! . , 

6. Т 
. шить уравнение х2 + 2х + 2 - О ак как D= 22- 4 · 2 - 4 - . решений не имеет �a множестве ' T� данное уравнение ��т: действительных корней л;::�тrтельных чисел, 

_. равнения с одним Пусть заданы ДB� уравнен=:из�естным б(Общий случай) . вого уравнения является ре�енСЛИ лю ое решение пер-то ВТорое ием второго уравн 
Е уравнение называется следствu 

ени я ,  сли уравнение 'f (х) _ 
ем первого. уравнения f - (х) _ (

)2 - gz (х) является следствием 1 - g( Х , то будем писать 
18 , 

ff (х) = gi (х) � f. (х) = g! (х) . 

Два уравнения , называются равНОСUЛЬНbtJ.tu (или эквuва· 
.ленmНblАtU) , если У них одно и то же множество решений . 
Очевидно, если уравнени я  равносильны, то каждое из них 
является следствием другого. В этом случае будем писать 

fl (х) = gl (х) � f� (х) >= gz (х) .  

Сформулируем несколько утверждений, которые назы
ваются nравuламu nреобразованuя уравнений. 

1 )  Для любых f (х) и g (х) 
. 

f (х) = g (х) � f (х) - g (х) = О. 
о Действительно, если хо - решение первого уравне

ния , т . е . f (xo) = g (xo) ,  то f (xo) - g (xo) = 0, т .  е. хо-решение второго уравнения ,  и наоборот .• 
о 2) Если функuия q> (х) определена для всех х, то --

f (х) = g (х) � f (х) q> (х) = g (х) ,Ч> (х) . 

О Действительно ,  еслр f (ха) = g (хо) ,  то и f (хо) q> (хо) = 

= g (хо) q> (Хо) ' 0днако .riОЛУЧ�iВшееся уравнение может 
иметь решения ,  которые не являются решениями исход- ' 
ного уравнения .• Например, уравнение х2 -, - l  не имеет , решений, а 
уравнение хз = - х имеет решени� х = о. . З) Каждое решение, уравнения nх) g (х) = О есть реше
ние либо уравнения f (х) = О ,  либо уравнения 'g  (х) = О,' т. е. 

f (х) g (х) = О � f (х) , .о , или g (х) = О . 

о Действительно, если f (хо) g (хо) =0,' то либо f (хо) =0, 
либо g (хо) = О .  (Конечно, возможен и случай, ког.в.а 
f (хо) = О и g (хо) = О .) Однако, если f (хо) = О,  но g (х) не 
определена при х = хо ,  то хо не является решением урав-
нения f (х) g (х) = О .• 

Например, 
X ' X+

1

3
= 0 � x = 0  или х = -3! I x  

причем число -3 является решением данного уравнения , 
а число О не является решением , так как оно не ВХО

х+3 дит в область определения функuии ТХТ '  
4) Для любых f (х) и g (х) и любого n Е N 

f (х) == g (х) � (f (х» n  ?" (g 
(х) n.  
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Здесь в общем случае 11 _ C I I ,1blIOCTH � , Например 
ельзя посrаВIIТ.Ь знак равно. 

nешеН I  u 
• , ур�нение х -х 1 'r IИ , а уравнение х2 = (х - 1 )2 - - не имеет имеет решение х = -() 5 Л Р п м е р  1 . Решить уравненпе х+ 1 = 2 -х ' 

. 

6 Умножим обе 
3-х 2х +  1 ' 

( 3 -х) (2-t+ 1 ) . Тогда 
части даиного уравнеНIIЯ на 

х+ I 2 - х  
З - х = 2х + ! =;> (х+ I ) (2x + I ) = (2-x) (3-x, � 

� 2х2 + 3х + 1 = 6 -5х + х2 � ·2 + 8 5 
Лоследнее 

.л х- = О. 
квадратное у равнение имеет !<орни 
x1, 2 = -4 ± V1 6 T 5 =  ---':'4 + J/21 .  

, Следовательно, решеНIIЯМИ дaHH�Г быть Л lIШЬ числа- -4 + V2 1 . 
V

� уравнения  могут 
даемся , что оба эти числа ��;;-4- 2 1 .  Лроверкой убеж· 
уравнения,  

яются решениями данного 
Ответ: x1=-4 + V2 1 ' - 4 V-

. 
Л � 2 ' х., - - - 2 1 Р 1 М е р . Решить уравнение 

. 

3х- 6 3х 2 -:---,.,..-,--_ �  х 
(х- 1) (х + 2) 

-
x - l -х + 2 ' 

6 Умножим обе час-оо а 
денпе (x- I )  (х + Z). Тогда 

Д нного уравнения на Произве-
3х- 6=  Зх (х + 2)- 2x (x- l ) � 

� Зх-6- х2 + 8  - х � х2 + 5х + 6 = О. 
Лоследнее Х2 = -2. KBaд�aTHoe уравнение имеет корн!! Х1 = -3 

Лроверкой убеждаемся 
' 

ЮIем , а -2 не является ' ч;о чи сло -3 я вляется реше-
(при х = -2 не определены �о�ением данного уравнения 

Ответ: х = -3. • 
части уравнения). 

Л р и м е.р 3. Решпть уравнение 
(X- I )  (х2 + ЗХ- l ) 6 . (x- l ) (х2 + ЗХ- I ) + х= 1 � 

+ х = l . 
� (х- 1 ) (х2. + ЗХ- l )  + х-,. 1 = О � 

.
' � (х - 1 ) (х2 + 3х) = О � (х -- 1 )  х (х + 3) = О. 

Ответ. х1 = -З; х2 = О; хз = 1 . •  во 

П р и  м е р  4. РеШIlТЬ уравнение V. + 3 = х + 1 .  

6. Vx+ 3=.x +  1 � X .L 3 = X2 + 2x +  1 � 
� х2 + х-2 = О � (х -+ 2) (x- l) ;= О. 

Следовате.'IЬНО, только числа -2 .и  1 могут быть ре
шениями данного уравнения.  Проверкой убеждаемся , что 
ЧIlСЛО 1 ЯВ.'Iяется решением , а Ч IIСЛО -2 не является 

решением данного уравнения .  Деiiствительно, VХЗ = 2 
и х + 1 = 2 при х = 1 ,  а при х = -2 имеем V х + 3 = 1 ,  
но х +  1-= - 1 . 

Оm.веm: Х = 1 .  
П р  J! М е р  5 .  Решить уравнение 

V2x- 5 + V х + 1 = }I х + 6. 

6. возведем обе части уравнения в квадрат; 

2x-5+2V (2х-5) (х + 1 )  + х + 1 = х + 6 . 
Приведем подобные члены и уеДJ!НИМ корень в одной части 
уравнени я ,  а остальные члены уравнения перенесем в дру-
гую часть уравнения :  

V (=2-x �5)-(x-+-l ) = 5-х. 
Возведем обе части этого уравнения  в к вадрат , получим 

(2x-5� (х -+- 1 ) = 25- 10х + х2 , 
2х2-3х-5 = 25- 10х + х21 

х2 + 7х-30'= О, 
х1 = - 1 0, х2 = 3. 

Проверкой убеждаемся , что Х1 = - 1  О не является корнем, 
а Х2 = 3 является корнем данного уравнения .  

Ответ: х = 3. А 
П р и  м е р 6. Решнть биквадраТtюе уравнение 

x�_-3x2_ 4  = О. 
6. В ведем замену х2 =у ,  получим у2_3у_4 = О. Ре

шая это уравнение, наЙ.дем Yl = 4, Y2 = -1 , откуда х2 = 4 , 
х 2 = -1 . Второе у равнение не имеет действительных кор
ней; нз первого уравнения получаем Х1 = -2, Х2 = 2 .  

Ответ: Xi, 2 = ±:2. А 
3. Уравнения и системы уравнений с двумя неизвест-

ными. Р авенство вида f (х, у) = g (х, у) '  где f (х, у) и 
g (х , у) - некоторые функции переменных х и у, называется 
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\ ...) 

ypaBHeHueAt с двумя н-еизвестн-ыми х и у (или с двумя nе
ремен-н-ыми х и у). Решен-ием уравн-ения с двумя неизвестными х и у называется любая пара чисел (а; Ь) такая ,  что при  замене в уравнении х на а и у на Ь получается 
верное числовое равенство. Множество точек ПЛОСI<ОСТИ,  координаты которых являются решениями уравнени я , называется графиком этого 
уравнения. 

Например , графиком уравнения х2 + у2 = R�, где R >  О, является ОI<Ружность радиуса R с центром в точке (О; О) . 
Графиком уравнения у = ах2 + Ьх + с, где а, Ь, с-некоторые числа, причем а =1= О, является парабола. Как и для уравнений с одним неизвестным, если каждое решение первого уравнения является решением второго уравнения ,  то второе уравнение называется следствием первого. два уравнения называются равносильными , если 
они имеют одно и то же · множество решений. Решением систе�1bJ ураВ/:Iеций называется общее решение в.сех уравнений данной системы. Например ,  числа х = 2 и у = 3 являются решением Систе.мы . . { х + u = 5, 

х-у = - I ,  
так как ОНИ 1IВЛЯЮТС1l решение.м к.аждого из уравнениk 
ЭТОЙ системы. . 

две системы уравнений }Jа�ываются если они имеют одно и то же множество Наприм.ер , системы 
равносильными, 
решений. { х + у == 5, 

х-у = -l 
'и { 2Х + 3у = 1 3, 

. х = у- l  
равносильны, так как решением первой системы является пара чисел (2; 3) и решением ВТОРОЙ системы является пара чисел (2; 3). Сформулируем (без доказательства) несколько правил преобразования систем уравнений . ] ) Если в системе одно уравнение заменить на равносильное, то получим систему, равносильную данной. 

2) Пусть система содержит уравнение вида х =  <р ,  где Х-некоторое неизвестное, а q>-функция ,  не зависящая ОТ х. Тогда , если во всех других уравнениях системы вместо х подставить <Р, то получим систему, равносиль-ную данной. . . " ' . . .  . . 
: ЭТ� . .nравило называетёя правилом nодсmaновЮl. 
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u равнения f = g и 
3) Если в системе , соде��аще:вн�нием f + q> = g + 1р 

<р = ф, уравнение [ = g замен мУРсистему , равносильную 
(суммой уравнении), то получи 
да!:JНОИ . авилом сложения. Это правило называется пр ида f . g = О рас-4) Система , содержащая уравн:ниэ�о

в уравнение ' заме-е системы' в однои О падается на дв ! . ГОЙ _ уравнением g = . 
нено .уравнением f = О, a

f 

в !ьу равносильно совокупно
Причем, если u уравнение � Ъ -то данная система равно
сти уравнении f = О и g - , систем, т. е. множество 
сильна совокупности даННЫ�бъ-единение множеств реше-
решений данной системы есть • ний этих систем .  ется правилом МН-1жителеи. 

;>то правило иногда tIазыва неНIlЙ рассмотрим на �OH
." 'Методы решения сис.ем урав 

кр'етных приме1ра
хр. ть систему уравнений П р и м е р  . еши 

J х2 + у2 = 25
� \ х-у = 5. . ; : 

• 1 " : , '  • системы �аходим х
·
=.у, +5, 

6. Из второго уравнения 
Х в первое уравнение, по-Подставив -это выражен5е)2 

д+
ля2, = 25 содержащее только 

м уравнение (у + У , лучи Решим это ур'авнение: _ ., ' .  ' неизвестное �, . 
. . . ' _ -5. . 

< . � '  : ' . , 2;;2 +  1 0у = 0, Уl = О и У2 - ' . .  ' . " : _ : . ,  
. . . _ у + 5 ' наХОДИМ Xi = 5', x2 ,!:z О .  , . , 
' , '. Из :ура:�flб

ения МХ -данная система имеет два реlI!�RИ5! ТакиМ' 'о разо , "' . ' . .  , .'., 
(5; О) и (О; �5) ,' и �ругих решении . не

,
Т. 

. 
Ответ: (5; О); (.0, -5) .  А. ешени я  называется мето
Примененный здесь MeT�� �) или методом исключен-ия. 

дом nодсmaновки (см, прави ени е используя понятие. рав-, Запишем предыдущее ре!? ,  , ИG>СИЛЬНОСТИ систем : 
Х = у + 5,' 

J x� + y� = 25, J х = у + 5, � } 
_ � 

' \ х-у = 5  
� \ (y + 5}z + y' = 25 \ у (у + 5) - 0 (} х = у + 5 , . { x = y + 5,)

� 
� \ у = О 

или . у + 5 = О 

) ( } Х = 5, J Х = О, 
� \ у = О 

или \ у = -5 ,  . 

У правилами 1 и 2 ,  
Здесь мы воспользовались по порядк 

2 4 и снова правилам . ., . 
правилом 1 ,  правилам -;;1' '.. �'83 . _ 
6* �.�� ��/:�: ' :: : ,: ;. ..' � . 



Обычно такая подробная зап ись решени я  не делается .  Однако, чтобы быть уверенным , что получены все решення н только они ,  необходимо во всех случаях уметь выписывать соответствующую цепочку равносильных СIiстем или слеДGТВИЙ. П р  11 М е р  2. Решить состему уравнений { у2 - 1  = х2 + 2х, 
х2 + у'1><= 3ху + 1 .  

6.. Из первого уравнени я  системы получаем у2 = (х + 1 )2 ,  т. е. у = х + 1 или y = � x- l .  Следовательно �CM. правило 4) ,  данна я система равносильна совокупности следующих двух систем: 
У = - х- l ,  { у = х +  1 ,  

х2 + у2 = 3ху + 1 и
{ 

х2 + у2 = 3ху + 1 .  
Полученные системы решим методом пqдстановки. Пусть сначала y = x + l .  Тогда , в силу втОрого уравнения ;  имеем 

и поэтому х2 + х = 0, x1 = 0, х2 = - I . Из уравнения у = х +  1 находим Yl = 1 ,  У2 = 0' Пусть теперь y = - x- I . Тогда 
х2 + (х + 1 )2 = _ 3х (х + 1 )  + 1 ,  

5х2 + 5х = О, х (х + 1 )  = О, 
и поэтому хз = О, x4 = - I ,  уз = - I ,  У4 = 0' Ответ: (О ; 1 ) ;  (- 1 ;  О) ; (О; - 1 ). А П р и  м е р 3. Решить систему уравнений { х2 _у2 = 5  

х2 -ху + у2 ' 7. 
6.. ИЗ второго уравнения. почленно вычтем первое уравнение. Полученное уравнение 

- ху + 2у2 = 2 
не имеет решений ,  у K'oT�PЫX у = О, поэтому оно равносильно уравнению 

( правило 3" данная Следовательно С. 1 . СlIстема раDlЮ-
сильна Сliсте.Н� 

Эту СlIстеыу 
подс гановкш 

будем решать метЬдОм 

4 (y:! - 1)2 _ y2 = 5, Зу� _ 1 3у2 + 4 = О. . у2 
_ вnяется квадратным относи Последнее уравнение я .( . уравнения называются. неизвестного та !\ lIе тельно квадрата 

бuквадраmньLJ.IU) , и ПОЭТО\1У 
. 1 3 ± Y-1 6=-=9,---4-;--.";;'3A. 4 = �

6 
1 1 , 

у2 = 6 
1 

- т. е. у2 = 4 или у2 = з · 

СИСТ,ема равносильна совокупТаким образом, данная 
ности двух oocTeM i . 

у2_ 1 y� - 1 { Х =  2 . --у ' { х = 2 . --у- , и 1 . l у2 = 4 у2 = з · 

. 
- 2 у = -2, xi = 3' Из первой системы наХОДИМмie�-дв� р�шени я (3; 2),  

х = -3, т. е. первая система и 
Уз = � , 2 

3 2) Из второй системы находим у 3 (- I - . 
4 уз 4 уз т е вторая си-'1 _ _ -- , х4 = -- , . . . У = - .г- , ХВ - 3 . 3 ( 4 1 ) 4 " 3 ( - 4 1 ) _ .  _ --== . стема имеет два решени я  - уз ; уз ' уз '  -у  3 

Ответ: ( 4  1 ) . (� . _ �) . .. 
(3; 2); (-3; -2); - уз ; уз ' y� , у 3 . 

П р и  м е р 4. Решить систему уравн�нии { х + у = ху + 1 , 

х2 + у2 = ху + 3. 

( + у)2 - 3ху + 3 , авнение в виде Х -6. Записав второе ур можно рассматривать данную cllcTeMY видим, что и неизцестными и = Х + у и v = систему о новым 



' . ..  

' .; ... . 
,. -
' . . , . 

этих  Новых неизвестных получаем систему { и = и +  1 ,  

и2 ' 3и + 3. 

Подставив u = v + 1 во второе уравнение, получим (и + 1 )2= 
= 3и + 3, и2- и-2 = О, и1 = - 1 , и2 = 2. Из уравнения u = v + 1 находим и1 = о, и2 = 3. 

Таким образом, данная система равносильна совокупНОсти двух систем { х + у = о , 
и 
{ х + у = 3, 

ху = -1 ху = 2. 

Из первой системы находим у = - х, х2 = 1 , и, следовательно, Х1 = 1 , Х2 
= -1 , Уl = -1 , У2 = 1 . ИЗ второй системы находим у = 3-х, х (3-х) = 2 ,  

и ,  следовательно, Ха = 1 , '  Х. = 2,  уз  = 2 ,  у.  = 1 .  
Оrrюeт: ( 1 ;  - 1 ); (- 1 ;  1 ); ( 1 ;  2); (2; 1 ) . А 
Применен ньiЙ' эдесь метод решения называется мето

дом введения новых неuэвестн.ых. 

В о п р о с ы  ,l. л я  к о н т р о л я  
1 .  Что называется решеНJfeМ' (корнем) уравнения с одним Ilеиз-

BCCTtJblM? 
2. Какое уравнение называется KBaдpaтtlЫM? 
3. �o называется днскриминантом квадратного уравнения? 
4. Когда квадратное уравнение имеет два разных корня? 
5. КОГ,ll.а К8адратное уравнение имеет один корень? , 
б, Когда квадратное уравнение не имеет решений· в множеСТII4I 

,l.еАствительНых чисел? . 
7. Когда одно из двух уравнений называется следствием другого? 
8, Какие уравнения называются равносильным?? 
9. Что называется решением уравнения с двумя неизвестными? 

10. Что называется графиком уравнения с двумя неизвестными? 1 1 . Что навывается решением системы двух уравнений с JI,IIумя 

неизвестными? 

Упражнения 

3. 1. Решите уравнения! 
J) x� - l lx +  ЗО = О; �) x� + 8х- ЗЗ= О; о) x� - 6х- IЗ5 = 0; 7) (2х+З)2_ (Х- 2)�= 5; • 9) x4 - 7x� + 1 2 = 0; 

" ' ;(:J),.x4 + x� -6 = О; Ir ., 86 .C� " '" ' 
�. :,:�.� �f'� ... 

ли уравнения: 
3.2. РавносиЛЬНЫ 

1) х- 4= 0 и (х-4) (х+.5) =
0; 

2) х2_3Х=0 и х-3=0. 1 
_ 1+�=5+ -6 ; � х_ l = 5 и х  х-6 х 

4) � = 1  и (X- l) ( Х� l - I)=О; х- l  2 
5) 2х=х+2 и (2x)� = (x+2) ,; 

3- 5 и (2х-з)� =25? 6) 2х- -

3 3 Решите у равнения: 2 2 5 1 • • 2 
2 х - х- + __ = 1 1  1 1 х - ' . 2) 1 ) х:"' З 

1 )  -х+ х+ I =xq:x ' (х-З) (х-
7 х+4 := � ;  4) (х+ 1) (6x�-5x+ 1) =0. 

З) х+ I + 2х.:-2 x�- l " , 

, "  ' з .4. РеШИ'l'е уравнения: 

1) yx- I == �; 

3) У 4х+5=х; _ 
5) у3х-\-:-4+х= 2х, " 
7) ух+5+ 1 =Х; 

о 

9) Ух_ 1 · У2х+6.,:=х+3; 
-- ,Г 1 - 8' 1 1 ) У2х+5+ � - • 

'о ,, 1 3) v.�-;- 1 · y'x + �=6; o .  о "  

. , 

\ 

\ 

о " ::;, ;, о �7 • " �О 
" о', " " - , " , . 



§ 1 1 . Систе�,ы двух линейных уравнений 
с двумя неизвестными и определители 
второго поря-дка 

1 .  Системы двух линейных уравнений с двумя неиз
вестными.  НаПОМlIИМ, что линеЙны.'rt уравнением назы
вается уравнение вида 

ах + Ьу = с, 
• где а ,  Ь, с- заданные числа , а х, у - искомые неизвест-. ные. Числа а, Ь называются коэффициентами урasнения . или коэффициентами при неизвестных , а число с-правой частыо уравнеюrя или свободны.М членом. Рассмотрим систему двух линейных уравнений с двумя неизвестными: { alx + b1y = Cf, 

а2х + ь2у = С2• 
( 1 ) 

Очевидно, если все коэффициенты и правые части уравнений системы ( 1 )  равны нулю, то любая лара чисел (х; у) является решением системы. Если все КОЭффициенты уравнений системы равны нулю, а правые части уравнений не все равны нулю, то система ( 1 )  не имеет решений. В дальнейшем будем рассматривать только такие системы, в которых хотя бы один КОЭффициент одного из уравнений отдичен от нуля. Пусть, например, Ь2 =1= О. Тогда система (J) равносильна системе ( a1x + b1y = Ci, 

t й2 С2 
- х + у = - , 
Ь2 Ь2 • 

(2) 

т. е. если пара мы ( 1 ) , то .она оборот. 
чисел (хо ; Уо) является решением систеявляется и решением системы (2) , и на-

Второе уравнение системы (2) умножим на bi и полученное уравнение вычтем почленно из первого уравнения : ( a1 -�: b1 ) х = C1 - �: bi• • (3) 

Заменив 'Jеперь первое уравнение системы (2) на уравнение (3) , получим систему . { (  ai -�: bf ) x = Ci -�: bi, .  

а2 С2 -ь х + у = -
ь 

' 
. 2 2 которая , очевидно, равносильна системе (2). 
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(4) 

значение х во второе· уравнение сиПодставляя это 
стемы (4) ,  находим 

Для простоты 

O \ CZ- аzСl 
У = a\ bz - azb1 • 

введем обозначения: 
aLbz - a2b1 = t1 , 
ctb2 - С2

Ь1 = t1 х ' 
a1c2 - а2С1 = t1y; 

5 И (6) можно записать таю тогда формулы ( ) 
6х 6у 

Х = т ' У = у ' 

(6) 

Ф. (5) и (6) �азываl0ТС5J формулами Крамера ормулы 
1 704- 1 752 rr.). 

(швейцарский математик , 
ь - а Ь =1= О, то система (4) Таким образом , если a1 ZKOT02p�e находится по форимеет единственное решение, 

муЛ8м (5) , (6) .  
(4) раВНОСИЛЫIa системе (1),  то ре-. Так как система nешением системы ( �) .  

шение системы (4) ЯВЛ5Jется и , 
Пусть теперь 

02 Ь - О а - - 1 - • (7) 
1 bz 

Тогда система (4) имеет вид 
. с . .  { 0 · x = C1 - ь: bj" 

а С2 .2. Х + У = ь · 
Ь2 2 

т решений , если ОчевидНО, эта система не имее 

Если же 

с - � bl =? О. 1 . Ь2 

(8) 
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то любая пара чисел (х; у), где 
С2 а2 R у = 7i; - ь; х, . х Е , 

является решением системы (8), 
Таким образом, доказаны следующие утверждени я. 
Если Ll =t= О, то система ( 1 )  имеет единственное реше

ние,  которое находится по формулам Крамера (5) , (6). 
Если Ll = O,  то система ( 1 )  или не и меет решений ,  или 

имеет бесконечное множество решений .  
Случай Ll = О рассмотрим подробнее. . ь ' Пусть "  как и выше, Ь2 =t= О. ТQгда , положив k = ь: 

получим  (см. формулу (7» а1 = ka2 , Ь1 = kЬз• Таким обра-
зом, ,в  этом случае система ( 1 ) .  ИМЕ�ет ��д . . . . . . .  . . . { ka2x + kb2y 

_ 
Ci , 

, . azx + ь2у ,...... С2• 
Очевидно, что эта система имеет 'ХОТЯ 'бы одно решение 

тогда и только тогда , когда .• , . .  

" ci = kcz• 
Итак, если Ll . О и 'ь! =t= О, то " система ( 1 )  имеет ре

шение тогда и только тогда , когда :первое' ypa Bl;teн.ue. :си
стемы получается из  второго n.о.члеflНЫМ ум�ожен..иr�: на 

k ыl число = -ь . . . . . 
2 . 

В наших рассужден��х мы пр�дполагали, что Ь2 =t= О. 
Это предположение не умаляет общности, так как если ,  
напримеР j' .Ь1·=;9 fJ ,  то" поменяв местами .  уравнениSiI  ( .дридем 
к тем же выводам. Если же а1 =j6·0. ТО, . поменяв мес:гаrvп-r. 
уравнения и неизвестные, снова придем к разобранному 
случаю. 

Частным, но важным случаем систем вида ( 1 )  является 
система двух лuнейных однородных уравнений с двумя 
нейзв�стными: . . ! . ;  . . , { alx + b�y = O, 

llZX + bzfl = О. 

Эта система всегда имеет решение 

х = о, у = о. 

(9) 

Из предыдущего следует, что если Ll =j6 О, то сщ:тема (9) 

имеет единственное решение х = .О, у = о. 
90 

Если же !:!. = О и ,  например . Ь1 -=1= О, 

любое решение уравнени я 
то ее решением 

я вляетс я a1x + b1y = О. 

е. люба я п а р а  чисел (х; у) . где 

т. 
а '  R 

У = - ь; х, х Е . 

Решить сис;ему двух уравнений с двум я  

П р и м е р  1 .  
неизвестныМИ: 

ТЕ>г,ца 

J 5х- 3у =  16, 

'\ - � + fY = 1 ·1 .  

Ах � 5 У =!-А" _ W _ з. 
х = т = 13 = , , 1] 

Oтsem' х = 5  у = 3, А ' 
П р и  � е р 2. I Решить систему { 2х + Зу - 1 S, 

4� + 6y o; 20. 

� Разделив , второе уравнение на 

tИЛЬНУЮ данJot6Й систему { 2.ж + Зу ::: 1 3. 

2х + 3у =  1 0, 

отиворечива' следоватеЛЬНОI 

которая пр , 
решпений не

е р

им�еТР
ешить систему I р и м  . 

J 4х- 3у = 7,  
'\ 20х - 1 5у = 35. 

данна,. система 1 

, 
системы на 51 получим 

��азделив второе уравнение { �X -.J 3y = 7, 
, 4х - 3у = 7. 91 



СIIстема равносильна о 
вестными и имеет б 

дному уравнению с двумя нен 

( . 4Х-7) есконечное множество 
х, -3- , где х Е Л. А 

решеннii 

нени
�Р и м е р  4. Решить систему двух 11 с двумя неизвеЦ.НЫМII: 

9ДНОРОДНЫХ ура в-

6. Вычислим �I 

{ 5х + 3у = 0  

2х- 4у -;- о: 
� = 5 · (-4) - 2 . 3 = �26. 

Так как � ...J.. О 

ре 
-г- , то система имеет е 

ш�ние� х = О, у =- О. А 
дннственное нулевое 

р и м е р 5. Решить систему , . { 3х + 5у = О, 

9х + 1 5у = 0. 6 
Так Ka� 

то система 

(х; -� х) , 

имеет бесконечное 
где х Е Л. А  

множество решений: 

2�  Геометрическая иллюст а 
линеиных уравнений с 

р ция решени я  систем двух 

выше, при решении аи;:�МЯ в
неизвестными. Как показано 

вестными возможны тр 
Д ух уравнений Q двумя неиз-

1 ) система имеет ед�н��:�:ЧНЫХ случаЯl  

�) система не имеет решени
��е решениеl 

8) система имеет бесконечно� множество решений. 

Рис. 9 Рис. 1 0  

Перечисленные случаи легко истолковать геометри

qески. Напомним,  что каждое линеЙl'!Ое уравнение с двумя 

неизве':ТlIЫМИ , У которого ХОТЯ бы ОДИН из коэффициен

тов при неизвестнЫХ отличен от нул я ,  на плоскости. 

Qпределяе'F прямую. 
�) Если прямые 1i и 12 пересекаются ,  т. е .  и меют одну 

общую точку с координ<»тами (хо; Уо) ' то система линей

ных уравнени й ,  являющи хс� урав

нени ями эти х  п р ямых , имеет един

ственное решение (хо; Уо) '  Наобо

рот , если система двух линейных 

уравнени й с двумя неизвестными 

имеет единственное решение (хо; 

Уо) , то п рямые 11 и [2' определяе

мые уравнени я ми системы, пересе

каются в точке (хо; уо) (р ис .. 9). 

у 

Рис. 1 1  

· Х  

2) Если прямые 11 и 12 пара�

ле.1!ЬНЫ и не и меют общих точек ,  

то  система ли нейных уравнений , 

являющихся уравнениями этих пря

мых , не имеет решениЙ. l:1gIоборот, 

если система двух линейl1ЫХ уравнений с двумя неизвест-

ными не и меет решений ,  то п рямые 1i и 12 ' определяемые 

этими уравнениями,  не имеют общих точек , т; е. парал

лельны и не совпадают (рис. 1 0) .  

3) Если пр ямые [1 и [2 совпадаю)', т.  е .  кажда я точка 

первой прямой одновременно является и точкой второй 

прямой , то соответствующая система уравнений имеет 

• бесконечное множество решени й. Наоборот, если система 

двух ли нейных уравнений имеет бесконечное множество 

решений , то пr я мые [1 и /2' оп ределяемые уравнени ями 

этой системы, совпадают (рис. 1 1 ) .  

П р и  м е р .  Н айти координаты точк и  пересечения пря-

мых , заданных уравнениями 

3х + 2у - 1 3  = 0, 

4х- 3у- 6 = 0. 

6 Найти координаты точки М пересечен и я  данных 
пр ямых - это значит найтИ решение системы 

J 3х + 2у = 1 3 ,  

\ 4х- 3у =  6. 
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Вычислим !J. ,  !J.x и !J.y: 

следовательно, 

I !J. =3 . (-3)-4 . 2 = �17, 
!J. х = 1 3 ·  ( -3) -6 . 2 = -5 1  , 
!J. =3 · 6-4 · 1 3 =-34' У ' , 

. 6. -51 Х= ;=_17 . 3 ' 6.у -34 у=-=-=2. 6. -1 7  
Ответ: М (3; 2) . " 
З .  Определители второго порядка: Рассмотрим квадрат

ную та блицу вида 
( 1 )  

где Щ ,  bi , ai, Ь2 - некоч)рые числа. ЛИ;б'ая' такая таб��ца 
называется квадратн.оЙ матрицей второго порядка. Числа 
ai , b i ,  а2 , bi называются элемен.тами матрицы. 

, 'о'", р 'е Д е л е н'И е. Число a1b;...:..i..\a2,bt 'называется' ;оnре-,· 
делителем 'мат)JИ'ЦЫ ( 1 )  и обозначается , ' " , '" ,, , , ; . ' , '.  " 

, . . ' 

. , 

Таким образом" �coгпaCHO ,определению 

I а! :! 1 = a1bs - a2bi• аа 2. , l ' 
' . " . 

(2) 

Определитель квадратной матрицыI второго порядка 
называется оnределиme{lем второго n6рядka. 

Числа' ai, bi ,  а2, Ь2 называются элемеkmaми определи
теля. В идно, что эдементыI Оn'Р.еделителя· в его обозначе
нии расположены "в форме квадрата: диагональ, на ко
(fQРОЙ наХQД�ТСЯ элементы а! я bz ,  назьцщ�тс,Я ,гЛ:Cf/!fltой, 
а . диагональ, на которой находятся ЭЛементь� aj ' и bf, 
nобочн.оЙ. , 

' 1  . . 

Теперь можно сформулировать следующее правило 
вычисления определителей второго порядка j  

Для того чтобы вычислить определитель второго по
рядка, н.ужн.о из nроизведен.ия элементов, стоящих н.а 
главн.оЙ диагон.али , вычесть nроизведен.ue элемен.тов, стоя-
щих н.a-nобочн.оЙ диагон.али. . 

П р и  м е р 1 .  Вычислить определитель второго пор ядка 
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6. На главной диагонали стоят э�ементы 2 и 
2 7 - 1 4' на побочноИ ди.агонали 

I1 роизведен
з
ие 

4

' и; пр'оизведение 3 · 4 = 12. элементЫ и , 
По определению, 

\ ; � 1 = 14- 12 = 2. 
Ответ: 2. " ' 
П р и  м е р  2. Вычислить определитеJlИ 1 

7, ИХ 
стояТ 

а) I � � \ ;  б) \ ; -� \ . 
6. a) l � ; \=з . 2-4 . 5=-14; б) l � _� \=з . (-4)-5 . 0= 

�-12. "  ' 
Форму лы Крамера 

I!. l!!1J 
Х=Т '  У = Т  

линейныХ ура�нений о двумя 
АЛ Я решения системы двух еl 
неизвестнымИ можно записать в следующем вид 

х =  

так как 

\ :: :: \ у = . \ Oj Ь1 1 f 

\ а. Ь. 

формул @) легко установить nра-
При р ассмотрении • 

стоя и �  в чисnитеJfяХ ,  
еUАО получени я определите�е��амена�ле: каждыЙ опре-
из определител я , �:О:ci�;учается из определителя в зна
делитель в числит б а коэффициентов при опре
менателе п утем замены стол o�eц правых частей системы. 
дел яемом неизве�тно

п
м

о:у
а
ч;;тся из  !J. заменой аl и ai на 

В самом деле, Ux 
. a !J.  - заменой b1 и bi на  

С
! и С2• • 

С{ ИпС�'и М е р 3. Решить систему двуХ линеиныХ уравне-

ний l двумя неизвеСТНbIМИ I  
J 5х + 2у= 29, 
l 3х +. '4У = 23. 
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6:. 9ЫПlIшеы н ВЫЧIiСЛП ! О 
. /). _ 1 5 2 1 . п редеЛl1тели /). , �x и /).IJ : 

- 3 4 = 5 · 4 -2 . 3 = 1 4 ,  

/).x = / �� :'/ = 29 . 4 -2 . 23 = 70 

/). - / 5 29 1 . ' ' 
IJ - 3 23 = 5 . 23 - 3 · 29 = 28. 

Таким образом, 
70 Х = 14 = 5, 28 � = Т4 = 2. 

Ответ; х = 5, у = 2. А 
П р и  м е р 4. Решить систему уравнений { 4х + 3у-28 = 0, 

3х- 5у -2 1  = 0. 

6:. Пр и ведем систему к стандартному { 4х + 3у = 28, 
3х- 5у = 21 .  

виду : 

Выпишем и вычисли м  определители /). /). 

/). = / 4 
3 " х и /).у! 

3 _5 / = 4 . (-5)_- 3 . 3 = -29, 

/). = / 28 
3
/ х • 21 -5 = 28 · (-5) - 3 . 2 1 = -203 

. /). = / 4
28 1 

' 
и 3 2 1 = 4 · 2 1 -28 · 3 = 0. 

Таким образом, 
Х = -203 = 7 _ о 

-29 . '  У - -29 = О. 

Ответ: х = 7 у = О  "" 
. 

4 С u ' • • 
. воиства определителей 

пи р
с
уем �CHOBHыe свойства опре:�ОРОГО 

й
порядка. Сформу, 

в о 11 С Т В О 1 .  
л ителе второго пор ядка. / ai b1 / _ / al а2 / 

а2 Ь2 
-

b1 Ь2 " 
т. е. определи 

. 
тель 11.е иЗАtе11. 

-
н.uт

э
ь 11.а сп;олБЦы, а стОлбl;lь�тс;:� 

если 8 11.ем строки заме-
та своиство утве " строки. 

цов. Поэтому в дальн�����Т равноп�авие строк и СТО,1Iб
будем формулировать только 

в
д
с�

я 
своиства определителей 

96 ' строк. 

С В О Й С Т В О  2. 

т. е. если' в определителе переставить местами строки , 

.{пО определитель иЗlJ.tе11.ит только З11.ак. 

С в  о й с т в  о 3.  

т. е.  если все элеме11.ты строки имеют общий М11.ожитель , 

то его МОЖ11.О вынести за зндк определителя. Другими 

словами , если. все элементы какой-либо строки определи

теля умножить на 11.екоторое число, то ' определитель 

УМ11.ожится 11.а это число. 
С в  о й с  т в  о 4.  

\ ai +a� bi + b� \ = \ al bl \ + \ a� ь; \ , 
а2 Ь2 а2 Ь2 а2 Ь2 

т. е. еслt� все элементы какой-либо строки есть CYAtMbl 

двух слагаемыХ, то определитель равен сумме двух опре

делителей, в одном из которых суммы замен,ен,ы иХ пер

выми слагаемыми, а во втором -вторыми . . 

С л е Д с т в и е 1 .  Определитель, У которого элемеRты 

одн,ой строки соответсmвен,н,о равн,ы элемен,там другой 

строки , равен, н,УЛ/О . 
С л е Д с т в и е 2 .  Если в определителе элеАtеЮl1Ы одн,ой 

строки соответственяо nРОnОРLfион,альн,ы элемен,там дру

гой строки , то определитель равен н,УЛIQ . 

С л е Д с т в и е 3. Еслц, к элементам какой-либо строки 

соответственно nрибавить элемеftlnЫ другой строки или 

числа, им nроnорци,онал.ьные, то определитель н,е иЗJ'rtе-

11.ится. 
Иначе, если к строке nрибавить другую строку, умн,о-

женн,у/О 11.а некоmoрое числО,  то оnредеЛ/lтель не изме-

нится. 
Все сформули р ован ные выше свойства легко доказы-

ваютсЯ простым выч ислением .  
Покажем на п р имерах , как использовать эти свойства 

п р и  вычислен и и  определителе й .  
П р и  м е р 1 .  вычислить определ итель 

4 Ал гебра, ч. 1 

/). _ \ 325 -132 \ 
- 175 -60 ' 
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6. Вынесем сначала из первого столбца общий множи. 
!Гель 25 за знак оп ределителя :  

Д _ 25 1 13 -1 32 1 - 7 -60 ' 

а и з  второго столбца общий множитель -12: 
д = 25 . (-12) 1 I� 1; 1 . 

Затем из первой строки получившегося определителя 
вычтем его вторую строку ,  

Д = 25 · (- 12) 1 � � I · 
Теперь вынесем из первой строки общий множитель 6! 

Д = 25 . (- 1 2) . 6 1  � ; 1 =  -1800 . (5-7) = 3600. А 

П р и  м е р 2 . Вычисл ить определитель 

Д = 1 105 55 1 245 154 ' _ 

6. ИЗ первой строки вынесем общий множитель 5, а и з  
второй 7 !  1 2 1 I I 1 . . д = 5 · 7 35 22 ' 

Вынесем теперь общий множитель 7 и з  первого столбца 
и 1 1  из второго столбца: 

д = 35 · 7 .  1 1  I � � 1 = 2 695. А 

В о п р о с ы  А Л Я  К О Н Т Р О Л Я  

1 . Какое ура внение называется л и нейным уравнением с двумя 
неизвестными? 

2. Какие формулы называются формулам и  Крамера? 3. Когда система двух линейных уравнений с двумя иеизвестными 
имеет единственное решение? 

4. В чем З<!КЛЮ'lается геометрическа я ИЛЛlOCтvация решения си
стемы двух ли нейных уравнений с двумя неизвесТJiЫМИ? 

5. Может ли система .двух Линеi", ных урав нений с двумя неизвеСТIIЫМИ иметь два и только Ава решения? 
6. 4т-о называется матрицей второго Iюрядка? Что называется ее определителем? 
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. те правило вычисления определителя второго 7. сформулируи. 
порядка. 

Ф лы Крамера с помощью определителей. 8 Запишите орму • . • определителеи. 9 Пере'lислите своиства . lfений о двумя неllзвест-. линеиных урав " ) 
10 Когда система двух IЙ ' б) lfе имеет решении . .

) и"еет бесконечное множество реш
ею , ными а '" 

Упражнения 

3 7 вычислите определители второго порядка: . . 5 3 \ 1 3 0 1 ' 1 ) \ � � \ ; 2) \ -4 -6 ; 3) -2 4 ' 

4) \ ; -� \ ; 5) \ � � \ ; 6) \ � Н 
второго порядка: 

3.8. вычислите 02rеделите:rn \ sin 45Q t g 450 \ . \ IOg2
, 

32 lоgз \ ; 2) ctg 450 sin 450 , 

• 

1 ) IOC1i 16 IOg5 125 
00 ' in 600 \ 

\ 1 0;2 8 lоg l/З 27 \ ; 4) \ 7з :in 900 ' • 3) logs 1 Ig 1000 
k система двух линейных 3.9. При какоМ 3l1а<tении 

с двумя JlеизвестнЫМИ J 3х + 4у =  1 7, 
\ 4x + ky = 4 

х - 3  у = 2? имеет решрениеите-ур�внения: 3 . 1 0. еш \ 5 1 \ 
1) x� + \� � \= O; 2) х2 + х -4 = 0; 

. 

уравнений 

3) 
\ � 1 55 X� \= \ � �\ ; 

3 \ \ Х2_3 5 \ \ 5Х 3 \ _7х \8 
2 = 3. 

4) �4 1 + 4 2 5. следующие системы двух еделителеи решите 
3 . 1 1 .  С помощы.? �ПIвумя неизвестныМИ: линей.ных уравнеНИII J 4х +  у =  17, 

J 3х - 2у = 5, . 2) \ зх - 5у = 7 ; 
1 ) \ 4х +  у =  14,  5x - 2y - 6 = 0� 

J 5х - 3У = 16,. 4) { 7х - 5у - 4 = 0; 3) \ 2х + 4у = 22 , . 4х - 3у - 7 = 0, . { 3х+ 4у = 9, 6) J 8x - 6y - 14 = 0. ав-5) 2х - 5у = 6; \ х однорОДНЫХ линейнЫХ ур  

н · е решения . систем ДВУ 
3. 1 2. аIIДН�ензвестными : { 4x - 5у = О, нениЙ с двумя. ,  f �x - 2y = O, 3) . - о. { 3х + 2у = О, 2) 4 - о. 7х + 2у - , 

4· 

1 )  5х - 3У = 0; \ 6х,- зу�� { Зх + 5у = О, { 2х - У - '" 6) 3 О 
J х +  7У = 0: 5) 4х - 6у = 0; 5х +  у =  . 

4) \2х + 1 5у = О, 9t 



3. 1 3. Найдите координаты точки пересечения п рямых, заданных 
своими уравнениями: 

1 4х- 3у- 7 = 0, 2 5х- 4у- 9 = 0, ) 3x + 2y- 1 8 = 0; ) 2х + 3у - 22 = 0. 3. 1 4. Решите системы уравнений графически:  

1) J 3х - у = 5, 2) { 3х + 2у = 4, l 2х + 3у = 7;  9х + 6у =  1 ;  
3) { , 2х - 3у =  1 2, 4) { 3х ,- 4у = 7, 

- х - 4у =  5; 6х- 8у = 1 4. 3. 15. При каном значении k система двух линейных уравнений 
с двумя неизвестными имеет бесконечное множество решений: 

( 5x - ky = 3, 1 )  � � _ � . 2) { х- 2у = 4, 
� 2 х + у - 2 ' kx- у = 2? 

3. 16. При каком значении k система двух линейных уравнений 
с двумя неизвестными не имеет решений: 

1 { 3X- kУ = 9, 2) { х+ у = 3, ) 2х + 7у = 4; 3x + 3y = k? 3. 17. При каких значеllИЯХ сх система уравнений { (cx - I)  х - 4у =  1 1  + сх, 
- х+ (сх + 2) у = 2  

имеет единственное решение, бесконеч ное множество решений и не 
имеет решений? 3. 18. Решите систему { x - {cx - l) y = l , 

схх - 2у = 4 - сх, cx e R. 

§ 1 2 . Определители третьего порядка 
и их свойства 

1 .  Матрицы и оп ределители третьего порядка. Рассмот
рим квадратную таблицу вида 

- ( 1 ) 

где a1 , b1 , C1 , а2 , Ь2 , С2, аз , Ьа , Са - некоторые числа. Любая 
такая таблица называется квадратной матрицей третьего 
порядка. Числа a1 , b1, Ci , • • . , Сз называются элементаJtll 
.J.taтрицы ( 1 ). 

� п р е д е  л е н  н е. Число 

100 

( 1 )  и обозначается 
определителем .матрицы 

называется \ а! Ь1 С1 \ 
а2 Ь2 С2 • 
аз Ьз СЗ 

Таким образом, согласно определению 

(2) 

(3) \ а! bi С1 \ _ \ Ь2 С2 \_ b1 \ а2 С2 \ + С1 \ :: �: \ .  а2 Ь2 Са - a l  Ь з  Сз аз св 
аз Ьз Са ка 

• матрицы третьего поряд 
Определитель квадратнои 

етьего порядка. 

t 
наЗrfза�rf�l:!:���:;�� , 

�
�д�;�::::и:���о;�ет����д��� , 

р ядка выражается через опр 
ожен.ием определителя треть-

Формулу (3) называют разл • строки . I 
ементам nервои 

его порядка n� Э"kыч ислить определитель 
П р и м е р . \ 2 3 -4 \ ' 

11 = 5 1 6 . 
- 1 3 -2 

тель по элементам первой стр'Оки :  
6, Разложи м опре:е\л и  \ 5 6 \ 4 \ 5 1 \ . 

11 = 2 \ � -2 - 3 -1 -2 - -1 3 
Следовательно, - 6)-4 . ( 1 5 + 1 ) =  
. 11 = 2 . (-2- 18) -з . (- 10

2
�(_20)_з . (-4)-4 . 16 = -92 . 

\ 1 -2 
б) 5 

4 

3 1 



2 .  Свойства оп ределителей третьего порядка. Определ ители третьего пор ядка обладают теми же свойствами, что и определители второго порядка ; убедиться в этом можно непосредственным вычислен ием. 
Сформулируем основные свойства определителей треть

его порядка. 
С в о й с т в о 1 .  Оnреде/lитель не изменится, если в нем 

строки за.мениtnb на столбцы, а столбцы-на строки . Это свойство утверждает равноправие строк и столбцов. Поэтому в дальнейшем все свойства будем формулировать лишь для строк. 
С в о й с т в о 2. Если в определителе nереставиtnb ме

, стами две к.ак.ие-либо строки , то определитель изменит 
тольк.о знак. 

С в о й с т в о 3. Если все элементы к,ак.оЙ-либо строки 
имеют общий множитель, то его можно вынести за знак. 
определителя. 

другими словами , если все элементы какой-либо строки умножить на некоторое ч исло, то определитель умножитс я на это число. 
С в о й с т в о 4. Если у определителя все элемеf(,tnbl к.а

к.оЙ-либо строк.и заданы к,ак. CYMМ1Jl двух слагаемых, то 
определитель равен ,CY}'tMe двух определителей , в одном из 
к.оторых суммы заменены их первыми слагаемыми, а во вто
ром - lJInорыми. 

Это свойство определителя сп раведливо и для случая , когда элементы какой-л и бо строки ра вны сумме не двух , а большего числа слагаемых.  
С л е Д с т в и е 1 .  Определитель, у к.оторого две к.ак.ие

либо строки одинаковы, рооен нулю. 
С л е Д с т в и е 2. Если в определителе элементы одной 

строки nроnорционаЛЫ-tы элементам какой-либо другой 
строки , то определитель равен нулю. 

С л е д с т в и е 3. Если к элемента.М какой-либо строки 
соответственно прибавить элементы любой другой строки 
или числа, им nроnорциОНQЛЬ1-/,Ш, то определитель не из
АtеНIlт...я. 

Покажем на п р и ме ра х ,  как пользоваться этим и  свойствами при вычислени и оп ределителей. 
П р и  м е р  1 .  Вычислить оп редеЛ}lтель 

11= 1 -1: �� �� I-10 15 -20 102 

6, в ыноси м  за б ие множитеЛII 
знак оп ределителя о Щ 

элементов каждОЙ строки : \ -2 3 4 \ 
� = 7 . 3 . 5  2 -3 4 , 

2 3 -4 

• и КО второй: строку п р ибавим к первои и 
а затем третью 

О 6 0 \ 
� = 1 05 . \ 4 О О . 

2 3 -4 

и определитель по элемен 
Разложив получившиис я  

u оки п олучим ВОИ стр , . \ 4 0 \ _ 630 . 1 6 = 1 0 080.  
� = 1 05 · (-6) 2 -4 -

Ответ: � = 1 0 080 . " 

П р loj м е р 2 . вычисл и\ �; 
� = 36 

20 

определитель 
29' 41 \ 

-24 60 . 
27 46 

там пер-

Общий множитель 6 вынесем . u роки элементов второи ст 
за зна к  определителя .  \ 17 29 4� \ 

� =  1 2  3 -2 ;) . 
20 27 46 

первой строке В1 0РУЮ. получим 
П р ибави в  к \ 20 27 46 

\ 
= 1 2 3 -2 5 = 0. 

� 
20 27 46 

одинаковые ст роки. 
так как определитель и меет две 

Ответ: � 3 о. tlЧИСЛИТЬ оп ределитель 
П р и  м е р · \ 49 37 41 \ � = 23 37 4\ . 

95 74 82 
, затем полуЧI\ В-

6. Из первой строки ВЫЧ:�Мп;������т�м первой строки :  
шийся определитель разлож . 

� = 23 37 41 = 26 74 82 - . \26 О О \ \ 37 4 1 \ _ О 
95 74 82 

опюет: � = O . " 103 



П р и  м е р  4. Вычислить 
� = I зi 

оп ределитель 
4 1

1 48 30 . 8 6 
6 Вынесем общий мн 

(
(ч исло 

Z
6) и общий мно::г��еь·IIЬэ элементов второй строк и 

Ч I!СЛО ) а лементов тре U , затем вынесем об U 
тьеи строки 

первого столбца (число 3 и щи� множитель элементов 
второго столбца (число 4�: общи и множитель элементов 

�� 6 2 1 ! : � 1 � 6 . 2 . 3 4 1 � i � I · 
Вычислив тепер . ь последний определ ител . 
1 ;  � i l= З l 2 5 / _ / 2 5 / / 2 2 / 

ь 
.. 1 1 3 1 3 1 3 + 1 1 = 3 - 1 = 2 ,  

получим � = 6 · 2 . З · 4 . 2 = 288 
ОПllJеm: Д = 288. • 

. 

В О П Р О С ""  ч' д л я  к о н т р о л я  

1 .  4то называется маТРllцей т 2. 4 то flазывается 
ретьего порядка? 

3 n 
определителем т 

. ере'l Ilслите сво. 
рстьего порядка? 

4. Объясните п 
IIства определителей. • очему определители 

. 1
1 2 3

1 1
1 4 3 4 5 6 и 2 5 6 1 1 2 3 3 6 .  9 равны нулю. 

� пражнения 

3 . 19. ВЫЧ lIслите определители: 
1 2 2 

1) 1 i 2 ! I ; '2 з з 3 2) 36 12 24 1 1 
-з  4' 

3) 1 ; 3 -4 1 1 6 . 4) 1 � -2 3
1 - 1 3 

, 5 . 0  . -2 -7 1 6 
104 

3.20. Докажите paBellC'rBO определителей , не вычисляя их:  

\ � ; 1� \= \ � -� � \=\ � -; -; \= \ -� ; � \ . 
5 10 13 5 6 1 1  4 1 -3 1 2 4 

У к а з а н и е. воспользуйтесь свойствами определителей . 

3.2 1 . Решите уравнения: 
. 

1) \ � _� � \ = o; 2) \ ; � ; \ =9 ;  3) \ �� -;
6
Х �7 \ = 0 . 

-1 х -3 -2 1 х 6 

3.22. Решите уравнения: 

1 ) \ � -: \-Н \ � \+\ ; � \_8� O; 
2) Н -� 1\+1-; � \+8 \ ;  � \ � O  
3.23. Докажите, чТО 

\
� 

� i =ху, 

3.24. 

3.25. 

I +У \ 

\ :: �: � \ = (Xt-X2) (У2 - Уз) - (Х2 - хз) (Уl - У2) '  
хз Уз 1 

Решите уравнен'не 

\
�= � i!-27 

Решите уравнение 

x�- 1 х- 1 
\ x�-4 х-2 = 0. 

x�-9 х-3 

\ I Т Х l iX � \ = 0. 
l +х 

§ 1 3* .  Сиен'МЫ линей нЫХ уравнениЙ  

со многими неизвестными 

1 .  СистемЫ т рех ли нейных  уравнений  с тремя неизвест

ными. Рассмотрим систему трех ли нейныХ уравн е llИ Й  
с тремя неизвестныМИ: 

( 1 ) 
азх + ЬзУ + СзZ = dз· 

\ alx + Ь1У + С1 Z = d1, 

а2х + Ь2у + C�Z = d2, 

ТРОЙI{а чисел (хо ;  Уо; zo) называется решением cucmeJllbl 

( 1 ) ,  если п ри подстановке ЭТIIХ чисел в уравнени я системы 
вместо х , У и Z получаются llерные ч исловые раве нства. 

lO� 



Рассмотрим сначала случай , когда все коэффициенты 
при неизвестных равны нулю: 

а; = Ь; = с; = О, i =  1 ,  2 , З. 
В этом случае, если все свободные члены уравнений 

системы равны нулю: 
d1 = d2 = dз = О, 

то, очевидно, любая :rройка чисел (х; у; г) я вляется реше
н ием этой с истемы. Если же не все свободные члены урав
нений равны н улю, то система не имеет решений . 

Рассмотрим теперь более интересный случай ,  когда 
не все коэффициенты у равнений системы ( 1 ) равны нулю. 
ПОJ<ажем, что в этом случае решен не системы ( 1 )  всегда 
можно свести к.. решению некоторой системы двух урав
нениl'l с двумя неизвестнымн . Пусть, например,  не равен 
нулю коэффициент СЗ, Тогда из третьего уравнени я  си.
стрмы ( 1 )  можно Bыpa�HTЬ z через х I J  у: 

(2) 

Подставив это выражение для z в первое и второе у рав
нени я системы ( 1 ) , мы исключ и м  неизвестное z и П ОЛУЧ I I Ы  
с истему двух уравнени й с неllзвестными х и у .  Методы 
исследован и я  и решен и я  таких систем были подробно 
изучены в § 1 1 . Реши в  п олученную систему двух уравнеl Ш IUI 
с двумя неизвестными х и у , по формуле (2) lIа[щем зна
чеНllе третьего неизвестного г .  Замети м ,  что вместо z можно 
исключать любое неизвестное й что I :сключаемое неизвест
ное можно находить из любого уравнени я ,  в которое оно 
входит. 
. Таким образом , решение системы трех у равнений 
с тремн неизвестными п утем исключеНII Я  одного и з  неиз
вестнЬ!х всегда можно свести к решеНI!Ю с истемы двух 
ура внени й  с двумн неизвестными . Такой метод решени я  
систем называется меmодо;и IlСКЛ/О1tеfШЯ . Отмети м ,  что ис
J<лючать нензвестное можно и другн ми способами , напри
мер п утем почленного сложен и н  у равнений или сложени я  
одного уравнени я  системы с други м ураВllением, предва
р и тельно умноже!"IНЫМ на kaKbe-либо число (см. п ример 2). 

. П р  н м е р 1 .  Решить систему . . . 

'1 06 

{ х + 2!! + 4г = З 1 , 

5х + У + 2г = 29, 
Зх- у + г =  1 0. 

� Из третьего уравнени я систеМl>1 н аходим 

г = 1 0-ЗХ + у. 
U выражение для z в первOI 

Подставляем н а иденное 
. Равнен и я  системы . 

и второе У x+ 2y + 4 ( 10-зх + у) = Зl 1  

f 5х + у .{2 ( 1 0-зх + у) = 29. \ 
й с дву мя неизвестными 

ему двух уравнени 
Получили с ист 

б дем и меть 
после у п рощен и я  У х и у. J 1 1х-6у = 9, 

\ х-Зу ="':9. 
и з оп и сан н ых в § 1 1  сп особов, 

Решив эту систему лтюБЫМ нахОДИМ соответствующее зна
U ем х - 3 у = 4 . е перь 

наид - , 
чение г: г = 1 0:",-з . З + 4 = 5. 

Ответ ' (3' 4; 5) . " 
. ' 2 Решить систему 

п р и м е р . \ х + Зу + г = 6, 
2х + Зу + Зz = 1 3 , 
зх + Зу +  г = 8. 

у равнен и я  системы . н о  ИЗ второго 2 из � вычтем п очлен 
о умноженное на , и 

первое уравнение , п редва р итеЛ;;едвар ительно умноженное 
т етьего у равнени я - первое , 

H� 3 . тогда п олу чим с истему { х + зу + г = 6, 
-Зу +  г = 1 ,  
_6у_2г =-1 0. 

ое п редварительно 
из третьего ура внен и и  втор , 

вычтем 2 Получи м  
умноженное на . 6 

-Зу +  z =  1 ,  
_4г = -12 .  

{ х + Зу + г = , 

• пол чили так н азываемую 
В результате преОбраЗОВ:::ниЙ. У

Треу гольные системь� 
треугольНУЮ систему ур 

В самом деле ,  из последнег 
урав нений легкО решаютс; . Из BToporo ур авнения нахОДИМ 
уравнени я  в идно ,  QTO Z - • 

1 2 первогО п олуQаем )(, = . 
у =з ,. из 

Ответ: ( 1 ;  ; ; з) . А 
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3 а м е ч а н и е. Решение системы линейных уравнений 
путем сведения ее к треугольной системе уравнений на
зывается Аtетодо,м Гаусса. Этот метод является частным 
случаем метода исключения  переменных. Он применим 
к системам с любым числом уравнени й  и неизвестных. 
Метод Гаусса широко используется при ч исленном реше
нии  систем, содержащих иногда десятки и COTHlf уравне
н ий и неизвестных, на современных электронных выlис-
лительных машинах . 

П р и  м е р 3. Решить систему двух уравнений с U'ремя 
неизвестнымИ! { 3x + 2y-i= 1 2, 

2х- 3у + г = 1 .  

t::. данная система является частным случаем системы 
трех уравнений с тремя неизвестными .  В качестве третьего 
уравнения  - можно рассматривать, например , первое 
уравнение, второе уравнение или ,  наконец, уравнение' 
О · х + О · у + О · г = О. 

Сложив почленно уравнения данной системы, получим 
у равнение 

5х-у= 1 3. 
Следовательно, у = 5х- 1 З. Подставив это значение 

для у во второе уравнение, найдем 

z = 1 -2x + 3 (5x- 1 3) = I Зх- З8. 
ТШ<ИМ образом, любая тройка чисел 

х, u = 5�- I З, z = I Зх- 38, 
где х Е R, является решением данной системы, и других 
решений нет .  

Omsemi система имеет бесконечное множество решений 
(х; 5х- 13; I Зх- З8), '  x E R. A  

108 

П р и  м е р  4. Решить систему { 2х + 3у- г= О, 
4х + 6у-3г = О. 

t::. Из первого уравнения находим 
г = 2х +  Зу. 

Подстзвив  во второе уравнение,  получим 

4х + 6u - З (2х + Зу) = О, 

2х + Зу = О. Следовательно, т .  е. 2 х г =2х-2х = 0. у= -з ' . 
бесконечное множество решении 

Ответ: система и меет . 

(Х; -� х; о) , х Е R .  А 
П р и м е р  5 . Решить систему 

2х + 3у- г ="8, 
х +  5у + г = 22. 

\ Зх + 8у = 30, 

етье уравнени я , исклю-
6. Сложив почленно второе и тр 

чаем неизвестное г, . Зх + 8у = 30. , 
ет с первым уравнением 

Полученное уравнение c���a:a 
данная система равно-

данной системы. Следовате .
' 

тремя неизвеСТНblМЮ 
сильна системе двух уравнении с 

j 3х + 8у = зо, 
\ х + 5у + г = 22. 

г - с где с _ п роизвольн 
положи м  - ,  

систему относительно � и У! 
се число, и реШ\lМ 

J зх+ 8у = 30, 

\ х + 5у = 22-с. 
� = \ � � \ = 7  

Так ({ак определитель 

система имеет решение при  любом с. 

не равен нулю, то 

вычислив опреде-

лители 

\ 30 �
x = 22-с 

110 формулам 

� \ = 8с-26, � 1 3 30 \ = 36-3с, 
у = 1 1  22-с 

Крамера находИМ I3с-26 - � . х =-г ' у - 7 

Таким образом, любая тройка чисел 8с-26 y_� , г = с, 
х = - ,  - 7 7 

гих решений 
Решением системы, и дру 

где с Е R ,  является • 
дан ная система не и меет. 

бесконечное множество решении 
Ответ: система имеет ... ( 8С-26 . � .  с) с_ произвольное число. -

-Г 1 7 ' , 
10!i' 
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При решени и  систем двух • JlЫМИ использовал ись опреде 
уравнении с двумя неи звест-

А налогично, п р и  решеН '1 И  
л ител и  второго порядка (§ 1 1 ) 

с 
• системы ( 1 )  р 

. 

тремя неизвестными и ногда удоб 
т ех уравнений 

делитеЛII третьего порядка. 
но использовать, опре-

Определитель 

д = 1 �� :� �� I аз ЬЗ СЗ 

называется определителем C IICTeMbI ( 1 )  
что если определитель Д #= О 

. Можно доказать 

ственное решеНllе , I<оторое M�;O C�CTeMa (.1 ) имеет един� 

мулам 
ет ыть наидено по фор-

x = � у - 6.у г =� 6. -Т ,  6. ' (3) 
где (l Д Д Х' у' z - оп ределители п ол 
лителя Д заменой соо 

' учающиеся из оп реде-
тветственно пер 

трет ьего столбцов столбцом из св б 
вого, второго, 

Формулы (3) называются фо � �ДHЫX членов системы ( 1 ) . 

стемы ( 1 ) трех уравнений с тр
Р у ами К рамера для си-

Если д _ о емя неизвестными 
- , то система ( 1 ) либо � . 

либо и меет бесконечное 
не имеет решени й ,  

могут быть найдены метод;м
но;ество решени й ,  к оторые 

П р  6 
сключения 

и м е р . Решить систему 
. { 2х + 3у +  г = 1 4, 

3х- у +  2г = 5 
х + 2у- г = 7 : 

6. Вычислим оп ределитель системы 1 2 3 1 .. ' .  
д = 3 -1 2 1 - 2 ( 3) 

1 2 -1 - . - -3 · (-5) + 1 · 7 = 1 6. 

Так как Д #= О, то система имеет 
В ычислим теперь Д Д д . 

единственное решен ие. 

Дх = 1 1 : _� г, '- 1

У

4 

и

(

z 

з' 

Н О  

7 2 '- 1 - . - ) -3 · (- 1 9) + 1 . 17 = 32', 

д = 1 ; 1
: ; \ - 2  

у 1 7 - 1 - · (- 1 9)- 1 4 · (-5) + 1 . 1 6 = 48, 

6, � 1 �  -1 'i I 2+-17)- �
·

, 1 6 + 1 4 - 7 � 1 6. 
. ' : 

Подставив найденные значения определителей в фор

r.ryлы Крамера (3) , получим 

6.х 32 6.у 48 6.z 16 
Х =Т =Т6=2 ,  у = т=Т6= 3' Z =T= 16 = 1 . 

Otrl8em: (2 ; 3; 1 ) . А 
П р и м е р  7. Определить , п р и  каКих значе н и я х  а 

система уравнени й  { ах +  у +  z = l ,  
х + ау +  г = а, 
х + У + aг = a� 

и меет единственное решение, бесконечное множество ре

шен ий ,  не имеет реше н и й .  
6. В ЫЧИСЛИМ определитель системы 

Д = \ � � � \ =a l � � I- I � � I + I � � I = 
1 1 а 

= а (a�- 1 )- (a- l )  + l -а  = (a- l )  (a� + а-2) = 
. = (а- 1 )2 (а + 2) . 

П р и  всех значени я х  а , !<роме а = 1 и а = -2, оп реде

литель системы не равен нулю и ,  следовательно, система 

имеет единственное решение. П р и  а = 1 система равно

сильна одному уравнени ю  с тремя неизвестнымИ 

x + y + z = l , 

которое имеет бесконечное множествО решени й .  

Докажем, что при а = -2 систем,а н е  и меет решен и й .  

Допустим п роти вное: п усть (хо; уо; zо) - решение. Тогда { -2хо + уо + го = 1 , ' 
хо-2уо + го = -2, 
Хо + уо-2го = 4. 

Сложив почленнО эти три уравнени я ,  получаем 0 = 3, 

т. е. сделанное предположение неверно. 

Ответ: при а = -2 система решений не и меет , п р и  

а = 1 система имеет бесконечное множествО решени й ,  п р и  

всех остальныХ значе н и ях а система имеет единственное 

-решение . ... 
2 .  Системы линейнЫХ уравнений с n неизвестными. 

Рассмотрим систему т линейных у равнений с n неизвест

ными. При большоМ числе н�извеСТНblХ и уравнен иЙ1 
1 1 1 



неизвестные обозначаются одной буквой с р азными и н
дексами ,  нап ример 

8 коэф�ициенты у равнен и я - буквой с двумя и ндексами , 
например 

ai/, где i = 1 , 2, . . .  , т , i = 1 ,  2, . , . , n. 

Здесь первый и ндекс обозначает номер у равнени я ,  а вто
рой - номер неизвестного, п р и  котором стоит этот коэф
фициент. 

В таких обозначениях система трех линейных урав-
нений с тремя неизвестными имеет вид { al1xi + a12xz + а1зхз = Ь1 , 

а21Х1 + а22Х2 + а2зхз = Ь2, 
аЗ1Х1 + аЗ2Х2 + аззхз = ЬЗ' 

Система т линейных у равнен и й  с n неизвестными 
имеет вид { al1xl + a12xZ + . . . + а1"Х" = bi ,  

aZ1X1 + a2ZX2 + . . .  + а2"Х" = Ь2 , 

a'�lx
'
l -+- a�nZ�2 + : . : -+- a�n,,�,,

' Ьrn'. 
( 1 ) 

Заметим, что число неизвестных n и число у равне
ний т в общем случае между собой никак не связаны. 
Возможны все три случа я :  

т = n,  т < n,  т >  n.  

Решением ура6нения t n неизвестными Xi ; Xz' • •  " Х" 
называется любая конечна я последовательность из n чисел 
(с1; Cz; • • •  ; сп) така я ,  что п р и  Х1 = С1 ,  Х2 = CZ, • • •  , Х" = сп 
уравнение п ревращается в верное числовое равенство. 

РешеНllе.М сисmе,и.ы О )  называется любая к(щечная 
последовательность из n чисел (с1 ;  С2; • • •  ; С") , котор а я  
я вл яется решением каждого из уравнен и й  системы. 

Как и системы с двумя и тремя неизвестными , си
стемы т линейных уравнени й с n неизвестными решаются 
методом исключения неизвестных. 

Решение системы и з  т уравнений с n неизвестными .. 
исключением одного из неизвестных всегда сводится 
к решению системы из т - l  у равнений с n - l  неизвестными. 
1 1 2  

I 

емы и з  четырех у равнений 
В частНОСТИ , решение сист 

решению системы 
ьмя неизвестныМИ сводится к 

с четыр u С тремя неизвестными. трех уравнении 
П р и  м е р 1 .  Решить систему 

Х - 4х + 3хз -2Х4 = - 1 , 
1 2 

- 3 3x1 + Z'Xz- 2хз + XJ - , 

{ 2Хl + Xz - 4хз + 3х J = -4, 

2Xl + 4х2- 2ХЗ- 3Х4 = 6. 

ретьего и четвертого уравне-
6. Сначала из первого , т 

Для этогО второе уравне-
- н иЙ исключаем неизвестное :l�очленно и з  третьего урав

н ие умножи м  на 3 и вычте 
е авнение умножим на и2 

нения ,  а затем снова второ ур 
и первого уравнении. 

ем почленно и з  четвертого 
И вычт . 
получим следующУЮ систему. 

1 4х2 - 1 1хз + 7Х4 = 6, 

I 
{' xl- 4xz + 3хз - 2Х4 = -1 ,  

1 2х2 - 8хз + Х4 = 8, 
9х - 1 0хз + 7Х4 = -2, 2 

ной системе. 
р а вносильную Д�H темы сводится к решению системы 

Решение этои сис 
й С тремя неизвестнымю 

трех последних уравнен и  . { 1 4Х2 - 1 1Хз + 7Х4 = 6, 

1 2х - 8ха + х4 = 8, 

9xi - 1 0хз + 7Х4 = -2. 2 • 
ь В предыдущем параграфе. 

Такие системы уже решаЛИ
х

С
методов например методОМ м и з  и звестнЫ , 

2 - О Решив ее одни 
ных найдем Х2 = 2 ,  ХЗ = , Х4 - , 

исилючения неизвест , 
а затем из у р авнени я 

4 V + 3Х - 2х. = - 1  
Хl- " 2 3 • 

тельностЬ и з  четырех чисел 
Таким ?бр азом .. пос::���м данной с истеЫЬ1 , и ДРУ Г ll Х  

( 1 ; 2; 2;  О)  является р 
решений нет. ... 

Ответ: ( 1 ; 2; 2; 0) . _  

8 АJlгебра, q. 1 



П р  Ii 1\1 е р  2. Решить с истему { Xl -хз + 2Х4 = 6, 

X1 + X2 - ХЗ + х4 = 4, 

2x1 - X2 + 3Ха - 2Х4 = 1 ,  

3x1 -X2 + ХЗ - Х4 = О. 

(2) 

\ 6. Пр именим метод Гаусса. В пе в 
ФllциеllТ при Х1 не равен О (если бы gH О:Кiз����е��:н���-

Е качестве первого уравнения следовало бы взять то
' 

в котором он не р а вен О) . Исключим неизвестное х
'
· 

из третьего и четвертого уравнений системы 
Д 1 

первое уравнение систеМbI вычтем из BTOPOГ� YP��H:���� 
первое ур авнение системы умножим на 2 

' 

третьег 
и вычтем и з 

3 

о у р а внен и я ;  первое уравнение системы у множ и м  
lIa и вы чтем из четвертого уравнени я . 

Получ им систему ,  ранносильную данной: 

( Х1 -Ха + 2х( = 6, 

I Х2 -х, = -2, 

'-Х2 + 5хз - 6х. = - 1 1 ,  

-Х2 + 4хз - 7Х4 = - 1 8. 

Исключим Х из третьего 
стемЬ! (3) .  

Д.1!Я 2этого слож им 
и 

B
��T:PTOГO уравнен и й  с и-

сначала с третьим , а затем с чет:ерты�а внение системы 

В результате получим систему , равн осильную да нной: 

{ Хl -Ха + 2Х4 = 6, 

х2 - х4 = -2, 
5X8 � 7Х4 = - 1 3, 

(4) 
4хз - 8Х4 = -20. 

Исключим теперь неизвестное х 

ура ннен и й  с истемы (4). для этог� и: третьего и четвертого 

стемы (4) разделим на 5 
ретье ура внение си

, у множ и м  затем на 4 и 
из четверто"го ура внен и я .  

Dы чтем 
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Получим треугольную с истему ,  равносильную да нной : 

( х1 -хз + 2х. = б, 

X2 - �4 = -2', 
5хз -7х4 = - 1 З, 1 

I 
.L 

12 48 
':- "5 Х' = - "5 ' 

(5) 

Найдя и з  четвертого уравне н и я  с истемы (5) Х4 = 4 ,  под

став и м  это значение в третье уравнение системы и н айдем 

Хз = 3; и з  второго у равнения системы находиМ Х2 = 2, а и з  

п ер воГО - Хl = 1 .  Решением с истемы будет последователь-

ность ( 1 ; 2; 3; 4.). 
Ответ: система и меет еДИНС"l'венное решение ( 1 ; 2 ; 3; 4). 
П р и  м е р 3. Решить систему \ Xl + Х2 + Хз + X� = 2 , 

2x1 + 3Х2 + Ха + Х4 = 6 , 

XL + Х2 - Хз = 4. 
6. Реш и м  эту с истему трех ураDнен и й  с четырьМЯ неll3-

вестныМИ методОМ Гаусса. Из второго уравнени я  вычтем 

почленно первое ур авнение , предвар ительно у множенное 

на 2, из третьего уравнен и я  вычтем пер вое. Получиt\\ 

тр�у голыlю ю систему уравнений \ Хl + -"2 + ХЗ + Х4 = 2 , 

х2 -хз -х4 = 2 , 

- 2хз -х4 = 2 , 

р авносильную исходной системе. Положив Х1 ::;=  с, где с 

произвольное ч ислО , из третьего уравнен и я  системы на-

с 
с 

ходим Хз = - 1 -2 '  из второго на ходим Х2 = 1 + 2 '  i\з 

первого получаем Xt = 2 -с. Таким обр азом, любая после

дователь ность из четырех ч нсел ( 2 - с; 1 + � ; - 1  --f ; с ) , 

где с Е R ,  явл яетс я решением да н ной системы, и др угих 

решений система не и меет. 

Ответ: с истема имеет бесконечное множество решен и й  

( 2 _ с; 1 + � ; -1 -� ; с) , с Е R. А 

в о п р о с ы  д л я к о н т р о л я 

1 .  Что называется решением системы трех ли неи'ных уравне Н И I"1 

с тремя неизвестными? 

2. В чем заключается метод Гаусса? 

3. Запишите формулы К рамера для решения системы трех ;IИ-

Heii ных у равнений с тремя неизвестными. 

4. В како'>l случае формулы Крамера для реше н и я  системы 'Т рех 

ли ней ных у равнений с тремя неизвесТliЫМИ неп рименимы? 

5. Приведите пример какой-либо системы трех л и нейных уравне

ниii с тремя неизвестныМИ, которая а) имеет единственное решение; 

6) имеет бесконечное множество решен н и ;  в) не и меет реше Н И I"I . 

1 15 
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6. Как записывается линейное 
щем виде? . 

уравнение с. n неиз!!естными в об-

7. Что называется реш 
8 Ч 

ением уравнения с n неизвестными? 
. то называется решением системы т уравнении· с 

вестными? 
n неиз-

9. Может ли однородная система т уравнений с n 
не I1меть 1 IИ одного решения? 

неизвестными 

Упражнения 

3.26. Решите следующие системы: { Зх- у+ г - 4= 0, 
1) х+2у- г- 4=0, 

{ Х+2У- г= 7, 
2) 2х- у+ г= 2, 

2х+ y+2z- 1 6=0; Зх-5у+2z=-7' { х-2у+2г =-5 { х+2у+Зz- IЗ� 0 , 
3) 2х+ у- г=5, , 4) 3 , х+2у+2г- 1 6=О 

7х+ у- г= 10; 4х-2у+ 5г- 5-0 
3 .27. Решнте следующие системы: 

- . 

1) { 2;�= 2::��;:: �'l , 2) 
{ 2Хl -ЗХ2+ хз= 2, 2Хl + Х2-4хз=9, 

4Хl + Х2-5хз =9 ; 6 Хl -5Х2+2хз= 17; { ХI +2Х2- хз= 9, 2 
З) 2Хl- Х2+ЗХЗ =  1З� . I ХI + Х2-Зхз=- I . 

3 
4) \ XI -ЗХ2+2хз= Щ 

Хl +2х2- 5хз=- 1 ; t ЗХl- 4Х2- хз= 5. 
3 . 28. Определите, имеют ли { 3х+4у+ 1 =0. 
1 ) 2х-5у-ЗО=0, 

4x+2y- 12= 0; . 
�.29. Прямая зада на 

решение следующие системы: { Зх- у=З. 
2) 4х+7у = 4, 

- х+6у=9. 
уравнением 

4х-5у- l = 0. 
'Уста новите, проходит ли она через 

заданных уравнениями 
ТОЧКУ пересечения прямых. 

2х+Зу- 17 = 0, 
x+2y- l О=0. 

3.30. Решите системы четырех линеЙ IJЫХ 
неизвестными:  

уравнений с четырьмя 

1 16 

3 .3 t. При каких значениях а система уравнений { х+ау+2г=0. 
2х+ у+3г=0, 
4х- у+7г=0 

llMeeT единственное решение? 

3.32 • .  При каких значениях а система уравнений { 8х+ у+4г=0, 
ах- у+ г=О. 
а2х+3у+2г=0 

имеет бесконечное множествО решений? 

§ 11. Н еравенства и системы неравенств 

1 .  Неравенства с одним неизвестным.  Неравенство 

вида f (х) < g (х) или f (х) :::;;; g (х) . где f (х) и g (х) - неко
торые функции ,  н азывается неравенством с одним неиз

вестным х (или с одной переменной х) . 

Неравенства вида f (х) < g (х) называются строгими . 

а неравенства вида f (х) �g (х) - нестрогuми. В дальней

шем все определения и утвержден ия , как правило, будут 

формулироваться для строги х  неравенств. 
Ч исло а называется решением неравенства с одним 

неизвестным. если п р и  подстановке числа а вместо неиз

вестного в lIеравенство получаем верное числовое нера-

вепство. 
В этом случае говорят.  что число а удовлетвор яет 

неравенству f (х) < g (х). 
Н апример ,. число О я вляется решением неравенства 

2х +  1 >  О .  так как 2 · 0 + 1 = 1 > О ,  а Ч,исло - 1  не я в

л яется решением. так как 2 . (- 1 ). + 1 = - 1  < О. 

Требование «решить данное неравенство» означает 

найти все решен и я  Эl 0ГО неравеllства или показать , что 

оно не имеет решений .  
П р и  м е р  1 .  Реш ить неравенство 

3x- l  > О. 

6 Очевидно, что если некоторое число удовлетворяет 

данному нер авенству, то оно удовлетворяет и неравенству 

х >  � , и нзобораг. Следовательно. любое �нсло, удовлет-
1 

вор яющее неравенству х >  '3 '  я вляется решением дан-

ного неравенства , и других решений оно не IIмеет, 

Ответ: (� ; + 00 ) • А 
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1 Ответ можно зап и сать и так : х > 3" '  Такая запись 
ответа также я вл яется п равильной и допустимой. 

П р и  м е р 2. Решить неравенство x� < О. 
6:. данное неравенство не и меет решени й , так как квад

рат любого действительного числа больше нуля (если 
х =F О) или равен нулю (если х = О) . 

Ответ: решени й  нет. & 
два неравенстаа наЗblваются равносильными (или экви

валентными) , если они имеют одно и то же множество 
решений. Другими словами , два неравенства называются 
равносильным и ,  если каждое решение первого неравенств,," 
явл яется �ешением второго и каждое решение второго 
неравенства является решением первого и л и  если оба 
неравенства не имеют решений.  -

Например,  неравенства 3x- l > О и 6х > 2 равно
сильны. Неравенства х2 > 1 и х > 1 не являются равно
с ильными , та,К как,  например , число -2 является реше
нием первого нерав<:нства и не явл яется решением второго 
неравенства . 

Пусть заданы два неравенства f1 (х) < gl (х) И f2 (х) < 
< gz (х). Е сли любое решение первого неравенства 
я вл яетс я решением и второго 1lеравенства,  то второе нера
венство называется следствием перво�о. В этом случае 
бу дем писать 

f 1 (х) < gl (х) => f 2 (х) < g2 (х). 

Например , неравенство х2 > 1 явл яется следствием 
неравенства х > 1 ,  т. е.  х > 1 � х2 > 1 . 

Очевидно, два неравенства равносильны, если каждое 
и з  них является следствием другого. В этом случае будем 
п исать 

Например,  
3х - 1 > О � 3х > 1 .  

докажем несколько теорем о ра ВНОСI1ЛЫIOСТИ нера венств. 
1 ) Нершзенство f (х) < g (х) РМ/.jосиЛЫiО неравенству 

f (x) -g (х) < О, �. е . 
f (х) <  g (х) � f (х) -g (х) < О. 

о Действительно, если хо - решеlJl Jе первого неравен
ства , т. е . f (хо) < g (хо) , то f (хо) -g (хо) < О, т. е. хо -
решение второго неравенства. И наоборот, если хо - ре-
Н8 

о х - решение первого не
шение второго неравенства ,  т о 

равенства. что АналогИЧНО доказывается , 

f (X) < g (x) # g (x) -f (x) > О . • 

тельное то неравенсmао 
2) Есла число т · n::р

О:::н'сmау т; (х) < mg (х) ,  т. е .  
f (х) < g (х) равносильно  

, 
• т! (х) < mg (х) � f (х) < g (х) .  

Если же т <  О ,  то 

т! (х) < mg И # f (х) > g (х) . 

О Из свойств ч исловых неравенств сле 
О Пусть т > · 

f (х ) < g (хо) , то m! (хо) < mg (хо) 
дует: если хо такое , что о что если хо - решение нера· 
и наоборот. Это и означает, 

решение и неравеНСТВа 
венства f (х) < g (х) , �o СJ:е�овательно , '  mf (х) < mg (x)� 
т! (x» mg (х) , и н_аоБОРО >. о АналоГИЧНО доказывается , 
� f (х) < g (х) , есл и  

f
m
(x) > 'g (х) если т < О. .  . 

что mf (х) < mg (х) # 
а 

'
Не равенства с модулем. 

2 . линейные HepaBeHCT:B�IIC1Ba подробно изучаЛИСI , 
Ли нейные и квадратные нер 

вующие оп ределени я  и ме
в школе. Напомни м  соответст 
тоды решен и я . 

Неравенства вид� 

ах + Ь > рх + q или ах + b ;i:  рх + q,  
ела называютсЯ лuнеЙНblj,tLl . 

где а, Ь ,  р, q - �екотор:�е
ра:�нст�а являются л и нейными 

Обе части линеи ноГО 
фу нкци ями . 

и неи" ных неравенств сводится к решению 
Решение л 

неравенств вида 
ах > Ь и ах < Ь ,  

И Ь _ некоторые числа .  Очевидно, что 
где а 

1 )  есл и  а > О, то 
ь 

ax > b � X > a '  
ь 

ax < b � x < а '  

Решений неравенства ах > Ь являе:гся 
т. е. множеством 

( Ь . 
) а множеством реше

бесконечный и нтервал а '  + 00 , 

• ( . !2.) . < Ь _ бесконечный и нтервал - 00 ,  а ' 
н и й  неравенства ах . '  119 



2) если а < О ,  то 

ax > b � x < �  а ' 

ax < b � x > �  а ' 

т. е .  множеством решений  неравенства ах > Ь 
(

является 
Иl lТервал -00' � )  

ь 
' а ' а неравенства ах < Ь - интервал (й ; + 00 ) . 

Случай а = О, т. е. неравенства вида о ·  х > Ь и о ·  следует рассмотреть особо. действrнельно есл и  Ь > Хо< Ь,  
неравенство о ·  х > Ь не имеет вешений 

' , то 
о .  х < Ь У 

t' ,  а неравенству 
Ь О 

довлетвор яет любое действительное число Есл < , то неравенство о· х < Ь не имеет решени .
' и 

�ellcTBl О 'оХ > Ь удовлетвор яет любое д€йствитель:�/ 
ч:���-

сли = , то неравеllства О · х  > Ь и о · х  < Ь � 
не имеют. решеll И И  

П р и  м е р 1 .  Решить неравенства: 
а) 2х + t > � x-2' 2 ' 
б) х +  1 > х +  2;  
в) 2х + 2 >  2х + 1 .  
6. а) -2х + 1 > ; х-2 � .� х > -3 � х > - 6; 
б) х + 1 > х + � � о ·  х > 1 ; следовательно данное равенство решении не имеет' 

, не-
в) 2х + 2 > 2х + 1 � о ·  х '> - 1 ;  следовательно _ ному неравеllСТВУ удовлетворяет любое де . 

' дан 
число т е иствительное • ' . . множество решений - это множество R деиствительных чисел . •  ' всех 
. П.р и м е р  2. Решить неравенство 2х + I х I < 1 6. данное неравенство не является линейным

' 
о его

. 
решение сводится к решению линейных не ' aB:��;�

O 
Деиствительно, . если рассматривать только 

р 
� о . 

2х + I х I = 3х и ,  следовательно,' данное HepaBeH�;;O �p 
то 

ни  мает вид 3х < 1 .  Его неотрнцательными решения�� 
будут все числа из промеЖУТI<а [ о; +) . 

Пусть теперь х < о; тогда 2х + I х I =2х-х= х  ное неравенстно п ринимает вид х < 1 .  Его 
и дан-

ными б отрицатель-решени ями удут все числа х < О. 
!20 

ОбъеДI! НИВ неотрицательные и отрицательные решения 
1 

данного неравенства , получим ,  что любое число х < 3 
511:!ляется решени ем и других решений нет. 

I Ornвeт: х < 3 . • 

П р и  м е р 3. Решить неравенство 

, х-;- 1 \  < \ х + 2 1  + 1 .  

6. Разобьем числовую прямую на три промежутка: 
х < - 2,  -2 � x < 1 ,  x � l . 

Если Х < - 2 ,  то данное . неравенство принимает вид 
- Х + 1 < --:-х - 2 + 1 , т.  е .  О ' Х  < - 2. Отсюда следует, 
что на п ромежутке ( - 00 ;  -2) решени й  нет. 

Е сли -2 � х < 1 ,  то данное неравенство принимает 
вид - Х +  1 < х + 2 +  1 ,  т. е. 2х > -2,  откуда x > - I .  
Поэтому на  промежутке (-2; 1 ) решением будет любое 
x E ( - I ; 1 ) . 

Если х � 1 ,  то данное неравенство п ринимает- вид 
х - l  < х + 2 + 1 ,  т. е. О · х  < 4. Поэтому на данном про
межутке решением неравенства будут числа х � 1 .  

Объединив  полученные решени я ,  получим множество 
всех решен и й: х > - 1 . 

Ответ: х > - 1 .  А 
3. К вадратные неравенства. Неравенства вида ..... 

ах2 + Ьх + с > О, ax� + Ьх + с < О, 

где а, Ь ,  с- некоторые числа , причем а =/= О, называются 
квад ратными . 

Известно, что если ДИС I<РИМИllант квадратного урав-
нен и я  D > О, то квадратный трехчлен можно представить 
в виде 

<де x1 , х2- корни  квадратного уравнения  

ax� + Ьх + с = О .  

Если D = O, то 

ах2 + Ьх + с = а (х-хо)2 , . 

( 1 ) 

где xo = X1 = Xi- корень квадратного уравнения ( 1 ) .  
Если D > О, то квадратична я функция у -.ax� + Ьх + с 

обращается в нуль в дву х точках Х = Х1 и Х = Х2 И в этих 
точках меняет знак .  Действительно, пусть для опреде-

1:;: 1 



--
ленцости Х1 < Х2; тогда 

(Х-Х1) (X - Xz) > О, если Х < х 
( 

l '  
Х-Х1) (х-х2) < О, если Х1 < Х < Х2> 

(Х-Х1) (х-х2) > О, если Х > Х2. 
l' 

(
С�ед

+
оват

)
ельно, если D > О,  то на и нтервалах (-00' х )  ' -"2 '  00 . ' 1 

ах2 + Ьх + с > О, если а > О, 

ax� + Ьх + с < О, если а < О,  
а на и нтервале (х1 ;  х2) 

ах2 + Ьх + с <  О, если а >  О, 

ах2 + Ьх + с > О, если а < О. 

б 
Если D = О ,  то квадрати чная функци я у = ах2 + Ьх + с 

о ращается в н уль только в одной точке х = хо и не ме
н яет знака : 

ах2 + Ьх + с  > О, если а >  О, 

ах2 + Ьх + с < О, если а < О, 

дЛЯ любого х =1= Хо' 
Если D < О, то квадратное ура вне ( 1 )  

действительных корней 
ние не имеет 

У = ах2 + Ьх +  б ' 
т . е. квадрати чна я функци я 

с не о ращаетс я в нуль и н 
а и менно' ах2 + Ь + > О 

е мен яет знака 
. х с , если а > О и ах2 + Ьх + < о' если а < О,.  дЛЯ любого х Е R. ' 

с ,  

. П р и м е р 1 .  Решить неравенства ' ,-
а )  х: - 5х- 6 > О; б) х2 - 5х-6 < О; 
в) x" - 5x - 6 � О; г) х2 - 5х-6 � О 
6. а) Квадратное уравнение х2 5х '  6 О 

I<ОрII Я :  Х1 = - 1 , Х2 = 6. Следовательно -
= и меет два 

, . 

х2-5х-6= (х+ 1 )  (х - 6), 
поэт

б
о
)
му

. 
х2 - 5х - 6  > О, если х < - 1  или х >  6. 

х" - 5х- 6  < О, если - 1  < х <: 6. 
в) Чтобы решить нера венство х2 - 5 '( - 6 2 0 � решени я м  неравенства а )  П Р ltсоеЩ1Н IIТЬ еще �f('�a 

HY�H� 
, которые такж� явл н ютr:я решеНН ЯШf да нного 

венства . '<::ледователыю, х ::;;- 1  11 Jl 1 1 х � 6: 
нера-

г) Из б) и в) следует ч то - 1  & '( ---- 6 ... 
П р � 2 'Н . ' """, . � . -

1 М е � . a llTl1 интервалы 3f lЭl<опостоянства 
квадратичнои ФУIJlЩНlJ у = -2.\ z - 7x + 4. 
1 22 

6. Уравнение _2х2 -7 х + 4 = О и меет два кор н я :  Х1 =

:;;::: -4, Х2 = 0 ,5 . Следовательно, У � -2 (х + 4) (х- 0,5) . 

и поэтому, если х < -4, то У < О; если -4 < х < 0,5, 

11'0 у >  О; если х > 0,5 ,  то у < О. 
Ответ: п оложительна на и нтервале (-4; 0,5) и отри .. 

цательна вне отрезка [-4; 0,5] . " 
П р и  м е р  3. Решить неравенства: 
а) _х2 + 6х - 9  > О; б) _х2 + 6х- 9 < О; 

в) _x2 + 6x - 9 � 0; г) _х2 + 6х - 9 :;:;;; 0. I 
6. Очевидно, что _х2 + 6х- 9  = - (х - 3)2. Следова-

тельно, _х2 + 6х-9 < 0  для любого х =l= 3  и -x� + 6x-

- 9 = 0  для х = 3. 
Ответ: а) решени й  нет; б) любое Х =1= 3; в) х = 3; 

г) любое х Е R. " 
П р и  м е р 4. Решить неравенства: 
а) х2 + 6х + l 0 > 0; б) х2 + 6х + l0 < 0; 
в) х2 + 6х +  1 0 � 0; г) х2 + 6х +  1 0 :;:;;; 0. 
6. Квадратное уравнение х2 + 6х + 1 О = О решений не 

имеет. Следовательно, квадратичная фун кция у = х2 + 
+ 6х + 1 0  нигде не обращается в нуль и не меняет знака. 

Так как у >  1 0 п р и  х = О, то х2 + 6х + l 0 > 0  для лю-

бого х Е R. . 
Ответ: а) любое х Е R; б) решений нет; в) любое 

х Е R; г) решений нет. " 
- 4. Рациональные неравенства. Неравенства вида 

Рl (х) < Р2 (х) 
Q l (X) Q 2 (X) ' 

где р 1 (х) , Ql (х) , Р 2 (х) - И Q2 {X) - некоторые многочлены, 
называются рациональными. Простейшими примерами ра

циональнЫХ неравенств являются линейные и квадрат-

ные неравенства . 
Методы решен и я  рациональных неравенств п р оилл!Ост-

рируем на л ри мерах. . x+ l 
П р и  м е р  1 .  Решить неравенство х - 2 > 1 .  

6. Данное неравенство равносилъно неравенству 

х + l . 3 
-2- 1 > О, т. е. -2 > О, 
Х - • х-

1 1  поэтому любое число х >  2 является решением и дру

гих решений нет. 
Опюет: х >  2. " 

П р и  м е р  2. Решить неравенство �+ � > 1 .  
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( /:::, Очевидно, что 
x+ l > 1 �

x+ I _ 1 > o �
2x- I  > О. 2�x 2-х 2-х 

Отношение двух чисел положительно тогда · и только 
fQгда , когда числитель и знаменатель одного знака. ПоfТOMY и з  последнего неравенства следует, что если 
Ix- 1  > О ,  то и 2 -х >  О, т. е.  Х должно удовлетворять 

1 рум неравенствам Х > 2" и х < 2. Следовательно, любое 

'lИсло из и нтервала ( �  ; 2 ) является решением. 
Если же _2х- 1 < О, то и 2 -х < О, т. е. Х должно 1 удовлетворять неравенствам х < 2" и х > 2 .  Очевидно, 

.,.0 таких ч исел нет. 
1 

Ответ: 2" < Х < 2. А 
П 3 Р x2+x- l -Р и м е р . ешить неравецство . x- l  < 2х + 1. 
6. x� + х- 1 < 2х + 1 � 

x� + х - 1  2х - 1  < О � x� l х- I 

� 
-x� + 2х < О � 

х (х -2) > О � х- I х- I . 
� x (x-2) (х - 1) > О. 

Решая последнее неравенство методом интервалов (рис. 1 2) , 
получим О < х < 1 ,  Х > 2. А 

е Q ' 6 ?  
Рис. 12 

5. Системы неравенств. Ч исло а называется решением 
ам;темы Hepaвeн,cmв с одним неUЗ8естным, если оно я вля
l'I'Cя решением каждого неравенства системы. 

Например, число 1 является решением системы двух 
.равенств { х2 + х- 1 > О, 

t х + 2  > О, 

а число -2 не является решением этой сис темы, так как 
оно не я вляется решением второго неравенства, хотя и 
явл яется решением первого нера венства. 
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Решить систему неравенств - значит найти множество 
всех решений системы. 

Две системы неравенств называются равносиЛЬНЫАtu , 

если они и меют одно и то же множество решени й .  
П риемы решений систем неравенств рассмотрим на 

конкретных примерах.  _ 
П р и  м е р 1 .  Решит!> систему неравенств 

{ 3х < х +  2 , 
< 1 
L X + 1 < 2" x + 2 . 

/:::, .ц,анная система 
f х < 1 ,  равносильна системе '\ 2 t х < . 

Ответ: х < 1 .  & 
П р и  м е р 2 .  Решить си.стему неравенств { 2х +  1 > х + 2, 

х- 1 > 2х. 

6. Данная система нер авенств равносильна системе { Х >  1 , 
- 1  > Х, 

:гак как каждое неравенство системы заменено 

равносильным неравенством. Полученная система не имеет 
решений , следовательно, и дан ная не имеет решений . & 

П р и  м е р  3. Решить систему неравенств { x2 - 3x + 2 � 0, 
x-x� + 2 � 0. 

6. Данная система равносильна системе { ,  (x- 1 ) (x- 2) � 0, 
- (х + 1 ) (х- 2) � О. 

Решая первое неравенство системы методом и нтерва
лов, получим (рис. 1 3) х � 1 или х � 2. 

1 
Рис. 13 

2 

� 2 
Рис. 14 

Решая второе неравенство системы, получим (рис. 1 4) 
- 1  � x � 2. 
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Объедин я я  найденные ч исловые промежутки ,  получим 
- 1 � x � 1  и х = 2. А  

П р и  м е р 4. Изобразить на координатной плоскости 
хОу множество решений системы неравенств { y � x + 3, 

y � -x + 3. ( 1 ) 

6. На координатноfl плоскости хОу множество всех 
решений неравенства у � х + 3 изображается в виде мно-

!J .у 

J 3 

-J з 
о о х 

Рис. 15 Рис. 16 

жества точек I'IOлуплоскости , лежащих выше (над) пря мой 
lI = x +  3 и на это(J· 'Пр ямой (рис. 1 5) .  
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Аналогично, множество решений неравенства у � 
�-x + 3 изображается в 

J 

-3 
о 

. ,  
Рис. 1 7  

J 

виде ЩlOжества точек полу
. плоскости , лежащих н иже 
(ПОА) прямой У = -х + 3 и 
на ЭТОЙ пр ямой (рис. 1 6) . 

Ясно, что системе нера
венств ( 1 )  удовлетворяют !{о
орди.наты тех и только тех 
точек ,  которые пр инадлежат 
пересечениio множеств точ·ек . 

задаваемых каждым из . II�
ох равенств сис темы (на рис. 1 7  

искомое множество · riOKPbITO 
двойной штриховкой) . '"  

П р и  м е р  5 .  Ре.шить с истему неравенств { 2у -3х + 5 < О, 
3y + 4x- l  > О. 

� 1 )  Выражаем у из каждого неравенства системы: { 2у < 3х- 5, 
3у > - 4х + 1 

( 3 5 t Y  < '2 Х- '2 '  
и ли 4 1 

У > -3 Х + з' 

з 5 4 1 
2) Строим п рямые У = '2 х-'2 и У = -з х + з· 

3) Первому неравенству системы будут удовлетворять 
координаты всех точек полуплоскост и ,  лежащих ниже 

з 5 
прямой У = '2 х - '2 ;  ВТ.ОрОМУ неравенству системы будут 

удовлетворять коорди наты всех точек плоскости , лежа-
u 4 + 

1 
щих в ыше прямои у = -з х 3' 

4) Данной системе неравенств удовлетворяют коорди

наты тех и 'Fолько тех т{)чек ПЛОСiЮсти , которые явли-
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ются общими для первого и второго из указанных мно
жеств точек ( на рис. 1 8  искомое множество точек по
крыто двойной ШТР ИХОВКОЙ).  & 

В о п р о с ы  д л я  к о н т р о л я 

1 .  Что называется решением неравенства с одним неизвестным? 
2. Какие два неравенства называются равносильнымиr 
3. В каком случае одно неравенство является следствием другого? 
4. Какое неравенство называется линейным? 
5. Какое неравенство называется квадратным? 

( б. Приведите пример квадратного неравенства, которое не имеет 
решений. 
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7. Дайте определение рационального неравенства. 

Упражнения 

8.33. Решите неравенства: 

1) 5 (х - 1)  -х (7 -х) < х2 ; 2) (х -З)� < х (х + 2) +81 
3) З - 2х+ в бх + 2  -

5- > -
2
- - Х ; 4) 5 х 7 4х + 1 -з < '2 - -В- ' 

3.34.  Решите неравенства: 

1 ) х +  1 < 1 х 1 ;  2) 1 3х- 9 1  > 4х - 5; 
3) 1 3х -б l < х + 2; 4) - 3 1 х + 20 1 < - 20; 5) I x + 3 1 > l x - 2 1 ;  б) 1 3x -2 1 - 5 < l x + l l' 
3.35. Решите неравенства: 

1) х� + х- б � О; 2) x� - 2x + 3 � 0; 
3) 3х� - 19х + б  < О;  4)  x� + 9  < бх; 
Б) 2x� + 3x- 5 � 0; б) x (x + 5) < 2 (x� +2) ;  
7) бх� -7х + 2  > О; В) (х + 4) (х + б) < б (Х + Q) ,  
3.36. Решите неравенства: 

2х - 1  х+ l 1) -- + 1 < О' 2) - > 3' 2х - 3  ' х + 2  ' 
1 -3у 1 2 3 3) 3 - Ву +2 > О ; 4) 2х - 1  > 3х - 4 ; 
z- 1  z- 3  б -у 2 5) 4z + 5 < 4z _ 3 ; б) У - б < '3 '  

3.37. Решите системы неравенств: 

1 )  { 
3) { 

х+ 2 > 2х + 3, 
2х+ 3  > Зх + 5; 

3 2 (2х -3) < Бх - т ,  

lбх - В  вх - 5 < -- ' 2 ' 

. 2) { 
4) { 

Зх- 5 > 23 - 4х, 
7х+ З  < 9x- l ;  
4х- б 
-7- <  Х + З ,  

3х + В -4- > 2х + 4 .  

3.38. Изобразите на координаТllоii плоскости ХОУ множество ра.. 
шений каждой из следующи.х систем неравенств: 

1 )  { 
4) { 
6) { 
8) { 

2 
x+y � I ,  2) { x + y � 1 ,  

x � O ;  y � O ;  3) 2 { . <:; - , , +

4

. 
Y � '3 x + 4; 

5) { x � O, 
- 4 .,;;;: х � б, x+y - 2 � O, 
- з � у ..; 2; x-у+ l � О, 

х ..; 2 ; 
x- l � O, 

� {  
2�-y +2 � O, 

y- l � O ,  x- y� - 2 ,  
х + у - 3 :;;;. О ,  х ';;;;; 1 ,  

- бх - 7у + 42 � Оi 2х-у-З � 0; 
2х+у-2 > {), 
х - 2у + 2  < О.  

" .  §, .1 5. Понятие о задачах линейного програММ.ИРО8�Н·И Я  
" н.ачнем с рассмотрения одной простой задачи о .рере-

�озке хлеба. . . 
П р и  м е р .  Для снабжения �pex районов ГОРQда !(",е

�ЭМ имеются два хлебозавода. Первый район ежедневно 
П9требляет хлеба 26 т, второй - 1 4 т,  третий -:- 1() . т. 

Хлебозавод N!! 1 выпекает ежедневно 30 т хлеба , ' а хле
б.О�авоД N'l 2-� Т. Стоимость В рублях достаВКИJ  оди,ОЙ' 
тонны хлеба с каждого хлебозавода каждому району ари-

-·ве.в.ена в таблице 

ХnебоэавоД 

3 
3 

Район 

2 

4 
5 

з 

6 
2 

Требуется .  составить наиболее экономный план (про
грамму) перевозки хлеба. 

/:,. Обозначим через х число тонн хлеба, которое бу. 
\Дет перевозиться с хлебозавода N'l 1 в первый район, а 
через у - ч исло тонн хлеба, которое будет перевозиться 
с этого хлебозавода во второй район. Тогда в третий 
район с хлебозавода N'l 1 будет перевозиться 30 -х -у тонн. 
Так как пеРВ�IЙ район ежедневно потребляет 26 тонн 
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хлеба, то 26 - х  тонн нужно доставлять с хлебозавода 
N!1 2. Аналогично с хлебозавода N!1 2 нужно доставлять 
второму району Н -у, а третьему району х + у- 20 -
тонн хлеба . 

Следовательно, ежедневный план перевозок хлеба 
можно представить таблицей 

РаАон 
Хлебоз�вод I I 1 2 3 

N2 1 х у 30 -х-у  -N2 2 26 - х  1 4-у х+ у - 20 

Легко видеть, что стоимость S всей перевозки равна 
сумме попарных произведений чисел из первой таблицы 
на соответствующие числа второй таблицы: 

S.= 3х + 4у + 6 (30- х-у) + 3 (26 -х) + 
+ 5 ( 1 4 -у) + 2 (х + у -20) , 

т. е. 
S = 288 - 4х - 5у. ( 1 ) 

u 
Так как количество хлеба , привозимого в данный 

раион города , не может быть отрицательным, то все числа 
второй таблицы должны быть неотрицательными :  

( x � O, 

I y � O, 
� 30 -x -y � 0, 

26 - x � O, l 1 4 -y � O, 
x + y -20 � 0. 

(2) 

Стоимость S можно рассматривать как функцию точ
ки М ,  координаты которой удовлетворяют неравенствам 
(2) . Множество всех таких точек я вляется многоуголь
ником ABCDE (рис. 1 9). Функцию S называют целевой 
функцией . 

Покажем, что целевая функция S свое наиме
}
iьшее 

значение принимает в одной из вершин МНОГОУГОЛЬНl.fКа 
ABCDE. 

Пусть функция S принимает значение о в некоторой 
точке М многоугольника ABCDE. Очевидно, что это же 
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,. . 
значение  она принимает во всех точках п рямой 1, задан·  

ной уравнением 
288- 4х - 5у = с. (3) 

в частности ,  стоимость S равна с в точках  пересече· 

ния прямой 1 с границей многоугольника A BCDE. 

у 

о :с 

Рис. 19 

Очевидно, что если при  некотором значении  с прямая 
(3) проходит через внутренние точки многоугольника 
A BCDE, то й любая п р ямая , заданная уравнением 

288 - 4х - 5у = с - б, 

при  достаточно малом б >  О также п роходит через вну

тренние точки многоугольника А ВСОЕ. Поэтому такое 

значение функции S не может быть минимальныМ, и ,  

следовательно, 
. наименьшее значение она принимает на 

I п рямых , заданных уравнением вида (3) , которые пересе

, каютСЯ только с границей многоугольника A BCDE. 

Легко видеть, что любая прямая ,  которая пересека

' ется только с границей многоугольника, обязательно 

п роходит через его вершину. Отсюда следует, что целu
евая 

функция S принимает наименьшее значение в однои из  

, вершин многоугольника АВСОЕ. u 
Найдем теперь значения  S в каждои из  вершин мно-

гоугольни ка АВСОЕ: 
( S (A) = 288 - 4 . 6 - 5 . 1 4 = 1 94, 

t S (B) = 288- 4 . 1 6 - 5 . 1 4 = 1 54, 

S (С) = 288 - 4 ·  26 - 5 · 4 = 164 ,  

S (0) = 288- 4 . 26 =  1 84,  

S (Е) = 288 - 4 · 20 = 208. 13 1 



Отсюда видно, что наименьшее значение S равно 1 54 
и принимается в точке В,  т. е. при х =  1 6, у =  1 4. 

Таким образом, самый Эl<ОНОМНЫЙ план (самая эко
номная  программа) перевозки хлеба задается следующей 
таблицей : 

. 
Район 

Хлебозавод I I I 2 3 

N� 1 16 14 О 
М 2  10 . '  О . 10 

Заметим , что наибольшее значение стоимости S равно 
208 и при нимается в точке Е (20; О). Соответствующий 
план переВОЗ0� является самым дорогим . По сравнению 
с ним самый экономный способ перевозки дает экономию 
в 54 рубля ежедневно, а за год около .20 тысяч рублей . & 

Мы рассмотрели простейшую транспортную задачу. 
Многие вопросы экономики и плани рования сводятся к 
подобного рода задачам. 

Заметим,  что в рассмотренной задаче целевая функ
uи я является линейной функцией своих переменных и 
ограничения задаются линейными неравенствами. ПоэтtJму 
та кие задачи называются задачами линейного nрограмми
рования. Таким образом , задачи линейного программиро
ваНI1Я -это задачи нахождения оптимальных п роизводст
венных п рограмм в случае , когда целевая функция и 
ограничения линейные.  

Упражнения 

3.39. Найдите наибольшее значение функции S = 2, (х + у) при 
условии, что х и у удовлетворяют ограничениям:  j 3x-2y+6� О , 

'\ 3х+ y-3� 0. 
t 3-x � 0, 

3.40. Найдите наименьщее значение функции S =  1 2х+4у при 
�словии , что Х И у удовлетворяют ограничениям:  { x+y-2� O, 

y-x� O, 
2х- I � О, 
4-y� 0. 

3.4 1 .  Два хлебозавода выпекают хлеб для трех населенных пунк· 
'I'ов, хлебозавод N� 1 выпекает ежедневно 40 т хлеба , хлебозавод 
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No 2-20 т. Населенный пункт N� I ежедневно. ПОТРеБЛЯ� go ТI0Л� 
б� , населенный пункт Nc;. 2-20 т, населенныи

ях П�Н�:ждого-ХЛеб; 
Стоимость доставки Од1l0И тонны хлеба в руб; • 
завода в каждый населенный пункт задана та лицеи 

Населенн ы!! пункт 

Хлебоза вод I I 2 I 3 

N� 1 3 4 5 
N� 2 3 5 2 

Требуется составить наиболее экономны й план доставки хлеба. 
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Г л а в а  4 

фун к ц и и .  ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ .  П РЕДЕЛЫ 

§ 1 6. Функции 

1 .  Понятие функции. Одним из важнейших математи
чеСI{ИХ понятий является понятие фун кции .  В этом по
нятии наиболее ярко воплощается материа,1IистичеСКqЯ 
при рода математики , ее тесная связь с различными яв
лениями реальной действительности .  

Вы уже знакомы с некоторыми конкретными видами 
функций:  линейной , I{вадратичной , рациональной и т. д. 

Дадим определение функции в общем виде. 
Пусть заданы множества А и В. Через х обозначим 

п рои�вольный элемент множества А ,  а через у - произ
вольный элемент множества В. Тогда , если каждому 
элементу х по какому -то правилу f поставлен в соответ
ствие Э-!lемент у' еди нственный для каждого х, то гово
рят ,  что на множестве А задана функция f со ЗНШlени
ями из .множества В,  и пишут { :  А -+ В или у = f (х) , 
х Е А .  Кроме f употребляют и другие обозначени я :  Р, g, 
(Р И т .  п. 

Например , запись 
у = х2 , Х Е [- 1 ;  1 ]  , ( 1 ) 

обозначает функцию, заданную на числовом отрезке 
[- 1 ;  1 ] ,  которая  каждому числу х и з  этого отрезка 
ставит в соответствие число у, равное х2• 

Пусть задана функция y = f (x) , х Е А .  Тогда х назы
вается аргУJ,tентом или независимой переменной ,  а у
значением функции или зависимой переменной. Множество 
А называется областью определения функции , а м ноже
ство всех у, поставленных в соответствие хотя бы од
ному из х, -J,mожеством значений функции. Область оп
ределени я  функции называют также областью значений 
аргумента или областью Ilзменения неза:9ИСИМОЙ пере
менной . 

Для фУНlщии у = х2, х Е  [- 1 ;  1 ] ,  областью определе
ния  является отрезок [- 1 ;  1 ] ,  а множеством здачений -
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отрезок [О; 1 ] . Для функции 
у = х2 ,  х Е [О; 1 ] ,  

областью определени я  является отрезок [О; 1 ] ,  а множе, 
ством значениЙ.-отрезок [О; 1 ] .  Для функции 

у = х2, х Е  R, 

областью определени я  является множество " R всех дей
ствительных чисел , а множеством значении -множество 
всех неотрицательных действительных чисел. 

2. Функции и отображения .  Если А и В - множества 
точек плоскости или пространства , то функция f : А -+ В 
называется отображением f множества А в множество В .  
Причем , если множество значений отображения f совпа
дает с множеством В, то говорят, что f отображает мно
жество А на множество В. В общем случае в множестве 
В' может быть элемент,  который не соответствует ни од-
ному элементу из множества А .  . 

Если при отображении  ' : А ......... В каждый элемент и з  
множества В поставлен в соответствие единственному 
элементу из множества А ,  то это отображение называется 
взаимно однозначным или обратимым. 

3. Ч исловые функции. Мы будем в основном изучать 
числовые функции ,  т. е. функци и ,  у которых область оп
ределени я  и мщ)жество значеН\lЙ я вляются числовыми 
множествами .  

Примерами числовых функций являются функцlШ 

у = 2х + 3, x E R; y = Vx - l ,  x � l ;  
x� + 1 х Е R, -J- 1 У = --х:::г ' х -т- . 

Други м  примером числовой функции является функ
ция у = [х] , x E R. Здесь [х] -целая часть числа х, т. е .  
наибольшее целое число, н е  превосходящее х. Например , 
[ 1 ] = 1 , [ 1 , 5] = 1 , [-0 , 2] = - 1 , ( + ] = 0. 

4. . Способы задания функции. Напомним основные 
способы задания функции .  u 

На практике широко применяется т а б л и ч н ы и 
с n о с о б. Метеорологи , например . составляют таблицы 
выпавших осадков в различных пунктах ( <<точках») зем
ного шара. Эти различные «точки» земного шара высту
пают в данном случае в роли «значений аргумента»: а 
количество осадков - в  роли «значени й  функцию> . 
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Числовые функции чаще всего задаются так назьша
емым а н а л и т и ч е с к и м  с п о с о б о м. Этот способ удо
бен , когда множество А является бесконечным. При та
ком способе указывается область определени я  функции 
(множесщо А )  и формулируется закон (задается формула ) ,  
по которому каждому х Е А соцоставляется соответству
ющий ему у Е Л. 

Например , функция у = х2 , Х Е Л, задана аналитическ и . 
3аметим ,  что одной и той же формулой можно зада

вать различные фУНIщии в зависимости от указания мно
жества А. Так, функции 

у = х2, х Е Л, и у = х2, Х Е N, 
- различные функции ;  первая - квадратичная ФУНКЦИЯ ,  
втора я - числова я последовательность вида 1 ;  4 ;  9; 
1 6; . . . ; n2; • • •  

Если числовая функци я ,  заданная формулой у = f (х) , 
определена на множестве тех значений переменной х, при 
которых выражение f (х) имеет смысл, то при задании 
функции формулой область ее определени я  обычно не 
указывается .  

Например , если числовая функци я f (х) = х2 - 5х + 6 
определена для всех х Е Л, то Оllа обычно задаеТСfl фор
мулой без указания области ее определения; если фУНl<
ци я f (х) = \:� - 5х + 6 задана на некотором подмножестве 
множества Л, то это специально оговаривается .  

Если функция задана формулой у = X�3 без указа
ния области ее определения ,  то предполагается что 
область определени я этой функции - множество Bce� дей-
ствительных чисел, кроме числа 3 ( при х = 3 выражение 

х 
4 

3 не имеет смысла ) . 
Иногда числовые функции на различных числовых 

промежутках задаются различными формулами.  
Такова , например, функция 

' (Х) = { 2х + 1 ,  Х Е Л, х < О, 
х2, х Е  Л, x �  О. 

в случаях ,  когда формулу, по которой каждому х Е А 
сопостаВ)lяется у Е Л, записать трудно (или невозможно), 
пользуются о л о в е с н ы м о n и с а н и е м способа , задаю
щего функцию. Таково, например , задание функции [х] , 
ра�смотренI:'ОЙ в предыдущем пункте. 
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На практике часто пользуются r е о м е т р и ч е с !< и м 
(или г р а ф и ч е с к и м) с п о с о б о м  задания  фУНКItии .  
Этот способ удобен,  когда аналитически задать функцию 
довольно трудно. Кроме того, у при изучении  многих проце<:
сов используются приборы ,  ко
торые не могут «говорить» на 
языке формул. Однако с по
мощью этих приборов получа
ются кривые, по  которым 
можно судить о свойствах изу-
чаеМQЙ функц�и .  . fJ О 

В медицине, например,  Рис. 20 

y=f(JJ) 

ь 

широко используются электро-
кардиографы. С помощью этих приборов можно получить 
электрокардиограммы - кривые, которые отражают изме
нение электрических импульсов, возникающих в мышце 
сердца. Такие кривые помогают врачу 
делать правильные заключения о ра- !J 
боте сердца человека. 

Геометрический способ задания функ- 8 
ции используется в математике также 

7 для иллюстрации тех или иных 
свойств функции .  б 

Множество ' всех точек плоскости с 5 
координатами х и у = f (х) называют 
графико,м. функции f (х) , х Е А .  

Задать функцию геометрически - 3 -k'----I 
значит задать (изобразить) ее график 
(рис. 20). u 2 

5. Функция ,  обратная к даннои , 
функции.  Вы уже знакомились с по-
н ятием функции ,  обратной к данной. О 

Рассмотрим этот вопрос подробнее. 
Пусть, например , задана фуНlЩИЯ 

1 2. .; х 

Рис. 2 1 

Она определена па отрезке [О; 2] и принимает любое 
значение из отрезка [О; 4] (рис. 2 1 ). Как и полагаетс я 
функции она каждому х Е [О; 2] ставит в соответствие 
единстве�ное у , х2 Е [О; 4] . Кроме того, эта функция об
ладает еще таким свойством: каждое у Е [О; 4] поставлено 
в соответствие единственному х = VY е [О; 2] . Такие функ
ции называются обратимыми. 
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Функция y = f (X) , х Е А , называется обратимой, если каждое значение у из множества значений функции поставлено в соответствие единственному х Е А .  
Пусть В -множество значений функции y = f (x) , х Е А , 

и пусть эта функция '1 А -+ В - обратимая.  Тогда на множестве В определена функция '-1: В -+ А ,  которая КJlЖДОМУ у Е В ставит в соответствие х Е А ,  дЛЯ которого f (х) = у. 
По определению, из 

y = f (x), х Е А , 
следует 

x = f-J (y), х Е В, 
где В -множество значений функции '.  

Функция '-1: В -+ А называется обрamliОЙ фУliкцией к функции f : А -+ В. 
Очевидно, функция '-1:  В -+ А имеет обратную. Именно, обратной к '- �  будет функция '. Поэтому функции f и '- �  называются взаипt1iо обратliblми. 
П р и  м е р � . Доказать, что функция 

у = 2х- l , х Е  [2;  5] , 
. - обратима я ,  и найти обратную функцию. 

6. Уравнение у = 2х- l при  любом у однозначно ре-шается относительно х, . .  

у+ l Х = -2- '  

Следовательно, данная функция - обратимая .  Полученная формула , выражающая х через у, задает обратную функцию.  Чтобы определить эту функцию полностью, найдем ее область задания .  
Обратна я  функци'я определена на множестве значений данной функции.  Из условий следует, что этим множеством является отрезок [3; 9] . 
Следовательно, функция 

x = yt 1 
У Е [3; 9] , 

является обратной к данной. 
В полученной записи обратной функции независимая переменная обозначается через у,  а- зависимая -через х. ИI-\огда бывает удобным, чтобы у обратной функции · зависимая и независимая переменные обозначились так же , как I-! у данной функции .  Тогда, заменив обозначени я  х 
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на у и у на х, получим функцию y =xtl , х Е [3; 9] , 

обратную к данной . А 
Переобозначение переменных,  которое было произве-

дено в конце решени я  примера 1 ,  удобно в тех случаях , 
когда требуется и зобразить гра- !/ фики взаимно обратных функций 
в одной системе координат. 

Отметим, что графики вза
имно обратных функций У = f (х) 
и у = '-1 (х) �Bceгдa 

u 
симметричны 

относительно пр ямои У = х. f :с П р и  м е р 2 .  5lвляется ли об-
ратимой функция у = х2, Х Е [- 1 ; Рис. 22 
1 ]? / 

u 6. Эта функция не является обратимои, так как, на-
пример , значение у = � получается при двух значения х  

x E [- I ;  1 ] :  х =  � и х = - � (рис. 22) . " 

6 Четные и нечетные функции. Функци я f с обла
стью

' 
определения А называется IlemliOa, �с"ли для любого 

х из множества А выполняется равенство f (-х) = f (х) . 
Примерами четных функций являются функции 

f (х) = х2 + 2, f (х) = \ х I + 1 , 
f (x) = - I x \ , f (x) = 2x + 2-x, 

определенные на всей ЧИСЛОВОЙ прямой , функция ( х) = 
= V l -x2, определенная на отрезке [-1 ;  1 ] ,  и функция 
' (х) = � ,  определенная для всех х =F О,. х .  

Отметим, что график четной функции симметричеuн 
относительно оси ординат (например , рис. 23). Это свои

у ство четной функции можно ис
пользовать при построении ее 
графика.  Именно, можно пост-
роить ее график для х � О и �---k---:'''---::'jlJ� 
отразить получившуюс я  кривую 
симметрично относительно оси ор
динат. 

Функция f с областью опр�
деления А называется н.ечеmfЮU, Рис. 23 
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если для любого х из  множества А выполняется равенство 
[ (-х) = -[ (х). 

Примерами нечетных функций являются ФУНКЦИИ 
' (х) = х3, [ (x) = x ' l x l , [ (x) = 2" - 2 -J', 

определенные на всей числовой прямой , ФУНКЦИЯ f (х) = 
= x V l -х\ определенная для x E [- I ;  1 ] ,  и функция 
' (х) = ..!.. , определенная для всех x =F  О .  х 

Заметим , что график нечетной функции симметричен относительно начала координат (например , рис. 24). Эт,им свойством нечетной функции можно пользоваться при 
построении ее графика,  а именно, по-у строить график функции для х � О и 
отразить его симметрично относитель
но начала координат . 

. Числовое множества А назовем сим
метричным относительно начала ко
ординат, если этому 'множеству вместе 
с числом х принадлежит и противопо-:с ложное ему число -х. 

Примерами TaKIIX множеств явля
ются любой ' интервал вида (-а; а) , 
множество {-4; -2} U {2 ;  4} ,  множест
во Q рациональных чисел и т. П. 

В силу определения ,  для того 
Рис. 24 чтобы функция У = f (х) , х Е А, была четной или нечет�ой ,  необходимо, что- , бы х и -х принадлежали множеству А ,  Т. е. область определени я  А этой функции была множеством, симметричным относительно начала координат. Последнее условие удобно использовать при решении вопроса о четности и 

нечетности функций .  Например, функция f (х) => VX' не я вляется ни четной , Ни нечетной, так как она определена на множестве (О; +00) ,  которое не является симметричным относительно начала координат. Ясно также, что указанное выше условие не является достаточным. В этом легко убедиться ,  рассмотрев, например , функцию f (х) = х + 1 ,  определенную на всей числовой п рямой. Она не является ни четной, ни  нечетной. В месте с тем область определения этой функции является множеством, симметричным относительно начала координат. 
7. Периодические функции • •  Функция f с областью определения А называется периодической, если существует число l ::/=:  О такое, что для любого х из множества 
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А выполн яется равенство 
f (х - l) = f (х) = t (х + 1). 

\ В этом случае число 1 называется периодом функции ' .  
Если ч исло 1 является периодом функции f ,  то оче

видно, что ее периодами будут также числа nl, где n -
любое целое число, кроме О. 

П р и  м е р .  , Исследовать на п.ериодичность функцию 
t (х) = х - [х] . 

6. Эта функция , называется �робной частью числа х. 
Вычислим несколько  ее значении : 

f (2) = 2 -2 = О; 
, f (5 ,32) = 5,32 - 5  = 0,32; 

" ' ' f (0,32) = 0,32 - 0  = 0,32; ' ; 
f (-3,2 1 ) = -3,2 1 - (-4) = -3,2 1 + 4 == 0 ,?9; 

:' 1 <-0,2 1 ),= 0,2 1 - (-1 ) = -0,2 1 + 1 = o,79� 
Пр и, 'пр ибавлении  к х любого целого числа а, получим 

f (х -i- а) = (х + а) - [(х + а)] = (х + а) - [x]-a=x-:-(xl::- t (х) . 
" , Это означает, что Д�II Ha}'! фУНlЩИ,я периодичеqкая, и ее 
ti�рИо.и.ом является любое целое чи�ло, K�OMe нуля.  !А _ 
.' Часто используется наuмеliьшии nоложиmелыiи • .  nе 

риод фун кции ' f (если говорят просто о перuиоде �унк�и и . ' то под этим обычно понимают наименьшии  поло:>!штель
'н'ыи период. если он су
ществует) . !! 
0 " Можно доказать. что 
если [о ..!... наименьший по
л6жительный период функ
ции [. то любой ее п:р иод -_

--
t
L

,
-
, -o�"""""-,�-�-��--;:c� ' выражается формулои 1 = 

Рис. 25 =nlo • где n - целое. не 
равное нулю число. 

Ясно. что в п редыдущем примере наименьший поло-
жительный период равен 1 .  Из определения  пе�иодиче
ской функции следует. что график llериодическои функ
ции будет «повторять» себя через промежуток длины [о. 
равной наименьшему положительному п:риоду. Поэтому.: если функци я У = f (х) имеет наименьшии положительныи 
период. равный [о . то достаточно построить ее график 
на любом промежутке вида а � х < а + [о. Смещая пост
роенный график вдоль оси абсцисс на отрезки длины [о . 
получим график функции У = f (х). 
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Например , достаточно построить график функции f (Х) = х - [х] на промежутке О � X  < 1 (ее период равен 1 ) ,  
а затем, перемеща я его вдоль оси абсцисс , получить 
график этой функции (рис. 25). 

8. Монотонные функции . . Числовая функция f назы
вается строго возрастающей, если для любых Х! и Xz из 
области определения f таких , что X1 < Х2 , выполняется 
неравепство f (xJ ) < f (Xz)· 

Например ,  линейНая функция f (Х) = ах + Ь я вляется 
Строго возрастающей на R, если а > О. 

действительно, если Х! < Хз '  то 
f (x2) -f (x1) = а (x2 -xt) > О . 

. Числовая функция f называется возрастающей, если 
для любых Xi и Х2 из области определени я f таких, что 

!J Xj < Xz ' выполняется неравен-
I ство f (X1) � f (Xz) .  Например , 

2 - - - n функци я f (x) = [x] является 
. I возрастающей на R (рис. 26). f - � I Ч I ' 1  . . исловая функция f на-

--г-.:т--:т---:+-..... --::' ..... �-.. зывается строго убывающей ,  
-3 , -2 , -' , О ( . Z З х  если для любых Xj и Х2 из I i , -1 области определени я  f таки х, 

I . I • что Х! < Х2 , выполняется не-I ....___ - -2 
I I ра венство f (Xt) У f (х2)· 
� - - - -3 Очевидно, линейная функ-, ци я f (х) = ах + Ь, где а < О, 

Р ис. 26 является строго убывающей . на R. Рассмотрим для при-
мера еще функцию f (Х) = - х3 , Х Е R, и покажем, что она 
строго убывающая .  . 

Пусть Х1 < Xz; тогда 
f (x2) - f (Xt) = - �  + х: = - (xz -Xt) (X� + XIX2+X�) ,  

• А так как X� + X1XZ + X� > О для любых X1 и Х =l=- Xj то 
f (x2) - f (x1) < О. 

2 , 

. Числовая функция f называется yf5bl8ающей, если для 
любых Х) и Х2 из области определения f таких , что Х! < Х2, выполняется неравенство f (X1) � f (х2). Например , функция f (х) = - [х] я вляется убывающей на R (рис. 27). 
На рис. 28 изображен график еще одной убывающей 
функции . 

Легко видеть, что если функци я f (х) - строго возра
стающа я (возрастающа я) , то функция -f (х) - строго убы
,
вающая (убывающая) ,' и наоборот. 
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будем использовать также следующее обозначение: аn , n Е N. 
Число а1 есть первый член nоследоваmeльносnш , а2 -вто
рой, ' ' ' , аn - n-й (общий) член nоследоваmeльносnш , а числа 1 , 2, " ' , n - номера соответствующих членов последова-
тельности .  . 

Напомним основные способы задания бесконеч ной по
. следовательности . 1 . Последовательность может быть задана с помощью 

формулы, указывающей , как по номеру n члена последо
вательности вычислить его значение аn• 

П р и  м е р  1 . ' Р ассмотрим последовательность (аn) , 
заданную формулой 

n E N. 

Использу я эту формулу, можно . вычислить любой член 
последовательности . Нап ример, 

_ 1 + (- 1 ) 1 _ 0 _ 1 + (- 1 )2 _ 1 Гаs = l + (;- I)З = о a1 - 2 - , а2 - 2 - ,  
и т. д. Следовательно, данная последовательность имеет вид 

О; 1 ;  О; 1 ;  . .  , 

Условимся вместо слов «рассмотрим последователь
ность (а,,) , заданную формул.ой а" = f (n) , n Е N» , говорить 
короче: «рассмотри м  последовательность аn = f (n) , n Е N» , 
или еще короче: «пусть а" = f (n)>> . 

. (_ I )n + � 
П р и  м е р  2. Пусть а" = nз 
Эта последовательность имеет вид 

1 .  1 . 1 . 1 . --,  , -8 ' 2'i '  -64 ' • . •  
П р и  м е р  3. Пусть а" = 3, n Е N. Тогда последова

тельность имеет вид 3; 3; 3; ' " Каждый член данной 
последовательности п ринимает значение, равное трем. 

Последовательность, у которой все члены п ринимают 
равные между собой значеН!iЯ '  называется постоянной 
последовательностью. 

2. Укажем еще один способ задания последовательно-
сти - р е к у р р е н т н ы й  (и н д у к т и в н ы й) с п о с о б. 
Этот способ задания последовательности состоит в 
что указывается п равило (обычно это формула) , п 
щее вычислить общий член последо 

I 
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предыдущие, и задается несколько начальных членов 
последовательности . 

.Формула , позволяющая вычислить общий член после
довательности через предыдущие члены, носит название 
рекуррентного соотношения .  Примером рекуррентного 
СООТНОRJения может служить фОРМУJ!а 

a,, = 2a" _ 1 - a"_ 2 ' ( 1 ) 
Orметим , L\TO заданием только рекуррентного соотно

шения последоват'ельность полностью ' не' определяется ,  
Все дело в ТОМ ,  что первые члены последовательности 
нельзя вычислить по рекуррентномУ. соотношению. Напри
мер ,  формула ( 1') не имеет смысла прй n '� 1 и n = 2 ,  так 
как члены, ао и a_i  с номерами О и - 1  не существуют, 
поэтому значения ai и а2 надо задавать дополнительно. 
Такие значения а1 и а2 для данной последовательности 
называются начальными . далее, начиная с аз ,  рекуррент
пое соотношение и начальные члены a1 и а2 позволяют 
вычислить любой член последовательности. 

Пусть, например, а1 = 1 ,  а2 = О. Тогда 
' аз .. 2а2 "":"" а1 ' 2 · 0'- 1 = -1 ', .. , 

, a4 = 2a;j- a2'= 2 . ( - I ) -O = -2,  
а б  = 2а4 -аз = 2 . (-2) -(- I )=-3 

и т. д. Таким образом, рассмотренна я выше последова
тельность будет задана ,  если указаны формула а,, '= 
= 2a" _ 1 -'a" _ 2  и первые два члена послеДОl!ательности 
а1 = 1 и а2 = О. 

3. Последовательность может быть задана словесно� 
т. е. описани�м ее' членов. Например: 

а) последовательность (а,, ) ,  где а,, -десятичное при
ближение' V2' с избытком с точностью до 'n-го десятичного 
знака ; '  вычисление пока:3ывает, что 

a1 = 2; a2 = 1 , 5; аз = I ,42; а4 = 1 , 4 1 5; . . . ; 
б) ,последовательность (аn) ,  где а,, - n-е четное число; 

начало этой последовательности имеет вид 2;. 4 ;  6; 8;  1 О; 
1 2 ; . . .  ; 

в) последовательность (аn) ,  где аn = 2 , если n -четное, 
и а,. = О , если n - нечетное. 

Заметим ,  что в последнем случае легко находится фор-
мула для общего члена : аll = 1 + (- 1 )". , 

При изучении  последовательностей 'удобно использо
вать их  геометр ическое изображение. для этого исполь
зуются в основном следующие два способа. 
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На рис. 33, 34 изображена последовательность а" = 

= 1 + <;1)" n E N, р�ссмотренная выше в примере 1 .  

и 
f - • •  -,-_ .. � - - - - - - -.., 

I I I I f I .... ' 
D п;  f 2 ' � , 11  � 

Рис. 33 

; (/ Zk-f (k-f, 2, • ..> f1v,(k-f,2, ... ) 
\ / 

о f 
Рис. 34 

2 .  Монотонные последовательности. К монотонным 
последовательностям относят строго убывающие, убываю
щие, строго возрастающие и возрастающие последова-
тельности .  • 

Последовательность (а,,) называется строго убыsaющеи ,  

если каждый предыдущий чле� больше последующего, 
т. е. если 

щ > az > аа > . . .  > а" > а,,+l "> . . .  
Короче, последовательность (а,,) называется строго убы

вающей, если а,,+l < а" для всех n. 
Например, последовательность 

1 ;  1 /22; 1 /32; . • .  ; 1 /n2; • •  ; 
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строго убывающая ,  так как 1 /(n+ 1 )2 < 1 /n2 для всех N .  
На рис .  35, где члены последовательности изображены 
точками числовой оси , каждая· точка, соответствующая 
п ослед�ющему члену an+ i ,  лежит левее точки ,  соответст
Rующеи п редыдущему члену аn• 

fl4 t1J t1z d( 
, . .  • о f 1 f • � 

iб 9  7j 1 ос 

Рис. 35 

Последовательность (аn) называется убывающей, если 
an+i :::;;; а:: для всех n, или,  другими словами ,  каждый пре
дыдущии член не меньше последующего. 

Например, последовательность � . � .  � .  1. .  1. .  � . ' .  2 ' 2 ' 3 ' 3 ' 4 ' 4 ' ' ' '  
является убывающей,  так как предыдущий член не меньше 
последующего. Если члены последовательности изобразить 
точками числовой п рямой , то каждая точка , соответствую
щая последующему члену an+i ,  будет лежать не правее ТОЧКИ, соответствующей предыдущему члену а" (рис. 36). 

� ;l1.51 q" ,оз 02;0, 
I , I I .. 

О f .!... ..1 7i 3 2 1 :с 
Рис. 36 

роследоватеJ,IЬНОСТЬ (аn) называется строго возрастаю
щеи, если каждый последующий член больше п редыду
щего, т. е. если 

ai < а2 < аз < . . .  < а" < а,,+!  < . . .  

Короч� , последовательность (аn) называется строго воз
растающеи , если а" < a,,+ i  для всех n. 

Последовательность а" = 
зn; 1 , n Е N,- строго возра

стающая ,  так как 
3n + 2  3n - 1  1 

an+ 1 -an = n + 1 --n- = n (n + l) > О 

и ,  следовательно, all + i  > а" для всех n. На рис. 37, где 
члены последовательности изображены точками числовой 
ОСИ , кеждая точка, которая соответствует последующему 
члену all+1 ,  лежит правее точки ,  соответствующей п ре
дыдущему члену all • 
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Последовательность (а,,) называется возрастающей ,  

если аn :::;;; аn+! для всех n , или , другими словами , если 
каждый последующи й  член не меньше предыдущего. 

d( dZ dJ Q� 
о i. Z,5 i"п� [ Н  f 

Рис. 37 

Например, последовательность 1 ;  1 ;  2; 2 ; 3; 3; 4; 4; . . . 
есть возрастающая, так как каждый последующий член 
не меньше предыдущего. Если члены последовательности 
и зобразить точками числовой п рямой,  �o каждая точка, 

а' ;Ц2; O.N O"; ) а"; 06; 07; а8; .J 
I I I I '); 

О 1 2 J 4 .1J 
Рис. 38 

соответствующая последующему члену an+I,  будет лежать 
не левее точки,  соответствующей предыдущему члену а" 

(рис. 38). 
Очевидно, что не всякая последовательноет , является 

монотонной.  НаI1ример , последовательности 
1 1 

1 ;  2; '3 ;  4; 5' ;  6; . . . и 1 ;  О; 1 ;  О; 1 ;  О; 1 ;  О; . . . 
не являются монотонными. 

3 .  Ограниченные и неограниченные последовательности .  

Последовательность (all) называется огiюниченн,ой, если 
существуют числа М и т такие, что для любого n имеет 
место неравенство т :::;;; а" :::;;; М .  

В противном случае о н а  называется н,еогран,ичен,н,ой. 

Имеются неограниченные ПОС.ТJедовательности трех видов. 
1 .  Последовательность такова , что для нее существует 

число т и не существует числа М. В этом случае п ро 
неограниченную последовательность говорят, что она яв
ляется огран,ичен,н,ой сн,изу и н.eoepaHUtleHHoU сверху. 

2 .  для последовательности существует число М и не 
существует числа т. В этом случае о неограниченной 
последовательности говорят, что она является огран,ичен,

н,ой сверху и н,еогран,uчен,н,ой сн,изу. 
3. Последовательность такова , что для нее не сущест

вуют оба числа т и М. Тогда говорят, что такая после
Дователыюсть является н,еогран,uчен,н,ой и сверху, tl сн,изу. 

1 5 1  



Например, последовательности а = -!. и а = (_ I )n -11 n� n 
1 ограниченные, так как O� fi2 � 1 и -1 :::;;;; (- l )n :::;;;; 1 для лю-бого n E,N. Последовательности аn=n,  аn =-2n. a,, = (- l )n n являются неограниченными. действительно, последовательность а" = n будет ограниченной снизу, так как 1 � n для любого n Е, N, и неограниченной сверху, так как не существует числа М такого, что n :::;;;; М для любого n E, N. Аналогично доказывается , что последовательность а,,= -2n является ограниченной сверху и неограниченной снизу , а последовательность а" = (- l )n n является неограниченной и св.ерху, и снизу. Геометрически ограниченность последовательности (а,,) означает существование отрезка [ni; М],  на котором помещены все члены ЭТОЙ последовательности . Одновременно заметим, что для неограниченной последовательности (а,,) такого отрезка [т; М] ,  которому принадлежат все члены аn , не существует. Например , для ограниченной после-довательности (:� )  число т = О и число М = 1 ,  так как 

1 о :::;;;; n� :::;;;; 1 для любого n Е, N. Таким образом , все члены данной последовательности принадлежат отрезку [О; 1 ] . для нееграниченной последовательности а" = -2n, n Е, N, число М равно -2, а числа т не существует. В самом деле, всегда найдется член последовательности ai такой, что ai = -2i < m, т. е. не принадлежит отрезку [т; М ] ,  где т < -2-лю60е число. Для этого достаточно взять номер i >  [ - ; ] .  Следовательно, не существует 01ipC3Ka 
[т; М],  которому принадлежали бы все члены данной последовательности. Заметим ,  что в случае монотонной последовательности нахождение числа т (или числа М) облегчается , так 
Kal{ для строго возрастающей (или возрастающей) последовательности m = af, ибо Qi :::;;;; an, n E N, а для строго убывающей (или убывающей) последовательности М = at ,  ибо аn :::;;;; Щ ,  n Е N. Поэтому для установления ограниченности строго возрастающей (или возрастающей) последовательности достаточно установить ограниченность сверху (т . е. найти число М), а для ограниченности строго убывающей (или убывающей) последовательности достаточно установить ограниченность снизу (т. е. найти число т) . 
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I Например, последовательность а" = l - n , n Е N,-

строго возрастающая , поэтому т = й \  = о :::;;;; а" для любого 
n E, N. Так как l -� < l  для любого n E, N, то М = l . 

Следовательно, да нная последовательность -ограничен
ная. Последовате.�ьность а" = 1 + � ,  n Е N,- строго убы- . 
вающая , поэтому M = al = 2 � an для любого n E, N. Так 
как 1 < 1 + � для любого n E N, то т = 1 .  Следовательно, n , данна я последовательность -ограниченная. 

И в заключение отметим, что последо!3ательность (аn) 
будет ограниченной тогда и только тогда , когда с�щест
вует ТЗ lюе число В, что 1 а" I :::;;;; в для любого n . Деиствительно, достаточно положить В равным наибольшему из 
чисел 1 т I и 1 М  1 · . 

Например, для ограниченной последовательности 
( 1  + �) числа ' т = 1 и М = 2 , поэтому В = 2, т. е. 

11. 

1 1  + � 1 � 2  для любого n E N. 

В о п р о с !.\ д л я  к о н т р о л я 

1 .  Что Называетс я послед ватеЛЫIОСТЬЮ? 
2. Какие спосоОы зада ния последовательностей вь\ знаете? 
3. П Р fl ведите п ример задания последоватеЛЬflОСТИ с помощью 

формулы n -го члена. 
4. П р иведите п р и ме р  рекурреllТНОГО задания последоватеJlЬ-

НОС1И. 
5. ПривеДИ1е п ример CJlOBeClJoro задаllИЯ последоватеЛЬНОС1И. 
6. Кака я последова1елЬНОС1Ь называется возрастающей? В каком 

слу чае она называется строго возрастающей? П р и ведите п римеры 
таких последователЬВОС1еЙ. 

7. Какая последова1ельвость вазывае1СЯ убывающей? -Когда Оllа 
называется С1РОГО убывающей? П р ивеДtпе п римеры так и х  последо
вательностеЙ. 

8. П р иведите п римеры вемонотонных последоватеЛЬНОС1еЙ. 
9. Какая последова1ельность называется ограничен ной? П р и ве

дите п римеры MOHO'fOHHblX огравиqеВlIЫХ последоватеЛЬНОС1еЙ. 
10. П р и ведите л р имеры неог ра ниченных последоватеЛЬВОС1ей, 

в том числе неограничеllНЫХ сверху и неограниченвых снизу. 
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)'пражнения 

4. 14. Выпишите первые шесть членов следующих последователь.
ностей: 

n' ЗnZ- 1 (_ I)n- 1  1) а" =n+ l ; 2) an = n2+ 1 ; 3) а,, = n2 +4 ; 
n n 1 . (- I)n 4) а" = 4" ; 5) а,. = 2 + 3'" 6) .а,. = -n-' 

4. 15. Является ли членом последовательности 
число: 

1) 289; 2) 361 ; 3) 1000; 4) 223? 
4 . 16. Содержится ли среди членов последовательности а" =n2-17n 

число: 1 ;,- ' . 
1) -30; 2) -12; 3) -IOO? 

Если содержится, то какой номер имеет этот член? 4. 1 7. Найдите первые пять членов последовательности (а,,), если 
1) a1 = I , a,, + i=an+ l ;  2) а1 = 7, a,, + f=a,, - 3; 

1 1 3) ai = -5, all + i = 2an ; 4) а1 =-6 ' a,, +i = -; а" 
5) al = y2; a�+ i= Y2+an ; 6) ai =a2= I , an+2= a,, +a,,+I. 4. 18. Выпишите первые четыре члена последовательностей ,  сос

тавленных из десятичных приближений с избытком и с недостатком 
для следующих иррациональных чисел: 

1) УЗ; 2) У5; 3) У? 
4. 19. Напишите формулу общего члена последовательности, пер

вые пять членов которой совпадают со следующими : 
1) 3 · 2; 5 · 22 ; 7 · 23; 9 · 2'; 1 1 . 2&; 

1 2 3 4 5 2) '2; 22 ; 23; 2'; 2.; , .  
1 1 1 1 1 3) [.2; 2 . 3; 3 . 4 ; 4 . 5; 5 . 6: 

4) ( �  У; ( � )  2 ; ( ; ) 2 ; ( : )  2 ; С5
1
) 2 ; 

I I 1 1 5) 1 ; 2 у2'; 3 УЗ; 4 У4; 5 У5' 
4.20. Изобразите геометрически (двумя способами) следующие 

последовательности, заданные общими членами: 
1 1 n + '  1 ) an= n + l ; 2) a,, = (- I )" n; 3) a,, =2n; 

1 1 + (_ 1)"- 1 1 + (_ 1)" 4) а" = з; 5) а" = 2 ; 6) аn = ; n n 
3n+ 1  1 -5n 1 1 7) а,, =  --; 8) а" = -- ; 9) а,, = 2+ -; 10) аn =3--.  п п п n 

4.2 1 .  Установите, какие из следующих последовательиостей яв
ляются монЬтонными, а какие немонотонными: 

1 54 

�-3  n+4  . 
1) а" = -- ; 2) аn =-2-; 3) an = (- I)" n-6; n n 

4 _ n2 4) аn =n2- 7n +6; 5) аn = .1n2+ 5n+6; 6) an=�; 
3/12+2 · ( _ 1)" . /1�+ (- I)n n .  7) а,, = --пг-;  8) аn = -n-, 9) аn = n�+ ' ' 

1 1 1 1 1 1 .  10) 1 ; 1 ; 2"; '2; 4 ; 4: 6'; б '  . . , • 

1 1 ) 1 ; 1 ;  3; 3; 5 ;  5 ; 7; 7; . . .  ; 
1 1 1 

12) 3; '2 ;  5; 4; 7; 6'; . • • 
4. 22. Установите, что последовательность (аn), заданная рекур-

рентно: 

строго убывает. ) кур 4.23. Установите, что последовательность (а" , заданная ре о 
2 

аn +1" = 1 + а" и а1 = 2, строго возрастает. рентно: а" 
4.24. Какие из данных последовательностей ограничены и какие 

неограничены : 

1) а = ..!.. . 2) a"= �
l ; 3) a,,= (- I)n n : 11 n ' n-

(_ 1)" 1 + (- 1)" -� . 
4} а" = ( - 1)" n2; 5) а" = -n-; 6) а" 2 ' 

2n n-5. 9) - 2'" 
7) а = --; 8) а" =-2-' а,,- ,  n 3n+3  П о  
10) аn = 3-n :  1 1) а,, =nn? 
4.25. Последовательность (а,,) задана рекуррентно: 

Докажите, что она ограничена. 
4.26. Последовательность (а,,) задана рекуррентно: 

а,,+ а,,_! ai= O, а2=  1 и а,, + 1= 2 
• 

ДокС\жите, что она ограничена. . : 4.27. Последовательность (а,,) задана рекуррентно. 

ai= 2  и a,,+1 = all + l . 

Докажите что она неограничена. 
4 .28. Последовательность (а,,) задана рекуррентно: 

l +a� Щ= 1 и а"+1= -а- '  
" 

, докажите, что она неограничена. 
, 



§ 1 8. П редел последовательности 

1 .  П редел числовой последовательности.  Сходя щиеся 
и расходя щиеся числовые последовательнос1lИ. Рассмотрим 
последовательность 

Зn- l  аn = -n- , n E N. ( 1  ) 
Легко видеть, что значения членов этой последова

тельности по мере возрастания и х  номера n располага
ются сколь угодно близко к числу 3. Поставим пере� собой 
задачу- придать этому утверждению точную математи
ческую формулировку.  С этой целью сначала ответим lIа 
следующий вопрос. 

Каким должно быть n, чтобы модуль разности аn - 3 
был меньше О,ОО I ?  

Так как 
I аn - 3 1  = I Зn n 1 - з 1  = 1 � � I = � , 

то неравенство I аn - 3 1  < 0,00 1  выполняется для любого 
n >  No = 1 000. 

Для произвольного положительного 8 неравенство 
l an - 3 1 < 8 (2) 

1 равносильно неравенству n >  -;-. Так как нас интересуют 
натуральные значения n, то имеем: неравенство (2) вы-

i полняется для любого n > N = [ ; ] ,  где [ � ]  -целая 
1 часть числа в' В этом случае говорят, что предел после-

i довательности ( 1 ) равен 3, и пишут. 
, 

1 1т  3n- l = 3. 
n ..... '" n 

Сформулируем теперь определение предела последо
вательности. 

О п  р е Д е л е н и е 1 .  Число а называется пределом 
' nослед(Jвательн,осmu (аn), если для каждого положитель
: 80ГО числа 8 найдетсsr такое натуральное число N, что 
t для любого n > N выполняется неравенство ' 

l an - a / < 8. 
В этом случае пишут 

l im  аn = а  n ..... '" 
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или 
аn � а при n � 00 

и говор ят: «Последовательность (аn) имеет lIределом чис
ло а» или «Последовательность (аn) сходится к чисй а». 

Рассмотренный пример показывает, что выбор за-
висит от числа 8, т. е .  N = N (8) . 

, О п  р е Д е л е н и е 2. Последовательность, имеющая 
предел, называется сходящейся, а не и меющая �редела -
расходяiцеЙся. ' 

Рассмотрим неС I<ОЛЬКО п римеров. 
П р и  м е р 1 .  Доказать, что 

} .  ' Зn+ 1 3 1т 2n=l = 2"' 
n -нп  

Найти номера N (е) такие, что при n > N 

\ Зn+ l �� I < е 2n- l  2 

для ' е " 0
'
, 1 ;  0 , 0 1 ; 0,00 1 .  

. , . 
3 

6. Согласно определению предела число 2" будет пре-
, "  ' , ' ' 3n+'1 

ДЕiЛОl\� последовательности с общим чле�ом
, 

аn = 2ti'::::1 ' 

��ЛI1 
'
для любого 8 > о' найдется номер N = N (8) т�кой , 

что выполняется неравенство 

, , "  '1 a� -�  1 = I ��+ � - � 1 <  е при n > N. (3) 

Так как 

то неравенство (3) равносильно неравенству 

� < 8 , 2n- l  
I<OTOpOe справедливо для любого 

Таким образом, 

> 2, 5+8 n 28' 
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Из последнего следует, что в качестве номера· N (е) мож
но взять целую часть числа 2 , 5+8 т е N _ [ 2 , 5+ 8 ] 28 ' "  - 28 ' 

Итак, мы установили,  что 
. 

l iт  3n + l  = 1. 
n-+,., 2n- 1 2 ·  

Перейдем теперь к нахождению номера N (е) в зави
симости от конкретно заданного е. Пусть например , e = O, I ;  тогда 

' 

N = [ 2.5+ 0. 1 ] = [ 2 . 6 ] = 1 3  2 · 0, 1 0 . 2  ' 

т. е. N (O, I ) =  1 3. 
Следовательно, неравенство I аn - -2

3 / < 0 , 1 
во для всех n >  1 3. ' 

справедли-

Используя формулу N = [ 2 .�:8] , . легко вычисляем 
значени я  N при е = 0 ,0 1 ;. 0 ,00 1 :  N (0, 0 1 )  = 1 25 
и N (0,00 1 )  "'" 1 250. 

В заключение отметим , что так как данная последо-
вательность имеет предел, то эта последовательность 
-<:ходящаяся. А 

П р и  м е р 2. доказать , что l irn  -1- = О n .. НО 10" . 

1 1:::. Возьмем некоторое е > О и рассмотри м  неравенство 
iQп < e. Так как 1 0n ;;;?; 1 + 9n то _1_ :::;::: _I _ и , IO" -...::: 1 +9n , следова-

1 1 тельно, 10" < е, если 9n < е. Тогда, положив N = [�] 98 • 
получим 

I I�n- о l <8 

для любого n > N = r ;8 ] . 
Это и означает, что l Iт  -1- = О А n .... ,., I O" . 
г: Р и м е р 3. Доказать , что последовательности (а ) 

и (аn) десяfичных приближений числа а сходятся к эт�
му числу. 
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В т  аn =; l irn a� = а. А .... ,., n-+оо 

6. Как известно, для десятичных при6л.ижениЙ дейст
вительного числа а имеют место неравенства 

\ all - a I � I�n и ' a� - a l  � I�n' 
В примере 2 было установлено, что для каждого 8 >  О 

существует N = [ 918 1 такое, что 1�n < е для любого n > N .  

Следовательно, 
\ a,, -'- a l < e и l a� -a l < e  

для любого n >  N = [�1 · 
Согласно определению предела это означает 

l irn аn = а  и l i rn  a� = а. А 

2 .  Геометрический смысл схОДИМОСТИ посл�довательно

стн . Пусть l i rn  аn = а; тогда , согласно определению преде-
" .... ,., 

ла , для l<аждого е > О существует N такое, что 

' аn - а l < 8 для всех n ,> N. 
Так как 

< 1 а,. -а I < е) � ( - е < аn -а < е) � (а -е < аn < а + е) . 

то все члены последовательности (аn): сходящейся к чис
лу а, с номерами n > N, т. е. члены aN+ l '  aN+ 2 и т. д. , 

I I 
(['-е l! а+8 

Рис. 39 
•. ' J 

лежат в интервале (а- е; а +  е) (рис. 39). Напомним, 
что интервал (а - е; а + е), где е > О, называется 
е-окрестностью точки а. 

Итак,  если последовательность (аn) сходится к ч ислу 
а, то геометрически это означает, что каждой е-окрестно
сти точки а принадлежат все члены данной последова
тельности,  начиная с некоторого номера , а вне ее может 
находиться лишь конечное число членов. 

Например , последовательность ' ( �) имеет своим пре

делом нуль. Поэтому ,  каково бы ни было число е > О, 
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lщтер�ал ( - 8; + 8) (окрестность точки нуль) будет со
держать почти все члены последоваi'ельности , т. е. все 
члены последовательности , за исключением их конечного 
числа. В самом деле, решая неравенство I � I < е, полу� 

О 1 1 " чим, что < - < е для n > -, т. е. все члены даннои n е 
последовательности о номерами n, большими номера 
N = [ � ] ,  находятся в е-окрестности нуля, а вне ее на
ходится лишь конечное число членов последовательности , 
номера которых не превосходят N .  

Рассмотрим еще пример. Пусть дана послеДО8атель
ность . '  1 +(- 1)n О; 1 ;  0\ 1 1  • . .  I 2 ; 

Эта последовательность предела не имеет. В самом 
деле,. каково бы ни было число а, можно указать такую 
его e-окреСi'НОСТЬ, что вне ее заведомо лежит бесК(�нечное 
ЧКСЛО ' членов данной последовател�ности. i(еЙствительно. 
так как раСС1.'ОЯНИ6 между точками О и 1 равно 1 , то в 

t . ;. • l ' " . 
. И I:I�рвале в�дэ;. (а - е; а + е) , где О < е < 2' не сод.ер-
жится либо ' О, либо 1 ,  т'. 'е . всякий раз вне у�заliНQЙ 
e'JOKp'ecrнOCTlf точки а будет находиться бесконечное чис
'ло члеflОВ данной последовательности. СледоватеJiыiо, 
у любого числа а: имеется е-окрестность, вне ' которой на
ходится бесконечное число членов данной последователь
ности, а это и означает, что данная последовательность 
предела не ймеет , т. е. она расходящаяся. 

3.  Необходимое условие сущесtвоваtfия п редела после
довательности. 

Т е о р е м а .  Если последовательность имеет nре'!�л , 
то она. ограничена. 

О Из определения предела . следует: если последова
тельность (аn) имеет своим пределом число а, то, напри
мер ,  для е = 1 найдется номер N такой , что вне интервала 
(a - l �  а + 1) могут оказаться .лишь члены ai , а., " ' , aN• Среди чисел ai , а2, " ' , aN, а - l ,  а + 1 найдем наимень
шее и наибольшее _ и  обозначим их соогветственно через 
т и М. Очевидно, что т � аn � М для всех n, т. е. 
последовательность (аn) ограничена. 11 

Из доказанной теоремы следует, что ограниченность 
последовательности есть необходимое условие а.ущество-
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последним обстоятельством часто поль-
, вания пре�ела�тановления  отсутствия предела у после
зуются дл у 

Например последовательность аn = 
дов;n�(ост��) ,  n Е N, _ �еограниченная и поэтому пре-

дела не имеет. 
последовательности. 4.  Единствен ность п редела щаяся nоследоваmeЛЫiOсть Т е о р е м а. Всякая схо я 

имеет то.лЬКО один предел. п оводить методом от проО Док
д
азательство 

чт�УД::ееJя последовательность (аn) ,  
тИВIIОГО. опустим ,  

предела а и Ь .  Пусть а < Ь. 
которая имеет два различных 

Ь-а О Тогда, положив 8 = -3- >' , получим 

а + 6 < Ь - е. ( 1 ) 

T�K как } .  а - а  то согласно определению предела, 
1 т  n - ' , 

n .... '" 

N . что дл я всех n > N 1 l '  
а < а + е. С другой сто
существует N 2 такое, ':Iто 

для 8 = 
Ь 

3 а существует та кое 

l а  - а l  < е и, в частности ,  
p��ы, так как l i m аn  = Ь ,  то 

,.; .... t<SJ ь 1 < е и в частности, Ь-6 < а,,' 
для всех n >  2 аn - 1 ' чим что Ь-е < а < а +8 
положив N = max {Nl� �vи����:Jт неравенству ( l )r� Следо· для n > 

N
п
, 
о
l
с
Ю
лед

Э��ате�ьность не может иметь двух раз
вательнО, 
личных пределов. 

оследовательности . Основные тео-
5. Бесконечно малые :.х последовательностях. Доказа

рем ы  о бесконечнО мал 
елах с)'щественно uблегчаются , тельства теорем о пре

б�сконечно малой последовательесли ввести понятие 
ности . Последовательность называется 'бес-

О П Р е  Д е л е н и е. авен нулю 
KOHettHo Аtалой, если ее предел Р . 

( 1 )  является беско
Например , последовательность n 

Равен нулю. Последова
нечно малой , так как ее предел 

( 1 ) также беСI<онечнО малая ,  так как 
тельностЬ 1 011 

l im _1 = О (см. пример 2 из п .  1 ) .  
!ОП n ..... ф 
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. .  

Т е о р е м а 1 .  Для того чтобы число а было пределом 
nоследоватеЛЫiости (аn) , необходимо и достаточно,  что
бы а,. u мело представление а,. = а + а,n ' где (а,n) - беско
нечно малая nоследоватеЛЬ1lOсть. 

О Пусть 1 i m  а,. = а. Тогда для каждого 8 >  О сущест-
n-+I» 

вует N = N  (8) такое, что 
I аn - а  1 <  8 для всех n > N. ( 1 )  

Положим а,,. = аn - а, тогда 
/ a,n l < 8 дл я всех n > N. (2) 

Отсюда следует, что Н m  а,,, = О. n-+ОО 
Таким образом , если ч исло а - предел п оследователь

ности (аn ) ,  то а,. = а + а,n ' где (а,n) - бесконечно малая 
последовательн ость. 

Аналогично доказывается и обратное утверждение так 
как из (2) следует ( 1 ) . . 

' 

Напр имер , последовательность (�) имеет n +  I предел, 
равный 3. 

Действительно, а = � = 3n + 3 - 3  3 _ _  3_ n n + ' n + 1  n + l '  
Так как l iт +3 1 = 0, то ( _3_ ) - бесконечно малая , n-+<х> n n +  1 

послед,овательность. Таким образом , в силу теоремы 1 
п редел рассматриваемой последовательности равен 3. 

Т е о р е м а 2.  Сумма двух бесконечно малых последо
вательностей есть бесконечно малая последовательность 

О Пусть (аn) и (Ьn) - две бесконечно малые последо� 
вательности., Тогда для каждого 8 > О найдется N- такое 
что ' 

' а,. 1 <  � для всех n > N1 , (3) 
И найдется Nj такое, что 

' Ь,. 1 <  � для всех n > N�. (4) 

Положив N = тах {N 1; N 2} '  получим,  что для любого 
n > N неравенства (3) и (4) имеют место одневременно. 
Поэтому для люБЕ>ГО n > N получи м  

l an + bn i � l an l + l bn l  < � + ;  = 8. 

Поскольку 8 > О было взято произвольным, то тем 
самым усi'ановлено, что Нт (а,. + Ьn) = О, т. е. последова-

n-+ <х>  

тельность (а,. + Ьn) - бесконечно мала я . • 

l1апример , ( n� l ) и ( n:l ) - бесконечно малые после-

дов�тельности, Их сумма ( n� 1 )  - также бесконечно ма
лая последовательность. 

Аналогично доказывается , что сумма любого конечного 
�исла бесконечно малых последовательностей является 
бесконечно малой последовательностью. 

Т е о р е м а 3. П роизведенuе бесконечно малой последо
вательности на ограниченную последовательность есть _ 
бесконечно малая последовательность. 

О Пусть (Ьn) - ограниченная последовательность и пусть 

I ь" I � м для всех n. (5) 

Пусть, далее, (аn) - бесконечно малая последователь
ность. Тогда для каждого 8 >  О существует N = N (8) та
кое, что 

' а,. 1 < M� l для всех n > N. 

Из неравенств (5) и (6) следует, что 

l anbn l = l an l ' l bn l � M�( M  < 8 

для любого n >  N, А это и 0ЗН ачает, что 
Нт аnЬn = О, 

n-+<х> 

(6) , 

!г. е . последовательность (a"bn) - бесконечно малая . •  

Например, последовательность ( � )  - бесконечно ма-
( 2n - l ) И лая,  а последовательность -n- -:- ограниченная. х 

(2n - l ) б произведение � - есконечно малая последователь-
ность, так как 

I t '  ' . 
l' 2n - l  О 1т -2- = . n-+<х> n 

Заметим далее, что теорема 3 имеет' место и для случа'я ,  
когда ограниченная последовательность н е  имеет преде-
ла. Например , по�ледовательность (dn) - бесконечно ма-

6-
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лая ,  а (- I )n - ограни ченная последовательность, не и меющая п редела. Их прои зведение, последовательность a,. :::::II (_ I )n 
N' . (- I )n .= 2'i" n Е ,- бесконечно малая , так как 11т 2'1 = О. 

n .. Н" 3 а м е ч а н и е. Так как бесконечно малая последова-: тельность имеет предел, т. е. ограничена (см. п .  3), то из теоремы 3 следует, что произведение двух бесконечно J,шлых последовательностей есть бесконечно малая после .. дователЬ/юсть. ' 

Например , (21n ) и (з1,, )  - беСI{онечно малые последо .. 
вательности. ИХ п роизведение,  последовательность (�,) 
бесконечно малая .  

6 .  Теоремы о пределах последовательностей .  П р и  вы .. числении пределов часто приходится использовать теоремы о пределе суммы, разности , п роизведения и частного. т е о р е м а 1 (о пределе суммы). Если последователь .. насти (а,,) и (Ьn) сходятся, то последовательность (аll+ыl) также с�одится и ' 

о П усть 
l iт (а,. + Ьn) = Нт а" + Вт Ь". .-

11-+ 00 n � Q::I n -+ оо  

то гда по теореме 1 из п.  5 

а,, = а + аn , где (аll) - бесконечно мала я ,  
bn = b + f3" , где (f3n) - бесконечно малая .  

Складывая эти равенства , получим 
а" + ь" = (а + Ь) + (а,. + (311) ' 

Так как сумма двух бесконечно малых послеДОВ(lтельнос" 
теЙ есть бесконечно малая последовательность, то (an+f3n) -'
бесконечно малая. Таким образом , согласно теореме 1 
IIЗ п .  5 имеем 

lim (а,. + bll) = а  + Ь =  lim а,. + lim ьn • • 

Методом математической и ндукции  можно доказать, что предел СУА1А1Ы конечного числа nоследовательност.ей , имеющих пределы, существует и равен сумме пределов этих nоследова тельностеЙ. 
Т е о р е м а 2 (о пределе пронзведени я). Если последовательности (аn) и (ьи> сходятся, то последовательность 164 

(аnЬn) также сходится и 

о Пусть 
Вт (аnЬ,,) = (liт аn) (Вт Ьn) '  

n -+- Ф  n -t>-ctJ n -+- СО  

Вт а,. =а и Нт Ь,. = Ь; 
n -t>- Ф  n -+- ОО  

тогда (см. теорему 1 из п .  5) 
а" = а + а" и Ь" = Ь + f3" , 

где (�n) И ({3n) � бесконечно малые. Перемножив послед
ние  равенства, получим 

.a"b� = аЬ + (00" + 'af3" + а,,{3n)· 

Из теорем 2 и 3 и замечан и я  из п. 5 следует, что (Ьаn + 
+ а{3,. + а,,{3,,) - бесконечно малая последовательность. 
Следовательно, согласно теореме 1 из п. 5 , 

Нт (аnЬ,,) = аЬ = (liт 'а,,) (Нт Ь,, ) .  
(& 4 00  n -+- оо  n -+ ОО  

Методом математической и ндукц и и  доказывается ,  что 
предел nроизведенtlЯ конечного числа сходЯlЦихся последо
вательностей существует и равен nроизведениlO их пределов. 

С л е Д с т в и е 1 .  Постоянный множитель можно вы
носить за знак предела: 

l im (са,,) = с · l iт а". 
n -+ Ф  n -+ оо  

о Согласно теореме 2 

liт (са,,) = Вт с · Нт а" = с · Н l11 а,,1 
n-+Ф n-+со n -+- со  n -+ ОО  

так как Нт с = с . •  
С л е �;; в и е 2 .  Если последовательности (t:l,,) и (bll) 

сходятся, то nоследоватеЛЬНQсть (а" - Ь n) также сходшn
ся и 

Нт (аn -Ьn) = Нт а,, -Нт Ьn' 

о Согласно теореме 1 
n -+ Ф  n -Jo- CJ:) 

l iт (а -Ь ) = liт (а,. + (-1 ) Ьn) = Нт а,. + Нт (- 1 )  Ь,. . 
n -+ Ф  п п п -+<» n -+- Ф  n -t>- (JJ 

Далее, с учетом следстви я 1 получим 
liт (а -Ь ) =  liт а,,- liт Ь,. . •  

n � C;V  n n 
n -.. Ф n -+ QCI  ,. 
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Приведем без доказательства теорему о п ределе Ч�СТНОГ9. 
Т е о р е м а 3. Если последовательности (аn) и (ьn) ' где 

Ьn =1= О, сходятся и 1im Ьn -1= О, то последовательность 
n-+'" (::) также сходится и 

lim аn 
1· а" n -+ '"  1т - = --

n -+ '"  Ьn lirh Ьn ' 
n -+ '" 

Рассмотрим примеры вычисления пределов' с помощью 
теорем о пределах. 

П р и  м е р 1 .  Найти пределы: 

) l ' 8n-3 . б) l ' 8 (n2-3n-4) а 1т 1 3- 7 ' 1т 3- - 4  2 n -+ '"  n n -+ '" n n. 

1 • 3n2-3n- l В) 1т 4-5n-nЗ • n -+ '"  

/::, а) Числитель и знаменатель п редставляют собой расходящиеся последовательности (так как они неограниче
ны),  поэтему непесредственне примен ять теерему о п ределе частнеге нельзя. В этем случае пеступим так: числитель и знаменатель разделим на n (от этеге дробь не изменится) ,  а затем п рименим деказанные тееремы о. п редела х последевательнестеЙ. Приведем подробную запись вычислени я  п редела:  

1 im 
8-� Нт ( 8-� ) 8n-3 = lim __ n_ = n .... .. n 

n-+ '" 13-7n n -+ '"  �- 7 Нт (�-7 ) n n .... .. n 
liт 8 - ljm � 

= n .... .. n .... .. n 8-0 8 
1· 13 l' =0-7= -7 '  1т - - 1т 7 

n � OQ  n n .... оо 
3 4 

б) 1 · 8 (n2-3n-4) . l -n-n2 1т 3 _ _  4 2 = 8 1 1111 з 1 :=; -2.  
n -+ '"  n n. n -+ "'  ____ 4 

n� n 
3 3 1 

) 1. 3n2- 3n- I . n - ii2 - ;jЗ  в "l�� 4-5n-nЗ = 11 111 4 5 = О. А n -+ <х>  - - - - 1 nз n� 
При доказательстве некеторых теорем и решении задач удобно. пользоваться следующей теоремой .  . 
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Т е е р е м а. Если между членами трех последователь
ностей (аn) , (Ьn) и (сп) выполняются неравенсmва а,. � 
� сп �bn ,  причем пределы (аn) u (Ьn) существуют u равны 
между собой , то u предел (сп) существует и равен об
щему пределу (аn) и (Ьn) '  

о Пусть 
l im an = a  и 1im Ь" = а. 

fl -+ ф  

Тегда , сегласне епределеНИlq предела песледовательности,  
для каждого е >  О найдется такое Nt , \ чте 

а - е < аn < а + е для всех n > Ni, 
и найдется такее N 2' что. 

a - е < Ьn < а + е для всех n > N2· 
Пеэтому , если n > N = тах {N , ; N2} ,  те 

а - е  < all � cl1 � bn < а + е 
и ,  следовательно, 

\ cll- a \  < е. . ( 1 )  
Таким ебразем, для каждого е >  О существует та кее N ,  
что для всех n > N выполняется неравенстве ( 1 ) . А это 
и означает , что l iт c� = a. a  

Н 1· 1 .  П р и  м е р  2. айти 1т - sш n. 
11 � Ф  

n 
/::. Так как 

О 1 . __ I < n sш n ,::::: n и Нт ..!.. = О, 
rt -+- aJ  n 

то, сегласне доказанной теореме, 1 ih1 � sin n = О. & 
n ..... "" 

7. Бесконечно большие последовательности.  Связь меж-
ду бесконечно большой и бесконечно малой последователь-
ностями . 

О п  р е Д е л е н и е. Песледевательность (аn) называется 
бесконечно . большоЙ,  если для каждого полежительнего 
числа А найдется такое натуральное числе N, что. дл я 
любого n > N выпелн яется неравенстве I а,. I > А.  В этем 
случае пишут 

Например , Нт n = 00 " т. е. о последовательность (n) -
n -+ оо  � ! 

бесконечно большая. 
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Т е о р е м а. Если п.оследоваtrll!льностЬ (аn), где an ::l== 0,
бесконечно большая, то nоследоваmeЛЫiОСтЬ (a�) - беско
нечно малая, и наоборот. 

О Пусть (аn) - бесконечно большая последовательность. 
Тогда, согласно определению, для каждого А > О найдет
ся N такое, что 

Положив 

I а" I > А для всех n > N. 
1 е = А '  из соотношеНI IЯ ( 1 )  получи� 

1 1 та,;т < А = 8  для всех n > N.  

( 1 ) 

Так как 8 здесь может быть произвольным положи
тельным числом, то это и означает, что Нт � = о т. е. 

n�OD all ' 

последовательность (�) - бесконечно малая.  
Пусть теперь последовательность (аn) - бесконечно ма

ла я. Тогда, по определению, для каЖДОL(; 8 >  О найдет-
ся N такое, что . 

l a,, 1  < 8 для всех n > N.  (2) 
1 ПОЛОЖIIВ А = "8 > О, из соотношени я  (2) получим 

I I та;;т > -;;- = А для всех n > N, 

т. е. последовательность (a�) - бесконечно БОJlьша я . Ii 
Например, последовательность ( � )  - бесконечно ма

Jlая ,  а последовательность (n) -беСJ<онечно БОЛЬшая.  
П р и  м е р .  доказать, ч то l im qn = О, если I q 1 < 1 , и n .. ф 

Вт qn = 00, если 1 q 1 > 1 .  
n � ""  

6 Если I q l > 1 ,  то I q l = l + h, где h >' o, и согласно HepaBeHCT�Y Бернулли (см. § 8, п. 1 ,  при мер 2)  
1 q In = ( l  + h)n � 1 + hn. (3) 

Очевидно, что 
l im ( l  + hn) = 00 Jj"  

n -+ ао  ... 

т. е. последовательность ( 1  + hn)- бесконечно больша я . 
И з  неравенства (3) следует, что последовательность (q") 
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тоже бесконечно большая ,  т. е. 
Нт qn = 00 .  

Пусть теперь I q I < 1 .  Если q = О ,  то qn = О для лю
бого натурального n и ,  следовательно, 

Нт qn = О. 
n ... "" 

Если же q ::l== О, то 1 + 1  > 1 . ' По только что доказанному 

последовательность (+)n , n е: N,- бесконечно БОЛЬШ:Я .  
В силу теоремы о связи между бесконечно большои и 
бесконечно малой последовательностями последователь
ность qn, .п е: N,- бесконечно малая ,  т. е. liт qn = О. А n�", 8. СУLЦествование предела У монотонной ограниченной 
последовательности. для установления существования пре
дела последовательности широко используется следующий 
достаточный признак существования предела. 

Т е о р е м а В е й е р ш  т р а с с а .  Всякая монотонная 
ограниченная последовательность имеет предел. 

доказательства этой теоремы мы не ·приводим. Заме
тим, что в теореме Вейерштрасса сформулированы доста
точные условия существовани я  предела последователь
ности , но способ нахождения этого предела не указы
вается .  

П р и  м е р .  Используя теорему Вейерштрасса, дока
зать существование предела у последовательности с об
щим членом 

an = ( I +� ): n E N. 

1:::. Рассмотри м  вспомогательную последовательность с 
общим членом Ьn ' ( 1 + � ун. 
Очевидно, что эта последовательность ограничена снизу, 
так как Ьn > О. докажем, что она убываетl 

bn _ i ( l +�Y (�)" n�nH 
-т,;-

= ( 1+� )"+ 1 L(n� I Y+ l  (n+ J)n+ l (n- l)n 

= (n2)n +l . n- l = (�)n + l  . n- l = ( I +_1_ )n+ l . n-l . (n�_ I)n +1 n n�- 1  n n�- l  n 
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Согласно неравенству Бернулли при n � 2 

( 1 )n+1 1 1 n 1 + -В-1 > 1 + (n +  1 ) . -2-1 = 1 + -1 =--1 ' n.- n.- n- n-
т. е. 

( l +n��IY+ l> n�1 . 
Таким образом, для любого n � 2 

bn_f.  > _n_ • n - 1 = 1 Ь,. n- l n . 
Отсюда следует" что последовательность (Ьn) убывает. 
Кроме того ,  о на ограничена, так как О � Ь,. � Ь1 дЛЯ 
любого n Е N. Следовательно, по теореме Вейерштрасса 
последовательность (Ьn) и меет предел. 

Рассмотрим теперь предел, последовательности (аn) . 
( 1 +J. У+1 l im а,. = Нт ( 1 + ..!..)" = Нт n 

1 = liт � = 
n ..... ф n....... n n....... 1 +- n ..... ф 1 +-n n 

n ..... "" = lim� ( I +..!..) =��bn. n � OO  n 

Итак ,  l iт ( 1 + ..!..) " существует. Этот предел принято n�C» n 
обозначать буквой е, т. е. 

Нт ( 1 +..!..)" = е. 
n ....... n 

Число е играет большую роль в математике, естествознан ии и технике . Эго число иррациональное, с точностью 
до 1 0-' оно равно 2,7 1 83. � 

9. Понятие числового ряда. для заданной числовой ПОСЛ,едовательности (аn) выра�ение вида , 
ею 
� а,. = а1 + ав + аз + . . . + а,. + . . . ( 1 ) 

n = 1  

называется бесконечным числовым рядом. 
В этqм случае а", f1азывается n-м (общим) членом ряда. GYMMbl $1 = а1 , Sz = а1.+ ав, Sз = at + ав + аз 1;1 т. д. на,зываютс� чaqтичными pY(r!Мaм.и ряда ( 1 ) ,  CY�Ma S" =. '11 ++ а2 + . . . + а,. называется nru частичной суммой. 170 

О п  р е Д е л е н и е . Если последовательность частичных 
с у мм ряда сходится ,  то ряд называется сходящимся, а 
п редел последовательности частичных сумм н азывается 
суммой ряда. 

Если последовательность частичных сумм расходится , 
т о  р яд называется расходящц.мся. 

П р и  м е р 1 . Пусть дан ряд 
"" , � (- 1 )n- � = 1 - 1  + 1 - . . .  + ( _ 1 )"-1 + . . . 

n = 1 

Последовательность частичных сумм этого р яда 
Sl = 1 , S2 = О, Sз = 1 ,  S4 = О ,  . . .  , S'in-i = 1 , S2n = О, 

'" 

предела не имеет, значит, ряд � ( _ 1 )n-l расходится. 
n = 1 

П р и  М е р 2. Рассмотрим ряд 
'" 1 1 1 1 1 L n (n+ I) =т:2 +2. З+ З. 4 + · · ·  + n (n+ I) + ' "  

n = 1 

Построим последовательность частичных сумм этого 
ряда: 1 1 S 1 = а1 = т:2 = 1 - "2  ' 
S2 =a1 + а2 = 1�2 + 2�З = ( 1 -i-) + (i--i) = 1 -+ j 

. . . . . . . . . . . . . . 

S�, 
. a� � a� � .

.
. . + а" = ( 1 -i-) + (i-- �) + 

+ C� -+) + ' "  + (n�I - :1 ) + (� -n�I ) = I -n�l ' 
Легко видеть,  что 

l iт S,, = lim ( l -n�I ) = I .  n 4 ОС  I1 -io- OO  

Значит, да нный ряд, согласно определению, сходится ,  и 
его сумма равна 1 ,  т. е. 

со I L n (n+ l) = 1 . n= 1 
П р и М е р 3. Рассмотрим бесконечную десятич ную 

дробь ао ,а1а2аз • • .  , с помощью которой представляется 
действительное ч исло а. Эгу дробь можно записать в 
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следующем виде� 
(2) 

т. е.  в виде некоторого числового р яда. Очевидно, ча
стичные суммы этого р яда являются десятичными при
ближениями числа (1, с недостатком: S" = (1,,,_i '  Так как 
(см . пример 3 и з  п .  1 )  Нт (1,,, = (1" то ряд (2)  сходится 

" -+ 00 

и его сумма равна (1,. 
1 0. Сумма бесконечной убывающей геометрической 

прогрессии. Рассмотрим геометр ическую п рогрессию, т. е .  
последовательность с общим членом а" = a1q,,-1 . 

Покажем , что р яд, составленный и з  членов этой по
следовательности ,  

( 1 ) 

при I q 1 <  1 сходится ,  и найдем его сумму. !<ак известно, при q =F 1 для суммы ,n. первых членов 
этои п рогрессии ,  т .  е. для n-Й частичной суммы р яда ( 1 ) ,  
имеет место формула 

Поэтому ,  если I q l  < 1 , то 

Нт S" = I� ( 1 - Нт qn) = � ,  
II -Н1:)  q 11 -+ 00  l -q 

так KaJ{ Нт qn = О. 
Итак,  мы установили ,  что ряд ( 1 )  сходится при I q I < 1 .  
Сумма ряда , составленного и з  членов бесконечной 

убывающей геометри ческой прогрессии ,  называется сум
мой этой п рогрессии .  Та к им образом, имеем следующую . 
формулу для вычисления  суммы бесконечной убывающей 
геометри ческой п рогрессии :  

(2) 

где аl - первый член п рогрессии ,  q (1 q I < 1 )  - знаменатель 
п рогрессии.  

П р и  м е  р 1 . Найти сумму ряда 
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6. Так как последовательность (ап) ,  где а,. = ( -f )"-� I 

представляет собой геометрическую прогрессию, у кото-
1 1 u рой а1 = и q = - 3 '  то данныи ряд сходится и его 

сумма вычисляется по формуле (2): 
а1 1 "1 3 .. S = I _q = ( 1 ) = 4 = 4 ' · 1 -: - 3  '3 

Рассмотрим некоторую бесконечную лер'иодическую 
десятичную дробь (1, = ао ,а1а2 • • •  ат(Ь1Ь2 • • :Ьn) ' Покажем, 
что эта дробь изображает рациональное ч исло. Восполь
зуемся формулой ,(2) :  

Ь1Ь2 . . .  Ь,. + 
Ь1Ь2 . •  · Ь,. + _ (1, = ао , а1 а2 . . • ат + 1 От + " ют + �II • . . -

ИтаJ{ ,  

Ь1Ь2 • • •  Ь" 1 
= ао ,а1а2 • • •  ат + lom +n ' 1 = 1 - 1011 

(3) 

П р и  м е р  2.  Представить периодические десятичные 
дроби 0 ,(285 1 4) и 3 ,2(63) в виде оБЬJJшовенных дробей.  

6. Используя формулу (3) , получаем : 
285 7 14 285 7 14  2 · 142 857 2 

0 ,(2857 1 4) = 0 + 106- 1  = 999 999 = 7. 1 42 857 = 7 ;  
63 2 63 

3,2(63) = 3,2 + 1 0 . ( 10�- 1) = 3 + 10 + 1 0 . 99 = 
2 7 29 

= 3 + 1О + ТТО = 3 ТТО · • 

3 а м е ч а н и е. Положим в формуле (3) n = 1 и Ь1 = 9 , 
тогда 9 1 

а: = йо ,а1а2 • • •  ат + 10т ( 10- 1 )  
ао ,й1а2 • • • ат + 1 0'" . 

Таким образом , всякая десятичная периодическа я 
дробь с периодом,  равным девяти , равна конечной деся
тичной дроби , у которой десятичный разряд, предше
ст вующи й периоду , увеличен 1la единицу по сравнению 
с исходной дробь ю. 
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Например,  1 (9) = 2. В самом деле, 
9 1 , (9) = 1  + 10- 1  = 1 + 1 = 2. 

Аналоги чно имеем 6,3(9) = 6,4. Действительно. 
9 1 

6,3(9) = 6,3 + 10 ( 10- 1) 6,3 + 10 = 6,4. 

В о п р о с ы  д л я  к о н т р о л я  

1 . Что называется пределом последовательности? 
2. В чем заключается геометрический смысл сходимости последо

вательности? 
3. Сформулируйте необходимое условие существования предела 

последовательности. 

4. Сколько пределов может иметь последовательность? 
5. Какая последовательность называется бесконечно малой? При

ведите пример. 
6. Какая последовательность называется бесконечно большой? 

Приведите пример. 
7. Сформулируйте теорему о пределе суммы двух последователь. 

ностеЙ. 
В. Сформулируйте теорему о пределе произведения двух последо

вательностеЙ. 
9. Сформулируйте теорему о пределе отношения двух последова

тельностей. 
10. Сформулируйте теорему о пределе монотонной последователь-

ности (теорему ВеЙерштрасса). 
1 1 . Что называется- бесконечным числовым рядом? 
12. Какой ряд называется сходящимся? 
13. Какой ряд называется расходящимся? 
14. Приведите формулу для суммы бесконечной убывающей 

геометрической
-

прогрессии. 

Упражнения 

4 . 29. Докажите, что 

2n- 5  ( _ I )n 1) 11т -- =2; 2) lim --=0; n .... оо n n -+ оо  n 
2n-3  1 . 1 . 3) 11т 4 + 5=-2 ; 4) 11т -2- =0, 

n � � ft n � � n_ + 1 
5n+6  , 

4.30. lim -+ 1 =5. Каким должно 6'ыть n, чтобы число n _  со n 
1 5n + 6 -5 1 было меньше 0, 1 и О,О I ?  n +- 1 
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r .. 

l -n  
4 . 3 1 .  lim 2+ 

=- 1 .  Каким должно быть n ,  чтобы число 

I;+�+ I [ �b:O ме:ьше 0, 1 ;  O,OO I ?  

. n2_ 1 1 
4.32. 11т 2 2+ =2" I Каким должно быть n , чтобы чис.'lO 

I ;:�+1n -'I '� б;�О :еньше 0,01 ;  О,ОО I ?  

4.33. Установите, какие 
какие расходящиеся: 

из последовательностей сходящиеся, а 

4n +2  1) an =---"'2r! ;'  2) аn 

( _ 1 )n 
аn = ----пз- ' 

4.34. Найдите пределы: 
2n-3  . 1 3 . 3-n 

I 1) 11т 4-В ; 2) lim 2n ; ) 11т 2 + 1 ; "- 11 ... 00 n - n -+ 00 n ..... 00 n 
3n�+2 . � . 1 -n-nЗ • 4) nl�m� 1 - 4n� , �n l�m � (Зn +- 1)8 ' 

6J li ( 1 
+ 

2n ) . 7) l' 12n2+ 5 . m - -- , 1т 2 '  , n -+ оо 2n Зn+ 1 n -+ � n_+n - 1  
1 . 1 

+ 1+ '2+ " ' +2n В) Нт 
1 + 2�� . . n

; 9) Нт 1 l ' n -+ 00 n -+ � 
1 + з+ . . . + 

Зn 

4.35. Какие из следующих утверждений верны: . 1 ) если последовательность lIеограничена, то она не имеет п редела ; 
2) если последовательность имеет предел, то она ограничена ; 3) если последовательность немоиотонна, то она не имеет предела ; 
4) если последовательность имеет предел, то она монотонна? 
4.36. Выясните существование предела у следующих последова-

теЛbJJOстей :  
. 1 4 n + 1  1) аn = - 2n ; 2) аn= 4n-З ; З) an = n�+2 ; 
1 1 I 

4) аn = 3" ; 5) аn = 4n ; 6) аn n _ ( _ 1 )n ; 

n l 
7) an = n - ( - I)n +l; 8) an=тnn ; 9) о" VЗn - l  

4.37. Найдите сумму бесконечных геометрических прогрессий) 
4 8 16 1 ·  1 1 ) 2; "5 ; 25 ; 125 ; . . .  ; 2) 1 ; 4 ;  1 6 ; 64 ; . . . ; 

3) � -6' ; 18 ' -5� ; . . .  ; 4} -З; 
-2" : - 12 : 

-72 ; . • •  
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4.38. Найдите сумму бесконечной геометрической пр.огрессии 
(йn) ,  если известно, что 

1 3 1 
1) а2=Т ' q=5" ; 2) аз = - 1 , q =-r : 

3) ав = - 2, q=- ; ; 4) аз = - t , q = _ ; . 

4 .39. Запишите в виде обыкновенной дроби : 
1) 0,82(63) ; 2) 13,83(54) ; 3) 8,4(57) ; 
4) - 10,3(62 1 ) ;  5) - 32,2(54) ; 6) 3,09(04}. 

§ 19 .  Предел функции 

1 .  Предел .функции в точке. Сформулируем определе
ние предела функции в точке, ИСПQЛЬЗУЯ определение 
предела последовательности. 

О п р е Д е л е н и е. Пусть ФУНКЦИЯ f (х) определена в 
некоторой окрестности точки а ,  кроме, быть може�, са
мой точки а. Число В называется пределом фУн'кции f (х) 
в точке а (или при х, стремящеА1СЯ к а) , если для любой 
последовательности значений аргумента хn :::/= а, n Е N, 
сходящейся к а, последовательность соответствующи х 
значений функции t (х,, ) ,  n Е N, сходится к числу В. 

В этом случае пишут 
l iт f (х) = В или f (х) ---+ В при х ---+ а. 
...: -+ а  

Короче , В = l iт  f (х) , если l iт f (х,, )=В д.г.я любой 
х -+а n -+ 00 

последовательности х,, :::/= а, n Е N, сходящейся !( а. 
П р и  м е р 1 .  докажите, что l iт х2 = О. ...: -+ 0  
6. Рассмотрим любую последовательность значений 

аргумента х,, :::/= О, n Е N, сходящуюся к нулю,  т .  е .  
Нт х" = О. Тогда , так как f (х) = х2 , то l iт t (хn) = 

n-+ 00 

= Нт x� = l im Х,, ' 1 im х" = О. 
n -+ со  n -+ со n 4 00 

Следовательно, l iт х2 = О. А 
...: -+ 0  

1 · х2 _ 1  2 П р и  м е р 2. докажите, что 1т __ 1 = . 
...: -+ 1  х - . 

6. Рассмотрим любую последовательность значений 
ар гумента Х" :::/= 1 ,  n Е N, сходящуюся к 1 ,  т. е. 1 im Х" = 1 . 

n ...... оо х2_ 1 Тогда , так как f (х) = 
х

- 1 ' то 
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1 · f ( )  l' Xr� - 1 
l' ( 1 )  2 1т Х" = 1т 

-=-1 = 1т хn +- = . 
n -t- <J'J  n -+- СО Хn n-J>- aJ 

, 
Следовательно I 

1· x�- 1 _ 2 "" lт -- - . • 
х ...... , х- l 

Если же для некоторой последовательности значени й  
аргумента хn :::/= а ,  n Е N,  сходящейся к а, последователь
ность соответствующих значений функций f (хn) ,  n Е N, 
предела не имеет, то функци я f (х) н,е имеет предела в 
точке а. Ф ункция t (х) н,е имеет предела в точке а и 
тогда , когда для двух различных последовательностей 
значений аргумента , сходящихея к а ,  последовательности 
соответствующих значений функции имеют разные пределы. 

р и м е р 3. доказать, что Нт _, х , не существует. 
Х-+ О Х 

РассмЬтрим последовательность, сходящуюся к нулю: 
1 

..!.. , n E N. Тогда l im  f (x�) = Нт + = 1 . Рассмотрим n 
n -+ Ф n -+- со  _ 

n 
теперь другую последовательность, сходящуюся к н улю: 

1 

х;; = _ 2.. , n E N. Тогда 1 im f (x�)
' 

Нт jn = - 1 . Так n 
n -+  ею n -+ со _ . 

n 
КaI{ для двух различных последовательностей аргумента , 
сходящихея к нулю, последовательности соответствующих 
значений функции имеют разные п ределы ,  то п редел 
ФУНКЦИИ t (х) = ,; I в то:ке'х = О не существует. А 

Отметим,  что точка а ,  в которой рассматривается п ре
дел функции f (х) , может ПРl1 надлежать области опреде
ления функции t (х) (см .  пример 1 ) , а может и не при
надлежать , так ка!{ при на хождении предела функции в 
точке не рассматривается значение функции в этой точке 
(см. пример 2) . 
/ Используя определение п редела , найдем пределы не

которых функций .  
П р и  м е р 4 .  доказать, что предел постоянной функции 

равен этой же постоянной. 
6. Пусть f (х) = с для всех х из некоторого интервала , 

содержащего точ ку а. Тогда для любой последователь
ности (х,,) та кой , что Х" � а при n � 00 ,  имеем t (хn) = С � 

l im f (х,,) = С. 
n ...... оо 
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Следовательно, 
l im t (х) = liт с = с. А. 

П р и  м е р  5 .  Доказать, что для t (х) = х 

l im t (х) = lim х = а. 
x�a х-+й 

I 

6. для любой последовательности (хn) такой, что хn � а 
при n -+ 00 ,  и меем 

l im t (х;) = Нт хn = а. 
Il-�Ф n4-Ф 

Следовательно,  согласно определению п редела 
Нт х =  а. А. 
х-+а 

2 .  Теорема о единственности предела .  
т е о р е м а .  Функция не ,Может UMetnb двух разных 

пределов в точке. 
D ДОl<азательство проведем методом от п ротивного. 

Пусть в точке х =  а функци я t (х) и меет два различных 
п редела А и В. 

Согласно определению предела для любой -последова
тельности значений аргумента xll , n Е N, такой что х =1= а 
и l im х" = а, и меем 

' n 

Нт ! (хп) = А , l iт ! (xll) = в. 
f1�ф n-+оо 

в силу единственности предела последовательности 
отсюда получаем равенство А = В, которое противоречит 
п редположению. Следовательно, функци я не может иметь 
двух разных пределов в точке . •  

3.  Теоремы о пределах. Основные теоремы о пределах 
функций (о п ределе суммы, произведения и частного), об
легчающие вычисление пределов, а налогичн ы  соответст
вующим теоремам о п ределах последовательностей . 

т е о р е м а 1 .  Предел СУ,М,МЫ (разности) функций равен 
су,м,ме (разности) их пределов, если последние существуют: 

Нт (f (х) ± g (х» = lim f (х) ± lim g (х) . 
%-+0 х-+а X--J..Q 

т е о р е м а 2. Предел n,jоизведения функций равен nро
цзведению их пределов, если последние существуют: 

l iт (f (х) · g (х» = lim t (х) · l iт g (х). 
Х-+а Х-+а Х-+а 

С л е Д с т в и е. Постоянный ,Множитель ,Можно выносить 
за знак предела, т. е. 

l iт (с! (х» = с Нт t (х) , 
х-+а х-+а 

если Нт t (х) существует. 
Х-+а 

Т е о р е м а 3. Предел отношения двух функций равен 
отношению их пределов, если последние существуют и 
предел делителя отличен от нуля: 

'( 
Нт f (х) I 1· х) х-+а 

. 
lт -- = ;;.,..;-�.,....,.... х-+а g (х) liт g (х) , 

если Нт g (х) =1= О. 
х-+а .,..-;\ 

х-+а 

о Пусть 
Нт t (х) = А и Нт g (х) = В � О. Х-+й х-+й 

Согласно определению предела Функцl,1И в точке для 
любой последо.вательности значени й  х,. аргумента такой , 
что хn =1= а и 11т х1l = а, имеем 

l im t (хn) = А и l im g (хn) = В =1= О. 
n-J-OO n-+-ао 

Используя последние равенства и теорему о пределе 
частного для сходящихся послед�вательностей ,  получаем 

. lim f (хn) 
lim f (хn) = 11-+ <» = � 

11 -+ 00 g (xll) Нт g (xll) в . . n-+ао 
Отсюда следует, что 

liт ' (х) = � 
х-+а g (х) В ' 

т. е. Нт f (х) 
х-+а g (x) 

Нт f (х) 
х--- а • Нт g (х) ' • 
х-+а 

Теоремы 1 и 2 доказываются аналогично. 
При изу�ен и и  п ределов ФУНКЦИЙ и ногда полезно и с-

пользовать следующую «т е о р е м у о п p�д е л е ' о-
м е ж у т о ч н о й Ф у н к Ц и и». 

т е о р е м а 4. Если . 

Нщ <р(х) = В, l im 'Ф (х) = В 
• х-+й x�a 

и в не.,
котороЙ окрестности тОЧkи а, КРО'ме, 

'
бьiть 'может, 

самои точки а, выполняются неравенства 

<р (х) � t (х) � 'ф (х) , 
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то 
l im f (x) = B . 
х-+а 

Эта теорема следует из соответствующей теоремы для 
последовательностей. 

П р и м е р  1 .  Найти lim (9х2- бх + 8). 
х-+l 

6 Применив теоремы о пределах суммы, р азности и 
произведени я ,  получим 
l iт (9х2 -бх + 8) = Нт (9х2) -Нт (бх) + Нт 8 = 
х-+ 1 х-+ 1 х-+ 1 - х-+ 1 

= 9 Нт х2 - б lim х + 8 = 9 ( l iт х) . ( l iт х) - б . l + 8 = 
х-+ l х-+ l х-+ l х-+ l 

= 9; 1 · } - 6 · } + 8 = 1 1 . А. . 
П 2 Н U l ' х2- 5х+ 6  

Р и м е р . а ити 1т 2 
х-+2 х-

6 Здесь п редел знаменателя равен нулю, поэтому вос
пользоваться теоремой о п ределе ч?стного нельзя. Разло
жим числитель на множители: 

х2 - 5х + б = (х - 3) (х- 2) . 
Так как при на хождении предела в точке 2 рассматри
ваются лишь х =1= 2, то можно СОI{ратить на х - 2 , и поэтому 
l im x2-5Xi6 = l iт (х-2) (х2

-З) l iт (х- 3) = 2'- 3  = - 1 . "  
х-+2 х- х-+2 х - х-+2 

П р и  м е р 3. На йти Нт ;- 1 
Х-> 1 х- l 6 Прежде всего покажем , что 

l iт v"x = 1 .  
.1 -+ 1  

Tal{ как для любого х > О 

O �  I Vx- l \ = �X- l l � l x- l l , х+ 1 
поэтому по теореме 4 имеем,  что }1 JП <VX- l)  = О, т. е .  
Вт Vx= 1 .  
х-+ l 

Следовательно, 

1
. х- l l ' (x- I) (Ух+ 1 ) 1т = 1т = 

н- ! V х - l  .1 .... 1 (у x- l ) ( y x+ l )  

х -+ l  

= lim (x- l ) (У"Х+ l ) - 1' <V- } \ - 2 '" х - l  - 1т х +  ' - . •  
х-> ! х-+l 

180 

З а м е ч а н и е. В примерах 2 и 3 при х = 2 и х = 1 
соответственно числитель и знаменатель дроби обращаются 
в нуль. В таких случаях говорят, что имеетс:я неопреде

О леююсть вида "о '  а нахождение предела называют рас-
О крытием неопределенности в ида -О .  

4 .  Односторонние пределы .  В приведенном в п .  1 опре
делении предела функции в точке а ргумент х принимает 
значени я  хn из окрестности точк и  а, кроме х = а, как 
слева , так и справа от а. 

Если при  нахождении предела рассматривать значе
н и я  х только слева от а ,  то та кой предел называется 
левым или левосторонним и обозначается 

liт f (х); Нт f (х) или { (а- О), х ...... а - О х ...... а 
х <а 

а если р ассматривать значени я  х только справа от точки а , 
, то такой предел называется правым или правосторонним 

" и обозначается 
Вт f (х) ; l iт f (х) или f (а + О). 

x-+а + О  х ..... а 
х>а 

Левый и правый п ределы называются односторонними 
, пределами ,  а предел иногда называется двустороннам. 
, , в случае, когда изучают односторонние пределы в точке 
х = О (т. е. при х -+ О) , запись упрощают и пишу:г для 
левостороннего предела Нт f (x) = f (-O) , а для право-

х-+ - О 

стороннего- liт f (х) = f (+0) . 
х-+ +  О 

Из определений  следует, что если у f (х) существует 
предел в точке хо и 

Нт f (х) = А ,  ( 1 )  
Х4-Хо 

то односторонние пределы f (хо + О) и f (хо - О) также су
ществуют и 

f (хо + 0) = f (хо - О) = А . (2) 
Верно и обратное утверждение: если имеет место (2) , 

то имеет место и ( } ) . 
Таким образом, для установления существования пре

дела функции f (х) в точке хо достаточно проверить вы
полнение следующих .трех условий: а) существование 
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, .  

левого предела; б) существование правого предела; в )  сов
падение односrrюронних пределов. 

П р и  м е р  1 .  Найти предел функци и f (х) = I х I п р и  
х -+ О. 

6 Llанная функция определена на всей числовой п р я
мой (рис. 40) .  Так как f (х) = -х для х, удовлетворяющи х  

!J неравенству х < О, то 
{ (-О) = Нт (- х) = О. 

Х4 - 0  
Аналогично, 

{ ( +О) = liт х = о. 
Х4+ 0  :с 

Рис. 40 
Таким образом , f (+0) = f (- О) =0. 

Так как односторонние п ределы в точке нуль совпали ,  
то  предел ФУНКЦИИ f (х) в точке нуль существует и равен 

-2 

этой 

}j и х  общему значению,  т. е. 
(j 
/ l im t (x) = li m l x l = O  . •  

Х4 0 .\:40 

П р и  м е р  2. Llоказать , что функ
ция {- хз  если x� 1 ,  

f (х) = 2 + ;, если х > 1 
х не имеет п редела в точке х = 1 .  

6 Llанная фун кция (рис.  4 1 ) опре-
Рис. 4 1  делена на  всей числовой прямой. 

Вычислим односторонние пределы 
ФУНКЦИИ в точке х = 1 ; 

{ ( 1 - 0) =  liт (_ хЗ) = _ I , Х4 1 - 0 
f ( 1  + О) = li ll1 (2 + х) = 3. 

. Х4 1 + 0  
Итак,  f ( 1 - О) =1= f ( 1  + О). Следовательно, данная функция 
не имеет предела в точке х = J .  А 

5. О пределе функции при Х -+ ± 00 .  Бесконечный 
предел функции . При изучении свойств функций при хо
дится рассматривать предел функции в бесконечности , бес
конечный предел функци и в точке, а также бесконечный 
п редел в бесконечности.  

Остановимся подробнее на пределе функции в беек 0-
, нечности , т. е. при  х -+ + оо  и при х -+ - 00. 
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Пусть функци я f (х) определена на всей числовой 
п р ямой .  Ч исло' В называется предело!!! функции f (х) 
при х -+ + 00 ,  если liт f (хn) = В для любой последователь· 

n4ОО 
ности (хn) такой ,  что l im Х,. = + 00 .  

n-+ОО 
в этом случае п ишут l im f (х) = В. Аналогично, 

Х-+-+ 00 
liт f (х) = С,  если liт f (хn) = С для любой (хn) такой • .  х-). - 00 n-+� 

что l iт хn = - оо. 
. х

2
_ 1  П р и м е р  1 .  Llоказать, что 11т 

2 + 3  = 1 . Х4+ ОО  Х 
6 Рассмотрим п роизвольную последовательность (х,,) 

такую, что 
Нт XIl = + 00. 

Так как последовательность 

{ (хn) = Х�-+зl = 1 - �з ,  n E N, 
х,. х

,, -г 

сходится к 1 ,  то, согласно определению, 
. х' - I  11т '

+ 3 = 1 .  
Х-++ ОО Х. 

Легко видеть, что и 
. х2 - 1  11т 

2+ 3 = 1 . •  
Х4 - ОО  Х 

в ряде случаев поведение функции f (х) разное при 
х -+ +  00 и при  х ---+ - ОО. Например,  для функции f (х) = 

У9х2+ 1 v = 
Х"":'l , определеннои для всех х =1= 1 , имеем 

1 · v9xi+! 3 l' v9x2+i 3 1т 1 = - , 1т 1 = . 
Ха+- CIO х -

Ха++ ао х -

Поэтому при  исследовании свойств функци й рассматри
вают как Нll1 f (х) , так и l i ll1 f (х) . 

Х-+ + 00 х-+ - оо  
Кроме рассмотренного случая конечного предела функ� 

ции f (х) при х � а (или х -+ ± 00) исполь�уется пон ятие 
. 

I бесконечного предела . Напр имер,  функци я f (х) = � ,  опре-
. " . , Х #, . деленная для всех х =1= О (рис.  42) , принимает сколь угодно 

, большие значени я  при х - О. в этом случае ГOBOP�T, что 
1&1 



функция в точке х = О имеет своим пределом бесконеч-
1· I ность, И п и шут 1т 2 =  00 .  
х-+-о х. 

Сформулируем определение бесконечного п редела!  если 
для любой п оследовательности значений аргумента (хn) 

.!/ тако.Й , что Xn :f= а и liт:х,. = 
n ... .., 

= а, имеет место liт t (хn) = 
.. n"'Ф 

= 00, то говорят, что предел 
функции t (х) в точке а есть 
бесконечность, и п и шут 

l iт t (х) = 00. 
х-+-й 

Если в данном определе
_..I.----1_....L.-=-I'-....1..._'---'-_ н и  и услов ие xn :f= а замен ить 

: на условие Х,. < а (или XI1> 
Рис. 42 > а), то получим определе-

н ие беСIюнечного левого п ре
дела (соответственно п равого п редела)  функции · f (х) в 
точке а. 

А налогично определя ются бесконеч н ые пределы в бес
конечности , т. е. п ределы вида liт f (х) = 00 .  

П 2 Н • l' 3х3+х+4 Р и м е р . аити предел lП1 14 2 З ' х-+ + ао  -Х.-х 
Ь. Разделим числитель и знаменатель на хЗ , тогда 

3+ 
1 + 4 

3хВ+х+4  . x� � 3 Нт 14 - 2_ э = 11т 1 4 1 = -1 = -З. А 
х-+ + ао  Х. Х х-+- + ао - - -- 1 

хВ " 

З а м е ч а н и е 1 .  В п римерах 1 и 2 п р и  х -+ + 00 чи
слитель и знаменатель стремятся к бесконечности . В такнх 

00 случаях говорят,  что имеется неоп ределенность вида 00 '  
а нахождение п редела называют раскрытием нео п ределен-

00 ности вида -;;;; . 
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П р и  м е р  3. Найти п редел l im (V х2 + l - x) . 
х-+- + ао  . 

ь. Нт <Vx2 + l - х) = l im ( Y?"+I -x) ( УХ2+1 +х) = 
Х'" + ао Х ... + ао V x� + 1 + х 

- l '  x2 + 1 -x� _ l ' 1 - о  .А. - 1т ,г - 1 т  - . _ 
Х'" + '" f x� + 1 + х л ... + ао у x� + 1 + х 

З а м е ч а н и е 2 .  В п римере 3 рассмотрена н ео п реде
ленность вида 00 - 00 .  

Если l iт t (х) = 00 ,  то функция f (х) называется беско-
Х-+й 

нечно большой при х - а. Если же liт t (х) = о, то функ-
х ... й 

ци я f (х) называется бесконечно мплой при х _ а. Анало
ГИЧI;lО определяютс я бесконечно большие и бесконечно 
малые функци и п р и  х _ - оо , х -- + оо. 

Заметим ,  что, так же как и для последовательностей , 
и меет место следующее У1:Верждение! если функци я f (х) -
бесконечно малая п р и  х - а и f (x) :f= О для x :f=  а и з  не-
которой окрестности точки а, то функция f �x) - бесконечно 
больша я п р и  х -+ а. 

Верно и обратное утверждениеl если функци я f (х) 
I бесконечно большая при х -+ а, то функция f (х) - беСIЮ-

нечно мала я п р и  х -+ а. 
Например , функци я f (х) 

'
х является бесконечно 

малой п р и  х - О и бесконечно большой п р и  х -+- - 00 и 
п р и  Х -+ + 00. 

Функци я t (х) = ; является бесконечно малой при 
х _ + оо  и п р и  х -+ - оо  и бесконечно большой п р и  х -+ О 
(аналогично при х - + О и п ри х - - О). 

Например , ФУНКЦИЯ f (х) = [х] (цела я часть от 'х) , 
как легко видеть, являетс я  бесконечно большой при 
х -+ - оо 'и при х - + оо. 

Функци я f (x) = x- [x] (дробна я чаоть от х) являетс я 
бесконечно малой п р и  х -+ + о и не явл яетая бесконечно 
малой при х -+ - о, так как легко показать, что 

lim f (х) = Нт х = О, liт f (х) = liт ( l + х) = 1 .  
х ... + о х_+ о  х -+ - о х_ - о 

В о п р о с ы  д л я к о н т р о л я  

1 .  ЧТО называется п ределом функ ции? 
2. Сколько предел()в может иметь функция в точке? 
3. СформулируfIfе теорему о пределе суммы (разности) двух 

функци й .  

4. Сформулируйте теорему о п ределе произведени я  двух функций.  
5. Сформулпруйте теорему о пределе отношени я  двух функций. 
6. Сфо рмули руйте теорему о пределе промежуточной Функции.  
7. Что lIазывается правым (праВQCТОРОIIНИМ) пределом функции 

в точке? 
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8. Что называется левым (левосторонним) пределом функции 
в точке? 

9. Сформулируйте нео6ходимое и достаточное условие существо-
вания предела функции в точке. 

1 0. Что называется пределом функция при х ...... +00 (при х -+ - со)? 
1 1 . Что называется 6есконечным пределом функции? 
12. I(акая фуикция называется 6ескоиечно 60ЛЬШОЙ при х -+ а? 
13. I(акая функция называется 6есконечно малой при х -+ а? 

Упражнения 

4.40. Используя определение предела функции, докажите спра-
ведливость равенств : <tФ'm 2х=8; 2) Нт (3- 12х) =-3; 3) Нт (3x�-2) = I, 

Х 4 х-+ l/2 х -+ l 

41 Найдите следующие пределы: 
хЗ+х2_ 1 1  1) ит (х4- 2х+5) ;  2) 11т 8 2 +5  x� 4 X � - I  Х 

хЗ+8 4) 11т х2-4
; 3) X��2 х+2 ; х ... 1-2 х-2 

� .  х!+х-2 х2_ Ух 5) lШl 1 ; 6) 11т .г ; 
Х ... l х- х-+ О r х- I x�-4x-21 G) х2-6х- 1 6  7) 11т -7 ; 8) �. 2+  -2 ; х ... 7 Х "' -.,.. х .  х 

y5=X-2 VT+x- l 
9) lim .г . ; 10) 11т , 

Х ... l r 2-х- l Х ... О х 
4.42. В ыясните существование предела в точках -2; - 1 ;  О; 1 ; 2 

для следующих функци й: 

1 ) f (х) = { 1 , х >  О: -1 ,  х ";;; О. 
3) f (х) = [х] ;  
5) f (х) =х- [х]; 

2) f (х) = {2- Х. х >  О. 
х2 х - О' . - .  

4) f (х) = х + I х I ; х 
6) , (х) = {х2+Х+ l . х;;;;. 2. 

х. х < 2, 
. 4.43. Найдите левый и ' правый пределы функцюr 

в точке х= 1 .  
(х) = {- х+ l при х О;;;; I . <р 2х- 1  при х > 1 

4.44. Найдите левый и правый предепы функции 

<р (х) = ---1-

в точке х= 2. 

4.45. Вычислите пределы: � 1 - 3х 1) 11т 2 +3 ; Х-+± '" х 2) lim 3х2-5х-6 . 
Х-+±'" 7x�-8x-9 ' 

З» ).Im (х- 1)З ' (4» lim (Yx�+ l -Yx�- l ); Х-+ ± ос 
хз - 2x� -3х ' \,;}' Х-+± '" 

5) 11т (У x�+x- l - У x�-x+ 1 ) .  
Х -+ + ОО  

12x�+5 4.46. Найдите lim 4 2+9 • х ... - «1  Х ... 4.47. Найдите пределы: 

1) liщ 5x�+2x+7 . 2) 11т х-8 I х -+ + оо х!.-3х-5 ' х -+ +оо 3-х+ lОх! 
3) 11т y§Xf:t2-х Х -+ +ОО 4х+ 1 1 / 
§ 20. Неп рерывные функции 

/ 
I 

I 
1 .  Понятие непрерывной функции. Впервые с непре- ] 

РЫБНЫМИ функци ЯМИ вы встречались И широко использо
вали их  свойства при построени и  графиков простейших 
функций,  хотя сам термин  «непрерывная  функция» не : 
употребляли, а тем более определение этого поняти я  вам : 
не давалось. На первых этапах построение графиков i 
простейших функций ,  например у = ах + Ь, У = aJf2 ИЛИ : 
у = ахЗ, совершается по точкам. А именно, составляют r 
таблицу значений функции , соответствующих определен- . 
ным значениям аргумента , затем на плоскости, в которой , 
задана систем-а коОрдинат, строят точки,  координаты ко
торых занесены в таблицу; соединив отмеченные точки : 
-«сплошной линией» , получают график функции .  Это можно 
делать не всегда , а только в том случае, если функци я  
непрерывная  (тогда график е е  есть линия сплошная). 

О п  р е Д е л е н и е .  Функци я f (х), х Е (а; Ь), называется 
непрерывной в mOiiKe х. Е (а; Ь), если предел функции f (х) I В точке хо существует и равеlt значению функции в этой . 
точке: 

. 

1 im f (х) = f (Хо)' Х -J> ХО 

Согласно данному определению непрерывность функ
ции f в точке хо означает выполнимость следующих усло
вий : 

1 )  функци я f должна быть определена в точке хо: 
2) у функции f �олжен существовать предел в точке хо; 
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3) предел функции f в точке хо совпадает со значением . функции в этой точке. 
, Например, функция 1 (х) = XZ определена на всей число-
вой прямой, и 

lim XZ = 1 .  
х -+ 1 

I TaK как { ( 1 ) = 1 , т. е. значение f (x) = xZ в точке х = 1 
совпадает с пределом при х -+ 1 ,  то, согласно определе

i нию, функция f (х) = х2 непрерывна в точке х = 1 .  
Если использовать леВbJЙ и правый пределы функции ,  

. то можно определить левостороннюю и праВОСТОRОННЮЮ I непрерывности функции ,  а именно: функция называется 
непрерывной слева в точке хо , если 

lim f (х) = f (хо) , 
Х -+ Х. - О  

и непрерывной справа в m01lкe хо , если 
1. ' • ----' .- -� Нт f (х) = f (Хо) ' • Х -+ Х.+ О 

Например , функция f (х) = х- [х] непрерывна всюду, 
за исключением целочисленных значений аргумента х, 

в которых она непрерывна справа !/ (см. рис. 25) . 

Рис. 43 

то разность х-хо 
и обозначается I1х, 
х = хо +  I1х. 

Разность 

Дадим другую формулировку оп
ределения непрерывности ФУНКЦИИ 
через приращения функции и аргу
мента. 

Пусть задана функция f (х),  
х Е (а; Ь), и п усть хо - некоторое 
значение аргумеН1а из интервала 
(а; Ь) . Тогда , если х Е (а; Ь) -другое 
фиксированное значение аргумента , 
называется приращением аргумента 
т. е. I1х'= Х-Хо' В этих  обозначениях 

f (х) -f (хо) = f (хо + I1х) -f (хо) 
называется приращением функции f в точке хо и обозна
чается 111 или l1у (рис. 43). 

Если функция f непрерывна в точке хо , то, согласно 
определению, 

Ыт f (х) = f (хо) х -+ х. 
188 

и ,  следовательно, lim (f (х)- f (хо» = О, а это значит, что 

Нт 111 = О. 
[!ОХ -+ О 

У. -+ Х. 

Из последнего соотношения следует, что если f (х) 
непрерывна в точке хо , то малому riриращению аргумента 
соответствует малое приращение функции или,  точнее, 
п риращение функции 1 есть функция ,  бесконечно малая 
при I1х -+ О. 

Следовательно, можно дать определение непрерывности 
функции в точке в следующем виде: функци я I (х) , х Е (а; Ь) , 
называется непрерывной в точке хо Е (а; Ь) , если ее п ри
ращ�ние в этой точке есть ФУНКЦИЯ ,  бесконечно малая 
при 11x -+ О. 

2. П римеры. 
П р и  м е р 1 .  Исследовать на непрерывность в точке 

хо = О функцию 1 (х) = sign х (читается «сигнум Х» или 
«знак х»): , { 1 для х >  О, 

sign x = О для х = О, 
-1 для х < О. 

6 Из задания функции (рис. 44) видно, что 

f (-О) = 1im (-1 ) = - 1 ,  
Х -+  - о  

1 ( + О) = 1im 1 =< 1 . 
Х -+ + 0  

Таким образом, ' (-О) =l= f (+ 0) ,  т .  е .  односторонние 
пределы существуют, но различны, поэтому функция 

!J 
1 1+----
о 

----' -/ 
Рис. 44 

!J 

D 
Рис. 45 

f (х) = sign х не имеет предела и тем более не являет
С я  непрерывной в точке хо = О . •  

П р  и м е. р  2. Исследовать данную функцию f (х)= 1 sign х I на непрерывность в точке хо = О (рис. 45). 
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� Так как f (х) = 1 для х =1= О, то Нт { (х) = 1 .  
% -+ 0  

Таким образом, предел функции в точке хо = О суще
ствует, но он не равен f (О) ,  так Kak { (О) = О, и по�ому 

функци я f (х) = I slgn х I 
не является непрерывной 
в точке хо = О. А  

g 

J 

Рис. 46 

3J 

П р и  м е р  3. Исследо
вать функцию 

f (x) =  f � для x �  1 ,  

� х для х < 1 

(рис . 46) на непрерывность в точке хо = 1 .  
� Так как 

{ ( 1 -0) =- Нт х =  1 ,  
% ... 1-0 f ( 1  + О) = liт 1. = 1 ,  f ( 1 )  = 1 ,  

% ... 1+0 Х 

ТО В точке хо = 1 предел функции существует и равен зна

!I 

J 
2 
f 
о f 

чению функции ,  а это значит, 
что рассматриваемая ФУНК
цИ Я  непрерывна в точке 
хо = 1 .  А 

П р  и м е р  4. Исследо-
1 вать функцию { (х) = 3 - х  ' 

х Е R, х =1= 3 (рис. 47) , на не. z прерывность в точке х = 3. . � Рассматриваемая функ
ция не явл яется непрерывной 

. в точке хо = 3, так как она 
не определена при х = 3. А 

3. О непрерывности функ
ции на множестве. Функция 
называется непрерывной на 

ин.m�рвале (щ Ь) , если она н�прерывна в К'�ждой точке 
интервала.  Функци я называется неnрерывнои на отрез
ке [а; Ь] , если . она н�прерыв�а H� интервале . (а; Ь) , 
непрерывна справа в точке а и непрерывна слева в точке Ь. 

Рис. 47. 

Отметим, что для непрерывности Функции на отрезке 
[а; Ь] , как это видно из определен'ия ,  не требуется непре.
рывности функции на концах отрезка . В точках а и Ь 
(концах отрезка [а; Ь]) требуется только односторонняя  
непрерывность функции. 
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Например , функция 
f (х) = V'�-Х2:-+----"'З

-
х--":2, где 1 � х � 2, 

является функцией,  непрерывной на  этом отрезке, так 
как она непрерывна в каждой точке и нтервала ( l ;  2) , не
п рерывна справа в точке х = 1 и непрерывна слева в 
точке х = 2. 4. Точки разрыва.  Если функция f (х) непрерывна 
в точке хо , то точка хо называется точкой неnрерывности. 
функции f (х). в противном случае, т. е .  когда предел 
функции f (х) в точке хо не существует или существует, 
но не равен f (xJ ,  функция f (х) называется разРЫ8НОЙ 
в точке хо , а точка хо - точкой разрыва функции f (х). 

Если f (х) • определена во всех точках интервала (а; Ь) , 
кроме точки хо Е (а; Ь), то хо также называется точкой 
разрыва функции f (х) . 

Из сказанного следует, что в точке разрыва функция 
может быть определена (см . примеры 1 ,  2 п .  2) и не опре
делена в такой точке, хотя определена в некоторой «про
колотой» окрестности этой ТОЧКИ , например точки хо = 3 
в рассмотренном выш� примере 4 п .  2 .  

В первом случае точка р азрыва принадлежит облаС:ГJl 
определени я  функции (примеры 1 ,  2), во втором случае 
не принадлежит ей (пример 4) .  

5 .  Свойства непрерывных функций. В этом nYH�Te мы 
будем рассматривать функции ,  ОQределенные на одном и 
том же множестве, например некотором промежутке .. при
ведем без доказательства некоторые теоремы. 

Т е о р е м а 1 .  Сумма конечного числа функций ,  непре
рывных в точке а, есть функция, непрерывная в этой 'точке. 

Т е о р е м а 2. Произведение конечного числа функций,  
непрерывных в точке а, есть функция, непрерывная в этой 
точке. . 

Т е о'р е м а 3. Отношение двух функций, непрерывных 
в точке а, есть функция, непрерывная 8 этой точке, если 
значение функции, стоящей 8 знаменателе, отлично от 
нуля 8 точке а. 

Теоремы 1 ,  2,  3 следуют из  соответствующих теорем 
для пределов функций. 

П р и м е р  1. Доказать, что функция ' (х) = хn, где 
n Е N, непрерывна на всей числовой прямой. 

� Действительно, так JЩК 

f (х) = хn = Х Х • • •  х, 
'- , 

n С()Nно�ите./lеil 
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то из теоремы 2 ,  учитывая непрерывнQCТЬ х, получим, что функция непрерывна всюду на Числовой прямой. '" Очевидно, что и функция " (х) = схn (с- константа) HeripepbIBHa на всей числовой прямой. Справедливость этого утверждени я  следует из теоремы 2 и примера 1 .  Т е о р е м а 4 .  Многоttлен есть функция, непрерывная на всей числовой прямой. о Пусть 
f (х) = аохn + a1xn -1  + . . . + аn_1х + аn• 

Функции {о (х) >=. аохn, fl (х) = a1xn-! ,  . . .  , f n-!  (х) -= an_lx, f n (х) = аn представляют собой функции, непрерывные всюду : на числовой пр ямой (см. пример 2) .  Следовательно, рассматривая многочлен как сумму этих функций, из тео- 1 ремы 1 по�чим, что Многочлен есть функция ,  непрерыв- . ная на Л . • Т е о р е м а 5. Любая рациональная функция непрерывна в каждой точке своей области определения. о Рациональная функция  имеет вид 
р (х) f (х) =. Q (х) , 

где Р (х) и Q (х) - некоторые многочлены. Так как Р (х) и Q (х) непрерывны на всей числовой пр ямой и в области определения функции f (х) многочлен Q (х) отличен от нуля,  то f (х) непрерывна в своей области определения (см. теорему 3) . • 
Н 3 - х  апример, функция f (х) = 4х + 7  непрерывна на  всей 

числовой прямой , 'кроме точки х = - : ' в которой знаменатель дроби обращается в нуль. Функция же 

f (х) хЗ + 4ХZ + Х + l  
х2 + х + l 

непрерывна всюду на Л, так как знаменатель нигде не обращается в нуль. 
Функции , непрерывные на отрезке, обладают целым рядом важных свойств. Прив�дем без доказательства некоторые из теорем, характеризующие эти свойства. Т е о р е м а 6. Если функция f непрерывна на отрезке [а; Ь] и на концах его принимает значения разных знаков, то внутри отрезка [а; Ь] найдется хотя бы одна точка, (J которой данная .фующия обращается в нуль. 
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Это свойство имеет простой геометрическ ий смысл : если 
непрерывная функция на концах отрезка принимает зна
чения разных знаков, то кривая,  являющаяся графико:'>! 
этой функции,  должна пересечь ось Ох. 

!I Таf(ИМ образом, функция ,  удовлетво
ряющая услови ям теоремы 6, пересе
кает ось Ох, т. е. существует хотя бы 
одна точка ,  в которой данная функци я 
обращается в нуль. 

Например , так как функция f (х) = 
= _ хз , x E [- l ;  2] ,- непрерывная ,  
{ (- 1 ) = + l  > О и { (2) = -8 < О ,  то 
согласно теореме 6 существует точка, 
в которой функци я обращается в нуль. 

( действительно, в точке х = О функция f (х) = - хЗ обращается в нуль, т. е. 
If (О) = О (рис. 48). • 

-2 

-8 

Рис. 48 
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. Приведем пример непрерывнои Функ
l.ии ,  удовлетворяющей условиям тео
ремы 6, у которой имеется Несколько 
точек, в которых она принимает значе
ни я,  равные нулю. Функция f (х) = 
=х3 ---:2х2, X E [- l ;  3] ,- непрерывная ,  
{ (- 1 ) = -3 < О и { (3) = 9 > О.  Легко 
в идеть, что в точках х = О и х = 2 дан
ная функция обращается в нуль, т .  е. 
f (О) = О и t (2) = О (рис. 49) .  

� -----

Заметим, что с помощью теоремы 6 
, мvжно устанавливать существование 
'нулей функции и находить их при
ближенное значение. 

Например ,  р�мотрим непрерывную 
функцию f (х) = х4-х- l ,  х Е [ l ;  2] . Так 
как f ( 1 ) = - 1  < О и f (2) = 1 3 > О, то сог

7 

! 

1 
I 1 1 1 
1 1 1 1 
1 .  
1 
I 1 
I 

ласно теореме 6 функция имеет нуль на -j�-k-..l.f-+-:--
отрезке [ 1 ;  2 ] .  Разделим отрезок [ 1 ;  2] -! : 
пополам, найдем его середину  Х1 = 1 ,5 .  I Тш{ как { ( 1 ,5) � 2 ,56 > O, то, следова
телыю, на отрезке [ 1 ;  1 ,5] функция имеет 
нуль. Разделим отрезок [ 1 ;  1 ,5] пополам, 
найдем его середину Х2 = 1 ,25; так как 

1 

-3 
Рис. 49 

t ( I ,25) � O, 1 9 > O, то на отрезке [ 1 ;  
. I 1 25] функция имеет нуль. Разделим отрезок [ 1 ,  1 ,25 

п�полам найдем его середину хз = 1 , 1 25. Так !{al{ 
f ( 1  1 25) '-;:::d -0,525 < О, то на отрезке [ 1 , 125; 1 ,25] функция , 

jqз 7 Алгебра. ч. 1 



имеет нуль. Такиы образом, нами установлено существо
вание нуля у данной функции и найдено его приближен
ное значение с точностью до. 0,025. 

Т е о р е м а 7. Если функция непрерывна на отрезке, 
то среди значений, nРUНИ.Аtае.м.ых ею на аnю1tt отрезке, 
существуют наU.Atf!flhшее и HQu60,I�e значения. П рц эnю1tt 
она nрuнимnет все зн.аЧЕНИЯ .между нацболЬ!uuм и наимень
шим значениями. 

Например , непрерывная функция f (х) = хЗ - 2х2 , 
Х Е [- 1 ;  3] ,  принимает наибо.льшее значение в точке 
х = 3, т. е. 1 (3) = 9, наименьшее значение - в  точке х =  - 1 ,  
т. е. 1 (- 1 ) = -3, а множество значений функции есть 
отрезок [-3; 9] (см. рис. 49). 

В о п р о с ы  д л я  к о н т р о л я  

1 .  Какая фУНКLLИЯ называется непрерывной? 

2. Какая точка называется точкоjj непреРЫIJНОСТИ Фующии? 
3. Какая точка fJазывается точкой разрыва ФУНКЦИl1? 
4. Сформулируйте теорему о сумме конечtЮТО чисда непрерывных 

ФУНКЦIIЙ. 
5. СфОРМУЮlруйте теорему о произведевНl1 конечното числа не

прерывнЪ1Х Функций. 

6. Сформулируйте теорему об ОТ1юшенН1I ДBY� непрерывных 
ФункцИl"! . 

7. Всякий ли многочлен ЯВЛRется непрерывной функцией? 
В. Любая ли раЦНОJlадьная фушция является непрерывной 

функцией? 

Упра>кнення 

4.48. Исследуйте на непрерывность следующие ФУR1Щин; 
1)  f (х) = 2х+ 1 в ТОЧJGIХ Х= 1 , x=-I ; 
2 f (  {Х2- 1 , Х.:;;; О, о 1 1 ) х) = О О в точках х= , х = - и Х= I , Х > , 3) f (X) = { l +X' 2 х,:;;; оО, в точках x = - I ,  х= О и х = 2, Х , х >  , 
4) f (х) =x- I x l в ТО'lКЗХ х=-4, х=О и х= 3; {2 I X 1 ,  I x l ";;; 1 ,  5) [ (х) = 1 , I x l >  1 ,  в то

чка
х x=--:I , х=О и X = �  

... 4.49. Найдите п ределы: 
1)  lim (4х-х3) ; 2) lim (� + 3x- 5) ; 

х .... - 1  х -+ 2  (� .  3х-8 Q, . 3x+x� �I�� 4х+2 ; � �li.:no 2x�+x+ l  
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\ G . x�-2x-3  & .  хЗ-3х+2 
5) 11т 2 5 +6 ; '6) 11т 2_4 +3  x -+ з х .- х x � t X Х 

х2- 1  . х6 _ 1 
7) lJm 5 2+4 1 ; 8) 11т -3--1 ; Х -+ -1 Х .  х- х .... 1 х -

Х3-
3х-2 , r х- l - 2  

9) l' , i 10) l' r . �n 3_ , 1т , 

1 1) liт 
х .... 8 

х2 
13) Нт Нт 

V х2+4 - 2  х .... о х .... о 
15) lim )( 16) lim У2х+ iO - 4  

х .... о У5-х - у5+х х .... 3 х-3 

, ' 

I 



Г л а в а  5 

ЭЛЕМЕНТАРНЫ Е ФУНКЦИИ 
• 

§ 2 1 .  Степени и логарифмы 

1 .  Арифметические корни .  Из школьного J(ypca алгебры известно, что арифметически.м квадратным корнем из числа а называетс я неотрицательное число, квадрат которого равен а. 
А рифметич�ский lшадратный ,(орень из числа а обозна

чается Va. 
Например , 

V49 = 7; VO = O; y� = � ;  
VO , 0625 = 0 ,25; VБ2 = I Ь 1 · 

Основными свойствами квадратных корней являются следующие: 
a � O, b � O; 

a � O, Ь >  О .  

Часто пр!! решении задач приходится находить корпи 
уравнения 

Х" = а,  где n E N. 

Например, решить уравнение 
х4 = 1 6. 

Это уравнение имеет два действительных корня :  X1 = 2 
и Х2 = -2. Корень x1 = 2 - положительное число. Это число 
называют арифметическим корнем четвертой степени из  
числа 16  и обозначают VIб. Отрицатель'ный корень Х2 = 
= -2 уравнени я  х4 = 1 6  обозначается - VIб. 

Введем понятие корнuя n-й степени из неотрицатель
ного числа. Корнем n-и степени из неотрицательного 
числа назыв;з.ется неотрицательное ч исло, n-я степень 
которого равна данному числу. 
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Этот корень называЮf арнфметическим корнем n-п 
степени (n � 2) из неотрицательного чнсла (а  � О) и обо-
значают ;Уа. Если n = 2 ,  то в.место Va пишут Va. 

Например , число 3 ЯВ.l\.Яется арифметическим корне. ! 
V-шестой степени из  числа 729, т. е. 729 = 3. 

Существуют также корни нечеТIIОЙ степени из OT r · ' ·  
цательных чисел. Например, число -2 есть корень п ятс:i 

V-степени I1з числа -32, т. е. -32 = -2 . 
Корень нечетноi"! степени из · отрицательного Ч I1С!!3 

k +V-обозначается тем же снмволом 2 а. 
Основные свойства арифметического корня  n-Й степеlШ 
1 .  К о р е н ь  и з  п р о и з в е д е II И Я : 

V' аЬ = ;Уа . ;Уь, 
где a � O, b � O, n E N, n � 2. 

2 .  К о р е н ь  и з  д р о б и : 

VI1 V'a 
ь

= {/Ь ' 
где a � O,  Ь > О, n E N, n � 2. 

3. В о з в е Д е н и е к о р н я в с т е л е н ь:  
( ;Уа)tn = ;У а"', 

где a � O, m E N, n E N, n � 2. 
4. И 3 В Л е ч е н и е к о р н я и з  !( О Р Н я :  

'VV'a = ntVa, 
где a � O, m E N, n E N, m � 2 , n � 2 . 

( 1 )  

(2) 

(3) 

(4) 

Докажем первое из эти х  свойств. 
О Левая и правая части равенства ( l ) - неотрицатель

ные числа, так KaK . a � O, b � O, и корни - арифмеТlI че
ские. По свойству степени с натуральным показателем 1 1  
определению кор н я  n - й  степени получаем 

( V'a . V'b)n = ( ;уа)n . ( �/Ь)" = аЬ . •  

Аналогично доказываются 

П р и  м е р  1 .  .Вычислить : 

. / зт='. V 10  
В) V v 64 , г) -2 27 · 8 . 

и другие свойства корня .  
4 - -1-6 - . V256 . а) V 0,008 1 , б) 

V8 ' 
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6 а) V 1 6 = Vi6 = _2_ = � _ 6 � '  0,008 1 ;;0,008\ 0,3 3 - 3 ' 
б) 

V
V2� = V2� = V32 = 2) 

8 , 
в) y"V64 = V64 = 2; : 

V 1 0  V· -""::6""'4--- ум з --г) -227 · 8 = 27 · (-8) = W '  V -8 = 
4 8 2 = - з · 2 = - з = -2 з , ·  

V-П р и  м е р Z. Упростить выражение b�J b8 

л V� _ � _ I I u. Ь2 - Ь2 - а . А 
2 .  Степень с рациональным показателем. Определим 

степеl l Ь  положительного действительного числа с рацио
нальным показателем . 

Пусть а � О, г = .!!!: , где т Е Z ,  n Е N; тогда степень 
n а' определяется равенством 

( 1 ) 
Например ,  

1 2 
2iз = V27 = 3; 8з = (VB) 2 = 22 = 4;  

1 253 = ( �/ 1 25) 2 = 25;  36-+ = V36 - 1 = ... / 1 = � V 36 6J' 
С в о й с т в а с т е n е II и с Р а ц и о I-i а л ь  1-1 Ы М П о к а

з а т е  л е м.  
Пусть а 1 ,  Ь - положительные действительные числа, 

а " Г1 И г2 - п роизвольные рациональные числа. Тогда 
справедливы следующие утверждения :  ..: ' " . 1 )  а" , а" = а" + " ; 1 . 
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2) (а" ),' = а'" , ;  

3) (аЬ)' = а'Ь'; 
4) (-F ) '  = �: ; 
5) если а >  1 I1 Г] < Г2 , то а', < а',; } свойства 6) если О < а < 1 и г 1 < Г 2' то (1." > 2" ; монотон-
7) если а < Ь и , > О, то аГ < ЬГ; ности 
8) ?ели а < Ь и г < О, то а'"> Ь'; С'fe'1ени 

9) если a =i= l , аГ. = а" ,  то '1 = '2' 
Например: 

4 1 1  1 5  

1 )  25 . 25 = 2ь = 23 = 8; 
2 

2) ( (  { ) - 3 ) - 3  = ({ у = � ;  
1 1 1 

3) ( 1 6 . 25)2 = 1 62. 252 = 4 . 5 = 20; 
1 1 1  

4)  (.!) -2 = � = � = 2-1  = � . 
9 _ .!.. _.!.. 3

-�  2 ' 
(9) 2 (3�) 2 

2 3 3 2 
5) 7-3 > 7- 7 ,  так как 7 > 1  и -4 < - 3 ; 
6) (+)Ы « + у.28 ,  так как О < � < 1  и 1 ,4 > 1 ,28; 

.!.. 2. 3 7) 2 Б < 3 Б , так как 2 < 3 и "5 > О; 3 3 3 -
8) 2-5 > 3-5, так как 2 < 3 и -5' < О. 

П р и  м е р . УПРQСТИТЬ 

1 1 1 1 

= а2 _ ь2 + ь2 = а2. А 
3. Степень с действительным показателем. Покажем, 

как можно определить степень с и рраа.ионалъ'ным лока-
зателем на примере степени 5VЗ. 

Обозначим через Г1 , '2 ' Г з , • • .  , ' " , • • .  последователь
HO�TЬ десятичных п риближений числа Vз с недостатком: 

Г1 = 1 ,7; г2 = 1 ,73; '8 = 1 ,732; г4 = 1 ,7320; . , .  
Эти числа являются  рациональными ,  для них  определены 
степени :  

51 , 7; 51 ' 13; 51 , 132; 51 , 1320; . . '. 
Эта последовательность возрастает и ограничена . сверху. 
По теореме Вейерштрасса она имеет предел.  Этот предел 
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обозначается 5VЗ . Поэтому можно записать 
5VЗ = l im 5 гn• 

Дадим определеlIие степеI-IИ с любым действительным 
показателем сх,. 

О п  р е Д е л е н и е. Пусть действительное число сх, запи
сано в виде бесконечной десятичной дроби и пусть сх,,, , 

n Е N,- последовательность его десятичных приближений 
с недостатком. Тогда для любого действительного числа 
а > О степень аа определяется равенством 

( 1 )  

Докажем, что для любого действительного ч исла а и любого 
деi'IСТВИТСJI ЬНОГО ч исла а > О степень а'" сущ�ствует, т. е. существуст 
п редеJl ( 1 ) .  О Для Jlюбого действнтеJlЫЮГО ЧИСJlа а последователыlстьь его 
Д СЯПI Ч В Ы Х  п ри6J1l! же н и й  с недостатком (аn) является неубывающеii 
и огра ll и чеН IIОЙ. Пусть, например, СХN � � для всех n, где � - целое 
'IНСЛО. Toгдa�. еСЛII а >  1 ,  то по:ледовательность (а<:Хn) в СИJlУ cl1oii
ства степевеll с раШlOнаJlЬНЫМИ показателя ми будет возрастающей 
и ограни чен ной сверху ч ислом а1 ,  а если О < а < 1 , то (аа.n ) будет 
убывающей и ограничеllНО Й  свизу нулем. ИЗ тео ремы о пределе мо
IЮТОII IЮЙ ог рани ченной последовательности следует, что предел ( 1 )  
существует в обоих случа ях. 

. 

Степени с действительными ПOl{азателями обладают 
всеми свойствами степеней с рациональными показателями.  
Сформулируем эти с в о й с т в а .  

Если а и b-ПОЛОЖИ1ельные действительные числа , 
а Х, Х) , Xz - ПРОИЗВО,7Jьные действительные числа , то спра
ведливы следующие утверждеНII Я :  

1 )  aX,aX. = ax,+X'- умножение степеней ; 
f) (аХ,)",. = aX,X, - возведение степени в степень; 
3) (ab)X = aX · bX - возведение произведения в степень; 
4) ( %-) Х = �: _ возвеДejlие дроби в степень; 

5) если а >  1 и X1 < Х2 , то аХ, < аХ.; } свойства 6) если О < а < Г ' и Xj <;: Xz, то аХ, > аХ.; монотон-
7) если а < Ь и х > О, то аХ < ЬХ; ности 
8) если а < Ь и Х < О, то аХ > ЬХ; степени 
9) если а >  О, а � 1 ,  аХ, = аХ., то Xj = Х2. 
ЭТИ свойства степеней с действительным и  показате

ля ми примем без доказательства . 
П р и  м е р 1 .  Сравнить числа зV'2 и 31 ,4�. 
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6. Так Kal{ 3 > ] и V'2 > ]  ,4 1 , то по свойству возр�
стания  степени 31(-; > 31 , 41 . •  

Ь 2 У, - э • ь. - 2 \! , 
П р и  м е р 2. Упростить 

( V ) V 
Ь Ь + 2  2 - Ь 

6. Применяя свойства степени о действителыIмм по!{а
зателем , получаем 

ЬZ V'- З . ЬЬ - Z У7  ( ьV Н 2) Z -V Ь 
П р и  м е р 3. Решить уравнение 82Х = 21 2  У5. 
6. Так как 82Х = (2З)2Х = 26Х, то уравнение можно заm!

сать так:  26Х = 2 1 2 V'Б. ПО свойству равенства степеней с 
одинаковым основанием бх = 1 2  V"5, откуда Х = 2 V"5 . • 

4 .  Логарифмы .  Во многих задачах требуется уметь 
решать уравнения вида аХ = Ь. ДЛЯ этого надо наЙ.ти 
показатель степени по данным значениям степени и ее 
основания .  С этой целью рассмотрим  ПОНЯ'Fие логарифма 
числа . . . 

л огарифмо.1>t числа Ь > О по основанию а > О ,  а =F 1 , 
называется показатель .степен и ,  в которую надо возвести 
число а , чтобы получить число Ь. 

Логарифм числа Ь по основанию а обозначается loga Ь. 
По определению, 

aloga b = Ь. 

Это равенство является просто другой формой определения 
логарифма , его часто называют ОСНОВНЫМ логарифмuчеСКUАt 

тождеством. 
Например: 
1 )  3 - ]Og2 8 ,  так как 23 = 8; 

2 3 1 
1 3- 3 1 .  

) - = оgЗ 27 ' так как = 27 ' 

3) 2 = 10gVБ 5� так как (V'б) 2 = 5; 
1 

4) ..!.. = lоgэ Vз, так как 32 = Vз; 
2 . 

1 
7 6) 310g,ь -_ 51 • 5) 61og, 7 = ; 

П р и  м е р 1 .  Вычислить: а) 10gl/5 25; б) ' }Og27 243. 

6. а) Пусть 10g1/5 25 = х. Тогда по определению лога-
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р ифма ( �  у = 25, откуда ( � ух = (� ) - 2 . Па свойству мо
нотонности степени Х = - 2. 

Ответ: 10g1 ,ь 25 = - 2. 
б) Пусть 10g27 243 = x. Тогда по определению лога-

5 рифма Z7X = 243, откуда- 33:f = 3Ь ,  3х = 5, Х = з. 
5 OmaerJZ: 10g27 243 = 3 '  А 

действие нахождения логарифма числа называют ло-
гарuфJиuрованuе.лt. Отметим особые случаи. 

Если а >  О, а * 1 , то 
1 )  10ga a = 1 ,  так как а1 = а; 
2) 10ga 1 = 0, так как аО = 1 . 

Например, log6 6 = 1 ;  10g8 1 = О. 
П р и м е р 2. Вычислить 7- з  log, 2. 
6, 7- З 1оg7 � = (71og, 2)-� = (2)- 3  = { . А 
П р и  м е р  3. При каких значениях Х существует 

1 х- l og� 4 _ x ? 

П 
. х- 1  6. о определению логарифма 4 - Х > О. Решая это не-

равенство , получим 1 < Х < 4. А 
5. Основные �свойства логарифмов. Из определен ия 

следует, что ло�ифм определен лишь для положитель
ных чисел. Приl'v� без доказательства ,  что логарифм 
определен для любого положительного действительного 
числа. 

Сфор.мулируем о с н о в н ы е с в о й с т в а  логарифмов. 
Пусть а , X1 , Х2 и х - положи.тельные действительные 

ч�сла , причем а * 1 .  Тогда справедливы следующие Y�Bep
ждени я :  

1 )  10ga (X1X2) = 10ga xi + log,. х2- логарифм произведения .  
О По определению логарпфма и свойству умножени я  

степеней имеем . 

и поэтому по определению логарифма 

10ga (Х1Х2) = 10ga Х1 + 10ga Х2 · 

2) 10gaXX = a. l0ga x - логарифм степени. 
О Аналогично ,  по определению логарифма и свойству 

возведени я  степени в степень имеем 
х:х = (a1oga хух = аа. loga \ 
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н ,  следовательно, 

х ·  3) 10ga -1 = 10ga XI- lоgа Х2-логарифм частного. Х2 
О Из свойств 1 и 2 логарифмов следует 

10ga � = lоgа (хlх21) = logа Хi + lоgа х2 1 = lоgа Хi - lоgа х2 . 1i1 Х2 
то loga Х1 < 10ga XZ' ЮНОТОН-

5) Бсл 1 О < а < 1 и Х1 < Х2 , насти 

4) Если а >  1 и Х! < Х2, 

} свойства 110 loga X1 > lo� x� .  .10гарифжа 
О Пусть а > 1 и Х1 < Х2• Если бы было loga Х1 � 10ga Х2 , 

то В силу свойства степеНII 
a10ga х, � a Joga X� , 

т. е. Х1 � Х2• Полученное неравЕ'НСТВО противоречит тому, 
что Х1 < Х2 • Следовательно , 

10ga Х; < 10ga Х2 • • -
Аналогично доказывается и свойство 5 монотонности 

логарифма. 
' 

П р и  м е р .  Вычислить: а) 10gs 1 6  + logs 4; б) lоgь 375 -1 l /ё 1 - log. 3; в) '2 10gз 36 + lоgз 2 - lоgз r 6 - '2 10gз 8. 
6, а) logs 16 + 10gs 4 = logs ( 1 6 - 4) = logs 64 = 2; 

375 
б) lоgь 375 - Iоgь 3 = lоg,о;з = lоgъ 1 25 = 3; 

1 V- 1 в) 2 10gз 36 + 10gа 2 - 10gs 6 -"2 10gз 8= 
= log. V36 +  10gB 2 - (Iоgз V'б + 10gз VB) =:j 

узв.2 12  ' 
= Iоgз V У = lоgз , г - = 

6 - 8 r 48 12 V" 1 = lоgз --:;т= = lоgз .) = 2 '  А 
4 · r 3 

6 .  Формула перехода от логарифмов по одному осно
ванию к 'логарифмам по другому. основанию. По опреде
лению логарифма 

c = aloga c, где с >  О, а >  О, а * 1 .  
Прологарифмируем обе части равенства п о  основанию 
Ь > О, Ь *  1 :  

203 



По свойству логарифма степени получим 
10gb С = loga с . Iogb а. 

Эта формула обычно записывается в таком виде: 

log с = 1 !!Ь с 
а 10gb а 

и называется формулой перехода к друго,му основанuю. 
Полученная формула позволяет находить логарифмы чисел 
по основанию а, если известны логарифмы по основанию Ь. 
Эта формула очень часто применяется при решении лога
рифмических уравнений и неравенств. Из нее , в чаСТНОСТII , 
следует, что 

П р и  м е р. Вычислить lоgЗ2 2. 
6. Перейдем к логарифмам по основанию 2,  используя 

формулу перехода: 
log2 2 1 -lоgЗ2 2 = logz 32 = 5' 

1 Ответ: lоgЗ2 2 = 5.' .. 
Наиболее употребительными на практике являются 

десятичные логарифмы, когда в качестве основания берется 
число 1 0 , и натуральные логарифмы, когда в качестве 
основания берется число е = Нm ( 1 + �)n , е � 2 ,7. 

n-+Ф n 
десятичный логарифм числа Ь обозначается Ig Ь, а на- : 

туральный логарифм обозначается ln Ь. 
Применяя  формулу перехода, можно свести вычисле

ние логарифма чис·ла по любому основанию к вычисле
ниям десятичных ИЛIl натуральных логарифмов по спе
циальным таблицам логарифмов или на микрокалькуляторе. 

В о п р о с ы д л я  к о н т р о л я  

J . Дайте определение а рифметического квадратного корня из 
числа. ПРИВ'едите пример. 

2. Дайте определение KOPHiL n-Й степени из числа. Приведите 
примеры. 

3. Каковы основные свойства корня n'Й степени? 4. Дайте определение степени с рациональным показателем, П р и. 
ведите пример. 
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5. Поясните, что понимается под степенью с иррациональным П(;
]Г ' казателем на при мере 3 2 , 

6. Назовите , основные свойства степени с действительным пока· 
зателем. 

7. Дайте оп ределение лога рифма ч исла. Запишите основное лога
рифмическое тождсство. 

В. НаЗОВJlте основные свойства логарифмов. 

9. Запишите формулу перехода от лога рифма по одному основа 
нию к логарифму по другому ОСllOваllИЮ, При ведите пример. 

10 . Какие логарифмы называl?Т натуральными, десятичными? 

Упражнеиия 

5. 1 .  Найдите значения выражений: 

1 )  Y9 .25 . 1 00; 2) Y64 . 36'. 1 00001 
З) V 1 000 . 27 · 8 ; 4) V 64 · 1 25· 729; 
5) V I 6 . 625 . 8 1 ; 6) VO',008 1 . 0,OO I 6 . 625 ; 
7) V�· 1 00000 ; 8) VO,0000 1 . 32 .0 ,00243·. 
5.2. Вычислите: 

J) Vd7 ; 2) V· 64 VТ6 V5 243 . 
125 ; 3) вт ; 4) з2 ' 

VT � ' V- vз 6) V192 .  - 3' ;  I..!J) 1 8 ' '2 ;  5) V2 . ;14; 
8) VR , V2; @ V24 . V � ; ([9»VO,09 ' VO,3 ' VO,3 . 

5.4. Выч ислите: 

/1/ 250 V 324 V 20 
. 1) ]1 .. / _ ; )2) V-4 ; 3) � V� 

У200- у а . k VЗ2+ i/Т08 5) у 2 , �  �/ 4 . 

V224 . 4) 
V7 ' 
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2 ( 4 ) 1 8) 486 , 9' . ; 9) 

] 1 З ] 1 2 
3) 9] U : 9h ; 4) 5 3 : 53 ; 

3 О 
1 24 · 3 4 бl,7 . 21, 3 

] ; 10) 3 - 1,3 
4 ' 

5 .6. Выведит� общий множитель за скобки: 

1 )  а-а2 ; 2) 15аь2 +5а2 Ь; 
� � � 1 

3) '(ху) I - (xz) 4 ; 4) I Ox3 _ 5х 3 ,  
5.7. Упростите (воспользуйтесь тождеством a� - b� = (а-Ь) (а+Ь» : 2 2 

x� _уЗ 
1 ) ] 1 

x� _ уЗ 

� 4 
!.. 9а5 _ЬБ !.. 

y� ; 2) 2 2 -3а" • 
3а· -Ь· 

5.8. Упростите (воспользуйтесь тождеством а3+Ь3 = (а +Ь) Х Х (a2-аЬ +Ь2) или а3 _ Ь3 = (а-Ь) (а2+ аЬ+Ь2» :  
� � 

1 )  а-Ь  а+Ь а З  + Ь3 
; 2) J 1 

a� _ Ь3 
I 1 1 1 а-Ь  

а3 + ЬЗ 

x�1 _ !l3 3) Х + у + 2 !.. !.. � 
хЗ _х3 у3 + уЗ 

х + у  х -- у 4) � !.. !.. 2 + �:'--I�J"----,�""" 

1 1 
.13 _ Ь3 

] . 
х3 _ х3 уЗ +уЗ х3 +хЗ уЗ + уЗ х3 _ уЗ 

( 5.9.) Сравните между собой следующие пары чисел: \--./2 4 
1 ) 93 и 9Б; 2) 21,7 и 20,в ; 3) (+ у . 7 

И ( � ) 0 ' 8 ; 

4) 411' 62 И 411' · 7 ;  5) (+ )� ·�и (+ )11'5; 6) 3п и зз, 14 ;  

7) ({) 1 . 7  И (+)11'3; 8) ( � )11'7+ 2 И ( � ) Зll�- 1 ;  
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5. 10. Вычислите: 

11'- vя ,r- 11'- 12З + VБ 1) 22 - 3 З . 8 З ; 2) 4 1 - Н  з . 16 3 . 3) __ =-_--== 
, 32 +11' • • 41 + 11'. 

154 + 211'3' - Ь - 2 VЗ 4) ; 5) (9V3- 2_3� VЗ- З) . З ; 
56 + 211'з . 33 + 211'з 

6) (72 V2�49V2- 1) . 7 - 2 11'2', 

. 5.ii Решите уравнения: 

1) 34Х = 32; 2) ({ ) 3% = ( � ) - 1 ; 3) (+ у =2; 4) 5X = ( �  У; 
- vя v- �Г- v-5) 16%=4, 11' 2 ; 6) 32Х = 2ЗJt ;  7) 5% 3 = 5 ;  8) 25% 2 = 5  5;  

9) �УЗ)� = 3v:.з ; 1 O).7�x=-:- I ;  1 1 ) ( � ) З% = 1 ; 1 2) ( � }\: VБ = 1 .  

5. 12 .  Вычислите: 
1 

1) 10g12 1 44 ;  2) log1 вт ;  3) log1 256; 4) log. 625 ; 5) Ig I000; 

6) Ig O,OOO I .  
5. 13. Вычислите: 

з 4' 

I 1 ) lоgv-з 9 УЗ; 2) logV,? 7 V49 ;  3) Jogv,? -:-=--}/7 . 49 
V-4) Ig lO 100; 5) 710g, � ;  6) O, l logo", 4; 7) 3� log, 4 ;  

� -� log1/o � 
8) 7 - log, 9; :) ( �  ) -Iog, g 

; 10) 5 

5. 14. Вычислите: -...... , . 
-' ) 

1) lоgб IOg2 lоgз log2 512 ; 2) loga аЗ Va;l. 
3) IOg12 2 + IOgJ2 72 ; 4) log. 35 - log• 7 : • 

� 1 1 �'" 1 1 CjI 2' IOg47 + log4 32 - 2' Jog4 28; ?) logз 1 2  -'2 lоgз 32 +'2 10&з 6. 

5. 15. Вычислите, если Ig 3 � 0,477 ; Ig 2 � 0,30 1 ; Ig 5 � 0,699: 
1) log. 3; 2) log2 5 ;  3) loge УЗ; 4) logs У9. 
5. 16. При каких значениях х существуют выражения:  

.. j'2x+3 � 2) - .. / x�-5x+6 . 1) V 4 - х  1 .' V 1 -2x ' 
r;. , 6 - х  - 5х + 3  � log6 3х+ 1 ;� og� 7 -2х ? 
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§ 22.  Показательная ,  логарифмическая 
и степенная функции 

1 .  Показательная функция .  Пусть задано некоторое 
'IИСЛО а > О, а =1= 1 .  Тогда функция 

у = а" ,  x E R, ( 1 )  

называется nоказаmeлыlOй функцией. 
О с н о в н ы е  с в о й с т в а  п о к а з а т е л ы! о й  ф у н к

ц и  и .  
1 .  По определению, показатеЛЫlая  функци я определе

на на множестве R всех действитеЛЬНblХ чисел. 
2. Множеством ЗНШlений показательноц ФУНКЦИИ явля

ется множ�тво R+ всех положительных действитеЛЫIЫХ 
чисел. 

Действительно, для любого Уо > О существует хо = 
= loga уо , и поэтомУ. аХ' = Уо' 

3. Показательная функци я является строго возрастаю
щей ,  если а >  1 ,  и строго убblвающей , если О < а < 1 .  

Это следует из свойсгв монотонности степени с дейст
вительным показателем. 

4. Показательная фуНI\ЦИЯ неnрерывна в любой т.очке 
хо Е R, так K�K можно доказать , что для любого а >  О, 
а =1= 1, будет выполняться условие 

l iт  аХ = аХ'. 
х -+ ХО 

5. Если а >  1 ,  то l i т  аХ = + 00 , l i m  аХ = О. \  
Х-+ + Ф  Х-+ - Ф  

Если О < а < 1 ,  то l i m  а" = О, l i m  q,X = + 00 .  
х-+ + r.t:J Х-+ - 00 

П р и  м е р 1 .  Построить график функции у = 3". 
6. Вычислим � значения  функции для нескольк и х  значе

ний аргумента : 
1 ·  1 х = -2 ,  Y = g ; x = - I ,  у = з ; х = О, у = l ; 

Х =  1 ,  у = 3; х = 2, у = 9. 
Построим эти точки. Основание степени больше 1 ,  сле

довательно, функция строго возрастает, т,- е. с увеличе
нием аргумента значени я  функции увеличиваются .  Учи
тьшая ,  что функци я определена на всей числовой прямой 
и непрерывна , соедин яем найденные точки графи ка сплош
ной линней (рис. 50). " 

В общем случае для а > 1 график показательной 
фУНIщии имеет вид (рис. 5 1 ). 
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П р  н м е р  2. Построить график фун кции У = ( { у. 
6. Вычислим значения функции для нескольких зна

чений аргумента : 

х = -2, у = 9; х = - I ,  у = 3; х = о, y = l ;  
1 1 Х =  1 ,  у =з ; х = 2, y = g . 

Построим эти точки.  Основание степени меньше 1 ,  
следовательно, фунющ я  строго убывает, т. е .  с увеличе
н ием аргумента значеНIIЯ функции уменьшаются .  Учиты-
13ая ,  ЧТО функция опред�лена на всей числовой прямоii 

Рис. 50 Рис. 5 1  

у 
9 

'! 
� 11 7 ::,., 

5 

-2 -1 О 2 .:с  
Рис. 52 

и непрерывна, соедин яем найденные точки  графика сплош-
ной линией (рис. 52) . А . 

в общем случае для О < а < 1 график показательно!"! 
функции имеет вид (рис.  53). 

Отметим,  что Гl;?афики всех показательных фУНКЦII Й 
п роходят через точку (О; 1 ) .  

П р и  м е р 3 .  Используя график,  н айти корн и  уравне-
н и я  ( � у = Х + 3. 

6, Левая  часть уравнения представляет собой показа
тельную функцию, п равая - ли нейную. Построим на одно!! 
координатной плоскости графики функций у = ( ; у 1 1  
у = х + 3  (рис.  54). 

Алгебра. ч .  1 20) 



Из рисунка ВИДНО, что абсцисса точки пересечения 
графиков приблизительно равна - 1 .  Проверим значение 
- 1 , подставив его вместо х в уравнение. Проверка пока
зывает, что X =- I -корень уравнения . Рисунок показы
иает, что других корней ypaBHeHlIe не имеет . •  

Рие. 53 Рие. 54 
2. Логарифмическая функция.  Пусть задано некоторое 

число а >  О, а =1= 1 .  Тогда функция 

называется логарифмической функцией. . 
( 1 ) 

Если а = е, то логарифмическая функция обозначается 
у = ln х, а если а = 1 О, то обозначается у = 19 х. 

О с н о в н ы е  с в о й с т в а  л о г а р и ф м и ч е с к о й  
ф у н к ц и и  

1 .  По определению, логарифмическая функция опре
делена на множестве R + всех положительных действитель
ных чисел . 

2. Из определения логарифма Чllсла по данному осно
ванию следует, что логарифмическа я  функция является 
функцией , обратной к показательноЙ .  Действительно,\если 
логарифмическая функция у = loga х числу а ставит в 
соответствие число � , т. е. В = loga а,  то показательная 
функция у = аХ числу В ставит в соответствие число а,  
т: е. а = af3 , и наоборот. Поэтqму множеством значений 
логарифмической функции является множеством R всех 
действительных чисел. 

3. Логарифмическая функция является строго возра
стающей, если а > 1 ,  и строго у6ываюt.ЦeЙ, если О < а < 1 .  

�o следует из свойств монотонности логарифма. 
4.  Логарифмическая функция непрерывна в любой точке 

:хо Е R+ ,  так как можно доказать , что для любого а >  О ,  
2 1 0  

. .  

а =1= 1 , будет выполняться условие . 
1 irn loga х = loga ХО' • 

х -+хо 
5. Если а > J ,  то 

l im  loga х = + 00 , Нт !oga Х = -00. 
Х -+- + се X-J> + О 

Если О < а < 1 ,  то 
J im !oga X = -ОО ,  Нт !oga X = + OO. 

Х-+-+ се Х-+- + О 

П р и  м е р 1 . Построить график функции у = lоgз х. 

� _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  l��x 
I 

1 I 
I 

О I I ')' 
7 9 х 

-1 
·-2, 

Рве. 55 
/::,. Вычислим значения фушщии для нескольких значе

. ний аргумента : 
I I X = g ' у = -2; Х = З ' y = - J ;  Х =  1 ,  у = О; 

х = 3, у =  J ; х = 9, у = 2. 
Построим эти точки. Основание логарифма больше J ,  
поэтому функция строго возрастает. Учитывая ,  что фуНl<
ция определена на множестве 
положительных чисел и непре- !I 
рывна, соединяем построенные 
точки сплошной линией (рис. 1 
55) . •  

В общем случае ДJIЯ а >  1 �о:Т-'�-ql....-_----'.Iх'' 
график логарифмической функ- _1 
ции имеет вид (рис. 56). 

П р и  м е р 2. Построить Рие. 56 
график функции у = ]Ogl/3 Х. 

6. Вычислим значения функции для нескольких значе
ний аргумента : 

I 1 
X = g ' у = 2; Х = З ' у =  1 ;  Х =  J , у = О; 

х = 3, y = - I ; х = 9, у = -2. " 
2 1 1  



I l0CTPOIIM эти точки . Используя свойства фую.ции 
у = !оgl/З х И данные точки ,  строим график (рис. 57). А 

.!! 2 
1 

о 
- !  
- 2  

7 9 

Рис. 57 

в общем случае для О < а < 1 графИI{ логарифмиче
ской фуН!{ции имеет вид (рис. 58). 

Отметим , что графики всех логарифмических функций 
проходят через точку ( 1 ;  О) . 

Рис. 58 Рис. 59 
. 

П р и  м е р 3. Решить неравенаво 
]Ogl/2 х < 2 .  (2) 

!'. Представим правую часть неравенства в виде лога-
1 рифма по основанию "2 , тогда 

1 ]Ogl/2 Х < ]ogl /2 "4 '  (3) 

Так как логарифмическая функция у =  10gl/2 Х определена 
для х >  О и убывает, то из (3) следует х >  1/4 . 

С помощью графика проиллюстрируем решение дан
ного неравенства . 

На одной координатной плоскости построим графики 
фушщий . у = ]Ogl/2 Х И У = 2 и найдем точку пересечеНII я 
этих графиков (рис. 59); ее координаты ( �  ; 2 ) .  Из РН-

2 1 2  

1 сунка видно, что при Х > "4 график логарифмичеСI<ОЙ 
функции у = ]Ogl/2 Х лежит ниже графика линейной функ
ции у = 2 , т . е. выполн яетс я неравенств() ]Ogl/2 х < 2.  А 

3. Степенная  функция . Для тобого действительного 
Чl lсла а функци я 

( ! ) 

называется степенной фун,к.циеЙ с поi<азателем а. 
3 а м е ч а н и е. Для некоторых а степень ха определе

на не только для х >  О. Так, если а-натуральное число (а = n), то степень хn определена для любого х Е R. 
Например , у = х2; у = х3; у = х4 •  Если а=-n, где n 
натуральное число, то степень х-n определена для любого 
x E R, Х * О. Например, y= x-1 = ..!.. ; y = x-2 = � . х Х 

Поэтому функции у =хn ,  x E R, и у = х-n, x E R, Х * О,  
часто также называют степенными . 

ЭТИ ФУНКЦИИ являются четными , если n-четное, 11 
нечетными , если n-нечетное. Например , у = х2 , у = х4-
четные функции ,  у = х3, у =х�-нечетные ФУНКЦИИ . Если 
n-нечетное, то функции у = х" И у = х-n имеют обрат
ные: y =Xl/tt И y= x-1/n . Например , ФУНКЦИ И у = хЗ и 
у = x-� имеют соответственно обратные: у = х1/3 , У = х-чь . 
Эти ФУНКЦИИ также называют степенными .  Так ,  считают, 

V-. что формула у = х1/З = '  Х задает функцию , определенную 
на множестве R всех действительных чисел .  Она назы
вается степенной функцией с показателем 1 /3 . 

Так как любая степенная функция определена Прf l 
х > О, ТО В общем виде степенную функцию определяют 
так ,  как это записано в начале этого пункта . 

О с н о в н ы е  с в о й с т в а  с т е п е н н о й  ф у н к ц и и . 
1 .  По определению степенной функции она определена 

На множестве R + всех положительных действительных 
чисел . 

2. Множество R+ является Аtножеством значений сте
пенной функции при люБОАt а * О. Действительно, значе
ние Уо > О : степенная функция ( 1 )  с показателем а * О 
принимает в точке хо = y�/a.. 

Если а = О, то ха = 1 для любого х > О .  
3. Степенная функция с положительным показателем 

является строго возрастающей, степенная фУНIщия с OTPI I 
цательным показателем является строго убывающей. Это 
следует из свойств монотонности степени . 
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4. Степенная функция непрерывна в любой точке 
Ха Е R; , так как можно доказать, что 

-'. 
Нт � = 4. 

n -+ Ф  

5 .  Если а >  О,  то 

Если а < О, то 
l iт хх = + 00 ,  liт  ха = О. 

Х-++ «> х-+ + а 

х .... + «>  Х-+ + О 

На рис. 60 изображены схемы графиков степенных 
функций при а >  1 ,  а= 1 и а Е (О; . 1 ) . 

!I 

f 
Рис. 60 

� = !  

о 1 -- х 
Рис. 61  

На рис. 61 изображен график степенной функции при 
а < О .  

2 

П р и  м е р . Построить график фУНIЩИИ У = х 3 • 

!I 

-1 О 1 
Рис. 62 

6. Областью определения этой функции ' является щю
жество всех действительных чисел. Функция У = VXi 
четная, т .  е. ее график симметричен: относительн:о оси 
ординат. 
2 14 

Построим ч,асть графнка функции для Х � О; ДJIЯ этого 
ВЫЧНСЛIIМ несколько значений функции : Х =  О, У = О; 
Х =  1 ,  У = 1 ;  х = 8, у = 4. Построи,! эти точки .  Так как 

2 показатель степени з >  О, функци я п р и  Х >  О строго 
возрастает; она непрерывна па 'Этом промежутке. Соеди
нив построенные точки сплошной линией и ВЫПОЛН Il В 
симметрию это!! части графика относительно оси Оу, по
лучим график данной функции (рис. 62). А 

В о п р а с ы  д л я К О II Т р О Л II  
1 .  Дайте определение показательноГ! функции. Назовите основные 

свойства этой фуШ<ции 11 укажите, как !nи свойства ИJIJlЮСТРИРУЮТСЯ 
графиком функции. 

2. Изобразите схематически графl!К показательной функции 
у = аХ для случаев О < а < 1 ;  а > l. 

3. Дайте определение логарифмической функции. Назовите основ
ные СВОliства этой Функции и укажите, как эти свойства ",ллюстри, 
руются графиком функции. 

4. Изобразите схе�rаtически график лога рифми'lеской ФУНКЦI\'И 
у = loga х для случаев О < а < ;  а > 1 .  

5. Да йте определение степенной ФУНКЦИИ. Приведите примеры 
степенных функций. 

6. Назовите основные свойства степенной функции, определенной 
на множестве положительных 'чисел, и укажите, как эти свойства 
иллюстрируются графиком ФУНКЦИИ. 

Упражнения 

5. 1 7. Постройте на одном чертеж� графики Функций у = 3Х, 
у = 2Х, у= ( ; )Х. Укажите сходство и различие графиков этих 

функций! • 
5. 1 8. Выполните аиалогнqное предыдущему задание для функции 

у = ( � у ,  
y= ( � у ,  

y = ( � )X
. 

5. 19 .  Найдите область оrrределения и lНожество значений сле
дующих функций: 

1 )  y = 2I x l ; 2) у = -2Х ; 3) у = I ЗХ - 3 1 ;  4) y= 1 2 - ( �Y I ; 
5) у = ( -} у х  I � 1 ;  6) у= _ ( -} у 

+ 1 ; 7) у= ( -} ) -Х.=;: 
Постройте графики этих функций. 

5.20. Решите графически уравнения: 
1 )  2X = x�; 2) 2Х = 4х; 3)  2х = хЗ; 4) 2x - t = x + l ;  
5) 2Х = 5 -Зх; 6) 2I x 1 = x+ l .  
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5.2 1 . '  Постройте на ' одном и том же чертеже графики функlt НЙ  
у = Jogз х, у = Jogз ъ х, У= Jogs х. Укажите сходство и различие в гра
фиках этих функц

·
иЙ. 

5.22. Выполните аналогич ное предыдущему задание дЛЯ ФУНКЦIIЙ 
у = Jоgj/з х, y = JogO•5 x. y = Jog1/4 X. 

5.23.  Найдите область определения и множество значений еле
ДУЮЩI1)( фу нкций: 

1) y = log2 I x l ;  2) y = Jogo . b l x l ; 3) y = l logz x l ; 
4) y = I Jog1 /2 x l ; 5) y = log2 (-x) ; 6) Y = l log1/ 2. (-x) l .  

Постройте графию! этих функций.  li:�C помощыо графика лроиллюстрируйте решение неравенств: 
1 )  lоgз х < 2; '2) lоgз х � 2; 3) Jоg1/з х < - 1 ;  

4) lоg�/з х � l .  
5.25. П остройте н а  одном и том же чертеже графики функций 

у = х, у = х2 ,  Y = X1/2, у = х2fЗ, у = хз/z. Укажите сходство и различ ие 
графиков этих функций. 

5.26. Может ли график функции у = х', где г - рационалыюе 
ч исло, проходить через точку А (2 ; 3)? 

5.27. Дана функция у = х" .  Покажите, что при любом n E N  
график функции проходит через начало координат и точку ( 1 ; 1 ) .  

§ 23. Показательные и логарифмические уравнения  
и неравенства 

1 .  Показательные уравнения. П ок,азательнымu уравне
ниями обычно называют такие уравнени'я , в которых неиз
вестное содержится только в показателе степени. Так , 
например, уравнения 2Х+7 -7 = О, -3х = 1 будут показатель
ными , а уравнеНIIЯ 2ХН = х, х · 3х = х уже не являются 
показательными . 

Методы и приемы решения показательных уравнений 
рассмотрим на конкретных примерах. 

П р и  м е р  1 .  Решить уравнение 42X-� = 2х• 
6 Приведем левую часть уравнения к основанию 2: 

2� (�x-� ) = 2х• 

По свойству равенства степеней с одинаковыми осно
ваНJlЯМII получим 2 (2х- 1 ) = х, откуда 

4х-2 = х, 
3х = 2 , : 

2 х = з , 

Процесс решения можно записать символически: 
42Х - 1 = 2х � 22 (�X - �) = 2X � 2(2x - 1 )  = x � 3� =  2 � x ::::; � . А 
2 16 
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П р и  м е р  2. Решить уравнение 4); -1 = 3зх. 
6 Логарифмируя обе части данного уравнения по осно

ванию' 4, получаем 

и ,  следовательно, 
х- 1  = 3x !og4 3' 

1 Х = . 1 - 3 1og4 3 

В символической записи решение выглядит таю 
4Х - 1  = 3зх � log4 4x- �  <::: 10g4 Ззх � х- 1  = 

t = 3х !Og4 3 � Х = 
1 - 3 Jog4 3 ' А 

П р и  м е р  3. Решить уравнение 
(0, 1 25)x-o.5 = 8 . (0 25)1-X .  2 У' 2 ' 

'!;, Прежде всего заметиМ , что 
0, 1 25

' 
(0 ,5)З = ( ;У = 2-З ,  

, 1 Э 21 • 2 V2 = 21 +2' = 22' = ' � ,  
0,25 = (0,5)2 = ( -} )� = 2 -�, 

Следовательно, данное ураннение равносильно следующеМУI 
(2-il�5-0.5 = 23 . (2- �)�-x 

ИЛI !  

По свойству равенства степеней с одинаковыми основа
ниями (или логарнфмируя,. обе части уравнения по основа
нию 2) имеем 

- 3  (х - О,5) - l ,5 = 3 - 2  О -Х),  
- 3х +  1 ,5 - 1 ,5 = 3- 2 + 2х, 

5х = - 1 , 
I Х = - '5 ' А-

Во всех предыдущих примерах применялся при решении 
оД"н и тот же метод-метод лоаарифмировагшя обеих 
частей уравнения по одному и тому же основанию. Этот 
метод основан на том, что два положительюiх· числа равны 
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тогда и только тогда , когда равны их логарифмы по одному 
н тому же основанию, т. е. 

Ь = с  � l oga b =  loga c. где Ь >  О, с >  О,
. 

а >  О, а =1= 1 . 

r ПримеllЯЯ свойство равенства с одинаковыми основа
ниями степеней. мы по существу используем тот же метод, 
так как � 

П р и м е р  4. Решить уравнение 4X+� - 3 . 4x-� = 1 22. 

6, 4Х+2 _ 3 · 4X-1 = 1 22 � �X-l  (43 - 3) = 1 22 
� 4Х-1 · б l = 122 � 4Х- 1  = 2  � 22X-� = 2  � 

- ---- - 3 \ � 2x - 2 = 1 � X == "2 ' А 

П р  11 М е р 5. Решить уравнение 5х-З  = 7Х- 3 . 
6 делим обе части уравнения на 7х - З  =1= О, (; у-в = 1 .  

Так как (; у = 1 ,  то (; у-з = (; у. откуда Х-3 = 0, 
х = 3 . А 

П р  и м е р 6. Решить уравнение 2 ·9Х _3Х+ l_2 = о. 
6 Так как данному уравнению можно придать вид 

2 · (3Х)2 _3 .  3Х -2 = О, 

то, положив у � 3:� относительно у получим квадратное 
ура��ение ' 

1 . 
Решив это уравнение, получим у = 2 и У = - "2 . Последнее 
равенство невозможно, так как 3х > о. Следовательно, 
3х = 2. 

Ответ: Х =  lоgз 2 .  А 
Здесь мы применили прием , который называется мето

дом за.мены nереАlенноЙ. Отметим, что ЭТОт прием может 
привести к появлению так называемых посторонних кор
ней . Так , в примере 6 после замены у = 3Х получаем отно
сительно у квадратное уравнение. Очевидно, что если Xi 
корень исходного уравнения,  то Уl = 3Xl � KopeHЬ получен
ного квадратного уравнения .  Однако у квадратного урав
нени я  есть корень (у = - 1 /2), который не соответствует 
никакому корню исходного уравнения .  Поэтому при реШЕ;
нии уравнений методом замены переменной необходима 
проверка. J 
2 / 8  

в заключение рассмотрим еще один пример уравнения , 
KOTOPue решается методом замены л€ремеuноЙ. 

П р н м е р  7. Решить уравнение 2Х' + 1 - 4Х' = 1 .  
6 Заменой лере �енной !/ = 2Х' данное уравнение сво

дится к следующему квадратному уравнению: 
2у _ у2 = 1 , 

которое имеет только одно решеН IIе у = 1 .  Из уравнения 
1 = 2"· находим , что Х = о.  ПровеРl<ОЙ убеждаемся, что 
х = О действительно ЯВJIЯ тся решенпем данного уравне
ния . А. 

2 .  Логарифмические уравнения. ЛогаРUфltuчеСКUlrlU 
уравнеНllЯА1U обычно называют такие уравнения ,  в которых 
неИЗl3естное содержится только по;:!. знаком логарифма (В 
частности , в основаНИ1l логарпфма). Так, например, урав
нения 2 Iog2 x-7 = 0, 10K� 2 = 4  будут логарифмическими, 
а ypaBHeHlIe Ig х-х2 = О уже не является логарифмическим. 

Методы решеН II Я  логаРl1фмиqеских уравнении проил- I люстрируем на конкретных примерах .  
П р и  м е р 1 . Решить уравнение log, (4х-З) = 2 .  
6 П о  определению логарифма 

4х -3 = 72, откуда 4x- 3 = 49� 
4х = 52,  
. х = 1 3. 

Проверкой убеждаем с я , что х = 1 3  -корень данного урав
нения.  А 

П р и  м е р  2 .  Решить уравнение Ig (х-2) + Ig (Х- 3) -
= 1 - lg 5. 6 Преобразуем обе части данного уравнения ,  ИСПОЛЬЗУ8 
свойства лога рифмов: I 

Jg (x- 2) (х- З) = Jg I О - 1g 5, .> 
Ig <x - 2) (х- 3) = Ig 2. (1) 

Если логарифмы двух чисел по одному и тому же 
основанию равны, то равны и сами эти числа. Поэтому, 
если некоторое ХО удовлетворяет уравнению ( 1 ) ,  то оно 
удовлетворяет и уравнению 

т. е. уравнению 
(х - 2) (х-3) = 2 ,  (2) 
х2 - 5х + 4 = 0. 

, Корн�ми этого квадратного уравнени я  являются числа 1 
и 4. Проверкой убеждаемся ,  что х =  4 будет решением дав-
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ного уравнения ,  а х =  1 не будет решением , так -как при 
х = 1 не определена (не имеет смысла) левая часть исход
ного уравнени я .  

Кратко решение этого уравнени я  можно записать так: 

19  (х- 2) + 19 (х - 3) = l - Ig 5 => Ig (х- 2) (� - 3) = 
= lg 2 => (x -- 2) (x- 3) = 2 � x = 4  11 х = l .  

ПровеРI<а :  
Jg (4 - 2) + lg (4 - 3) = I - lg 5 ,  Jg 2 = lg 2. 

19 ( I -=-- 2) + lg ( I - 3) = 1 - 1g 5 - равенство не имеет 
смысла. 

Укажем еще другой метод решени я  этuго у равнения ,  
основанный на  п редварительном нахождении множества 
всех значений Х, дЛЯ которых определены (имеют смысл) 
обе части уравнени я .  Это множество обычно называется 
областью определения уравнения или областыо доnусти-/JiblX 3НШlений переменной . . 

Функция Jg (х- 2) определена лишь для Х > 2 ,  а функ
ция Jg (х- 3) - лишь для Х >  3,  поэтuму левая часть дан
ного уравнени я  определена лишь для Х > 3 и, в частности ,  
все решени я  данного уравнени я  принадлежат интервалу 
(3; + 00).  

ИЗ свойств логарифмов следует, что Х > 3 УДОВJlетворяет 
данному уравнению тогда и только тогда, когда оно удом
nетворяет уравнению 

Ig (х- 2) (х - 3) -:- Jg 2 . 

Далее , Х > 3 удовлетворяет этому уравнению тогда и 
только тогда, когда оно удовлетворяет уравнению 

. (х- 2) (х- 3) = 2 ,  

8 этому у равнению среди Х > 3 удовлетворяет лишь Х = 4 .  
Следовательно, ; = 4 является корнем данного уравнения ,  
и других корнеи нет. 

Кратко эти рассуждения �можно записать следующим 
обрвзом. 

На  интервале (3; + 00),  т. е. на  области определения 
данного уравнени я ,  

19 (x-2) + Ig (x- 3) = l - Ig 5 � 1 9  (х- 2) (х- 3) = Ig 2 � 
� (х- 2) (х- 3) = 2  � X =  4. 

Ответ: х = 4  . •  
П р и  м е р 3. Решить уравнен.и е,,) g2 (3х - 2) = 10g1/2 х. 

120 ,.- � � ./ 

/:::, Так как по формуле перехода к другому основанию 

1 JOj:(2 Х Jog2 Х I Ogl/2 Х = --1 = -=т- = - og2 х, 
JOg2 2 

то данное уравнение равносильно следующем)') 

log2 (3х- 2) = IOg2 x-�J (3) 
откуда 

3x- 2 = x-� ,  
1 3х- 2 = -х ' 

3х2 - 2х - I = О,  
Х1 = 1 ,  

1 
Х2 = - З · 

(4) 

Проверкой убеждаемся , что только х = 1 является 
решением данного уравнения .  

Ход решени я можно записать следующим образом: 

log2 (3х - 2)'= 10gl/2 Х � IOg2 (3х-2) = log2 x-� => 
� 3x-2 = x-�  � 3х2 - 2х =  1 � х =  1 и х =  - 1 ;3 . 

Здесь п р и  переходе от уравнен и я  (3) к уравнению (4) 
п ()('тавлен знаJ{ =>, а не знак �, так как решение урав
нения  (4) может не быть решением уравнени я  (3). 

Ответ: Х = 1 . •  
П р и  м е р 4. Решить уравнение 41og, 19 Х= Ig Х- Jg2 х+ 1 . 
6. Правая чае-ть уравнения определена для всех х >  О, 

а левая часть -для всех х, для которых 19 x > О ,  т. е . 
дл я х >  1 .  Следовательно, областью определен и я  данного 
уравнени я  является интервал ( 1 ;  + 00). На этом и нтер
вале, т. е .  дл я х > 1 ,  левая часть уравнен и я  принимает 
внд 

41og, 19 х = (22) log, 19 х = (21 og, 1 9 Х)2 = (lg x)�. 
Поэтому на интер вале ( 1 ;  + 00) дан ное у равнение равно
сильно уравнению 

2 Jg2 x- lg x- l = 0. 

Решая это уравнение как квадратное относительно 19 х, 
получаем· два решения :  

19 x =  1 и 19 x = - l j2. 
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Второе решение не удовлетворяет условию Ig Х > О. 
Следовательно, данное уравнение равносильно уравнению 
Ig x = 1 и имеет единственный корень х = 1 0. 
. Оrrюеm: х = 1 О. . . 

Заметим, ЧТQ при решении последнего уравнения можно 
воспольз�ваться заменой переменной у = Ig х. 

П р и  м е р 5. Решить уравнепне 19 (1 -x) - 7 Ig х = 
= 2 Ig (x- 3). 6. Левая часть этого уравнения определена для х, удов
)tетворяющих услови ям l -х > О и х > О, т. е. для 0 <  
< х < 1 ,  а правая часть -для х >  3. Следовательно, это 
уравнение не имеет решений . •  

П р и  м е р 6.
' 
РеШIlТЬ уравнение x1og, x' + l og� Х - 1 0 = � .  

х 
6. Это уравнение, строго говоря ,  не является логариф

мическим, однако, логарифмируя обе его части по осно
ванию 3, получаем равносильное ему ЛО,гарифмическое 
уравнение: 

(2 lоgз х + log� х- l 0) lоgз х = - 2 !оg,ч х, 
. (2 10gз х +  log� x - l 0) !оgз х + 2 10ga x ' О, 
l оgз х (2 1оgз х + log: х - l0 + 2) = О, 
lоgз х (2 10gз х + logN х - 8) = О. 

Эго уравнение равносильно следующим двум, 

lоgз х =  О или log� х +  2 1оgз х - 8  = О. 

Решая. первое из них ,  получим Xi = 1 .  
Решая второе уравнение относительно lоgз х, получим 

lоgз х = --:- 1 ± 3, т. е. lоgз х = 2 ,  lоgз х = - 4, откуда 
I х2 = 9, ХЗ = В l '  

Проверка показьmает, что все корни удовлетворяют дан
ному уравнению. 

Оrrюеm: Xi = l , х2 = 9, ХЗ = В\ ' .  

3. Покаэательные и логарифмические неравенства. 
Методы решения  показательных и логарифмических нера
венств рассмотрим на конкретных примерах. Основные 
приемы решения этих  неравенств опираются на свойства 
возрастания или убывания соответствующих функций.  

П р и  м е р 1 .  Решить неравенство 32Х > 3"-�. 
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6. Покэзэтельная функция с основанием, большим 1 .  
возрастает , поэтому 

зr.,, > 3"-2  � 2x >  х-2 � x > - 2. 

Оrrюеm: х > - 2 . •  
П р и м е р 2. Решить неравенство (-} )�X-:II > 116 ' 

1 ( 1 )' . 6. Так как 16 = "2 и показательная функция с осно-
ванием , меньшим 1 ,  убывает, то данное неравенство вы
полняется для тех и только тех х, для которых 2х 
- 1 < 4, т. е. для х < 2,5. 

Оrrюern: х < 2 ,5 . •  
П р и м е р  3. Решить неравенство 3X-� . 2X > 22. 

6. 3х-! . 2х > 22 � 3х .  3- � ,  2" > 22 � 
� 3" . 2" > зz:.! � 6" > 62 � Х > 2 . • 

П р и  м е р 4. Решить неравенство 2" > 3. 
6. Прологарифмируем обе части данного неравепства 

по осrюванию 2, получим 

х log2 2 > IOg2 3, 
х >  log2 3 . •  

П р и  м е р 5. Решить неравенство ( � У'- 2Х < { .  
6. ПрологаРИ

l
фмируем обе, части данного неравенства 

по основанию '2 '  затем воспользуемся тем, что показа
тельная функция с основаниеМ, мецьшим 1 ,  убьmает. Тогда 

( ; У' - 2" < � � X�- 2х > 3 � х2 - 2х - 3 > О. 

Решая полученное квадратное неравенство, находим, что 
х > 3 или х < - 1 .  

Оrrюеm: х < - 1  или х >  3 . •  
П р и  м е р  6 .  Решить неравенство logs (2х + 1 )  < log. 5. 
6. Если некоторое х удовлетворяет заданному вера-

венству, то оно удовлетворяет неравенству 

2x + l > 0, 

так как логарифм определен лишь для положительных 
чисел, и неравенству 

2x + l < 5, 



так как логаР l1фмическа я функция с основанием, боль
ШЮ1 1 ,  возрастает. 

ОчеВIIДНО , и наоборот, если х удовлетворяет этим ДВУ\1 
HepaBeHCTBa�! , то х удовлетворяет и данному неравенству. 

Решая систему неравенств { 2х+ 1 > О, 
2х + 1 < б, 

находим, что -Q,б < х < 2. 
Ход решения этого неравенства можно записать сле

дующим образом: 

10gэ (2х + 1 )  < lоgз б � { 22х + 1

1 

> О
б
' � � х > -О,б, 

� , х +  < l х < 2 
�-0,б < х < 2. 

Ответ: -О,б < х < 2. & 
П р и м е р  7. Решить неравенство lоgз (бх-6) < 2. 

6 10gB (бх-6) < 2 � 10gэ (бх-6) < 10gз 9 � { 5х-6  < 9, { БХ < l б, ( х < 3, 6 . 
� 5х-6 > 0  � бх > 6  � t  х >  � �5 < х < З. А 

П р и  м е р 8. Решить неравенство 10�, 5 (3х + 1 )  < 
< logM (x- l ) . 

6 Левая часть неравенства определена лишь для Х 
таких , что 3х + 1 >  О, а правая-для х >  1 .  Учитывая 
это з�мечание и используя свойство убывания логарифми
ческои функции с основанием, меньшим 1 ,  получаем, что 
данное нераве':!,ство равносильно следующей системе нера
венств. { 3Х + l > 0, 

х >  1 ,  

3х + 1 > х- l . 1 
Решением этой системы будет любое х >  1 ,  и других 
решений она не имеет. 

Ответ: х >  1 . &  . . 
П р и м е р  9. Решить неравенство logi_x (x - 2) � � I .  
6 Левая чаать неравенства определена для х, у довлет-

воряющих условиям 
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{ l -x > О , 
х-2 > 0, 
l -x =? l . 

Очевидно, что нет ни одного действительного числа, 
которое удовлетворяло бы этим условиям. Поэтому дан
ное неравенство не имеет решений. & 

)/пражнения 
) 5.28. Решите у равнения :  

1) ( �Y= ( �Y ; 2) .23Х = 5Х; 3) 3Х = 7Х/2 ; 
Х- 3 

4) 5Х-Э = 23-Х; 5) 5 2 = 7Х-3 ; 
6) 2x +� + 3. 2X +1 + 7 . 2Х = 68; 7) 42X -l + 4�x-� - 4�x-4 = 3 16i 
8) 54х + 3 . 54x-� = 1 40 ; 9) ( �  у - 10 ·  ( + )� +9 = 0; 
10) JO · 25Х + 1 8 · 5х - 4 = 0, 
5.29. Решите уравнения: 
1) Зх- 5 = 8 1 ;  2) 9X:1 = 27x!-1; 3) (}YX -7 = (fУХ -З ; 
4) 1 ,8X2_5X -�1 = 5,832;@ 2 1 . 3Х _3x + �  = 5х+� _ 5Х+З; 
. 1 1 1 х-- х - - x+-� 6) 3 2 _ 22х = 4  2 - 3 2 �.!) 27 . 3� lX + 1) _3x+� = 2; 

8) 2X+ 2 + V X' - 3 _ 5 . 2Х + V �+8 = 0�2х + 2-х = 2а, 
где а - действителыюе число. 

5.30. Решите уравнения:  1) зх+� + зх = 108; 2) 7. 3х+ l _5х+� = 3Х +4 _ 5х+З;  
3)  5�X+l = 5X + 4; 4) 4x-� _ 1 7 . 2x-4 + 1 = 0;  
5) 2x2 - 1 _зхZ = 3х2-1 _ 2х2+� ; 6) 5х2 _ Зх2 + 1 = 2  (5х2 _ 1 _ Зх2'-2) ; ('-Т);{ � y +� . ( � )-lХ+ 1) = 343Х+ 3 :  1 25Х+З. 

j 
5.3 1 .  Решите уравнения: 
1) IOg4 (5х +6) = 0; 2) logl/b ( 7X + 2�) = 2; 

t - 5  3) Ig (2х) + ]g (х + 3) = I g  ( 12х - 4) ;  4) I g  �_ 2 = 2; 
5) logl/2 (х - У x� - 16) = - 1 ; 
6) log2 (з;х-� + 7) = 2 + log2 (зх - 1 + 1 ) ;  
7) (3 - lg х +  tg  3) 19 х = 2 Ig 3 + 2; 8) � 19 (х2 !g Х) = Ig ух; 

!оgЗ 4 1 logx 2-9) lоgз х + lоg.� 3 = 2,5 ; 10) 9 · 3 х - (9) s = 0  . ... 
5.32. Решит," уравне�Н1Я : 

�l) } 19 (х2 + 2х) - 19 У х + 2 = О,; 
'-

8 Алгебра', '1. 1 
I 

( 
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<... 

)4 Ig� x-2 = lg x2; 3) 4 Ig� x+ lg x� = 2; 
0,5 1og2 (x�-2x) - log2 У 6 - х = 0; 

5) 1 + IOg2 (3х+ 1) = IOg2 (x�-5); 
\,§J IOg2 (4-х) + IOg2 ( 1 -2х) =2 IOg2 3; 
1) Ig ( 169+xB) -3 Jg (х+ I) =0; 8) Ig (x 9) +2 1g Y2x- l = 2; 
11) l og2 (9.<-1+ 7) = 2 1og2 (3.<-�+ 1 ) ;  
10) xl + lg '< = 0,001 - 2/3 ; 1 1 )  Jg (4'< -6) + lg (4;_ 6) 2 ; 
12) Ig� x- Ig x� = lg� з+ -з

1 logV- 3. 1/3 
5.33. Решите неравенства: 

1) 4.< > 04; 2) 0,3.< < 3 � ;  3) 6'< > 13/ 
2 1 - -+ 2 4) 0 ,5.<2- 4.< < 8; 5) 2 '<  +4 Х < 68; 6) 4х < 2Х+1+3} 

7) (4'< � l)XI2 > 4; 8) 2.< +2�X+3_3. 2�X+l > -3. 
5.34. Решите неравенства : 

1 1 1) 5.< ;;:'  0,04; 2) 0,25.< ..;;;; 8" ;  3) 3�X+ � ..;;;; 3X+� + 2 ; 
х- !  

4) (0,04)6.<-.<2-8 < 625; 5) 2.< + 1 < 3 . 2  2 ; 
6) ( � ) l/x < -V � . 

�ешите неравенства: 
1) lоgо,б (2 -5х) ..;;;; -2;, 2) IOg2 (4 -3х) ..;;;; -3; 
3) log4 (3-4x) ;;:' -I ; - 4) logo,2 ( 1 5-2x) � -2; 
5) IOg16 (0,6+2х) ;;:. -0,25; 6) IOgo, 8 (3-5х} ;;;, О; 
7) (IOgO,6 0,2 16) lоgб (5 - - 2х) ..;;;; О; 8) IOgO,2 (2-5х) ;;:. О; 
9) 25 > 5 log, (4 - эх); 1 0) 0,42 � 0,4 log.,. (8 - 2Х) . 
1 1) logl/2 (x�+ 2x-8) ;;:' -4; 1 2) ]Og6 (х�-зх-i-2) � 1 ; '  

�) lоgО'5 (5х+ 3) >- о, �) 13x+ 15 ,99 О' � 1 1 ,02 + 1 9х � ' 1..!Y l ogo,8 (4x+5) ";;;; , 
� Ig2 ( 1 00x) + lg2 ( I Ox) + lg х ";;;; 14.  �. �ешите неравенства: 
1) lоgэ (2х-7) > 2; 2) lоgl/З (x- I) ..;;;; -2; 
3) logo,25 (х- 1) +  lоgо,2б (х+ 1) > logo,25 3; 
4) logl /2 (x+8) - Iоgl (2 (Х-3) > Iog1f2 3x; 
5) 2+  )Og2 У х+ 1 > 1 - Iog1/2 У 4 - х2; 6) log;/2 х > 25; 

Ig (35-хЗ) x-L. 3 7) Ig (5-. х) > 3; .8) log.< (x� + 1) > 2; 9) l ogx Х:"" 1 > 1 ;  

10) Vlogx У3х . log8 х > -':1 ; 1 1) 1 51og• з • хl + log. 9Х > 1 . 
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§ 24. Тригонометрические функции числового аргумента 

1 .  Радианное измерение углов и дуг. Любой угол можно 
. рассматривать как результат вращени я  луча в плоскости 

вокруг начальной точки. Вращая луч вокруг точки О от 
начального положения  ОА дО конечного положения ОВ, 
получим угол АОВ (рис. 63) . 

При измерении углов некоторый определенный угол 
принимают за единицу измерения и с ее помощью изме
ряют другие углы. За единицу измерени я  можно принять 
любой угол. 

На практике уже более трех тысяч лет за единицу 
измерени я  величины угла . принята 1 /360 часть полного 
оборота, которую называют граду
сом. В технике за единицу измере
ния  углов принимают полный обо
рот. В мореплавании за единицу 
измерени я  углов принят румб, рав

D 

ный 1 /32 части полного оборота. 0 ........ '--------:
В артиллерии  за единицу измере- А 
нин углов принята 1 /60 часть 
полного оборота, которую называют 

Рис, 63 

большим делением угломера (0 ,0 1 часть большого д�ле
ния угломера называют малым делением угломера). 

В связи с развитием техники появилась потребность 
измерять круговые движеНll Я (т. е. повороты на сколь 
угодно большие углы' и различные колебательные про
цессы , связанные с круговым движением). Появилась 
потребность в новой , универсальной единице измерения  
дуг и углов. Такой единицей оказалась радианная (ра
диусная) мера угла; она появилась в трудах Ньютона 
( 1 643 - 1 727) и Лейбница ( 1 646 - 1 7 1 6) и вошла в науку 
благодаря  трудам академика Петербургской академии наук 
Леонарда Эйлера ( 1 707 - 1 783). 

Пусть дана некоторая единичная окружность, т .  е. 
окружность с центром в некоторой точке О и с радиусом , 
равным единице масштаба . Выберем на этой окружности 
некоторую точку А (рис. 64). 

Каждому числу а. Е (О; 2л:) поставим в соответствие 
точку Мех дан}{ой единичной окружности такую, что длина 
дуги АМ" равна а., причем дуга АМа откладывается от 

. точки А против часовой стрелки. Числу О и числу 2л: 
поставим в соответствие точку А . Таким образом, между 
точка,\fИ единичной окружности и ч ислами промежутка 
[О; 2л:) установлено взаимно однозначное соответствие. 
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Число а называется радUQННОЙ мерой дуги АМ и соответственно угла АОМа. а 

Ч,ентральный угол , опирающийся на дугу , длина KQторои равна радиусу, называется углом в 1 радиан (рад) . . Длина дуги единичной окружности , градусная мера которой р, равна 

Н1( А ..... ----,,'t--L.--.... 

Рис. 64 

211: · 1. 
11: 

заоо 
• р = 1 800 • р. 

"Если а-длина дуги единичнои окружности, градусная мера которой равна � , то 

Здесь 

11: а =  1800 • р. ( 1 )  

а - радианная мера цеI�трального угла , опирающе-гося на дугу единичной окружности , содержащую р градусов. Поэтому мы получили форму лу , связывающую радиаппую и градусную меры угла. Таким образом, дуга в 1 радиан содержит 1 80/зt градусов: 

Дуга в 10 содержит зt/1 80 радиаlI :  
11: 
180 � 0 , 0 1 75 рад. 

�риведем таблицу часто встречающихся углов и дуг в градусной и радиан ной мерах: 

� 

Радианы 2л: л: л: л: л: л: 11: л: 11: 11: л: '2 з Т "6 1Q.'. 12 18 1 80 1 80 ' � -
П р и  м е р  1 .  Найт� градусную меру угла, равного � 3 радиан. 
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� Из формулы ( 1 )  следует, что 

211: Итак , у гол в 3 радиан содержит 1 200 . ... 
xl Р и м е р 2. Найти радианную меру угла , равного 540. 
Ь. По формуле ( 1 )  имеем 

а = ( I�00 • 540) рад = �� pa�; 
3л: А Итак, угол в 540 содержит 10 радиана . -

Как правило, при обозначении меры угла в радианах 
наименование «рад» опускают и пишут, например , 

540 - �  - 1 0 . 

Для перевода меры угла из градусной в радиан ную 
и обратно можно использовать таблицы (см. , например, 
Б р а Д и с В. М. Четырехзначные 
математические таблицы. - М. : 
Просвещение, 1 974 .- С. 59 -6 1 ) , а 
также микрокалькуляторы. 

Рассмотрим снова единичную 
окружность с выбранной ТОЧКОЙ А 
(рис. 65 ). 

о А 

/ 
Рис. 65 

Каждому числу а Е (-2зt;  О) по
ставим в соответствие точку Ма дан
ной единичной ОI<РУЖНОСТИ такую, 
что длина дуги АМа равна I (j, I и 
дуга АМа' откладывается от точки А по часовой стрсЛl<С . 
Числу -2зt поставим в соответствие точку А .  

Произвольное число а представим следующим образо!\!: 
а=ао + 2kзt , 

где k -некоторое целое чие� ао Е (-2зt; 2зt). Заметим, 
что для. любого а такое представление возможно. Теперь 
числу а поставим в соответствие ту же точку, что и 
числу ао, т. е. точки Ма и Мао совпадают. 

Таким образом , построено соответствие между дейст
вительными' числами и точками единичной окружности. 
Из самого построени я  этого соответствия следует, что 
ТОЧ К И  Ma+21t, MCX-2n1 Ма совпадают. 
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О точке Ма говорят, что она получается из точк и  А поворотом на I а I радиан п ротив часовой стрелки если 
а >  О! li п? часовой стрелке, если а < О. Вращени'е проТ lIВ часовон стрелки иногда называют вращением в положительном направлении , а вращение по часовой стрелке вращением в отрицательном направлении. 2. Синус, косинус, тангенс и котангенс действительIIOrO числа . В предыдушем пункте установлено соответствие между множеством деЙСТВJfтельных чисел и множеством точеl< единичной окружности . Каждому действительному числу а поставлена в соответствие точка М u а еДИlШЧНОIl окружности . 

!Jh. 
У 

!JIX - - t'I« (.ха ;!I",) 

А 
О , х 

Рис. 66 PIIC. 67 

Пусть на плоскости выбрана п рямоугольная система координат так , что ее начало совпадает с центром рассматриваемой единичной окружности, а единичная точка оси абсцисс совпадает с точкой А (рис. 66). Пусть Ха, Уа-J<оординаты точки Ма. Тогда каждому числу а поставлены в соответствие два числа Ха И Уа' Число Уа называется синусом а и обозначается sin а, а число Ха называется косинусом а и обозначается cos а. Так как ТОЧJ<а Ма лежит на окружности единичного радиуса , ее координаты удовлетворяют равенству 
X� + y� = 1 ,  

откуда соs2 а + siп2 а = 1  для любого a E R. 
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П р и  м е р  1 .  Найти синус числа а = � n. 
� Так как 

J3  1'1 б n = т+ 2n, 

.. 

J. 

то этому числу соответствует та же точка Мл/в , что и 
числу n/6. Опустим из точки Мл/о перпендикуляр Мл/вР 
на ось ОХ (рис. 67) ; имеем I Р МЛ/6 1 =  У. в прямоуголь
ном треугольнике РОМ длина гипотенузы ОМл/о равна 1 
(так как окружность единичная) , длина катета РМЛ/6 
равна 0,5 (как катета , лежащего против угла в 30°). 
Следовательно, ордината точки Мn/6 равна 0 ,5. 

Ответ; s in  J: n = 0,5.  А. 
О sin а тношение -- называется тангенсом а и обозначасоэ а 

sin а ется tg a, т. е. tg a =-- .  соэ а 
Легко видеть, что tg а определен для всех действи-

1'1 тельных чисел а =F 2" + nk, k Е Z. 

Отношение С�Э а называется котангенсо!>! а и обознаsш а 
соэ а чается ctg а, т. е. ctg а = Si:iJёi '  

Легко видеть , что ctg а определен ДЛЯ всех действи
тельных чисел а =F nk, k Е Z. 

Из определения тангенса 
и котангенса следует, что 

tg a · ctg а = 1 
для всех значений а, при 
которых и tg а, и ctg а имеют 
смысл, т. е. при всех а Е R, 
кроме а = k ; , k Е Z. 

П р и  м е р 2. Найти tg � :rt 
3 и ctg Tn. 

!J 

Рис. 68 6. Числу 3n/4 на число
вой окружности соответствует 
точка М ,  которая является концом дуги в 1 35° . Опустим 
из точки М перпендикуляр на ось ОХ. Треугольник 
OMN -прямоугольный и равнобедренный (рис. 68). Сле-
довательно, точка М- имеет координаты Х = _ �2 , У = 

_ у2 - -2- и поэтому 
3 у tg T n =-Х= -I ,  
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Ответ: tg 4" Л:  = ctg 4" л: = - 1  . • 

П 3 Д I + t g a 1 + 2 sin a cos a 
р И М е р . оказать, что 1 t = 2 . 2 ' - g a  cos a - SlП_ а 

6, Преобразуем правую часть , заменив в числителе 
на s iп2 а + cos2 а. Получим 

1 + 2 sin а cos а siл2 а + cos2 а +2 sin а cos а 
cos2 a - sin� а = cos2 a - sin� а 

= 

(sin a + cos а)2 sin a + cos a 
(cos a - sin a) (cos a + sin a) cos a - sin a ' 

Разделим числитель и знаменатель на cos а =i= О; 
sin а -f cos а 1 + tg а 
cos a - sin a = l - t g a ' 

Итак , получили выражение, которое находится в ле· 
вой части заданного равенства , что и требовалось дока
зать . •  

П р и  м е р 4. Решить уравнение cos х = 1 .  
6, Абсциссу , равную 1 ,  па единичной ОI<РУЖlIOСТИ 

(рис. 69) имеет точка А ,  а также точки ,  совпадающие с 

!J !I 8(0; 1/ 

А (f;O) А (1;0) 
1 .1: О Х 

Рвс. 69 Рис. 70 

точкой А ,  т. е. получаемые поворотом этой точки па 2л: 
радиан (по или против чаrовой стрелки) . Поэтому дан
ному уравнению удовлетворяют числа вида 2л:k ; где k Е Z. 

Ответ: х = 2лk , k Е Z. .. - . -
П р и  м е р 5. РеШIIТЬ уравнение s in  х = 1 .  
6, Ординату , равную 1 ,  на единичной окружности 

имеет
v
точка В (рис. 70) , а также точки ,  совпадающие с 

точкон В ,  т. е . полученные поворотом ЭТОй ТОЧКII на '2л: 
радиан (по или против часовой стрелки).  ПQЭТОМУ дан-
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ному у равнению удовл�творяют числа вида t + 2nk, 

где k Е Z. 

Ответ: х = � + 2л:k, k Е Z . • 
3, Знаки значений синуса, косинуса, тангенса и ко

тангенса, Пусть, как и выше, M� -точка единичной ок
ружности с центром в начале координат, соответствую
щая числу а. Тогда, согласно определению, соs а-абс
цисса ,  а s iп а - ордината точки M�. Поэтому , есл и  M� 
лежит в первой четверти координатной плоскости, то 

!I !I 

ЗнаКIJ КОСIJнуса ЗнаКIJ синуса 
а о 

Рис. 7 1  

!I 

ЗнаКIJ тангенса IJ KQmaHzeHca 
6 

:r: 

cos а и s i n  а положительны; если M� - во второй четвер
ти , то cos a отрицателен , а s in a положителен;  если M� 
в третьей четверти , то cos a и s in a отрин.ателыI;; если 
М а - в  четвертой четверти , то cos a положителен , а s'in a  
отрицателен. 

Тангенс и котангенс положительны, . если M� лежит 
в первой или третьей четверти , и отрицательны, если 
M� лежит во второй или четвертой четверти . 

Знаки синуса ,  косинуса , тангенса и котангенса пока
заны на рис. 7 1 ,  а,  б, в. 

П р  н м е р 1 .  Найти знаки чисел : а) s i n  � л:; б) ctg 2800. 

5л 3л . 5л О 6 а) Так как Л: < З < 2 ' то s I П з < . 

б) Так как 2700 < 2800 < 3600 , то ctg 2800 < О. А. 
Зная определения S i l1 а, cos а, tg а, ctg а и ОСНОВIIые 

соотношения 

sin2 a +  cos2 a7' 1 ,  tg a . ctg a =  1 ,  
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можно установить следующие зависимости , представлен
ные в таблице 

tga 1 sin a =  ± Y l - cos� a ± ± 
Y l + tg� a Y I + ctg2a 

I ctg a cos a =  ± Y l - sin� а ± ± 
У I  + tg� a Y l + ctg2a 

tg a =  sin а Y l - cos2 a 1 
± 

Y l-sin� a 
± cos а ctg a 

ctg a =  У l - S iп2 а cos а I ± �lп а ± 
Y l - cos2a tg a 

Заметим, что два знака ( ± )  перед радикалом ознаqают две фор
мулы, каждая из которых справедлива для определенных зна'lений а. 
Например, если О ";;;;; а ";;;;; n, то S in a = Y I - соs2 а;  если же n ";;;;; а .,;;;;; 
.;;;; 211:, то sin a = - Y l - cos2a. 

П р  и м е р  2. дано s in a=  ; , о < а < � . Найти cos a. 
6. Точка Ма находится в первой четверти , следова-

тельно, cos a=  у 1 - ( � У = : ' 
4 

Ответ: cos а = 5' . .& 
. . "  3 П р и  м е р 3. Дано . s in a =5"  ; < а < 31:. Найти cosa . 

6. Точка Ма находится во второй четверти , следова-
тельно, cos а = -4/5. 

Ответ: cos а ::::; -4/5 . ..  
П р и  м е  р 4. дано s in a =  3/5. Найти cos a. 
6. В задаче не указано, в какой четверти находится 

точка Ма,  поэтому однозначного ответа дать нельзя. По 
условию задачи s i na > О, следовательно, точка Ма, нахо
дится либо в первой , либо во второй четверти ; в первой 
четверти косинус - число положительное, а во второй 
отрицательное. 

Ответ: если  О < а < 31:/2, то cos а = 4/5; если 31:/2 < 
< а < 31:, то cos a = -4/5 . .. 
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П р и  м е р 5. дано tg а = -4/3, 331:,2 < а < 231:. Вы
числить sin а. 

6. Точка Ма, в четвертой четверти, следовательно, 
4 

. tg а - 3  4 sша =  
Y l + tg� a 

= V�
l + l: = -5 ' 

(Из ДВУХ знаков выбрали плюс , так как синус и тангенс 
в четвертой четверти одного знака . ) .. • 

П р и м е р  6. Упростить выражение 

6. Имеем 

, ; 8 8 
А = V 1 + cos а + 1 - cos а • 

А _ , ;8 ( 1 - cos a) + 8 (l + cos a) = , ; I 6 =_.4_ .  - V l - cos2 a . V SJЛ� а I sша l 

Следовательно, А = stп
4
а ' если sin a > О, и А = 

= _ _  4_ ,  если s in a < О . ..  sin а 
4: Тригонометрические функции и их п ростейш ие 

свойства. Определим тригонометрические функции .  Функ
ция y = sin x, x e:, R, называ
ется СШ/.УСО.М. 

Функция Y = cos x, x e:, R, 
назь/вается косинусом. 

Функция У = tg х, х е:, R, 
. х =1= ; + rck, k е:, z, называет-

ся  тангенсом. , \"'? Функция У = ctg х, х е:, R, 
,"7 х =1= nk, k Е Z, называется 

\.. . котангенсом. 

'7' Т е о р е м а 1 .  К осин ус-

у 

о 

/'1-,. (COS{-«)i зlп (-«)) 
функция чеmн,ая, а син,ус - Рис. 72 
нечеmн,QЯ. u 

О Пусть , как обычно, Ма,-точка единичнои о.круж
ности с центром в начале координат, соответствующая 
числу а , а М_а -:гоч!<а этой окружности , соответствую
щая числу -IX. ПО определению.синуса и косинуса точ

.
ка 

М имеет координаты cos а и sш а , а точка М -а, - ко
ор�инаты cos (-а) и s in (-а) (РJlС. 72). 

Так как точки  Ма и М_а симметричны относительно 
оси Ох то их абсциссы совпадают, а ординаты противо-. , 
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положны. Следовательно, 

_cos (-а) = cos а, sin (-а) = -sin а 

для любого а Е R . •  
Например, ( n ) n уз . ( П ) ' . п '  I cos - "6 = cos "6 = -2- ' slП - "6  = - slП "6 = - 2 ' 

cos (- 1 35°) = cos 1 35° = - V2j2, 

sin (- 1 35°) = -sin  1 35° = - V2j2. 

С л е Д с т в и е.  Тангенс и котангенс - функции нечет
ные. 

О Действительно, 

tg (-а) = sin (-а) 
cos (-a) 

ctg (-a) = 
C?S (-а) 
sm (-а) 

-sln а -- = �tg a 
COS а ' 
cos-a -- = --=ctg a -sin a 

для любого допустимого а Е R. 
Например , 

tg ( - � ) = -tg � = - ;3 ' 
ctg ( - � ) = -ctg � = - VЗ, 

tg (- 1 35°) = �tg 1 35° = 1 ,' ctg (- 1 35°) = -ctg 1 35° = 1 . 

Т е о р е м а 2. Функции синус и косинус являются пе
риодическими . функциями . Наименьший положительный 
период синуса и косинуса равен 2л. . 

О Числам а ,  а + 2л и а - 2л соответствует одна и та 
же точка единичной окружности с центром в начале ко-
ординат, поэтому 

. 

cos (а ± �л) = cos а, s in  (а ± 2л) = sin а . 

для любого а Е R. Следовательно, число 2л является пе
риодом синуса и КОСl1нуса. 

Функция sin а на отрезке [О; 2л] обращается в нуль 
при а = О,  а = л и а = 2л. Поэтому , если у синуса есть 
положительный период, меньший 2л, то он ' равен л.  
Однако л не является периодом синуса, Ta� как 

sin � = I , но S iп ( � +л ) = -I .  
Следовательно, 2л - наименьший положительный пе

риод синуса. 
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Аналогично доказывается ,  что 2л - наи.меньшиЙ поло
жительный период. косинуса. 

Заметим ,  что под периодом функции обычно пони
мается ее наименьший ПОЛОЖlfТельный t::e liOД, и поэтому 
теорему 2 часто формулируют так :  сищ}, и косинус явля

)отся nериодически.ми фУНКЦШutU С n eR одо},! 2л. 
Прежде чем доказывать теорему о периодичности тан

генса и котангенса , заметим , ч!о 
s iп (а + л) = -siп а, ( 1 )  
cos (а ± л) = - С05 а (2) 

для любого а Е R. Действительно, числам а и а ± л на 
единичной ОI< РУЖНОСТИ (рис. 73) соответствуют точки  Мсх. 
и Мсх. ± n ,  симметричные относи- !J тельно начала коорДlI нат, и по
этому справедливы формулы ( )  
и (2). 

Т е о р е м а 3. Таnгенс и .  ко
�lйHгeHC являются периодическими 
функциям� Наименьший nоложи

. тельный nериод таnгенса и ко
тангенса равен л. 

D Из формул ( 1 )  и (2) следует, 
что Рис. 73 

tg (а + л) = tg а, ctg (а + л) = ctg а 

для любого допустимого а Е R,  т. е. число л - период 
тангенса и котангенса. А так как расстояние между со
седними нулями и у тангенса, ' 1 1 у котангенса равно л, 
то л - наllменьший период . •  

КороТ!(о теорему 3 можно сформули ровать так :  тан
генс u KomaHeeNC являются nерuоди/{ескимu фУНКЦUЯJ.tll 
С периодом л. 

П р и  м е р . ВЫЧИСЛIIТЬ значение выражения 

cos (-5л) + ctg ( - I �n )-SiП ( _ 5; ) + 3ctg ( _ 54n ) .  
6 Пользуясь СВОJkтвами четности (нечетности) и пе

Р IIОДIIЧНОСТII ТРIIГОНО\-1еТРl lчесю!х функций ,  получаем 

С05 (-5л) + сt g  ( _ I�Л )-S iП ( _ 52n ) + 3ctg ( _ 54n ) =  
5 t I l л . 5n 5n = С05 л - с  gт+ SlПт-3 сtg т = 

= cos л - ctg � + s in ;'-3 ctg Т = 
= - 1 -0+  1 - 3 =  -=-3. А 
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В о п р о с ы  Д Л Я  К О Н Т Р О Л Я  
1 .  Дайте определение угла в 1 радиан. 
2. Какова формула, связывающая радианную и- градусную меры 

угла? 
3. Как определяются синус, коси нус, тангенс и котангенс дейст

вительного числа? 
4. Каким основным соотношением связаны синус и косинус 

действительного числа? 
5. Каким ос новным соотношением связаны тангенс и котангенс 

действительного числа? 
6. Дайте определение основных тригонометрически х функuий. 
7. Назовите основные свойства тригонометрических функций. 
8. Каковы значения тригонометрических функций для следую: 

п п п  n 3п щих значений аргумента: О, 6' 4 ' З '  2' п, 2 ? 
9. Каковы знаки синуса, косинуса, тангенса! котангенса в раз

личных координатных четвертях? 

Упражнения 

5.37. 1 ) Какова радианная мера угла, выраженного в градуса х:  806 . 65°' 100°· 1 60°· 244 38° · 1 46 18°· 27 13°· 42 7°? ' 2) 'ка ков
'
а гр�дусt;а я

' 
Mep� у

'
гла: B�Tpa�eHHOГO в радианах: n Эл в ;  5"' ;  4; 1 ,57; 0,6400; 3,6270? 

5.38. Найдите коорди наты точкн, полученной поворотом точки А ( 1 ; О) на угол: 
13п 9п 1) 9п; 2) -т ; 3) Т О;  4) _225°; 

3п 5п 5) -4 ± 8п; 6) 6 ± 4n. 
5 39. Решите уравнения: 1 ) siл х=- I ; 2) siл х= О; 3) соз х= О; 4) соз х=-1 ;  
5) 3 siл х+siл� х+ соs� х= l ;  6) 3 Siл� Х+_4 СОS� Х= 4. 
5.40. ВЫЧllслите: 

n n 'п 1) Siл б-4 соs з+2 f'g 4 ; 
,,- n n 3л --2) r 2 sin 4+3 ctg т-5 соз '"2 ; 

3) у2' sin (-765")�соз (-1 l 40")+ tg 585°+ уз ctg (-240"); 
" 4) cos (-3n)+ sin ( _ I;n ) _ctg ( _ 7; ) _tg (  _ 2�Л ) . 
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5.4 1 .  Решите у равнения: 

J) s1л (-х) =-I ;  2) соз (-х) = 1; 3) s1л (-2х) =0; 
4) cus (-Эх) = - 1  .. 

I ' \  

\ 

t 

5.42. Найдите знаки чисел: 
5n . 

J) siл 2 1 7°; 2) cos 6 ; 3) tg 4; 4) ctg 237°; 
5) s1л 2,8л:; 6) соз 1 ,2n. 

Найди эти ч исла с помощью микрокалькулятора. 
б.43. Дано sш а = 0,8, n/2 < а < n. Вычислите соз а, tg а и 

� �  . . 
5.44. Найдите siл а, cos а и tg а, если известно, что ctg а = 

=-4/3. 11 О < а < п. 
5.45, Могут ли иметь место следующие равенства для одного и 

того же значения аргумента а: . 
1) slп а= З/5, cos a=-4/5; 2) siл а=-12/ 1З, cos a= 5/ 13; 
3) s/л а=-О,8, cos а=-О,6; 
4) sin a= Y40/7, cos a= 3/7; 5) sln a = I , cos a = l? 
5.46. Чему равен siл а, если cos а � О, 7538? 
5.47. Дано cos а = Ь/с, О < Ь < с, О < а < n/2. Найдите tg а. 
5.48. Найдите tg а + ctg а, если cos а = -3/5, n/2 < а < n. 
5.49. Докажите, что 

. 

• �) tg� а- S1л� а= tg� а s1л� а; 
2) s1лЗ а (1 +ctg а) + соsЗ а ( 1 + tg а) = siл а+сов а; 
3) cos2 a (2 tg a+ l) (tg а.+2)-5 S1л а соs а.=2; 

2+ Siл4 а. + соs- а. 1 . 4) s/л� а соз! а соз2 а. s1л2 а '  _ 
, / l - s/n a+ , / I + s/n a 2 5) V 1 + sin а V I - s/n а I cos a l  . 

, 5.50. Уп ростите следующие выражения при всех а, для которых 
I они определены: 

') (s1л а -С05 а)2 + (sin а+ соз a)�; 
2) (соз а· tg a)� + (sin а· ctg а)2; 
3) , - slп2 а+ J • 4) (_I _ _  tg a )  (-'-+ t g а) . 1 - co�2 а '  cos а cosa 

§ 25. Основные формулы ТРИГОНQметрии, их следствия 

1 - Тригонометрические функции суммы и разности двух 
aprYMeHTOB. Пусть даны два действительных числа а и �. 
Рассмотрим простейший случай ,  когда а � О, � � О, а +  � :::;;;; 2п. 

Пусть ТОЧI{а М единичной окружности 'соответствует 
действительному числу а + �; ее координаты будут коор-� 
динатами радиус-вектора ОМ (рис. 74). Имеем 

� 
OM = i cos (a + �) +j sin (a + �). ( 1 )  

Введем другую систему координат, которая получается 
из  первой поворотом на у'гол а против часовой стрелки. 
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---+ 
Тогда для того же радиус-вектора ОМ в новой системе 
получим 

ОМ = i' cos � +j' s in �. (2) 
Выразим теперь единичные векторы новой системы через 
единичные векторы старой системы (рис. 75): 

l' = l cos cx + j s in cx, j' = -l s in cx + j cos cx. 
Теперь равенство (2) можно записать так: 
---+ ом = (i cos cx + js i n cx) cos � + ( - l  sin cx + j GOs cx) sin �, 

т . е. 

ом = i (cos сх cos � - sin сх sin �) + 
. + j (s in сх cos � + cos сх s in �) . (3) 

в силу единственности разложения вектора по двум 
базисным векторам, сравнивая равенства ( 1 )  и (3) , полу
чаем формулы для синуса и косинуса суммы: 

s in (сх + �) = �jn сх cos � + cos сх siп � 
и 

cos (сх + �) = cos сх cos �-s in сх s in р. 

• в общем случае эти формулы доказываются анало
гично. Будем С':fитать, что они доказаны для любых 

Рис. 74 Рис. 75 

действительных чисел сх н р. Заменив в них Р на -р, 
получим формулы для синуса и косинуса разности:  

s in (cx�p) = s in сх cos p-cos cx s in Р, / cos (сх- Р) = cos сх cos � + s in сх sin р. 
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Тангенс и котангенс суммы двух аргументов можно 
получить из предыдущих формул: 

t (сх + А) = sln ((Х +  �) = sln (Х COS � + COS (Х sln � g 1-' СОЗ ((Х + �) СОS (Х СОS � - Sln (х Sln � ' 

1t 
Так как для аргументов 2" � nk тангенс не существует, 

1t 
то нужно считать, что CX + P =#= "2 + nk, k E Z. Полученная 
формула будет проще, если числитель и знаменатель ее 
правой части разделить на произведение cos а. cos �. П� 
лучим 

t tg (X + tg � ' 
g (cx.+ �) = 1 - tg (Х tg � '  

Если в этой формуле вместо Р поставить -�, то, 
'Гак как тангенс - функци я нечетная ,  получим 

tg (X - tg � tg (cx- P) =  1 + (g a tg � '  

Отметим, что в последних формулах числа сх, �, сх + Р 
1t И cx-� не являются числами вида "2 + nk, k Е Z . 

П р и  м е р 1 .  Используя формулы сложения ,  вычис
лить cos 750 и s in 750. 

6 cos 750 = cos (450 + 300) = cos 450 cos 300 _ 
. 450 . 300 У2 уз У2 1 У6 - У2 О 25 -slП S IП =-2- ' -2---2- ' 2 = 4 � "  

s i n 750 = s in (450 + 300) = s in 450 cos 300 + cos 450 s in 30" = 
= У2 . уз + У2 . -'- = У6 + У2 "" О 96 & 

2 2 2 2 4 "" , . а  

П р и  м е-р 2. дано s in сх = 0,6 , s in Р = 0,8. Известно, 
что nj2 < а. < n н nj2 < Р < n. Найти sin (а.+ Р) и 
cos (сх + р) .  

6 cos a = -VI - 0P = -0,8, cos P = -Vl -0,82 = 
. = - 0 ,6,  

s in (сх + Р) = 0 ,? · (-О ,6) + (-0,8) · 0 ,8 = - 1 ,  
cos (cx+ �) = (-0,8) · (-0,6)-0,6 · 0 ,8 = 0  . • 
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П р и  м е р 3. Упростить выражение 

sin (х + :) . cos (х-:) -cos ( х + т) , s in ( х- �) . 

6. ИСПОЛЬЗУЯ формулу синуса разности , получим 

Si l1 (х+  �) - СОs (х-�)-СОS (х+  �) . s in (x-�) = 
= sin ( (  х + �) - ( х- �)) = sin � = 1 .  А 

П р и м е р  4. Упростить l + tg 2,4 . tg O, 15 
tg 2,4 - tg О, 1 5 ' 

6 По формуле тангенса разности получим 
l + tg 2,4 · tg 0, 15

= 
l '  =_l_ = ct 2 25 А 

tg 2,4 - tg О, 1 5 tg (2, 4 - 0, 1 5) t g 2,25 g , . 

П р и  м е р  5. Решить уравнение 

6 Так как 

• Х .  Х О SlП Х . cos 2 + S lП  2 '  cos х = . 

• Х .  Х • 3х SlП x · cos '2 + SШ 2· С05 Х = SlП '2 '  

. 3х О С 3х I то SlП 2 = .  ледовательно, 2 = nl� ,  т. е . 
2 х -- nk где k Е Z . . - 3  ' 

2 
Ответ: х=з пk, k E Z. "  
2, Формулы п риведения .  Формулы, выражающие три

гонометрические функции от аргументов 
n 3 2 -а; '2 ± а; п ± а; '2 л ± а; лk ± а 

через тригонометрические функции аргумента а, где а 
любое допустимое значение аргумента , называются фор
муламu n.рцведен.ия. 

242 

Все формулы приведения даны в следующей таблице: 
Функция 

Аргумент СО! sln tg ctg 

- а  cos а - sin a  - t g a -ctg a 
n 2+а - sin a cos а - ctg a - tg a 

n 
2 -а siл а cos a c tg a tg а 

n+ а - cos a - s!n a t g  а ctg a 
п - а  - cos a siл а - tg a  - ctg a 
3n + т а siл а - cos a - ctg a - tg a 

3n 
т -а - slл а - cos a ctg a tg а 

· 2п + а  cos а sln а tg а ctg a 
2n - а  cos а - s iл а - t g a - ctg a 

Люба» из формул п риведения может быть выведена с по
мощьrO фCJрмул суммы И разности двух аргументов. 

11 р и м е р 1 .  Доказать, что 
sin ( � -а) . cos а, cos ( � -а ) = sin � 

ля любого а Е R. 6. По формуле для синуса разности двух аргументов 
получим 

. ( п ) . n n . sш 2-а = sш 2 , соs а- .сОS '2 · sш а = соs а. 
Аналогично, по формуле для косинуса разности ( П ) n + . . n .  . .... cos 2-а = cos 2 , cos a SШ '2 , sш а= sш а  . • 

Свойство периодичности позволяет сводить вычислени я  
значений тригонометрических функций любого действи
тельного аргумента к вычислению их значений ДЛЯ аргу
MellТa в промежутке от О ДО 2п (для тангенса и KOTalI
генса -в  промежутке от О до п). 

Формулы приведени я позволяют свести вычисления 
значений тригонометрических функций любого аргумента , 
принадлежащего области определения этих функций , 

u О n 1{ вычислению их значении в промежутке от до 2' 
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1 011: 
П р  11 М е р 2. Вычислить cos -з- . 

1 0л: (2 4Л: ) 4л: • ( 11: )  6 cos -з- = соs л + т = COS T = COS л +з == 

11: 1 '" = - СОS з = - 2" ' -

П р и  м е р 3. Упростить выражение 

s in  ( � + сх. ) + COS (л + сх.) + tg ( 32"t -а ) + ctg (2:n: -сх.). 
6. s i n  ( � + а ) + cos (л + сх.) + tg ( 3211: - сх. ) + 

+ ctg (2л-сх.) = cos cx. - cos cx.  + ctg cx. - ctg cx. = О. � 

П р и  м е р 4. Решить уравнение cos (:n:-O,5x) + 
+ cos (л + 0,5х) = О. 

6. - cos О, 5х - cos О, 5х = О, 
- 2 соs О ,5х = 0, 

cos 0,5х = о, 

0,5x = � +:n:k, 
х= л +  2лk, где k Е Z. 

Ответ: х= л · (2k + 1 ) ,  k E Z. "  
3. Тригонометрические функции двойного и половин

ного аргументов. Формулы двойного аргумента выражают 
тригонометрические функции аргумента 2сх. через триго
нометрическ ие фуюшии аргумента а. 

Если в формуле для косинуса суммы'  положить � = сх., 
то получим 

cos 2сх. = cos (сх. + сх.) = COS а cos cx. - sin  сх. s i n  а, 

1 1 ,  следовательно, 
cos 2a = cos2 cx.- s in2 cx.. 

Итак, косинус двойного аргу.мента равен разности квад
ратов косинуса и синуса' данного apeylttCHma. 

Если в формуле ДЛЯ синуса С) ммы ПОЛШ!,\lТЬ � = а. ,  
то  получим 

sin 2сх. = sin (а + а) = s in  а cos а + sin о: cos а, 

и ,  следовательно, 

s in 2сх. = 2 sin а cos сх.. 
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Итак,  синус двойного аргу.менma равен удвоеННОlttу nро
изведению синуса lt косинуса данного аргумента. 

Аналогично выводятся формулы двойного аргумента 
для тангенса и котангенса, 

и 

2 tg-" tg 2сх. = 1 t 2 - g . " 

t 2 ctg2 ,, - 1 с g сх. =  2 t 
. 

c g " 

П р и  м е р 1 .  Дано tg сх. = 3/4. Вычислить tg 2сх.. 
3 

2 tg а 2 ·  4" 3 6. tg 2сх. = 1 _ t g2 " = 
1 _ ( : ) � = 3 '7 . .. 

П р и  м е р 2.  Дано s in  сх.= 0,8 ,  0 <  сх. < л/2. Вычис
лить s i ll 2а. 

6. s in 2cx. = 2 s in cx. cos cx. = 2 · 0 ,8 cos cx. =  
= 1 ,6 ·  V 1 - si112 сх. = 1 ,6 . V'1 --::0:-:,8=2 = 0,96 .  А 

П р и  м е р 3. Решить уравнение sin 3х cos 3х + � = О .  
6. s in 3x cos 3x +-} = 0, 

2 si n 3x cos 3x + l = 0, 
s in  6х= - 1 ,  

6х= -� + 2лk, 
11: 11: '" х = - 1 2 + з k, k E Z. _ 

Если выразить правую часть формулы для cos 2а 
только через одну тригонометрическую функцию (синус 
или косинус) , то получим 

cos 2сх. = 1 -2 s in2 сх., 
cos 2а = 2 cos2 cx.- I .  

Эти формулы дают возможность выразить ' s in2 сх., 
cos2 а и tg2 сх. через cos 2сх.: 

• 9 1 - cos 2" sш" сх. =  
2 • 

cos2 а = 1 + cos 2" 
2 • 

t 2 сх. _ 1 - cos 2" g - 1 + cos 2" . 
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Эти формулы и ногда называют формулш.tU nон,ижен,U8 
степеНи. 

П р и  м е р 4. Вычислить s in  а, если cos 2а = 4;5 н 
О < а < n/2. 

4 1 - -• 2 1 - cos 2а. 5 О 1 6. Имеем: S1П а =  2 = -2- = " 
Следовательно, s in a =  VQ,1 ,  так как s in a > О. А 

5 В . 11: 11: П р и  М е р . ычислить slП В И cos В' 
11: У2 6. Так как COS T = -2- ' то 

• 11: . --2- V2- Y 2  (1 У 2  
sшв = 2 = 2 ' .  

• 11: О Перед корнем ставится знак плюс, так как s1П В > 
и cos � > О. А 

6 И . 3 < П р и  м е р . звестно, что s1П а = - 5 '  где n а < 
а. 

< 3n/2. Вычислить COS "2' 
... /--9 4 n 6. Находим cos a = - у 1 -25 = - 5 ' Так как "2 <  

а. 3п а. О < "2 < т '  то COS "2 < , и  поэтому 
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а. ,. /1 + ( - : ) . уТО 
' 

cos "2 = - V 2 = - --то- . А 

П р и  м е р 7. Решить уравнение 1 + cos 4х = - 2  cos 2х. 
6. l + cos 4x = - 2 cos 2x, 

2 cos� 2х = - 2 cos 2х, 
cos2 2х + cos 2х = О, 
cos 2x (cos 2x + 1 ) = 0,' 

cos 2x = O  . или cos 2x + 1 = 0, 
2х = � + nk, cos 2x = - I ,  

: >: = :  +i k, k E Z�\ 2Х= n + 2лk, 
n x ="2+ nk, k E Z. A 

4. Преобразование произведения тригонометрических 
функций в сумму и разность , и наоборот. Если тождества 

s in (а + р) = sin а cos р + cos а sin р, 
s iп (а -р) = s in а cos р -cos а sin р 

сложить почленно, то получим 
sin (а + �) + sin (a -�) = 2 sin а cos �, 

т. е. 
sin а cos Р = {- (sin (а + р) + sin (a -�» . 

Есл и  тождества 
cos (а + р) = cos а cos p - sin а sin р; . 
cos (а -�) = cos а cos Р + sin а sin � 

сложить почленно, то получим 
1 cos а cos � = '2 (cos (а + �) + cos (a -�» , 

а если вычесть, то получим 

sin a sin p =  � (cos (a -p) - cos (a + p» . 

в формуле ( 1 )  положим а + Р = х, а - р = у. Тогда 
х+у а = -2- ' 

и из  формулы ( 1 )  получаем 

А _ Х-У ,.., � 2 ' 

s in x +  sin y = 2  sin х;у cos х 
2 у, 

( 1 )  

(2) 

(3) 

т. е. сулtлtа синусов равна удвоенному nроuзведениlO синуса 
nолусум.м.ы н а  косинус полуразности данных apeYAteHmoe. 

Заменив в последней формуле у на - у, получим 

sin x-sin у = 2 sin Х-У  cos Х+У 2 2 ' 
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т. е. разность синусов равна удвоенному произведению си
нуса полуразности на косинус nолусу"tмы данных аргу
"feHmoe. 

Для суммы и разности косинусов из (2) и (3) полу
чаются следующие формулы: 

х+у х-у 
COS Х + COS у = 2 cos -2- cos -2-' 

т. е. CYAtMa косинусов равна удвоеюlOМУ nроизведенuю ко
синуса полусуммы на косинус nолуразностu данных аргу-
ментов; 

2 . х + у  . х-с-у cos x-cos y = - S I П-2- SIП -2-, 

т. е. разность косинусов равна удвоенному nроизведенulO 
синуса полусуммы на синус полуразности данных аргумен
тов взятОАtУ со знаком минус. , - I 

П р и м е р  1 .  Упростить sin 2a cos 3a-2' sin 5a. 
6. s in 2а cos 3а- � s i 11 5a -' 

I ' ) ' 5 )  1 . 5 \ =2 (si l1 (-a  + S lf".\ а -2 S l П а = 

1 . 1 .  5 1 .  5 1 . ... 
= - 2' S IПа + 2 SIl1 a -2 sll1 а . -2 S l l1 a. _ 

П р и  м е р 2. Вычислить s i п 750 + s iп 1 50. . 
• о . 750+ 150 750_ 150 6. sin 75° + sIl1 1 5 = 2 s ln 2 cos 2 -

3 о 2 j!."2 уз . ув ... _= 2 s in 450 cos О = ' -2- ' -2- = -2-' -

у"2 . 5 
П р и  м е р 3. Решить уравнение -2- cosx = S Il1 т2 Л -
. n 

- SIПТ2'  
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у"2 . 5 . n 6. -2- СОS Х = SIП 12 Л -S I П Т2 ' 

5 n 
,r"2 1 2 Л - 12 
-
"
-2- cos х = 2 sin 2 cos 

,r"2 2 . n n -"-2- cos х = S IfJ '6 cos 4' 
у"2 1 у"2 -2- cos x = 2 ·2 · -2- ' 

cos x =  1 ,  
х= 2лk, k E Z. A  

5*. Л реобразование выражений а 5 in а + Ь  СО5 а. При решении не
которых задач, например при исследова нии гармонических колебаний, 
бывает необходимо п реобразовать в пронзведенне выражение вида 

ОБОЗflачим 
а sin а + ь cos а. 
г= ya� + b�. 

Тогда для любых чисел а и Ь всегда найдется такое <р,  что 
a = r cos q> и Ь = Г SJл q>, ( 1) 

ГI данную сумму можно записать так :  

а sln а + ь cos а = r (cos q> sin а + sJл q> С05 а) = r sJл (а + <р). 
Зная " из равенств ( 1 )  находим 

а а . Ь Ь СО5 <р = - S Ш  <р =  
r у a� + b� 

, 
r у a� + b� • 

П р и  м е р 1 .  Пусть точка М под деиствием силы F i совершает 
вдоль оси Оу гармоническое колебание у = 2  sJл ( n! + ; ) I а под 
деiiствием силы F2 - гармоническое колебание у = $  sJл nt. 

Определить, какое движение будет совершать точка М при одно
врсменном действии обеих сил. 

6. По законам механики точка М будет совершать колсбание 

U = 2 S!n( nt + ; )+ З SJл лt = 

n n = 2  sJл n! cos з+2 cos л! sJл з+З 51п л! = 

= 4  sJл nt + уз С05 1ft. 
Пре06разуем полученную сумму в '  произведение. Имеем 

следовательно, 
r = V4� + ( Y  З)2 = У I9,  

4 r уз СО5 q> = ,/, - I sJл q> = ,r - • ,, 19 ' " 1 9 

н по таблицам наХОДIIМ q> � 0,4078. 
Итак, у = 4 sJл n! + уз С05 n! � уТ9 s1n (л! + 0,4078). Это озна

чает, что точка М при одновременнон действин двух сил Fi и Р2 (направленных вдоль оси Оу) будет совершать гармоническое колеба
ние с амплитудой у 19, начальной фазой q> � 014078 и с той же '1'1-
стотой, как при действии силы F1 ИЛИ F2• 

В о п р о с ы д л я к о н т р о л я  

J .  Запишнте формулы сложения  для Тригонометрических функций. 
. n 2

. Выведите cf'ормулы приведения для аргументов 2+а, л- а . 
З, Запншите формулы ДВОЙного и ПОЛОВIIННОГО аргументов. 
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а 4. Выведите формулы для cos 2а, cos 2 '  
5 .  Запишите формулы пре06разования произведения тригономет

рических функций в сумму и разность. 
6. Запишите формулы преобразоваиия суммы и разности тригоио

метрических функций в произведение, 

Упражиения 

5.5 1 .  Вычислите: \jl) sin 1 40 cos 3 1 0+slл 310 соэ 140; 
2) sin 550 cos 350 + siл 350 cos 550; 
3) siл 630 cos 330 -cos 630 sin 330; 
4) sin 240 cos 36°-cos 240 siл (- 360) ; 5) sш 1050; 6) cos 1050, 
5.52. Вычислите: 
1) cos 50 cos 400- sin 50 siл 400; 

4' 2) cos 1270 cos 37D+ siл 370 siл 1270; 
3) sin 46030' cos 43330' + slл 43030' соэ 46030' ;  
4) соэ 1 13030' соэ 53030' + siл 1 13030' sin 53030' i 

1 Iл: 3л: 3л: 1 1  л: 5) cos --cos --- sln - sin -- . 7 7 7 7 '  
13л: 4л: 4л 1 3л 6) siл -9- соэ ""9 - siл ""9 COS- -g-. 

5.53. У простите выражения: 
1) соэ а cos 2а - sln а siл Qa; 
2) cos (600 +а) cos а +slл (600 +а) sin а; 

3) s iл ( : +2� ) cos ( � - 2� ) +С08 ( � +2� ) siл ( : -2� ) ; 
4) sin ( а + ; ) - sln. ( а -i ) ; 
5) slл (а + �) + slл (а - �) . sin (a+�)-sin (a- �) , 
6) соэ 5� + slл 2� slл 3�, 
5.54. Вычислите slл (а + �) , если 

cos а = - 8/ 17, соэ � =4/5, 11: < а < 3л:!2 < � < 2л:. 
Б.55. Чему равно значеllие sin (a+ �) ,  если 

slл а � 12/ 13, соэ � = - 3/5, О < а < n/2, n < � < 3n/2? 
r 

5.56. ВЫ'lислите cos (a+ �) и cos (a- �) , если siл а=5/13, sin � = 
=-3/5, 'Л/2 < а < 'л, 'lt < � < 3п/2. 

5.57 . Докажите тождества: 
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1) Slл (а + �) - sin (а - �) = 2 соs а slл � ;  

2) siл .(: +а ) = �2 (sin а + cos а) ; 

3 siл (а - �) + 2 соs а SIП � t ( А ) 2 cos a cos �-cos (a-�) g a - I-') ; 
4) cos� а -sin� � = co� (а - �) cos (а + �). 

5.58. Решите уравнения : J) cos 3х cos 2x-sin 3х sin 2х= J ;  
. 3х х 3х х 

2) sш - cos--cos - sin--O '  2 2 2 2 - ' 
3) y2 cos (45°+x) + sin x=- J ;  4) slп 3Х- S1n х сos 2х ": О. 
5.59. Вычислите : 
1) tg I7°+ tg 43° 

2 
tg I 9°- tg 4 1° 

l - tg I7° tg 43° ; ) l + tg I9° tg 4Jo 1 
J - tg ':: tg � 1 + tg  77030' tg  3�30' 6 . 1 2  3) tg 77030' _ tg 32030' ; 4) 'lt 'lt tg -6+t g Т2 

5.60. Найдите tg  (а + �) ,  если 
tg  а = 3/4, cos � = 3/5 и О < а < 11:/2, О < В < 11,/2. 

5.6 1 .  Вычислите tg (a+�), если 
slл а =  l/у"Б, tg � = 1 /3 и О < а < 'Л/2, О < � < 11,/2. 

5.62. Вычислите tg (а - �), если 
cos a= 2lys, tg � =  1 /3 и О < а < 11,/2, О < � < 1[/2. 

5.63. Вычислите: 
1) sin 3300; 2) cos 5700; 3) ctg 2250; 4) tg 135°; 
5) sin (- 9300) ;  б) ctg (- 38 10j ; 7) соэ �n ; 8) tg ( _ 74Л ) ; 
9) sin 20 100+4 tg (- 855j+ уз cos (- 1590j; 
10) у2 sin ( - 5

4П ) -6cos ( - 2�n ) +2 tg 1�Л: _ уз ctg 2�n • 
5.64. Докажите тождества : 

1) tg a · tg ( з2л + а  ) =- 1 ;  

sin ( � - в ) . ctg ( i+ � ) 
2) 

ctg ( 3; _ � ) • tg ( � _ з
2
л ) =- sin � ; 

3) sin (a-l1) · sin (2л:-а) · соs (а -2л) 
s iл ,( � - а ) . ctg ( 32л +а ) . ctg (л-а) 

4) cos (45°+a) = sin (450-а). 

sJn� а; 

5 65 В . а а. t а. . ' .  ычислите sш 2 '  соэ 2 ' g 2 '  . если sin а = 0,6 • 
'lt 

О < а  < 2 '  
5.66. Вычислите 

n 2 < а < л, 

если 
4 

cos cx = - s- в 
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б.67. Упростите выражения:  

1) 1 +СО$ 2а . 2) tg а (1 +СО$ 2а); I -co$ 2а ' 

8) I ��O� а.; 4)2 CO$� ( : -а) -sш 2а. 

6.68. Докажите тождества: 

1) sin а 
tg 

а
2 ; 2) l -1- sln а= 2  COS� ( n4 _�) ; 1 +СО$ а :г 

( а ) I +С05 бх 8) l - sln a=2 sin� 450 -2" ; 4) 2 sin� 3x . tg� 3x " 
6.69. Решите уравнения: 

х х . х 1) I + С05 х= 2 СО$ 2" ; 2) 1 -СО$ 2"=2 sш т ; 

�) � sin 4x+2 co$2 x- l = 0; 4) 2 sln� x-3 co$ 2x=-3. 

6.70. Произведения представьте в виде сумм: 
1) sin 1 00 sin 200; 2) sin 450 С05 300; 3) tos 350 sln 250; 
.) СО& 550 СО$ 200; 5) sin (х+а) Sln (x-a) ; 
6) sln (х+а) С05 (х-а); 7) СО$ (х+а) С05 (х-а). 
6.7 1 .  Вычислите, не польэуясь таблицами: 
1) sin 82030' СО& 52030' ;  2) sln 82°30' СО$ 37°30'; I 
3) СО& 37°30' СО$ 7°30' ; 4) COS 82030' COS 37030'; 1 
Б) СО$ 75° С05 1050; б) СО& 45° COS 75°, 
6.72. Упростите выражения: 

1) СО$ 50° СО$ 200 - � СО$ 700; 
2) 2 sln 700 sin 10° + СО$ 800; 
8) 2 co$ a cos 2a-c05 3a; 4) 2 Sln ( :+a) . cos ( :--a)- I . 
6.73. Докажите, что 
1) 2 вin а sin 2a+ cos 3a=cos а; 
2) 2 sln a Sln 3a+2 co& 7a co$ 3a-со$ 10а = СО$ 2а, 
6.74. ВЫЧlfслите без п рименени я  таблиц: 
1) sln 105°+ �ln 75° ; 2) sln 105°- sln 75°; 

1 1  5 1 1 . 5 3) sln 12 n  + sln 12 n; 4) вln 12 n -sш 12n; 
n 7 n 7 б) cos 1 2+ Sln 1 2 n; б) CO$ 12- Sin 1 2 те; 

7) С05 970 + cos 830; 8) cos 1050 -СО$ 75°; 
1 1  5 1 1  5 9) С0512n+СО$ 12 n; 

10) cos 12 - СО$ 12 n' 
5.75. Упростите данные выражения: 

I) Sln ( �+a)+sin (�-a) ; 2) sin (�+a) -sln (�-a ) ; 

3) СО$ (а+БОО) +соs (a-БОО); 
5) С05 а +С05 3а . 

sin'a+sln 3а ' 

4) cos (а+600)-СО$ (a-БОО) ; 
б) sln ( � + �) -СО$ ( � + � ) . 

5.76. Данные выражения представьте в виде ПРОИ9ведений: 

1) 1 +2 sln а; 2) 1 -2 sin а; 8) �3 +sln а; 4) УЗ-2 sln а; 
. 5) 0,5+ cos a; б) 0,5-·СО$ а ; 7) cos a + 1 ;  8) 1 - cos a. 

5.77. Докажите, что 
1) 2 (sЦJ а+С05 а) = уа sin (а+ 450» ) 
2) 2 (sln а-СО$ а) = уа sln (a-45°) j 
3) sln a-sin 2a+sin 3а= 4  sln � cas a cos 32а I 

4) С05 4а + cos 2а -cos 3а 
sln 2a+sln 4a-sln 3а ctg 3а.) . 

5.18. Вычислите 

С05 95° + С05 940 + СО$ 930 + С05 850 + соэ 8БО + cos 870, 

5.79. Решите уравнения:  
1 )  Sln 5х+siл х= 0; 
2) sln (X+� ) -Sin ( x+��) =o; 
3) С05 2х + cos х = О ; 
4) sln х sin 7х= sln 3х sin 5х; 

У6 5) -2- sln х = соэ 750 + cos 1 5°; 

У2 5 at б) -2- cos'X = cos 1 2 n - соэ 12 ' 

• 

5.80. Упростите выражения при всех а, для которых они опре
делены: 

" 1) 1 + COS 2а-2 sin� аl 
2С05 a-sin 2а 2) эin2 a-sln a+cos2 а 1 

. l-sin ( 2а+ 3;) 
4) sln (n-3a)-sin (_ а) ; 

б 2 sln2 а . 2 ) I+С05 (зt- 2а) - sш. а; 

8) 
СО5 (2зt-2а) 2 t 2 1 -sln а; c g  а-
tg2 а С052 а-С052 а ) JO) • С05 2а 

3 2s1n a- sfn 2а ) С05 а-соэ� a-sln� а: 

5) sln а-0,5 sio (зt+2а) . 
. l + sln ( �+a ) 

2 С052 а '2 7) l-sln ( 1 ,5зt+2а) - С05 а l 

sln ( �+ 2а) 
9) - СО 52 а' ' l - Ig� a I 
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5.8 1 .  Докажите тождества: 

1) cos4 � - sln4 а = COS а; 2 2 2) (s
.
ln a + cos a)� - l = sln 2а: 

3) sln 2a - tg а = соs 2а tg а, 4) 2 cos� (i + a  )-1 =-Sin 2a, 

5.82. Докажите, что cos 15° sln 15° = 0,25. 
5.83. Известно, что cos 2а = 0,5. Найдите cos� а, 
5 .84. Докажите! что . а 2 tg 2 

sln а =  а '  l + tg� 2" 

l - tg� � 
cos a =  

l + tg� � 

для любого допустимого а Е R. 
5.85. Решите уравнения: 

1 )  sln 2х - 2  sln х = О; х 2) cos x + Sln� 2" = I ; 

� cos� х = sln� х; 1 
4) sln 2х cos 

.
2Х -2 = 0. 

5.86. Выразите значения функции данного аргумента через эна-
чения функции вдвое большего аргумента: 

1) COB� 15° ,  2) sln� 1 ,5а ; 3) sln� ( 45° + � ) ; 4) cos� ( а - : ) . 

5.87. Решите уравнения: 

1)  сов ( 3; - 2Х) = 1 ; 2) sln (n + 3x) = 0.; 

/' 3) sln ( n-; )-соз ( �+� ) = о; 

4) srn ( 3; + 3х ) cos x + sln 3х sln (n-х) = - 1 , 

5.88. Выразите функции данного аргумента через функции вдвое 
меньшего аргумента: 
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1 )  sln 54°; 2) cos 106°; 3) tg 68°; 4) s!n 4�; 
5) cos 3a; 6) sln ( �  - а ) ; 7). cos ( : + 2а ) ; 

а а ( 211: ) )..j' 
8) sln 4 ;  9) cos 2' ;  10) sln 5' - а • 
5.89. Вычислите: - /:\ . 2 tg 2�30' 1) 2 sln 1 5° СОВ 15°; '\.�) 1 - tg� 22030' ; 
3) COB� � - sм i �  \§) 1 - 2 Sln� 75° ; 

/� l _ tg2 75° 5) � sln 7'!!' cos 75°; � 2 tg 750 . 

5� Вычислите: ,!) sln 2а, если cos а = 3/5 н О < а < n/2; 
.2) cos 2а, если s ln а = -4�5 н тt < а < 3:rt/2; 

3) tg 2а, если cos а = -3/5 и п/� < а < Т[! 
4) ctg 2а, если tg а =  2 и О < а < n/2. 
5.91 .  Найдите cos 2a и tg 2a, если sln a = O,8, О < а < n/2, 
5.92. Найдите sln 2а, если cos а = 8f13, sin а > О. 
5.93. ЧТО больше: sin 2а или 2 sln а, если О < а < п/2? 
5.94. Упростите выражения: � 2 tg 300 

' 1 )  2 sln 400 sln 500 ; ... 2) l - tg� зоо l . 

3) 2COS(: -а ) . cos(: +а ) ; 4) (cos 15°-coB 75� (sln 75°+ sln 15°), 

§ 26. Тригонометрические функции ,  их графики 

1 .  Непрерывность тригонометрических функций .  
Л е м м а .  Для любого действительного числа а. такого, 

r что 0 <  1 а. 1 < 'Л/2, справедливо нepaвeHcmвo 
вln а COS a. < -- < 1 .  а ( 1 )  

о Пусть сначала О < а. < 'Л/2. 
круг и угол АОВ величины 

Построим единичный 

а. (рис. 76). далее опустим 
перпендикуляр BD из точки 
В на радиус ОА и построим 
треугольник АОС. Тогда 

S6,AOB < Sсеит. АОВ < S6,AOC, 

где S 6, - площадь треугольни
ка, Sсеит - площадь сектора. 

!J 

Так как 1 BD 1 = s ina. и 
1 АС I = tg а., то Рис. 76 

1 . l '  S6,AOB = 2" 1 ОА 1 · 1 BD I ='2sina., 

с 

1 1 1 Sсеит. АО8 = 2" а, S�Aoc = 21 0A 1 · I AC I = 2 tg a.. 

Сравнивая  эти площади,  получаем 
s in а. < а. < tg а.. 

Разделив все члены этого неравенства на sin а:, по
лучим 

1 < � < _1 _ sln а cos a или 
, srn а cos a. < -- < 1 .  а 



3 Ф sin а; аметим, что ункции cos а и а- - четные, и поэтому 

неравенства ( 1 ) справедливы не только для а € ( о; � ) , 
но и для а Е ( - � ; о) . • _ 

Из неравенства ( 1 )  следует, что 
I sin a l  < l a l 

для любого а Е ( - � ;  �) , а =? О .  
А так как s in  О = О и I s in а I � 1 ,  то 

I s in a l � l a l 
для любого а Е R. 

(2) 

Т е о р е м а. Тригонометрические функции s ln  х и cos х 
непрерывны 8 любой точке хо Е R. 

О Для любых действительных чисел х и хо справед
ливо равенство 

. . 2 . х- хо х+хо 
S 1П Х-S1П Хо =  slП -2- cos -2- '  

и поэтому ,  в силу неравенства (2), 
I s in x- sin xo 1 =0 2 1 sin х-;хо , . , cos x�xo , �  , 

2 1 - Х-Хо I � . ,-2- . 1 = l x-Xo l , 

т. е .  
1 s in x - sin хо 1 � 1 х-хо 1. 

Из последнего неравенства следует, что sin х -+- s iп хо 
при х --+ хо , а это и означает непрерыВIЮСТЬ s in x 
в точке хо . 

Аналогично доказывается непрерывность косинуса . 
С л е Д с т в и е. Т ригонометрuческие функции tg х и ctg х 

непрерывны в любой mO'lкe области определения. 
Это утверждение следует из доказанной теоремы н 

теоремы о непрерывности частного непрерывных ФУНКЦИЙ .  
2 .  Свойства и графики функций у = s i  n х и у = cosx. 

В предыдущих ПУНl<тах показано, что функция у = � iп  х, 
х Е R, - непрерывная ,  периодическая с периодом 2л:, не

четная и ограниченная ,  причем 1 s i n  х I � 1 для любого 
х Е R. Используем изученные свойства функции у = sin х 
для построения ее графика. 

Итак,  фун кция у =о sin х обладает следующими свой
ствамИJ 
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. 1 )  Область определени я -множество R действительных 
чисел. 

2) Множество значений функции - отрезок [-1 ;  1 ] ,  т .  е. 
график функции располагается в полосе, ограниченной 
прямыми y = - l и у = 1 .  

3) Синус- функция периодическая с периодом 2л:; при 
построении графика можно ограничиться его ,}остроением 
на отрезке длиной 2л: (например, на отрезке от - :rt АО :rt) , 

Рис. 77 

а ·затем выполнить параллельные переносы построенной 
части графика на 2:rtk, k Е Z. 

4) Синус-функция нечетная ;  график функции сим
метричен относительно начала координат, и поэтому его 

, можно построить на отрезке [О; :rt] , а затем симметриеJI 
получить его на отрезке [- :rt; О]. 

5) Синус-функция непрерывная на всей ЧИСЛОВ9J1 
прямой . 

Построим график функции у = sin х. 
Решая уравнение s in х = О на отрезке [О; л: 1 ,  находим 

X1 = О, Х2 = :rt, т. е. график ФУНКЦИ И  пересекает в этих  
точках ось абсцисс. На отрезке [ о; �] синус возрастает 

от О до .1 ; на отрезке [ � ; л:] синус убывает от 1 до О _  
Возьмем несколько промежуточных значений н а  отрезке 

[О; л:] и составим таблицу 

л :rt I Jt I 2:t I З;t I 5;т 
4" 3" -2 3 4" G 

У2 уз I I уз I }�2 \ -2- 2 2 2 

Построим эти точки на координатной плоскости и 
соединим их плавной линией (рис. 77) . Выполнив после-
9 Алгебра, ч. [ 257 



дователыю' симметрию полученной части графика -относи
тельно начала КООРД't-нат, а затем параллельные переносы 
на .2nk, k е: z, получим график функции у = sin х, кото
рыи наЗЫ13ается синусоидой (рис . 78). 

Рис. 78 

6) Нулями ФУJ-JJЩИИ  являются ТОЧКИ х = nk, k е: z. 
7) Функция У = sin х строго возрастает от - 1 до 1 на 

промежутках [ -i + 2nk; � + 2nk J ' k e: z, и строго убы-

вает на промех(утках [ �  + 2nk; З; + 2nk ] , k Е Z. 
8) Функция У = s in х имеет минимумы, равные - 1 ,  

ТЕ в точках х = - 2' + 2nk, k е: z, и имеет максимумы, рав-

ные 1 ,  в точках х = ; + 2nk. 
Так как cos x = sin ( х + �) для любого х е: R, то гра

фи к функции cos Х, х Е R, получается из  графика функ

ци и sin х, Х Е R, смещением вдоль оси абсцисс влево на 

!I 

Рис. 79 
ТЕ отрезок длины 2 . Следовательно, графиком косинуса бу-

дет смещенная синусоида (рис. 79) , называемая косину-
соuдоЙ .  . 

Перечислим основные свойства функции у = cos Х. 
, 1 )  Область определения - множество R. 2) Множество значений функции - отрезок [-1 ) '1 ] .  
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3) Косинус -функция периодическая с периодом 2п. 
4) Косинус - функция четная (график симметричен 

относительно оси ау) . 
5) Косинус - функция непрерывная в любой точке 

xo E R. 
6) Нулями функции являются точки Х=  � +nk, k Е Z, 

7) Функция строго возрастает от -I ,до 1 на промежут, 
ках [-л; + 2nk; 2nk] , k Е Z, и строго убывает от 1 до -1 
на промежутках [2nk; n + 2nk] , k Е Z. 

8) Функция имеет минимумы, равные - 1 ,  в тачках 
Х = n + 2nk, k е: z, и максимумы, равные 1 , в точках х = 
= 2лk, k E Z. 

3 . Свойства и графики функций у = tg х и у = ctg х. 
Функция У = tg х обладает следующими свойствами: 

1 )  Область определеН,ия - множество д, !(роме точек 

х =1-+ nk, k Е Z. 
2) Множество значений - множество R. 
3) Тангенс-функция периодическая _с_п�иодом п; 

при построении графика можно сначала построить его на 

( ТЕ ' ТЕ )  и нтервале - '2 ;  2' . 
4) Тангенс- функция нечетная '  ее график симмеТj)l1 чен 

относительно начаJШ координат, и поэтому можно начи-

нать построение с промежутка [ о; � ) . 
5) Тангенс - функция непрерывная в любой точке 

области определения .  
для построения графика функцни У -:- tg х возьмем 

несколько точек на промежутке [ о; �) и построим гра
фик у = tg х на этом промеЖУТJ(е. Выполнив  последqва
тельно симметрию относительно начала координат и парал
лельные переносы на nk, k Е' Z, получим график функции 
у = tg х, называемый тангенсоидой (рис . 80). 

6) Нулями функции являются точки x= nk, k E  Z. 
7) Тангенс CTI>.OrO возрастает на каждом промежутке ( -� + nk; � + nk ) , k Е Z. 
Так как ctg х = - tg ( х + � ) , то график фУНКЦII И  

у = ctg х получается из графика функции У = tg х парал
It 

лельным перено�ом вдоль оси абсцисс влево на '2 и по-
следующей симметрией отно�ительно оси Ох. Графl1К 
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функции у � ctg х изображен на рис. 8 1 .  Он называется 
котангенсоидоЙ. 

!I 

)! 

I I I I I l .I n I 1 2  

- in: 

!( 

.х 
I I I I I 
I 

Рис. 80 

4. График гармонического колебания .  Пусть даны две функции 
y = sin x и у = Зsiп х. 

Построим графики данных функций на одном чертеже 
(рис. 82). Легко видеть, что график функции у = 3 sin х 

I I I I I I I -n ' 

Рис. 81  

получается из  графика функции у = sin х растяжением 
вдоль оси ординат. 

Вообще, график функции  у = k sin х, k >  О, получается 
из графика функции у = sin х растяжением в k раз вдоль 
оси ординат. Если k < О, то график функции у = k s iп х 
симметричен относительно оси абсцисс графику функции 
у = I k l s in x. 
�60 

Число I k I при  изучении гармонических колебаний 
называют раЗАtахОА!, или амплитудой колебаний. 

g-Js[n.r 

Рис. 82 

На рис/8З даны графики функцпй: 
y = sin x; . y = 2 sin x; y = O,5 sin x. 

Пусть .даны две функции 
y = sin x и y = si11 2x. 

Построим графики этих функций на одном чер:еже 
(рис. 84) .  Можно сказать, что график функции у = sш 2х 
получается из графика функции у = s in  х сжатием вдоль 
оси абсцисс. 

!J 

Рис. 83 

Вообще, график функции у = s in  ах, а > О,  получается 
из графика функции у = s in  х сжатием (растяжением) 
вдоль оси абсцисс в а раз. Если а < О, то график ФУНК
цИИ у = sin ах симметричен относительно оси абсцисс гра
фику фун кции у = s in (- а) х. 
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На рис. 85 даны графики функций 
у = sin х, у = s in 0,5х, у = s i'n 2х. 

Пусть даны две функции у = s in х и у = sin ( х + � ) . 
Построим графики  этих функций (рис. 86) . Можно ска
зать, что графш{ функции у = sin ( х + .т ) получается 

у 

Рис. 84 

па раллельным смещением синусоиды у = s in х вдоль оси 
3t абс цисс влево на отрезок дли ны "4 '  

В общем виде синусоида у = s in  (х + СРо) получается 
из синусоиды у = s in х смещением ее вдоль оси абсцисс 

у 

Рис. 85 

на отрезок длины I <Ро I влево, если <Ро > О, и вправо, если СРо -< О. . 

П р и м е р. дана функция у = З Siп (2х + �) . Описать 
словами, как выглядит ее график .  /:), Это деформированная синусоида. Данную функцию JJредставим следующим образом: 

у = 3 s in 2 ( х + �) . 
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Так как k = 3 >  О, то ,синусоида раС,тянута вдоль оси 
ординат; так как а = 2 >  О, то синусоида сжата вдоль 
оси абсцисс; так как <Ро = � > О, 

-
то синусоида смещена 

влево вдоль оси абсцисс на отрезок длины � . • 

Вообще, для построения графика функции 
у = k s in (ах + <Ро) , а =1= О, 

ее представляют следующи,м образом: 

y
'
= k sin a (x +  �o) . 

Тогда легко видеть, что график этой функции получается 
из графика функции у = k s in ах смещением вдоль оси 

!J 

Рис. 86 

абсцисс на отрезок длины ' ,�o" B,lJeBO, если �o > О, и вправо, 

если � < О. а 

В О Il Р О С Ы  Д Л Я  К О Н Т Р О Л Я  

1 . Изобразите схематически графики функции у = sln х, у = соз х, 
y = tg  х, y = ctg x. 

2. Назовите основные свойства функций у = sln Х, У = соз Х, у = 
= tg х, y = ctg х. 

Как эти свойства ИЛЛ1ОСТРИРУlОТСЯ на графиках? 

Уllражнение 

5.95. Постройте на одном и том же чертеже графики функций: 
1) y = sln x и y = - 2 siD Х; 
2) у = sln х и У = sln ( - � ) : 

...ш..у = соs х и у = 2  cos х; 
(!)}У = соз х и у = соз 2х; 
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х х 
5) y = sin 2" - 1  и y = l - sin 2 ;  

х х 6) у = cos "2 + 1 и у = 1 - cos 2 . 

§ 27. Обратные тригонометрические функции 

1 .  Функция арксинус и ее график. ПУСТЬ дана еди
JI l lчная ОКРУЖНОСТЬ с иентром в начале координ(\т 11 пря
мая  у = а, где I а I � 1 (pIIC. 87). Тогда одна IIЗ точек 
пересечени я  пр ямой и окружности принадлежит полуок
ружности 9АВ, т. е. существует такое действительное 

!/ в !J в 

о А х О . А  х 
-

!/=CJ. 

а.. С а с 
O .. a� 1 ·-t�a. <О 

рис. 87 

число сх, которое удовлетворяет равенству -sin сх = а, где 
n n Т - 2 � сх � 2 ' а\{ое число называют арксинусом числа а. 
О п  р е Д е л е н и е.  Арксинусом числа а, где I а I � 1 , 

называют такое число сх из промежутка [- � ; ;] , . си
нус которого равен а. Арксинус числа а обозначают так: 
arcsin а (читается «аРI<СИНУС а»). 

П р и м е р  1 .  Н айти arcsin { . 

Т . n  1 п п п  . 1  n 6. ак каj( S IП 6 = 2 И - 2 � 6 � 2 , то аГСSIП2" =6 ' А 

П � и м е р  2. Найти аГСS iп (-i ) . ' 

6. Так кЭl� sin ( - �) =:; - � и - � Е [ - � ; �] , то ( 1 ) .. 
arcsin - 2 = -:- � . ..  
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П р и  м е р 3. Найти arcsin 0,975. 
6. С помощью таблиц или микрок(\лькулятора находим 

arcsin О 975 � 1 ,34672 1  � 1 ,35 . ..  
Фун

'
,щи я  у = sin х на отреЗI{е (- � ; �] строго воз-

растает и непрерывна; следовательно, она имеет обратную 

- !/ 

;с =-1 ;c-f / 
//!/-;с / / / 

n / .  
!I=f 1 !/=arGSLn;C 

/ 'V� y=sLnx 
--'" 

" ,�O 1 " ох 
-2 I � 

� / 
/ / !J= f 

/ n 
/ / -2 / / / -

Рис. 88 

функцию ,  строго возрастающую (см. § 1 6 ,  п .  8) и непре-
рывную. . [ n n J Функция ,  обратная  для функции y =sin х, х Е -2 ; 2" ' 
называется арксинусом и обозначается у = arcsin х, 
x E [-I ;  1 ] . .. 

Итак ,  согласно определению обратнон функции ,  об-
ластью определения  арксинуса является отрезок [- 1 ;  1 ] ,  а 

множеством значен и й  -отрезок [- � ; � J . 
Отметим, что график функuии 

y = arcsin x , х Е  [- 1 ;  1 ] , 
симметричен графику функции у = sin х, х Е ( - � ; � ]  , 
относительно биссектрисы координатных углов первой 
11 третьей четвертей (рис.  88) . 

2. Функция арккосинус и ее график. Пусть дана еди
ничная окружность с центром в начале координат и п ря
мая х = а, где I а I � 1 (рис.  89) . Тогда одна '1з точек 
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пересечения прямой и окружности ПР�lНадлежит полуок
ружности ABD, т. е. существует такое действительное 
число а, которое удовлетворяет равенству cos а = а, где 
O �  а � п .  Такое число называют арккосинусом числа а. О П Р е Д е л е н Ii е. АРККОСИНУСОА! числа а, где I а I � 1 ,  
называется такое число а из промежутка [О; п] , косинус 
которого равен а. 

!! 8 !J в 

о 

х=а 
а O � a!{,1 6 . -f�a <o 

Рис. 89 

Арккосинус числа а обозначается так : arccos а (чита
ется «арккосинус а») .  

П р и  м е р  1 .  Найти arccos �2 . 
n '  У2 n У2 n А 

6 Так как cos4' = -2- и '4 Е [О ;  п] , то arccos -2-=4" _ 

' П р и м е р  2. На.Йти arccos ( _ �2) .  
3л: У2 3л: (:.. Так как СО3 4' = - -2- и '4 Е [О; п] , то 

arccos ( _ �2) = �л: • •  

П р и  м е р 3 .  Найти arccos 0,2 .  
6 С помощью таблиц или микрокалькулятора находим 

arccos 0,2 � 1 ,3694383 � 1 ,4 . •  
Функция У = cos х на отрезке [О; п] строго убывает и 

непрерывна; следовательно, она имеет обратную функцию, 
строго убывающую и непрерывную. 

Функция ,  обратная для функции у = соэ х , хЕ [О; п] , 
называется арккосинусом и обозначается у = arccos х, 
х Е  Г-l ;  1 ] .  / 

Итак , согласно определен ию обратной функции, об
JIастью определении арккосинуса явnяется отрезок [- 1 ;  1 ] , 
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а множеством значений-отрезок [О; п]. График функции 
у = arccoS х, Х Е [- 1 ;  1 ] ,  симметричен графику функции 
y= cos x, х Е [О; п],  относительно биссектрисы �оординат
ных углов первой и третьей четвертей (рис. 90). 

у 
:с - -! :с=1 

" / у-arccos:c " 

1\ /y�:c , " 
" " 

n · ,-" 

t\. ,-
" ,- !J=f f " 

�� " , ,j/=cos x / , 
-1 / 0  1 Jt', ,. :с " " . z " , " " " " " 

,-, у- f " " " 

3 .  ФУНКЦИИ арктангенс И арккотангенс и их грa,Wики: 
Пусть числу а соответствует точка М (х; у) единичнои 

sin сх у П окружности. Тогда tg а = -- = - .  оэтому равенство C()� CX х 

5 с а<О 
Рис. 9 1  

tg а = а можно записать . в виде JL = т или у = ах. Это х означает, что если точка М ,  соответствующая числу а, 
лежит на QКРужности и на цр ямой у = ах, то �epHO ра
венство tg а = а. 
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Одна из точек пересечения прямой у = ах и единичной 
окружности принадлежит полуокружности САВ (рис. 9 1 ) , 
т. е. существует такое действительное чиr.ло а, которое 

n n Т удовлеТВОРfIет равенству tg а = а, где - 2 < а < 2 '  а-
кое число· называют арктангенсом числа а. 

О п  р е Д е л е н'и е. АрюnангеНСОА! числа а называется r n n ) . 
такое число а Е \ - 2 ;  2 '. тангенс которого равен а. 

7! 
- 2  -, , , , , , , 

у , , y=tg.x: 
. 7t  I , , 

" l�r-kf'0 ,1 " " . , 1t 
I -2 I , I I 

tr 
I 

Рис. 92 

, , , , , 
y-or·ctg.x 

Х 

ApKTaHreHG числа а обозначают таю arctg а (читает
ся «арктангенс т») . 

П р  и м е р 1 .  Найти arctg VЗ . .  
6. Т Вl< как tg � = Vз и � Е ( - � ; ;) , то 

V- n arctg 3=3 ' .  
П р и  м е р 2. Найти arc tg (- V'З). 
6. Так кю< tg ( -. �) = -Vз и -� Е ( - � ; �) , то 

arctg (-Vз) = - � . А  
ФУНКЦИЯ тангенс непрерывная и строго возрастающая 

на интервале ( - � ; �) ; следовател�но, она имеет обрат
ную функцию, которая непрерывна и строго возрастает. 

ФУНКЦИ Я ,  обратная для функции y = tg х, х Е ( - �; � ) ,  

называется арктангенсом и обозначается у = arctg х, х Е R. 
Итак, согласно определению обратной ФУНКЦИИ ,  об

ластью определения арктангенса я вляется интервал 
(-00 ; (0) , а множеством значений- интервал ( - � ; �) .  
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График функции у = arc tg х, х Е R, симметричен гра
фику функции у = tg х, х Е (- �_ ; �) , относительно бис
сектрисы координатных углов первой и третьей четвертей 
(рис. 9�). 

О п  Р е Д е л е н 11 е . Арккотангенсом числа а называется 
такое число а Е (О; п), котангенс которого равен а.  

ApI{KOTaHreHc числа а обозначают arcctg а (читается 
«арккотангенс а») . 

П р и  м е р 3. Найти arcctg (- 1 ) .  
3 л  3n t 1 3л � 6. Так как ctg 4. = - 1  ит Е ( О; n) ,  то агсс g (- ) = '4 ' .  

На  интервале (О;  п) ФУНКЦИЯ котангенс. строго убыва
ет; кроме того, она непрерывна в каждой точке этого 

!J 
I I \!J-ctgx .------ ff�------��y=� 

Рис. -93 

интервала; следовательно, на интервале (О;  п) эта ФУНК
цИЯ имеет обратную ФУНКЦИЮ, которая является строго 
убывающей и непрерывной . 

ФУНКЦИЯ ,  обратная для функции у = ctg х, х Е (О-; п),  
называется арккоmангеНСОАt и обозначается у = arcctg х ,  
x E R. 

Итак, согласно определению обратной функции ,  ?б
ластью определени я  арккотангенса будет R, а множеством 
значений- интервал� (О; п) . График функции у = arcctg х, 
х Е R, дан на рис. 93. Этот график симметри'Чен графику 
ФУНКЦИИ у = ctg х, х Е (О; п) , относительно биссектрисы 
координатных углов первой и третьей четвертей. 
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В о п р о с ы  д л я  к о н т р о л я  
1 .  Дайте определение арксинуса ttисла , п рнведите примеры. 
2. Дайте определение ФУНКUIIИ у = arcsln х. Назовите ее основные 

lвоЙства . .  НарисуЙте график этой ФУнкции.  
3. Дайте определ�ние арккосинуса числа, привеДlfте примеры. 
4 . Дайте определение функции у = arccos х. Назовите ее основные 

свойства. Нарисуйте график этой функции.  
5.  Дайте определение арктангенса числа. Приведите примеры. 
6. Дайте определение функции у = arotg х. Назовите се основные 

свойства. Нарисуйте график этой функции. 

Упражнения 

5.96. Найдите: 

1) arcsin (':::'- 1) ; 2). агоsiп 1 ;  3) а гоs iп ( _ �З) ; 
. ( \ У2) . У2 

. Vз' 4) агсs1П -2- ; 

5) агсs1П - -2- � 6) агоsiп -2- ; 7) агQSiп О. 
5. 97. Нaz'дите: 

1 )  arccos (-1); �) arccos 1 ;  3) arccos ( _ �З) ; 
5) arc.cos ( --} ) ; 6) arccos � ; 7) arccos О .  
5 .98. Найдите: 

1 ) arctg 1 ;  � arctg (-1); 3) arctg ( _ �З) ;  

4) arclg � 3 
; 5) arctg О. . 

5.99. IIайдите: 

. VЗ 4) aгccos -2- ; 

1) aractg 1 ;  � aгcctg О; 3) arcctg ( _ �З) ; 4) a гcctg �З ; 
5) aгcctg V 3; 6) aгcctg (- VЗ). 5 . 1 00. Найдите с помощью микрокалькулятора: 
1) аI'QS1п О,822 1 ;  2) агсsiп (-о, 405 1 ) ;  3) arccos O,9 128; 4) arccos (-0,9703) ; 5) aratg 2, 1 94 ; 6) arctg (-7,897) ; � arcctg 3,706; 8) arcctg (-264,4). 
5. 101 . НаЙДl!те: 

1 ) arcsin -} + arctg( -�З)+з arccos( - -} )6> aroctg(-уз)
- arcsin ( - � ) +0,83arccos 1 ;  3) Sln (а г с�iп �2} 4) cos( arccos-} ) ; 
5) tg (arctg vз); 6)-", s:tg ( а,гс.Ц( � 3) i 7) sln ( агс.соэ .�2) ; 

(S») :2 (arccos �З) : 9) racos ( Sln 56Л) ; lЭ) arotg ( ctg 34
л) .  
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5. 102. Решите уравнеRИ1I: 
л л 

1) аГСS.iп 2х= - т ; 2) arctg (x- I) = 6' ; 

х 3л 2л 3) aГCCOS '4 =T ; 4) аг<>сtg (Х+ 1) =з , 
5. 1 03. Найдите значения функции У =  arc.cos x-arctg 2х, есЛ!i х 

равно О; - 1/2; - VЗ/2. 
5. 104. Найдите значения функции у = a roctg 2х- агсsiп х, ес.'!и х 

равно - vз/�; - 1/2; 1 /2; VЗ/2. 
5. 105. ПостроJiте график!! следующих функuий: 
1 ) у = 2 arcsin х; 2) у = arcsin 2х; 

1 х 3) У=2 arccos х; 4) у = arccos 2' 

§ 28. Тригонометрические у равнения 

1. Простейш ие тригонометрические уравнения . П рос

тейшими тригонометрическими уравнениями являются 

уравнения Вllда 

s i n  х = а, cos х = а, tg х = а, ctg х = а, , 

где а-данное число. 
Очень ваЖIIО уметь решать простейшие тригонометрн

ческие уравнени я ,  так как все способы и приемы реше

ни я любых тригонометрических уравнений �аключаются в 

сведении их  к простеЙшим. 

.1/ =« J а < - ( 
Рис. 94 

1 .  У р а в н е н и е  в и д а 

s in x = a. 

.r 

( 1 ) 

Так как I sin х I � 1 ,  то уравнение ( 1 ) при а >  1 и при 
а <- 1 р ешений не имеет ( рис. 94). 
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Если а = 1 ,  то уравнение ( 1 )  принимает �!Д s in х = i ;  
но решения: 

tc 
Х =2" + 2kn, k Е Z. (2) 

Если a =- l ,  то уравнение ( 1 )  принимает вид sin x=- I ;  
его решения : 

Х = - � + 2kn, k E Z. (3) 
Пусть теперь I а I < 1 .  Так как период Сfшуса равен 2n , 
то для решения уравнени я ( 1 )  достаточно найти все ре
шения на любом отрезке длины 2n. 

На отрезке [- � ; 32Л] функция синус имеет два про-
u u [ 1t Л ]  межутка своеи строгои монотонности: отрезок - 2" ; 2" ' 

на котором функция возрастает и принимает только один 
раз значение а; отрезок [ �  ; 32Л ]  , где ФУНКЦИ Я убывает 
и принимает только оди'н раз значение а.  

Решением уравнения ( 1 )  на отрезке [ - � ; � ]  будет 
arcs in а (по определению арксинуса) . Для решения урав
нения ( 1 )  на отрезке [ �  ; 3;] применим формулу s in x = 
= sin (n-х) .  Очевидно, чт� если х Е [ � ; 32Л ] , ТО (n-х) Е 

Е [ - � ; �] , и  поэтому решением уравнения s i n  (n-х) = а 
[ Л  31t l б . . на отрезке 2" ; "2 удет n-х=агсsша, Т . е . x=n.- аГСSl? а. 

для получени я  всех решений уравнени я ( 1 )  к каж
дому из двух полученных решений прибавим числа вида 
2kn, где k Е Z. Следовательно, 

x = arcs in a + 2kn, (4) 
х = n-arcsin а + 2kn. (5) 

Обе серии решений можно объединить: 
х = (- l )k arcsi n  а + nk, k Е Z. (6) 

В самом деле , при k четном :получается формула (4), 
при k нечетном получается формула (5). 
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П р и  м е р 1 . Решить уравнение s ln 3;(;: VЗ!2. 
6. Согласно формуле (6) 

. 3x= (- 1 )k arcsin �З+ kn, k E Z. 
, 

• 

Так как arcsin �З = � , то 3х =  (- l )k � + лk. 
л nk '" Ответ: х = (-l )k g+ з ' Il €; Z . • 

П р и  м е р 2. Решить уравнение s in 2х = - 1 .  
6. По формуле (3) имеем 2х = - � + 2kn. 
Otn8em: х =  - � + kn , k Е Z . ..  
П р и  м е р 3. Решить уравнение s in х = -0,4099. 
6. Согласно формуле (6) 

х=  (- I )k arcsin (-0,4099) + nk, k Е Z. 
Используя МИI<рокалькулятор или таблицы, находим 

x�(-I )k (-.24° 1 2 ') + 1 �0° k , k Е Z, 
x�(-I )k+ l 24° 1 2' + 1800k, k Е Z. " 

2 . У р а в 11 е н и е в и Д а 
cos x = a. (7) 

Так как I os х 1 < 1 ,  то уравнение (7) при а >  1 и при 
а < -1 решений не имеет (рис. 95) . 

у у=а , а > 1  
=1  f 

-1  

Рис. 95 
у = й ,  а < - I  

211 
у = -! 

Если а = 1 , то уравнение (7) принимает вид cos х = 1 ;  
его решения: 

х = 2nk, k Е Z. (8) (1! 
Если а =  -1 , то уравнение (7) принимает вид соs х=- l ;  

его решения: 
х = n + 2лk, т. е. x = .n: (2k + l ) ,  k E Z. (9) 

Пусть теперь I а I < 1 .  Так �aK период косинус� равен 
2n, то для решени я  уравнения (7) достаточно наити все 
решения на любом отрезке длины 2n. 
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На отрезке [- п; п] ФУНКЦИЯ косинус имеет два 
п ромежутка строгой монотонности : отрезок [-п; О] , на 
котором ФУНКЦИЯ возрастает и принимает только один 
раз значение а , и отрезок [О; п] , где ФУНКЦИЯ убывает и 
при нимает только один раз значение а. Таким образом, 
на каждом из этих двух отрезков [- п; О] и [О; п] урав
неН l Iе (7) имеет по одному решению. Решение уравнени я 
(7) на отрезке [О; п] есть arccos а. Решение уравнения (7) 
на отрезке [- :n:; О] есть -arccos а, потому что функци Я 
I<OCHHYC четная .  Решениями уравнения (7) на отрезке 
[- :n:; n ] будут числа +arccos а. 

Для получения всех решений уравнения (7) к каждому 
_из полученных решений прибавим числа 2kn, k Е Z. Сле ... 
довательно, 

х = ±arccos а + 2k:n:, k Е Z. 
П р и  м е р 4. Решнть уравнение cos 3х = 1/2 . 
6 По формуле ( 1  О) имеем 

3х = + а rccos {-+ 2k:n: = + � + 2k:n:. 

О П 2 mвет: Х= +g +з k:n:, k E Z  . ... 
П р и  м е р 5. Решить уравнение cos 5я = О. 
6 5х = � + :n:k , k Е Z. 
О n 1 твет: Х= ТО+"5 nk, k Е Z . ... 
П р и  м е р 6. Решить уравнение cos 2 t = -0,5. 
6 По формуле ( 1  О) имеем 

2' = ± arccos (-0,5) + 2k1t, k Е Z, 
2! = + (:n:-arccos 0,5) + 2k:n:, k Е Z, 
2 2n f = + з+ 2k:n:, k E Z, 

t = + i-+ kn, k E Z. 

Ответ: { = ±  � + k:n:, k E Z  . ... 
3. У р а в н е н и е в и Д а 

tg х = а. 

( 1  О) 

( 1 1 ) 
Так как период тангенса равен :n: ,  то для того чтобы 

на йти все решени я уравнени я ( 1 1 ) , Достаточно найти все 
его решения на любом отрезке длины п. По определению 
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СосТавим два простейших уравнеНII Я :  
cos х = 2 и cos х = -1 /2. 

. 
Первое уравнение решений не имеет, так как -1 � cos х � 1 . 
Второе уравнение имеет решенrrе 

( I ) 2л х =  + �rccos - 2  + 2k:n: = + 3+ 2k'Л. 

2n Ответ: х . ± 3 + 2kn, /i Е Z. А. 
П р и  м е р 2. Решить уравнение 7 s in х = 3 cos 2х. 
6 Так как cos 2х = 1 -2 s in2 х, то 

7 s in х = 3-6 s in2 х, 
6 s in2 х + 7 s in x-3 = О. 

Получили квадратное уравнение относительно sin х. Обо
значим s in x через У , тогда 6у2 + 7у-3 = 0. Полученное 
к вадратное уравнение имеет решення 

. 
'
Yl '- 1 /3, У2 = -3/2. 

Из уравнения s in x =  1 /3 получаем 

x= (- l )k arcs in � + :n:k, k E Z. 

Уравнение s in х = -3/2 решений не имеет, так как 
I sin х I � 1 для любого х. 

Ответ: х =  (-I )k аrСSiП� + nk, k Е Z. А 
П р и  м е р 3. Решить уравнение 5 tg2 x'- 13 tg х -6= О. 
6 Это уравнение является квадратным относительно 

tg х. Обозначим tg х через У, тогда 5у2- 13у-6 = О. Полу-
2 

ченное к вадратное уравнение имеет корни Уl = 3, У2= -5' 
ИЗ уравнения  tg х = 3 получае'v1 

х = аrсtg 3 + 'Лk, k E Z. 
. 2 

ИЗ уравнения tg х = - 5" получаем 

х = arctg ( - � ) + 'Лk, k Е Z, . 

' x = - arctg � + 'Лk, k E Z. 
2 Ответ: x=arctg 3+'Лk, x=-arc tg 5+nk, k Е Z. 
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2 .  У р а в н е н и я ,  р е ш  а е м ы е ' р а з  л о ж е н и е м л е
в о й ч а с т и  н а  м н о ж и т е л и  

П р  If М е р  4. Решить уравнение s in х tg х + 1 = sin х + .+ tg х. 
6. Перенесем все члены уравнения в левую часты 

s iп х tg х + l -s iп х- tg х = О 
и разложим левую часть полученного уравнения на МIlО
жители :  

(s i п х- l )  ( tg x- l )  = О . 
Следовательно, или sin х- l = О, или tg х- l = О. Реше
ниями уравнений будут 

• х= ; + 2лk и х =  � + лk, k E Z. 
РешеIl�е х = � + 2лk не у довлетвор яет исходному урав
нению, так как тангенс пр!! этих значениях не существует. 

Ответ: х = � + лk, k Е Z. А 

Особо следует отметить, что если при некотором значении аргумента' один из сОмножителей обращаеТС51 в нуль, а при других хотя бы один теряет смысл , то и все произведение теряет смысл; такие значения аргумента (неизвестного) решениями уравнени я  не являются .  
Приведем еще один пример . Пусть дано уравнение 

tg х s iп 2х = 0. 
Ясно, что оно распадается на два простейших уравнения . tg x = O  и s in 2x = O; их решени ями будут х= лk и х= лnj2. 

, Первый сомножитель tg х теряет смысл при 
n 2 n Х=2'+ kл = (  k +  1 ) 2"  

Все эти значения  х содержатся в множестве решений второго уравнения при  n = 2k + 1 (нечетном) .  Они не являются решениями данного уравнения  (их иногда называют посторонними решениями).  
При n = 2k решеНИ51 второго уравнения являются реше

ниями первого уравнения .  Таким образом, решени ями данного уравнени я  будут х = лk. 
При решении , тригонометрических , уравнений  выполняются преобразования над выражеНИЯМИj входящими 
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в уравнение. Если в результате преобразованИ« о()nасть 
допустимых значений ДЛЯ х расширилась, то могут по
явиться посторонние решения ,  а если сузилась, то воз
можна потеря решений . 

sin 2х 
П р и  м е р  5. Решить уравнение 

1 - cos 2х 
6. Так как 

sIn 2х _ 2 sin х cos х cos х 
1 - СО;; 2х - 2 sin� х = sin х ' 

1 + cos 2х = 2 cos2 Х = cos х 
2 cos x 2 cos x 

то получаем уравнение 

1 + cos 2х 
2 cos x 

cos x=  �:; , или cos x (s in x- I ) = O, 
следоватеЛЬ1:l0, или cos х = О , или s i n х- l = О. Из урав
нения cos х = О получаем 

� = � + лk, k Е Z. 
ИЗ уравнения s in х- l = О получаем 

х = � + 2лk, k Е Z. 

Все значени я х = � + 2лk содержатся в множестве реше

ний х = � + лk при четных значениях k, т. е. решениями 

будут х =  � + лk, k E Z. 
Так как правая часть заданного уравнения при  х = 

= �+  лk теряет смысл, то все найденные для х значения 
2 

не являются решениями . 
Потерять же решения MЬ� не могли ,  так как при пере

ходе от данного уравнени я  к ПQлученному множество 
допустимых значений для х расширилось. , Следовательно , данное уравнение не имеет 'решений . ... 

З .  У р а в н е н и я , о д н о р о д н ы е  о т н о с и т е л ь н о  
s in х и cos х . 2 З 2 _ П р и  м е р  6. Решить уравнение 5 sш х + cos х -
= 4 sin 2x. 

6. Заменим sin 2х на 2 s in х cos х! 
5 s in' х- 8  sin x cos x + 3 cosi х=  О. 
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Разделим обе части полученного уравнеJiИЯ на
' cos2 х (убе

днтесь, что cos х =1= О): 
5 tg2 x-8 tg x + 3 = 0. 

Заменив tg х на у, получим 5у2_8у + 3 = О, откуда Уl = 1 
11 уз = 3/5 или tg х = 1 и tg х = 3/5. Из первого уравнения 

1'[ следует, что )1 = 4' + лk, а из  второго следует х = 
d: arc tg � + лk. 

, 3 
Отвеm:. х = � +�, х = are tg '5 + лk, k Е Z, А 
П р и  м е р 7 .  РеШlfrь уравнение 3 s in2 х-4 s in х cos х + 

+ 5 s in2 ( 321'[ -х) = 2. 
/:::, Так как s in2 ( 321'[ -х) = cos2 Х, то 

. 3 s in2 х-4 sin х cos х + 5 cos2 х-2 = О. 
Заменив 2 на 2 (s in2 х + cos2 х) , получим 

3 s in2 х-4 s in х cos х + 5 eos2 х-2 (s in2 х + cos2 х) = О, 
откуда 

sin2 х-4 sln х cos х + 3 cos2 Х = О. 
Разделив обе части полученного уравнения на eos2 х, 
получим 

tg2 х-4 tg х + 3 = О, 
откуда tg х = 1 или tg х = 3. ИЗ первого уравнения сле-

п " , ' 
дует, что х = т + лk, k Е Z, а из второго следует, что 
х= arctg 3 + лk, k Е Z. 

Ответ: Х =  � + лk, х = arctg 3 + лk, k Е Z . • 

4 .  Д Р У г и е п р и  м е р ы  р е ш  е н и я т р и г о н о м е т
р ll ч е с к и х  у р а в н е н и й  

280 

П р и  м е р 8. Решить уравнение cos 2х = cos 6х. 
/:::, Запишем данное уравнение и наче! 

cos 2x-cos 6х = О. 
-

По формуле разности косинусов имеем 

2 s in 4х s in 2x= О. 

Если sin 4х = О, то х = лk/4; если s in 2х = О , то х = лk/2. 

Вторая серия решений содержится в первой. 
Ответ: x=rrk/4 , k E Z  . •  
П р и  м е р 9. Решить уравнение cos 2х = sjn2 х. 
/:::, Заменив s in2 х по формуле 

, 2 l - cos 2х s IП Х =  � , 

гtoлу�им уравнение , в котором имеется только одна функция :  

2 l - cos 2х cos Х =  2 или 3 cos 2х = 1 ,  
I 

откуда получаем 2х = + arccos 3 + 2лk. 
1 1 

Ornвeт: х = + '2 arccos з + лk, k Е Z . •  

П р и  м е р , 1 0. Решить уравнение s in 6х cos 2х = 
= sin 5х cos 3х. , /:::, Преобразуем произведения тригонометрических функ
ций в суммы: 

� (s in 4х + sin 8х) = -} (s in 2х + s in 8х) , 
откуда s in 4х = s in 2х 
или 

sin 4x-sin 2х = О. 
По формуле разности синусов имеем 

2 s in х cos 3х = О. 
Следовательно, s in х = О или cos 3х = О, и ПОЭТQМУ 

х = лk или 3х = � + лk, k Е Z. 
11: 1t "'-Ответ: Х=  лk, Х ="6 +з k, k E Z. _ 

_ П р и  м е р 1 1 . РеШI!ТЬ 
'
уравнение Vз sin x +  cos x=  1 . 

/:::, Используя формулы 
, 2 '  х х s lп х=  SlП 2 соs 2, 

2 Х ' 2 Х cos x=  cos 2-SIП 2' 

1 = s in2 � + cos2 � ,  
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запишем данное уравнение иначе: 

откуда 

2 s in2 � - 2 Vз sin � cos ; = о. 
Полученное уравнение является однородным относительно 
, х х Р s JП  2' и cos '2 . азделив обе части этого уравнения на 

cos2 ; , получим 

Вынося общий множитель tg � 
tg � ( tg ; -vз) = 0, откуда 

за скобки ,  

tg � :...... О или tg' � = Vз , 
х \  Х v-'2=nk, 2'= arc tg 3 +  nk, 

получаем 

x = 2nk, k Е Z/ Х=  2arc tg Vз + 2nk== 
2л: =з + 2nk, k E Z. 

2л: 2 Ответ: x= 2nk, Х =з+ лk, k Е Z, А 

П р и  м е р 1 2. Решить уравнение tg х+ tg ( � +Х) = -2 . 
.. ПО формуле для тангенса суммы имеем 

л: ( Л:  ) tg 4+ tg X I + tg x tg -4 + Х = = -1 -! - .  л: - g х I - tg - tg х 4 
Теперь данное уравнение можно записать в виде 

t + 1 +tg X _ _  2 g x I - tg x - • 
откуда 

tg' Х =  3. 
�82 

Из этого уравнения находим tg х = + Vз, ЕCJlИ tg х=Vз, 
то х = ; + nk; если tg х = - Vз, то х = - ; + nk, где 

k E Z, 
Ответ: х = + ; + nk, k Е Z. А 

Упражнения �ешите уравнения: 

1 )  s !п ( ; -�) = 0 ; 2) sfu (2Х+ ;) = I }  
3) slп Х= �2; 4) 25in Х= - V2'; 

J 5) sin 2х= 2'; 
fCJ ' у-(v!n ; = ---;1 

3 9" sfn х= Б; 

I 6) Q sfn 2x= - 1 ; .; (jJ> sin i= уЗ; 
• 10) sln Х= -0.25. 

5. 107. Решите у равнения: 

1)  соэ ( х+ ; ) = 1 ;  2) cos ( 2х-� ) = - 1 :  

,r - у2' , 3} 2 cos х = r 2 ; 4) cos х = - -2- ; 

5) 3 уз .  6) 3 уз. cos Х=-2-'  cO,s Х= --2-' 
1 ( 1 П ) 1 7) соэ ( l -x) =2; 8) соэ 2-4 = -2: 

9) cos : = : ; �"IO) cos 4х= -�.25, ��Решите уравнения: / 
1 ) g х=  уз; 2) tg 2х= - уз; 
3) tg (зх+ �) , �3: 4) 3 tg (зх+ �)=< _ уз� 

х ,r- 6 х ,r F 
,
5) ctg 2= r 3 k ) ctg 2'= - r J 

7) tg (2х-�) =O� 8) ctg (2Х+450) -= - 1 , 

9) tg ( х- �) =з: 1 0) ctg (�-X)= -2. 
5. 109. Решите уравнения: 
1 ) Sln� x-2 sln x-S=O; 2) 2 Sln� х-5 соs х+ l = О, 
3) 2 sln� С; -х) - 3  sln 

( 
� +х ) -2=0; 
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-1) 19� х+2 tg х-3=0; 5) ctg2 2x-tg (; -2Х) -2= О; 

6) 2 соs� х+ 4 sш� х=3 ; 7) 2 (cos2 x-slп� х) = I ;  
8) sш4 х- соsi х=О,5; 9) 3 sin� x-cps� x=0; 
10 tg� х- tg� x- 12 = О. 
5. 1 10. Решите уравнения: Q (sш x- I) tg х=О; 
3 jsш 3х+ siп х= 0; 
5) соэ 4х+ соэ х= 0; 
1) соэ 2х= sш ( 6х-� ) : 
9) соэ 2х+ соэ (n+6х) = О; 
5. 1 1 1 . Решите уравнения: 

2) 2 соэ Х ctg 3х = ctg 3х; 
4 sш 5x= sin х; 
6) соэ 2х = соэ х; 
8) соэ (3x-2n) + sln С; -х )=0; 
10) соэ 3х= sln х. 

1 )  sш х-соs х=О; 2) sln x-уз соэ х=О; 
3) 3 sш� х-7 sin х соэ х+2 соэ� х= О; 
4) 4 sln� х+ 2 соэ2 х-3 sш 2х= 0; 
5) 4 sln� х-2 sш х соэ х= 1 ;  
6) 3 sln� х- 4  sш х соэ х+ 5 sln� (� +х) =2, 
7) sin� x-(:os2 x=0,5; 8) s1n 2х-2 УЗ соэ� х==О� 
9) 2 sln� Х= VЗ sin 2 х; 10) sln 2х= 2  sin� х; 
1 1 ) sln x+ cos x= l ; 12) 4 sin x+3 cos x= -3, 
5. 1 12.  Решите уравнения: 
1) соэ 4х соэ 2х = соэ 5х соэ х; 
2) SШ 6х cos 2х = siл 5х соэ 3х; 
3) cos 2х cos 3х = sin 6х sш х; 
4) соэ 3х соэ х = sin 3х sin х ; 
5) 2 соэ (а+х) соэ (a-х)+О,75= соэ 2а; 
6) tg 5х = tg 3х; 7) tg 4х = tg 2х. 
5. 1 13. �ешите уравнения : 
� 1 - tg� x= 2 tg x; (2) 1 - 4 SiП� Х+Шl1� 2х�0; 
� cos 2x= 2 sin� x; �tg x= tg 2x; 5) tg 2x-3 tg х  ... О, 

6) l - cos x= sln� � ; 7) 7 sln x-3 cos 2x= 0. 
5. 1 14. Решите уравнения: Gсоs зх� соs х= о; 2) tg (�+x)+ t g X+2= OJ 

3) tg (х+�)+(g (Х-:)=2 сtg х: 
�) уз sln х+т =sln т-Х ; - ( n ) �n ) 
�8 sln x- l =4 соэ� х; 2 sin� х=3 СО5 Х. 
5. 1 15. Решите уравнения: 
1) 2 cos� x+3 54J X= 0; 2) 3 Sln x= 2 cos� x; 

3) cos 2�+cos x= 0; 4) соз2 (n-x)- 2 cos x=3; 
5) сosЧ1 t5n-х) -} sln х= 4; 6) tg x-2 ctg x = 1 ; 

. 7) 4 sШ 2х-3 соs 2х= 3. 
5. 1 16. Решите уравнения: 

1) 2 cos� х- уз sln 2х= О; 

2) cos x>-cos (n-2x) = 0; 3) cos x-sln ( � n+2х ) == - 1 1  

4) l -cos 2x= sln x; 5) 1 +cos 2x= cos х; 

6) 3 соs х+5 sш �=- 1 ; 7) sin x-cos x= 4 sln x cos� x; 

х х 8) tg 2 , tg x= tg"2+ t g x. 



l ' л а в а  6 

П РОИ3ВОДНАЯ 

§ 1!L п роизводная 

1 .  Задачи , приводящие к понятию П РОИЗВОДНОЙ. Рас
смотрим прямолинейное движение материальной точки и 
протекание тока в электрической цепи и изучим связан
ные с [{ими понятия.  

П р я м о л и н е й н о е  д в и ж е н и е  м а т е р и а л � н о й  
т о ч к и (з а Д а ч а о м г н о в е н н о й с к о р о с т и).  Пусть 
материальная точка М движется по прямой линии.  На 
этой прямой выберем определенное направление, начало 
отсчета (точку О) и единицу масштаба (рис. 96). Каждо
му 'моменту времени t соответствует п уть s, пройденный 
точкой М от точки отсчета О за время t, т. е .  путь есть 

.5'o= f(to) 
Рве. 96 

функция временю 

� s = f (t) ,  t E [O; Т] .  
t Эта функция называется зако

н.ом движения точки М .  
И з  всех движен([й мате-

риальной точки простейшим 
является равномерное движение по прямой . Из курса фJ1-
зики известно, что прямолинейное движение точки назы
вается РШlf/.омерным, если точка за любые р'а вные по дли
тельности промежутки времени проходит равные пути. 
Скоростыо прямолинейного равномерного движения на
зывается путь, пройденный точкой в единицу времени.  
Из сказанного видно, что при равномерном движении 
скорость движени я  постоянна. На п рактике поезда , авто
мобили ,  пароходы, самолеты , ракеты и космические ко
рабли равномерно и прямоли нейно движутся лишь на 
некоторых участках пути , а в общем случае и х  движение 
неравномерное. При неравномерном движении точка за 
разные, но равные по длительности , промежутки времени 
может проходить разные пути. Следовательно, неравно
мерное движение (В отличие от равномерного) нельзя 
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полностью охарактеризовать указанием пути , п ройденно
го точкой за тот или иной промежуток времени. Поэтому 
для характеристики неравномерного движения точки ис
пользуется пон яти е средней скорости. 

Пусть материальная точка движется по  закону s = f (t), 
t Е [О; Т] (см. рис. 96). Если So = f ( /0) и S1 = f (1) ,  то 
средней скоростью движени я  за промеЖУТQJ{ времени o'i' 
момента to до момента ti называется число 

- (t .  t ) _ si - sо _ f (tJ - f (iо) tlер - tlер о, ] ,- -t --t - t ·  t • • 1- О 1- О 
Из курса физики известно, что свободное падение тел 

gt2 ПРОI1СХОДИТ по закону s (t) = Т' где g- ускорение сво-
бодно падающего тела (g � 9,8 м/с2) , t -вреМя (в секун
дах) ,  s- путь (в метрах). 

Вычислим путь , пройденный телом за первую секун
ду, т .  е .  за промежуток времени от момента 'о = О с до 
момента t 1 = 1 с: 

s ( I ) - S ( 0) = (g;
1 _ g;0 ) � 4,9 м. 

Следовательно, средня я  скорость движения тела за пер
вую секунду равна иер (О; 1 )  � 4 ,9  м/с. 

Вычислим теперь. путь, пройденный телом за десятую 
секунду , т. е.. за промежуток времени от момента to = 9 с 
до момента t1 = 1 О с: 

s ( 10) _ s (9) = (g ·�0� _ g�92
) � 93, 1 м .  

Итак, средняя  скорость движения тела за  десятую секун
ду равна иер (9; 1 О) � 93, 1 м/с. 

Таким образом, свободное падение тел есть движение 
неравномерное, так как за разные, но равные по дли
тельности , промежутки времени тело проходит различные 
пути , Заметим, что и средние скорости у свободно падаю
щего тела в разные,  но равные по длительности,  проме
жутки времени (например, от to = 0  с до l1 :ОС 1 с и от to = 9 с до (1 = 1 О с) различны. 

Найдем среднюю скорость свободно п адающего тела 
за промежуток времени от начала падения , т. е. от to = О с 
до момента t1 = 1 О с: 

tI (О' 1 О) = s ( I O) - s  (О) _ (g' 10�_ g ' 02
) . ..!.. ,..., 49 / ер , 10'- О - 2 ' 2 10 "". М с. 

2zl 
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Сравнивая средние скорости Ve (О; 1 О) � 49 м/с, 
Vep (О; 1 )  � 4,9 м:с и Оер (9; 1 О) � 93, 1 м/с, виднм,  что 
средняя  скорость для' всего промежутка времени от to = О с 
до t1 = 1 О с отлична от средних скоростей для первой и 
последней секунд из  указанного промеЖj'тка времени .  

Итак ,  если точка движется неравномерно, ТО, зная 
среднюю скорость для некоторого промежутка времени , 
невозможно установить скорость в какой-либо момент 
времени из этого промежутка. А это значит, что средняя 
скорость не може1' полностью характеризовать неравно
мерное движение, для его характеристик и  вводят так 
называемую А!гновенную скорость. 

Пусть . точка движется по закону s = f (t ) ,  [ Е [О; Т] . 
Тогда за промежуток времени длительности t - to между 
моментами врем�ни to PI t точка проходит путь, равный 
f ( t) - f ( to ) , со средней скоростью 

V ( t · [) = ' (1) - ' ио) ер о ,  t - to ' 
Очевидно, что средняя  скорость Vep ([о; t) тем полнее ха
рактеризует движение за промежутки времени  от 'о до 
t ,  чем меньше длительность этого промежутка. Предел 
средней скороети за промежуток времени от to до t при 
t ,  стремящемся к to , нызывается мгновенной - скоростыо 
� ( to) в момент врещни 'to ,  т. е. , 

V ( to) = Н т Vep ио; t) = l im ' (t) - , ио) . 
t-+t. t-+I. t - to 

П р и  м е р  1 .  Найти скорость в момент времени (о 
свободного падени я  тела. 

/:::, Так как свободное падение тела происходит по за-
gt2 j кону s = '2" то 

gt� gt� 
1 .  т - т  
1т  ---с--,/-+1. t - to 

g ) . t� - t5 g ) . ( t t ) t = "2  1т t - t  = "2  1 т  + о =g o· 
t-+t. О 1-+1. 

Итак,  при  свободном падении тело движется со скоростью 
v (t) =gt . ... 

П р и  м е р  2. Лифт после включения  движется по �a· 
I<OHY 

s (t) = 1 ,5t� + 2t +  12,  
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где s - п уть (в метрах) , f - время (В сеI{ундах) .  Найдем 
мгновенную скорость в момент времени to· -

/:::, По определению мгновенной скорости получаем 

) ) ' s (t) - s (to) _ ) . (1 ,5t2 +2t+ 12) - ( I ,5t� + 2to + 12r_ v (to = 1т  t - t  
- 1т t - t  

-
/-+f. О t-+t. о 

= l im  1 ,5 (Р-:б) �2 (t - to) = l i m ( 1 , 5 ( t  + to) + 2) = 3to + 2. 
1-+1. - О t-+t. 

Следовательно, лифт после включения  движется со ско-
ростью v (t) ,= 3! + 2. ... u 

П р о т е к а н и е  т о к а  в э л е к т р и � е с к о и  ц е п и 
(з а д а ч а  о м г н о в е н н о й  в е л и ч и н е т о к а) .  Пред
ставим себе электрическую цепь с некоторым источником 
тока. ОбознаЧJiМ через q = q (t) количество электричества 
{в кулонах), протекающее через поперечное сечение про
водника за время t .  Тогда Q (tl) - q (tО) есть количество 
электричества , протекающее через указанное сечеНl!е �a 
промежуток времени от MOMellТa to до момента t1• Сред
ней силой тока /ер за Уl<азанный промежуток времени 
называется число 

/ = 1 (t · t ) = q (t l) - q (fО) 
ер ер О ' 1 1 1 - /0 ' 

в случае постоянного тока средняя  сила тока /ер бу
дет одинаковой для любых различных, но одинаковых 
по длительности промежутков !3ремени .  Если в цепи пе
ременный ток , то lep будет различной для различных , 
но одинаковых по длительности промежутков времени. 
Поэтому для характеристики цепи переменного тока вво' 
дят пон ятие мгновенной силы тока в данный момент 
времени :  Аtгновенной силой тока / ио) в MOAteHtn времени 'о 
называется предел (если он существует) , к которому стре
мится средняя сила тока за промежуток времени от 'о 
до t при t ,  с.тремящемся к to , т. е .  

/ - 1 ' / (1 ' t) - I ' q (t) - q (to) 
- 1 т  ер о' - 1 т  ' - !  . 

/-+/. /-+t. о 

2. П роизводная функции.  В рассмотренных выше за
дачах речь шла о мгновенной скорости движения и о 
мгновенной силе тока. Введение этих понятий происхо
дило с помощью некоторого предела. Можно привеСТlI 
еще немало задач, для решения которых также необхо
ди мо Gтыскивать скорость изменения некоторой функции ,  
например нахождение линейной плотности неоднородного 
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стержн я ,  теплоемкости тела при  нагревании , угловой ско
рости вращающегося тела . 

" О п р  е д е  л е н и е . Пусть задана функц и я  f (х) , � E  (а; b)s и пусть хо - некоторая точка и нтервала (а; Ь) . Предел 
l i т f (х) -!  (хо) 
x�x. х-хо 

называется nроuзводной функции f (х) в точке хо и обоз'начается  t' (хо) . 
Таким образом, по определению, 

f' (xo) = l im ! (x)-f (xo)
. ( 1 )  х ..... х. х-хо 

ФУНlщи я , И?,:�:�щая производную в неко:горой ТОЧI{е, называется дифференцuруе.моЙ в этой точке. 
Согласно .определению предела (см. § 1 9) равенство, ( 1 )  , lviOЖНО записать в следующем виде: 

f (X;=�o(xo) = " (хо) + а (х) , 

где а (х) --,о при х __ Хо' Следовательно, 
f (х) - !  (хо) = (f' (хо) + а (х» (х-хо), (2) 

где а (х) -- О при х -- хо, или 
f (х) = t (хе) + г (хо) (х-хо) + а  (х) (х -хо), (3) 

где а (х) -- О при х -- хо. 
Формула �З) играет важную роль Ka� в курсе мате

матического анализа, так и во многих разделах естест-
вознания .  . 

Используя поняти я приращени я  аргумента и фУНlщии ,  определение производной формули руется следующим об
разом: п роизводной функции f (х) в точке хо называется 
предел отношения приращения  функции I!' (хо) в ТОчке хо 
к приращению аргумента I!х, когда приращение аргу
мента стремится к нулю. 

Производная функции у = f (х) , х Е (а; Ь) , в точке х 
обозначается через " (х) или у' (чиfается:  �эф штрих в 
точке икс» или �и грек штр их») . Итак ,  

" ( ) l '  А! l '  1 (х+Ах) - f (х) х = 1т - = 1 т  . 
Ах-н I1х Ax�o

' . I1х (4) 

Часто для еОозначения производной используется символ :� (читается «де эф по де икс»). 

:ЮО , 

о ерация нахождения производной от данной функ

и и  �азывается дифференцированиеА!, Происхождение та
�oгo названия можно связать п режде всего с тем, чт� 

о перехода к пределу рассматривается отношеJtие раз 
Д u а разность на латинском языке обозначается ностеи , 

1 Е (п' Ь\ меющая в словом differentia. Функция х х � и 
каждой точке и нтервала {а; Ь) производную, называется 

диффереНi[lJJ2.!РГД-ОЙ на этом uнтервале. 
Возвращаясь к задачам, ' рассмотренным в п .  1 ,  можем 

сказать следующее, 
1 ) мгновенная скорость движения v и) в момент вре

мени t есть п роизводная от пути по времени ,  т, е . 

v (t )  = dSД) = s ' и); 
2) мгновенная сила тока I и) в момент t есть произ

водная от количества электричества q и) по времени , т. е. 

. I (t) = :� = q' и)· 

3 .  В ычисление п роизводной на O�HOBe ее оп ределения .  
Исходя из определения  производнои , СфОР�1улируем сле
дующее п рави ло ' нахождения ПРОИЗВОДIfОИ функции  в 
точке. 

{ ( Чтобы вычислить производную функции х) в точке 
хо нужно: 

1 )  найти разность f (х) - [ (хо) ;  
f (Х) -f (хо). 2) найти отношение х-хо 

' 
3) найти предел этого отНошени я  при 

l im  
f (х)-! (хо) = { '  (Хо)' . 

х ..... х. х-хо , 

I 

х - хо! 

Поясним это правило нахождения произво�ной на 
примерах. • 

П р и  м е р 1 ., Пусть [ (х) = с, � Е R� где с - некоторая 
константа . Найти производную f (х). 

, , 

f;:;. 1 )  Находим разнQCТЬ 

.f (х) -[ (хо) = с- с  = О. 

2) Находим отношение 

, f (х) - пхо) ! '_О _. , о
', 

х-хо " х,-;;- хо , i. ' 1 ; . .  � . : '  I 
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3) Находим предел 

l i m f (х) - f (хо) = li m О = О 

.!С-+
Х. 

х-хо Х-+Х. 
' 

получим f' (х) = (с) ' = О. 
Итак , nроuзводНGЯ постоянной равна нулю. " 
П р и  м е р 2. Найти производную линейной функции 

f (х) = kx + Ь. 
6. 1 )  Находим разность 

f (х)-! (хо) = (kx + b) - (kxo + Ь) = k (х-хо). 

2) Находим отношение 

f (х) -1 (хо) = k (х - хо) = k. х- хо х- хо 

3) Предел этого отношения для любого хо ра.вен k. 
l1тю{, " (хо) = k .  А 
П р и м е р  3. дано f (х) = хз, x E R. Найти " (х). 
6. 1 )  ВЫЧIJсляем разность 

f (.�) - f (хо) = x� -xg -: (х-хо) (х2 + ххо + х8). 

2) Находим отношение 

f (x) -t  (хо) (:с-хо) (x2 +xxo +x�) 2 + + 2 ------ = = х ХХО хо. х- хо х-хо 

3) Вычисляем предел 

Н т  (х2 + ххо + ха) = 3хб. 
х-+хо 

Таким образом, ,! (хо) = 3х;. Так КЮ< функци я f (х) = хз 
имеет производную в любой точке х = ХО Е R, то будем 
писать (хЗ) ' = 3х2• А . 

4. Неп рерывность дИфференци руемой функции.  Уста
новим необходимое условие существования производноii . 

Т е о р е м а. Если функция f (х) и.l.lеет nроuзводную в 
точ.ке Хо, то она непрерывна в этой точке. 

О По условию теоремы функция f в точке хо диффе
ренцируема. Как известно, для функции , ДИфференциру
емой в точке, IIMeeT место следующая формула (см. фор
мулу (3) в п. 2)i 
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f (х) = f (хо) + ({' (хо) + а (х» (х-хо), ( 1 ) 

I 

I 

где а (х) -+ О при  х -+ Хо. Переходя 

в paBeHCTB� ( 1 ) , получаем 
к пределу при х -+ХО 

l im f (х) = f (Хо) • 
. Х -' Хо 

что и означает непрерывность функцип f в точке хо • • 
3 а м е ч а н и е. Из доказанной теоремы следу�т, что 

если функци я не  я вляется непрерывной в некоторои ТОЧI{е, 

то она в этой точке не пмеет 
у � производной, т. е. непрерыв-

ность в точке - необходимоv 
условие дифференцируемости 13 
точке. Однако следует заметить , 
что непрерывность функции [! 
точке не является достаточным 
условием существования про
изводной этой ФУНКЦИИ В рас
сматриваемой точке, т. е .  из 

о 
Рис. 97 

непрёРЫВI!ОСТИ ФУНКЦИИ В точ-
3Iтой точке. 

ке не следует ее дифференцируемость в 

П р и  м е р. Найти производную функции 

f (х) = I x l · 

6. Так как f (x) = x ПрlI х > О и f (x) = - x  при ; < 0  
(рис. 97) , т'о , используя формулу для производнои ли

нейной функции ,  получим { 1 , если х > О, 
f' (х) = (1 х 1 ) '  = - 1 ,  если х < О. 

f (х) = I х I В точке х = О не 
докажем , что ФУНКЦИЯ 

имеет производной .  
Если х < О, то  f (х) = - х,  и поэтому 

1 · { (х) -{ (О) _ Нт -х = - 1 .  1т 
О - х 

Х .... - о  х- х .... - о  

Если х >  О , то f (х) = х, и поэтому 

l i { (х) - { (О) = Нm ·х = 1 .  
u1 х- О  Х -+ +  О Х х .... + О 

Следовательно , функция f (х) = I х \ не имеет производ

нои в точке х = О .  А 293 



В о п р о с ы  д л я к о н т р о л я 
1 .  Что называется Производной функции в. точке? 2. Какая Функция называется дИфференцируемой? 3. Чему равна П РоИзводная постояниой? 4. Сформулируйте необходимое условие дИфференцируемости функции. 

5. Приведите примеры функций, которы( не и меют Производной в некоторой точке. 

Упражн�:я 

6 . 1 . Самолет пролетает путь от Москвы до Ташкента, равный 2736 км, за 3,В ч.  Оп ределите среднюю скорость ДВИжения самолета. 6.2. Расстояние между ' Москвой и Новосибирском 3200 км. Ско" РbJЙ поезд проходит это расстояние за 64 ч. Определите среднюю скорость движения поезда. 6.3. Точка движется прямолинейно по закону 

at� s (/) = vol+T 
(здесь и везде дальше s- путь в метрах, 1 - время в секундах). Найдите мгновенную Скорость этой точки : . J )  при 1 = 0; 

2) при " = /0' 
6.4. Точка движется прямолинейно по закону 

s (/) = 3/2 -21 +3. 
Найдите мгновенную скорость ЭТой точки: J ) в начальный момент времени 1 - О. 2) через 5 с после на'JЗЛЗ движен;;-;; ' ' 

3) в Момент времени 1 = 2 с. 
' 

6.5. Нзйдите мгновенную скорость тел(! в момент времени 'о, ДВижущегося по закону: 

J) s (t) = 2 YT; 2) S (/) =3�t ; 3) s (/) = tЗ + УТ, 
6.6. Найдите ПРОИЭВОДlJbJе следующих функций в точках х= х  х= J ,  х = 5: _ о ,  
J) { (х) ";' х2 ; 2) f (x) = 2x2 + 1 ; JJ f (Х) = (х+ З)2; 4) f (х) = хЗ +2х +  J ; 5) f (х) = ух; 
6) f (х) = J - хз; 7) f (х) = ух - x�. 
§ 30. П роизводная суммы, разности, ПJЮизведения и частного функций 
, 
-) .. Производная Суммы и разности 

'
функций. Т е о р е м а.  Если функции и (х) u v (х) имеют 6QaHble. 60 всех точках интервала (а; Ь), то (ц (Х), =:t= v (х»' = и' (х) ± и' (х) . 

произ· 

для любого х Е (а; Ь). Короче, 
(и + и)' = и' ± и'. 

О Сумму функций и (х) + и (х) , где х Е (а; Ь) ,  которая 
представляет собой новую функцию , оБОЗ!lачим через f (х) 
и найдем производную этой функции ,  исходя из  опреде
ления .  

Пусть хо - некоторая точка интервала (а; Ь) . Тогда 

. f (x) - f (xo) l '  (u (x) + v (x» - (u (xo) +v (xo)) _ f' (хо) = 1 1т х - х = 1т х-хо 
-

x -t- xo О Х -4 Хо 

= lim  и (х) - и (хо) + l im V (X�=:(XO) = U ' (Xo) + V' (xo) . 
х -+ х. х-хо х ...... х. О 

Итак ,  
точка 

f' (хо) = и' (хо) + и' (хо) · Так как хо - произвольная 
и нтервала (а; Ь), то .имеем 

f' (х) = (и (х) + и (х» ' = и '  (х) + и' (х). 
Случай разности рассматривается аналогично . • 

П р и  м е р ы. 
а) (x2 + x + 5) ' = (x2)' -t (x + 5)' = 2x + l ;  
б) (х3 + V:X)' = (х3) '  + (VX") , = 3х2 -t 2 �x. ; 
в) (х2 + 4х + 1 5) ' = (х2) ' + (4х + 1 5) '  = 2х + 4. 
3 а м е ч а н и е .  Методом математической индукции до

казывается справедливость формулы 

(U1 (х) + и2 (х) + . . . + llk (х» ' = и ; (х) + и; (х) + . . . + и;' (х) 

для любого конечного числа слагаемых .  
2. П роизводная п роизведения функ ций .  
Т е о р е м а .  Если функции и (х) и и (х) имеют nроuз

водные во всех точках Uf/.тервала (а; Ь), то 
(и (х) и (х» ' = и' (х) и (х) + и (х) и' (х) 

для любого х Е (а; Ь). Короче, ' 
) ' , , (ии = и  и + ии . 

О Обозначим  произведение II (х)и (х) через f (х) , х Е (а; Ь), 
и найдем производную этой функции,  исходя из опреде
ления .  

Пусть хо - некоторая точка интервала (а; Ь). Тогда 

[ ' ( ) , . I (x) �f (xo) ' 1 ' u (x) r/ (x) - u (xo) v (x�) хо = .1т = 1т х - х  . 
х -т х, х - хо .f oт.f. О 
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Далее, так как 
и {х) v (х) - и (ха) V (ха) = 

= (и (х) - и  (хо» v (х) + и (Ха) (v (х) - v (хо», то , 

f' (хо) = Нт ( и (х) - u (хо) V (х) + и (хо) v (х) - v (хо») 
• .1' -+.1'. х-ха х-хо 

и ,  следовательно, 
f' (хо) = v (хо) и ' (хо) + и (хо) и ' (хо). 

Так как хо - произвольная точка интервала (а;  Ь) , то имеем: 

f' (х) = (и (х) v (х» ' = и ' (х) v (х) + и' (х) и (х). 
П р  и м е  р ы. 
а) « х  + 5) (х- 8» ' = (х + 5) ' (х- 8) + (х- 8)' (х + 5) = 

= 1 . (х- 8) + 1 · (х + 5) = 2х - 3; б) (х2 (2х - 7» ' = (х2) , {2х- 7) + х2 (2х -7) '  = 
= 2х (2х - 7) + х2 . 2 = 6х2 - 1 4х; 

в) (VX- ( 5 - 3х» ' = (Vi) ' ( 5-3х) + VX- (5 - 3х)' = 
= � (5 - 3х) + vx ( - 3) = 5 - 3x - 6x = 5 _� • 2 Ух - 2 Ух 2 Ух 

С л е Д с т в и е. Л осmоян.гtыЙ множитель АtOЖНО выносить за знак производной: 
(а{ (х» ' = af'  (х). 

О Применив теорему о лроизводuой произведения к а{ (х) , где а - число, получим 
(а! (х»' = (а) '  t (х) + at' (х) = о . t (х) + at' (х) = а{ '  (х). 
П р и  м е р  ы. 

а) (Х;) ' = f (х2)' = � х; 
б) (� + 5хУ = (�) ' 

+ (5x) ' = f (X3) ' + 5 (X) ' = X2 + 5. 
3. П роизводная частного двух функциii. Т е о р е м а .  Если фуmщuи и (х) и v (х) U.меюtn производные во всех точках интервала (а; Ь) , nptl'teJt v (х) =j::. О для любого х Е (а; Ь), то 
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( и (Х» ) ' = и ' (х) v (х) - u (х) v' (х) 
7J (х) v� (х) 

для любого х Е (а; Ь). Короче, ( и ) ' _ vu' - uv' 
v - и� 

• и (х) f (х) и найдем f' (х) , О Обозначим частное v (х) через 

использу я определение производной. 
Пусть хо - некоторая точка интервала (а;  Ь). Тогда 

, . f (x) - f (хо) _ I ' u (x) v (xo) - tt (xo) v (x)
= f (хо) = 11т х-х  - Jlm 7J (х) v (хо) (х хо) .1' .... х о Х -+ Х. • 

1 . и (х) v (хо) - и (хо) v (х) = т-( ) 11т х -х v. хо х .... хо о 
\ Далее, так как 

и (х) v (хо) -и (хо) v (х) = 
= (и (х) -и (xo)}v (хо) + u (хо) (и (хо) -и (х» ,  

то 
1 (и (х) - u (хо) ) v (х) - v (хо) ) f' (х ) = -- l im V (хо) -и (хо х -хо о 7J2 (XO) х ...... х. х- хо 

11 , следовательно, 
, ) v (Хо) l l '  (Хо) - ll (Хо) V' (хо) f (xG = v2 (хо) . 

Так как хо - произвольная точка интервала (а; Ь) , 
послеДllе!"l формуле хо мож�о заменить u на х. . 

. Отметим частнь!й случаи доиазаннои фор�улы. ( 1 ) ' _ _  � 
V - v� · 

П р и  м е  р ы. 

то в 

( 1 +9X) ' (x+ l )  ( 1  + 9х)' ':'''' ( 1 +9х) (x+ l) '  = а) х+l = (х + 1 )2 
(x + l ) . 9 - ( 1 + 9x) . 1 _ _  8� 

= (х+ l)� - (х + l )� , ( х3 )t _ (4 -х) (х3) ' _ х3 (4 - х) '  = б) 4 - х  - (4-:- х)2 
• 2 3 (4 - х) 3x� _хз ( - 1) 

= 
1 2х- - х . . . = (4 - x)� (4 - x)� 

B o n p o c bJ д л я  к о н т р о л я  

1 . Сформули руйте теорему о производнои CYMMbJ (разности) двух 
функций. 

в х 2. Сформулируйте теорему о ПРОIIЗВОДНОЙ произведения Д у 
. Функций .  .. х Ф нкций 3. Сформулируйте теорему о ПРОИЗВОДНОII IlaCTHoro дву У . 
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Упражнения  

6.7. Н айдите производные следующих фуикций: 

1 ) f (х) = х +  1 ; 2) g (х) =
'
x�+ x +  1 ; 3) h (х) = Ух +x� +3; 

4) tI (х) = х3 +  Ух; 5) у (х) = х3 + х2 + Ух +4;  
6) u (x) = 1 + 4x + x3 ;  7) w (x) = 3x+4 1 + x2 + x3. 
6.8. Найдите п роизводные следующих функций :  

1) ' (х) = - 8х; 2 )  ' (x) =� х; 3) ' (x) = - � х; 

4) f (х) = Зх +  Ух - 3х2 ; 5) f (х) = I -5х- 3х3 + 4  Ух; 
6) ' (х) = (х-9) (х+ 1) ;  7) ' (Х) = Х3 (Х-'Ух) ; 

8) f (х) = ; ( x� - � ух) : 9) f (х) = (х2 -Зх- 1) ( 1 -4х- ЗхЗ) . 

6.9. Докажите, что производная разности двух Функций равна 
разнос'(и их производиых, если эти ПРОlIзводные существуют. 

6. I О. Докажите формулу для нахождения ПРОИЗВОДllОЙ от произ. 
ведения трех дифференцируемых функций: 

(ищ) , = и'щ+ llV'W + uvw'. 
6. 1 1 . Найдите производные в точке х =  1 следующих фУllКЦИЙ: 

3х- l х2 1 3 
1) { (Х) = 5х + 4 ; 2) g (x) = 4

-=-
8x

; 3) h (x) = x
�x 

2х ; 

4) tI (х) = 3 
Ух 

; 5) u(х) 
х3 -:-Ух 

. 6) W (х) = 
у Х=-2х2-5х3 

Х- ХЗ х2 - 5  ' х - Зх3 
6; 12. Докажите, что если функция f (х) дифференцируема и 

f (х) :;:: О, то для любого числа k справедлива формула: ( k ) ' - kf ' (х) 
f (х) = '� (х) . 

§ 3 1 . П РОИ380дная сложной и. обратной функций 

1 .  Сложн ая функция .  Понятие сложной функции ш�
роко используется в математике. Со сложными функциями 
мы уже неоднократно встречались в курсе математики 
при рассмотрении различных вопросов. 

Пусть заданы две функции у = g (х) и г = q> (у) ' причем 
область

. 
определения функции q> содеРЖIIТ множество 

значении функции g. ФУНКЦИ Я ,  заданная формулой 
Z = q> (g (x» � называется сложной функцией , составленной 
из функции g И q>, или суnеРnОЗtlцuей функций g и q> . 
. Напри мер , фуНIЩИЯ z = 3· lg ( l + x2) есть сложная 

фУ) IКЦН Я ,  составленная нз более I простых функций 
z = 3 1g y  и y = l + x2• 

Подобным же образом можно рассматривать сложные 
ФУНКЦИИ, являющиеся суперпозицней более , чем двух 
2gij 

функций . Например , функци я  z = Ig ( 1  + VX) может быть 

рассмотрена как суперпозиция следующих ФУНКЦИЙI 

z = lg v, и = 1  + у, y = VX'. 
П р и  м е р . Для функций g (х) = х2 + VX' И q> (х) = Ig  х + 

+ хЗ + 1 составьте g (Ч> (х» и q> (g (х» . 
. 

6 Используя определенпе сложной функции ,  получаем 

g (q> (х» = (lg х + хЗ +  1 )2 + Vlg х + хЗ +  1 ,  

q> (g (х» = Ig (х2+ VX') + (х2 + VX')� + 1 .  А 

Рассмотренный пример показывает, что результат ' 
суперпозиции двух различных функций зависит от по
рядка.  в котором эти функции следуют, т. е. вообще 
говоря ,  q> (g (х» =1= g (Ч> (х» , если q> (х) =1= g (х). 

2. П роизводная сложной функции . '  
Т е о р е м а. Пусть функция у = g (х), х Е (а; Ь)., имеет 

nроизводную в точке Ха Е (а; · Ь). а функция Z = q> (у) опре
делена на интервале, содержащем множество значений 
фуltкции g, и имеет nРОИЗ80дную в точке Уа = g (ха) ' Тогда 
сложная функция f (х) = q> (g (х» имеет nроuзводн,ую в 
точке Ха , которая вычисляется по формуле f' (хо) = 
= q>' (Уа) g' (хо) или, оnусКШl значения аргументов, 

( 1 ) 

о Доказательство теоремы проведем для случая ,  когда 
функuии q> И g есть строго монотонные функuии. Рас
смотрим равенство 

f (х) - f (хо) (j) (g (х» - ф (g (Ха» 
х-ха х-хо 

(2) 

ПО условию теоремы У = g (х) и Уо = g (хо) , поэтому 
g (x) -g (xa) = y-yo и paBeHcTBQ (2) можно записать так: 

_' (х_о) = (j) (у) - ер (Уо) • g (х) - g (Хо) 
У-Уа х- хо 

(3) 

Так как g (х) имеет производную в точке Хо• а значит, 
и непрерывна в этой точке, то 

У = g (х)- уо при х - Ха, 
т. е. 

у - Уо при Х - Хо· (4) 
m 

.l + { - J.. z.. ... z ------------------�---------------- � -



Найдем теперь производную сложной функции ,  ис
пользуя определение производной и равенства (3) и (4) : 
1 ·  t (x) - t (xo) l' <P (Y) -<Р (Уо) l '  g (x) - g (xo) 1т = 1т . 1т = 

х -+ х. х - хо х -+ х. У-Уо X�X. х - хо 

Таким образом, 

f' (хо) = ер' (уо) · g' (хо) 
или , в других обозначениях,  

dz dz  dy 
dX = dY ' dX · .  

П р и м е р  1 .  
= (х2 + 3х+ 1 0)2. 

Найти производную  функции f (х) � 

6. Будем рассматривать данную функцию KaIr сложную, 
а именно, как суперпозицию функций z = у2 И У = х2 + + 3х + 1 0. Тогда, согласно формуле ( 1 ) ,  получим 

f' (х) = �; .  :� = (у2)' , (х2 + 3х + 1 0) '  = 
. - �y . (2x + 3) = 2  (х2 + 3х + 1 0) (2х + 3). А 

П р и  м е р 2. Найти производную функции h (х) = 

= (Х�I ) З; 
6. Представим данную функцию �aK суперпозицию 

. двух ФУНКЦИЙ z , уЗ И Y = X� I ' 
. Согласно формуле ( 1 ) получим 

h'  ( ) - dz • dy _ ( 3)' (_Х_) ' _ 3 2 1 _ 3х2 .а. х - dy dx - У х + l  - У (x + l)� - (x + l )4 ' -
3*. П роизводная обратной функции. 
Т е о р е м а .  Если функция f (х), х Е (а;  Ь) , и ее обрат

ная функция f-� (у) иАtеют nроизводные, то 
dt - J  (у) I 
-cry = df (х) • 1 )  

dX 
Опуская значения ар гУА1ентов , nолучае.Аt 

dx 1 , 1  
dy = dy или х = i7 . 

dx 
О Рассмотрим сложную ФУНКЦИЮ f- � (f (х» , х Е (а; Ь). 

ПО определению обратной ФУНКЦИИ ,  

f- � (f (х» = х  
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для любого х Е (а; Ь). По теореме о производной сложной 

ФУНКЦИИ имеем 
df- 1  (у) • df (х) = 1 .  dy dx 

Отсюда и следует формула ( 1 ) . 
П р и  м е р'. Найти произвоДную ФУНКЦИИ у = х1/3 , 

х > О. б u Ф ии 6. Данная ФУНКЦИЯ является о ратнои к ункц  

х = уЗ , У > О. Следовательно, 
dу _ _ l _ _ _ I_ = _I_ = � х- 2/З .  А 
dx - dx - 3y� 3х2/3 3 

dy 

В о п р о с ы  д л я к о н т р о л я  

1 . Какую функцию называют сложной? 

2. fl р иведите п ри меры сложных функци�. u 
3, Сформулируйте теорему о П РОИ3ВОДНОII сложнои функции. 

4, СфОРМУJlируйте теорему о п роизводной обратной фун к ц и и. 

Упражнения 

6. 13. Для зада н ных ФУНКЦIIЙ ' (x) = x� + 3x - l ,  g (x) = lg ..x + 3  
h ( ) - 'ГХ+ х- l CO�TaBbTe f (g) , f (h), g (11) , g (f) , h (f) ,  h (g). 

и х - у х2 + 1  �адаllН.�lе функции представьте в виде с у перп озиции более 

п РеC'ТБiX�фУНКЦ IiJ! : 1 V LJ у = у х2 + 3х + 4 ;(]) У х2 + 5х + 1 ; 3) у = х - 2 У х ;  
1 - 1 • 

4) У =  Ig (3х2.+ х + 4) ;  5) У У 3 - Ig х ;. � у 19 (x� + x3) , 

+ 1 УХ 7) - х , ' . 8 )  у = . у - 3 + У x + lg х ' 4 - У x + lg ( 1 +:) 
� На iiдите производпые слеДУЮЩIIХ функц и и :  

CJy = (23 + 1 � +  �)C» У = (x� _ 3)3 ;  
3) у= ( �2�XX У ;  4) у = сзх�����ху . 

§ 32 . П роизводные некоторых элементарны х  функций 

1*. П ределы ,  связанные с числом е .  В п.  9 § 1 8 мы 

доказали , что ( 1 )п l im 1 + � 
п -+  '" 

существует , и этот предел обознаЧИЛIl буквой е. 
ЗОl 

- i, 



Так как [z] � z � [z] + l , то, 
ЧИМ неравенства 

ПОЛОЖИВ n = [z] , полу-

( 1 + n� 1 у � ( 1 + + у � ( 1 + 
� )n + 1 

��: ������ z > 1 .  Отсюда и из  теоремы о пределе про- ' 
у ФУНКЦИИ,  используя результаты n 9 § 1 8  

заключаем , что 
. , 

г ��\,, ( I + +Y = e. ( 1 )  

Заменой пер • 
вывести 

емеННОlf у = -z из формулы ( 1 )  можно 

l im ( 1 + ..!.. )'У = е. У .... _ 00 у 
(2) 

в формулах 
соответственно. 
у -+ - 00 , то 

( 1 )  11 (2) сделаем замены z = I /x и у =  J /x 
Так как х -.. О при z -.. --L 00 " __ --г yl при  

l im ( 1 + х) 1/Х = е. 
Х .... о 

ИЗ формулы (3) следует, что 

lim 
I n ( l + x) • 

Х .... О х 
= 1 .  

Действительно, так как 

1" 1 11 ( 1 +х) 
. 

1т х = l i m ln ( l + x) I/X 
х ..... О х --r- О ' 

(3) 

(4) 

то, используя непрерывность логарифмической функции 
и формулу (3) , получим ' 

l im 1 п  ( l  + х) 1/Х = Jn е = 1 .  " .... о 
далее, из формулы (4) следует 

1 .  el - l  1т �! = 1 . 
1 .... О 

действительно, положн� t - In ( 1  + х) . . 
- , получим 

1 .  et _ 1  1т -- = l im х - 1 
1 .... О t х ""* О 1 11 ( 1  + х) - • 

• ,. I , • 

(5) 

2. П роизводная показател�ной 
, . , 1 ,  

ФУНКЦИЮ f (х) = еХ, � Е R. 
функции.  Рассмотр им 
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Т е о р е м а. Функция еХ имеет nроuзводную в каждой 

точке числовой nрЯJ.tOй , и ее nроuзводная вычисляется по 

формуле 
. 

(еХ)' =еХ • .  ( 1 ) 

о Пусть хо -некоторая точка числовой прямой. Тогда 

t' ( ) l ' f (x) - f (xo) l '  e"-еХо 
. хо = 1т = 1т • 

" .... х. х:- хо " .... х. х- хо 

Используя формулу (5) п .  1 ,  отсюда получаем 

, . . е,,-х. - l t (хо) = еХо 11т = ro• 

" .... ", х-хо 

Итак,  t' (хо) =еХо. 
Так как хо - произвольная точка числовой прямой,  

то в последней формуле ХО можно заменить на х .  Таким 

образом, имеем f' (х) = (еХ)' = еХ • •  

с л е Д с т в и е. П ОJW.Заmeльн,ая функция f (х) ",. аХ, х Е R ,  
где а >  О, а =1= 1 ,  . дифференцируема в каждой точке число

вой прямой, и .  ее nроuзводн.ая вычисляется по формуле 

(аХ)' = rr l п а. (2) 

О Используя формулу производной сложной функции ,  

а затем формулу ( 1 ) , получаем f' (х) = (& 1 п  а) ' = e� I n а (х In а) '  = еХ 1 п  а lп  а = аХ 1п а. 

Таким образом , (аХ)' = а" l n a . •  
П р и  м е р  J "  Найти производную функции У = е"'+ 1 . 

. 6. Используя формулу производной сложной функции 

и формулу ( J ) , находим производную ' данной фун]{ции: 

у' = (е"'+  1 ) ' .,. &'+,1 (х2 + 1 ) ' = е"'+ 1 . 2х. J;. 

П р и  м е р 2 . ПРОДldфференцировать функцию у=8"'+Х+ l . 
6. ПроизвоДную данной функции находим ,  используя 

формулу производной сложной функции И формулу (2) : 

у' = (8З"' +Х + l ) ' = 8ЗХ' + Х + l lп 8 . (3х2 + Х + 1 )' = 
= 8ЗХ'+Х+ 1 1п 8 . (6х + 1 ). J;. 

П Р И  м е Р 3. Найти производную функции 



6. Исщ>льзуя сначала формулы дЛЯ ПРОИЗI:!ОДНОЙ про
изведени я  и сложной функции,  а затем формулу (2) , 
получим  

� �'+Х+ З у = (хз + 4х + 1 6)' 4 ! . + ' 
+ ( .!..Х1+Х+ З ) , Ь х' 4 '  (x3 + 4.-1 + 1 6) = 41 +Х+ 3 . (3Х2+4) + 

�X2+f+ 3 ( 5  ) ' 
+ 4 �  . · 1 п 4 . 4 х2 + х + 3  (х3 + 4х +  1 6) =1  

= 4 : X2+x.f 3 С3х2 + 4 +  ]П 4( � х +  1 ) (х3 + 4х + 1 6» ) . А 
3. П роизводна.я логарифмической функции. Рассмотрим 

ФУНКЦИЮ . 

y = ]oga x, x E ·R+ ,  где а >  О, а =1= 1 .  

Т е о р е м а. Л огаpt.lф.мическая функция дuфференцupyeAta в своей области определения, и ее nроuзводная вычН,сляется по фОРАlуле 

( loga x) ' = -1 1- . х I1 а  

О РаССМОТРIIМ сначала ФУНКЦИЮ у == 1 п х, x E R+ . Найдем ее лроизводную, исходя из определения  и используя формулу (4) из п. 1 :  

У' = 1 im 111 (х+ дх) - I I1 х 
6.х -+ О дх --. 

= 
Нт n 

х = Нт � . 
- J ( 1 + ь'х ) ( 

'н -+ О ь'х 6Х -+ О х 

Таким образом, 

( 1пх)' =J. .  
х 

1 11 ( 1 +�))=� 
. дх х '  

х 

( 1 ) 

Рассмотрим теперь логарифмическую функцию у = ]oga х, 
где а >  О, а =1= 1 .  Как известно, ]oga X =  In x и поэтому 1 11 а ' 
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( 1oga х)' = _J_l • •  (2) х l1 а 

П р и  м е р 1 .  ПродиФФеренцировать функцию 

у ::::; ln (x� :,. 3х + 9). 

6 Используя формулу пронзводной сложной функции 
и формулу ( 1 ) , получаем 

, 2 ' _  '(х2 +зх+9) '  _ 2х+3 ... У = ( ln  (х. + 3х + 9» - х2 + 3х+ 9 - х2 + 3х+9 , _ 

П р и  м е р 2. Найти произвоДную ФУЮЩIIi; 
у = log2�x3 + 3х2 + 4х + 2) .  

6. Производную данной фУНКЦII И  наХОДIlМ, IIСПОЛЬЗуя 
формулу ПРОИЗВОДНОЙ сложной функции И формулу (2): 
у' = ( lоgз (х3 + 3х2 + 4х + 2» ' = 

_ (х3+ 3х2 г4х+2)' _ 3х2 + 6х+ 4  А - (X3T3X� r 4x-J. 2) 1 11 2 - (х3 + 3х2 + 4х +2) 1 11 2  . 

П р  н м е р  3. Найти производную функции 
у = (х2 + 3) l п  (2х + 1 ). 

6. Используя формулы для производной лроизведения 
и сложной функций , а также формулу (·1 ) ,  получим 
у' = (х2 + 3)' l n  (2х + 1 )  + (х2 + 3) ОП (2х + 1 » '  = 

= 2x ln (2x + 1 ) + (Х2 + з) (�:t?' 
= 

2 (х2 +3) = 2х lп (2х + l ) +  2х + l . А 
4. П роизводная степенной функции. Рассмотрим функ

цию y = X:X-, x E R+ , где a E R. 
Т е о р е м а .  Степенная фУI-lКЦUЯ дифференцируема 

в своей области оnределеl-lия, II ее nроизводная выч.исляется 
по формуле 

(x�)' = axGt- 1 •  
D Пусть у = ха ,  x E R+ , где a E R. Тогда 

icз. = еа ln х ,  

и поэтому, согласно лраВIIЛУ дифференцирования сложной 
функции ,  

(ха)' = (еа l� Х)' = eGt ln Х (а l n  х)' = ха а/ = axa- 1 ,  
т .  е. 

( 1 )  

3 а м е ч а н и е .  Для некоторых а, например натураль
ных , степенная функция определен'а на всей числовой 
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прямой . Положим X = - Z, z > О ,  получим x<-t = (- z)a = 
=(_ I )o:za . Так как постоянный множитель можно выносить 
за знак производной , то , используя формулу ( 1 )  и теорему 
о производной сложной функции ,  получаем 
(хО:)'  = « _I )O:ZO:)' = (_ 1 )0: (zO:{= (_I )O:azO:-1z' = ' 

= (_1 )0: . azCH • (-1 ) = (_I )'�-Jza- Ja . (�1 )2 =аха-\ 
т. е. 

I 
Таким образом , и для этого случая верна формула ( 1 ). 
П р  и м е р ы. 
а) Пусть у = Х, тогда у' = (х)' = l · x1- 1 = 1 ; 
б) пусть y = x10 , тогда у' = (x10) ' = l'OX10 -1 = 1 0хВ; 

в) если y = VX', то у' = (V:X) ' = (x� ) ' =-} x+- 1 
I 1 I = '2

Х 2 = 
2 У'Х

; 

г) если у = хVЗ, то у' = (ХУ З)' = VЗхVЗ- 1 ; 
д) если у =  VX', то у' = ( VX4)' = (хt/б )' =� Х- 1/б ; 

I ( I )' е) пусть у =  
З Ух + l '  

тогда у' = 
З Ух+ l 

= 

= � ( х + 1 )-+)
' 
=.t� . ( - +) (х + 0-+-1 (х + 1 )' = 

I I = -'6 (х +  1 ) - 3/2 . 1  = -в (х + 1 ) - �/2. 

из формулы ( 1 ) для случая а = n ,  где n E N, и пра
вила дифференцирования суммы следует, что м,ногочлен 
есть дифференцируем,ая на числовой nРЯАtOй функция, nричем, 
(аохn + a1xn-1 + . . .  + an_1x + аn)' = . 

= naoxn-l + (n- l ) alxn -2 + . . .  + an_i '  (2) 

Так как рациональная функция представима в виде 
частного двух многочленов, то из формулы (2) и теоремы 
о производной частного следует, что рацuон.альная фун.кция 
дифференцируема во всей своей области определения. 
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П р и  м е  р ы.  . 
а) Пусть у = хз + 3x� + 1 O�7 , тогда у' = 3�2+ 1 5х4+ 70хО; 
б) есл и у =  1 3� +x+� - �a ' то у' = 52х3 + 1 -Х .  х 

5. П РОИ3 водн ая синуса. Рассмотрим функцию у = s iп х, 
x E R. 

Т е о р е м а .  Синус есть фун.кция, дифференuируеАtaя 
в каждой точке числовой прямой, и ее nроtlзводная вычис
ляется по формуле 

(sin х) ' = cos х. 

О Напомним (см. п .  1 § 26) , что 
, I 

SIП а 
I n cos а < -а- < 1 ,  если О < I а < 2' . 

Из этого неравенства при  а -+ О получ_аем 

l '  s lп а 1 lт -- = . 
а ..... О а 

COfJIaCHO определению производной имеем 

( ' 
) ' l ' sin (Х + ДХ) - SIП х S 1П х = 1т д . 

lI.x ..... O Х 

( 1 )  

Заменим разность в числ�теле н а  произведение по фор
муле 

Тогда 

, ' f.!. 2 a + � , a - �  s 1П а-S 1П JJ = cos -2- s 1П-2- ·  

, , , 2 СОS ( Х+
Д
2
Х ) Sin � 

(s 1п х) = 11 m ---'---:-.--'----
lI.x ..... О uX 

По теореме .о пределе произведеIlИ Я имеем 
, 

дх 
sш -

( ' )' l '  ( + 
д

х ) l '  2' S 1П Х '=  1т cos х 2"" ' 1т -д- " 
lI.x ..... O lI.x _ O  Х 

в силу непрерывности косинуса 

Нт cos (х + �x ) = cos Х. 
lI.x ..... О дХ ИЗ формулы ( 1 )  при СХг= т получаем 

Следовательно, 

дж , Sin y  
Нт -- = 1 .  

lI.x _ O  � , 2 

(s in х)' = cos х . •  

"2 

. .  
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П р и м е р ы. 
а) (sin 5х)' = cos 5х (5х)' = 5 cos 5х; 
б) (s in 3х2)' = cos 3x� (3х2)' = 6х cos 3х2; 
В) (s iпЗ 2х)' = 3 s in2 2х (sin 2х)' = 

= 3 s in2 2х cos 2х (2х)' = 6 sin� 2х cos 2х. 
6. П роизводная косинуса. Рассмотрим , функцию у = 

= cos x, х Е  R. 
Т е о р е м а .  Косинус есть функция, дифференцируемая 

в каждой точке числовой nрядtой, и ее nроизводная вычис-
ляется по формуле 

. 

(cos x)' = - sin x. 

О Так как cos х = sin (� -х) , то, используя q.юрмулу 
производной сложной функции ,  получаем 

( cos x)' = (  sin ( �  -х) ) ' = ( � -х) ' cos( � -х )=-SiПХ. 

П р и  м е р  ы. 
а) (cos 3х)' = - si ri 3х (3х)' = -3 s in 3х; 
б) (cos 3х2) , = - sin 3х2 (3х2)' = -6х sin 3х2; 
В) (С082 3х)' = 2 cos 3х (cos 3х)' = 

= 2 соэ 3х (-' s in 3х) (3х) , = �3 sin 6х. 
7. n роизводная тангенса. Рассмотрим функцию 

f (х) = tg х, х Е R, х =1= ± � + лn. 

Т е о р е м а. Тангенс есть функция, дифференцируе.мая 
в своей области определения, и ее nроизвЬдная вычисляется 
по формуле 

( tg x)' =-12- '  соз _  х 

О По опреде.(Jению, 

Применим формулу 

Тогда 

sln x tg x=--. СО5 х 

(�) ' 
= uи ' - ии' 

v и2 

( t ) ' _ cos х (sm х) ' - sin х (cos х)' _ g x -
oo� x 

-

З08 

, 

('ОЗ Х cos x - sin х (- sin х) 1 = 
cos� х = 

cos� х . 

Таким образом, 

( tg x) ' = _1.,_ . •  
cos� х 

П р и м е р ы. 

( t 3 ) ' _ _  , _о (3х) , _ _ 3_ '  а! g х - соз2 Зх - cos2 3х ' 

б) ( tgЗ 2х)' = 3 tg2 2х ( tg 2х) ' = 3 tg� 2х cos� 2х (2х)' = 
= 6 51п2 2х • 

соз4 2х ' 

В) ( tg2 (3х2 + х»' = 2 tg (3х2 + х) ( tg (3х2 + х» ' = 
1 (3 2 ) '  2 (6 + 1 )  

51п (3x� + x) 
=2 tg (3x� + х) cos� (3x� + х) х · + х = х 

соsЗ (3x� + x) . 

8. П роизводная котангенса. Рассмотрим функцию 

f (x) = ctg x, x E R, х=l= лn. 

Т е о р е м а .  Котангенс есть функция, дифференци
руемая в сво.еЙ области определения, и ее nроизводная 
вычисляется по фор.муле 

(ctg х)'=-+. 
sш_ х 

D Так как ctg x= tg (�-x) , то 

(ctg х)' = ( tg
. 
( �'-x ) ) ' = 

= 
2 ( � 

) 
( � -х ) ( = - 5�� Х • 

соs 2 - Х  
П р  rf M е р ы. 

t '  I (4 ) '  4 . а) (c g 4x) = ----:-т-4 х = -�4 ' sш_ х sш_ х 

б) (ctg3 5х)' = 3 c,tg2 5х (ctg 5х)' . 
3 t 2 5 -1 (5 ) '  1 5 cos2 5x . = с g X

sm� 5x 
х = -

sm4 5x ' 

В) (ctg� х2)' = 5 ctg4 х2 (ctg х2)' = 
- 1 , соs4 x� = 5 ctg4 х2 -. -о -. '  (х2) = - 1 0х -.--• . 

SШ" х2 sш6 x� 

9 .  Производная арксинуса, Рассмотрим функцию 
y= arcs in x, x E [- I ;  1 ] .  

Т е о р е'М а .  Арксинус есть функция, дифференцируемая 
в каждой точке интервала ( - 1 ;  1 ) ,  и ее nРОllзводная 
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вЫЧLlсляется по фор.муле 

о Функция 
(arcs in x) ' = 

У 
-1 _ . , 
1 - x� 

y = arcsin x, x E [- 1 ;  1 ] ,  
является обратной к функции 

x = s in y, Y E [- � ;  �] .  
( 1 )  

(2) 

Найдем производную функции ( 1 )  на интервале (- 1 ;  1 )  
по правилу дифференцирования обратной функции: 

( ' ) ' 1 1 агсslП Х = -( ' ), =--. 
SlЛ У cos У 

' , Выразим теперь cos у �ерез х. Так как 
cos у = v 1 -s in 2 у, 

. 
то , учитывая равенство (2) ,  имеем 

cos у = v 1 -х2• 
Перед корнем .следует брать знак «+», потому что 

cos у на -интервале ( - � ; � )  положителен. 
.Таким образом , 

П р и  м е р ы. 
(агсs i п х) ' = У 1 • •  1 - x� 

а) (arcsin VX)' = (Ух) '  = � 1 -
V 1 - ( Y x)2 2Y x Y J -х  

2У х ( l - х) 
б) (хз arcs in х) ' = (хЗ) ' arcs in х + (arcs in х) ' хз = , 

3 х3 = x2 arcsin x+ . 
Y 1 - x� 

qO.  Производная арккосинуса. Рассмотрим функцию 
у = arc.cos х, х Е  [- 1 ;  1 ] .  

Т е о р е M �. ApКJOOCиHYC ес111Ь функция, дифференцuруе
.мuя в Кllждоu точке uнmeРfЮЛа .(-1 ;  1 ) ,  и ее nроuзводная 
3lO 

вычисляется по фор.муле 

о Функция 
(arccos х) ' = _ 

У 

1 :" 
1 - x� 

У =  arccos x, x E [- I '  1 1  , " 
является обратной к функции 

x = cos y, у Е [О; п] . 

( 1 )  

(2) 

Найдем производную функции ( 1 )  на интервале (-1 ; 1 )  
п о  правилу дифференцировани я  обратной функции : 

( ) ' 1 1 arccos х = (--)-, = - -.- , ' . cos y SIЛ у 

Выразим теперь sin у через х. Так как 
s in у =  V 1 -cos2 у, 

то, учитывая . (2) , имеем 
s in y =  V 1 -x2 • 

Перед корнем следует брать знак «+»,  потому что 
sin у на интервале (О; п) положителен. 

Таким образом , 

П р и  м е р ы. 

(arccos x)' = ,- У 1 • •  1 '- x� 

(хз) , 3х2 
а) (агссоs хЗ)' = � = - . 

Y J - хG Y J _ x6 ' 

б) « a rccos х)З)' = 3 (arccos х)2 (arccos х) ' = _ 3 �rccos x)� • 
1 - х2 

1 1 . П роизводная арктангенса. Рассмотрим функцию 
y= arc tg x, x E R. 

Т е о р е м а. Арктангенс есть функция, дифференцируе
.мая в каждой точке числовой прямой, II ее nРОllзводная 
вы'!Uсляется по фор�tуле 

о Функция 
(arctg х) ' = 1 � x� . 

. - у = arc tg х, х Е п, ( 1 )  
ЗI J 



является обратной к функции 
х = tg у, У Е ( - � ; �) .  (2) 

Найдем производную функции ( 1 )  по правилу дифферен
цировани я  обратной функции :  

( t ) ' - I _ 2 агс g � - (tg у}' - cos у. 

Выразим теперь cos2 у через х, используя равенство (2). 
Из равенства 

, следует, что 

1 1 + х2 = 1 +  tg2 y = __ 
С052 у 

2 1 1 cos У = 
1 + x� ' 

Таким образом, 
(arc tg х)' = J �X� • 

П р  и м е р ы. 
) ( t j � 3» '  - I ( 2 3) ' _ 2х , а агс g \х - - I + (х:- 3)� х - - x4 - 6х� + I О ' 

б) ( arc tg VX)3 ) '  = 3 (arc tg VX) 2 (arc tg Vx) ' = 
= 3 (aгctg у"Х)2 (V-)' 3 (arQtg у х)2 

, J + ( Y x)2 Х 2 Р + х) У х" 
�2 .  П роизводная арккотангенса. Рассмотрим функцию 

y = arcctg x, x E R. 
Т е о р е м а. Арккотангенс есть функция, дифференци

руемая в каждой точке числовой ПРЯАtОЙ, и ее nРОllзводн.ая 
вычисляется по формуле 

(arcctg х)' , - J �x� • 
DФункция 

y = arcctg x, x E R, 
является обратной к функции 

x = ctg y, У Е (О; :п:). 

( 1 )  

(2) 
Найдем произ'водную ФУНJ{цIJИ ( 1 )  по правилу диффе-

ренцирования обратной функции : 
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(. .tg ) ' I , о агее х = -

( 
-! -, = - sш- у. 
с g у) 

Выразим теперь sin2 у через х, используя равенство (2). 
Из равенства 

1 1 + х2 = 1 + ctg2 У = -
sin� У 

• 2 1 следует, что sш у = 1 + x� • 
Таким образом, 

(arcctg х) ' = - 1 �X� • • 

П р  и м е р ы. 
) ( t З)' _ 1 ( З) '  _ _ 3x� • а агсс g x - - 1 + (x3)� Х - l +х6 ' 

1 3. Таблица п роизводных. В этом пункте собраны из
вестные нам формулы дифференцирования. 

1 .  (с') = О (с-константа). 
2. (�)' = CG�-l,  где CG Е R., 

(V-)' I В частности , (х') = 1 ,  х = , / _ '  
2 r х 

3. (аХ) ' = аХ Jn а. 
В частности, (еХ)' = еХ• 

4. ( Joga х)' = -t J - • 
х п а  

В чаСТНОСТИJ ( 1пх)' = � ,  (Ig х)' = х l� 10 • 
5. (s in х)' = cos х. 
6, (cos x)' = - sinx. 
7. ( tg x), =-,_Jo- . С05': х 

8. (ctg x) ' = _ _  ,_10_ ' sш· х 
9. (arCS iJ1 x)' = '

V 
1 
1 - x� 

1 0 . (arccos x)' = _ y
l " J -x� 

1 1 . (arctg x)' = l�X� ' 
3JЗ' 



1 2 .  (arcctg х)' = - 1 �x� . 

1 3. (f (х) + g (х» ' = f' (х) + g' (х). 
1 4. (f (х) g (х)) '  = f' (х) g (х) + f (х) g' (х). 

1 5  ( ' (х) ) ' = " (х) g (х) - f (х) g' (х) . g (х) g2 (х) 

1 6 
df (g (х)) = 

df (у) • dg (х) 
. dx dy dx ' 

df -1  (у) 1 1 7 .  ----сгу = df (х) • 
dX 

1 4 . П роизводные высших порядков. Пусть функция 
у = f (х) определена на интервале (а; Ь) , и пусть в каж
дой rочке этого интервала она имеет производную f' (х) ; 
тогда f' (х) можно назвать первой nроuзводн'ОЙ (или про
uзво.дН,оЙ первого порядка) данной функции .  Рассмотрим 
функцию g (х) = f' (х) , х Е (а; Ь). Если g (х) имеет произ
водную в 'rочке хо Е (а; Ь) , то эту производную называют 
второй nроuзводН,ой (или nроuзводн'ОЙ второго nоряд.каТ 
данной функции f (х) D точке хо и обозначают f" (хо) или 
d2f (хо) 

, 

(Гх2 '  
Короче, вторая производная -зто ПР�ИЗВОДIlая. от пер

вой производной, т. е. 
у" = (у') ' или 

и' (х» ' = '" (х) или 

Производная от f"  (х) , т. е. ([" (х» ' = [ ' "  (х) , называется 
третьей nроuзводн'ОЙ (или nроuзводн.оЙ третьего порядка) 
данной функции f (х) и т. д. Вообще n-Й nРОU360дн'ОЙ (или 
nроuзводн.оЙ n-го порядка) функции у = f (х) в точке х 
(или . на некртором интервале (а; Ь» называется произ
водная от производной (n- l )-ro порядка в этой точке х 
(или на этом интервале (а; Ь» . Она обозначается ' 

3 1 4  

d"y d"f· у(lI) или [(11) ( )  • dx'" dx'" х . 

П р  и м е р ы. 
а) Если f (х) = хЗ + 3х2 + 1 ,  то 

f' (х) = 3�2 +.6х, f" (х) = 6х + 6,  

f' " (х) = 6, 
[ l.V (х) = JV (х) = .

. . = [(;n (х) = '0; 

: 

б) если у = х lп х, то 
у' = (х)' (1п х) + х ( ln х)' = 1 . ln х + Х ·  � = lп х + 1 j 

у" = ( 1  + lп х)' = ( 1 )' + ( ln х)' = О + � = � ,  
, , ,  ( 1 ) ' 1 

У = х = - x� '  

yIV = ( _ :� ) �  =�x
= :� , 

V 2 (-3) -2· 3  
У = xг- = � ,  

yVI = 2 (-3) (-4) x-�  = 
2 .�. 4 , 

х · 
и вообще 

. . . , 

(n) _ (_1)" 1 · 2 · 3  . • .  (n - 2) у - x" - l  , 

если n � 3. 

в о п р о-с ы д л я  к о н т р о л я ' 

1 .  Сформулируйте теорему о производной noкаэатеJlЬНОЙ функции. 
2. Сформулируйте теорему о производной .lIогарифмическоА 

функции . ' 
3. Сформули руйте теорему о п роизводной степенной функции. 
4. Сформулируйте теорему о проиэводной сннуса. 
5. Сформулируйте теорему о производной косннуса. 
6. Сформулируйте теорему о п роизводной тангенса. 
7. Сформулируйте теорему о п роизводной котангенса. 
8. При ведите формулу для нахождения производной арксинуса. 
9. Приведите формулу для нахождени я -производной а рккосинуса. 
1 0. Приведilте формулу для нахождения п роизводной арктан

генса. 

1 1 .  Приведите формулу для нахождения ПРОИЭВОАноii арккотан
генса.  

12. Что называется второй проиэводной (ПРОИ9ВОДНО Й второго 
пqpядка) данной функции? 

13. Что называется n-й производной (производной n-го порядка) 
Aa HHOJ1 функции? 

Упражнения 

6.16. Най)\ите п роязводные сnе.цующих функций; . 
х2 + !  1) у = (х + l) еХ,; 2) у = х2ех2+Зх ; 3)' у= -;;-

, 

4) y = x.'23X;tx2; 5) У =  (3x+ 5x� +.r) .• X2 • •  
ЗI� 



-X2+ 5x+� 
ВUL= (х� + хЗ + 1 )  2 5 ;  9) у =  (x� + x3+ 7х) 3ХЧЗ6Х+lО. 
ff...U) Найдите производные следующих функций: . 

� ( " 1 ._� rli\\ I n x  � x� \...J.4 У= Х:- ) ln "'- ; \:J'  у = -- ; \::? у =-- '  
2 х- 1 3 1п х ' 

4) у= аХ ln (x� + 4x+ 1 2) ;  5) у = е.х+1) Iп (х + 5)' 
(13) У=  (3х+4) 10g5 (х+ 1 +х2). ' '1f. 1 8. Найдите пронзводные следующих функций: 

1 )  y= x100; 2) у=_ х5 ; 

4) У = V х + у х; 5) у 

10 -3) y = VX7 ; 
1 x�+3x+x7 

5Y 1 1x
; 6) у =  

yx� + l  : 
7/- 9/-V х+ v х у х у-7) у 3 8) у = х  '5 ; 9) у = хП; 

V ХУ Х3 
1 0) у = (2 V x� + 3x3 + x7)5 ; 1 1)  у = (lg Ух+ х1/З + 1211"2)Э / 
12) У=  ( ln  ух+ V х4+ �� уо , 
6. 19. Найдите пределы: 

sin 5х sin 3х 5х 1) ' 1Iт -- 2) 11т -- ; 3) 11т -- • 
Х .... о х Х .... о 4х х .... о sin 6х • 

4) 1-1 4 s in� Х 5) l' 1!; 2х . 1 - cos х m --2- ; 1т -- ; 6) 11т • Х .... о Х. 
Х .... 

о х х .... о X� 
6.20. Найдите производные следующих функций: 
1 )  y = Sin 2x; 2) y= sin ax; 3) y = cos 3x; 
4) y= cos ax; 5) y = Sin 2x- соs 3х; 6) у = х- соз 2х; 
7) y = 2i!� 3 sin; 5x; 8) y=s�3x ; 9) У I - S

2
in 2Х 

6.2 1 .  Найдите производные следующих Функций: 
. 

1) у = х соз х; 2) y = x sln x; 3) y = sln x cos x; ' 4) y = Sin ;x cos 3x; 5) .u..= Sln ax cos bx; 6) y = sln! xl 
7) у = co� х; 8) у :=  соз� ах; 9) у = sin" ах; 10) у = С05" ах, 6.22. Наидите производные следующих Функций: 1) y = tg 2x- ctg 2x; 2) y = x ctg x; 3) y = tg3 x + t g 3x; 4) y = ctg,,2x - 1g� 2х ; 5) у= (siп x+cos х)2 ; 6)  y = sjn� x- cos2 х; 7) y = tg� ах; 8) y = sln (2x� -x) ; 9) У= СОЗ� (Х+Д) ;  10) У= Siл х+ соs 2х+ tg 3х. -6.23. Докажите формулу cos 2х= cos� x - sin� Х почленным дифференцированием тождества sln 2х = 2 sln Х cos Х. 
б) Найдите производные следующих функций: 

, 1 V = 3 cos ; ;� y = '2 Sin 3х; @ y = Si:ax ; 
4) У=Х! соз (х-».; �=sin (3+2х) + соз (3 + 2х); ""f! у = 2  sln3 4х; 7»= tg

з
зх ; Гв)уу= 2 tg 3х- 3  t g  2х; 

9) у=2 tgЧх; 10) · y = 4 ctg3 2x. 
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6.25. Найдите производиые следующих функций: 
1 )  у;= агс�ln 7 х; 2) У = arcsin ах � 3) у = т arcsin nх, 
6.26. Дана функция У= arcsln X�. Найдите ее производную. 
6.27. Дана функция y = arcsln х- 1/2• Найдите ее производную. 

2x� 
6.28. Найдите производную функции У = arcsln 1 +х6 ' 
6.29. Докажите, что (arcsin х)' + (arccos х)! = О. 
6.30. Дано у = x� arcsln х. Найдите у'. 
6.3 1 .  Найдите проиэводные следующих функций: 
1 )  у = arccos 4х; 2) у = arccos ах; 3) У=; rII arocos nх • 

. 6.32. Дана 'функция У= arc.cos x�. Найдите ее производную, 
1 . 

6.33. Докажите-, что (arccos х-1)' = ,г ' 1 х I у x� - l  
6.34. Найдите производную функции У = x� arccos х, 
6.35. Дано y r arcsin х+ агссоз х. Найдите у'. 

9-х2 6х 
6.36. Докажите, что если у = arccos 9 + x� , то у' = ""'(x""�:-+-:-=9"") l""x""'l 
6.37. Найдите производные следующих Функций : 

. 

1 )  y = arctg 3x; 2) y = arctg mx; 3) y = m arc1g nx, 
6.38. Докажите, что (arotg х)' + (aroctg х)' = О. 

1 
6 .39. Дано у = arotg х '  На йдите у', 

6.40. !;Iаi'lДите прОliЭВОДНУЮ функции y=x� ar.otg х2• 
6.4 1 .  Дана функция y =.arctg Jf 4x� - I . Найдите у';  

6.42. Наi'lДите производную ФУНКЦIIИ у= arctg ,г х • у a2 -x� 
6.13. Наiiдите производные следующих функций: 
1) y = aroctg 2x; 2) y = arcctg nx; 3) y = m arcctg nx. 
6.44. Дано у = arcctg x-�.  Найдите у' , 
6.45. Наi'lДите производную функции У = (arc.ctg 2x)�. 
€.46. Дано у = х2 arc.ctg х. Найдите y�, 
6.47. Найдите прОII31ЮДIIУЮ Функции f (х) = aroctg -1 

2х 2 • + х . 
6.48. ДаllО 

y = arcsln 2x + ar clg 3х + агссоэ 2x +arcctg 3x. 
Наl'дите у' , 

6.49. Найдите пронзводные слеДУЮЩIIХ функций: 
,. ... L .r '2 2 + УБ 

1) y = x� _ 6x4 -8x3 - 1 ;  2) у = - г :г - х 
; 

у х- 1 
3) f ,х) = (зх�х� - хl0) ( ух + 3х7 - 8) ;  
4) f (х) = (x�O+ 3X�1+ {I x� ) ln  х; 
5) f (t) = (! + уп et2 _ � ;  6) f (t) = ( ln  t + V�) e4t3, 
6.50. НаЙДlIте пронзводные высших порядков: 

J) y = sin xi 2) y = (X+3)�; 3) y= cos x; 4) у = еХ + х2 ; 5) у = l +хБ +еХ;  6) y = e�X + slD 3x. 
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6.5 1 .  Сколько раз нужно продЙфференцировать ФУНКЦIjЮ у = 
= (х2 +  1 ) 60 ,  чтобы В результате получился многочлен 30-й степени? 

6.52. Докажите, что для функции у = х;+еХ справедливо ра
венство ylV = УУ • . 

§ 33. Дифференциал функции 

1 .  Определение дифференциала функции.  
определению производной функции f в точке хо 

Согласно 
имеем 

f' ( ) - l ' 

!J.f (хо) хо - 1т А • 
6х -+ О ,-,х 

( 1 )  
Используя свойство предела, равенство ( 1 )  можно 

записать в виде 
М1:0) =f' (хо) + а (Ах), 

где а (�x) -+ О при Ах -+ О. Итак, 
t1t (хо) = " (хо) t1x + а (�x) �x. (2) 

Из формулы (2) следует, что если функция f имеет 
производную в точке- хо, то :приращение этой функции в 
Хо можно представить в виде двух слагаемых. 

Пусть f' (хо) =F О. ,:Тогда первое слагаемое f' (хо) &х в 
формуле (2) ПРОПОРЩlOнально �x, так как f' (хо) не З1;16И
сит от �x, т. е . оно линейно отцосительно �x. 

Поскольку Нт " (хо) · �x = О, то первое слагаемое есть 6х -+ О . 
бесконечно малая при t1x -+ О. Второе слагаемое в фор
муле (2) также есть бесконечно малая при �x -+ О, при: 

а (!J.x) /::"х чем такая , что отношение " (xo) !J.x снова есть бесконечно 
малая при �x -+ o, ибо 

1 · а (/::"х) 6.х О 1т " ( ) А = . 6х -+ О хо uX . 

Поэтому первое слагаемое f' (хо) �x является в случае, 
когда f' (хо) =F О, главной частью приращения функции в 
точке Хо .  

О п р е д е л е н и е. Если функция f (x) в точке хо имеет производную f' (хо) , то произведение f' (Ха) �x называется 
дифференциалом функции f в точке хо и обозначается df (хо) . Т а�им образом, .  

dt (хо) =./' (хо) .1:.х: . . .t . 1 

Заметив, что dx = x' t1x = t1;, опр;еде4�'�" д�фференЦI;�Л 
независимой переменной ��K , ее llрираLЦение. Тогда полу-, , \ ' j • • • 318 
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чим , что дифференциал функции в точке выражается фор
мулой 

Если функци я  f (х) имеет производную в каждой 
точке интервала (а; Ь) , то 

df (х) = f ' (х) ш. (3) 
Из последнего равенства следует, что 

f' (х) = dfd�) , 
т. е. производная функции есть частное от деления диф
ференциала этой функции на дифференциал аргумента. 

Рис. 98 

Формула (3) позволяет вычислять дифференциалы функ
ций ,  если известны их производные. Так , например, 

м= (с)' dx = O · dx = O, 
где с- постоянная , 

ш2 = (х2)' dx = 2х dx, 
d (ЗхЗ + 4х + 7) = (3xS + 4х + 7)' d.x = (9х2 + 4) dxf 

d (s in x + хз) = (s i n x + хЗ)' dx= (cosx+  3x�)dx, 
d (еХ + cos 3х) = (еХ + cos 3х)' dx = (еХ - 3  s in  3х) dx, 

d lп х = оп х)' dx = dx . х 
2. ГеометричееNИЙ t:МЫСЛ Аифференциuа. Рассмотрим 

дифференцируемую функцию У = f (х), х Е (о; Ь), график 
которой изображен на рис. 9В. 

Из f::" M/(I,. имеем 

�XL �= I ML � tg а. 
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Так как I ML I = �x и tg a= f' (xo) , то \ KL I = f' (xo) �' 
Следовательно, ' 

dy= \ KL \ . 
Последнее равенство позволяет дать следующее" г е о м е т
р и ч е с к о е  и с т о л к о в а н и е  д и ф ф е р е н ц и а л а: если 
функция f имеет производную в точке хо , то дифферен
циа!l функции f в точке хо равек приращению ординаты 
касательной ,� проведенной к графику данной. функции 
в точке с абсциссой хо , при переходе от точки касания 
в точку с абсциссой (хо + Дх). v 

3 а м е ч а н и е. Легк<5 виден, (см. рис. 98) , что диффе
ренциал функции в точке, вообще говоря , не совпадает 
с прпращением этой функции в той же точке: . 

dY=l= �y, так как I KL I =I= I NL I . 
Однако при малых значениях дх. приращение функ

ции приближенно равно дифференциалу функции, т. е. 
�y � dy. Это приближение широко используется как в 
самой математике, так и в ,ее приложениях , так как оно 
позволяет легко вычислять приращение функции с неболь
шой погрешностью. Геометрически замена ,�y на dy озна
чает замену дуги кривой MN отрезком прямой мк. 
Следовательно, на небольшом'участке изменени я  аргумента', 
всякую дифференцируемую функцию можно рассматривать 
как линейную. 

В заключение заметим ,  что дифференциал линейной 
функции совп'адает с ее приращением. В самом деле ,  

d (kx + Ь) = (kx + Ь) ' dx= k dx, 
д (kx + Ь) = [k (х + �x) + Ь] -(kx -1: Ь) = k �x = k dx, 

т. е. 
d (kx + Ь) = � (kx + Ь). 

3.  ПРИЛШJ{ение дифференциала к приближенным вы
числениям. Из определения дифференциала функции в 
точке хо следует, что 

�f (хо) -df (хо) =< а (�x) �, 
где Нт а (�x) = О. 

t. x  .... О 
Следовательно, df (хо) является приближением М (хо) 

в точке , хо, причем а�солютная погрешность такого при
ближени я  стремится к нулю при дх -+ О. Более того, 
если f' (хо) =1= О, то относительная погрешность также 
стремится j{ нулю при � -+ O. 
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В самом деле, 
Нт I 6.' (хо) - d' (хо) I l' I а (6.х) t.x I О 

t.x-+ О df (хо) 
= t.;� О " (хо) 6.х = . 

", Все сказанное означает, ' что для дифференцируе�ой 
в точке хо функции f" у которой f' (хо) =1= О,  при все: 
достаточно малых , �x имеет место следующая формула: 

М (хо) � df (хо) , т. е. М (Xo) '� f ' (хо) �x. ( 1 1 
Формула ( 1 )  является основной для простейших при .. 

ближенных вычислений., 
П р и м е р  1 .  Пусть f (x) = V'X, х Е (О ; + 00). 
Так как для х =1= О 

1 n/-
[' (х) =..!.xn-1 = _У_Х 

n nх ' 

то, используя формулу ( 1 ) , получим для xo =l= O  и всех , 
достаточно малых �x 

�f (хо) = V хо + дx� {Y  хо � [1хо дх. nхо 
_ Таким образом, для всех достаточно малых �x 

[1-{у хо + дх � {у хо + � �x. (2) nхо 
Пользуясь формулой (2) , вычислим VЗ,998i 

Vз 998 -V4-0 002 """ V'4 + -0,002. у'4 -, - , """ 2 · 4 -
= 2-0,0005 = 1 ,9995. 

5/--для вычисления V 243,45 также воспользуемся фор-
мулой (2): 
V24З,45 = V243 + 0,45 � V243 + 0,4�'.�243 � 

3 0.45 . 3 3 00 1 = + :т.зs � '  . 

\ П р и  м е р 2 . Пусть f (x) :=1I siп х, х Е R. · Известно, что 
f' (х) = соs х. ' ПОЭТОМУ , используя формулу ( 1 ) , получим 

\ дл<> бого х е: R и всех достаточно малых � 
д.f (хо) = sin (хо + �) -sin хо � c,?s хо д.х; 

Итак, для всех достаточно малых д.х 

sin (хо + �x) � siп хо + cos хо �x. 
1 1  Алrtбра. ч. 1 

(3) 
321 



В частности, при хо = О ИЗ формулы (3) получим 
sin l1x � tu  

для всех достаточно малых I1х. 
Если в формуле (3) положить х = .:; , то получим 

sin ( � + I1х ) � �2 ( 1 + I1х) 

для всех достаточно малых /).х. r р и м е р  3" Есo/IИ f (х) = lп х, х Е (О; + qo), то f' (х) >= 
= х '  Поэтому для хо > О согласно формуле ( 1 )  для всех 
достаточно малых tu будем иметь 

/).! (хо) = ]п (хо + I1х) - 1п хо � дх I ХО т. е. 
ln  (хо + I1х) � ln хо + дх • (4) 

х
о 

В частности, при хо = 1 ИЗ формулы (4) следует 
ln ( 1 + /).x) � l1x 

для всех достаточно малых I1х. 

В о п р о с ы Д Л Я  к о н т р о л я  

1 .  Что назыаетсяя диффереНЩJалом функции? 
2. В чем заключается геометрическцii смысл дифференциала 

функции? 

Упражнения 

6.53. Докажите, что для всех достаточно малых значений х имеют 
ыесто следующие формулы: 

322 

1) еХ i:::i 1 + х; 2) tg Х i:::i х; 3) arcsin Х i:::i х; 4) arotg Х i:::i Х. 
6.54. Найдите приближенные значения: 

1) V 9,02; 2) VЗ: 3) V 24; 4) V 30; 5) VЗ; 6) VOO. 
6.55. В ычислите приближенно: 

1) V 65; 2) V 1000; 3) V-12-S-, 1-32-4; 4) sin 29"; 5) 'П 1 .051 
6) cos 91°; 7) fg 44°; 8) Jo (e+O, l ) ;  9) Jo O,97. 

Г л а в а  7 

П РИЛОЖЕНИЯ П РОИЗВОДНОЙ 

� 
§ � Касательная и норм�ль к кри вой 

1 .  Определение касательной и нормали к кривой . 

В курсе геометри и  вы уже встречались с понятием ка
сательноЙ . а именно, касательная к окружности опреде
лялась как прямая , лежащая в одной плоскости с окруж
ностью и имеющая с ней единственную общую точку. 
Однако такое определение касательной неПР,именимо для 
случая ПРО,извольной кривой. Так , например , оси Ох и Оу 
имеют по одной общей точке с параболой у = х2 (рис. 99). 
Однако ось Ох-касательная к параболе, а ось Оу не 
является касательной к ней . 

IJ 
11 

Рис. 99 Рис. 100 

Определим касательную к кривой l.J. в точке Мо в об
щем случае. 

Пусть М -некоторая произвольная точка кривой L, 
которая отлична от Мо и может располагаться на кривой 
L как слева, так и справа от нее (рис. 100). Прямая МоМ, 

прt:ходящая через точки МО и М ,  называется секущей 
кривой L . 

Если точку М перемещать по 'кривой L, приближая 
к точке Мо, то секущая МоМ будет поворачиваться 
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юr{руг точки Мо, занимая соответственно положения МоМ ,  МоМ' ,  МоМН И т. д .  
Если секущая МоМ будет стремиться занять некото-1юе предельное положение МОТ при стремлении  точки М 

у вдоль КрИВОЙ L к точке Мо, то 
пр ямая МОТ называется каса
тельной к кривой L в точке М о' 

Отметим,  что не всякая кри
вая в любой точке имеет '(а
сатЕ'ЛЬНУЮ. Простейшим примером такой КРИВОЙ может слу-

I жить график фуН IЩИИ у = ' .х I (см. рис. 40). Эта кривая в точ-0;;1---------. ке (О; О) не имеет ]{эсатеЛЬНОJ'i . :r Пряма я ,  проходящая через ТОЧ]<У Мо перпеНдllКУЛЯРIIО  
касательной к кривой L в точке 

Рис. IO !  

Мо, называется нормалью к кривой L в точке Мо. . Например , если пряма я  MuT - J<аса тельна я к криво!"! L в точке Мо, то прямая MoN ;  MuN ..l МоТ (рис .  1 0 1 ) , Яl3ляется нормалью к л.ЭJJНОЙ к ривой L в ТОЧJ<е �t1o '  

!I ( 
L 

Рис. 102 

2. Геометрический смысл п роизводноЙ. Пусть кривая L является графиком непрерывной функции у = f (х) , х Е (а;  Ь) (рис . . 1 02). Н а  КРИВОЙ L рассмотрим точки Мо (хо; Уо) и м (х; у) и п роведем секущую М оМ .  Очевидно, '  есJТИ k = tg ��ee угловой коэффициент, ТО 

tg � = f (х) - f (хо) • 
х-хо 
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П сть теперь х ->- хо ,  т. е. абсцисса точки М приближается 
к 

У
абсциссе точки МО и , следовательно , точка М стремится 

е М оставаясь на кривой [. При этих  условиях к точк о , 
ая М М ' вообще говоря меняет свое положение,  секущ о ' , 

А вращаясь вокруг точки Мо, т. е. изменяется · угол 1-" 
Если функци я f (х) дифференцируема в точке хо ,  то 

Нm tg � =' l im f (х) - f (хо) = {' (хо) 
х -+ х. x -r x. х - хо 

и следовательно, существует прямая  МОТ, являюща яся 
предельным положением секущей при приближении точ
ки  М по кривой к МО• Эта прямая ,  как известно, будет 
касательной к КРИВОЙ L в точке М О' 

Таким образом, если функция У = f (х) дифференци
р уема в точке ХО ,  то ее график имеет каuсательну!? в точке 
(Хо; f (хо))-, угловой коэффJщиент которои равен f (хо) · 

Сказанное позволяет дать следующее геометрическое 
истолкование производной: nроизводная фУНlщиtt u f (х) в 
точке хо равна угловому коэффициенту касаmелы.t,ои к гра-
фику функции в точке (хо; f (Хо)) '  u И 

3. Уравнения касательной и нормали к к�ивои . з 
курса геометрни вы знаете, что в ПРЯМQ�ГОЛЬНОИ декарто
вой системе координат уравнение п рямои с у"г ловым ко)ф
фнциентом k, проходящей через точку МО (хо; Уо) , имеет вид . y-yo = k (x-xo) ' ( 1 )  

Поэтому положив в ураШIений . ( 1 ) уо = f (хо) и k = f' ( -"о) , 
получим ' 

уравнение ка<;аТе.(IЬНОЙ к кривой [ .  в точке 
(хо; f (хо) : 

(2) 

Как известно, условием перfIендику лярности пр  ямых ,  
задаваемых уравнениямr;r с углов�ми .коэффициентам!! 

B
k 

и k1 , является условие !k · k1 = - 1 .  СледС?вателblIO ,  ура -
нение нормали i< кривой L в точке Мо (хО'; t; (�o» имеет вид 

у -' (хо) = - " (�o) (х-хо) · (3) 

3 а м е q а н и е 1 .  Уравнение (3) задает н ормаль к гра
фику L функции У = f (х) в точке (хо} f (хо» '  если, сущест
вует отличная от н уля производная f (Хо) '  .Если f (хо) - О , 
то касательная к кривой L в такой точке будет пара,3-
лельна ОСИ ОХ, а ее уравнение . (как это легко видеть из 
уравнения (2» будет иметь ВИД у=! (хо) . Из определ:ния  же 
нормали следует, что нормаль к кривой L в такои точке 
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• f)удет перпенднкулярна оси Ох, а ее уравнение имеет вид 
х = Хо' Если же " (хо) = 00 ,  то касательная К НРИВОЙ L 
8 такой точке параллельна ОСИ Оу И имеет уравнение 

у = 4  

Х = Хо , а нормаль параллельна 
оси ОХ и имеет уравнение у = 
=! (Хо)' 

3 а м е ч а н и е 2. В даль
нейшем для KpaTKOCTII вместо 
«касательная К графику ФУНК
цИИ у = f (х») будем говорить «ка
сательная к кривой у = 1 (х)>> .  

П р и  м е р  1 . Найти уравне
I,L-�f+.+------''--------x ния касательных и нормалей к 

параболе у = х2 -2х + 5 в точ
ках с абсциссами Х1 = 0,5 и 
Х2 = 1 (рис. 1 03) . ,---

Рис. 103 

6 Найдем значения функции 1 (х) = х2 -2х + 5 в задан
ных точках. 1 (0 ,5) = 4 ,25, 1 ( 1 ) = 4. далее, так как l' (х) = 
= 2х -2 = 2 (х- l ) ,  то 1' (0 ,5) = - 1 , t' ( I ) = O. 

у !J=3l� 

у-о 

y=-fz-: 

• 
Рис. 104 

Подставив найденные значения функции и ее прои�
водной в (2) и (3) ,  получим уравнения касательных и нор
малей. 

326 

В точке с абсциссой Х1 = 0,5 
y -4 ,25 = � 1 · (x-0,5) ,  

1 y -4l25 = - - 1  (x-OJ5). 

Следовательно, прямая у=-х+4,75-касательная , а пря - '  
мая У = х +  3,75-нормаль к параболе в точке (0 ,5; 4,25) . 

В точке с абсциссой Х2 =  1 :  у-4 = 0 (х- l ) . Таким 
образом,' прямая У = 4 -касательная к параболе в точк� 
( 1 ;  4), а значит, прямая х = 1 - нормаль к параболе в этон 
точке . • 

П р и  м е р  2. Найти уравнения касательных и норма 
лей к кривой у = х3 В точках с абсциссами Х1 = - 1 ,  Х2 = О, 
ХЗ = 1 (рис . 1 04). 1 6 Найдем значения функции f (х) = ХЗ при Х1 = - , 
Х2 = 0 И �з = l : f (- I ) = - I , t (O) = O и f ( I ) = I . !ак как 
t ' (x) = (.t3) ' = 3xS , то [' (- 1 ) = 3, f' (O) = O  и f ( 1 ) = 3 . 

у 

, gJ.fif 

!/=о 

Рис. 105 

Подставив найденные значения функции и ее производ
ной в (2) и (3) , получим уравнения касательных и нор
малей. 

Касательные и нормали имеют соответственно уравне-
ния : 

а ) в точке с абсциссой Х1 = - 1 : 
1 4 у = 3х +  2 и y = - з Х -з ;  

б) в точке с абсциссоfl Х2 = О: 
у = о  и х = О; 

В) в точке с абсциссой Хз = 1 :  
1 4 у = 3х - 2  и y = - з х + з · А 

П р и  м е р 3. Найти уравнения касательных и норма
лей к кривой у = v х2 В точках с абсциссами Xi = - 1 , 
Xi = О и Хз = 1 (рис. 105). 
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6, ВЫЧИСЛИМ значения ФУНКЦИИ f (х) = V х2 В заданных ' 
10чках: f (- I ) = I ,  f (O) = O  И f � I ) = l .  Найдем производ-
яуlO данной функции f' (х) = 'i

2 _ И подсчитаем ее зна-
:t V x 

чения в заданных точках: f' (- 1 )  = - 2/3, f' (О) = 00 и 
" ( [ )  = 2/3. Подставив найденные значения функции и ее 
il РОИЗВОДНОЙ в (2) и (3) , найдем следующие уравнения 
f асательных и нормалей: 

а) при x1 = - 1 
2 1 3 5 Y = - з Х + з н У = 2 Х+ 2 ; 

б) при хз = [ 
2 1 У = з Х+ з И 

Так как �' (O) = oo , то, согласно З а м е ч а н и ю  1 ,  пря
мая х = О  (ось ординат)-касательная , а прямая у = о  (ось 
аб цисс)-нормаль к данной кривой в точке (О; О) . " 

в о л р о с ы Д л я к о н т р
'
о л я 

1 . Какая пряма я называется касательной к кривой? 

2. Какая лрямая - //азывается нормалью к кривой? 

3. Сформулируйте, в чем состоит геометрический смысл проиэ-

ЕОД/IOЙ. 
• 

4. Запишите уравнение касатеЛЫ/L vривоЙ. 

5. Запишите уравнение нормали к кривой. 

Упражнения 

7. 1 .) Найдите ураВlJения касательных и нормалей /{ пара60J!е 
у 2х2 + 1 в ТОчках с абсциссами Xl = - 1 ,  Х2 = О И Хз = 1 .  

. 
:.2. Найдите уравнения касательных и нормалей к кривой у = 

х '= з -2х2 + 3х + 1  в точках с абсциссами Xl = O, Х2 = I  и Ха = 3. 

7.3. Найдите yгo� н�лона касатеJ!ЬНОЙ к кр�вой у = г  в ;очках 

с абсrrиссами Xl = - у 3/3, Х2 = О И Хз = У]/3. 
7.4. Найдите угловой коэффициент касательной к кривой y=X- X� 

в точках с абсциссами Xl = О И Х2 = 1 /2. 
7.5. 8 какой точке касатеЛЫIая к кривой у= 1п Х наклонена 

к оСИ ОХ под углом n14? 
7.6. Под каким углом касательная к кривой у = еХ в точке (О ' 1) 

пересекает ось, ОХ? 
' 

7.7. Вычислите угловые коэффициенты касательных к параболе 
y = x� в точках ( 1 ; 1 ) ,  (- 1 ;  1 ) ; (2; 4) и (- 2 ;  4) . .  

4х - х2 • z:.t. у параболы У = --
4
- лроведены касательные в точках 

(О ; О), (2 ; 1) и (4; О). Найдите углы наклона касательных к ОСН ОХ. 
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§ 35. Некоторые n рименения п роизнодной В физике 

В п. 1 § 29 мы уже рассмотрели задачи о нахожде. 
нии мгновенной скорости прямолинейного движения точки 
и о мгновенной величине тока , при решении которых 
использовалась ПРОlIзводная . Рассмотрим еще несколько 
задач , при решении которых примен яется ПРОИЗВОДJlая . 

1 .  Задача о теплоемкости тела. Чтобы температура 
тела массой в 1 г повысилась от О градусов до 't гра
дусов, телу необходимо сообщить определенное количество 
тепла Q. Значит, Q есть ФУНКЦИЯ температуры 't, до кото
РQЙ тело нагреваетс я : Q = Q ('t). 

Пусть температура тела повысилась с 1:0 до 't. Коли
чество тепла , затраченное для этого нагревания , равно 
Q ('t) -Q ('to) ' Отношение 

Q (1') - Q  (1'0) 
1'-1'0 

есть количество тепла , которое необходимо «в среднем» 
для нагревания тела на 10 при изменении температуры 
от 'to до 't. Это отношение назь)вается среднеЙ теnлоем
k-остЬ/о -данного Te9Ia в температурном промежут�е ['to; '(] 
И обозначается С(Р '  

Тю< как средняя теплоемкость не дает представления 
о теплоемкости для любого значени я  температуры 't, то 
вводится понятие" теплоемкости при данной температуре "(о 
(В данной точке 1:0) ' 

Теnлоемк-остью nри ' температуре "(о (в данной точке 'to) 
называется прер.ел 

liт Сер = Нт Q (1') -Q (1'0) Q' ('to)' 
1: -+ 1 .  't -+ "'. l' - 1'0 

Итак ,  теплоемкость . С (.1:) при температуре 't есть про
НЗВОДная от количества тепла Q ('t), получаемого телом , 
по температуре 't, т. е. 

С ('t) = d�;1') = Q' ('t). 

2 .  Задача о скорости химической реакции .  Пусть не
которое вещество вступает в химическую реакцию. Коли
чество FP' о вещества ,  вступившее уже в реакцию к мо
менту ьремени t ,  обозначим через У и). Таким образом, 
У есть функция времени ,  т. е. перемеRНОЙ t. Пусть 
ио; t)  - некоторый промежуток времени , тогда У и) -У ио) 
равно количеству вещества , вступившего в реакцию за 
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промежуток времени от момента to до момента t ,  а отно- ' 
шеиие у (l)t=10(to) выразит среднюю скорость химической 
реакции за промежуток времени ио; '] . Для характерис
тики скорости химической реакции в данныIй момент [о 
следует рассмотреть предел этого отношения при t ->- {О' 

Следовательно, скорость химической реакции в дан
ный момент времени t есть производная от количества 

вещества у (t) , участвующе-т(х) 
.--_=�A,--__ -.. 

го В реакции,' по времени ( , �o; т е рав а у (t) г .. -------, . .  н . 
1����������= 3. Задача  о линейной " . ; lr плотности стержня .  Пусть дан О Ха '" 

Рис. 106 

) стержень длины 1 (рис. 1 06) . 
Стержнем называют такое 
физическое тело, которое по 
форме приближается к отрезку пр ямой линии ,  поперечное сечение его мало и одинаково на всем его протяжении . Каждому отрезку стержня длины х, О � х � [ ,  отмеряемому от одного фиксированного конца ,  соответствует определенная масса т, т. е . масса стержня есть функция его длины: т :;::::: т (х) , х Е [О; 1] . Стер?Кень называют однородным, если любые два его участка одинаковой длины имеют одинаковую массу. В этом случае отношение массы любого участка стержня к его длин: е<;,ть одна и та же величина р, которую называют линеuноu плотностыо стержня.  Стержень называют неоднородным, если на два участка одинаковой длины приходятся , вообще говоря ,  различные массы. Таким образом, для неоднородного стержня встает BL с о скорости изменения массы стержня в заВI!СИМОСТИ LJ( �гo длины. Пусть т (х)-т (хо)-масса части стержня между точками) расположенными соответственно на расстоянии Хо и х от начала отрезка , где О �Xo < Х � 1 .  Тогда отноше

т (х) -m (хо) ние х-хо называют средней линейной плотностью 
стержня на указанном участке и обозначают рср ' 

В случае HeOДHopOДHO�O стержня средняя линеlIная плотность РСР не может полностью характеризовать скорость измене!шя массы стержня .  Поэтому для неоднородных стержнеи вводится понятие линейной плотности в данной mO'tKe. Линейная плотность р (Хо) стержня в точке хо определяется следующим образом: 
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Р (хо) = Нт РСР = Нт т (х) - m  (хо) = т' (хо) .  
х -+ х. х -+ х. х-хо 

Итак, линейная плотность стержня в точке -Jt есть произ· 
водная по х от переменной массы т (х) . 

4 .  Механически й  смысл второй п роизводной (ускоре

ние). Пусть материальная точка движется пр ямолинейно 
и 5 = 5 (t), t Е [О; Т) ,- закон движения. Тогда скорость 
v (n равна 

' 

5' и) = d��l) • 

Скорость движения v ( t ) есть в свою очередь Функцю'l 
времени. Поэтому можно рассмотреть скорость изменени я  
скорости 

v' (t) ' (5' (1» ' = 5" ( t ) = d;N) . 
Заимствуя термин из механики, получим, что 5" (1) есть 
ускорение движения в рассматриваемый MOJ.teHm времени t . 

Итак, ускорение а и) движения в данный момент вре
мени t есть производная от скорости v и) по времени ,  
или вторая производная от пути по временИ1 

( t) = dv (t) = d
2s (l) 

а dt dl! ' 

П р и  м е р . Пусть точка совершает прямолиtIейное дви
жение по закону 

х = 5 + 3t + 2tЗ, 

где t.....: время . Найти ускорение. 
d2x !::::. Так как а =  dt" то a = 1 2t . A. 

В о п р о с ы Д Л Я  к о н т р о л я  

1 .  Что называется теплоемкостью в данной точке? По какой фор· муле она 'jыqисляется? 
2. Ч называется скорость\О химическоА реакции в данный мо-мент времени? По какой формуле она вычисляется? 
3. Что называется линейиой плотностью стержня в данной точке? По какой формуле она вычисляется? 
4. Сформулируйте, в чем состоит механический смысл второй 

л роизводноЙ. 
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Упражнения 

7.9. Тело движется ПРЯМОЛlIнейно по закону s (1) = 3 + 2t + /2 (м). 
Dпределите его скорость и ускорение в моменты времени t1 = 1 с I! 
(2 = 3  с. 

7. 1 0. Скорость T�a, движущегося ПРЯМОЛИllейно, определяется 
гаконом v (t) = 4t + 5t_  (м/с). Какое ускорение будет иметь тело через 5 с после начала ДВllжения? 

7. 1 1 . Докажите, что если тело движется по закону s (/) = ае' + + be-t  (м), то его ускорение равно пройденному пути .  
7. 12 .  Точка движется прямолинейно по закону S =  у/. дока· 

жите, что ее ускорение пропорционально кубу скорости .  . 
7. 13. Тело, Ma�ca которого т = 0,5 кг, движется ПРЯМОЛИllейно 

по закону s и) = 2t _ + t- 3 (м). Найдите кинетическую энергию тела 
через 7 с после начаJU! движения.  

.. 
7. 14 .  Найдите величину силы Р, действующей иа TOtlKy мас

сои т. движущуюся по закону s (t) = t� - 4t4 (М), при t = 3  с. 
7. 15. Точка массоЙ

.
т движется по закону s (t) = 3t� + 7t + 9 (М). 

Докажите, что сила , деиствующая на точку, постоянна .  
7. 1 6. Вращающееся маховое колесо, задерживаемое тормозо�, за 

t секунд поворачивается на угол ер = а + Ы - ct�, где а, Ь и с 
положительные постоянн ые. Определите угловую скорость и ускоре
ние вращения, а 'tЗкже через какое время колесо остановится. 

7. 1 7. Количество электричества, протекшего через проводник, на
чин!я с момента времени t = о, дается формулой q = 2/; + 31 + 1 .  
Нандите силу тока в конце пятоii секунды. 

7; 18. Количество тепла: Q (Дж) , необходимого для нагревания 
1 кг воды от О ОС дО t ос, определяется формулой Q = t + O,00002t� + 
+ О,ООООО03�З. Вычислите теплоемкость воды для 1) t = 30 ос · 2) ·t -
= IOO �. 

' -
7. 19. 3

.
звисимость �ежду количеством х вещества, получаемого 

в некоторои химическои реакции, и временем t выражается уравне. 
нием х = А ( 1  + е-М). Определите скорость реакции. 

§ 36. П риложение п роизводной к исследованию 
возрастания и убывания ФУНКЦИИ 

1 .  Необходимые условия возра\.. _ , ,)( и убывания ФУНК
ЦИИ . докажем сначала теорему о необходимом' условии возрастания ФУНl{цI1И на интервале. 

Т е о р е м а 1 . Если дифференцируе.мая функция f (х) 
х Е (а; Ь) , возрастает на интервале (а; Ь), то " (х) � <> 
для любого х из интервала (а; Ь). 

О Согласно определению возрастающей на (а; Ь) функ
ци и , если х > хо ,  то f (х) � f (хо) . а если х < хо ,  то f (х) � 
� f (хо) · Следовательно, для любых хо и х из (а; Ь) , х =1= хо, справедливо неравенство 

f (х) - ! (хо) � О 
х-хо :::-- . 
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Так как f (х) дифференцируема на (а; Ь), то, переходя 
к пределу в последнем неравенстве при х ->- хо , получим 

" (х) = Нт f (x) - f (xo) � O  . • 
Х -+ Х. х-хо 

Расс�отрим теперь теорему о необходимом УСЛОВН II 

убывания функции на интервале. 
Т е о р е м а 2. Если дифференцируеАtaя функция f (х) ,  

х Е (а; Ь) , убывает на интервале (а; Ь) , т о  " (х) � О для 
любого х из интервалq (а; Ь) . . 

О Так как функция f (х)-убывающая ,  то фУНКЦIIЯ 
Р (х) = - f (х) -возрастающая ,  и поэтому , в силу теоремы 1 ,  
Р' (х) = - t' (х) � О для любого х Е (а; Ь) . Отсюда сле
дует, что f' (х) � О для любого х Е (а;  Ь) . •  

Интервалы, H;'I которых функция возрастает . или 
уБЬfвает , называются интервалами монотонности этой 
функции . . 

Заметим без доказательства , что если функция f (х) 
возрастающая (убывающая) на интервале (а; Ь) и непре
рывна в ' точках а и Ь ,  то она будет возрастающей (убы
вающей) и на отрезке [а; Ь]) . . 

2. Теорема Лагранжа. При доказательстве теорем 
о достаточных условия х  монотонности функции сущест
венно используется следующая теорема , которая Ifазы
вается теоремой Лагранжа. 

Т е о р е м а Л а г р а н ж а . Если функция f (х) , х Е [а; Ь] ,  
непрерывна на отрезке [а; Ь] и дифференцируема н а  ин
тервале (а; Ь) , то найдется точка с Е (а; Ь) ' mдкая, ttmo 
имеет место формула 

f (Ь) -'  (а) = f' (с) (Ь-а).  ( 1 )  

Формулу ( 1 )  назьmают формулой Лагранжа или фор
мулой конечных nриращениЙ. 

Мы приводим теорему Лагранжа без доказательства , по
ясним лишь геометрический смысл этой теоремы (рис . 1 07) .  
На графике функц�и f (х) рассмотрим точки А (а; f (а) 
и НЬ; f (Ь)) . Легко видеть , что угловой коэффициент 
се_ .j,щеЙ АВ,  проходящей через точки А и В, равен 
f (bi=� (а) • Запишем формулу ( 1 )  в следующем виде! 

f' (с) = f (b�=: (а) (2) 

Вспоминая геом�трически Й смысл производной, можно 
сказать, что формула (2) ,  а следовательно, и формула ( 1 )-
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означает следующее: на интервале (а; Ь) найдется точка с 
такая , что угловои к оэффициент касательной к графику 
функции t (x) в точке С с абсциссой , равной с, совпадает 

g 

о f1 с 
Рис. Ю7 

с угловым коэффициентом секущей А В, т. е. существует 
касательная к графику данной функции ,  которая парал
лельна секущей А В. 

3. Достаточные условия возрастания и убывания ФУНК
ции .  Сначала сформулируем и докажем теорему о доста
точном условии  возрастания функции. 

Т е о р е м а 1 .  Если функция f имеет неотрицательнуlO 
nроизеоднуlO в каждой точке интервала (а; Ь) ,  то фУН-К
ция f возрастает на интервале (а; Ь). 

О Пусть Х1 И х2-две ПРОIlзвольные точки интервала 
(а; Ь) , удовлетворяющие условию Х1 < Ха' Тогда по тео
реме Лагранжа существует точка с Е (х1 ;  х2) такая , что 

t (х2) -f (х] )  = [' (с) (Х2 - х1) . 
Так как по условию теоремы [' (х) > О и Х2 -Х1 � О, ТО 
IIЗ последней формулы следует , что f (х2) � t (х1) . Послед
нее, согласно определеНIIЮ возраСТа'Ощей функции ,  и озна
чает , что функция t возрастает Не  1Нтервале (а; Ь) . •  

Аналогично ДОJ{азывается п СЛl .ующая теорема о до
стаТОЧНО�f условии убывания функции .  

Т е о р е м а 2. Если функция f имеет неnоложитель
ную nроuзводн-ую в каждой motlKE интервала (а; Ь ) ,  то 
функция f убывает н-а ин.теPf3але (а; Ь) . 

П р и  м е р  1 .  Найти интервалы монотонности фУНКЦИII 
2 • 

f (х) = з хЗ - 2х +  1 .  

6 Данная функция определена и дифференцируема на 
всей числовой прямой , причем f '  (х) = 2 (х2 - 1 ). Так как 
334 

" (х) > О для I х I > 1 ,  то, согласно теореме 1 ,  данна,. 
функция оозрастает н а  интервалах (- 00 ;  - 1 )  и ( 1 ;  + (0). 
Так как f' (х) < О для I х I < 1 ,  то, согласно теореме 2, 
данная функция убывает на интервале ( "1 ;  1 ). А . 

П р и  м е р  2. Найти интервалы монотонности функции 

f (х) = Зх + � + 5. , х 

6. Область определения функции - вся числовая прямая . 
к роме точки х = О ,  т. е. состоит нз и нтервалов (- 00 ;  О) 
и (О; + (0) . Найдем п роизводнУю: 

3 х2 _ 1 
" (х) = 3� -т  = 3 -2- ' Х . Х .  

Производная представляет собой дробь, знак которой бу
дет определятьс я знаком числителя , так как знаменатель 
положителен.  Таким образом , t' (х) < О для всех х из ин
тервалов (-1 ; О) и (О; 1 ) ;  значит, согласно теореме 2 , на 
интервалах (- 1 ;  О) и (О; 1 )  данная функция убывает. 
Так как t' (х) > О ДJl Я всех х из интервалов (-00;  - 1 )  
и ( 1 ;  + (0 ) , то, согласно теореме 1 ,  функция t (х) н а  этих 
интервалах возрастает. Итак ,  функция f (х) возрастает на 
интервалах (- 00; - 1 )  и ( 1 ;  + (0) и убывает на  интерва
лax (- 1 ; О) и (О; 1 ) . А  

Заметим, что если функция имеет положительную про
изводпую в каждой точке интервала , то она является 
строго возрастающей на этом интервале. Если же функция 
имеет отрицательную п роизводную в к аждой точке и нтер
вала , то такая функция будет строго убывающей на этом 
и нтервале. Указанные условия являются достаточными ,  
но не  будут необходимыми условиями.  Действительно, 
функция f (х) = х3 строго возрастает на всей числовой 
оси ,  и в то же время в точке х = О ее производная равна О. 

4. П равило нахождения интервалов монотонности. 
Сфr fмулируем теперь правило нахождени я интервалов 
м' iOтонности функции.  

1 )  Вычисляем производную f' (х) дан ной функции f (х) , 
а затем находим точки ,  в которых " (х) равна нулю или 
не существует. Эти точки  называются критическими для 
функции f (х) . 

2) Критическими точками обла{;ть определени я  функ
ции f (х) разбивается на интервалы, на каждом из  которых 
производная f ' (х) сохраняет свой знак. Эти и нтервалы 
будут и нтервалами монотонности. 
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3) Определяем знак f' (х) на каждом из найденных ин· 
тервалов. Если на рассматриваемом интервале f' (х) � О,  
то на эtом и нтервале f (х) возрастает, если  )fS:e f' (х) � О, 
10 на таком интервале f (х) убывает. 

П р и  м е р. Найти интервалы монотонности ФУНКЦliII 

f (х) = х lп х + 3х. 
6. 1 ) Заданная функция определена ' и имеет производ

"ую во всех точ!{ах интервала (О; (0 ) . Вычисляем произ
водную данной ФУНКЦИjf : f' (х) = I + lп х + 3 = 4 + lп х. Из 
уравнения f' (х) = 4 +  l� x = O следует, что x = e- 4 - еДIIН
ственная к ритическая точка . 

2) Так как х = е- ,'- критическая точка , то, следова
тельно, и нтервалы (О; е-') и (е-' ;  + (0 ) являются интеlf-
валами монотонности. ; . 

I • 
3) Исследуем знак f (х) на каждом из  эти х  интервалов, 

решая неравенства lп �' +  4 < О и lп х +  4 >  О. 
Так как f' (х) < О для любого х Е (О ; е- 4) ,  то на ин

тервале (О; е-4)  данная функция убывает. 
Так как f' (х) > О для х >  е-' ,  то на интервале (е- 4 ;  

+ (0) данная функци я  возрастает . •  

В о п р о с ы  д л я к о н т р о л я 

1 .  Сформулируйте необходимое условие возрастания функции на 
интервале. . 

2. Сформулируйте необходимое условие убывания ФУНКЦИИ на 
интервале. 

3. Какие интервалы называются интервалами МОнотонности 
функции? 

4. СфОРМУЛИРУI!те теорему ЛаrраюКа. 
5. Сформулируйте достаточное условие возрастания ФУ""" IIИ на 

интервале. 
6. Сформулируйте д \статочное условие убывания Функции иа 

интервале. 
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7. Какие точки наЗbt lЮТСЯ критическими для функции? 
8. Сформулируйте правило нахождения ин

'
тервалов монотонности. 

Упражиения 

7.20. Определите интервалы . монотонности следующих Фун.кциЙ: . [ 1) f (х) = 5х- 2; 2) f (х) = 4--9х; 3) f (х) = з; ; 

4 
4) f (х) = -5- ; 5) f (х) = x!+x- l ;  6) f (х) = (х+ l)ЭJ • - х 

§ 37. Исследование экстреМУМО8 функции 

1 .  О понятии экстремума функции .  
О п  р е Д е л е н и е 1 .  Точка хо называется точкой ми

нимума функции f (х), если существу:т такая окрестность 
точки' хо , что для всех х =1= хо из этои окрестности выпол-
няется неравенство t (х) > f (хо) ' " 

О п р е Д е л е н и е 2. 'Точка хо называется точкои АЮ- . 
ксим.Ума функции f (х), если существует такая  окрестность 
точки хо . что для всех х =1= хо из этой окрестности вы
полняется неравенство t (х) < f (Хо)' 

!I 

о ll. . х, ;Cz $J $ч J}s '(св $7 $8 

Рис. [08 

Точки максимума и минимума функции называются 
точками экстремума данной функции ,  а ;mачени я  функ
ции в точках максимума и минимума J-\азываются мак
CUJ.tYMaмu и минимумами функции или экстрем.умами 
фун,кции. 

. Рассмотрим функцию f (х) , определенную на отрезке 
[а; Ь] (рис. 1 08). Точки  xi , ХЗ И х& - точки макс.имума , 
а х х и х -точк и  минимума. Из графика даннои фУНК-1" 7 . б ции видно, что минимум функции в точке х = Х4 ольше 
максимума ЭТQЙ функции в точке х = Xi ' Последнее обстоя
тельство не противоречит определению экстремумов ФУНК 
ции , так Kal< в ' определен и и  экстремумов сравниваются 
значени я  функции в точке со значениями функции из 
некоторой окрестности этой точки .  Таким образом, ПОll я'Гие 
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экстр:мума всегда связано с определенной окрестностью даннои точки (определенным местом) из области определения функции , а не со всей областью. Поэтому иногда для обо.значения этого понятия употребляется термин локальНыи экстремум , т. е. экстремум, связанный с определенным местом. 
3 а м е ч а н и е. Точки а и Ь (см. рис. 1 08) не относятся к экстремальным точкам функции " так как у точек а и Ь не существует б-окрестностей , принадлежащих области определения данной функции .  
2 .  Необходимое условие существования экстремума. Рассмотрим сначала необходимое условие существования экстремума для дифференцируемой функции .  Т е о р е м а Ф е р м а. Если точка хо является точкой экстремума функции у = f (х) и в этой точке существует nроизводная " (хо) , то она равна нулю: " (хо) = О. о для определенности будем считать, что хо-точка максимума. Согласно определению это значит, что существует �-oKpeCТlH)(;TЬ точки хо такая , что для всех х =1= хо из Этои б-окрестности выполняется неравенство ' (х) < ' (хо). По условию теоремы функция f (х) имеет в точке х производную. Поэтому, С одной стороны , 

о 

" (хо) = lim f (х) - f (хо) � 
О 

х -+ х.- о х - хо ::--- , -

так как х-хо < О и f (х) -! (хо) < О для всех х Е  Е (хо - б; хо) ,  а с другой стороны ,  
t ' (хо) = lim f (х) - !  (хо) 

� О 
. Х -+ Х. + О х-хо -...-::: , 

так как х-хо > О и t (x) -t (xo) < О для,.. всех х Е (хо ; хо + б) . Следовательно, t' (хо) = о. Доказательство для точки минимума проводится аналогично . •  
3 а м е ч а н и е. В теореме Ферма установлено лишь необходимое условие существования экстремума. Это условие позволяет лишь выделить точки ,  в которых функция может иметь экстремум. Это значит, что не ,-_ _ _  хая крити-ческая точка является экстремальной. Например , функция 

f (х) = хз им:е. точк€: х = О производную, равную нулю, но для" этои Ф. цИИ то.чка х = О не является экстре-мальнои . 
Мы рассмотрели те критические точки ,  в которых производная функции равна нулю, эти точк и  и ногда на-

ЗЗ8 

зыБютT стационарны/,си. Рассмотрим критические точка , 
в которых функция не имеет производных. 

П р и  м е р 1 . Пусть t (х)_ = 1 х 1 (см .  рис. 40) _ В п. � 
§ 29 было установлено, что в точке х = О производнои 
даннОЙ функци и  не существует. Следовательно, точка 
x = O-критическая точка. Так как t (x» O  для всех 
х =1= О, а t (О) = О, то, следовательно, t (х) > t (О) дЛЯ всех 
х -;ь О. Последнее и означа-
ет, согласно определению 1 , !J 
что точка х = О есть точ-
ка минимума функции f (х) = 
= I x l · П р и  м е р 2 .  Пусть ( {х) = 
=3x- l x l  (рис. 1 09). В точке 
х = О данная функция не имеет 
производной 1 т. е. х = О - кри- х тическая точка данной функ
ции. Так как для всех х < О 
f (х) < [ (О) , а для всех х > О 
[ (х) > [ (О) , то в точке х =  О 
данная функция не имеет экст
ремума. 

3. Достаточиые условия РИС. 1 09 

существования экстремума.  У с-
ловимся в следующей терминологии : будем говорить, 
что некоторая функция q> (х) меняет знак с· плюса на ми
нус при переходе через точку хо, если существует так ая 
б-окрестность (хо-б; хо + б) ТОЧК\1 хо, что слева от точки Хо, 
т . е. для x E (xo-б; хо) ,  функция <р (х) > О,  а справа от 
точки , т. е . для х Е (Хо; хо + б) , функция q> (х) < О. Ана
логнчно уславливаются в терминологии о перемене зна
ка функции с минуса на плюс при переходе через точ
ку хо. 

Т е о р е м а 1 .  Пусть фУНКЦИЯ f (х) непрерывна в точке 
ХО и в ее б-окрестности UAteem nроuзводную, кро,че, быть 
.может, СGlrЮЙ точки хо• Тогда 

а) если производная f' (х) при переходе !lерез точку ХО 
меняет знаК С плюса на AtUHYC, то точка хо является 
тО/IКОЙ АщксиМУ.ма функции [ (х); . б) если nРОllзводная [' (х) при переходе через точку хо 
меняет знак С минуса на плюс, то точка хо является 
тОЧКОй MUHu),tYMa функt-{ии f (х); 

в) если СУЦ-{ествует окрестность (хо - б; хо + б) точки 
хо, в которой nроизводная f' (х) сохраняет свой знак, то 
в mO'IKe хо данная функция f (х) не имеет экстреМУАta. 
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о Пусть производная { ' (х) при переходе через точку хо 
меняет знак с плюса на минус. Это значит, что сущест
вует число б > О такое, что {' (х) > О для всех х из ин
тервала (хо- б ; хо) и f' (х) < О для всех х из  интервала (x�; .  хо + б) . Так как f ' (х) > О для х Е (хо - б; хо) , то по 
теореме 1 из п. 3 § 36 следует, что на интервале (хо - б; хо) 

ФУI�КЦИЯ f (х) возрастает. Следовательно, f (х) < f (хо) для 
всех х из и нтервала (хо - б; Хо) ' 'Так как f' (х) < О для 
х Е (хо; хо + б) , то по теореме 2 из п .  3 § 36 следует, что 
на интервале (хо: хо + б) функция f (х) убывает. Поэтому 
f (х) < f (хо) для всех х из интервала (хо ;  о + б) . ТЭI<им 
образом ,  f (х) < f (хо) для всех х =1= хо из  интервала (хо- б; 
хо + б) , т. е. согласно определению 2 п .  1 точка хо есть 
точка максимума функции f (х) . 

доказательство случаев б) и в) аналогично:. 
Сформулируем теперь достаточные условия существо

ва ния экстремума в терминах значений проиэводной вто-
рого порядка.  . т е о р е �� а 2. Если функция f (х) ,  определенная в ш
которой окрестности точки хо, имеет первую и вторую 
nроизводные и f

' 
(хо) ='0 , а f" (хо) =1= О, то в точке хо ct;,ункция f (х) имеет экстремум, причем максимум, если 

f (x�) < О ,  и Аtинимум, если f" (хо) > О .  
доказательство этой теоремы аналогично доказатель

ству теоремы 1 .  
4. П равила нахождения экстремумов функции. 
П р а в и л о 1 .  Пусть f (х) определена и непрерывна 

в некотором и нтервале (а ;  Ь) , имеет производную всюду 
в интервале (а; Ь) , кроме, быть может, конечного ЧИСJlа 
точек , и имеет не более конечного числа стационарных 
точек. Тогда для нахождения экстремумов функции надо: 

1 )  найти кри�ические точки функции f (х) , т. е. точки,  
в которых или f (х) = О или f ' (х) не существует; 

2) исследовать знак производной f' (х) в некоторой 
б-окрестности каждой критической точки .  При этом если 
f'  (х) меняет знак при переходе через такую точ�у ,  то 
ФУНКЦИЯ f (х) в этой точке имеет экстремум .  А именно, 
если знак меняется с минуса на плюс, то в этой точке 
минимум; если с плюса на минус, то S этой точке мак
симум. Если же знак f

' 
(х) не меняется при  переходе 

через рассмаТРИВ31емую точ.ку , то функция f (х) не имеет 
экстремума в это и точке. 

П р и  м е р 1 .  Найти экстремумы функции 

f (х) = х2{З (х - 3),  х Е R. 
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-6. 1 )  ВЫЧИСЛIIМ производную данной функции: 

f
' 
( )  5х -6 . Х =

з V х 

и найдем критичеСКllе точки: f
' (х) = О, если х = б/5; f' (х) 

не существует в точке х = О. 
Итак , критические точки: х\ = О И Xt = б/5. 

2) Исследуем знак производной f
' 

(х) в некоторой 
окрестности каждой критической точки. 

Имеем: f
' 

(х) > О для всех х < О и f
' 

(х) < О для всех 
Х.Е (О; 1 ) .  Поэтому , согласно теореме 1 (см. п .  3),  ТОЧI<а 

х = О является точ�ой максимума, причем максимум фун
кции равен f (О) = О. 

Далее, т
.
ак как f' 

(х) < О для всех х Е (о; � ) и f' (х) > О 
6 1 3 . 6 для всех х >  5. ' то по теореме (см. п .  ) точка х ==  5 

является точкой минимума, причем минимум ФУНIЩШI 

равен f ( � ) � -:2,03. & 
П р  а в и л о 2 . Пусть функция f (х), х Е (а; Ь) , непре

рывна и имеет вторую производную всюду на (а; Ь), к ро
ме, быть может, конечного числа  точек. Тогда, чтобы 
найти экстремумы функции , надо: 

1 )  найти стационарные точки функции f (х) ; 
2) в каждой стационарной точке вычислить вторую 

производную: если вторая производная .J]Q.оожительна ,  то 
эта точка -точка минимума данной функции ,  если вторая 
производная отрицательна, то эта точка-точка макси
мума; если вторая производная равна нулю, то для уста
новления экстремума необходимо использовать первое п ра
вило. 

П р и  м е р  2. Найти экстремумы функции 
. х' 

f (x) = t - 2ха + 5. 

6. 1 )  Вычисляем первую производную: 

f '  (х) = х3 - 4х = х (ха - 4) 

и находим стационарные точки: Х1 = -2, Х2 = О, ХЗ = 2 . 
. 2 )  Вычисляем вторую п роизводную: f" (х) = 3х2-4 и 

подсчитываем ее значения в 'стационарных точк�х: 

{" (-2) = 8 > О, f" (0) = -4 < 0, f" (2) = 8 > 0. 
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Следовательно, данная функция имеет: 
а) в точке х= -2 минимум, равный f (-2) = 1 ;  
б) в точке х = О максимум, равный f (О) = 5; 
в) в точке х = 2 минимум, равный f (2) = 1 . •  

В о п р о с ы Д Л Я  к о н т р о л я  

1 .  Какая точка называется точкой минимума функцин? 
2. Какая точка называется точкоii максимума функции? 
3. Какие точки называются точками экстреМУА>lа Функц-ии? 
4. Что называется максимумом функции? 
5. Что называется минимумом функции? 
6. Какие зН'ачения функции называются экстремумами функции? 
7. Сформулируйте Teo�eMY Ферма (необходимое условие существо

вания экстремума). 
8. Какие точки называются стационарными? 

. 

9. Сформулируйте достаточное условие существования экстремума 
с помощью производной первого порядка. 

10. Сформулируйте достаточное условие существования экстре
мума с помощью производной второго порядка. 

1 1 . Сформулируйте правило нахождения экстремума функции с 
помощью производной первого порядка. 

12. Сформулируйте правило нахождения экстремума Функции 'с 
помощью ПРОИЗВОДflОЙ второго порядка. 

Упражнение 

;1;2]) Найдите экстрем мы следующих функций: 
@f (x) = 1 +4x-x2 ; 2 f (х) = З + х� - 6х; 

С!!)! (х) = � x4 - x� + 5; ®Jf (х)= � хЗ-х4 + 5;  

5) t (х) = = + ; ; 6) f (х) = ух ;  7) t (х) = Ух; 
З/-8) t (х) = V х2; 

1 1) f (x) = x ln x; 
9) t (х) = х2е-Х; 10) f (х) = еХ + е-х; 

1 12) f (x)=-+In x. 
х 

§ 38. Выпуклость графика функции 

1 .  О понятии выпуклости графика функции.  На рис. 1 1 0 
изображены графики функций , каждая из которых явля
ется возрастающей на отрезке [а; Ь] , однако хорошо 
видно различие в их поведении ; в случае а) график функ
..I.ии обращен вы.пуклостью вниз; в случае б) -выпук
лостью вверх ; в случае в) на интервале (а; с) графИ1� 
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функции обращен выпуклостью вверх . а на юrrервале 
(с; Ь)-выпуклостью вниз. С геометрической точки зре
ния смысл выражения «обращен выпуклостью вниЗ» и 
«обращен выпуклостью вверх» ВПОЛ!-Jе понятен . Придадим 
этим выражениям точный математический смысл и дадим 

!/ !J 
о 

11 Q 
Рис. 1 10 

:r: 

!J . 

d. О с 

критерий для выяснения того, в какую сторону обращена I 
выпуклость графика функции .  

О п  р е Д е л е н и е 1 .  График непрерывно дифференцируе-
мой функции f (х) ,  х Е (а; Ь) , называется выnукл.ы.м вверх 
на интервале (а; Ь) , если производная f' (�) убывает на 
(а; Ь) . А если f' (х) возрастает на (а; Ь) , то график этой 
функции называется выnукл.ы.м вниз. 

/1 

о tt d 

!I 

/; :0 0  tt 
Рис. 1 1 1 

Легко видеть, что если график функции выпуклый 
вверх .  то все его точки лежат ниже любой его касатель- . 
ной (рис. 1 1 1 , а) , так как угловой коэффициент касатель
ной уменьшается с возрастанием х. А если график вы- I 
пуклый вниз (рис. 1 1 1 ,  б) , то все точки лежат выше лю
бой его касательной (кроме, конечно, самой точки каса
ния) . 

О п  р е Д е л е н и е 2. Интервалы, на которых график 
функции выпуклый вверх или вниз , называются интерва
лами выпуклости графика функции . 
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2. Достаточное условие ВЫ�клости графика ФУНКЦИИ 
Т е о р е м а . Пусть функция { (х) , х Е (а; Ь), имеет пер: 

в�� и
. 

вторую nроизводные. Тогда, если {" (х) < О для всех х Е (а, Ь); то на июnервале (а; Ь) график функции { (х) выnуклыи вверх, если же {" (х) > О для всех х Е (а' Ь) то график фун�ции f (х) выпуклый вниз на '(а; Ь). 
' , 

ем 
Оiсли f (х) < О для всех х 

Е 
(а, Ь) , то, согласно тео-- р е из п . 3 § 36, ФУНКЦИЯ f '  (х) убывает на интервале 

!I (а; Ь) . Следовательно, согласно 

f 
() 1 
Рис. 1 12 

определению, трафик фУНКЦII И 
f (х] на и нтервале (а; Ь) выпук
лыи вверх. Если же {" (х) > О 
для всех х Е (а; Ь) , то, соглас
�IO теореме 1 из п. 3 § 36 
ФУНКЦИЯ { '  (х) возрастает на Иl!� 

z тервале (а, Ь). Т аким образом, 
согласно определению, график 
ФУНКЦИИ  f (х) на и'rпервале 
(а; Ь) выпуклый вниз . •  

Условие знакопостояriства второй производной явлл
лсь достаточным условием выпуклости (вверх ил� вниз) 
графика функции ,  не является вместе с тем необходимым 
условием� Так, например, график .фУНКЦИ И  f (х) = � + 1 
ВрIПуклыи вниз на всей '!-исловой прямой, однако ее вто
рая производная  f" (х) = 1 2х2 обращается в нуль в точке 
х = О (рис. 1 1 2)_ 

Сфермулируем теперь правило нахождения интервалов 
выпуклости графика функции .  

Пусть ФУНКЦI:IЯ У = f (х) , х Е (а; Ь) , имеет в интервале 
(а; Ь) производную второго порядка к роме бытI; может 
конечного �исла то.чек , и fW (х) имеет не б�лее конечног� числа нулеи в интервале (а; Ь). 

Toг�a д.gя нахождения и нтервалов выпуклости графи
ка этои функции надо: 

1 )  найти все точки,  в которых или' f" (х) = О, или {" (х) 
не существует (эти точки называются критическими точ
ками функции по второй производной); 

2) В каждом из интервалов, на которые разбивается 
интервал (а; Ь) к ритическими точками, найденными в пер
вом пункте данного правила, установить знак f" (х) . 

Если в рассматриваемом интервале f" (х) > О, то на 
этом интервале график функции выпуклый вниз если же 
{" (х) < О ,  то выпуклый вверх. 

' 

П р и  м е р 1 .  Найти и нтервалы выпуклости графика 
ФУНКЦИИ { (х) = хЗ• _ 
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6. Данная функция на всей числовой прямой имеет 

производные f' (х) = 3х2 И ' f" (х) = 6х. Следовательно , име

етсЯ одна критическая точка по второй п роизводной. Она 

разбивает числовую прямую на два и нтервала ( - 00 ;  О) 
и (О; + (0) . 

Так как '" (х) > О для всех х > О и f" (х) < О для всех 

х < О, то график функции ВЫПУI<ЛЫЙ - вниз на
. 

интервале 
(О ; + (0 ) и выпуклыи вверх на 

!J интервале ( - 00 ;  О)(рис. 1 1 3) . ..  
П р и  м е р 2.  Найти и нтер-

!I�;C 3 валы В"Ш"J<ЛОСТИ графика функ
ции f (х) - хе.с.х .  6. Данная функция на всей 
числовой прямой имеет произ
водные f' (x) = е-Х '  ( l -х) и 
'" (х) = е-Х (х- 2). Найдем кри
тические точки функции (по 

---'----;;;;.��-'---....;x... второй производной) :  х = 2.  
. 

!J 

!/=:cc-JI � 

1 2 z 

1· 
Рис. 1 1 3 Рис. 1 14 

Точка х = 2 разбивает числовую прямую на два интер
вала ( - 00 ;  2) и (2;  + 00) . 

Так как f" (х) < О для всех х < 2, то на  интервале 
( - 00; 2) график данной ФУНКЦИИ обращен выпуклостью 
вверх , а так как f" (х) > О для х > 2, то на интервале 
(2 ; + 00 ) график обращен выпуклостью вниз (рис.  1 1 4) . " 

З. Точки перегиба .  Как следует из примера 1 п реды
дущего пункта , точка х = О для функции { (х) = хз я вляется 
одновременно концом интервала выпуклости вверх и 
концом и нтервала выпуклости вниз_ Аналогичным свойст-

/вом обладает точка х = 2 дЛЯ ФУНКЦИИ f (х) = xB-Х• 
О п р е д е л е н и е . Точка график а  дифференцируемой 

функции , абсцисса которой является одновременно концом 
J Jнтервала выпуклости вверх и концом интервала выпук
ЛОСТИ вниз, называется точкой nерегиба графика этой 
функции . 
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Оч:видно. что в точк: перегиба касательная к графику 
!<РИВОII  должна, с однои стороны, находиться выше графика кривой , а с другой, - ниже его, т. е. пересекать кривую в этой точке (рис . 1 1 5). 

. 

Т е о р е м а  1 (н е о б х о д и м о е  у с л о в и е) . Пусть фун.кция f (х) н.а ин.тервале (а; Ь) имеет н.еnреры8.уlo nроазводн.ую второго порядка. Тогда, если точка с абсциссой хо Е (а; Ь) ,�вляеmся точкой перегиба графика этой фун.кции , то f (хо) = О. о Доказательство будем проводить методом от противного. Допустим, что f" (хо) < О (или f" (хо) > О) . В силу 
у !I=Т(Х)'/ непрерывности второй произ-

� водной найдется б-окрестность точки хо такая , что f" (х) < О (соответственно {" (х) > О) 
дЛЯ всех х на этой окрестности. По теореме из п .  2 дан-

��I:-___ L-__ -!L...:-. I!О�о параграфа график дан-
{l а с /z .z; нои функции на интервале 

Рис. 1 15 _.. (хо- б; хо + б) будет ВЫПУК-лый вверх (соответственно вниз) .• Последнее противоречит тому, что хо является точкои перегиба . Значит, {" (хо) = О . •  Т е о р е м а 2 (д о с т а т о ч н о е у с л о в и е) . Пусть фун.кция f (х) н.а ин.тервале (а; Ь) имеет производн.ую второго порядка. Тогда, если f" (х) мен.яет зн.ак при переходе аргУАtен.та через хо Е (а, Ь) , то хо является абсциссой точки перегuба графика дан.н.оЙ фун.кции . О Пусть f" (х) при переходе через точку хо меняет знак с минуса на плюс. Тогда в силу теоремы из п. 2 точка хо такова , что, с одной стороны, от точки хо график функции у = f (х) обращен выпуклостью вверх , а с другой стороны, от этои точки хо обращен выпуклостью вниз. По.следнее, согласно опр'еделению, означает, что точка (хо , f (хо» -'FOчка перегиба графика функции f (х) . Аналогично доказывается ,  что и в случае, когда {" (х) при переходе через точку хо меняет знак с плюса на минус точка (хо ; f (хо»-точка пер�гиба графика функции f (х) .•  Сформулируем правило нахождения точек перегиба графика функции .  
Пусть функция y = f (x) ,  х Е (а; Ь) , имеет в интервале (а; Ь) производную второго порядка кроме быть может конечного :исла точек , и {" (х) имее; не 'бо�ее конечног� числа нулеи в интервале (а; Ь) . Тогда для нахождени я  точек перегиба графика этой функции нужно: 
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1 )  найти критические точки функции ПО второй п ро
изводной ; 

2) исследовать знак второй п роизводной в. некоторой 
окреспiости критической точки . 

Если {" (х) меняет знак при переходе аргумента через 
критическую точку хо , то (хо; f (хо» - точка перегиба гра- ' 
фика данной функции .  

П р и  м е р .  Найти точки перегиба графика функции 

6. Данная функция на всей числовой п рямой имеет 
производные 

{' (х) = 4хЗ-6х2, 
f" (х) = 1 2х (х, 1 ) .  

I Найдем критические точк и функции (по второй п ро
изводной) из уравнения f" (х) = О, т. е. '12х (х- l ) = О. 
Итак , Х1 = О И Х2 = l - критические точки данной функции . 

Выясним теперь знак у f"  (х) в окрестности каждой кри
тической точки Х1 = О И Х2 = 1 .  

Если х < О,  то {" (х) > О; если х Е (О; 1 ) , то 1" (х) < О. 
Таким образом, точка (х1; f (X1» = (О; 1 )  -точка перегиба. 

Если x E ( I -б; 1 ) ,  то {" (х) < О, а если х Е ( I ;  1 + б) , 
то {" (х) > О. Следовательно, точка (х2; f (х2» = ( 1 ;  0) 
ТОЧI{а перегиба . •  

4. Исследование квадратичной функции. Как известно, 
функция f (х) = ах2 + Ьх + с, где х Е R и а =1= О, называется 
квадратичн.оЙ , а многочлен ах2 + Ьх + с, а =1= О, часто назы
вают К8адратн.ым трехчлен.ам. Квадратичная функция 
определена и непрерывна на всей числовой прямой , т. е. 
для любого х из R. Производная этой функции f' (х) = 
= 2ах + Ь существует при любом х Е R и обращается в нуль 

• Ь В в единственно и точке хо = - 2а ' ычислим значение Уо 
функции I (х) в точке 'Хо! 

f (хо) = f ( -:а) = -� , 
где D= Ь2-4ас-дискриминант квадратного трехчлена. 
Напомним, что знаком дискриминанта D определяется 

I чи�ло и существование действительных корней квадрат- I ного трехчлена ax� + Ьх + Сl 
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а) есл� D >  О, то трехчлен имеет два действительных корня: 
ь - уп 

2а и х = _ ь+ у 15 . 2 2а ' 

б) если D = О, то трехчлен имеет один действительный корень: 
ь хо = - 2а ; 

В) если D < О, то трехчлен не и меет действительных корней, т. е. не существует дейсfвителыюго числа; я вляющего,С� корнем квадратного трехчлена. 

Il, 
§ 

1, j 
: I Z .о>и I 
I , -;;j-:"гт'-+-+о I ' O :JJI ,1It ': I , !/р f _ N � " _ -t- � - - - - - - - - - - - - - " - �� " _ "  _ _  � _ _ _  � w _ _ _ _ _ _  � \ j I,Z IJ : n' ЛI.. : . f • ) 
: , : : о ,116 � '  .о-о I , 
I ' : 
I ( . , /J 11 , , , I 

·:::-Г--.:К7-:-I--�I1\-;-r, 
: I �--- �-J- _.�-�---!! _____ �_L _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  � � � �. _ .  I «>0 : Il<О 

Рис. 1 16 

Найдем и нтервалы монотонности и экстремумы квадратичной функции ,  используя ее производную. а) Если а > О, то f' (х) < О при  х < хо и f' (х) > О при  х >  хо · Следовательно,  функция f (х) убывает на  и нтер. рале ( - � ;' хо) и возрастает на интервале (хо: + 00). , Так как f (хо) = О и производная f' (х) п ри переходе х через точку хо меняет знак с минуса на плюо. ro функция f (х) и меет � точке хо минимум, т.  е. 
fmin  = f (хо) = Уо' 
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б) Если а < О , то /' (х) > О при  х < хо и f' (х)' < () п ри 
х > Хо' Поэто�у квадратичная функци я  f (х) возрастает 
на интервале (- 00 ;  хо) и убывает на �нтервале (хо; + оо}. 
Так как f' (хо) = О и производная t' (х) при  переходе х 
через точку хо меняет знак с плюса на  lйинус ,  то функ
ШiЯ t (х) и меет в точке хо маl{СИМУМ, т.  е. 

fmax = t (хо) = Уо' 

ГрафИl{ квадратичной функции не и меет точек переГl1ба, 
так кю< f" (х) = 2а =1= О для любого х Е R'. Он обращен, 
выпуклостью вниз, если а >  О, и !J JI=:i-I;;;-.f вверх,  если а < О. , 

в зависимости от знака дис
криминанта D _ ,  каждый из рас-
cr-'отреННbJХ случаев разбивается .:с 
еще на три подслуча я ,  Графики 
l<аЖJ\ОГО из 6 ПОJ\случаев квадра
тичной функции изображены на 
рис, 1 1 6 .  

П р и  м е р 1 .  Построить гра
фик функции f (х) = х2 - 4х- 5 . 

1\ При построени и  используем 
результаты пронеденного исследо-

р J 17  ван и л  квадратичной функции .  Так ие. 
,{ а к  для нашего случая а = 1 > О 
и D = Ь2 - 4ас = (-4)2- 4 . 1 . (-5) = 36 > О, то мы имеем 
'дело со случаем 1 1' Найдем координаты вершины пара
болы, явля�щейся  графиком данной функции :  

и 

Ь - 4 ' 
хо = -2а = - 2.1 = 2 

Уо = f (хо) = f (2) = 22 - 4 · 2 - 5 =  -9. 

Таким образом, данная фУНIши я в точке хо = 2 имеет 
минимум,  т. е. fmin = f (2) = -9. Решая уравнение х2 - 4х
-5 ='0 ,  найдем абсциссы точек пересечения  графика функ
ции с осью ОХ: х1 = - 1 и � = 5. 

Найдем значение функции в точке Х =  О: f (О) = -5 . 
Следовательно, парабола- пересекает ось Оу в точке 
(О; -5) . График данной функции изображен на р ис .  1 1 7 . А 

Л Р и м е р  2 . Построить график функции .f (х) = 
= - � x� + 2х- З. 
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6, Так как а=- � < О и D= b!- 4ac= 2�-4  ( -�) х 
а (-3> = 4-4 = 0, то мы имеем дело со случаем

3 
I I  оложи� х = О ,  получим f (О) = -3, т .  е .  график функци� пересекает ось Оу в точке (О; -3). Найдем координаты ВI;:РШИНЫ параболы: 

График 

// 

ь хо = --= 3  2а ' 
данной функции 

i& 

Рис. I IB 

Уо = f (3) = О. 
изображен на рис. 1 1 8 . ... 

!I 
fjJ f 

О :с 

Рис. 1 1 9  
П р и  м е р 3 . Построить график функции f (х) = =-3х2 + 2х- l .  
6, В данном случае а = -3 < О и 

D= b2-4ac = 22_4 (-3) (- 1 ) = -8 < О, 
по�том�имеет место случай I I з . Положив х= О, f ( ) - . 1 , т. е . график пересекает ось Оу в точке (gлучим 
Найдем теперь координаты вершины параболы: 

; - 1 ) .  

и 
хо = _!:... = _ �_2 _ _ 1 

2а 2 . ( - 3) - З  

Yo = f ( � ) = -3 ( �/+2 . +- 1 =-�  . 
График данной функции изображен на рис. 1 1 9 . " 

В о п р о с ы  д л я  К О н т р о л я 

1 . Какой график называется выпуклым вверх? 2. Какой график называется выпуклым вниз? 3. Какие интервалы называются и нтервалами выпуклости графика функции? 
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4. Сформулируйте достаточное условuе I!ЫПУКЛОСТИ графика 
функции. 

5. СФормули рrйте правило нахождения интервалов выпуклосТ1l 
графика функции. 

6. Какая точка называется точкой перегиба графика функции? 
7. Сформулируйте необходимое условие существования точки 

перегиба графика функции. . 
В. Сформулируйте достаточное условие с.уществования точки пе· 

региба графика функции. 
9. Сформулируйте правило нахождения точек перегиба графика 

функции. 

Упражнения 

7.22. Для графиков следующих функцик. найдите интервалы, в 
которых график функций обращен выпуклостыо вверх и вниз: 

1 ) f (х) = х3_6х2 + 1 2х+ 4; 2) f (х) = (х + 1 )4;  3) ' (х) = х4- 6х2 + 4 ;  4) ' (x) = x4 + Bx� + 1 6. 
7.23. Исследуliте квадратичные функции и постройте их графики: 
1) f (x) = x� + 2x - 3; 2) { (x) = 4x� - 6x - 7; 

1 3) { (х) = 3 + 4х - х2 ;  4) ' (X) = -4 x� + x- l :  
1 5) { (x) = - 4x� + 2x- 1 ; 6) f (x) = -S" r. + 2x - 5; 

7) { (x) = x� + x - 2 ;  В) { (x) = x� - 2x + 3. 

§ 39. Построение графиков функций 

1. Дсимптоты .  Прямая у = kx + Ь называется. асимnто
той графика функции f (х) при х -- + 001 если 

. Нт (f (x)- kx-b) = О. 
х-+ + 00 

Таким образом, если прямая у = kx + Ь является асимп- ' 
тотой графика функции f (х) при х -- + 00, ТО функция 

а (х) = f (x) - kx-b 

является бесконечно малой при х -+ + 00 .  
Orсюда следует, что 

и поэтому 

так как 

k = f (х) _ Ь + сх (х) 
х х 

k = Нт f (х) • 
х .... + QO Х 

Нт Ь +сх  (х) 
х О. 
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далее, b = f (x)- kx-a (x) и поэтому 

Ь =  Нт (f (x)-kx). 
х-+ + о) 

Аналогично определяется и нах фика функции f (х) при Х -- оо . 
Одится асимптота гра-

3� � � м е р  1 . Найти асимптоты графика функции f (х) = 
'1= -

Х /:). Так как 
k = liт f (х) 1 "  3х9 + 1 

х =r 1т --2- = 3  
Х-++ '" Х-+ + '" х. I 

Ь =  liт (f (x)-kx) = liт (
3Х!+ 1_з  ) _  l' 1 

Х-+ + ОО  Х Х - 1т - = 0  
Х-+ + ОО . Х-+ + '" Х ' 

то п р ямая у = Зх является • 
f (х) при  х -+ + л 

асимптотои графика функции 00. егко убедиться ,  что эта же прямая 

Рис. 120 Рис. 121 
у = Зх я в�яется асцмптотой и при х Г фун�ции изобра�ен. на рис. 1 20. А 

-- 00. рафик _ 
2x� �� м е р 2 .  НаИТИ 'асимлтоты графика ФУНlЩИИ f (Х) = . 

- Х::П- ' 
352-

/:). Так как 
k =  liт ' (х) = Нт 2x�+x = 2 

х-+±со х х ..... ± '" х (х + 1 ) , 

Ь =  liт (f (x)-kx) = Нт ( 2Х2+·
+1Х -2х) = 

х ..... ± со  х-+± оо х 
= liт ( _ _ Х ) = - 1  

Х-+ ± '" х+ 1 ' 

то п р ямая у = 2х- l  являеТСi} асимптотой графика дан
ной функции при  х --+-оо и при  Х --+ + 00 . График 
функции изображен на рис. 1 2 1  . •  

П р и  м е р 3 . Пусть дана функци я 

f (x) = � (Vx2 + x + l + VX2�x+ 1) . 

Найти асимптоты. 
/:). Вычислим п ределы: 

k 1 ·  ' (х) ! 1 " yx2 -I- х + I + Ух2 - х + I = I , = 1т -= - 1Л1 -
Х .... + со Х 2 Х-++ '" х . 

Ь = Нт (t (x) -kx) = 

=-} Нт (Vх2 + х + l + V�2-х+ I -2х} = О. 
Х-+ + Ф  

Итак , п р ямая у = х  является аСИЩIТ01:0Й графика даН IlОЙ 
функци и при х- + 00 .  

Рассмотрим теперь пределы п р и  х--+-оо: 

k =  lim ' (х) = .!... liт Vx9 + x + I + V x2 - х + l = - 1 , 
Х-+ _ 00 х 2 х-+ _ 00 х • 

Ь = Нт (f (x) - kx) = 
X-J> -,Ф 

=-}·. Нт (V х! + Х + 1 + V xZ-х + 1 + 2х) = о. 
Х-+ - 00 

Следовательно, прямая у = - х является асимптото!''! 
для графика данной функции ПрИ х-":"оо. Изображе
ние графика дано на рис. 1 22. А 

Пр ямая х'== а называется вертикал.ьноЙ асимптотой 
графика функции f (х) , есЛИ 

11т f (х) = 00 или Нт f (х) = 00. х-+а-О  х .... а + О  
1 2  ЛЛ! ебра , ч. 1 853 



Заметим ,  что п ри нахождении вертикальных асимпто1.1 графика ФУНКЦИИ' f (х) в качестве точки а, через которую может п роходить вертикальная асимптота , следует рае<> сматривать точки разрыва данной функции f (х). 
П р и  м е р 4. П усть f (х) = x� 

4 
4 ' Найти асимптоты. 

6. Р"ассмотрим точки х = 2 и х ==; -2. Имее� 

l im f (х) ==; lim �4 = 00,  х-->-±2 х-->-± 2  Х_ -
и поэтому прямые х = 2 и х = -2 являются вертикальными асимптщами графика данной функции .  

!J 

!J )/ Il -z; о :г :с 

Рис. 122 Рис. 123 

4 ' 
График функции f (х) = x� - 4 изображен на рис. 1 23. А 

l '  1 П р и  м е р 5. Пусть дана функция f (х) = 2"---2 ' х. (Х- l). Найти асимптоты. 
6. Рассмотрим точки х = О и х = 1 ,  где эта функция не определена. В этих точках 

!�� C� - (x� l)� ) = + 00, �i�l (:� - (X�I)�) = -00 . 

Следовательно, прямые х = О и х = 1 являются вертикальными асимптотами графика данной функции .  Кроме того, прямая у = О является асимптотой графика функции при х -± оо .  
Изображение графика функции дано на  рис. 1 24 . ... 2 .  П римеры построения графиков функций. При построении графиков функций можно использовать следующую схему! 
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1 )  Найти область определения функци и ,
. 

если она за-
ранее не у казана. 

2) Проверить функцию на четность и нечетность. 
3) Исследовать функцию на периодичность. 
4) Найти точки пере· . У ,  сечени я  графика Функ- � : 

ции с осями координат. ! 
5) Найти и нтервалы : 

знакопостоянства функ- i:, ции. 
6) Найти асимптоты 

графика функции .  
7 )  Исследовать функ

цию на монотонность. 
8) Найти точки экст

ремума функции.  . 

о 

Рис. 124 

9) Найти точки пе
региба и и нтервалы 
выпуклости графика 
функции . .  

1 0) Построить график .  u Отметим,  что не всегда нужно точно следовать даннои 
схеме при построении графика функции. Иногда для по
строения  графика функции достаточно пп .  1 )-6). хз 

П р и м е р  1 .  Построить график ФУНКЦИИ f (х) = х; - I . 
6. 1 )  Область определени я  функци и - вся  числовая 

прямая ,  к роме Х =  + 1 ,  х = -I .  
2 )  f (х) - нечетная функция ,  так как f (- х) = - f (х). 

Поэтому для построени я  графика у ==; f  (х) достаточно ис-
следовать �e для х � О. , 3) Функция непериодическая. 

4) График функции пересекает оси, координат только 
в точке (О; О). 

Точки х\ = -1 , xi = О и хз = 1 разбивают ч исловую 
прямую на четыре и нтервала :  

(-00; - 1 ) , (- 1 ;  О) , (О; ' 1 )  и ( 1 ;  + 00).  
5) Найдем знаки ФУНКЦИИ лишь в и нтервалах (О ;  1 )  н 

( 1 ; + 00):  

в силу 

f (х) < О для всех х Е (О; 1 ) , 
f (х) > О для всех х Е ( 1 ;  + 00). 

нечетности данной функции имеем 
f (x) < О для всех x E (-оо ; - 1 ) ,  
t (x) > О для всех x E (- I ;  О). 
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6) Так как 

Нт f (х) = ±оо и Нт f (х) = ±оо, 
х-++ 1 ±О Х-+- } ±о 

то прямые х = 1 и х = - 1  я вляются вертикальными_ 
асимптотами .  А так - K�II{ 

l' t (х) l '  х3 1 1т - = 1т ( 2  1 ) 
= , Х-+± ОО  х х-+ ± оо  Х Х. -

Н т  (f (x)-kx) =  Нт ( 2�I -X) = 0, Х-+ ± 00 х-+± 00 х. 

то график данной функции имеет асимптоту у = х. 
7) Найдем прои зводпую: 

х2 (х2-3) " (х) , (x� - I )� • 

Он'а существует во всех точках числовой прямой , кроме 
х = ± I ,  и равна нулю в точках х = о  и х = ±Vз. Поэ
тому l{ритическими точками функции будут 

х1 =- Vз, х2 = - 1 ,  хв = О, х4 = 1 ,  хб = vз. 
Изучим  поведение t '  (х) в о){ рестности J{аждой крити

чес){ой точи и .  Вследствие нечетности f (х) достаточно рас-
смотреть знак f'  (х) на промежутках (- 1 ; О), (О; 1 ) , ( 1 ; Vз) 
11 ( V З;  + оо). Резулыаты исследования запишем в таблицу 

х = о 

[' (х) / 1 о 1 . I о / + 

{(х) убывает нет экст- убывает jубывает минимум возрастает 
ремума 3УЗ =-2-

. В !оч){ах  Х =  - 1  и Х = 1. функция не имеет экстрему
ма,  так как эти точки не принадлежат области опреде
ления  данной функции .  

, В силу нечетности функци и  можно утверждать, что 
п ри Х =  - Vз данная функция имеет максим ум. 

8) Чтобы исследовать график функции на выпуклость, 
найдем в,!орую производную. 

Г (х) = 2х (� + 3) 
{x� ..... 11a . 
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к итические точки данной функции  (по второй произ
и р 

й ) . '" (х) = О при  х = О и '" (х) не существует при  

BOДH� 1 . 
Однако точки х = ± 1 не принадлежат области 

�преде�ения фущщии ,  поэ�ому точка перегиба может быть 

только в точке с а бсциссои
. 
х = О. • 

Исследуем знак второИ производнои и результаты 

исследован и я  запишем в таблицу 

х I х<-I  

'" (х) I 
f (х) выпуклость выпуклость 

вверх вниз 

х> 1 

-+ 

точка выпуклость выпуклость 

!I 
* 

J 

1 

перегиба вверх 

'v:t 
I :t 1 · / 1 / ' 1 / 
, / , / 
t /' -
I // .r;J , / 1/- -I / -хг-I 
1/ /, // I / , 
" z 
I I ,-1 , I I " 

J 

Рис, 125 

вниз 

9) На основе п роведен ного исследован и я  функции 

строим  ее график (рис. 125), " 
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f 5 (х- 2) П р и  м е р 2. Построить график функции (х) =; 2 • х. 6. 1 )  Область определения ФУНКЦИИ - ВСЯ числовая ось. кроме точки х== о. 
2) Функция не является ни  четной, ни  нечетной. 
3) Функция непериодическая. 
4) Найдем н ули функции .  Решив уравнение' 5 (:з 2) = 0. 

получим х'= 2 .  Таким образом, график функции пересекает ось абсцисс в точке х = 2. Далее, так как х =  О не входит в область определени я  функции, то график функции ось ординат не пересекает. 
5) Точки х = О  и х = 2'разбивают ч исловую ось на три интервала (-00; о) , (о; 2) и (2; + 00),  в каждом из которых значения функции -имеют постоянные знаки (см. таблицу): 

х 

f (х) + . 

6) Найдем асимптотЪ! графика ф ункции. Так как 

1 · f ( ) \ .  5 (х - 2) О 1т х = 1т 2 = , х_ ± оо  х ...... ± оо  х . 1 ·  f (х) \ .  5 (х - 2) О 1т - = llП ' з  = ,  х ...... ± <D х х ..... ± с.о х 

то пряма я  у = о, т. е. ось абсцисс , является горизонтальной асимптотой .  А так как 

l iт f (х) == l i m  5 (х - 2) 

х ...... ± о . х-+ ± о . x� 00 ,  

то пряма ft х = о ,  т .  е .  ось ординат, я вляется вертикальной асимптотой . 
7) Найдем п роизводн ую: 

t' (х) = 5 (�;x) ;  

она существует и конечна в области определения данной 
ФУНКЦИII .  Поэтому критическими точками функции t (х) (по первой производной) будут Х1 = О И Х2 = 4. 
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Изучим п оведение фУНКЦИll на и нтервалах (-00;  о) ,  
(о; 4) и (4; + 00). Результаты исследования  запишем в 
таблицу 

х \ - оо < х< О . \  0 < х< 4 х = 4  4 < х< + оо 

f' (х) \ \ + О 

f (х) I убывает I возрастает I MaKCJlMYM �0,6 1 убывает 

в точке х = О функция не имеет экстремума, так Ka� 
эта точка не принадлежит области определения  даннои 
функции .  

!I 

о f 

Рис. 1 26 

8) Чтобы исследовать график ФУНlщии на выпуклость 
и определить точки перегиба , найдем вторую производ
ную: 

f"(X) = 10  (�-6) 
и критические точки данной фуuкции f (х) (по . второй 
производной): t"(x) = о при х = 6 и' f"(x) не существует в 
точке х = О .  Так как точка х = О не принадлежит области 
определения  данной функции , то точкой перегиба может 
оказаться лишь точка с абсциссой х = 6. Исследуем знак 
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второй производноj:j и результаты исследований зап ишем 
в таблицу 

{ '(х) I О + 

f (х) выпуклость выпуклость точка выпуклость В I I И3 
вверх вверх перегиба 

9) Используя результаты исследова ния  фУНКЦИ11 ,  стро-
11М ее график (рис . 1 26) .  А 

Упражнения 

7·24. Найдите асимптоты графиков функций: 
1 хЗ .Г -.--1) У= --2 ; 2) Y= --I ; 3) у= r хз - 1 ; х - х -

х2 + 6х- 5 х1 1 4) У =  х ; 5) Y= ( I + X)3 ; 6) у= I -xz ' 
7.25.  ИССJIeдуйте следующие функции и постройте и х  графИl < И :  
1 ) f (х) = хЗ - 3х2 -х +  3; 2) f (х) = х4 - ТОх2 + 9; . 

х- I 3) ' (х) = -х4+ 2х2 + 3; 4) ' (х) (2Х + l ) (2 - х) ; 

· 1 . 6) f ( ) _ (X + l ) (2- х) . 5) f (х) (х+ 1) (х- 2) , х -
2х + 3  ' 

7) f (x) = (X- I)}Х- 2) ; 8) ' (X) =X2 _�X + 6 ; 

х2 -9 9) ' (х) = ""2А ;  1 0) ' (х) = 2 Х ; 1 1 ) f (x) = x ln x. х -.. 

§ 40 .  Решение задач на максимум и минимум 

На практике часто приходится рассматривать зада чи, 
.связанные с нахождением наибольшего или наименьшего 
значени я из всех тех значений ,  которые Функuи я прини
мает на некотором отрезке. Если из.вестно, что на отрез
ке [а; Ь] функция f (х) мОнотонна, то наименьшее и l1aH
большее значения  достигаются в концах отрезка , а именно, 
если f (х) - возрастающая функци я ,  то f (а) - наименьшее 
значение , а f (Ь)- наибольшее значение функuии f (х); если  же  f (х) - убывающая функция ,  то f (а) -на  ибольшее зна
чение, а f (Ь) - наименьшее значение функции f (х) . Например , функция f (х) = х2 , Х Е [О; l J ,  возрастает на отрезке 
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[О; 1 ] .  Следовательно, f (О) ='0 - наименьшее значение 
функци и ,  а f ( 1 ) =  I - наибольшее значение (рис. 127) . 

Пусть теперь f (х) не является монотоннои на отрезке 
[а; Ь] , };10 известно, что f (х) непрерывна на отрезке [a� Ь J 
и имеет производную во всех !I 
точках отрезка [а; Ь] , за исклю- I 1--------..... y = x Z  чe�IИем, быть может, конечного 
числа точек , и имеет не более ко
нечного числа стационарных то
чеl< .  Тогда наибольшее и наимень
шее значени я на этом отрезке 
функuия принимает либо в одной 
нз критических точек , принадле- О 
жащих (а; Ь)', либо на концах. от
резка [а; Ь ] .  

f 
Рис. 1 27 

П р и  м е р 1 .  Найти наибольшее и наименьшее значе
I I Н Я  функции f (х) = х2/З (х-2) на отрезках!  а) [ -8; - 1 ]  
11 б) [ - 1 ; . 1 ] .  u 6. Функци я f (х) определена на всеи числовой пр ямой 
I 1  имеет пр.оИзводную 

, 5х-4 
f (х) = �Г-

3 V х 

на всей числовой прямой , кроме х = О. 
Критическими точками данной функции будут х = О и 

х = О,8. _ 
, а) На отрезке [-8; - 1 ]  данная функция во.зраотает, 
так как [ '(х) > О дл я любого х Е [-8; - 1 ] . 

. Следовательно, на отрезке [-8; - 1 ]  Функuия при ни-
мает наименьшее значение при х = -8, а наибольшее 
значение при х = -;-I :  

{ози .. = f (-8) = -40, [8 а.6 = [ (- I ) = -3. 

б) Обе критические точки функции при надлежат от
резку [- 1 ;  1 ] .  Следовательно, наибольшее и наименьшее 
значения данной'  функции на отрезке [-� ; 1 ]  находятся 
среди значений 

f (- I ) = -3, { (О) = О, { (O,8)�- 1 ,03 и f ( I ) = - I ,  

и поэтому {наиб = О, {наим = -3. А 
П р и  м е р  2. Н айтй наибольшее и наименьшее значе

ния функции f (х) = 2хЗ- 9х2 + 1 2х - 3 па отрезке [О; 3] . 
6. Решив уравнение f '(x) = 6х2 - 1 8х + 1 2  = 6 (х- 1 )  (х 

- 2) = О, найдем критические ТОЧI{И х = 1 и х :=  2. 368 



Н аименьшее из  чисел 
f (0) = -3, f � 1 ) = 2 ,  f (2) = 1 , f (3) = б  

будет наименьшиlvt ,:Значением, а наибольшее - наибольшим 
значением данной функции на отрезке [О; 3] . Поэтому 
fн!им = -3 и fнаИб = б. & ?ассмотрим несколько задач с конкретным содержа
н ием, для решения которых необходимо найти наиболь-

� ..;o.+-,,":C� 
шее или наименьшее значе-+--hm------,.,...",,'--r ние некоторой функции. 

П р и  м е р 3. Какой из 
прямоугольников с перимет
ром 2р имеет наибольшую 

t::s площадь? 
6. Прямоугольников с пе

риметром 2р имеется беско
нечное множество. Н аша заfL'-<t--------f='I-----L. дача - выделить из этого мно
жества прямоугольников пря
моугольник ,  площадь кото
рого будет наибольшей. 

Рис. 128 Если через х обозначить 
длину одной из сторон пря

моугольника ,  то длина другой стороны равна р-х, а 
площадь S такого п р ямоугольника равна х (р -х) .  

Найдем критические точки функции 
S = х  (р -х) ,  х Е [О; р ] .  

Так как S' I р - 2х, то х = р/2 -· критическая точка 
этой функции .  На [О ;  р/2 ] функци я S возрастает, а на 
[р/2 ; р] убывает. Следовательно, при х = р/2 площадь S 
будет наибольшей. 

Ответ: из  прямоугольников с периметром 2р наиболь- '.; 
шую площадь имеет квадрат со стороной р/2. & ;с:;'.г -. 

П р и  м е р  4. Из квадратного листа жести со CTOPOHOiVs' 
а надо изготовить бак с квадратным основанием без крыш- ..... --... 
ки  наибольшего объема. 

6. Обозначим через х длину стороны вырезаемого квад
рата (рис. 1 28). Так как в основании бака квадрат, то 
O � x � � и объем бака будет определяться по формуле 

V (х) = (а- 2х)2 х, где О � х � а/2 . .; ��-% Таким образом, задача свелась к отысканию наибольшего � �  
значения  функции V (х) на отрезке [О ;  а/2] . 
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_ '- . - _;  
Так как У'(х) = а2-8ах + 1 2х2, то, решив ураЩlение 

1 2х2- 8ах + а2 = О, найдем стационарные точки функции 
У (х): х = а/б и х = а/2. 

Рассмо�им далее значения функци и  V в точках x1 =0, 
Х2 = а/б и хз = а/2.  Так как 

V (О) = О, V ( � ) = 2;; и V ( � ) = О, 

то функция V (х) принимает наибольшее значение на от
резке [О; а/2] в точке х = а/б. Итак,  при х = щ6 объем 
бака будет наибольшим. 

Ответ: Vнаuб = V ( � )  = 2;; . &  

Упражнени я  

7.26. Найдите наибольшее и наименьшее значения следующих 
фун�ий: . Щ f (х) = х3-3х на отрезках -о 5' О 5 и [-1 ,5 ; 2] ; 

О) f (х) = х4 - 8х! -9 на отрезках - • 1 [О; 3] и [-3; 5] ; 
(3) f (х) = - x4 + 2x� + 3  на отрезках - . 0 7  [-2; о], [-2; 2] 

и [о; 4] ; 
4) f (х) = V x� (2-х) на отрезках [-6; -1 ]  и [-2; 1 ] ,  
7.27. Требуется сделать коробку, объем которой должен равняться 

1 08 см3• Коробка открыта сверху и имеет квадратное дно. Каковы 
должны быть ее размеры, чтобы на ее 
изготовление пошло наименьшее ко
личество материала? 

7.28. Требуется огородить п рово
лочной сеткой. ДЛliНой. а п рямоуголь
ный ytJacToK, ПРllлегающий к стене. 
На!!тн размеры участка, при которых 
его площадь будет наибольшей. 

7.29. Материальная точка со-
вершает прямолинейное движение по 

2 
закону s (t) = 5t + 2t� - з t3, где s-

путь в метрах, t - время в секундах. 
В какоН момент времени t скорость 
движения точки буде,. наибольшей и 
какова величина этой наибольшеii 
скорости? 

7.30. Из куска ка ртона 32 C�IX 
Х20 см требуется изготовить откры-
тую сверху коробку наибольшей вые- PIIC. 129 
СТIIМОСТИ,  вырезая по углам квадраты 
11 затем загибая выступы для образования боковых сторон коробки. 
I lа iiДlIте объем коробки. 

7.3 1 .  Сечение туннеля (или шлюзового канала) имеет форму п ря-
мnуголЫlIIка , завершаемого полукругом (рис. 129) . I 

1) Зная периметр сечения 2р, определите! при каком радиусе 
полу!{руга площадь се'lСНИЯ будет наибольшей. 
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2) Зная площадь сечения S, определите, при каких условиях пе
РШlетр сечения будет наименьшим. 

7.32. Лампа висит над центром круглого стола радиуса R. При 
какой высоте лампы над столом освещенность предмета , лежащего на 
краю стола, будет наилучшей (освещенность rrpямо пропорциональна 
косинусу угла падения лучей света и обратно пропорциональна квад
рату расстояния от источника света)? 

7.33. Докажите, что из всех равнобедренных треугольников, впи
санных в данный к руг, наибольший периметр имеет равносторонний 
треугольник. 

7.34. Найдите положительное число х, чтобы разиость x-x� бbJл'а 
на I1большеЙ. t.л-w -?' 

7.35. Найдите число, которое в сумме со своим квадратом дает 
этой сумме наименьшее зна'lение. 

7.36. Установлено, что энергия, отдаваемая элеКТРИ'lеским эле· 
E2R ментом, определяется по формуле W = (r + R)� ' где Е - электродви, 

жущая сила элемента, г- внутреннее сопротивление, R - внешнее 
СОПРОТИВJlение. Каким должно быть сопротивление цепи, чтобы отда
ваемая элементом энергия W была наибольшей? 

7.37. Даны прямая и две точки С и О по одну сторону от пря· 
мой. Найдите такую TO'U<Y К на этой прямой, для которой сумма 
расстояний СК + КD была бы наименьшей. 

7.38. На . странице книги печатный текст должен заШlмат!> (вместе 
с промежутками между строками) S (см2) . Ширина лодей на страllице 
слева и справа должна быть равна К (см) , а сверху и снизу - d  (см) . 
ЕСЛlI принимать во внимание только экономию бумаги, то каковы 
должны быть наиболее выгодные размеры страницы? 

7.39. Определите сопротивление внешней цепи, при котором ба
тарея из двух последовательно соединенных аккумуляторов сможет 
развить максимальную полезную мощность. ЭДС батареl1 2,5 В, ВНУТ 
реЮlее сопротивление 0, 16 Ом. : Чему равна маКСlIмальная: полезная 
МОЩНОСТЬ? 

7.40. Найдите наибольшую площадь ПРЯМОУГОЛЫIИlса, верши·вы 
которого находятся в начале декартовой сltстемы коор.в.Иllат, на .оси х, 
на оси у и на параболе y = 4- x�. . 

364 

Г л а в а  8 

Н ЕОПРЕДЕЛЕННЫ Й И НТЕГРАЛ 

§ 4 1 .  Неопределенный интеграл и его свойства 

1 .  Первообрэзная и неопределенный  интеграл. В диф
(i)ерцщиа льном исчислени и мы решали задачу нах о)кдени и 
I\РОИЗВОДIIОЙ или дифференциала зада llНОЙ фу н к ци и .  В ма
тематике и ее п р иложени я х  часто п р и х одитс я решать 
обратнУЮ задачу:  по зада н ной п р оизводной н а х однть новую 
фу нкци ю ,  производна я которой равна заданной фун к ц и и .  
Н а l l ример,  если нам известна CJ{OPOCTb V = V ( t) , t E [a; bJ , 
I I р я мол и нейного движен и я  м атери альной точк и ,  а мы долж
ны УЗl18ТЬ п уть S, п ройден н ы й  этой точ кой , то, зн а я , .  что 

!!!.... = и, 'м ы каи раз должны будем по заданной п роизвод
dt . . . 

ной .:� = v и)  н а йти фун к ц ию s. Н а х ождение функции п о  

е е  П РОИЗВОДIIОИ и л и  дифференци алу р ассматривает� я в 
и нтегральном исчислении . Функцию,  восста ilавли ваемую 
по зада нной ' ее п роизводiIOЙ ' ,  или Д}1фференциалу, назы-
вают первообразноЙ . . 
" о n р е Д е л е н и е 1 .  ФУШЩИ и F (х) н азываетс я nервооб

разн,ой дл и функции f (х) н а  HeJ{QTopOM п ромежутке, ссли 
для всех значен и и  х из этого п ромежутка выполн яетс я 
равснство 

Р' (х) = [ (х). 

На п р и м� р ,  ДЛ Я  фующи и  [ (х) = 3х2 , x E R, ' пер вообрэз
нои во всех точк а х  действительной оси будет ФУНКЦИЯ 
F (х) = х3, так как F' (х) = 3х2 = f (х) для I<аждого х Е R. 
Заметим ,  что F1 (x) = X3 +  1 ,  ил" Р2 (х) = х3 - 5 ,  или, вооб
ще , F s (х) = хВ + С, где С - произволь н а я  константа , та кже 
я вляются первообраЗНЫМII для функции f (х) = 3х2 ,  Х Е R ,  
так как эти фу н кции и меют одну и ту же производну ю ,  
ра вную 3�2. 

Т а к и м  образом , фу нкци я [ (х) = 3х2 , x E R , имее:г бес
конечное множество пер в ообразных. Следующа я  теорема 
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показывает, как найти все первообразные заданной функ
ции, зная одну из них. 

\} Т е о р е м а . Если функция F (х) является nервообразной 
для функции f (х) на некоmором nРО.межуmке, то .множе
ство всех nервообразных для функции f на это,'d. np0Jo./e
жутке задается ФОРА1УЛОЙ F (х) + С, С Е R. у 

О Любая ФУI!КЦИЯ вида F (х) + С ,  где С -некоторая 
постоянная , является первообразной для f (х). действи
тельно, 

(Р (х) + С) ' = Р' (х) = f (х): 

Докажем теперь, что любая первообразная для f пред
ставима в виде F (х) + С ,  где С - некоторое число. 

Пусть Ф (х)- первообразная для f (х) , т . е. ф' (х) = f (х). 
Рассмотрим вспомогательную функцию ер (х) = Ф (х) - р  (х) 
и покажем, что она является постоянной. ' 

Пусть Xi И х2 -;-две произвольные точки рассматри
ваемого промежутка и пусть, например , Х1 < х2• ПQ тео
реме Лангранжа найдется точка с Е (x1 ; ха) такая ,  что 

ер (ха) - ер (x1) = ер ' (с) (х2 - х1) . 

Так как (р' (Х) = ф' (х) - Р' (х) = f (х) -f  (х) = О для всех 
х и ,  в частности , ер ' (с) = О, то ер (х2) = ер (x1) . Итак, 
ер (х2) = ер (х1) для любых Х1 и х2• Следовательно, ер (х) = С, 
где С - некоторое число, т. е . 

Ф (х) = F (х) + С . • 
ИЗ доказанной теоремы следует, что графики первооб

разных функции у = f (х) получаются из графика какой
нибудь одной первообразной F (х) параллельным перено
сом графика функции у = F (х) вдоль оси ординат. 

П р и м е р . для функции f (x) =  � ,  х Е (О; + 00),  найти 
первообразную F (х) , график которой проходит через 
точку (2; 2 ) .  

6 Так как при всех х Е (О; + 00) верно равенство 
( ln x)' = � ,  то lп х-одна из первообразных ФУНКЦИИ 

f (х) = � . По доказанной теореме искомая первообразная 
F (х) должна иметь вид F (х) = ln  х + С, где С - некоторая 
постоянная. Постоян ную С находим из условия F (2) = 2 ,  
т . е. ln 2 + C = 2, откуда C = 2 - 1n 2. Следовательно, 

F (x) = ln x + 2 - 1n 2 = ln � +2 . ..  

Зб6 

о п р е Д е л е н и е 2 .  Множество всех первообразных 
ФУН КЦИИ f (х) на некотором промежутке называется неоn
ределенным интегралом от функции f (х) на этом проме
жутке и обозначается символом 

� f (х) dx. ( 1 )  

Этот символ читается так : «интеграл от f (х) по dx». 
Таким образом, согласно определению, 

� f (х) dx = {Р (х) + С} ,  (2) 

где F (Х)- I<акая-либо первообразная функции f (х) , а С
произвольная постоянная. Формулу (2) принято записы
вать без фигурных скобок, опуская обозначение множе
ства 

� f (x) dx= F (x) + C. 
Символ � называется знаком интеграла, f (х) -подынтег
ральной функцией, f (х) dx-nодынтегральныAt выраже· 
нием, х- nеременной интегрирования. 

Нахождение ФУНКЦИИ по ее производной или по ее 
дифференциалу называется интегрированием функции. 
Интегрирование-действие, обратное дифференцированию. 
ПраВИЛbJЮСТЬ интегрироваНИ$I можно проверить диффе
ренцированием. Например, 

� (2х + 3) dx = х2 + �x + С, 
так как 

(х2 + 3х + С)" = 2х + 3. 
2 . Основные свойства неопределенного интеграла. 
1 .  Если функция f (х) имеет первообразную, то 

O t (x) dx) ,
= f (X) ,  d O t (x) dx) = f (x) dx. ( 1 )  

о Пусть F (х) -одна и з  первообразных функции f (х), 
тогда , по определению, 

� f (х) dx = F (х) + С, 

где Р' (х) = f (х) или dF (х) = f (х) dx. Следовательно, 
( � f (х) d.x) '  = (Р  (х) + С)' = F' (х) = f (х) , 

d ( �  f (х) dx) = d (Р (х) + С) = d.F (х) = f (х) dx . •  
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2. Если f (х} -дифференцируемая функция ,  то 

,� t ' (x) dx = f (x) +C,  � df (x) = f (x) + C. (2) 

о Так как df (х) = f' (х) dx и f является первообразной 
для своен производной f ' , то 

� df (х) = � f' (х) ш = f (х) + С . •  

3. Если функция f (х) имеет первообразную, то при  
а =1= О верно равенство 

� af (х) dx = a � f (x) ш. _ (3) 

Это свойство означает, что постоянный отличный от нуля 
множитель можно выносить за знак интеграла . 

то 
4. Если функции f (х) и g (х) имеют первообразные, 

� (f (x) + g (x» dx = � f (x) dx +  � g (x) dx. (4) 

Это свойство означает, что интеграл от суммы двух ФУНК
ций равен сумме и.нтегралов от этих функций .  

Доказательство свойств 3 и 4,  аналогично доказатель-
ству первых двух свойств. ' 

Формула (4) естественным образом обобщается на слу
чай суммы n (n > 2) функций.  

П р и  м е р.  Найти � (2 s in х + 3е-х) dx. 
6. Согласно свойствам 4 и 3 неопределенного интеграла 

получаем 
� (2 s in x +  3е-Х) ш �  � 2 sin x dx + ) 3e-x dx = 

= 2 � s in x dx + 3  � e-х dх = -2 соs х- 3е-х + С. 

Последнее равенство следует из известных формул: 
(-cos x)' = sin x и (-е-Х)' = е-Х . А  

�.  Таблица неопределенных интегралов. ИЗ определе
ния  интеграла следует, что всякая формула для п роиз, 
водной конкретной функции ,  т. е. формула вида 

F' (х) = f (х) , 

Используя это соображение и таблицу производных , соста
вим таблицу неопределенных и нтегралов. 

В 

1 .  � О ш = С, С - константа: 5 х'Иl 2.  XX' dx =  а + l + С , а =1= - 1 .  

-З. S d: = ln l x l + C. ," .� 

, 

4. 5 аХ 
аХ dx = lл а + С,  а >  О, 

частности, � еХ dx = еХ + С. 

5. � cos x dx = s in  х + С.  

6 .  � s ln x dx = -cos x +  С. 

7. 5 dx -2- = tg Х + С . cos х 5 dx 8. stл2 х = - сtg х + С. 5 dx 1 х 
9.. а' +х2 = a- arctg -a + С, 
10. 
1 1 . 

5' dx - ( I I х-а I 'С x2 - � - 2a n х + а + , 

S dx . х С 
V 

' = агсslП 
-1 I + , а2_х3 а 

а =1= 1 . 

а =1= О. 

а =1= О. 

а =1= О . 

1 2 .  S ·dx 
, V x� + at I n  (х + V·x! + а') + С . 

S dx V -1 3 . 
V 

= I n / x +  x' - а' \ + С , х2-а' 

ot 

а =1= О. 

а =1= О. 

Каждая из формул 1 - 1 3 СПР'8веДЛИВ1i на каж ом 
промежут�е, принадлежащем облас'Ги определеиия� n ,J.
и нтегральной функции. Спра-ведли-вость К8ЖД@Й п 111rи
веденных формул можно установить дифференцированием. 
Проверим, например , формулу 3. 

Здесь надо рассмотреть два случая .  
1 )  Пусть х >  О ;  тогда I х I = х и формула 3 примет вид 5 d: = lп х + С. 

1 Дифференцируя , получим 
может быть записана в виде и нтегральной формульr: 

� f (x) dx = F (x) + C. (l n x + C) ' = � + 0 = � .  
j _ i � � � L 

� 
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2) Пусть х < О; тогда I х 1 = -х и формула 3 имеет вид 

S � = ln  (-х) + С. 

Дифференцируя , будем иметь . 
( 1п (-х) + С) ' = -1 + О =� .  

-х х 

И нтегралы, приведенные в рассмотренной выше табли
це, получили н азван ие табличных инmегРШlOв. 

В о п р о с ы  д л я к о н т р о л я  

1 . Какая Функция называется первообразной для функции t (х), 
х Е (а; Ь)? 

2. Что называется неопределенным интегралом функции t (х)? 
3. Вер !"'ы ли утверждения: а) первообразная суммы двух функ

ций равна сумме первообраЗIIЫХ этих функций; б) неопределенный 

интеграл разности двух функций равен соответствующей разности 
интегралов от этих функций? 

. 

4. Почему формула (3) неверна при а = О? 

5. Докажите справедливость формул 1 0- 12 для табличных ин

тегралов. 

§ 42.  Методы Jlнтегрирования 

1 .  Метод непосредственн'ого интегрирования.  Неnосред
cmeeHHbt,l,t интегрированием lIазывается такой метод вы
числения интегралов ,  при котором они сводятся к таб
личным путем применения к ним основных свойств неопре
деленных и нтегралов. ПРI! этом подынтегральную функцию 
обычно предварительно соответствующим образом преоб
разуют. 

П р  н м е р 1 .  Найти � ( l  + VX)2 dx. 
6. Преобразовав подынтегральную фУЮ{цИЮ и восполь

З0В�ВШИСЬ свойствами 4 и 3 интеграла ,  находим 

� ( 1  + VX')2 dx = � ( 1 + 2 VX' + х) dx = 

= S dx + 2  S VX'dx + S xdx= x + 4х [х + х; + С. 

Последнее равенство получено с помощью табличного 
J и нтеграла 2 соответственно при  сх = О, СХ = '2  и СХ = 1 . •  

П р и  м е р 2 .  Найпi S 2�x4 dx. 
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6. Интеграл сводится к табличным и нтегралам 3 и 2 
(сх = 3) :  

S 2 � х4 dx = 2 S 
d: + S хз dx = 2 1  n I х I + � + С . • 

П р и  м е р 3. Найти � 3х . 42Х dx. 
6. Преобразовав подынтегральную функцию, приводим 

интеграл к табличному и нтегралу 4 (а = 48): 
S 3х . 42Х dx = S 3х 1 6x dx = S 

48х dx = J�B:B + С .  А 
П р и  м е р 4. Найти S cos2 i dx. 
6. Так как 2 cos2 i = 1 + cosx, то 

S cos2 i dx=+S ( 1  + cos x) dx= + (х + siп х) + С  . .  А 

П р и м е р  5. Найти S 25�4X� . ' 

6. Путем простых преобразований  подынтегральной 

функции приходим к табличному интегралу 9 ( а = � ) : 

r dx . r dx 1 r dx 

J 25 + 4x� = J 4 (�+ x� ) = "4 J ( � у + x� 
= 

1 1 х 1 2х = '4 ' s arctgs+C= 
1 0

з.гсtg s + С  . ... 

'2 '2 

S x� dx 
П р и м е р  6. Н айти 3 + x� ' 
6. Интеграл п риводится к табличному и нтегралу 9 

(а=  V3): 5 х2 dx S 3+х2 -3  S 3

+

х

2 
S -3 dx 

3+x� = 3+x� dx = 
3+х2 dx+ 

3 +х2 = 

= S ш-3 S 3�X� =х-3 . ;3 arctg VЗ + С =  

= x- VЗагсtg ;3 -1 С . ..  

П 7 н и 
S

dX 
р и м е р . аити 

3x� - 5 ' 
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6 Интеграл СВОДИТС Я к табличному и нтегралу 1 0  
(а =  У% ) :  с dx r dx 1 [ dx 
J 3х2 -5 = 

J 3 (x� - % ) 
=

3 J x�- ( ПУ � 

1 1 = 3 ' 2 -. / 5 У. 3 

x - vf 
.

1п v + С==>  х + � 3 1 1 
1 
х у

з 
- У

5 1  
. = 2 Y 15 n х У3 + У5 + С. "  

П 8 Н " S 
dx 

Р и м е р . аити ,г . 
r 1 - 9х2 

6 Сводим 
( а  . +) 1 и нтеграл l{ таБЛИЧ !lОМУ и нтегралу . t. 1  

) 1' 1 �'" . ) J!,(}--'r) 
1 j dx . I • х +с I . 

3 С А = 3  ' -. / 
I 2 = з а ГСS I П -I- = з агсsl П х + : . . А 

V (3 ) - x� 3 
Н " j Yx2 + 4 - 4 YX2 - 4 d П р и  м е р 9. аити у х. x4 - t6 

6 Данный и нтеграл сводится к табличным и нтегралам 
1 2  11 1 3 (а = 2) :  

r у'Х2+'4 - 4 УХС4 ш ' r dx - 4  r dx _ 
J у х4 - 16 J У х2 - 4  J У x� + 4  . 

= lp l x +  V х2 - 4 1 - 4 1п (х +  V х2 +  4) + С .  А. 

П р  и м е р  1 0. Найти 5 Sin2:�OS2 X • 
6 Так как s in2 х + cos2 Х = 1 ,  то 

I .sin2 х+ cos2 х 1 ) 
sin� х cos� х 

= 
siл� х cos2 х = cos2 Х + siл� х' • 

Таким образом , интеграл СВОДIIТСЯ к табличным интегра
лам 7 и 8:  

372 

. = -- -
.
- = t x - ct х с. 5 dx 5 dx 5 dx 

sш3-' х cos� х cos2 Х + sш� х g g + .. 

2 .  И нтегрирован ие Мt:ТОДОМ замены переменной (метод 
п6дстановки). в основе метода подстановки (или метода 
замены перем�нной) вычисления неопределенных интегра
лов лежит следующая формула , являющаяся ПРОСТЫ\1 
следствием правила дифференцирования сложной функцин: 

� f (g (х)) g' (х) dx = F (g (х» + С, ( 1 )  

где F (t) - какая-либо первообразная фующи и  f ( t ) ,  t = g (х) . 
Действительно, согласно этому правилу получаем 

(Р (g (х» + С)' = Р' (g (х» g' (х) = f (g (х» g' (х). 
Правую часть формулы ( 1 )  обычно записывают в виде 

где t = g (x) . 
� f (t) dt, (2) 

Из формулы ( 1 )  следует, что если подынтегральное 
выр·ажение имеет вид 

f (g (х) g' (х) dx = f (g (х» dg (х) (3) 
или приводится К. этому виду , то интеграл 

� f (g (х» g' (х) dx 
МОЖliо свести к интегралу (2) с помощью замены пер�· 
менной ,  положив t = g  (х) . 

П р и м е р 1 .  Найти � cos (5х + 3) dx. 
6 Подынтегральное выражение прнводится к виду (3) .  

I 
cos (5х + 3) dx = '5 cos (5х + 3) d (5х + 3) 

(здесь f (х) = cos (5х + 3) , g (х) = 5х + 3). Сделав замену 
переменной t = 5х +. 3, получим 5 1 5 sin t sln (5х + 3) . 

cos (5х + 3) dx = '5 cos t dt =-5-+ С = 

5 

+с. А 

П р и  м е р 2. Найти � (2х + 1 )10 dx. 
(::.. Так как 

(2х + 1 )1° dx = -} (2x + 1 )10 d (2x + 1 ) ,  

то ,  положив t = 2х + 1 ,  получим S (2х + l )lO dx = -} 5 (2х + 1 )l° d (2x + I ) =. � S t 1 o dt = 
t11' (2х + 1 ) 1 1  = w + c = 22 +с. 
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П р и  м е р 3. Найти � хех2 м. 
6. Положив t = х2, находим 

5 хех2 dx = i 5 ех2 м2 = -} 5 et dt = -} et + С =; � ех& + С. & 
-

5 х2 dx П р и м е р  4. Найти 4+ 3хЗ' 
6. Подынтегр,:л.ьное выражение приводится к .  виду 

1 d (4 + 3х3) 9 ' 4+3x� , 
Положив t = 4 + 3х3 , получим 5 x2. dx =� S d (4+3x3) =� s�_ 
4+ Зх� 9 4+3х3 9 t - '" 

1 1 = 9 1 п l  t l  + C = 9 1n I 4 + 3xS I + С. &  

П р и м е р 5. Найти 5 � е1/Х м. х. 
1 1 dt 6. Положим t = X- ' тогда Х = 7  и dx = - (f ' Таким 

образом, 
5 �� e1/X dx = 

5 
t2et ( - :: ) = - 5 et dt = 

. = - еt + С = � еl/X + С. & 

П р и м е р 6. Найти S 
dx 

, 
V l l + JOx -х� 

. 6. Так как 1 1 :;Г 1 0х - х2 = 36 - (х - 5)2, то С помощью 
замены переменнои t = х -5 интеграл сводится к таблич
ному иптегралу! 

I S' 
dx 

S ' dx 
S 

d (х -5) 
V l J + IOx- х� УЗ6- (х-5)� 

= 
Y6�- (x-5)� 

= 
. + С . х-5 S а! t = 

V6�-t� аrсsш6' = аrсsш-6- + С. & 

П р и  м е р 7. Найти � х V 1 - х2 м. 
6. Сделаем подстановку t = l -х2, тогда dt = - 2х м, 

dt т. е. х м = - т ,  Поэтому 5 
х V 1 - х2 dx = S Vt ( - �t ) = --} 5 Vt dt = 

= - � , � t 3/2 + C = _ � ( 1 - X2_)3/2 + C. A 

874" 

П р и м е р  8. Найти � siп х соs7 хdx. 
6. Положим t = cos х, . тогда dt = - s in х dx. Следова-

тельНО, 
sin x cos7 x dx =- t7 dt = - s + С = - -s- + С. & 5 5 

tB соэ8х 

П р и  м е р 9. Найти 5 dx . 
slЛ Х 

6. П е р  в ы й  с п о с о б. Преобразовав подынтегральное 
выражение 

dx sin x dx - d cos x 
SiJjX = s in2 х = 1 - соэ2 Х 

И положив t = cos х, приходим К табличному интегралу 1 О: 

5 �= S � =� ln l t - 1 1 + С = ..!. 1п I - cos x  + С. 
sin х (� - 1 2 ' + 1 2 1 + соэ х 

В т о р о й  с п о с о б. Преобразуем подынтегральное вы
ражение следующим образом: 

d .2. d .2. d tg .2. ах ' 2 2 2 
SiJjX = . х х . sш - соs - = -- . -- = --х х х 

tg T соэ� '2 tg T 2 · 2  
х 

И положим u = tg '2 '  Тогда получим 5 
s�x= S d: = ln l u l +  c = ln l tg � ' + с. &:  

П р  м е р  1 0 . Наити V l - x� dx. 
u S arcsin2 х 

6. Положим t = arcsin x, тогда dt = 
V 

dx . Таким 1 - х; 
образом, . S arcs in2 х dx = S t2 dt = .Е... 

+ С = (arosin х)3 + 9. & 
V l - x� 3 3 

П р и м е р 1 1 . Найти S dV ·  1 + х 
6. Сделаем замену переменной , положив х = t2, t � О. 

Тогда , так как dx = 2t dt , получим S dx = 2 S .!.!!:!.. = 2 S 1 + t - 1 dt = 
1 + у х  1 + '  1 + ' 

= 2 5 dt -2 5 l�t = 2t -2 111 ( l + t) + С =  

= 2 Vx - 2 1п ( 1  + V'X) + С . А 
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П р и  м е р 1 2 .  Найти S dx 
YeX- I ' 

6 Положим еХ - 1  = [2, t > О, тогда 

еХ d.x = 2! dt . , 2! dt d.x= t� + l ' 
Следовательно, 

S V 
dx . = 2 S� = 2 arc tg t + с = 

еХ _ 1 t� + l  
= 2 arc tg V еХ - 1 + с . ... 

П р и м е р  1 3. Найти � V4-x2 d.x. 
6 Положим x = 2 s in t , I t l � ; ,  тогда

" 
d.x= 2 cos t dt 

I! t = arcs in ; . Следовательно, 

V 4 - х2 = V 4- 4  s in2 t = 2 Vl -siпЧ = 2  cos '. 
Таким образом, 

� V 4 - х2 dx = � 2 cos [ . 2 cos t dt = 4 � cos2 t dt = 

= 2 � ( 1  + cos 2t) dt ...:.. 2t + s i n 2! + с. 
Так как 

sin 2t = 2 sin t cos t = 2 sin t V 1 - s i n2 t = 

то 

= 2 . ;  У 1 - ( i ) 2 = �  V4 - x2, 

S V4- Х2 dx = 2 аГСS iП ; + ;  V4 - х2 + С. А  

П р и м е р  1 4. Найти � s in ax cos bx dx, а ::;6 0, Ь ;z!= 0. 
6 Преобразовав пронзведеlIие трнгонометричеСJ< l I Х  

функции в сумму согласно IIзвестной формуле 

получим 

s i n ах cos Ьх=  s in (а- Ь) x+ sin (а + Ь) х 
2 ' 

S s i n  ах cos bxd.x = + S s i n  (а -
'
ь)х dx + � S � in (а + ь) х dx. 

Если а ± Ь ::;6  О ,  ТО, П ОЛожив t = (а -Ь) х в первом ишег-
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рале и u = (а + ь) х во ВТОРОМ, найдем 

\ S sm t  
J s in (a-b) xdx =  а- Ь dt = 

. = _ cos t + С . 
_ cos (а- Ь) х + С а- Ь  1 а- Ь 1 • 

S s in (a + b) x dx=  S ;�� du = 

= -�+C = - cos (a+ b) x +с а + Ь  2 а+ Ь 2' 

Следовательно, если а ± ь >=1= О, то 

5 s i n ax cos bxdx = - � ( cos (а- Ь) х + cos (а+ Ь) Х) +с. 2 а-Ь  а+ Ь 

При а ± ь = О интеграл вычисляется. еще проще: 

5 . d 1 5 . 2 d cos 2ах С '" S lП ах соs ах Х = 2  S lП �x x = -�+ . • 

Аналогично вы.числяются интегралы 

� s in ах s i n Ьх d.x, � cos ах cos Ьх dx, а =1- О, Ь =i= О. 

П р и  м е р 1 5 .  Найти интегралы от рациональных Функ
Ц!IЙ :  

2 5 7х- l 
) х2 + 2х + 1 d.x; 

3 5 3х-2 5 хЗ+ I ) x2_4x +5 dx; 4) x2+x _.2 dx. · 
6 В этом примере все подынтегральные функции имеют 

ПI IД 

г,з,е Р" (х) -многочлен степени n.  Способ интегрирования 
таких дробей зависит от того, имеет ли корни знаменатель 
дроби и является ли рациональная дробь правильной 
(n < 2) или неправильной (n � 2). 

1 )  Здесь подынтегральная функция является правиль
ной рациональной дробью, знаменатель имеет два корня : 

.л = 2 , х = -5. Представим подынтегральную функцию в виде 
суммы: 

3х+5 А В 
х -2 +х+5 
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и найдем коэффициенты А и В. Приведем дроби в правой 
части к общему знаменателю: 

3х + 5  _ А (х + 5) + 8  (х- 2) 
х2 + 3х - 10 - х2 -т- 3х - l0 

ИЗ этого равенства следует тождество 
3х + 5  = А  (х + 5) + В (х- 2). 

Полагая в полученном тождестве х = 2, находим 7 А = 1 1  
1 1  

' 

А = -7 ' Полагая х = -5, получаем - 7В = - 1 0  B = � , , 7 . 
Следовательно, подынтегральная функция представима 
в виде 

Поэтому 

3х + 5  = J 1 /7 + 1 0/7 
х2 + 3х - 10 х -2 х + 5' 

2) В этом случае знаменатель рациональной дроби имеет 
l{ратный корень х'= - 1 .  Представим подынтегральную 
функцию в виде суммы: 

7х- I А 8 
x� +2x + 1 = х + l 

+ 
(х + 1 )�  

и найдем коэффициенты А и В. Приведем дроби в правой 
части к общему знаменателю: 

7х- l  А (х + 1 ) + 8  
х2 + 2х + 1 = х2 + 2х + 1 • 

ИЗ полученного равенства следует тождество 
7x- 1 = А (х + 1 ) + В. 

Полагая в нем х = - l ,  находим В = -8; полагая х = О, 
получаем А + В = - 1 ,  т. е. А = 7. Следовательно, 

Поэтому 

7х- I 7 8 
x� + 2x + 1 = х+ 1 - (х+ l)�' 

S 7х- l d = 7 S �- S'd (х+ 1 )  -x� + 2x + l  х х+ l  8 (x + l )� -

= 7 1п I х + 1 1 + х � 1 + С. 
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3) Знаменатель рациональной функции не и'меет корней. 
Представим подынтегральную функцию в виде суммы. 

3х-2 А (x� -4x + 5)� + В 1 
x� - 4x + 5  x� - 4x + 5  x� - 4x + 5 '  

Для определени я  коэффициентов А и В получаем тождество 
3х- 2 = А  (2х - 4) + В. 

Полагая здесь , например , х = 2, а затем х = О, получим I 
3 В = 4 и - 4А + В = -2, т. е. А = 2" Следовательно, 

S 3х-2 3 S d (х2 - 4х + 5) S dx 
x� � 4x + 5  dx = '2 x� - 4x + 5  + 4 (x-2)� + 1 = 

3 
• 

= '2 1n (х2 - 4х + 5) + 4 arctg (х -2) + С. 
4) Подынтегральная функция не является правильной 

рациональной дробью, так как степень числителя равна 3. 
В таких случаях следует, разделив числитель на знаме
натель,  представить неправильную дробь в виде суммы 
многочлена и правильной рациональной дроби. В данном 
случае , после деления  многочлена хз + 1 на многочлен 
х2 + х-2,  получим 

.хЗ + l 1 3х- l  
x� +x _2 = X - + x� + x -2'  

Многочлен х2 + х - 2  = (х - l ) (х + 2)  имеет два корня :  х =  1 
и х = -2 . Поэтому далее поступаем так же, как и при 
решении примера 1 ) ,  

3х - l  А В 
X� + х - 2  = х- I + х + 2 '  

3х - l  = А  (х + 2 )  + В (х - 1 ); 
2 7 

при х =  1 получае� А = 3" ' при х =  -2 получаем В = 3"  
Таким образом, 

.ХЗ +  1 = х - l + 2/3 + 7/3 
X� +,x-2 х- l х +2 ' 

Следовательно, 

S .ХЗ+ I x� 2 7 
х� + х_ 2 dХ=2-Х + 3' l

п
l х - 1 1 + 3' ln I x + 2 1 + С. & 
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3*. И нтегрирование по частям. Согласно правилу диф
�ренцирования произведени я  имеем 

d (uv) = v du + u dv. 
Поэтому 

и dv = d (ии) -и dи-. 
: Интегрируя обе части этого равенства , по.лучим 

� u dv =  � d (uv) - � и dи. 

Используя свойство неопределенных и нтегралов! 

� d (ии) = ии + С, 
получим формулу 

� u dv = uv - � и dи. ( 1 )  

Эта формула называется формулой интегрирования по 
/(асmям. 

П р и  м ё Р 1 .  Найти � хе" dx. 
!::. ПоЛ(�жим 

q'огда 
du ='dx, V = е". 

Таким образом, используя формулу ( 1 ), будем иметь 

� хе" dx = xe" - � е" dx = �e" _е" +'с. 

3 а м е ч а н и е. Если Прff решени и  этого примера мы 
' положили бы , 

u = е", 
и, следоват�льно, 

dи = e" dx, x� и = т , 

то, применив формулу ( 1 ), получили бы 5 хе" dx= �� е" --} 5 х2е" dx, 

т. е. и нтегрирование по частям привело б!>I к интегралу 
более сложному, чем исходный . ... 

При использовании формулы интегрирования по частям 
для Н,ах.ождения и нтегралов от произведения нельзя дать 
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общее правило для определения того, какой сомножитель 
в подынтегральном выражении следует обозначать через и 
н какой через dv. Ограничимся поэтому следующими ре
[{омендациямн :  

1 ) Применение формулы интегрирования по чаGТЯМ 
целесообразно в тех случаях ,  когда подынтегральное вы
ражение удается представить в виде произведения двух 
множителей и и dv таким образом, чтобы интегрирование 
выражений dv и v du было более простой задачей , чем 
интегрирование исходного выражения и dv. 

2) При вычислении интегралов вида 

� р (х) lп х dx, � Р (х) arcs i n  х dx, � Р (х) arctg х dx, 

где р (х) -многочлен ,  за функцию и принимается СООТ
B�TCTBeHHO 111 х ,  аrсs iп х, arctg х (см. п римеры 2 ,  4) . 

3) .при , В�IЧJ:lслении интегралов вида 

� Р (х) еа'Х dx, � Р (х) s in  ах dx, � Р (х) co_s ах di, а =1= О, 

за и принимается многочлен Р (х) (см. примерь� . 1 ,  ' 3) . 
Если многочлен Р (х) выше первой степени , '  то ' опера

цию интегрирования  по частям следует применить нес
колько раз (см. пример 5) . 

4) При вычислени и  интегралов вида 

� еах' s in  Ьх dx, � еа;< cos Ьх dx, . а2 + Ь2 =1= О,  

формула и нтегрироваН!1 Я  'по частям примен·яется последо
вательно два раза , причем оба раза за и выбирается либо 
показательная функци я ,  либо тригонометрическая.  После 
двукратного интегрирования по частям получается ЛЙнеЙ.
ное уравнение ОПlOсительно искомого интеграла (см. при
мер 6). 

П р и  м е р 2. НаЙТI;J � lп х dx. 
6. Положим 

тогда 
и = 1п х, dv = dx, 

du = .!!!.. , v = х. х 

Отсюда , согласно формуле ( 1 ) , 5 lп х dx = х lп х -5 х d: = х lп, х - 5 dx =' 
I 

= х lп х-х + С .... 
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П р и м е р  3. Найти S x cos x dx. 
/:). Положим 

и = х, dv =< cos x dx, · 
rrогда 

du = dx, v = sin x. 

Поэтому , и спользуя формулу ( 1 ) ,  имеем' 

S x cos x dx = x sin x-S s in x dx = x sin x + cos x + C  .• 
П р и  м е р 4. Найти S х arctg х dx. 
/:). Положим I 

U = arctg х, dv = x dxi 
тогда 

dx x� dи = 1 +x� ' и = т ·  
Следовательно, 

S t dx x� t l S
X� dX x arc g х = T arc gx-'2 l + x� '  

Вычислим отдельно последний интеграm 

S 
х2 dx S I + X� - 1 

S S 
dx 

l + x� = l +x; dx = dx- l + x� = x-агсtg х + С. 

Итак, 

S х" х 1 
x arctg x dx = -i агсtg х-'2 + т агсtg х + С = 

х2 + 1 х = -2- arctg x - '2 + C, • 
П р и м е р  5. Найти S x (x-5) sin 2x dx. 

, /:). Положим 
dv = sin 2х dx, 

тогда 

du = (2х-5) dx, 
По формуле ( 1 )  получаем 

cos 2х 
и = - -

2
- ' 

S x (x-5) Sin 2x dx =  . 
х2- 5х I 

S ::= - -2- <;оэ 2х + '2 (2х - 5) соэ 2х dx. 

ЗВ2 

.Для вычислени я  последнего .интеграла еще раз применим 
интегрирование по частям, положив 

и = 2х - 5, dv = cos 2x dx. 

Т d 2 sln 2х 
ак как и =  dx, и = -2- I то 

S (2х-5) соэ 2х dx = 2х 2 
5 sin 2х-S sin 2х dx = 

� 2х 
2 

5 s in �x + cos
2

2x + C!J 
Таким образом, 

S x (x- 5) sin 2x dx =  
x� - 5x 2х- 5 . \ 1 . "'" - -2- соэ 2х + -4- SШ 2х + '4 соэ 2х + С = 

I + 1 0x- 2x� 2х- 5 
::= 4 cos 2x + -4- siп 2х + С . • 

П р и  м е р 6. Найти Р (х) = S еЗХ sin 2х dx. 

/:). Положим 

тогда 
u = еЗХ, dv = sin 2x dx, 

du = 3еЗХ dx v = _ cos 2х 
, 2 

По формуле ( 1 )  получаем 

Р (х) = - � е3Х соэ 2х + � s еЗХ cos 2x dx. 

Для нахождения последнего и нтеграла применим еще 
раз формулу и нтегрирования по частям: 

u = е3Х, dv = соэ 2х dx, 

du = 3е3Х dx, и= -} sin 2х. 

Тогда S еЗХ соs 2х dx =  � еЗХ siп 2х -{ S esx sin 2x dx = 
1 Зх ' 2 3 Р ( ) = '2 е sш х -'2 х .  

Таким образом, для Р (х) получаем уравнение  

Р (х) = - -} е3Х cos 2х + � ( -} еЗХ srn 2х - { Р (х) ) t 

из которого находим 

F (х) = fзеSх (3 sin 2х- 2  cos 2х) + С. А 
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3 а м е ч а н и е. Выше мы познакомились с некоторыми приемами вычислени я  неопределенных интегралов. Следует иметь в виду, что не у всякой элементарной функции первоо6разная есть элементарная фун кция . ' В том случае, когда первообразная некоторой элементарной функции f, яляется элементарной функцией , говорят, что 
интеграл � f (х) dx выражается через элементарные функции 
или что этот интеграл можно найти или вычислить. Если же интеграл не выражается через элементарные функции ,  то говорят ,  что интеграл нельзя найти или что интеграл нельзя вычислить. В следующей главе будет доказано (см. п . 6 § 44) , что для всякой непрерывной функции f (х) первообразная существует, т. е. существует неопределен-
ный интеграл � f (х) dx. Однако первообразная функции f (х) 
может быть функцией неэлементарноЙ. Так, например , для следующих функций 

1�+ а -ха sln x I r 1 т Х' , е ' -х - ,  'п х 
первообразная существует на любом промежутке, где функция непрерывна. Но, как можно доказать, первообразная каждой из этих функций есть функция неэлементарная.  Поэтому про интегралы 

S Vl + хЗ dx, S е-хl dx, S Sl: х dx, S (:х 
говорят, что они не выражаются через элементарные функции или что их нельзя найти , нельзя вычислить. 

Упражнения 

8. 1 .  Докажите, что функция F (х) ' является лервообразноtl фу"кции f (х) на всей числовой прямой : 
3 1) F (х) = 2х3+4' х4+5, f (х) = 3 (х + 2) х!; 

2) F (х) =2x+�x, 
З) F (х) = sln х cos х, 

f (х) = 2 (1 +e�'�) ; 
f (х) = cos 2х; 

( 1 _  х)2 4) F (x) = x- ln ( l +x2), / (х) = l + x2 '  

для: 

8.2. Докажите, ч1'О на указаll lЮМ промежуТ\(е ФУНКЦIIЯ F (х) является первообразной для функции f (х) : 

З8'1 

1 1 1) Р (Х) = Х+-2 2 '  l (х) = I -з , х > о; х . х 
2) F {х} = 2 ух + � х3/2 г. f (х) = 1х1 , х > о; 

1 t I sln х 1t � F (х) = 2' . g ,  х, . f (х) = 
OOS3 Х ' I х I < 2 ;  

1 1 4) F (х) = агсооэ - , f (х) = .. г ' Х > 1. х х r x� - 1  
8.3. Является ли на всей числовоii прямой ФУНКЦIIЯ: F (х) псрво-

образной для функции f (х) : 
1) F (х) = 2 соэ 2х- соэ 4х, 
2) F (х) = 2s1l1 Х , 
3) F (х) = arclg x+arcctg х, 
4) F (х) = sign х, 

f (х) = 8 sln х cos 3х; 
f (х) = 2s1 n х cos х; 
f (х) =О; 
f (х) = О? 

8.4. Квкая: из функций 

F 1 ln2 + 1 F 3 1 соэ2 Х Fз = 4 -
4
1 

соэ 2х i =2" s . х , 2 = - 2  ' 
является первообразной для функции f = sin х cos х? 8.5. Найдите для: функции У = f (х) первообрззнуlO, график кота· 
рой проходит через точку (хо ; Уо) : 

1 
2) > 2 (4 ', о)·, 1) y=2X-3, (3 ; 3) ;  У= х-2 , х  , 

3) 2 (2 3) ' 4) Y=�2 ' Х < о, (-3; 4) ; у=х , ; , х 

5) У =  .�_ +sln (l +x) , ( 1 ; 1) ; 6) Y= l x \ , (-2; 4) .  2 r х 
8.6. Пусть функция F (х) является первообразной функ�ии f (х) 

на всей числовой прямой. Верны ли следующие утверждения. 
. 1) если f (х) - периодическая функция, то F (х) - периодическа я ,  

2) еслн f (4 - не'Iетная функция, то F (х) - четная ;  
3) если f (х) -четиая: функция,  то F (х) - нечетная? 
8.7. Найдите какую-либо первообраЗIlУЮ функции f (х): 
1) f (х) = 1 +х4 ; 2) f (х) =х3 (х2- 1) ; 
3) f (х) = (x� - 1)�; 4) f (х) = 2х3 - 5х2 -7х- 3; 

4+х2 6 f ( ) 4 + 2 + 1 х < о; 5) f (х) = -Т '  х > о; ) х = х3 x� х '  
_ 1 х2-х+ 1  

7) 
f (х) = у х - v-; : 

8) f (х) = ух ' 
j{];)Наilдите неопределенные IIlIтегра.1Ы: 

1) � (ax+ b) dx; 2) 5 (ax2 +bx+c) dx; 
',.7 <:'" ) _ "Г,/ � ;y --< {з � (7 _3х_х3) dx; 4) � х (х+ 1 ) (х +2) dx; ' р " ,  -J- • 

г,5) r ( 1 )i 
6 r х8 _3х·_х2+ 1 dx' 

� ( �, ' ! � . J Х\О -х1О dx: ) J хЗ ' 
7) 

� 
(х+ 1) (х2-3) d»' 8) �

хЗ- 3х2 +3Х- l  dx. ...o.....-'--"'--i;2 ---'- , х2 - Х х , 
8.9. Найдите неопределенные интеграЛj>l: 

5�, 2) � x� + УХЗ+3 dx; 1) v- ' у х х ]с 
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3) j YXVX YXdx; j (х2 + 1 ) (x�- 2) 

4) 
V 

dx. x� 8. 10. Найдите неопределенные интегралы: 
, 1) � (3ex+5cos x) dx; 2) � (2 sin x + 2X) dx; 

3) 5 Ц/-; + 7Х) dx ; 4) 5 2Х ;t}X dx; 
5) (' 2X3�x dXJ 6) 5 Sj� 2х dXJ ' j • $ш х 
7) S Siл2 .::. dx' , 2 '  8) � ctg2 Х dx. 
8. 1 1 . Найдите неопределенные ин�егралы: 
1) 5 16�9X2 ; 2) 5 5��X2 ; 
3) 5 х3 + 2х2 + 5х+ 1 3  d . 4) 5 dx ' . х2 + 5 х, х4 + 4x� , 
5) S ' dx' . 

6) S 
dx I У9- 4х2 ' У7х2 - 8  

S 
У I + х2 + Y I - x2 

S 
У х2 -3-3  Yx� + 3 7) У dx; 8) У dx. l - x4 х4 - 9  8. 12. Применяя подходящве лодстановки, найдите интегралы: .!.! � (3x- l ) bdx; � � (2х+ 7)8 dx; 5 хЗ dx 5 x dx 3) х+ 3 ; 4) (х- 1)12 ; 

5) 5 х2 + I�� + 4 1 ; 6) 5 X2 +�;_ 8 ; 

7) 
5 

),;2 +:;+25 ; 8) 5 5_ I:XX_ 9x� ' -
8. � Прнменяя подходящие подстаllОВКИ, найдите интегралы/ 5 x dx 

5 x dx 1) ( 1 - x2)� ;  2) x4 +6x� + 5 ; . 5 6х + 7 r:.. 5 3х2 - 1 3) 3х2+7х+4 dx; \!); х3 -х+ 1 dXJ 

� 5 7��l ; (6D 5 (З��:S)1 J 
5 x7 dx S X

� + I ,7) x�6+ 1 ; 8) х4+ 1 d». 8. 1 4'. ПРl1меняя подходящие подстановки, наАдите интеграm;n 
1)� У2- 5x dx; (2 ,r v dx J - �J l + х  S x dx 
3) У2х+3 S x� 4) У dx; 

2--'1 

S dx S dx • 6) 
б) У 27 + 6х _ x� • V x� + 4х + 7 

S dx S dx . 

7) v х - x� 8) V х2 + Эх ' 

9) (' х У3х2 - 1  dx; 10) � х' V х3 + 1 dx. J 
и найдите иитеt;,p!lJ1hl' (8. 15 Применяя подходящие подстаllОВК , 

1) (' хе-Х! dXi � � ХЗех4 dx; J 
у_ S dx 14) I �r�x dx; 3) 1 +е3Х ; \...., а r 

S e'� dx 6) S dx 5) , .rex + 1 Y4 - е'Х ' r 
Щие подстановкн, 1 Iа ilдите и нтег раЛ:'I: 8. 16. Прнменяя подходя 

S ( X ) d ' 2) S Sln (Ct>t +<p) dl , Ct> f.. O; 1 ) sin 7Х+С05 "9 Х, 

� . d " 4) (' соз 8х соз 3х dx; 3) sln х sш 3х х, j 5 х Х .  S Х 2х d ' 6) С05 -2 cos '3 dX, Б) SШ з С05 з Х, 

(' dt ..J.. O· 8) (' sin2 х dx; 7) j SlnCt>tSin (Ct>t+q>� , Ы .,... , J 
(' \О) (' соsЗ х dx; 9) j sin3 х dx; j 

12) (' dx . 1 1 ) S cosb x sin x dx; j COS _x_' __ 14) (' V 1 + С05 x sln x dx; 13) (' ctg х dx; j _ j , 

S 5 1п V х dx 16) . 15) � eCOS Х sln х dx; V х 
П Я подходящие подстановки, 8. 17. рименя найдите интегралы' � .�� , 

r I n  х dx . 
1) S lп: х dx; 2) J х V 1 + In х 

' 

S у агс. tg 2х d . r dx 4) 1 + 4 2 х, 
3) J (1 + х2) aretg х _х __ . S yarccos х Б S aroslns х dx' 6

) 
I _ x� d». ) .r ----z " r I - x .  

й Н .. ин' тегралы от рациональных функци : 8. 1 8. аидите 
S (х+3) dx 

1) S x��5�X+ 6 i 2) x�-4x+4 5 
х2 dx 

S (х
+2) dx I 4) 3 3) x�+x+ l x�-4x+ 

1.. 
'z 
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8. 19*. Прнменяя 
тегралы:  

1) 

� 
xe-�x dx; 

3) ) х sin х dx; 

метод интегрирования по частям. найдите ин-

2) ) х2Х dx; 

4) � х cos (5Х- 7) dx, 
• 

6) 
� 

arcsJn х dXi 

8) � arctg х dx. 

5) 
� 

(3х- 4) 1 11 х dx; 

7) 
� 

arccos � dx; 
8.20*. Применяя 

Т 
метод интегрироваНllЯ 

егралы: 
по частям, найдите и н -

1 )  
� 
х2е- х dx; 2) ) х2 sln х dx; 

3) 
� 

1 112 Х dx; 4) 
� 

arocos2 х dx; 

5) S еХ cos х dx; 6) 5 еЗ'� s ln (2х- ":: ) dx. 
8 2 1 *  П 

4 / . � . рименяя раЗЛJl ЧН
,
ые методы , найдите интегралы! 

1) х3е-х2 dx' 2) r I/ x  , j е dx; 

З) S VХ SiП VХ dх' 4) S l n l n x , -х-. dx; 

5) S х ar.:tg x� dx)' 6) S 1 x arcros - dx х > 1 х '  . 

Г л а в а  9 

ОПРЕДЕЛЕН НЫ Й И I:IТЕrРАЛ 

§ 43 .  Площадь к риволинейной трапеЦИII 

Рассмотрим каКУЮ-НJlбудь неотрицателыlюю непрерыв

ную функцию f (х) , х Е [а; Ь] .  

Фигура АаЬВ (рис. 1 30) , ограниченная отрезком ос и  

абсциСС , отрезками вертикальных прямых х = а и х = Ь 

и графиком заданной функции , называете я �ри80лltн.еЙн.оЙ 

в 
в !f 

о а :z: о а :&, Х2 XJ Ь Х 

Рас. 130 Рис. 1 3 1  

трапецией, определяемой графиком функции  У = I (х) , 

х Е [а; Ь] . . 
Другими словами , криволинейная трапеци я -это мно-

жество точек пл()скости, координаты которых х, у удов

летворяlOТ условиям 

a � x � b, O � y � f (х) . 

Найдем площадь этой криволинейной трапеции.  для 

этого отрезок [а ;  Ь] точками 
Ь-а . xj = a + -n- t ,  i = O, 1 ,  . . . , n , 

разобьем на n равных по длине отрезков 

[а; хl]; [х1; Х2] , • • • ) [Xn_I; Ь) 

н I1роведем через точки вертикаЛЬ1lые прямые. При этом 

криволинейная трапеция АаЬВ разобьется на n частей 

(рис. 1 3 1 ,  n =  4), причем площадь i-й части не меньше 
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mi (X, -Х/_ 1 ) и не больше Mi (xi- X1_1 ) ,  где т, и М/ 
соответственно наименьшее и наибольшее значения функ
ции f (х) на отрезке [хн; 'ха,  i = 1 ,  2,  " ' , n .  

Следовательно, площадь всей криволинейной трапеци и 
АаЬВ не меш ше суммы n 

т1 дХ1 + . . . -! т" дх" = � т, дx, 
; = 1 

и не больше суммы 

n 

М1 дхL + · · ·  + М" дХ" = � M, дx" 
1 = 1 

где �X, = Xi-Xi_ ! .  Обозначив эти суммы соответственно 
5" и S". получим,  что площадь S АаЬЛ криволинейной тра
пеЦl!l1 АаЬВ удовлетвор яет неравенствам 

5" � S А'а ьв � S". 

Здес ь 511 - площадь ступенчатqй фигуры, которая содер 
житс я  в данной I<Р l1волинейной трапеции ,  а S,, - площадь 
сту пенчатой фигуры ,  . которая содержит данную кривоюг
неI1 ную трапецию_ При достаточно мелком разбиеНИ l l  
отрезка [а ; Ь) , т .  е .  при достаточно большом n ,  площади 
эти х фигур мало ОТЛllчаются друг от друга и от площади 
криволинейной трапеции. Следовательно, можно считать , 
что последоватеЛЬНОСТ�1 (5/1) и (S,,) и меют один и тот же 
п редел и этот предел равен площади фигуры АаЬВ.  

Это УТВерждение получено в п редположении сущест
вования площади у рассматриваемой криволи ней ной тра
пеции ,  одню�о мы еще не даЛII определения этого ГЮНЯТИ Я ,  
ПроведеЩIЫЕ; рассуждения делают естественным следую
щее определение. 

О п р е Д е:л е'н и е . .  Пусть задана неryрерывная неотри
цательная ФУНКЦИЯ f (Х) , Х Е [а ;  Ь) . Тогда , если пределы 
п оследовательностей :(5,,) И (S,,) существуют и равны, то 
их общее значение называется площадью криволинейной 
трапеции , заданцой графиком этой функции. 

В следующем параграфе будет сфОРМУЛllровано утверж
дение ,  из которого следует, что Jlюба я криволинейная 
трапеци я и меет площадь. 

П р и  м е р ] .  Показать, что п лощадь прямоу гольного 
треугольника (рис . 1 32) с вершинами в точках (О; О), 
(а; О) и (а; Ь) согласно данному определению равна { аЬ, 
т. е.  вычисляется по известной формуле. 
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6. данный треугольник являетс я КРИВОЛlIнейной тра· 

пеЦllей , определ яемой графиком ФУНКЦИИ 

y = f (x) = %x, х Е [О; а) . 

Отрезок [О; а] 
'
точками х,= � i ,  i = O, 1 , " ' , n ,  раз· 

делим на n отрезков длины � . Тогда (см. рис. 1 32 ,  n =4) 

и поэтому 

mi = f (x'-l) = * и - 1 ) ,  

Mi = f (x,) = � i ,  

L-n Ь .  а аЬ (n- I ) n _ ab ( 1 -J.. ) 
5 = � (t - 1 ) - = 2 ' 2 

- 2 n ' 11 п п п . 
1 = 1 

S n = i: � i *' = �� , n (n2+ 1 ) = � ( 1 + � ) . 
[= ! 

Отсюда видно, что 

1 · S аЬ 
Нт 5/! = 1т ,, = '2 ' 

n�ф n�CXI 

Таким образом , доказано, что площадь дан ного треуголь

I 
ника р авна '2 аЬ. А 

!J 

о 
Рис, 132 Рис, 133 

а .:т: 

П р и м е р 2. Найти площадь S фигуры,  огра ниченной 

частью параболы у = х3 И отрезками п рямых у = О и х - а, 

а > О (рис . 1 33). . 

. f). Как и в примере 1 t отре;юк [О; а] точками \= 
а . . _ о 1 n разделим на  n отрезков ДЛИНЫ -' -== ёi t, & - , , " " , n 
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Тогда 
n n 

" 

Sn = � L х1-1 = �: L и- l)', 
{= 1 {= 1 

n n 
S = � � X� = a8 � i2 n n � I nз � • 

1 .. 1 1= 1 . 

в п. 1 § 8 было доказано, что 
n 

� '2 _ n (n +  1) (2n+ 1) � t � 6 • 
1= 1 

Следовательно, 
S = .E:: . n (n+ l ) (2n+ l) = � ( I + � ) ( I + _1 ) n nз 6 3 n 2n ' 
s = � . (n- l) n (2n - l) � ( 1 _�) ( 1 _ _ 1_) n nз 6 3 n 2n ' 

и поэтому 
s l ' аЗ = lm Sn = lim S" = T (кв. ед. ) . А 

n-J.-Ф n-+ Ф 

3 а м е ч а н и е 1 .  Рассмотрим снова криволинейную 
тра�ецию А аЬВ и, как и обычно, отрезок [а; Ь] точками 
Х/' L = О, 1 , " ' , n , р азобьем на n отрезков равной длины. 
На I<аждом отрезке [Xi_i; X1] произвольным образом вы
берем HeKoTopYIQ точку и обозначим ее С/. 

Если , как и выше, т/ и М/- наименьшее и наиболь
шее зн�чения функции t на отрезке [xt_1; Хl] , то, очевидно, 

т, :::;;; t (С,) :::;;; М[, 
где i = 1 , . " , n .  Умножим каждое из этих неравенств 
на f:..x/ = Xi-Xl_i  И полученные неравенства почленно сло
жим. Тогда получим следующее неравеНСТВОI 

п п п 
� m{ f:..x/ :::;;; � !  (с{) f:..X{ :::;;; � Mj f:..x{. 1= 1 (= 1 '= 1 

Отсюда следует, что предел 
n 

liт � t (С,) f:..x, n-+ ф 1 =  J 
существует, не зависит от выбора точек С. и всегда равен площади фигуры АаЬВ. 
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Таким образом ,  
n 

l i rn � f (с{) f:..x 1 = S АаЬВ' ( 1 ) 
п -+ Ф . ' =  1 

3 а м е ч а н и е 2. Выше отрезок [а; Ь] разбивался на 
n равных по длине отрезков. Можно доказать, что фор
мула ( 1 )  остается справеДЛIJ ВОЙ и в том случае, если 
отрезок [а; Ь] разбивать на 11 отрезков произвольной 
длины, но Та/<И Х ,  чт<э наибольшая из длин этих отрезков 
стремится 1< нулю при n --+ 00. 

В о п р о с ы  д л я к о н т р о л я 

1 .  Что называется площадью криволинейной трапеции,  заданной 

графиком функции У = '  (х) , хЕ [а ;  Ь)? 
2. Изобразите криволинейную трапецию, заданную графиком 

фуНlЩИИ {, -х, если x E [- n; О), 
у= s1" х, если хЕ (О; n) . 

3. Является ли фигура, определяемая неравенствами 
О .;;;; х';;::;;; n, srn х ';;::;;; У ';;::;;; х/ 

криволинейной трапецией? 

Упражнения 

9 . 1 .  Исходя нз опреде.1ения площади криволинейной трапеции, 
вычислите площадь фигуры, ограниченной графиком функции У=еХ. 
осью абсцисс и прямыми х = о  И х= 1 .  

У к а з а н и е. Воспользуйтесь формулой для суммы членов гео-
метрической прогрессии. • 

9.2. Исходя из определення площади КРИ 130линеиной трапеции, 
вычислите площадь фигуры, ограниченной граФИК9М функции У = sln Х1 
хЕ [О; 1 ] ,  осью аБСll1lСС и пря.моЙ х=  1 . . . 

у к а з а 11 и е. ВОСПОЛЬЗУl!Тесь формулои 

n cos 2� - cos ( 1 + 2� ) L srn * =  1 1= J 2 sin 2n 

§ 44. ОпреДeJIеННbJЙ интеграл 

1 .  ОпреДeJIение инт�г рала. Рассмотрим функцию f (х) , 
определенную на отрезке [а; Ь] . Как и в §. 43, отрезок 
[а; Ь] точками Ь - а . . о 1 x{ = a + -n- t ,  L = , , • •  ' ) N ,  

разобьем на n равных по длине отрезков. 
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В каждом из  ·эти х  отрезков [х . . х ]  i = ] 
прОIlЗВОЛЬНЫМ образом выберем по 

'
оlt�ойl �очке � �б��И�� 

'1 11М и х  Ci• 

. Тогда сумма 
n 

f (С1) D.Xi. + . . . + f (Сп) D.xn = .� f (CI) D.x l ' , = 1 
где D.x{ = Х; -Х{_ l '  называется �нтеграЛЫ-tОЙ су.ммоЙ ФУНК
цИИ f. 

Очевидно, эта сумма зависит и от того как разбит 
отрезок [а;  Ь] , и от того, как выбраны точк� С/ . 

О п  Р е Д е л е н и е .  Если предел 
n 

l im � f (Cj) D.xl 
n-н" 1= 1 

( 1 )  

существует и не зависит �T выбора точек С/ '  то функция f 
называется и нтегрируемои н а  отрезке [а' Ь] а предел ( 1 )  
называется оnределенны.м интегралом o� функции f а 
отрезке [а; Ь] и обозначается 

н 

ь � f (х) dx. 
а 

Это обозначение читается так :  «интеграл ОТ а до Ь o� 
функции f (Х) по ш» или ,  короче, «интеграл ОТ а до Ь от 
f (х) dX» . 

Знак � называется знаком интеграла, функция f 
подынтегральной функцией , переменная х-nеременной 
интегрирования, выражение f (Х) dx-nодынmeгральныJrt вы
ражением.  Числа а и Ь называются nределшш интегри
рования,  соответственно нижним и верхним. 

Таким образом, Согласно определению, 
ь } f (х) dx = l�� (� f (С/) D.xj• (2) 

Если f (х) - неотрицательная непрерывная функция 
то, сравнивая  формулу (2) с формулой ( 1 )  § 43, получае� 

ь 
SAabB = � f (x) �, (3) 

а 
т. е. задача о нахождении площади криволинейной тра
пеции АаЬВ (см .  рис. 1 30) сводится к вычислению опре
деленного и нтеграла. 
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Геометрический  смысл интеграла для непрерывной не

отриuательной ФУНКЦИ Il f (х) заключается в том, что ин

теграл 
ь � f (х) dx 

а 

равен площади криволинейной трапеции ,  определяемой 

функцией ' (х) , х Е [а ; Ь] . , 
Выше мы предполагали , что нижний предел интегри-

рования меньше верхнего. Такое ограничение иногда вы
зывает некоторые неудобства . Чтобы освободиться от этого 

ограничени я ,  полагают по опреде'лению: 
если а =  Ь, то 

если а >  Ь, то 

ь 

� f (х) dx = О; 
а 

ь а � f (х) dx = - � f (х) dx. 
а ь 

- (4 ) 

(5) 

Последн.яя формула означает, что если в и нтеграле 

. поменять местами пределы интегрировани я ,  то интеr'рал 

и зменит знак .  Формулы (4) и (5) позволяют нам всюду 

в дальнейшем считать , что нижний предел интегрирова

н и я  меньше верхнего. 
З<tметим  еще, что интеграл не зависит от того, ка КQl"' 

БУI<ВО!"! обозначена перемепная интегрирован и я ,  так что , 

например, 
ь ь ь 
� f (х) dx = � f (1) dt = � f (и) du. 
а а а 

Приведем без доказательства следующую теорему , даю

щую достаточное условие интегрируемости функции на  

отрезке. 
Т е о р е м а.  Если функция f (х) непрерывна на отрезке 

[а; Ь] , то она интегрируема на этом отрезке. 
Заметим,  что ограниченные функции , встречающиеся  

н а  практике,  как правило,· и нтегрируемы на  любом отрезке , 

на  котором они заданы. 
Можно доказать,  например , что 
1) если ФУНКЦllЯ ограничена и непрерывна на некото

ром отрезке, за исключение!.t конечного числа точек, то 

она интегрируема на этом отрезке; 
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2) если фуnкцuя моnотоnnа на некоmoром отрезке, 
то она интегрируема на этом отрезке. 

2 * .  П ример неинтегрируемой функции. На отрезке [О; 1 ]  
рассмотрим фу.нкцию Дирихле. Она равна 1 в рациональ
ных точках и нулю в иррациональных точках. Поэтому ,  
если в интегральных суммах в качестве точек С! выбирать 
li.рращ!ОнаЛЫIые ТОiJКИ,  то 

n n 
� t (Ci) tHi = � O ' �X, = O 

i= 1 i = 1 
и ,  слеДО13ательно, предел этих сумм при n -+ + 00 равен О. 
А если в качестве С, выбирать рациональные точки ,  то 

п п п 
� t (Ci) tHi = � 1 ' �Xi = � �i = 1 i= 1 i = 1  ; = 1 

1 1 ,  следовательно, предел этих  сумм равен 1 .  
Таким Qбразом, для функции Дирихле на отрезке [О; 1 ]  

предел интегральных сумм зависит от выбора точек Cj' 
Это и означает, что функuия Дирихле не являе1СЯ инте
грируемой . 

3. Основные свойства определенных интегралов. 
С в о й с т в о 1 .  Для любого действительного числа а 

ь � a dx = a {b - a). ( 1 )  
а 

о в самом деле, для любой интегральной суммы функ
ции t (х) = а, х Е [а; Ь] , имеем 

n � n 
� ! (CI) �XI = � a �Xl = а � �X; = a (b - а) ,  1= 1 i = 1  ; = 1 

и поэтом.У предел !аких сумм при n -+ 00  равен 
а (Ь - а) . .. 

С в о й с т в о 2. Если функtjия ! (х) интегрируеАЮ на 
отрезке [а; Ь] , то для любого действительного числа ct 
функция а! (х) также интегрируема н а  [а; Ь] и 

ь . ь 
� а! (х) dx = а  � f(x) dx, 
а а 

(2) 

m. е. постоянный миожиmель АiОЖНО выносить за знак 
интеграла. 
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о Для любой интегральной суммы функции а! (х) имеем 

и поэтому 

n n 
� а! (С,) �X; = а � f (с{) �iI i = 1  1= 1 

n 
-

n � 
Ит � а! (С,) �x/ = а Нт � f (с{) �xi = а � f (х) dx, 

n-+ оо i =  1 n-+оо i= 1 а 

а это и означает, что функция а! (х)' и нтегрируема на 
[а; Ь] и справедлива формула (2). 

С в о й с т в о 3 . Если функции f (х) и g (х) интегра
pyeAtbt на отрезке [а; Ь] , то их сумма f (х) + g (х) также 
интегрируеАЮ на [а; Ь] и 

ь ь ь � (f (х) + g (х» dx = � f (х) dx + � g (х) dx, (3) 
а а а 

т. е .  интеграл от ' суммы ра6еn сумме интегралов. 
О Действительно, 

ь n � (f (х) + g (х» dx = lim .� (f (с;) + g (с,» �Xi = 
а n�oo l = 1  

n " 
= lim � f (С,) �x! + liт � g (С/) �X; = 

IJ -J>- CO  i= I n-»ф i= 1 
Ь Ь 

= � f (х) dx + � g (х) dx. 
а . а 

С в о й с т в о  4 .  Если на отрезке [а; Ь] функции f (x) 
и g (х) июnегрируеАibt и 

' 

f (х) � g (х), 

то справедливо HepaeeHCtn80 

ь ь 

-

� f (x) dx � � g (x) dx. 
а а 

(4) 

о в самом деле, из  неравенства r f (х) � g (х) следует, 
что для любых интегральных сумм для функций f (х) 1 1  
g (х) выполняется неравенство 

n n 

� f (Cl) �Xi �  � g(CJ �XI'  1= 1 ;= 1 
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из которого в пределе при n -+ + 00 получается н'ера
вепство (4) . • 

Следующее свойство приведем без доказательства . 
С в о й с т в о ' 5. Если фун.кция f (х) интегрируе,ма на 

отрез�ах [а; с] и [с; Ь] , то 
ь с Ь � f (x) dx =  � f (x) dx +  � f (x) dx. 
а а с 

(5) 

4. Следстция из основных свойств определенных ШI
тегралов. 

С л е Д с т в и е 1 .  Если на отрез� [а; Ь] функции f (х) , g (х) и ер (х) интегрируемы и 

то 
тер (х) � f (х) � Mg (х) , 

ь ь ь 
• 

т � ер (х) dx � � f (х) dx � М � g (х) dx. 
а а а 

В частности, если т � f (х) � М,  то 
ь 

т (Ь-а) � � f (х) dx � М (Ь-а).  
а 

( 1  ) 

(2) 

о Неравенство ( 1 )  является непосредственным след
ствием свойства 4 и свойства 2. Неравенство (2) следует 
из неравенства ( 1 )  при ер (х) = g (х) = 1 и с войства 1 .  

П р и м е р 1 .  Найти приближенное значение интеграла 
gt/2 
S dx 

2 +  cos x' о 
t;, На отрезке [ о; �] верно неравенство 

O � cos x �  1 ,  
поэтому для подынтегральной функции справедлива оцен
ка 

1.. & 1 & 2-
3 --' 2 + cos x --' 2 '  

Положив в формуле (2) 
1 1 

1 f (х) = 2 + cos х' 

т = з, М = 2' получим 
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Следовательно, ,за приближенное значение интеграл;з 
1t/6+ п'4 5л 

можно взять число 2 = 
24 � 0,65. При этом погреш-

ность не будет превышать 
л 5л n 
4-24 

= 
24 � 0, 1 3. 

Точное значение данного интеграла, как будет показано 
n 

В примере 5 п .  2 § 45, равно 3 уз � 0,60. А 
С л е Д с т в и е 2. Если на отрезке [а; Ь] фун�цuи f (х) 

и g (х) UHтeepupyeMbi и ' 

то 
I f (х)1 � Mg (х) , 

1 f f (х) dx 1 � м f g (х) dx. 
В частности, если I f (х)1 � М ,  то 

1 1  f (X) dx l � M  (ь-а). 
о Из неравенства I f (х)1 � м g (х) следует, что 

- Mg (х) dx � f (х) dx � Mg (х) dx 
и поэтому (см. следствие 1 при тер (х) = - Mg (х» 

ь ь ь 
- М � g (х) dx � � f (х) dx � М � g (х) dx, 

а а а 

(3) 

(4) 

а это и означает, что выполняется неравенство (3). Не
равенство (4) является частным случаем неравенства (3) 
при g (x) = l  . • 

5. Теорема о среднем. для непрерывной функции 
справедлива следующая теорема, которая называется те
оремой о среднем для оnределенн.ого ин.теграла. 

т е о р е м а. Если фун.кция f (х) н.еnрерывна на отрезке 
[а; Ь] , то н.а этом отрезке сущесnюует такая точ�а с, 
чт( 

ь � f (х) dx = f (с) (Ь- а). ( 1 )  
а 
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о Обозначим через т и М соответственно на именьшее 
I1 наибольшее значения  функuии f (х) на отрезке [а; Ь] . 
Тогда m � f (x) '� M  для любого x � [a; Ь] , и поэтому 

ь 
т (Ь- а) � � f (х) dx � М (Ь-а). 

а 
Разделив почленно это неравенство на Ь- а > О ,  получим неравенство 

ь . 
т � b�a S f (x) dx � M. 

а 
Отсюда и следует формула ( 1 ) . Действительно, так ' как  t (x) непрерывна на  [а ; Ь] , то  она принимает любое значение на отрезке [т; М] и ,  в частности , значение, равное ь 

b�a S t (х) dx, т. е. существует такая  точка с � [а; Ь] , что 
а 

ь 
t (с) =, Ь 

1 
а S t (х) dx . •  

а 

для неотриuательной функции теорема о среднем имеет простое геометрическое истолкованиеJ площадь кри
волинейной трапеции , соответ-!J ствующей функции: " равна 
площади п рямоугольника , у 
которого основание равно ос
нованию трапеции , а высота , равна одному из значений функ  

О а с h х ции  (рис. 1 34). 
З а м е ч а н и е. Формула ( 1 )  

Рис. 1 34 справедлива не только для ин-
тегралов, у которых нижний предел и нтегрирования  меньше верхнего, но и для ин-тегралов, у которых нижний предел больше верх него. для доказательства следует воспользоваться формулой (5) п. 1 .  

6 .  Определенный интеграл с переменным верхним пределом. Пусть функция f (х) непрерывна на отрезке [а; Ь] . Тогда она интегрируема на любом отрезке [а; 'х] ,  ГДf.. х Е [а; Ь] . Рассмотрим функцию 
х 

Ф (х) = �  f (t) dt, . Х Е [а; Ь] . ( 1 ) а 
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Эта функция называе1'СЯ lUlтеграло,М, с nepeMeliHbl),t верх· 
ни'м' пределом. ' .  

Т е о р е м а .  Если функция f (х) непрерывна па отрезке 
[а; Ь] , то функция · ( 1 ) имеет nроuзводную на этом от
резке и )(. 

' ф' (х) = t (х), т. е. d� �. ! ( 1) dt = f (х) . . (2 ) 
а 

Эта теорема называется  теоремой о дифференцирова-
нии интеграла по верхнеJИУ пределу. 

. Кратко ее можно 'сформулировать с�едующим образом. 
nроизводная интеграла от неnреРЬ/8нои функции по верх
нему пределу равна подынтегральной фующии . . 

О Из определени я функции Ф (х) и свойств интеграла 
(см. сеойство 5) следует, что 

х ХО х 

Ф (х) -ф (хо) = � f ( 1) dt - � f ( t) dt = � f и) dt 
а а хо 

для любых х и хо из [а; Ь] . К последнему и нтегралу 
применим теорему о среднем (см. также замечание в кон
це п .  5) . Тогда 

ф (Х) --;,Ф (хо) = f (с) (х -хо) ,  

где с Е  [хо; х] , если х. < х, и с Е  [х; хо] . ес,:Ли х < Хо' 
Таким образом , для любого х =1= Ха наидется такое с, 

лежащее между .х и хо. что 

Ф (х) - ф (Ха) = f (с) . х - хо 

. По определению производной находим 

ф' (хо) = l im ф (х) =� (хо) = l i m  f (с) = f (Хо) ' 
Х4Хо х О Х-4Хо 

. Последнее равенство получено и з  предположени я .  что 
функция f (х) непрерывна на отрезке [а; Ь] и ,  следова
тельно, непрерывна в точке хо; Так !{ак хо- произволь� 
ная точка отрезка [а; Ь] , то Ф (х) = f (х) . что и требова 
лось доказать . •  

С л е Д с т в и е. Для каждой непрерывной на отрезке 
функции существует первообразная. 

О В силу доказанной теоремы, если' функция f (х) , 
х Е  [а; Ь] , непрерывна , то первообразной для нее является 
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функция 
х � f (х) dx, 

а 

" 1  • • .� 
х Е [а; Ь) . •  

В о п р о с ы д л я к о н т р о л я 

{ '  

1 . Что называется определенным Иl,Jтегралом от фущ<.ции f на 
()трезке [а; Ь]? 

2. В чем заключается геометрический смысл определенного ин. Ter.PM.8 . cn: �еПР�РЫВIJОЙ не�трицателыюй функции? 
. 

3. Исходя из геометрического смысла определенного НlIтеграл�, 
покажите, 'ITO 

l ' 

1 ) 5 у 1 -х2 dx = � ; - 1  

2 
2) 5 / x- 1 / dХ= I : 

о 
4. Какие из следующих утверждений верны: 
а) если функция непрерывна на' некотором отрезке, то она ин

тегри руема на нем ; 
б) если функция интегрируема на некотором отрезке, то она 

непрерывна на этом отрезке; . В) если функция интегрируема на некотором отрезке, то она ог
ра llичена на нем? 

5. Перечислите основные свойства определенного интеграла. 6. Докажите неравенства 
1 

5 < � V8 +хЗ dх < 6. 
- 1  

7 .  С помощью Q'ормулы (3) п .  4 докажите для любой интегриру
емой функции f (х) , х Е [а; bj , неравенство 1 f t (x� dx I � J / , (х) l dJD 
(модуль интеграла не превосходит интеграла от модуля) . 8. Сформулируйте теорему о среднем. В чем состоит геометрический смысл этой теоремы в случае неотрицательной функции? 9. Сформулнруйте теорему о дифференцировании интеграла по верхнему пределу. 

Упражиения 

. 9.3. Выясните, 

4.02 

1 
1) � sln x� dx 

о 

какой из интегралов больше: 
У'2' 

или � sfn x� dx; 
о 

J I 
2) � stn x� dx ияи � slл " dx; 

о о 
1 1 

3) � e� ' 
dx или � e� dXf 

о о 
2 2 

4) � еХ' 
dx или � еХ dx. 

1 1 
9.4. Запишите в виде интеграла с переменным верхним предеJlОJv. 

ту первообразную Функции у= ' (х) , которая проходит через задан
ную 'Точку: 

1) у = x�, ( - 1 ; О) ; 

9.5. Найдите производные: 

slл х 
2) У=-х-' 

ь ь 
1 ) :х 5 sln х2 dx; 2) :Ь 5 s[л х2 qx; 

а а 
Ь d 5 . 

3) da slп х2 dx. 
а 

( 1 ;  2). 

§ 45. Методы вычисления оп ределе.нных интегралов 

1 .  Формула Ньютона- Лейбница.  
Т е о р е м а. Если функция f (х) непрерывна H:Z отрезке 

[а;  Ь) , а функция F (х) является nервообразнои для f (х) 
Н'f, этом отрезке, то справедлива формула 

. ь 

� { (х) dx = F (Ь) - F (а). . ( 1 ') 
а 

Эта формула называется формулой Ньютон.а-ЛеЙб
ница. 

О Из теоремы о дифференцировании интеграла по верх
H�MY пределу следует, что функция 

х 

Ф (х) = � f ( t) dt 

является первообраЗIIОЙ для функции f (х) на отрезк� 
[ а; Ь] . Так как и функция F (х) является  пераообразнои 
для ( (х). на [а; Ь] , то разность Ф (х) - F (х) равна неко
торой постоянной С на всем отрезке [а; Ь] , т. е. 

Ф (х) = F (х) +. С. 
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Положив здесь сначала' х = а, а затем х == Ь, получим 
Ф (а) = F (а) + С, Ф (Ь) = F (iJ) + С. 

Так как Ф (а) = О, то С = � p  (а) , и п оэтому 
Ф (Ь) = F (Ь) - Р  (а) ,  

но 

Слсдова �ельно, 

ь 
Ф (Ь) = � f (х) dx. 

ь , 

а 

� f (x) dx = F (b) - F (а) ,  
а 

Разность F (Ь) - F (а) часто записывают с помощью знака ДВОЙ НОЙ подстановки : F (х) Ig, и тогда формула ( 1 )  принимает вид 
ь • � f (х) dx = F (х) Ig, 

а 
(2) 

Как уже отмечалось, формула ( 1 )  называется формулой Ньютона-Jlейбница , .Она названа в честь двух ве
ликих �оздателей дифференциального и интегрального исчислений И. Ньютона и Г, Лейбница. Два исчислеJI ИЯ , 
дифференциальное и интегральное, развиваемые незаВИСI! мо, с получением этой формулы оказываются тесно СВ5Iзанными и объединяются в единую теорию-математ/!ческий анализ, так что формула Ньютона-Дейбница по праву может быть названа центральной теоремой математического анализа. 

Формула Ньютона-Лейбница позволяет вычислять определенные интегралы без интегра{lЬНЫХ сумм· и пре
дельного перехода в тех случаях , когда известна хоти бы одна первообразная подынтегральной функции . Формула Ньютона-Лейбница дает возможность вычислять определенные интегралы с помощью неопределенных. Методы нахождения неопределенных интегралов были рас-смотрены в главе 8. I 

" 
П р и м е р  1 .  Вычислить � sin x dx. 

о 
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6. для функции s i n  х пе(Эвообразной ЯВJlяется функция 
F (х) = - cos х. По формуле Ньютона -Лейбница находим 
n 
� s iп х dx = F (n) - F (О) =-соs п+соs О = - (- I ) + 1 = 2, & 
о • 

1 
r dx П р и  м е р  2, Вычислить j I + х ' о 

6. Первообразной для подынтегральной ФУН [(цI4И явля
ется функция F (х) = 'l n ( 1  -+ х) . :  Пр'именяя формулу (2) , 
получаем 

1 S � = F (х) \\ = l п  ( 1  -j- х) 1 1  = lп 2. А I + х  о о 
о 

1 

П р и  М е р  3. Вычислить S I �,\t' 
О 

6. Tt!K как 

S d ' 
I ;Х! =.-= arctg х -+ С, 

то по формуле (2) находим 
1 S � = arctg x +  С 1 \  = arc tg 1 -+ C - arctg О - С  = т ' А I +х2 О 

О 
П р и  м е р  4 .  Найти площадь S фигуры, ограниченной 

частью параболы у = х2 и отрезками прямых у = О  и х = а , 
а >  о (см. рис, 1 33). 

6. Эта задача была решена в § 43 (пример 2) путем 
составления интегральных сумм с последующим предель
ным переходом. Развитая после этого теория позволяет 
решить эту задачу гораздо проще. �аданная фигу ра яв
ляется криволинейной трапецией , и ,  следовательно, ее 
площадь равна определенн.ому интегралу 

так как S х2 dx = �З + С, то 

s = � x2 dx = ; 1: ' а; (кв, ед.) . & 
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П р и  м е р 5. 2 
1 )  5 2 -� �'dx; 

1 1 1 
5 Д d� 4) 4 +3хЗ ; о 

Вычислить интегралы: 
'11/3 о 

2) 5 dx . 
, sin2 х С052 х' '11/4 2 

5) 5 V 4-x2 'dx; 
о 

3) .  j' хех 2 dx; 
- 1 ' 
е 

6) S I11 X dx. , J ' 
1 

6. 1 )  В пр.имере 2 п .  1 § 42 был найден неопределен-
8ЫЙ и нтеграл 

5 2 + .1.'4 х4 -x- dx = 2 1 11 / x l + 4 + С' 

Применя я  формулу Ньютона - Лейбница ,  получаем 
2 
5 2+ х4 х4 1 2 1 J 5  -х- dx = 2 J I1 / х l + 4 1 = 2 1 11 2 + 4-4 =4 + 2 1 11 2. 
1 
2) Соответствующий неопределенный интеграл был БЫ

числен ранее (см. пример 1 0  п. 1 § 42): 
5 dx = t - t 

sin2 х С052 х g Х с g х + С .  

Применяя  формулу (2) ,  получаем n/3 (' dx _ 1 i /n/3 v- 1 2 
i;� s in2 х С052 х - g х - с g х nl4 = 3� уз = уЗ' 

З) С помощью замены переменной в примере 3 п. 2 
§ 42 был найден !1нтеграл . 

Следовательно, 
о 

5 хеХ' dx =-} ex' + С. 

5 хех' dx = J. ех "  о = J - 8 
2 - 1  2 '  

- 1  

4) Неопределенный Иl IlJ'еграл был найден в примере 4 
п .  2 § 42: 

S x2 dx I 
4 + 3хЗ = 9 111 1 4 + ЗхЗ / + о. 
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ПОэтому 
. 1.1 ., 

t 5 · х' dx t I 1 4  3 s / 1 1  t I 
7 4 + 3xs = 9 n + х 0 = 9 п 4, 

о 
5) Неопределенный интеграл был найден в примере 1 3  

п .  2 § 42 с помощью замены переменной: 

5 V--- х x
v---

4 - х2 м = 2  arcsin T+ T 4- xt + С, 

По формуле (2) вычисляем определенный интеграл 2 
5 v 4 -x2 dx = 2  arcsin i  + ; V 4 _x2 1� = 2 arcs in 1 = п. 
О 

Заметим,  что с геометрической ТОЧКII зрени я  получен
ный результат очевиден ,  так как данный интеграл равен 
площади четверти к руга радиуса 2. 

6) НеопределенН,ый и нтеграл был уже найден методом 
интегрирован ия  по частям (см . п ример 2 п .  3. § ,  42): 

� I11 Х dx = Х  In x-x + С. 

По формуле Ньютона -Лейбница вычисляем определен
ный интеграл 

е 
� ln x dx = x  I n x-xle = е  I n e-e +  1 = 1 . " 
1 1 '11/6 

П р  и 'М е  р 6. Вычислить 
5 

1 ::0- х' 
о 

6. Найдем неоп ределенный интеграл 

5 1 +d:05 х = 5 dx х = 5 d tg � = tg ; + С. 
2 С052 - ' 

2 

Применяя  формулу Ньютона -Лейбница, получаем '1112 5' dx = t � 'Л/2 = t � = 1 .. l + cos x g 2 0  g 4 
. 

о 
8 

П р и  м е  р 7. Вычислить � (V2x + V'X) d.x. 
о 
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6 ИСIЮльзуя свойства 3 и 2 определенного интеграла 
)1 формулу Ньютона - Лейбница ,  находим 
8 8 8 � (V2x + VX) dx = V� � X1/2 dx + � х1/З dх = 

о О О 
= V2 . , хЗ/2 + � Х4/З = � V8З + �  V3 /84 = _ 2 /8 /8 .г -

3 О 4 О 3 4 

= 6з
4 + 1 2 =�.Q. А 

2 
П р н м е р 8. Вычислить � t (х) dx, где 

о 
f { ех, если 

(х) = 
2х, еСЛJl 

х Е [О; 1 ] ,  
х Е О ;  2] . 

6. Так K a l{ и нтеграл от О до 2 равен сумме интегря
лов от О до 1 н от 1 ДО 2 (согласно свойству 5 OГlPCд�-
ленных интегралов) , то . 
2 1 2 � f (х) dx = � еХ dx + � 2х dx � еХ 1 1  + х2 12 = 
О О 1 О 1 

= е- 1 + 4 """"': 1 = е + i А 

П р и  м е р 9. Доказать неравенства 
1 0 0 

1 5 е- Х dx 1 
300 < х +  1 00 < 1 00 '  

О 
6 На отрезке [О; 1 00] имеют место неравенства 

1 1 1 
200 � х+ 1 00 � 1 00 ' 

Поэтому для подынтегральной функции имеем oцeНl<y 
е-Х е-Х е-Х 
200 � х+ 100 � 100 • 

Положив в q:ормуле ( 1 )  п .  4 § 44 
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е- Х  { (Х) = Х+ I00 ' ер (x) = g (x) = e-x, 

1 1 
т = 200 ' М = 100 ' а'= О, Ь =  1 00, 

приходим К неравенствам 
1 00 1 0 0 r o o  

1 5 - Х 5 е-Х dx 1 S - Х  
200 е dx � х + 1 00 � 1 0е е dx. 

1 00 
О О О 

Так как � е-Х dx = - е-Х I � 00 
= 1 _e- 100 , то 

О 
1 00 • 

1 _ е - 1ОО 5 е - Х dx l _ e- 100 

200 < 'Х + 1 00 � 100 . 
О 

. l _ е - 1О , 1 l _ е - 1ОО 
Учитывая очевидные неравеl lства 100 < 1 00 ' 200 ) 

1 

> 300 ' получаем 

1 00 
1 5 е - Х dx 1 

300 < х + 1 00 < 1 00 ' А 
о 

2 .  В ычисление определенных интегралов методом под
становки.  При ВJ:;Jчислении определенных интегралов , К (I [( 
и неопределенных , широко используется метод подста 
новки -или метод замены перемеНJJОЙ и нтегрирования . 

Т е о р ё м а .  Пусть функция t (х) неnрерывн.а в любой 
точк,е x = ep ( t) , где ' Е [а; �] , и пусть а = ер (а) , b = ep (�). 
Тогда, если фун.к,ЦLlЯ (р (1) имеет н.еnрерblвн.ую nроuзводную, 
пю справедлива следующая формула: 

ь fI 
� t (х) dx = � t «(р ( t» ер ' ( t) dt .  ( 1 )  
а 

Эта формула называется ФОРАtулоЙ ЗGАtеНbl nереJ..!енноЙ 
uнтегрироваНllЯ в оnределеННОА! интеграле. 

О Так как функция f (х) непрерывна , то она имеет 
первообразную, Обозначим ее F (х) . Тогда сложная функ· 
ция F (ер ( t» будет первообразной для функции f (ер ( t» ер' и) · 

Вычислим теперь и нтегралы от функции f (х) и ФУНlЩИ II 
f (ер и» (р' и) по формуле Ныотона -ЛейБНlща : 

ь 
� f (x) dx = F (b) - F (а) ,  (2) 
а 

fI 
� t (ер ( (» ер ' ( t) dt. = � (ер ф» -Р.(ер (а» . (3) 

а. 
40� 



По условию, Ь = q> (�) , а а "  q> (а), и 'поэтому правые части 
13 формулах (2) и (3) равны. Следовате,[lЬНО, равны и ле-
I3bte части , Т. е. справедлива формула ( 1 ) . . 

. 

Формулу ( 1 )  можно записать в следующем виде: 
ь 11 � { (x) dx = � { (q> (t» dq> и)· (4) 

а а 

Таким образом, при  замене переменной интегрирова
ния  х = q> (t) следует под знаком инт�грала всюду заме
нить х на q> (t) и соответствующим образом изменить пре
делы интегрирования . 

При вычислении определенных интегралов формулы 
( 1 )  и (4) применяют не только слева направо, но и справа 
налево (см. пример 2) .  

3 

П Р 11 М е р 1 .  Вычислить � х V 1 + х dx. 
о 

6. ПримеНIIМ формулу (4) ,  положив Х =  1 2 _ 1 ,  t > '0. 
Находим dx = 2 1 dt, V I + Х =  t ,  новые пределы интегри
рования а = 1 , � = 2. Следовательно, 
3 2 � Х V 1 + Х dx = 2 � 12 и2- 1 ) dt = 

о J 
2 2 

= 25 t4 dt - 2 5 {2 dt = 2� I Z - 2 � 1 2  = 
. 5 1 3 1 

1 1 

= 2 ( 32 - 1 _ 8 - 1 ) = 1 36 А 5 3 15 
. 

П р и м е р  2. Вычислить 1
2
e5/n t cos t dt.  . о 6. Запишем подынтегральное выражеНIIе n Dиде 

�n f cos t dl = es1n I d s i n t .  
Полагая s in  t = Х  согласно формуле (4 ) ,  применяя ее  спра
ва налево, получим 

:rt/2 1 � es1n f cos t dt = � еХ dx = еХ I� = е - 1 .  А
' 

о о . 
П р и  м е р 3. Пусть функция f (х) непрерывна на от

резке [- 1; 1] . доказать, что 
4 1 0 

1 ) еСЛJ:l ;  f (Х),�нечетная  фуцкция,  то " 
1 , . ; . . � { (х) dx = О; . I 

- 1-
2) если { (х) - четная функция ,  то 

1 1 

, 1  

� f (х) dx = 2 � f (х) dx. (6) 
_ /  О 

6. Представим интеграл в виде суммы интеграЛОВI 
1 о 1 � f (х) dx = � { (х) dx + � { (х) dx. 

- 1 - 1  О 

в интеграле по отрезJ<Y [- 1; О] сделаем замену перемен
ной , положив Х =  - t . Тогда получим 

о о 1 � f (х) dx = - � f (- i) dt = � f (- ') dt. 
- 1  1 О 

Следовательно, 
1 1 l l � f (х) dx = � { (- х) dx + � { (х) dx = � (f (-'х) + f (х» dx. 

-1  О О О 

Если f (х) - нечетная функци я ,  то { (  - х) + f (х) = О и фор
муЛ:1 (5) доказана. Если f (х) - четная функция , то / (- х)+ 
+ ! (х) = 2{ (х) и формула (6) доказана. " 

1 

П р и  м е р  4. Вычислить � (х cos х + s in х + хlO) dx. 
- 1  _ 

6. Представим интеграл в виде суммы двух интегралов. 
J � (х cos х + s in х) dx и 

- 1  

1 � хlO dx. 
- 1  

Первый и нтеграл равен нулю, так как подынтегральная 
функция нечетная и отрезок интегр ировани я  симметричен 
относительно точки х = О. Учитывая еще, что функция 
x1Cl- четная , на х.одим 

1 1 

S (х cos.x + sin x + x10) dx = 2  S х\О dx = 2  4;-.\� = ;1 . ..  
_ 1  О 
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11/2 
П р и  

М 
е р 

Б. Вычислить S dx 
2 + cos x '  о 

6. Для вычисления интеграла положим 

'огда 

соз х =  

tg ; = " 

х I - tg� -2 
l - {� 

х = 
l + /� '  1 +tg� "2 

x= 2 arctg t ,  2 d t  � М= l + t� '  
Находим новые пределы интегрирования :  tg О =:= О ,  tg .: = 1 .  
Следовательно, 
11/2 1 S dx - 2 S 1 + /2 dt _  

2 + co� х - 2 + 2t� + 1 - t� • 1 + '! -О О 
1 1 d _t_  

2 S 
dt - 2 

S 
у з  

= З + t� - уз 1 + (
_1_

)2
= 

О . О уз 
2 t I l 2 I n = уз �rctg уз 0 = уз arctg уз = з уз . "-

П р и  м е р  6. Вычислить площадь S фигуры, ограни
ченной графиком функции у = х2 V9-x2 И оськУ абсцисс . L. Данная фигура является криволинейной трапецией 
соответствующей графику функции 

' 

Поэтому 
у= х2 V9-x2, х Е  [-3; 3] . 

3 
S = � x2 V9-х2 dх. 

- 3  . 

Так как подынтегральная функция четная , то (см.  при
мер 3) 

3 
S = 2 � х2 V9-x2 dx. 

О 
Для выч исления интеграла положим Х= 3 sin t ,  тогда 
dx = 3 cos t dt, V 9 -х2 = 3 cos t ,  новые пределы интегр и-
412  

1t роваНIlЯ : О и 2" Следовательно, 
:r./2 '11/2 

S = 2 · 3' S sin2 t cos2 tdt = 821 S s in2 2 t dt =  
о о n/2 

= � S I - Соs 4t dt = � ( t_ SiП 4t )' IЛ
/2 = � n (кв 

2 2 4 4 0 8 . 
о 

ед. )  . ., , . 1  

3* . ' Формула I;1нтеr ри роваЩIЯ по ч'аСТ!tМ для .Qп реде
ленного интег рала. Пусть функции и (х), v (х) имеют не
пр рывные производные на отрезке [а; Ь ] .  Тогда , Ka l< 

известно, справедливо .  paBeH�TBO . 

(ии)' = Il 'и + иv'. 
ИЗ него IIнтегр ированием по х от а до Ь находим 

h ь Ь � (ии) ' dx = иv \: = � и 'и ах +  � ии' ах .  
а а а 

Из последнего равенства получаем формулу 
ь h 

� U dv - ии \: - � и du. 
а а 

( 1 )  

Эта фор му ла называется фор.иулой UN.I1U!грuрованuя по 
частям для определенного UN.11U!грала. 

Формула интегрирования по частям сводит вычисление 
одного интеграла к вычислению другого интеграла .  При 
использовании формулы ( 1 )  следует иметь в виду все те 
реI<омендации , которые были  даны в п. 3 § 42 относи
тельно применени я  формулы интегрирования по частям 
для неопределенного интеграла. 

1 

П р и  М е.р 1 .  Вычислить � 1 п  ( 1  + х2) ах. 

ь. Положим 

тогда 

О 

2х 
00 = l + x� ах, 

dv = dx, 

и= х. 
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Примеияя формулу интегрирования ' no частям ДЛЯ 
определенного интеграла , получаем 
\ I J In ( l  + x') dx = x l� ( l + х') 1 : -2f I':XII dx == 

t \ I 
= 1п 2-2 S tt�; t dx= ln 2-2 S dx + 2 S 1�XI == 

� о о 
= ln 2-2 + 2 aгctg x l ' = ln 2 -2 + ':: • 1 0  2 . 

:n 
П р и  м е р  2. Вычислить � х2 cos Х dx. 

о 
6. Положим 

dv = cos x dx, 
тогда 

dll � 2x'dx, v = s in  х. 
Согласно формуле ( 1 )  находим 

:n :n :n ' � x2 cos x dx � x2s i n x l�- 2  � х S,i � х �х == -2 � x sin x dx. 
о о 

К полученному интегралу снова применим формулу инте
грирования по частям .  Положим 

и = х, du :;: sin x dx, 

тогда 
du = dx, 

и, следовательно, 
:n , :n 

v = - cos x 

� Х s in x dx = - x cos x '� + � cos x dx = 
о о 

4 1 4  

= - 3't СОS 3't + sin x l� = 3't. 

Таким образом, 

:n � х' cos x dx = - 2л: . •  
n 

' . 

11/ !! /�1/ ' 
1 2 г.;/ / ..>  .р ,{G 
�1' � � P Q c bl , "" n я  , 11 0, ", т, р о n я  )f) Ч " �' "  J 1 ,  Запишите qормулу Ныотонз ":"' ЛеАбница: � , 

2. Объясните, почем,у веверен следующий реэУJll:тат: 
1 :  l '  

S d ' " \ 
�= ln l x l l = In l - In l =o(), х - 1 - 1 . ' , 

, ' 
. ' , .\ 

: 1  

З, в' чем заключается формула заменЫ перемевво!! IIвnr pl!posa-. 
ния в определенном интеграле? 

2 
4. Объясните, почему интеграл � V l - х! х dx вe..IЬЗ_ .5},М"c.t.:.,.., 

О 
с помощью подстановки х = s!n t. 

5, Объясните, почему верно равенство 
\ S Х cos Х d = 0 

l +x� х , 
- \  

6. Запишите формулу интегрирования по частя� ,4.1В ОПf'8A� , 
ного интеграла. 

УпраЖl!ения 

{ 9 . 6, Вычислите интегралы: 
� 2 2 2 
® 5 (2x + l) dx; ® 5 х (З - х) dх; @S (� + � ) d� 

J о \ 
) ) - 2  

4) S '1 � х ; 5) 5 1 � x� ; 6) S x�d� 1 J 
о - 1  - 3  

\ 4 

7) 
5 

x� +�:+ 5 ; 8) S x�-�:+2 ' 
о 3 fg:7.\ Вычислите интегралы: V4 9 

Г� 5 y'X dx; ® 5 ;�� 1 dXI V J ) 
1 5 dж 

з) уt.=Зx ; о 
2 \ 6  4 

4) 5 dx . 5) 5 dx • 6) 5 dx 
У 5 - 2х I ух + 9 - y:i • 1 + У .. I 0.5 О О 

1 3 ,5 7) 5 dx 8) � dx • 
о У x� + 2x + 2 ' У5+4х- х! 

. � 



9.а. Выч ислите интегралы: 
П{4 . п . n 

1) S sln 4х d�; 2) S slл 2х dx; 3) S siл� ; dx; 
о о - -п 

1({2 п r 
4) � slл� х cos х dx; 5) � sln ,1f·cos! х dx; 6) � tg � dx; 

о -п т l  
п{2 п{2 1) 
S cos х 1х . 8) S cos х dx 

slns x ' 6-5 SIП Х + Slл� Х '  п/6 О ,  
9.9. Выч ислите интегралы: 

2 I 1 .  . 1  
1) � е2" dx; 2) � (е" - l)� е" dx; 3) S е" dx . S е" dx 

е" - 1 ' 4) 1 +e�" • 
о о 

9. 10. ВЫЧИСJiите интегралы: 

1) 

е 
S I n  х dx' х ' 
1 
е 

е' 
2)

' S dx 
х In х ; 

е 

1 • 

3) S dx 
x ( I + l n2 x) '  4) S cos I n Х dx. . х 

1 1 
9. 1 1*.  Выч ислите и нтегралы: 

I п/2 

1) � ( I - х) e-X'dx; 2) � x sln x dx; 3) 
о о 

п{2 � х2 slл х dx; 
о 

п'/I 1 1 

4) � sln y x dx; 
о 
1 

1) � arctg ух dx; 
о 

5) � x l n ( l + x2) dx; 6) � arccos x dx; 
о о 
1( 

8) � е" sln x dx. 
о 

9. 1 2. Вычислите интегралы: 
2п 

1 ) � sln рх sln qx dx; 
о 
2л 

2п 
2) � cos рх cos qx dx; 

о 

3) � siл рх cos qx dx, р, q Е N. 
о 

9. 1 3. Докажите, что если f (х), х Е (- со ;  + со),  - непрерывная 
периодическая с периодом т функци я ,  то ДЛЯ любого числа а верно 
ра венство 

4 1 6  

а + Т  Т 
� f (х) dx = � f (х) dx. 
а о 1 

1 0Ол 
9. 1 4. ВЫ'I ИСЛИте � У 1 - cos 2х dx. 

• Р 
9. 1 5. Докажите неравенства: 

1 2 0 0  

S e- �" 
1) 0 < 20+x

dx < 0,005; 1 S х19 . J 2) --:;r- < .r dx < 20 ; 
20 r 2 r 1 + х2 • 

о 
V З  

n 
S dx n 

3) 33 < ( l O+ slл х) ( 1  + х2) < зо ;  
о 

О 

п/2 
4) V �1 < .\ у 

dx 
< .. / 1

3
0 '  lO + cos х siл2 Х V 

П/6 
9. 16. На йдите площадь к риволинеЙ II�({ трапеции, соответствующей 

графику функций:  
1 )  y = sin х, х Е [О; n]; 2) у = 4х- х2 , х Е [О; 4) ;  

1 3) у = х  (х- l) (х- 2), х Е [О; 1 ) ;  4) у= - ,  Х Е [ 1 ; е]; х 

5) у = г", х Е  [О ;  1 ] ; 6) y = tg x, х Е [ о ; �J . 

§ 46. П риближенные методы вычисления 
оп ределенных интегралов 

На ПРЮПlIке часто требуется вычислять определенные 
интегралы от функций ,  для которых не удается найти 
первообраЗllЫХ . В такиХ случая х ,  I<а l< правило, ограни
ч иваются нахождением лишь приближенного значения 
рассматриваемого интеграла . 

В этом параграфе приведем две простейшие формулы 
приближенного вычисления определенных интегралов 
формулу ПРЯМОУГОЛЫН!l<ОВ и формулу трапеuиЙ . 

1 .  Формула прямоугольников. Пусть требуется вычис
ЛIIТЬ интеграл от а до Ь от ФУНКUIIИ f (х) . Как обь!чно , 
отрезок [а; Ь] точками 

Ь - а . . о 1 xj = a + -n- t ,  t =  , , " ' ,  n , ( 1 )  

разобьем н а  n равных п о  длине отрезков. В каждом от
резке [xl_1 ;  Xll через С, обозначим середину отрезка : 

Х ·  +Х·  С i = { -� I i = 1 ;  . . .  n ,  и составим интегральную сумму 

(2) 
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, ·,Бела фующия I (х) интегр и.р уема; н,а ,отрезке [а ; bJ , то 
n Ь ,. , . 

Нт � t (с,.) D.x; = � t (х) Ш. (3) '1 -+ CJ? i F I \ I I • й, � .. .  
Поэтому при 'достаточно большом n интегральную сумму (2) 
можно п ринять за п риближеJ,l ие искомого интеграла : 

ь n 

5 t (х) dx � ь-;;а � t (X;_ t/x,} 
а ' , = 1 

(4) 
для неотрицательных функций это означает (рис.  1 35 ,  

n = 4) , ч т()  интеграл по отреЗI<У [X;_ l ;  Х;) , равный пло-
!J щади соответствующей КРИВОЛИ

нейной трапеции ,  заменяется 
площадью прямоугольника с 
тем же основанием и ВЫСО1;ОЙ 
f (с;) . Поэтому формула (4) на
зьiвается формулой nрямоуголь-

О а с, Х, С2 Х2 СЗ Хз C� Ь х ников для приближенного вы
числения определенных интег-

Рис. 135 ралов . 
Приведем без доказательства 

оценку дл я абсолютной погрешности п риближения ,  полу
чаемого по формуле прямоугольников,  для функций ,  имею
щих непрерывную 6ТОрую производную: 

. ь n 
5 t (х)ш- ь-;:а L. t ( X/ - t2+Хi ) < м �4;a)3 ; (5) 
а 1= 1 

где М - наибольшее значение функции I 'Н (Х) I на отрезке 
[а; Ь) . 

Из фор мулы ( 1 )  следует, что 
X;_i + X/ _ + Ь-а ( . 1 ) 

2 - а -n- t -2 . 
Следовательно,  формулу ПРЯМОУГОЛЬJ:lИКОВ можно запи-

с ать в следующем виде: 
ь n 

S t (х) dx � Ь-;:аL.  { (а+ Ь n a ( i -{) ) .  (6) 
а / =  1 .  

2. Формула трапеций. Пусть, как и выше, требуется 
вычислить интеграл от а до Ь ОТ функции t (х]. Отрезок 
[8; Ь] точками 

Ь-а . . о 1 x; =a+-n- t ,  t =  , , . . .  , n , 

4 1.8 

разооьеМ на rt равных - по nJl'ине отрезков- и составим 
интегральные суммы 

n n 

L. f (Xi-1) �X; = ь-;:а L. f (Xi-l) , ( = I  1= 1 
n n 
L. f (Х;) �X; = Ь-;;а L. f (х;) . 
1= 1 ( = I 

( 1 )  

(2) 

Если функция f (х) интегрируема на отрезке [а; Ь) , то 
fL n Ь 

. l im � f (Xi-l) �;;; = l iт � f (х,) �X; = � f (х) dx. n -i" сю i = l  n -+- oo i = l  а 

Поэтому .пр и  до:таточно большом n каждую из  интег
ральных сумм ( 1 ) ,  (2) можно прин�ть за приближение 
искомого интеграла. Однако в общем слу.чае более точное 
приближение дает среднее арифметическое ' этих сумм:; 

n 

b- a � f (X;_ t ) + f (x;)
. n � 2 ( = I  

Таким образом, имеет место формула 
ь n 

S t (  ) d  b- a '\.� f (x; _ l) + f (x;) 
Х X � -n- � 2 • 

а i= 1 
(3) 

Эта формула называется формулой трапеций для п р и
ближенного вычислении  определенных интегралов. 

для неотр ицательной функции f (х) эта формула и меет 
простой геометрический смысл. 
Именно, отрезок [а; Ь] разби
вается. на 11 равных по длине 
отрезков и площадь каждого 
кусочка криволинейной тра
пеции заменяется площадью 
трапеции с основаниями t (Xi-1 ) ,  

!I 

о а х 

Рис. 1 36 f (Xj) и высотой Ь-;:а (рис. 1 36, 
n = 4) . 

Оценка абсолютной погрешности п р иближени я ,  полу-
чаемого по формуле трапеций ,  дается неравенством 

ь n S f (x) dx-Ь-;;а L. f (XI-I)2+f (Х;) < М \b2�a)a 
I (4) 

а 1= 1 
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Рде М - нйи60льшее зна'lе'ще функции' If" {XJ l ' на Ьтрезке 
la;  Ь) . 

то 

Так как 
" 

� f (xi-1) = r (a) + f ()( t ) + . · ·  + f (xfl - 1 ) ,  1 = 1  
fI 

� I (х,) � I (x1) + . . . + ., (Xn_ l )  + f (Ь), 
i = l  . 

Таким образом, формулу трапеций можно записать 
13 следующем виде: � r (x) dx '" ь 2n а (! (а) + "Ь) + 2 � r (а + '-;;а i ) ) - (5) 

1 

П р и м е р  1 . Вычислить � �2 dX по формуле прямо
о 

угольников и формуле трапеций с точностью до 1 0-2 .  6. ПРИll!еним сначала формулу прямоугольников. Опре
делим с помощью неравенства (5) п . 1 ,  на сколько часте l"' 
нужно разделить отрезок [О; 1 ]  дл}! достнжеН I1Я задаlIНОЙ 
точности.  ВЫЧИСЛИМ вторую производную подынтеграль
lЮЙ , функции :  

f (х) = еХ2 , f ' (х) = 2хеХ" , f" (х) = 4х2еХ' + 2еХ2• 

Следовательно, на отрезке [О; 1 ]  IlMeeM 

I [" (х) I < 6е. 
, 6е Поэтому n должно удовлетворять неравенству 24n2 < 1 0- 2, 

Решая это неравенство, находим 

n � 5 Ve � 8,2. 

Таким образом , для достижения нужной точности до-
статочно взять n = 9. / 
420 

Согласно формуле (6) п. 1 получаем 
I 9 
S еХ2 dx � � � f ( � ( i - { ) ) = 
о . = 1 

= -} { f ( /8) + f (fв) + f ( �8) + f. (�) + 
+ f ( (8) + f ( Ы) + f (:;, + f (��) + f (��) }. 

с точностью до 1 0- 2. 
Чтобы получить окончателы+ы�й ртвет, нужно еще вы' 

числить значение функции f (х) = еХ в указанных точка х . 
С помощью микрокалькулятора в итоге получим 1 ,46. ' 

Применим теперь формулу трапеций .  В этом случае 
должно выполнятьс я  неравенство 

'�� < 1 0-\  

т .  е .  5 V2e � 1 1 ,5. По формуле (5) п .  2 при  n = 1 2  на-
ходим 

с точностью до 1 0 - 2. А 1 
П р и  М е р 2. Вычислить � V х2 + 1 s il1 Х dx по формуле 

о 
прямоу.гольников и формуле трапеций с точностью до 1 0-2 .  

6. Здесь f (х) = V х2 + 1 s i n х.  Находим 

далее, 

2х х' ,  f" (х) = ,г cos х + 3/2 SIl1 Х. 
" х2+ 1 ( ' +х2) 

.. / 4х2 х;'3 .. / 4 l '  I f" (x) l <  V x� + 1 + (l + Х2)З < V 4 - х2 + '  + < , 
< V 4 - 2 + 1 = VЗ. 

Следовательно, в формуле прнмоугольников n должно 
удовлетворять неравенству 

vз _____ 1 0-2 ---- 5 ,...., 2 7 24n� � , т. е. n :? v- '" , . 
1 2  
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По формуле-.(6..) .,JJ.�" J · при . n =.3 .с, ·�адаинОЙ ,. <fОЧНОСТЬЮ_ 
получаем 

. 

1 З . : 
5 v х2 + 1 s i n  х dx � + � f ( + ( i � � ) ) = 
о 1 = 1 ' \  { ( 1 ) " ( 3 )  ' ( 5 ) }  ." � '3 " 6' + f 6' + f 6' � 0,56. 

В формуле трапеций n должно удовлетворять' нера
венству 

I 

уз ___ 1 0- 2 -1 2 2 � , N .  т .  е .  5 n >  VЗ � 3,8. 

По формуле (5) при n = 4 с ТОЧНОСТЬЮ 1 0-2 находим 

� v x� + 1 s in x dx � 
о, 

� � {{ V2" s in 1 + f ( + ) + f ({ ) + f ( � ) }� 0,56. А 

Упражнения 
I 

9. 17. Найдите приближенное значение интеграла 5 J
�

X 
по фор

о 
муле прямоугольников, разделив отрезок интегрирования на 1 0  частей. 

9. 18. Найдите приближенное значение интеграла 
1 � (4х- 3х2) dx 

О 
по формуле трапеций, разделив отрезок интегрирования на 10 частей. 
I1aйдите точное значение интеграла, 

9. 1 9. Определите, на сколько частей достаточно разделить отре-
зок [О; J ), чтобы абсолютная погрешность при вычислении интеграла 

I � УI +xdx 
о 

по формуле прямоугольников не п ревысила 1 0-3, 
9.20. Определите, на сколько частей достаточно разделить отре-

зок [О; J ) , чтобы абсолютная погрешность при вычислении интеграла 
I � e-x2dx 

О 
по формуле трапеций не превысила I'O-!. 
422 

од • .  ВЫ'Iис.лите с' 'fО'lностью ДО · 10-:-2 "к"еграхы: 
2 п/2 

S cos ,t S COS ,t 
1 )  -,t- dx; 2) I + х  dx. 

1 О 

: 1  : 

I 

1 0-'  И I'. теграл r е-Х· dx. 
9.22. Вычислите с ТО'l ностью ДО , J о 
9.23. Вычислите с ТО'lRОСТЬЮ до 10-' интегралы: 

2 !t 
1 )  5 Y l+x3 dx; 2) 5 I�XX ' 

о 2 



Г л а в а 1.0 
П РИЛОЖЕН И Я О П РЕДЕЛЕННОГО И НТЕГРАЛА 

§ 47. В ычисление площадеl1 IМОСЮfХ 'фигур 
с помощью оп ределенного интеграла 

Иsпользуя понятие определенного интеграла , даДIlМ общи,И метод В\>Iчисления площадей плос/ <их Фl/ГУР. Ка!( и�вестно (§. 44) , определенный интеграл от неотрицатеЛЫlOii непрерывн?й 
u 
функции есть площадь соответствующеll криво�и неинои трапеции .  В этом заключается геометр"ческии смысл ОП.ределенног.о 

интеграла , lIа ,  этом основано 
его применение '{ выч ислению 
площадей плоских' фигур. 

!J 
5 

!J 

, Рис. IЗ7 Рис. I З8 

в § 44 доказано, что площадь криволинейной тра
пеции  аАВЬ (рис .  1 37) , ограниченной графиком неОТРllца
тельной непрерывной функции у = t (х) , Х Е [а; Ь) , отрез
ком [а; Ь] оси Ох, отрезками прямых х = а  и х = Ь, вы
ч исляется по формуле 

( 1 )  

П р и  м е р  1 .  Вычислить площадь плоской фигуры 
ограниченной линиями у = t (х) = х2- 2х + 2 ,  х = - 1 ,  х = 2 
и отрезком [- 1 ;  2] оси Ох (рис. 1 38). 
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6. Данная фигура предстамяет собой }(РИБолинейнуlO 
траflецию, поэтому ее площадь вычисляется ло формуле ( 1 ) : 

2 
s =  � (x2---;2x + 2)dx = �З '� ] -x2 1� 1 + 2x l� 1 = 6. & - 1  
Пусть теперь у = f (х) , х Е [а; Ь] ,- неположительная 

непрерывная ФУНКЦIl Я .  В этом случае график Э'Fой функцпи 
расположен под оню Ох (рис. !J 
1 39) и 

ь 
� f (х) dx � О. 
а 

Рассмотрим вспомогательную 
ФУНКЦJJ Ю y = - f (x) , х Е [а; Ь] .  
Площадь криволинейной трапе
ции аА ' В'Ь, ограниченной гра
фиком фУII.КЦИИ У. = - f (х) , от
резком [а; Ь) ОСII ОХ, отрезка
ми п,рямых х = а и х = Ь, ВЫЧ I I 
сляется по формуле ( 1 ) ,  т .  е .  

h : 

S = - � f (х) dx. 
а 

(2) 

о 

Рис. IЗ9 

Так как фигуры аА ' В'Ь и аА ВЬ симметричны относи
тельно оси Ох, то их площади равны. СледователЫIO, 
площадь фигуры аА ВЬ может быть вычислена по фор
муле (2). 

П р  1 1  М е р  2. Вычислить площадь фигуры ,  ограничен-
3/-ной лини ям/! y = f (x) = v X, х= - I  и у = О (рис. 1 40). 

3/-6. График функции у = v х, х Е [- 1 ; О) , расположен 
под осью Ох, поэтому для вычислени я  площади данной 
фи гурыI п р"меюш формулу (2): 

о 
s = - r vх�=-�х4/ З IО = � . A  J 4 - ]  4 - 1  

Пусть теперь f (х) , х Е [а; Ь] , - непрерывная  на  отрезке 
[а; Ь) функци я ,  график которой пересекает отрезок [а; Ь ]  
Б конечном числе точек. Из формул ( 1 )  и (2)  следует, что 
площадь плоской фигуры, ограниченной графиком функ
ции f (х), отрезком (а; Ь] оси Ох, отрезками прямых х= а 
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'( 'Х = Ь, выqfIс:nяетс я по ' �рм'уле 
ь 

S = � I f (х) I dx. 
а 

(3) 
1 1  Р и м е р- 3. Вычислить площадь фигуры, ограничен-

u r 5л ] нои отрезком - т ;  1t оси Ох, графиком функции 
5л Ij = cos x, отрезками I!РЯМЫХ Х = - т и х = п (р ис. 1 4 1 ) . 

!I !I 
({х) =У.; 

Рис. t40 ' , / Рис. 1 4 1  

6. ГрафИI{ ' фу,нКЦ'-I-Ш У = cos х l-ra отрезке [ _ �л ;' 1t ] 
пересекает ось Ох в точках X1 = - ; , Х2 = i .  

По формуле '(3) находим 
n 

S = � I cos х I dx = 
- 51t/6 

-тс12 n/2 n 
= -:- � " ;cos X dx +  � cos x dx-, � cos x dx=  

- 5n/6 : -тс/2 л/2 
= � sin х / -Л/2 + S iп х IIl/2

.

-
_ S i l� � ln = � ,  А - 5n/6 - 1t/2 Т!-/2 2 

Рассмотрим теперь фигуру,  огранич�нную графиками 
неотрицательных непрерывных ФУНКЦИI{, {l (х) , х Е [а; Ь] ,  
и {.2 (Х) ,  х Е [а; Ь] , и отрезками п ря мых х=а, х=Ь (рис. 1 42). 
Площадь S этой фигуры равна разности площадей криво
ли нейных трапеций аАВЬ и aMNb. Следовательно, 

ь ь ь 
S = � {l (х) dx - � fs (х) dx = � ({l (х) - {Е(х) dx. (4) 

а а а 

П р и  м е р  4. Вычислить площадь фигуры, огран ичен
НОй линиями у = fl (Х) = Х + 3 и Y = f2 (X) = X' +  1 (р ис. 1 43). 
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6. Реша я уравнение х +�.=;= х? + ] , _ liаЙД�м . абсциссы 
точен пересечен и и графиков функций 11 и 12: х1 =- 1  
I-! х2 = 2. Использу я формулу (4) ,  вычислим площадь фи-
i'YPbI :  

. '  - ,  -
2 2 

S � - � - �x + a-=--(i2+ -1 )) dx 
_ 

� (-х2 + х+2) ах ' -
- ,  - t · , - , - - - 1 , - -

. = (-+ХЗ + +Х2 + �Х) '� 1 �{ . А 
Если требуетс я вычислить площадь более сложной 

ФИГУРЫ, то стараются представить ис комую площадь в виде 

!I 

о 

Рис. 142 Рис. 1 43 

у 
!J 

о 
Рис, 1 44 Рис. 145 

алгебраической суммы площадей криволинейных Тр:1ПР'. 
ций. Так , например ,  площадь фигуры, изображенной }Н 
р ис. 1 4� , вычисляется по формуле 

, S = SаАвь-SаАСс -SсСВЬ' 



u П р  11 М е р 5. �ы�ислить площадь фигуры, ограничен
II ОИ Линиями y = Vx, х Е [О ; 1 ] ,  y = xt, x E ( I '  2] и -
",, -х2 + 2х + 4, х Е '[О; 2] (рис.  1 45).  

" у 

u 6. Для вычислеиия площади данной фигуры достаточно 
flаити площадь криволинейной трапеции ,  соответствующеl1 
графику функции 

у = - х2 + 2х + 4, х Е [О; 2] , 

и вычесть ИЗ нее площади криволине�ных трапеций ,  обра
зованных графиками функций у = V х х Е [О' 1 ]  и- у - 2 
х Е [ 1 ;  2] . Поэтому 

. ' , , - х ·, 

2 . 1 2 
S _ � (- х2 + 2х + .() d.x -S V:X � -s х2 dx = 

о • 

= (_ �З + х2 +  4Х) j 2 _�XVX l l _ х3 1 2 = � ... 10 3 о '3 1 3 ' -

Упражнения 

1 0. 1 .  Вычислите площадь фигуры, о'граниtrешlOЙ лини ями' 
] )  1/ =x2 + ] ,  у = о, х = о, х = 2 ;  

. 

2) у = 6х- х2, у = о; 3) у = хЗ - 4х, у = о; 
4) у =  У х- 2, у = о, х = 6; 
5) у = ]п х, у = о, х = 2, х = В; 

6) y = aгcsln х, у = о, х={ . 

10.2. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями; 
] )  у = х2 - 5х + 6, у = О; 
2) у =  cos х, у = о, х = о, х = 2п. :

)
0'З'

_
Н
2
айди�е площадь фигуры, ограllичённой параболой и прямой' 

у - х-х , у = х; 2) у = 2х - х2 У = - Х' 
. 

2 
" 

3) у =  � , у = 2 -� х; 4) у =  6х- х2 - 7, у = х- 3; 
5) y = B + 2x - х2,  у = 2х + 4 ;  6) у2 - 4х = 0  х - у = о  
10.4. Н айдите пл�щадь фигуры, ограничен�ой параб�ламю 
1) у = - х2, у = х- - 2х- 4 ' 
2) 2y = x� +x - 6, 2у = 6 +Зх- х2• 

- 3) У = GХ, х2 = Ьу, G > о, Ь > О. ' 

10.5. Выч ислите площадь фигуры, ограниченной линиями: 
1) y = B - 7х- х2, у = 2х +  ] 6, х = О; 

. 

2) У = ХЗ, х + у = 2, у = О; 
3) 2 2 хЗ ха 1 у= х ,  у = з ; 4) у=- У= -- о 2 '  ] + x� , 

5) у =  ;Х, -у = х- 2, х = О; 6) Ух+ Уу = 1 ,  х + у =  1 1  
7) у = - х y = s in x х >- о· 1t t I � J 

8) У = �In х, 
'
у = �os Х, х Е i о; т 1 ; 

9) У = sin2 Х, У =  х siл х, хЕ [О ; п] ; 
10) у= агсsiп х, y = arccos х, у = О. 

. 10.6. НаЙДlIте площадь cj'игуры, ограниченной параболой !I = 
=x� - 2x + 3, касательноi'1 к неi'l в точке (3; 6) и осями координат, 

10.7. Н айдите площадь фигуры, огра ниченной параболой у = 
= x� - 2x + 2, касательноi'l к ней в точке (3; 5) и осью ординат. 

10 .8. Найдите площадь фнгуры, ограниченной прямой х = 1 , ги-

перболой у = 1 + ..!.. и касатеЛЬНОI". к ней в точке (2 ;  1 ,5). 
х . 

§ 48. П рименение определенного интеграла 

при решении фи-зических задач 
. 

1 .  Задача о вычислении пути . Пусть материальная 

точка движетс я  ПРЯМОЛlI нейно с некоторой скоростыо 

v = v (t) .  Требуется найти путь , который пройдет ЭТt! 
точка За промежуток времени от t = а до / = Ь. 

С1 I Q Ь 
о 

Ct о I 
t· J L 

Рис. 146 
В простейшем случае, если скорость п остоянна, т. е. 

v (t)  = Vo = const , то путь, пройденный точкой , равен (по 
опр.еделению, известному из курса физики) произведению 
скорости на время движени я ;  

s = vo (b -a). 

В общем случае, !<огда скорость непостоянна, посту

пают следующим образом. 
Промежуток времени [а; Ь] разбивают точкам и  /0 = а ,  

t1 , . . . , t"_ 1 '  /n = Ь ио  < t i  < . . . < t,,) на n отрез!<ов оди

наковой длины (рис. 1 46). Длина каждого отрезка равна 

Ь- а 
M j = t j - t i- i = -n

- ,  i = l , 2 , о • •  , n. 

Выбрав на каждом отрезке ( tt-I; t;] произвольную 
ТОЧI<У С{, составляют сумму 

tl 
� v (c{) Mi• ( 1 ) 
{ = (  

Каждое слагаемое этой суммы дает п риближенное 

значение пути , пройденного материальной точкой за врем я  



I 
от , и " - i до , = ' , . Следовiпельно, весь путь, npoifдeнHьtI% 
точкои за вр:мя от [ =  а до t = Ь, �риближеНf(О выра
жается суммои ( 1 ) . Это - приближение будет тем лучше, 
че� мельч: отрезки разбиения. Поэтому путь 5, пройден
ныи точкои за <лрезок времени [а; Ь] , определяется как 
предел суммы ( 1 )  при n -+ 00 :  

n 

5 = l iт ,� v (е;) М,. 
n -+ Ф  , = J 

, I 
Как известно (§ 44) ,  этот п'редел есть определенный 

интеграл от функции u и) на отрезке [а; Ь] . Таким обра- ' 
зом, путь 5 ,  пройденный за отрезок времени от t = а до 
t = Ь материальной точкой , движущейся прямолинейно со 
скоростью v (1) ,  вычи�ляется по формуле 

ь 
: 5 = � V (t) dt. (2) 

а 

П р и  м е р 1 .  Тело движется' прямолинейно со скоро
ст�ю v (t) = (3t2 + 4! + 1 )  (м/с). Найти путь, пройденный 
телом за первые 3 С. 

6. По формуле (2) получим 

5 = f (3t2 +-4! + 1) d[ = (t3  + 2[2 + ') 13 - 48 (м). А 
о о 

, П р и  м е р 2, Тело движется 
стрю v (t)  = (t + бt2) (м/с). Найти 
за третью секунду. 

6. По формуле (2) находим 

, 
прямолинейно со скоро
путь, пройденный телом 

s = 5 (t + 6t2) dt = ( + [2 + 2( 3 ) 13 = 40,5 (м) , А 
2 2 

П р и  м е р 3, Определить, на какую максимальную 
высоту поднимется камень, брошенный от поверхности 
Земли вертикально вверх со скоростью ио , если не учи
тывать сопротивление воздуха . 

6. В  Э10М случае скорость камня равна v (t) = vo-gt, 
где g-ускорение свободного падения . Камень будет ле-
теть вверх , пока v (t) � О, т. е. до момента времени t =.:!. . 

, g 
Положив в формуле (2) v (t) = vo-gt, а = О, Ь -.!:!! - " 
430 

np.J;I;Y.?J1,J.4.. , . ! � ' : " , j :  t • t ' , tl ,. :\ : :.  . ', . j 
o./g ' , , ' , ' : ' S " , ( " gt2 ) Iv./g ' Ii� ' , 

" ! I. 5  .,; , (v,�gJ) d( -, vq,t.-,y о' , . 2g " А 

" , I О 
I '2 . Задача о .силе давле н и я  жидкост и .  Пусть пластина 

в виде криволинейной трапеции погружена вертикально 
в жидкость с плотностью 
р так , что ее боковые сто- ,о 
роны параллельны поверх- --'--t---------1!!I� 
н.ости жидкости и находятся 
ниже ее уровня соответствен- /Ео =аг---...... 
но на расстоянии а и Ь 
(рис. 147) . Требуется опреде- :I:;; 4Х. 
лить силу давлени я жидкости 
на пластину. 

Если пластина находится :cn'=br------' 
в горизонтальном положении 
на глубине h от поверхно
сти жидкости , то сила дав
ления Р жидкости в ньюто-

Рис. 147 

нах на нее будет равна весу столба жидкO€ти , имеюще
го основанием данную 'пластину , а ВЫСОТОЙ - глубину h ,  
т .  е . 

P = gphS, ( 1 )  

где S - площадь пластины, 
Если же пластина погружена в жидкость вертикально, 

то по формуле ( 1 )  давление жидкости на нее не может 
быть вычислено, так как в этом случае давление жидко-' 
сти на единицу площади пластины изменяется с глубиной 
погружения ,  т. е. зависит от расстояния площадки до 
поверхности жидкости. 

При решении задачи будем учитывать тот факт, что 
по закону Паскаля давление в жидкости передается оди
наково во всех направлениях, в том числе и на верти-
кальную площадку. ' 

для решени я  задачи разобьем пластину на n частей 
(малых горизонтальных полосок) прямыми , параллельными 
поверхности жидкости (т. е. Ilараллельными оси Оу) и 
проходящими через точки ХО = а ,  Х1 , " ' , X,,_i,  Х" -: Ь, где 

xj = a:7- b-;:a i , i = O, 1 , 2 ,  . . . , 'п. 

Выделим одну из полосок (на рис. 147 она заштри· 
хована) , находящуюся на глубине ,Xj• Для достаточно 
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узкой полосю! :давление ЕЮ всех ее частях можно считать i lриБЛllженно одииак0f3ЫМ , а саму полоску можно прин ять 
u А Ь - а за прямоугольник с высотои ,u.xi = Xi -Хj_1 =--п и осно-

ванием , paBl1bIM нижнему основанию полоски. Легко видеть , что длина основания прямоугольника является функциеи 
()т х. Обозначим эту функцию через f (Х) , . Х.Е [а; Ь ] .  Таким образом, силу давления  Р; на i -ю полоску можно 
приближенно вычислить по формуле ( 1 ) ,  т. е. 

Р; � gpf (Х,) xr I1X,.. 
Лросуммировав силы ,г;авлени я  жи�кости на все по

лоски ,  найдем приближенное значение силы давления  
жидкости на всю пластину: 

n 
Р � � gp[ (Х,,) Х; I1X". 

' = 1  

Точность приqлиженного равенства тем больше, чем J 
роче отрезки ,  на которые разбит отрезок [а; Ь] . 

Таким образом, точное значение силы давления }j 
кости на пластину определяется по формуле 

n 
Р = Нт � gpf (Х,.) х,. I1x,.. 

n � '" ; = 1 
Как известно (§ 44) , этот предел есть определен 

и нтеграл от функции gpxf (Х) на отрезке [а; 1:1] .  
Таким образом, сила давления Р жидкости на BeV 

кально погруженную в нее пластину,  имеющую фо 
l<риволинейной трапеции,  соответствующей графику фу 
ции y = f (x) , х Е [а; Ь] , вычисляется по формуле 

ь 
Р = gp � xf (x) dx,_ 

а 

где g-ускорение силы тяжести , р - плотность жидкости 
П р и  м е р 1 .  Аквариум имеет форму прямоугольного 

параллелепипеда. Найти силу давлени я  воды (плотность 
воды J OOO кг/мЗ) ,  наполняющей аквариум, на одну из его 
вертикальных стенок , размеры которой 0 , 4  м Х 0 ,7 м. 6 Выберем систему координат так , чтобы оси ау и Ох 
соответственно содержали верхнее основание и вертикаль
ную стенку аквариума (рис. 1 48) . для нахождени я  силы 
давления воспользуемся формулой (2). 
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Ому f (х) = 0 ,7 , МО гольника , поэт _ 0 4 . Стенка имеет форму ПР Яте/рирования а = О и Ь - , 
(О' О 41 пределы и н  х Е  ' , , 

Следовательно , \0 .4 0.4 а .!:.. = 56g. 
1 000 (' 0 7 . x dx = 700",, � р = g .) , - О • О P�548 ,8 Н . ..  

9 8 м/с2 получаем (плот-Учи
п
тыва� 

е 
�T02� �пр�дели

;ь силу да�уЛ�
Н
с��н:;,

С��еющую р и 
900 кг/м'!) на вертикалы . lIOCTb масла 

:z; Р ис. 1 49 
t- ис. 1 48 

Которого наR 5 м диаметр , )м полукруга радиуса = , I{�СЯ на поверхностИ ��C��HaT так , , как показано_н5а 
� Выберем систему к р ть полукруг радиуса R - , 

1 49 . T� CTeHK� ес ВоспользуемсЯ для нахож
(х) = {5� -x2 , Х Е (О , 51 ·лой (2) . Для данногО случая 
i я силы давленои

яь фОlМ�оэтому 900 кг/м3 ,  а = , 
- , \0 

5 _ 2 (52 _ Х2)3/2 _ 
= 2g . 900 � xV52 - Х2 dx = 900g · '3 

5 
О = 600g . 53 = 75 000 g. 

8 / 2  то P �735 KH·. .. а Так как g�9 , м с , u Пусть материальная то;к 
3. Работа переменнои ��е��я по прямой .  Если деист

,од действием силы F дв 
а пройденный путь pa�eH s , то

р ющая сила постоянна , Ф 
работа А эгои силы ву з курса нзики , как известнО и ычисл яется по формуле ( 1 )  A = P , s. 
б ты А силы F в слу-для подсчета ра о П ь матери-Выведем фОРМУЛ�е является постоянной. .Уст ем ('илы , чае когда сила по оси Ох поД де�ICТВИ Б ем ал�ная точка дв�[жется 

сь Ох есть функция от Х. уд 
проекциЯ КОТОРОИ на о 
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обозначать ее через f (Х) и предполагать, что f есть не. 
прерывна я  функция . Пусть под действием силы F мате
риальная  точка переместилась из точки  М (а) в точку 
М (Ь) (рис. 1 50) . 

Разобьем отрезок [а; Ь] точками Х ·  = а + Ь-а i на  n , n 
u [ ]  u Ь-а частеи Xi_ 1 ; xi одинаковои длины ДХ . = -- .  На каждом , n 

отрезке [Xi_ l ;  Xj] работу силы можно п риближенно вычи
слять по формуле ( 1 ) ,  т. е. считать ее равной f (cj) tllj ,  

М(а) Н(Ь) I I 
о а ь х. 

Рис. 1 50 

где сj- некотора я  точка отрезка [xj_ t ;  xj] . Тогда работа 
силы на отрезке [а; Ь ]  будет пр иближенно выражаться 
по формуле 

n 
А � � f (с,о) tllj• 

i = 1  
1" 
\ 

ТОЧI I�Т� приближения  будет тем лучше ,  чем короче \�_ 
резки ,  на которые р азбит отрезок [а; Ь] . Поэтому Т04 ' 
значение  работы А определ яется  формулой 

" 
А = j iш � t (С,) дХj' n ...... 00 t= I 1 

Права я часть формулы (2) является интегральной CYMMv 
ФУШЩШJ f (х) на отреЗl\е [а; Ь] . 

Следовательно ,  переходя в равенстве (2) к предеJ1 
Прll n -+ 00 ,  получим 

ь 

А = � f (х) dx. 
а 

П Р И  М е Р 1 .  К акую работу надо затратить, чтобы 
растя нуть П РУЖIiНУ на 0,05 м, если сила в 1 Н раёТЯГIJвает 
ее на 0 ,0 1 м? 

6. По закону Гука сила Р , растягивающая пружину, 
пропорuиональна растяжеНI JЮ пружины,  т. е. F = kx, где 
х-величина растяжения ,  k - КОЭффициент ПрОПОрЩlOналь
IIOСТ И .  Следовательно, в нашем случае 1 H = /� . O ,O l �I ,  
откуда k= 1 00 IJ F·= f ('() = 1 00х. Работу, которую Heon
ХОДИМО затратить для растяжен и я  пружины на 0,05 м ,  
<134 • 

находим по  формуле (3) : 0.05 1 0.05 
А = � 1 ООх dx = 50х2 = О,  1 25 (Дж) . JJ.. 

о о 

П р и  м е р 2. Пружина имеет длину 20 см. СИJ\а в 1 О кг 
растягивает ее на 2 см. Определить работу, затраченную 
на  растяжение пружины от 25 см до 35 см. 

6. Вырази� данные задачи в еди н ицах системы СИ : 
2 см = 0 ,02 м, 20 см = 0,2 м, F =  1 0  кг= 98, 1 Н, 25 см=0,25 м 
и 35 см = 0,35 м. Используя услови я задачи и закон Гука , 
получим 98, 1  Н = k ·  0,02 м, т. е. k = 4905. Следовательно, 
F = f (х) = 4905х. Так как для да нного случая а = 0,25 -
- 0,2 = 0,05 и b = 0,35 -0,2 = 0, 1 5, то, используя фор
мулу (3), получим 

А = 4905
· 5 х dx = 4905 x�2 � 49,05 (дж) . ..  
о 1 5  10. 1 5 0.05 0.05 

П р и  м е р  3. Оп ределить работу, которую необходимо 

затратить для того, чт.обы тело массы т поднять с по-

верхности Земл и ,  радиус I{ОТОРОЙ R ,  на высоту h. u 
6. Согласно закону всемирного тиготени я  сила Р, деи

ствующая на тело массы т, равна 
mМ 

F = k ---т , х . 

где М - масса Земли ,  х - расстояние от тела массы т 

до центра Земли ,  k - гравитационная постоянна я .  Так 

как па поверх ности Земли х = R,  F = mg, то· 

m М  
mg = k R� , откуда kM = gR3, 

и ,  следовательно, 

F - f ( ) 
_ 1:1gR' - х - х! ' 

Искомую работу находиМ по формуле (З), положив в ней 
a = R, b = R + hi 

R + h  . R 

S dx э 1 I тgRlI .A. А = mgR2 x� = mgR х = R +h . -
t( R +1.i 

435 



· ! Упражнения 

v 10.9. Тело движется прямолинейно со скоростью (1 (1) = (2t! + 1 )  
(м/с). Найдите путь, пройденный телом з а  первые 5 с. 

. 

V 1 0. 1 0. Тело движется прямолинеi!но со скоростью tI (t) = (2t�+ 1 )  
(м/с). НаilДите путь, пройденный телом за  промежуток времени от 
t = 1 с до t = 3 с. 
v 10. 1 1 .  Скорость тела, движущегося прямолинейно, задается фор

мулой tI (t) = ( 1 2/ -3t�) (м/с). Найдите путь, пройденный телом от на
чала его движения до остановки. 

10. 1 2. Два тела начали двигаться по прямой в один и тот же 
момент из одной точки в одном направлении соответственно со СКО. 
ростями tl1 (t) = (бt� + 4/) (м/с) и tl2 (/) = 4/ (м/с). Через СКОлько секунд 
расстояние между ними будет равно 250 М? 

. 

10 . 13. Тело движется прямолинейно со CI{OPOCTbIO (1 (t) =(4t+a)(M/C) . 
Найдите а, если известно, ЧТО путь, пройденный iелом за 2 с от на
чала движения, равен 48 м.  

1 0 . 1 4 .  Тело движется по прямой со скоростью tI (t) = (6/ + 4) (м/с). 
Найдите длину пути, пройденного телом за третью секунду. 

10. 1 5. �айдите путь, пройденный точкой за промежуток времени 
от t = О о до t = 5 с, еслн точка двигалась прямолинейно со скоро
стью tI (t) = (9,8t- 0,OD3t�) (м/с). 

10. 1 6. Скорость движущейся по прямой тоqки меняется по закону 
tI (1) = ( Ю + а У !) (м/с). Найдите путь, пройденный этой точкой эа 
промеЖУТОI{ времени от t = О с до t = 4 с.  

10. 17. Определите давление воды на стенку шлюза, длина кото, 
рой 20 м и высота 5 м, считая шmоз доверху заполненным водой. 

10. 18. Вычислите давление воды на плотину, имеющую форму 
трапеции, верхнее основание которой равно а, нижнее Ь (а > Ь), вы. 
сота h. Предполагается, что поверхность воды достигает верхнего 
края плотины. Подсчитаliте давление для случая а = 400 м, Ь = 200 м, 
h = 20 м. 

10. 1 9 .  Определите силу давления воды на вертикальную стенку, 
имеющую форму полукруга радиуса 'R = 6  м, диаметр которого нахо
дится на поверхности воды. 

'О . 2(). Определите давление ноды Ila вертикальный прямоуголь- • 
ны й шлюз С основанием 1 0  М и высотой 6 м. Определите также дав
леllие на нижнюю половину шлюза. 

10.21 . Вычислите силу давлення воды lIa треугольную пластину 
с OCHOBa l l lieM а и высотой h, вертикально в нее погруженную (осно
ваllие совпадает с уровнем воды). 

1 0.22. Вычислите снлу давления воды ua вертикальную заслонку, 
ЗЗl<рывающую трубу , если труба, лежащая горизонтально. наполовину 
наполнена водой . Известно, что поперечным сечением трубы является 
круг диаметром 6 м. . V 1 0.23. ВЫЧИСЛllте работу, которую надо затратит� на сжатие 
пружины на 0, 1 м, если для сжатия ее на 0,01 м нужна сида в 78 Н. 

' 1  1 0. 24. Какую работу надо затратить на  сжатие пружины на 4 см, 
если известно, что сила в 2 Н сжимает эту пружину на 1 см? 

10.25. Сила в 6 Н растягивает пружину на 2 см. Какую работу 
надо произвести, чтобы растянуть пружину на 6 см? 

10 .26. Электриqеский заряд ео, сосредоточенный в точке Х= О, 
отталкивает заряд е из ТОЧI{И х = а  в точку х = Ь.  Вычислите работу 
силы отталкивания.  

у к а з а н и е. По закону Кулона сила взаимодействия зарядов 
в вакууме равна F = toe/x!, где х- расстояние между зарядами. _ 436 
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ОТВ ЕТЫ 

Г Л А В А  1 
1 . 1 .  {-3; - 2; - (; 1 }. 
1 . 2. {О ;  - 1 ;  1 ;  - 2 ; 2}. 
1 .3. - 1 .  

5 3 5} 1 .4. 0, {3} ,  {4}, {5} . {3;  4}, {3;  5} , {4 ; } ,  { ; 4; . 
Ц. 1) 2; �) 4 ;  3) 8; 4) 2Б = 32 ;  5) 2 0 = 1024. 
1 .6. 1 ) А П В = {3;  5} ; 2) А П В = {О}; 

3) А П В = Q1 ;  4) А П В = А = { l ; 2 ;  3} . 
1 .7. М П А � Q1, М П В = {О; - J } , М П С = {- J }. 

3) A U B =  1 ;  2 ;  3; 4; 5; 6; 7; 8} ;  4) A U B = {- I ;  О; 1 ; 2 ; 3}. 
1 .8. 1 )  A U B = /3 ;  4; 5; 6}; 2) A U B = {- 7; О; J ;  6; 7 ;  8; 9}; 

1 .9. 1 )  А"в = 4}, в"А = {6}; 
2) А В = 1 ;  7; 8}, в"А = {- 7; 6; 9} ; 
3) A"B = A = f I ;  3 ;  5; 7}, в"А = В = {2 ; 4 ;  6; 8}; 
4) А"в = Q1, в"А = {- 1 ;  О}. 

1 . 1 0. А М = А = { I ;  2 ; 3}, В"М = { I }, c"M = {- 2; ' }. 
1 . 1 1 . (A"M ) U (B"M) U (C"M) = { I ;  2 ; 3; -2}. 
1 . 12 . 1 )  {О; 5}; 2) {-} ; О ;  4 } ; 3) {- 1 ;  -2}. 

1 . 1 3. A U B = B, А П В = А, А В = 0· . 
1 . 1 4. A U B =1- 4; -3 ;  -2 ;  - 1 ; О; 1 ;  2 ; 3; 4}.= С, 

А П В =  - 2; - 1 ;  О; 1 ;  2}, 
A U C =  , А П С.= А ,  B U C= C, В ПС = В. 

1 . 15 .  A U B U C = C, А П В ПС = А П В = {- 2; - 1 ;  О; 1 ;  2} 
1 . 16. А П N= { I ;  2}. В П Z =r В , B U Z= Z, 

NП Z =  N. (А П В) П N= { I ;  2}. 
1 . 1 7. Nc Z c Q c R. 

1 . 18. M = { � } , Е = { I ;  2; 3; 4; 5: 6; 7} . 

1 . 19 .  F1 П F2 = f2 ;  F2 П Fз = F4 ;  
F2 U Fз U F4 U F1 = Р1 ;  Р 1  П F2 П FзП Р4 = Р4• 

1 .2 1 .  2 1 ;  24; 27; 30; 33; 36; 39. 
1 . 22. 1 1 ; 1 3 ;  1 7 ;  19 ;  23 ; 29. 
1 . 23. Не существует. 
1 . 21. - 2; - 1 ;  О; 1 ;  2; 3; 4. 

7 . 1 3 . 1 39 . 2) 12 1 9  627 
1 .25. 1 )  ]" ,  7" 79 '  5" 30 ; 1090 ' 
1 . 26. 12 ;  24; 300. 
1 . 27. 1) 100 ;  2) 60; 3) 12. 

17 27 f ь ми десятичными дробями. 
1 . 28. Дроби 20 '  125 ' представимы конеч 1 l 
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1 4 3 1 2 Ы 1 . 29. 1 )  9=0, ( 1 ) ;  9=0, (4) ; 60=20=0,05; -з=-0, (6) ; 50= 0,26 1 
7 1 1  1 3  1 3  2) 30=0,2 (3) ; 3=3' (6) ; 60=0,2 1 (6) ; п= I ,  ( 1 8) J 
1 1  
1 з=0, (846 153) . •  

51 17 1 3  25 1 .30. 1 )  0 , (5 1 ) = 99=33 ; 1 ,  ( 1 3) = 1 99 ; - O, (25) =- 99 i 
1 25 1 1 3 2, ( 125) = 2 999 ; - о, ( 1 1 3) =- 999 ; 

35 1 - 3  348 1 1 6 58 2) 0,3 (5 1) =--тo.gg=990=330= 1 65 ; 
1 23- 1 6 1  2 125-2 2 1 23 2, 1 (2?) = 2 +---тo:gg=2 495 ; 0,2 ( 1 25) = 1 0 . 999 9990 ; 

- 1 3 1 ( 1 2) = - 1  3 1 1 2-3 1  _ 1 308 1 . , . 9900 9900 ' 
1 25 ( 1 3) = 1 + 25 1 3-25 1 2488 = 1 1 244 = 1 622 , 9900 9900 4950 2475 • 

1 .3 1 .  1) а+Ь = 2, ( 1 ) ;  а- Ь=- 1 ,  (4) ; 
2) a+b = - О, (65) ;  a- b=- I ,  (76) ; 
3) a+ b� 2,2 (6) ; a- Ь=w О, 1 (7) . 

1 6 а 3 200 а 24 1 .32. 1 )  аЬ=27 ; ь=Т6 ; 2) аЬ= - 297 ; ь=- тт ;  
5 1 7  а 55 3) аЬ= 405 ; 7)=4'7 ' 

1 .36. 1 )  -0,349 1 9756; -0,35 1 02038; -0,38888887; -2,4 1 42 1 52; 
226,045; 

2) 3,61 24434; 1 ,3065388; 1 ,30 1 5873; 1 ,0355339; 6,0923893. 
1 .40. 1 )  У2+ vз ;:::: 3, 1 5 ;  У2- VЗ ;:::: -0,32; 

2) УБ+О, ( 1 5) ;:::: 2,39; УБ-О, ( 1 5) ;:::: 2,08 ; 
;:1) Уз+ У5 ;:::: 3,97; Vз- vs ;:::: �O,50; 
4) Vб+ 1 , 1  (2) ;:::: 3 ,57; У6- 1 , I '12) ;:::: 1 ,33. 

,r - ,r- У2 . 
1 .4 1 . 1 )  r 2 ' r 3 ;:::: 2,45; ]1 з ::::: 0,82; 

,r - " УБ 2) r 5 · 0, ( 1 5) ;:::: 0,34; О, ( 1 5) ;:::: 1 4,79; 

,r- ,r - УЗ 3) r 3 ' r 5 ;:::: 3,87 ; 
УБ ;:::: О,?,?; 

4) У6+ 1 , I  (2) ;:::: 3 ,57; У6- 1 , 1  (2) ;:::: 1 ,33. 
1 1 1 .44. 1 )  ДХ = iБ ;  I дх 1 = 15 ; 

4138 

1 1 2) ДХ = - 1 50 ; I Llx l =
1 50 ' 

j. 

1 . 45. 1 )  x= I ,23 ± O,002; 
2) x =- O, 1 27 ± 0,001 ; 
3) х = 2,865 ± 0.0004. 

1 .46. 1 )  22,5 .,;;; x � 23,5; 
2) 1 ,49 � x� I ,5 1 ; . 
3) - 2,42 � x � - 2,22;  
4) 4,5�x� 4,6. 

1 1 1 
1 .47. 1 )  �= 3 .8= 24 ;  , ' 

1 1 
2) 1 50 . 1 ,66 3 . 83=249 ' 

1 .48. 1 ). o;�g� = �2�=O,OO I 626, 0, 1 7% ;  

2) �:��� = 1�7=o,007874, 0,8% ;  

3) 0,0004 =�=O 000 1 396 0 02% . 2,865 2865 ' " О  

1 .49. 1 )  0,55 ; 2) 0, 13 ;  3) 2,37; 4) 0,00 1 49. 
1 . 52. 1) х+у= 1 1 ,2 ± 0, 1 ;  2) х+у=- 1 , 1  ± 0,03; 

3) х+у= 2,27 ± 0,07; 4) х+у= 1 3,3 ± 9,2. 
1 . 53. 1 ) х-у= 4,4 ± 0, 1 ;  2) х-у=- 4 , 1  ± 0,03; 

3) x-у= О,23 ± 0,07; 4) x-у= О,9 ± 0,2. 
1 . 54. 1 )  ху ;:::: 7,52 с ТОЧ I IОСТЫО до 1 ,5%, xy= 6,52 ± 0, 1 1 3 ; 

2) ху ;:::: 4,305 с ТОЧНОСТЫО до 1 ,5% , ху= 4,3 ± О,07; 
3) ху ;:::: 1 ,849 с точностью до 1 , 1  %, ху =  1 ,85 ± 0,0204. 

1 .55. 1) � = 1 ,36 ± 0,0204; 2) у 
х =2,85 ± 0,05; у 

3) � =0, 1 ± 0,00 1 1 . 
у 

1 .56. С точ IIостыо до 1 ,5%.  
1 .57. С ТОЧ НОСТЫО до 0, 1 3% ; . 

2 ,9776 1 ± 0 ,00376= 2,9776 ± 0,00377= 2,978 ± 0,004 1 7 = 
= 2,978 ± 0,0042 = 2,98 ± 0.0062. 

1 .58. С ТОЧIIОСТЫО дО 0,02 см. 
1 

1 .59'. С ТОЧ IIОСТЫО дО 3' %. 
1 .60. С ТО'I НОСТЫО дО 0,25 мм ;  три  десятич flblX 31lака. 
1 .6 1 .  5,23 1 0 - 1 ;  3, 1 · \0-2 ; 3,0225 · 1 02 ; 3 ,74 · 1 0· ; 

3 . 10-3; 1 ,2 · 10- s . 
1 62 - l ' о· 2' l '  5' - 3' -2: . 
1 :63: 1) цифры' 1 , ' 2 'вер нЬ:е; цифры 5, 6 сомнительные; 

2) все цифры верные; 
3) цифры О, О, 3 верные; цифра 6 сомнителыrая; 
4) все цифры верные. 

1 .64. x = I ,25 ± O ,O I ; y = (1 ,25 ± O,O I ) . 1 02 = 1 25 ± 1 ;  
z = 13,20 ± 0,0 1 ;  и = ( 1 ,5 1 ± 0,0 1 ) . \О-В. 

1 .65. х= 1 .25 ± 0.005; у =  (1 .25 ± 0,005) · 1 0! = 1 ,25 ± 0,5; 
z = 1 3,2 ± 0,005; u = ( I ,5 1  ± О,05) . I(}-З. 

1 .66. 1 ) 3,64; 2) 1 0 ,0; 3) 2 , 1 · 103; 4) 1 ,7 · 1 0'. 
1 .67. 1) - 0,96; 2) - 1 ,4; 3) 1 ,9 ' 105; 4) 1 .7 · 1 0�. 
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1 .68. У х все цифры зиачащие; у у все цифры зиачащие; у z цифры 
2, 1 ,  О значащие; у ,ц цифры 1, 5, О зна1ЫJщие; у v цифры 2, 
7 , О, О, значащие. 

1 .69. 1 ) Цифры 2 и 1 эна'lащне; 2) цифры 2, О, 1 значащне; 
3) цифры 1 и 5 значащие; 4) цифры 2 и 7 значащие. 

1 .70. 1) 26,5;  2) 3,6 · 1 0&;  3) 3 1 ,6; 4) 6,4. 
1 . 7 1 .  1) 6,00; 2) 0,04 ; 3) 20 ,9; 4) 3,61 . 104. 
1 .72. 1) 0, 1 62; 2) 0,04 ; 3) 0 ,0478 ; 4) 2 ,8 . 1 0 - &. 

Г Л А В А  2 

2. 1 .  1) Истинно; 2) ложно; 3) не  является ВЫСI{азыванием; 
4) истинно; 5) истинно; 6) истннно; 7) ИСТИIНIO. 

2.2. р- «число ] 74 не делится на 3» ; q- « нет дождя». 
2.3. Роман ,  Юрий, Виктор, Сергей. 
2.4. Черный. 
2.5. 1 ) {3; 6; 9 ; ]2} ; 2) {3; 4 ;  5; 6}; 

3) {4; 5; 7; 8 ;  10; 1 1 } ; 4) {7; $;  9; 1 0 ;  1 1 ;  12}. 
2.6. 1) Не является высказыванием ; 2) высказывание, ложно; 

3) высказывание, истинно. 
2.7. ]) а f:, - 2/3; 2) а- любое. 
2. ,13 . Если четырехугольник - ромб, то его диагонали взаНМIIО пер

пеllДИКулярны. Если четырехугольник - не ромб, то его диаго
наЛlJ не перпендикулярны. Первая теорема верна,  вторая ве
верна. 

2. 14 .  Взаимно обратные теоремы 1 и 4, 2 и 5; взанмно противополож
ные 2 и 3, 4 и 6; противоположные обратным 1 и 6, 3 и 5. 
Теоремы ] и 6 верны, остаЛЫJые неверны. '. 

2. 16. Прямая и противоположная обратной верны; обратная  и проти
воположная неверны. 

2. 17. Теорема неверна, обратная и противоположная теоремы верны, 
противоположная обратной неверна. 

2. 18. 1) НеОбходимо и достаточно; 2) lIеОбходимо, но недостаТОЧIIO. 
2. 19. 1) Верно; 2) неверно (n = 25). 

Г Л А В Л  3 

3 . 1 .  1 )  5; 6; 2) 1 ] ;  8 ;  3) 3; - 1 1 ;  4) 4 ;  -8; 5) -9; 1 5 ;  6)
_

3; � ;  
1 6  ,r - .r - 1 

7) - з ; О; 8) - 1 ; 5; 9) ± 2; ± r 3; 1 0) ± r 2; ± У2 ; 
1 1 ) ± У 2; 1 2) нет корней; 

3.2. 1 )  Нет; 2) нет; 3) нет; 4) да; 5) пет; 6) нет; 
1 

3.3. 1 )  3; 2) нет корней ; 3) 6; -2,2 ; 4) - 1 ; з ;  2 ' 
75 

3.4 .  1) \О ;  2) 3 ;  3)  5; 4 )  7" ;  5) �; 6) 6; 7) 4;  8 )  3;  ] 8; 9) 5; 1 0) 5; 1 7 ; 
1 1 1) 1 0; 1 2) 4; ] 3) 5; 1 4) О; 2 '  

440 

, i 

1 ') ± J : ' ±" '1 / з] ', 5) 4,' 9.' 3 .5. 1) ±. 3 ; 2) ± 2; ± У5; 3) ± 2 ; " , у 
1 1 1 6) 9' ;  7) - 4 ; 1 ;  8) - 2 ; 1 . 

3.6. 1) (3; 2) ; 2) (О; -5) ;  (- 3; 4) ; (3 ; 4) ; 3) (- 5;  -7); (7; 5); 
4) (- 3; - 4) ;  (4 ; 3) ; 5) (8 ; ] 2) ; (- 8 ; - ]2) ; 6) (0,2; - 1 ); 

(0,4 ;  -0,5) ;  7) ( - � ; 5 ) ;  ( � ; -,� ) : 8) (- 5 ;  - 3) ;  (3; 5) ; 

9) ( 1 ; О) ; (-{ ; �b) ; 1 0) ( 1 ; -2) :  (- 1 ;  -2) .  
3.7. 1 )  29; 2) 1 8 ; 3) 12; 4) 6; 5) 20 ; 6) -4. , 

1 1 3.8. 1) 9; 2) - '2 ; 3) 9; 4) - 2"  
3.9. k=- 4 .  
3. 10 .  1 )  -5; 3; 2) - 4; 5 ;  3)  4 ; 5 ; 4)  -2; - 1 . 
3. 1 1 . 1 )  (3 ; 2) ; 2) (4 ; 1 ) ; 3) (5; 3) ; 4) (2 ; 2) ; 5) (3; О) ; 

6) (х ; � (4х-
-

3. 1 2. 1 ) (0 ; 0) ;  �x; �) , де xE R; 3) (0; 0) ; 4) (О ; О) ; 5) (x ; �) , 
� где xE R ; . , 

3 . 1 3. 1) (4 ; 3) ; 2) (5 ; 4) . 
3 . 14 . 1) (2; 1 ) ;  2) нет решений ;  3) (3 ; -2) ;4) ( 3Х- 7 ) х; -4- , где xE R. 

3. 15. 

3. 16. 

1 1 1) k= -2' ; 2) k=2" 

1 )  - 1 0,5: 2) k ER, k f:. 9. , 
3. 17. При a ER, а f:, -3, а f:, 2 eД�.HCTBeIlHoe решенне ;  при .. а = -3 

бесконечное множество решении ;  при а = 2  нет решении. 

3. 18. 
3 - а 

При а = - I нет решений; если a f:, 2, a f:. -I , то Х= а + 1 ' 
2 

t# 

3. 19. 

У= --- ; если а = 2, то х=с, y= c- l ,  где cE R. а + 1  
1 1) - 1 8; 2) - 2' ; 3) -92 ; 4) 1 65. 

1 1  3 1 1 1  
3.2 ] . 1 ) - 7 ; 2; 2) 2 ;  2 ;  3) - "7 ; 2. 
3.22. 1) О; 2; 2) -3; 6. 
3.24. 1 ;  2; 3. 
3.25. -3; О. 
3.26. 1 )  ( 1 ; 4; 5) ; 2) (2; 3; 1 ) ;  ( 1 ; у; у - 3), где y E R; 4) (2; 4; 1 ) .  
3.27. 1 )  (4 ; 3; 2) ;  2) (5; 3; 1 ) ; 3) (3; 5; 4) ; 4) (6; 2; 5) .  
3.28. 1 )  Имеет; 2) не имеет. 
3.29. Проходит. 
3.30. 1) (3; 1 ;  4; 6); 2) (О; О; О; О) ; 3) (8; 6; 4; 2) ; 4) ( 1 ;  2; 3; 4) . 
3.3] .  а f:, - 1 .  
3.32. а= 2; а=-4. 5 3.33. 1) (-2,5; + 00 ) ;  2) (0,75; + 00); 3) (- 00 ;  4) ; 4) (- 00 ;  -9,7 ) . 
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1 80 40 
3.34. 1 )  х < - 2 ; 2) х < 2; 3) 1 < х < 4 ;  4) х < 3 и х > 3 ; 

1 5) х > - 2 ; 6) - t < х < :. 
3.35. 1) х < -3 11 х >  2 ;  

5 

1 2) хЕ  R; 3) 3 <: х < 6; 4) нет решени й ;  

5)  -'2
-=;;; х -=;;; 1 ; 6) х -=;;; I I1 x � 4; 7) 

8) -6 < х < 2. 
5 3 3.36. 1) 1 < х < 1 ,5; 2) -2,5 < х < 2; 3) х < i4 И Х > "8 ; 

4 4) 0,5 < х < 3 ;  5) - 1 ,25 < х < 0,75; 6) х < 5,4 и х >  6. 

3.37. 1 ) х < -2;  2) х >  4; 3) -5,25 < х < 2; 4) 
;3.39. 5 = 21 . 
3.40. 5 =  12 .  
3.4 1 .  

26 28 -3 < х < 5 '  

I Населеllllbl" nYIIIIT 
ХлебозавОд . I ----,---...... --_ 

М I 
М 2  

Г Л А В А  4 

20 т 
10 т 

20 т 
О 

3 

О 
10 т 

.J 

1 1 4. 1 .  1 )  1 25 ;  -1 ; 27 ; -9.261 ; 2) 7 ;  1 ; 2 з ; -0. 1 ; 3) 5 1 ;  9 ;  - 3 ; 
3 1 30 24,73; 4) т ;  - 1 2 ; - зт о 

4.2. 1 )  R;  2) R ; 3) �{3} ; 4) R"'-{ I } ;  5) R"'-{ I ; 4} ;  6) [О ; + 00). 
4.5. а ,  в. -- I 

1 2 5 + х " 4х +5 .. 4.6. 1) у= З Х+3 ; 2) у= -х- ; 3) у= х + 2  ; 4) нет обраТIiОIl 

функц и и ;  5) нет обратной ФУНКЦИИ ; 6) нет обратной ФУНКЦИИ. 
4.7. 1 )  Четная;  2) ни четна я .  ни нечеТllа я ;  3) ни четная, Нfl нечет

ная;  4) нечетная;  5) четна я ; 6) ни четная .  ни нечетllа я ;  7) ни 
четная. ни нечетна я ;  8) IIИ четная, ни нечетная .  

4 .8. 1) Да; 2) да ; 3) нет ; 4) нет. 
4.9. 1 )  и 2) . 
4. 10. 1) и 3). 
4 . 1 1 .  а ;  в; Д н е. 
4. 15.  1) Да; 2) да ; 3) нет; 4) пет. 
4. 16. 1) n = 2; n = 15 ;  2) n = 8  н n = 9; 3) нет. 

4. 19. 1) (2n + l) 2n ;  2) 2: ; 3) n (n� I ) ; 4) ( 2n: 1 У ;  5) n;n • 
4.2 1 .  МО�lOтонные: 1); 2) ; 5); 6) ; 7) ; 10);  1 1 ) ;  немонотонные: 3) ; 4) ;  8) ;  9) ; 12). 
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4.24. Ограничены: 1 ) ;  2); 5) ; 6) j 7); 8) ; 10); не ограничены: 3); 4) ;  
9) ; 1 1 ) .  

4.30. n > 9; n > 99. 
4 .3 1 .  n > 28; n > 2998. 
4.32. n > 26; ,1 > 251 .  
4.33. Последовательностн 1 ) ;  3) ; 6) сходящиеся ;  2) ; 4) ; 5) расходящиес я .  

1 1 3 1 2 1 4.34 . 1 )  2 ; 2) О; 3) - 2 ; 4) - Т , 5) - 2'j ; 6) 3 ; 7) 2; 8) 2 ;  
4 9) 3 ' 

4 .35. 1 ) ;  2) , 
4.36. Существует у 1 ) ;  2) ; 3) ; 4); 5) ; 6); 9) ; 1 0) ; не существует у 7); 8) . 

1 0  4 3 1 8  4 .37. 1 )  3 ;  2) 3 ;  3) "8 ;  4) - 5" . 
4.38. 1 ) � ;  2) - 3:3 ; 3) � ;  4) _� . 

909 9 19  1 5 1  67 4.39. 1 100 ; 2) 13 1 1 00 ; 3) 8 330 ; 4) -=- 10 1 85 ; 5) 1 4  1 79 -32 55 
; 6) 3 1980 . 

1 1 4.4 1 .  1 )  253; 2) -13 ; 3) 12 ;  4) 4 ;  5) 3; 6) О; 7) I ()  1 0; 8) '9 ;  9) 2 '  
1 1 0) 3 ' 

4 .42. 1) Не существует в точке О, существует в осталь ньJ.Х точ ках; 
2) не существует в ТОЧI(е О, существует в остальных TO'IKax ; 
3) не существует ни в одной 113' данных точек; 4) не существует 
в точке О, существует в остальных точках;  5) не существует 111-1 
в ОДIIO�i из дан ных точе к ;  6) не существует в точке 2, сущест
вует в остадьных точках. 

4.43. О; 1 .  
1 4 .44. '2 ;  О. 

3 3 4 .45. - 2; 2) 7' ;  3) 1 ;  4) О; 5) 1 .  
4.46. 3. 

1 4.47. 1) 5; 2) О; 3) 2' ' 
4 .48. 1) Непрерывна в обеих точка х ;  2) разрывна в точке Х= О, не

прерывна в остальных точках; 3) Р;'ЗРЫБна в точке х = О, 
непрерывна в остальных точках; 4) непрерывна во всех данных 
точках;  5) разрывна в точке х = - I ,  непрерывна в остальных 
точках.  

1 1 1 3 4 .49. 1) -3; 2) 5; 3) - 5" ; 4) О; 5) 4; 6) 2 ; 7) 3 ;  8) 2; 9) '4 '  
1 1 1 . - 1 10) т ; 1 1 ) Т2 ;  12) 3; 13) у.з:-� ; 1 4) 4; 15) - У5; 16) Т '  

- '  
Г Л А В А  5 

5. 1 .  1) 150; 2) 4800; 3) 60; 4) 180; 5) 30 ;  6) 0,3; 7) 5; 8) 0,06. 
1 4 2 3 5.2. 1) 3 ;  2) б ;  3) 3 ; 4) 2 ; 5) 2; 6) ' 4; 7) 3; 8) 2 ;  9) 2 ;  10) 0,3. 
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5.3. 

5.4. 

5.5. 

. 
l '  1 1 )  2; 2) 4 ;  3) 1 : 4) 1 ,5; 5) 500; 6) 288; 7) 2 ;  8) 1 2 ; 9) 2;  10) з '  

1 )  5;  2) 3;  3) 2 ;  4) 2 ;  5) 8; 6) 5. 
8 2 1 1) 8; 2) 4; 3) 3; 4) 1 25 ;  5) 27 ; 6) 3 ;  7) 9" ;  8) 4 ; ?) 1 08; 

10) 2 1 6. _ 
& 1 )  а+ (а+ - 1 ) ; 2) 5а+ ь+ (3а+ + ь+) ; 3) x � С �-z+) ; 

1 
4) 5х 3 (2x - I ) .  

. 1 2 
5.7. 1 ) х3 ; 2) ь5 • 

1 1 1 1 1 а3 ь3 2х3 � � 
5 8 1 )  2а3 ь3 . 2) -- . 3) -- ' 4) х3 _ уЗ . . ' Ь - а ' х+ у '  . 

2 4 
5.9. 1) 95 < 95 ; 2) 21,7 > 20 ,8 ; 3) (�y,7 < ( � у'в ; 

4) 4Vii2 > 4VБ7; 5) ( �  у.rз > ( + У5 ; 6) 3Л > зз ,14; 

7) ( + у ' :  < ( + ) Vз ; 8) ( � ) �7+ 2 < ( � ) 3  VS- l ; 

9) (� )V8- 2 < 1 ; 10) ( � Y7- 3 < I ,  
3 48 5. 10. 1) 41; 2) 4; 3) 48; 4) 25 ;  5) -6; 6) 4§ '  

1 3 У2 3n УЗ , 5. 1 1 . 1) 2 ; 
.
2) � 3 ; 3) - 1 ;  4) О; 5) -2- 6) 5" ;  7) -9- ' 

8) �2 ; 9) � ;  1 0) нет корней; 1 1 ) О; 1 2) О. 
5. 12. 1) 2; 2) 4; 3) -4;  4) -4;  5) 3;  6) -4. 

10  9 7 1 5 . 1 3. 1) 5; 2) 3 ; 3) -2 ; 4) 5 ; 5) 2 ; 6) 4; 7) 1 6; 8) 9" ;  9) 25; 
10) 200. 

8 3 5 . 14 . 1 )  О; 2) 3 ; 3) 2; 4) 1 ;  5) 2; 6) 2 '  
5. 15. 1 ) 0,682 ; 2) 2 ,322; 3) 0,307 ; 4) 0 ,352. 
5 . 16. 1 ) -} < X ,;;;;; 4 ;  2) - 00  < х < { ; 2 � x � 3 ; 3) -+ < х < 6; 

3 7 4) - 5 < х < 2 '  
5. 1 9. 1 )  Область определени я - R, множество значений - [ 1 ;  + 00) ;  

2) область определеllия - R, множество значен и й - (- 00 ;  О) ; 
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3) область определения - R, множество значений - (О; + 00) ; 
4) область оп ределеllll я - R, множеСТВQ эначени й - [ 1 ;  + 00) ;  
5) область определени я - R ,  множество значеllНЙ - (- 1 ; О] ; п) область определения - R, множество эначений - (-00 ; 1 ) ; 
7)  область опр�делеш!Я - R , множество �начений- (-2 ; +00). 

5.23, 1) Область определення х(Е R, х :;!:  О; множество значеннА - R; 
2) область определения х Е R. х :;!:  О; множество значениii - R; 
3) область определеНRя - R+ ;  м ножество значениА - (О; + 00 ) :  
4 )  область определеНRя - R+ ;  МНОЖество значею!й - [О; + 00 ) ;  
5) область определения - (- 00 ;  О) ; множество значений - R; 
6) область определения - ( оо ; О) ; множество знаЧ,ений - R+ , 

5.26. Нет, 
3 ' 

5.28. 1) О ; 2) О; 3) О; 4) 3; 5) 3; 6) 2; 7) 2.5j 8) "4 ; 9) О; -2; 10) -1 . 
"2 ' • 

5.29. 1) 9; 2) 1 ;  - '3 ;  3) 1 ; 4) -2; 7; 5) - 1 ;  6) 1 ,5;  7) -2: 8) 2; 

9) Jog2 (а ± Ya� - I). где а ;;;;. 1 , 
5.30. 1) 3; 2) -1 ;  3) О; 4) О; 4; .5) ± УЗ; 6) ± УЗ;:7) -7. 

65 
5.3 1 .  1) -:- 1 ;  2) О; 3) 1 ; 2 ; 4) 33 ; 5) 5; 6) 1 ;  2; 7) 30; 100; 8) 1 ;  10;  

9)  УЗ; 9 ;  lG) 2;  4. 1 1 
5.32. 1) 1 ;  2) 10 ;  10 2 ;  3) 10 2 ; 10- 1 ;  4) -2; 3; 5) 7; 6) - 2 ; 

10 7) 7 ;  8) 13 ;  9) 2; 1 0) 0,01 ; 10 ;  1 1) 2; 1 2) 30; 3" 
5.33. 1) х > 3; 2) х >  -1 ; 3) х > Jogr 13 ;  4) х < 1 и х > З; 5) х < О. 

и х > 1 ;  6) х < log2 3; 7) х < - и х :> 2; 8) х Е R. -
5.34. 1) (- 00 ;  2]; 2) [ 1 ,5;  + (0); 3) (- 00 ; -2]; 4) (2 ; 3) ; 5) (- 1 ;  1 ) ;  6) (О; 2). . 

2 7 1 . 1 1  
5.35. 1 )  х <:  - "5 ;  2) 1 24 "'; Х  < J 3 ;  3) Х ";;;;; i6 ;  4) -5 <: х  < 7,5; 

5) х � -0,05; 6) 0,4 <:: х < 0,6; 7) 2 ..;;;; х < 2,5;  8) 0 ,2  <:х < 0,4; , 1 9) -7 < х < l з ; 1 0) I , 42 C;;;;; x < I ,5; 1 1 ) -6 � х < -4 и 2 < 
< х ..;;; 4; 1 2) - 00 < х � - 1  и 4 <:: х < + 00 ;  1 3) -0,58 < х � 
";; -0 ,4 ;  14) - 1 ,25 < х <;  -1 ,23 и х > - 1 .  

5.36. 1 )  х > 8 ;  2) х � 10; 3) 1 < i < 2; 4) х > 4;  
5)  О < х < 2;  6) О < х < Ь и х > 32; 
7) 2 < х < 3;  8) х >  1 ;  9) 1 < х < t3; 

1 1 1 1 1 0) '9 < х <: 3 и х > 1 ;  1 1 ) 0 <  х < 1 5  и х > 3 '  
5.37. 1 )  1 ,39; 1 , 1 3 ;  1 ,75; 2 ,79 ;  4,27; 2,55; 0 ,47; 0,75; 

2) 22,5°; 108°; 2290; 89,90; 36,7°; 208°. 
5.38. 1) (- 1 ;  О) ; 2) (О; _ 1 ) ;  3) (�2 ;  �.2) ; 4) ( _ �2 ; �2) ; 

( Yf , У Т) , ( УЗ . 1 ) 5) - -2- ' -2- , 6) - Т , У . 
n n 

5.39. 1) - 2 + 2:n:k, где k E Z; 2) nk, k E Z; 3) y + nk, k E Z; 

4) n + 2nk, k E Z; 5) nk, k E Z; 6) nk, k E Z. 
1 5.40. 1) 2 ; 2) 4; 3) � - 1 .  

5.4 1 .  1 )  i + 2nk , k E Z j  2) 2nk, k'E Z; 
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:rt :rt 2:rt 
З) 2" k, k E Z ;  4) 3+3 k, k EZ. 

5.42. 1 )  -0,6018 ; 2) -0,8660; 3) 1 , 1 578; ,-
4) 0,6494 ; 5) 0,5878; 6) -0,8090. 

4 - 6 
4 

3 5. 3. соз а = -О, ; tg а=- "3 ;  c!g а = - 4 '  
5.44. sin a= O,6; cos a=-O,8; tg a=- � .  
5,4Б. 1 )  Да; 2) да ;  З) да; 4) да ; 5) нет. 
5.46. ± 0,6572 . 

Ус2_ Ь2 
5,47. Ь . 

25 
5,48. - 12 '  

I 
5.50. 1) 2; 2) 1 ;  3) -'-2- ; 4) 1 ,  

slП а 

5.5 1 . 1 ) У2 . 2) l '  3) .!. ' · 4) уз . 5) У2+ Уб .  6) У2- Уб 2 '  , 2 '  2 '  4 '  4 

5.52. 1) �2 ; 2) О; 3) 1 ;  4) � ; 5) 1 ;  6) О. 

3 1 .Г-5.53. 1 )  соз а ;  2) 2" ;  3) 1 ;  4) r 3 соз а; 5) tg а ctg � ;  6) cos 2� cos 3�. 
36 

5.54. - 85 ' 
. 56 

5.55. -
65 ' 

63 33 
5.56. 

65 и 
65'  2:rt 

5.58 .  1) 5'" k, k EZ ; �) nk, kEZ; 
:rt 

3) n + 2nk, k EZ; 4) "2 k, kEZ. 

5. 59. 1) уз; 2) - tg 220 � -0,4040; 3) 1 ;  4) 1 .  
5.60. Не существует. . 
5.6 1 .  1 . 

1 5.62. Т .  
1 уз 1 1 5.<13. 1) -2 ; 2) - -2- ; 3) 1 ;  4) -1 ;  5) 2 ;  6) -уз; 7) -2 ; 

8) 1 ;  9) 2 ; 1 0) 5. 
1 . 3 1 5.65. 

У 10 ; У 10 ; З '  
3 1 1 5.66. -- . --. 

уТО '  ylO ' 3 '  
5.67. 1 )  ctg! а ;  2) s/n 2а; 3) tg � ; 4) 1 ,  
5.69. 1 )  n + 2nk и 4nk, k EZ; 

2) 4nk и 2n+8nk, kEZ; 
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:rt З) '4 ( 1 +2k), k EZ; 4) :rtk, kEZ. 
1 1 

1.70. 1 )  '2 (cos 100- cos 30j; 2) '2 (sln 75°+sln 1 5j; 
з) { (Sln 600-sin l0j; 4) { (СОs 750+соs З5j; 

1 1 Б) 2 (cos 2a-cos 2х) ; 6) '2 (sln 2x+sln 2а); 
1 7) '2 (cos 2х+ cos 2а). 

6.71.  1) 1 +4У
2 ; 2) У21 УЗ ; 3) У21 vз:  4) Y� - 1  ; 

5) VЗ - Q . 6) vз - 1 , 
4 ' 4 

VЗ 1 6.72. 1) -4- ;  2) 2 ;  3) соз а ;  4) sln 2а. 

5.74. 1)  V2+ V3 ; 2) О; З) � ;  ·4) - �� ; 5) V2+ V3 ; 

V ,Г У2 V ti  6) О ;  7) 0;. 8) - 2- r 3
; 9) - -2- ;  10) - -/.- . 

5.75. 1 )  VЗ соз а; 2) sln а; 3) соз а; 4) - VЗ sin а :  
5) ctg 2а ;  6 )  s!n а .  

5.76. 1) 4 s !n ( 45" + % ) соз ( 15° - f ) ; 
2) 4 S ln 1 1 50 _ ! ) COS ( 1 50 +! ) ; 

3) 2 s/n 30· + 2" ) со:, ( 300 - 2" ) ; 
4) 1 sln зо� -% ) соs ( 30' + � ) ; 
5) 2 СО:; ( 300 + � ) соз ( 300 -% ) ; 
6) -2 sill ( 300 + � ) s!n ( 30' - � ) ; 
7 2  ., а 8) . ., а ) со,· "2 ; sIП" '2 '  

5.78. О, 
л 71' :t  2п 5. 79. 1) "3 k If T + � k, k E Z; 2) "3 + 2.'/1, 1. E Z. 

3) J + 2з, k 11 :t + :l:tk, k E Z; -1) � .'<, k E ':; 

5) ..;т + Ъ:k, k E Z;  б) :-t+2лk, k E Z. 

5.ео. 1) 2 со:, 2а ;  2) 2 С()5 'Х; 3) -2 in а: i) _1 - ; .! fr. 'Х 5) slп а; б) t'O,;l а ;  7) sin1 а; 8) О; 9, О;· 10) ·- 1 .  

5 r з 3 . • ." . т.  
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5.85. 1) nk, k E Z; 2) 2nk, k E Z; . 

3) .:: +.:: k, k E Z; 4) i+� k, k E Z. 4 2 . .  
1 + соэ 300 . 1 - cos 3a . 3) 1 - соэ (900 + а) . 5.86. 1) 2 ' 2) 2 ' 2 
1 + cos ( 2а - � ) 

4) 2 ' 
n 

5.87. 1 )  - � + nk, k E Z; 2) � .k, k E Z; 3) 2nk, k E Z; 4) 2" k, k E Z. ,  
. 2 tg 34° 

5.88. 1 )  2 sln 27° соэ 27°; 2) cos2 53° - sln2 53°; 3) 1 _ tg2 340 ; 

4) 2 sln 2� соэ 2�;  5) соэ2 i ,5"а - s ln� ' ,5а; 6) 2 sln: ( � � � ) х .

х cos ( т � � ) ; 7) cos2 ( � + а ) - sln� ( � + а ) ; 8) 2 sш � Х 

Х cos i;,9) cos2� - Sln2 � ; 1 0) 2 Sin ( �-�) соэ ( � -� ) .  
1 У"2 Y..J .  1 . 6 уз 5.89. 1 )  2 ; 2) 1 ; 3) -2- ; 4) - -2- '  5) 2 '  ) - , 

24 . 7 . � .  4) _ � . 5.90. 1 )  25 ' 2) - 25 ' З) 7 ' 4 . 
7 24 5.9 1 .  cos 2а = - 2;5 ;  tg а = - у . 

- 16 V 105 5.92. 1 69 ' , 
5.93 .  2 sln а > sln 2а. 

5.94. 1) sln 80°; 2) УЗ; 3) cos 2а; 4) �З , 
n· п п п 5) n 6) n 7) О 5.96. 1 )  - "2 ;  2) 2 ; 3) - 3 ; 4) 3 ; � "4 ; 4" ; • 

. 5n n 2n n n 5.97. 1) n; 2) О; 3) ""6 ; 4) б ;  5) 3 ;  6) "3 ;  7) 2 '  
п п п  n 5 О 5.98. 1) 4' ;  2) - 4" ; 3) - 6 ; 4) 6" ;  ) . 
n :rт 2n n 5) n 6) 5n 5.99. 1 )  "4 ;  2) '2 ;  3) 3 ; 4) 3 ; 6 ; 6' 

5. 100. 1 )  55° 1 8' ; 2) -23°54'; 3) 24°6' ; 4) 1 66°; 5) 65°30' ; 6) - 82047'; 
7) 1 5°6' ;  8) 179°50 ' .  

У"2 1 - .r - У"2 .r-5. 10 1 . 1) 2�; �) n; 3) -т ; 4) '2 ;  5) V З; 6) r 3 ;  7) -2- ;  8) r 3 ;. ,  

:rт n 9) з ;  10) - "4 ' 
5. 1 02. 1 ) - �"2 ; 2) 3 -+-[-З ; 3� - 2 у"2; 4) 
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Jfз-з 
3 

) . .. 

n 1 1 n 7л 5 . 103. 2" ;  12 ; /76 ' 
7n . 1 1 n  n n 5. 104' ""6 ; - 12 ; 12 ;  - 6' 

5. 106. 1 )  � + 2nk, k E Z; 2) п + nk, k E Z; 3). (- ' ) Il� + :rтk ,  k E Z ;  � . ......,. . -.. - V "· .' 

4) (- 1 ) 1l + l ':: + nk, k E Z; 5) (- I )1г Т; + Т  /l , k E Z; 6) (- 1 ) 1l+ 1 Х 4 , � � � x � + T  k ,  k E Z; 7 )  (- I)�H з + 2nk, /l E Z; 8 )  (- 1 )1г  3 + 

+ 2nk, k E Z; 9) (- ' )Il  arosin i +nk, k EZ; 1 0) (;- 1 )l l+ i X  

1 xarosln -+nk, k E Z, . 4 

5. 1 07. 1) - � + 2лk, k E Z; 2) 5; +nk, k E Z; 3) ± т +  2nk, k E Z; 

3 n 2n 5n 2n 4) ± T + 2nk, k E Z; 5) ± тв + з k, k E Z; 6) ± 18+ з k, 
n - n 4n k Е Z; 7) 1 ± з +2nk, k E Z; 8) 2 ± з + 4лk, k Е Z; 

1 , n - а госоэ '4 
9) ± 4агссоэ {+8nk, k E Z; 1 0) ± 4 + т  k, k Е Z. 

л л л 
5. 108· ! ) i + � k, ,k E Z; 2) - 6 + 2 k, k E Z; 3) з k, k E Z; 

л - л 5n 4) - � +з k, 'k E Z; 5) з + 2nk. k E Z; 6) з + 2Лk, k Е Z; 
. 

n 7) 25.+ �. k, k E Z; 8) 45° +900k, k E Z; 9) з + а гсtg 3 + nk, k E Z; 

10) '::' + a гcctg 2 + лk, k E Z, 6 
n 2n 5 . 1 09, 1 )  - ':: + 2nk, k E Z; 2) ± -3 + 2лk, k E -Z; 3) ,± -3 + 2лk, 2 " _  - _ .  

1 k E Z; 4} т + лk и -aгotg 3 + nk, k E Z; 5) 2" aгcctg 2 + лk и 

/' .1n +':: k k E Z' 6) ± � +nk, k E Z; 7) ± i + Лk, k E Z; 8 2 '  . '  4 
8) ± i + лk, k E Z; 9) ± % + лk, k E Z; 10) ± агсtg 2 + лk ,  
k E Z. 

5. 1 1 0, 1) nk, k E Z; 2) i + nk, k E Z; ± i + 2Лk, k E Z; 3) i k, 
л n + n k k Е Z 5) .:: + 2л k и 

2
з
n k, k Е Z; k E Z; 4) 2 k и 6" "3 '  . ' ; 5 5 
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2n п п п n n б) T k, k E Z; 7) "4 +T k и 8 + 4 k, k E Z; 8) "2 k, k e Z, 

п п п n 9) 4 k, k E Z; 10) - 4 + nk н 8+ "2 k, k E Z. 
n n 5. 1 1 1 .  1 )  4 + nk, k E Z; 2) з+nk, k E Z: 3) arotg 2+л:k и 

1 n 1 n агсtg з +  + nk, k � Z: 4) 4+М и arotg 'j +nk, kEZj 5) 4+ 
1 n + nk и -arotg з + пk, k E Z: б) 4 + М  и arctg 3 + nk, k E Z: 

п п п п 1) ± з +nk, k E Z; 8) 'j+nk н з + лk, k E Z; 9) пk и з+пk, 
п п k E Z; 1 0) nk и 4 + nk, k E Z; 1 1 ) 2м и 'j + 21tk, k E Z: 

1 2) п + 2лk и - 2  arolg О,75 + 2лk, k E Z. 
п п п л п n 15. 1 12. 1 )  з k, kEZ; 2) 2 k  и ± 6 + nk, k E Z; 3) g + T k и 6 +  ; 

П k k Z 4) n + n k k E Z  5) n - агссоs О,75 + k +3 ' Е ;  "8 4 ' . ; ± 
2 л I . 

n k E Z; б) лk, k E Z; 7) 2 k, k E Z. 
' п  1t 1t 1t 1t 

15 . 1 13. 1 )  8 + 2  k, k E Z; ) Т + 2 п, Iг E Z; 3) ± в + лk, k E Z; 4) nk, 
n k E Z; 5) 1tk и ± в -j- лk, k Е Z; .б) 2nk, k E Z; 7) (- l )I< X  

I х агсslл з + 1tk, k f:; Z. 
л л 1t 

5. 1 14. 1) 2 k, k E Z; 2) ± з + Пk, k E Z; 3) ± в + лk, k E Z; 
n л 1t 4) - 1 :2 + Лk, k E Z; 5) ( - I )l< fj + лk, k E Z; 6) ± "1+2:1п, 

k E Z. 
1 ( I " + I Л ' l. ' E Z 5. 1 1 5. ) - J � 

G
, :t ·" h ; 

2) (- I)/l i + л�, k E Z; 3) � +  2з, I?, k E Z' 
_ :1 4) л (2k + 1 ) ,  k E Z; ::-) - 1" + 2:tk. I. E. Z; 

б) - � + i[k ,i a r c! g 2 + .'tk, "' E Z; 
� 

7) ':;' + Лk 11 aJ cl <; T + .1k, k E -�. 
rr 1I I- k  '7 5. 1 16. 1) 'j + nk и G � ,  I E � ; 

2) :1+ 2лk IJ ± -} f - .  " '. Е !'�; 
450 

п 2n 3) з +лk и ± з +2пk, k E Z; 
n 4) nk и (-I)R в+1tk, k E Z; 

п п п  5) т+ лk и ± з+2nk, k E Z; 6) (-I )ll+l fi+2nk, k E Z; 
n n 7) - 4 + :тtk и 8 (4k +3) , k E Z; 

8) 2nk и 2 (:тtk - arctg 3) , k E Z. 

Г Л А В А  6 
6. 1 . 720 КМ/'1. 
6.2. 50 КМ/'1. 
6.3. 1) ио м/с: 2) ио + а'о м/с. 
6(4. 1) -2 м/с; 2) 28 м/с; 3) 1 0  м/с. 
6.5.  1) ,;_ ; 2) - (з +

1
, ) 2 ; 3) Зt8 +  ,�_ , 

r 'о о 2 r to 
6.6. 1) 2хо ; 2; 1 0; 2) 4хо.; 4; 20; 3) 2 (Хо + 3) ;  8; 1 6; 

3 2 5 5 1 1 I 4) , хо + 2; ; 77; ) ----=- ; _ ; ---= ; 2 У хо 2 2 У 5  
6) - 3x�; -3; -75 ; 7) � - 2xo ' _ � . _1 _ - 10 2 ухо 

' 2 ' 2 УБ . 
6.7. 1) 1 ;  2) 2x + l ;  3) � +2x' 4) 3x2 + _I _ . 

2 У х ' 2 УХ ' 
1 5) 3х2 + 2х + 

2 Ух ; 6) 4 + 3х2; 7) 3 +2x + 3x�. 

3 4 1 6.8. 1 )  -8 ; '2) 5 ;  3) - 9 ; 4) 3+
2 у х

- 6х; 

5) -5 - 9х2 + ,;_ ; 6) 2х- 8; 7) 4x·j - 2.. х2 Ух' 
r х 2 ' 2 ./-

8) х2 _7 r х; 9) 1 + 26X -3х2+ 36Х3 _ 1 5х4. 
17 1 1 5 1 1  

6. 1 1 . 1 )  &Т ;  2) -=�_ 3) -=�� , �) 4 ;  5) '-8 ; 6) -4 ' 
6. 1 3. f (g) = Ig2 x + 9 lg х +  1 7, 

{ (II) = ( Yx+;�\) �+з ( VX+;�\)_ I, 

g (h) = Ig ( Ух + ;+ \) +3, g ff) = 19 (XZ + 3X _ I)  + 3, 
h (j) = У х% + 3х - 1 + (X2�t���2+ l '  h (g) = V lg х + 3  + 

Ig x + 2  + lg2 X + 6 Ig x+ lO '  
6. 14. Y = f (g) , где 1 )  { (х) = ух, � (X) = X2 + 3X+ 4; 2) ' (x) = � , 

g (x) = x2 + 5x + l ;  З) { (x) = Yx�- 2x, g (х) = Ух; 
45 1  



0. 18. 1 )  1 00xU9; 2) _ 5х4; 3) 1 0/ ; 
10 V Х& . 

4) 
5 V(x�y X)4' ( I + � �x} 5) I ()� af l l x '  

2 6) 6хВ + 7 х6 + хН + 2х + 3 ;  7) 29 
af (x� + 1 )� 42х 4V x�g 3х �I x� 

8) Y5xVS- J ;  9) nx1t- 1 ;  

10) 5 (2 VХ�+3хЗ+ Х7) 4 Сз V� +9X2+7Xb) ; 
1 1 ) 3 (Jg afх+хJ/З + 1 2У 2) 2 (Г+W+ 3� ) х n 3 у  x� 

12) 10 ( Jп ух+ V�+�� У (�+5 V-:;-:� ) '  
3 5 1 6. 19. 1 )  5; 2) 4 ;  3) 6" ;  4) 4; 5} 2; 6) 2' 

G.20. 1 )  2 соз 2х; 2) а cos ах; 3) - 3 s ln 3х; 4) - а sin ах; 5) 2 cos 2х + 3 sш З:Х; 
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6) 1 + 2 srn 2x; 7) 6x2 + J 5 sin 1 0х ; 8) cos 3x; 9) - соз 2х. 
6.21 .  1) CDS х-х sin х; 2JslП х+х COS х;  

3)  cos 2х; 4)  2 cos 2х cos 3х- 3  siл 2х sin 3х; 
5) а cos ах cos Ьх - Ь sin ах sm Ьх; 6) sin 2х; 
7) - 3 cos2 Х sln х; 8) - а sin 2ах ; 
9) па s in " - 1 ax cos ах; 10) - па cosn - 1  ax sin ах. 

6.22. 1 )  4 + 2 tg2 2x + 2 ctg2 2x; 2) ctg x-x ( l + ctg2 x) ; 
3) 3 tg2 Х ( 1  + tg2 х) + 3  ( 1  + tg2 3х) ; 4) -2 ( 1  + ctg2 2х) -
- 4 tg 2х ( 1  + tg2 2х) ; 5) 2 cos 2х; 6) 2 sio 2х; 7) 2a tg ax ( l + tg2 ax) ; 8) (4x - l ) cos (2x2 -x) ;  
9) - sin 2x; 1 0) cos x - 2 Sin 2x+ 3 ( 1 + tg2 3x) . 

6.24. 1 )  - sin � ;  2) { cos 3х; 3) со:> ах; 
4) 2x cos (x - I ) - x2 sin (x - I ); 5) 2 cos (З+ 2х) - 2 SIП (3 + 2х) ; . 
6) 24 sin2 4х cos 4х; 7) 1 + tg2 3х; 8) 6 (tg2 3х- t g2 2х) ; 
9) 24 tg2 4х ( 1  + t g2 4х); 10) -24 ctg2 2х ( 1  + ctg2 2х). 

7 а mп 6.25. 1) ,Г ; 2) ,г ; 3) . 
r 1 - 49x� r l - a2x2 V l - n2x2 

. 2х 6.26. ,г . 
r I - x" 

"':"' 1 6.27. -�==-
2х У х - I 
6х2 1 1 _х6 1 6.28. 1 �x12 

х2 6.ЗО. 2х aгcsin х+ ,Г-- '  
r l - x2 

4 2) _ а 3) mп 
Y I - 1 6x2 ' V I - a2x� Y I - n2 x2 . 
2х 

6.З I .  1 )  

6.З2. 
х2 6.З4. 2х aгccos х- ,г-- , 

r 1 - х2 
6.З5. О. 

· 6 .З7. 1 )  �9 2 ; 2' т . 3) _т_ о  1 +  х :J l +m2 X2 ' 1 + n2x� 

6.З9. - 1 � х2 ' x :j:: О. 

6.40. 2х aгotg х2+ 1 �X4' 
1 6.4 1 .  --====

х V 4х2 - 1 
1 6.42. ,г • r а2 _ х2 

2 n тп 6.4З. 1 )  - 1 + 4х2 ;  2) - 1 + n2x� ;  3) 1 + n2x� '  
1 6.44. -1 + 2 '  x :j:: О. х" . 
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6 45 
4 arotg 2'х 

. . 1 + 4x� ' 
х-

6.46. 2х arcctg х - 1 + "'� . 
2 (х2 _ J )  

6.47. 
x4 + 6x� + 1 ' 

6.48. О. 
6.49. 1 )  5х4 - 24хЗ - 24х2; 

2) 
( у xl_ 1 )2 �(56X7 + 2x Y2) ( yx- l ) � 

- ,1г_ (7х8 + У2 x� + УБ» ; 
2 r х 

3) (3 ;- �x - lOx9) ( Ух+3х7 - 8) + (3Х - х2 _ ХlО)( 2 �x
+ 2 I Х6) ; 

4) ( JOxD + 33x10 + � Х- б/7 ) 111 x + x9 + 3xIO + X- �/7; 

5) ( 2[� + 2! у7+ 1 + 
2 
�T ) eI2 - 1 ; 

6) (++ 
3 Vt

+ 1 2[2 ��I1 t + V(2) ) е4(З, 

6.50. J )  ( sin х + n2л ) , n Е N; 2) у' = 4  (х + 3)З, 
у" = 12 (х + 3)2, у"' = 24 (х +3) ,  yJ v = 24,  yV = yVI = . . .  = o; 

3) c o s  (х+ n;) , f! Е N; 4) у' = еХ + 2х, у" = еХ + 2, 
y' ' ' = yl V =  . . . = еХ;  5) у' = Бr+ех , у" = 20хЗ + ех, 
y'' '=6�x2 + eX, yJV = 1 20x +ex, yV= J 20 + ex, УУ! = yVIl= . • .  =ex; 

6) 2nе2Х + 3" s in ( зх +  n;) , tl Е N. 
6.5 1 .  70. . 
6 .54. 1) 3,003; 2) 1 ,4435; 3) 2.89; 4) 3 , 1 1 ;  5) 1 ,442 ; 6) 3,08. 
6.55. J )  4,0208; 2) J ,995;  3) 5 ,00 177; 4) 0,484 ; 5) 0,05 ;  6) -0,0 175;  

7) 0,965 ; 8) 1 ,037; 9) -0 ,03. 
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7. 1 .  

7.2. 

7.3. 
7.4. 
7.5. 
7.6. 
7.7. 
7.8. 
7.9. 
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I 13  У = -4х- l у = - х + - ' у - l х - о· , 4 4 ' - , - , 
1 13  у = 4х- l , у = - - х +- . 4 '1 
I 7 У = 3х + 1 , у = - 3 х + 1 ; У = 3 '  х = 1 ;  У = 1 ,  х = 3. 

45°; 0°; 45°, 
J ;  О. 
( l ; О) . 
45°. 
2 ;  -2; 4 ;  -4. 
45° ;  0°; 135°. 
v {l = 4 (м/с), а ( 1 )  = 2 (м/с2) ;  tI (3) = 8 (м/с) , а (3) = 2 (м/с2). . .. . . 

7. 10. 54 (м/с2) . 
7 . 13 . 2 10,25 (Дж). 
7 . 14. 430 m. 

ь 
7 . 16. (J) = -2cl + b ; � = -2c; ( = 2с ' 
7. 17. 23 А.  
7. 18. 1 )  1 ,00201 Дж/(кг · ОС); 2) 1 ,0 1 3  Дж/(кг . ОС). 
7 . 1 9. v = - kАе-"t. 
7.20. Возрастает на R; 2)  убывает на R; 3)  убывает на (- 00; о) U 

U (O; + (0) ;  4) возрастает на (- 00 ; 5) U (5 ;  + (0) ;  5) убывает 
на (- 00 ;  -{) и возрастает на (- ; ; + (0 ) ; 6) возра. 

стает на (- 00 ;  + (0) ; 7) убывает на (- 00 ;  -1) и возрастает 
на (-1 ; + (0) ;  8) убывает на (- 00 ;  -1)  и на (о; 1 ) ,  возрастает 
на (-J ;  О) и на ( 1 ;  + (0) ;  9) возр,гстает на (- 00 ;  - 1) и на 

( 1 ;  + (0),  убывает на (- 1 ;  1 ) ;  1 0) возрастает на ( - 00 ;  � ) 

и убывает на ( � ; + 00 ) ; 1 1 ) убывает на (- 00 ;  -1)  и Н 1  

( 1 ;  + (0),  
2
возрастает на (/\ + 1 ) ;  1 2) возрастает на (- 00 ; 1 )  

и на  ( 1 ;  3) ' убывает на \ "2 ;  + 00 ) . . 
7 . 21 . 1 )  Максимум при х = 2; 2) минимум при х = 3 ;  3) МНШfМУМ при 

х = - У2 и х =  У2, максимум при х = О ; 4) мзксимум при 
1 . 

Х=4" ; 5) максимум при х = -4 , МИ НИМУМ при х = 4 ;  6) нет 

экстремумов; 7) нет экстремумов; 8) минимум при х = 0; '9) мини
мум при х = О; MaKC�MYM при х = 2; 1 0) МИ НRМУМ при х = О; 

1 1 ) ми нимум при х = - ; 1 2) мини мум при х= 1 .  е 
7.22. 1) Выпукла вверх на (- 00 ;  2) . выпукла вниз на (2 ; + (0) ;  

2) выпукла ввиз на R ;  3 )  выпукла ВНJlз на (- 00;  - 1 )  
и ( 1 ; + 00) ,  выпукла вверх н а  (-1 ; + 1 ) ;  4) ВЫDукла вниз на R. 

7.23. 1 )  Убывает на (- 00 ;  - 1 ) ,  возрастает на (-1 ;  + (0 ) . x = - I -

точка минимума, fmin = f (- I ) = -4; 2) убывает Ila (- 00 ;  � ) ,  
возрастает иа ({ ; + 00 ) , х = � - точ ка мивнмума, 'mln = 

= I ( � ) = - 3; ; 3) возрастает на (- 00 ;  2), убывает на 

(2; -"+ (0) , х = 2 - точ ка максимума , f mзх = f (2) = 7 ;  4) возрастает 
Н3 (- 00 ;  2), убывает lIа (2; + 00) , х = 2 - точка tЭКСlfмума, 

f шах = f (2) = О; 5) возрастает ;13 (- 00 ; {-) , убывает на 

( � ;  + 00  ) , х ={-- точка максимума, fшах = f  ({-) = _ � ; 
6) возрастает Аа (- 00 ;  5), убывает ва (5; + (0),  х = 5 - то,/ка 

максимума, fшах = f (5) = 0; 7) убывает на (- 00 ; -i) , воз-

растает на (- � ; + 00 ) I Х = - � - точка миннмума, fm\n= 
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, = f ( -=-- ; ) � �  � ; ' 8) убываеТ ' на (- СО ;  1), возрастает на 
( 1 ;  + 00), х = l -точка минимума, !min = f ( J ) � 2. 7.24. 1 )  х = 2; у = О; 2) x = l ;  3) у = - х при х -+ - оо  и у = х  при 
х -+ + оо ;  4) х = О  и у = х + 6; 5) х = -I и у = х - 3; 6) х =  1 ,  

f х = - l и у = О, , 7.25. 1 )  Область определения :  R; функция не является ни четной, и н  
нечетной ; функция непериодическая ;  график пересекает ось 
абсцисс в точках (- 1 ;  О), ( 1 ;  О), (3; О) и ось орди нат в точке 
(О; 3) ; f (х) > О на (- 1 ;  1) и (3; + 00 ) , f (х) < О на (- 00 ;  - 1 )  

, , ( 2 УЗ ) 

456. 

и ( 1 ;  3) ; асимптот нет; возрастает на - 00 ;  1 - -
з
-( 2 УЗ ) ( 2 УЗ 2 УЗ ) и 1 + -

з- ; + 00 , убывает на 1 - -
з
- ;  1 + -

з
- ; 

2 УЗ IIмеет м.зксимум в точке х =  1 --з- ,  !тах � 3,06, и минимум 
2 УЗ в точке х =  1 + -3- ' fmin � - 3,06; выпукла вверх на (-00 ;  1 )  

и вниз н а  ( 1 ;  + 00) ;  х= I - точка перегиба ; @  область опреде
ления :  R; функция четная ;  функция непериодическая;  график 
пересекает ось абсцисс в точках (-3; О), (- 1 ;  О) ; ( 1 ; О), (3;  О) 
и ось ординат в точке (О; 9) ;  ' (х) > О на (- 00 ;  -3), (- 1 ;  1 )  
и ·(3; + 00), f (х) < О на (-3; -1)  и ( 1 ;  3) ; асимптот нет; воз
растает на (- У5; 0) и ( У5; + оо ), убывает на (- оо ; - У'Б) 
и (О ;  У5);  имеет максимум в точке х = О; 'тах = 9', и ми нимум 
в точках х = ± У 'Б, fmil1 = - 16; выпукла вверх "а (- у; ; y� ) и вниз на (- 00 ;  - у -})  
и ( v � ; + 00 ) ; х =  ± у � -точки  перегнба ;@) область 
определения:  R; функци я четная;  функци я непериодическая;  
график пересекает ось абсцисс в точках (- УЗ ; о) и ( уз; О) 
и ось ординат в точке (О; 3) ; f (х) < О на (- 00 ; - уз) 
и ( уз; + 00 ), ' (х) > 0  на (- уз; УЗ); асимптот_ нет ; воз
растает на (- 00 ; - 1 )  и (О ; 1 ) ,  убывает на (- 1 ;  О) и ( I ; + оо ) ;  
IIмеет максимумы в точках х= ± 1 ,  'тах = 4, и минимум в ТОЧ I<е 
X = 0: fml l1 = 3; выпукла вверх на (- 00 ; - I /уз) и ( l i УЗ; + (0 )  
и вниз на (- I/УЗ;  I / УЗ); х =  ± V � - точки псреГ llба; 

4) область определени я :  (- 00 ;  -�) U (- � ; 2 ) U (2; + (0 ) ; , 
функци я не является ни четной, ШI нечетной ; функция неперио
дическая;  график пересекает ось абсцисс в точке ( 1 ;  О) и ось 
орди нат в точке ( о;  -�) ; f (х) > О на (- 00 ;  --}) и ( 1 ;  2), 

f (х) < О на ( - � ; 1 ) н (2; + (0) ;  вертикальные асимптоты: 
1 x � - 2 и х = 2; прямая y = O - аСlIмптота при х -+ ± 00 ;  воз' 

растает на каж)юм интервале своей области определени я ;  экстре. , , ( ' 
1 ) �IYMOB нет; выпукла вниз на - 00 ;  -2" и (хо; 2) и вверх на 

( - ; ; хо ) и (2; + (0 ), хо � О,8З - точка переги6а ; 5) область 
определения:  (-00 ; - I) U (- I ;  2) U (2; + 00) ; функция не яв, 
л яется ни четной, ни нечетной ; функция непериодическа я ;  гра. 
фик не пересекает ось абсцисс и пересекает ось ординат в точке (о; -� ) ; f (х) > О на (- 00 ;  - 1) и (2; + 00 ) , f (х) < О lIа 
(- 1 ;  2); вертикальн.ые асимптоты: x+ I = O и х = 2, прямая 
y = O - асимптота при Х -+ ± оо ; возрастает на (-00 ;  - 1 )  и 
( - 1 ;  � ) , убывает на ( ; ; 2 )  и (2 ;  + 00 ) ;  имеет максимум 

1 4 в точке Х= 2" 'т .. = - '9 ;  выпукла вниз на (- 00 ;  -1) и 
(2; ' + 00)  и вверх на (- 1 ;  2) ; точек перегиба нет; 6) область 
определения: ( - 00 ; - � ) U ( - � ; + 00  ) ; Функци я не яв· 

'ляется IIИ четной, ни нечетной ;  функция непериодическая, гра. 
фи '( пересекает ось абсцисс в точках (- 1 ;  О) и �; О) и ось 
ординат в точке (?; � ) ;  f 

(х
) > О на ( - 00 ;  -� ) и (-1 ;  2), 

f (х) < О на ( - � ; - 1 ) и (2 ;  + 00 ) ;  веРТИJ!:альная асимптота: 
3 1 5 Х = - 2 ' прямая У = - 2' Х + '4 - асимптота при x �  ± 00 ;  ( 3+ У 7 3 ) ( 3 . -3+ У 7  ) возрастает на - 2 - 2' и - 2" 2 ' 

y(jbiBaeT на ( - 00 ;  3 +  (7 ) и ( -3� У7 ; + 00  ) ;  имеет 
-3 + У7 4 - У7 максимум в точке х 

2 ' Iтах 2 ' и ми нимум 
3 + У7 в ТОчке х = - 2 , Im ln выпукла вниз на 

( � oo ;  - � ) и вверх на (- � ; + 00 ) ; точек перегиба нет ; -
7) область определения: (- 00 ;  O) U (O; + 00 ) ;  функци я не яв, 
ляется ни четной, ни нечетной ; функu"я непериодическая;  гра. 
фик пересекает ось абсцисс в точках ( 1 ;  О) ; (2 ; О) и не пересе, 
кает ось ординат; { (х) > О на (О, 1 ) и (2; +00),  { (х) < О н а  
(- 00 ;  О) и ( 1 ;  2) ; верти кальная асимптота: х = о, прямая у=х - 3 
является асимптотой при Х -+  ± 00 ;  возрастает на (- 00 ;  - У 2) 
и (У2; + 00 ), убывает на (- У 2; о) н (О; У2); имеет MaKcll
мум в точке х = - У2, Imax = - (2 У 2 + 3) , и минимум в точке 
х = У'"2, fmlп = 2 У 2 - 3; выпукла ВН IIЗ на (О;  + 00) и вверх 
на (- 00 ;  О), точек переги6а нет; 8) область оп редел�-
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I IИЯ: (-00 ;  2) U (2; 3) U (3; + (0 ) ; функ ц и я  не является ни чет
ной, ни нечетной; функция непериодическаЯI г.рафик не 
пересекает ось абсцисс и пересекает ось ординат в точке 
( о; � ) ; ' (х» О на (- 00 ;  2) и (3; + (0),  l (х) < О  на (2 ; 3) ;  
uертикаЛ;'!iые асимптоты: х = 2 и х = 3; п р ям а я  y = O - асимптота 

при х -+ ± 00 ; возрастает на (- 00 ;  2) и ( 2; �) , убывает на ( �  ; :3) Ii (3; + (0 ) ;  имеет максимум в точке Х = � , lmax = -4; 
!"_�П: кла . низ н а  (- 00 ;  2) и (3; + (0) и вверх на (2 ; 3) ; TO'ICK 
00 . .;!·,·С)а нет; 9) область определен и я :  (- 00 ;  -2) U (-2; 2) U 
U (2; + (0) ;  функция четна я ; Функция непериодическая ; график 
пересе!(аст ось абсцисс в ТО'II(ах (-3; О) и (3; О) и ось орди нат 

в точк� (о ; �- ) ; I (Х) > О на (- 00; -3) ; (-2; 2) и (3; + (0),  
I (Х) < О на (-3; -2) и (2 ;  3) ; вертикаль ные асимгпоты :  Х = -2 
и х = 2; пря�.!а я y = l - аСИМПТОТд при Х -+  ± оо ; возрастает на 
(О; 2) и (2; + 00), убывает на (- 00 ;  -2) и (-2 ; О) ; имест ми-

9 
нимум при Х = О, Imiп = -т ; выпукла вниз на (-2; 2) и ввсрх 

на (- 00 ;  -2) и (2; + (0 ) ;  точе!( перегиба нет; 1 0) обла�ть оп
ределения:  (- 00 ;  О) U (О; + 00) ;  функц и я не является 1 1 11 ч ет
ной ,  ни нечетно й ;  функr�ия непериоди ческа я ;  график не пересс. 
кает ни ось абсцисс, ни ось орди нат; 1 (х) > О "а всей о()ласти 
определе н и я ;  x = O - вертикальная асимптота, у = I - аси мптота 
при х -+ ± 00 ;  убывает иа !(аждом интервалс своей области 
определения,  экстремумов нет; выпукла вверх на (- 00 ;  -I n У 2) 
и вниз на (- lп У 2; о) и (О; + 00);  x = - lп У 2- точ ка пере
гиба; 1 1 ) область определени я :  (О; + 00 ) ;  функция не явл яется 
ни четной, ни нечетНОfl ; фУНlщ и я  непериоди ческ а я ;  графи к пе ре
секает ось абсцисс в точке ( 1 ; О) и не пересе!(эет ось орДII нат ; 
I (х) < О на (О; 1 ) ,  ' (х) > О на ( 1 ;  + 00 ) ;  асимптот нет; уб!Jlв.ает 
на ( о; + ) , возрастает на ( � ; + 00 ) ; х =+ - точ ка M " " II -

мума, 'ml" = _..!. ; ВblПУJ<ла вииз на всей области определени я ; е 
точек перегиба вет. 

7.26. 1 )  На [-0 ,5; 0,5): {н,кб. = 1 (-0,5) = 1 .375, {"ан>!. = f (0,5) = 
= - 1 ,375 ; на {-,- 1 ,5 ; 2J: f"анб. = f (- I ) = 2, f .. ahm. = f ( I ) = -2; 
2) на [- 1 ;  1 J :  fн.нб. = f (0) = -9, '", им. = I ( I } = f (- I ) = - 1 6; 
иа [о; 3J: IHa"ti. = 1 (3) = 0, Ihahm. ;;"-! (2J==- ; на 1-3 ; 5[: 
!наиб. = 1 (5) = 4 16, 'н" ". = f (-2) = 1  (2) = -25; 3) иг' (-о 5· Q 7); 
Iнаvб. = 1  0,7 = 3,7399' (-2; О ) :  '",нб.= 

- ,  к,им. = (-2) = (2) = -5; на [-2; 2] : Iнанб.= 
= 1  1 ) = / (-1 ) = 4, . lизим. = f (-2) = f (2) = -5; на [о; 4 J :  fнакб. = / ( I ) = 4, 'н,и ... = / (4) = -221 ; 4) н а  [-6; -1 ] :  I"анб.= 
= { (-6) = 8VЗ6, Ihak .. . = f (- I)=3; на [-2; 1 ] :  {Н.II6. = ' (-2) = 
=4 V1, fllаllи. = / (О) = О. .-

7.27. 6 см х 6  с м Х 3  см. 
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а а 7.28. -Т Х'2' 
7.29. 1 с ;  7 м/с. 
7.30. 5 1 2  СМЗ• 

2р 
7.31 , 1 )  11: + 4  ; 

У 2  7.32. R -2- ' 
. l '  

7.34. 2 '  
1 

7.35. - -2'  
7.36. Энергия, отдаваемая электрическим элементом, будет наиболь. шей , когда R = т. 
7.37. Обе прямые СК и KD должны образовывать с данной прямой 

равные углы. . 
.. / dS .. /'kS 7.38. x = 2d +  V т ;  y = 2k+ V ([ .  

E2R 
7.39. W = (R + r)� ;  R = r = O, 1 6 0M, Wmax = 9,8 Вт. 

1 6  7.40. Наибольшая площадь равна ___ -зу 3 
2 при Х= уз ' 

Г Л А В А  8 
8.3. 
8.4. 

8.5. 

8.6. 

8.7. 

• 8.8. 

8.9. 

J) Да ; 2) нет; 3) да ; 4) нет. Ft, F2 и Fз. 
• х - 2  хЗ.+ 1 " 1 1  1 1 ) х- -3:с + 3; 2.) ' П -2- " З) 

3 4) . 5) 1/' -х 
- соs (х + I ) + соs 2 ; 6) x l; 1 + 6. 
1) Нет ; 2) да ; 3) нет. 

З- Х- ' r -

х5 • ха х4 • х5 2хЗ х4 5х3 7x� 1 )  х+ т ' 2) 6 - Т ' 3) T - з+Х; 4) т - -з- - -т - зх; 
1 1 2 2 5) --2 2 - """i' ; 6) I п  I x l - - - -2 . Х Х Х х_ ' 
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. 2х 7х 7/х 7Х . 
'. 10. 1 ) 3ex + 5 s1n x+C ; 2) -2 соs х+ 1п 2 +G; 3) � + lп 7 + С; 

5-Х 2 -Х  1 8х . x - sln х 4) - ТnS-Тri2+C; 5) ТrilВ+C; 6) 2 sln х + С; 7) 2 . + С; 
8) - х - сtg х + С. . 

1 Зх 1 I х У2+ УБ j 1. 1 1 . 1 ) 12 arctg 4'+C; 2) 2 Y I O ' П  x Y 2-У 5 +С; 
х2 З Х 1 1 х 3) -i + 2x +  УБ arctg УБ +С; 4) -iiX.-sагоtg 2+С1 

б) } arOSln�+c; 6) �7 In l x+ -(x� - � I+C; 

rr) aгcsln х+ I п (х + V 1 +х2) + С;  
8) Iп (х+Ух2 +З)- З lп l х+ Ух2 -з l +с. 

. I . I � З� 
1.12. 1)  18 (Зх- l)6+С; 2) 1 8 (2х + 7)9 + С; З) З--2- +9х -

(X + 1 ) - lО {Х + l ) - ll - 27 Iп l х+З I +С; 4) 1 0 1 1  +С; 
1 х + 5 1 I X- I I б) '4 arctg -4- + С; 6) 9 1п х+8 +С} 
1 l 'зх-t-5 1 8) 18 1п l -Зх +С. 

1 х + 4  7) 3 arctg -З-+С; 

'. 13. 1) ; ( I - X2) - 1 + C;  2) 

8. 14. 

8. 15. 
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1 1 6) - 90 (З + 5х3)U +С;  7) g arctg х8 + С ;  
1 

1 Jt--; 8) -=- aгotg--_- +C. у2 У2 
1) - � (2 - 5х)З/2 + С ;  2) i ( 1 + х)2/3 + С; 15 . 
3) � (х- З) У2х+З+С; 4) - 1

2
5 (3х2 + 8х + 32) Y2-х+С; 

5) агosrn Х- З+с; 6) Iп (х + 2 + Ух2 + 4х + 7) + С; 6 . 
7) arosln (2x- I)+C ;  8) Iп l х+ � + v Х2+ зх l+с; 

9) � (3х2_ 1 )3/2+ С; 1 0) � (хЗ+ 1 )3/2 + С. 
9 . 

1 -х' . . 1 х' С. 1) - 2' е  + С, 2) 4' е  + . 
3) х- + Iп (1 +е9Х) + С; 4) 2el't + С; 

5) arcsttJ �2
X +С; 6) In УёХ+/-I +С. 

УеХ + l +  1 
8. 16. 1) 9 SШ-§- _ co� 7;е + С: 2) _ соз (00:+ <р) +С; 

8. 17. 

8. 18. 

З) sш 2х _ вln 4х +С; 4) sln 5х + sш 1 1х +С. 
4 8 10 22 • 

3 х 1 . З 5х х 5) 2 cos 3 - '2 сos х +Сf 6) 5' Slп -в + З SШ в +Сj 

7) соз q> ( - sш (oot+<p)+C' 8) � - �+C 2 . 400 • 2 4 i . сos8 х slnu x 9) -сos х+ -з- + с: . 10) sln х--з- +сi 

1 1) -CO�6 Х + С; 12) 1!1 1 tg (т+ : ) I+C: 
З . 

IЗ) In l s!n x l + C; 1 4) - т (I + СОS Х)4fЗ + С) 

15) _есо! х + С: 16) -2 соз Ух + С. 
In8 ;e 2 .г--J) -з- +С1 2)  3 (lп х - 2) J' 1 + ln x+C; 

1 З) In I arotg х I + С; 4) 3 (arctg 2х)З/2+С� 
1 2 5) 4' агсзln4 х+С; 6) -3 (агосоз х)З/2 + С. 

5 1) 3 Jп l х-.- З I -2 Iп l х_2 1 + С: 2) In l x- 2 1_':"'""""";\'+C; x-� 
З) � lп (x� +x + l) +  УЗагоtg 2;".il + С: 

9 1 4) x + 2" ln l х- З I - 2' lп l x - l l +С, 

8. 19*. 1) _ 2x + l
e-2х + С : 4 2) х Jп 2 - 1 2х + С' I n� 2 • 

3) Sln x-х соs х + С; х 1 4) 5' sш (5х - 7) + 2'5  соз (5х- 7) + С, 

5) ( � х2 - 4Х) Jn х- � x� + 4X +CI 

6) х агсsln х+ У l - х! + С; 7) х агссоs х- У I _ х! + С� 
. I I 8) x arotg Х-2 n ( 1 +х!) + С. 

8.20*. 1 )  - (х! + 2х + 2) е-х +С; 2) (2- х�) соs х + 2х sш х+С; 
З) х О п! х -'2 lп х + 2) + С; 
4) х агссоз! х - 2  Y I - х� аГССОЗ Х- 2х + С; 

5) 2
1 (зln х + соз х) е Х  + С: 6) s In 2х - 5  соз 2х еЗХ + С. ; lЗ V2 
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8. 2 1*. 1) - x�t 1 е-Х' +С; 2) 2 ( Ух - 1 ) еУХ+С; 
3) 2 (2-х) cos Ух +4 Ух sln Ух +С; • 1 1 4) (ln [п х- 1) Iп х+С; 5) 2" x2 aгctg Х�-4 1п (1 +х4) +С; 
6) { ( х� агс.соз � - У x� - 1 ) +с. 

Г Л А В А 9 
11. 1. (e- I) кв. ед. 
11.2. (I - cos 1 ) кв. ед. 

11.3. 1) Второй; 2) второй; 3) второй; 4) nepBbIii 
11.4. 
lI.a. 
11.6. 

0.7. 

11.8. 

'.9. 

'. 10. 

Х Х 

1) S x� dx; 2) S Sl� х dx+ 2. 
- 1  1 

1) О; 2) sln b�; 3) -вln a�, 
10 21 11: 1 3 

1) 4 ;  2) 3 ;  3) "8 ; 4) l n 2 ; 5) т ;  6) 2" [ п  2" ; 
' 4 7) arotg 3 - aгatg 2 ; 8) [ п '3 '  

1 4  28 2 1) з ,  2) з ; 3) 3 ;  4) 1 ; 5) 12 ;  6) 4-2 1п 3; 
2 + У5 11: 7) [п у'-- i 8) -6 • 
t + 2 

1 1 3 4 1) 2' ;  2) О; 3) п: 4) 3 '  5) О: 6) О; 7) '2 ;  8) [п 3 . 
1) e�; 1 1 2) (е 5 

1 )� :  3) [п (1 +е) ; 4) aгctg е- � • 
1 11: • 1) 2" ;  2) I п 2; 3) Т I 4) sln 1 .  

1 8. Н*, 1} Т I 2) 1 1 3) n- 2! 4) 2; 5) [п 2 - 1 ;  6} 1 :,  

7) � - 1 1 8) e1ttl . 
0. 1 2. 1) О, если р :;i: q; 11:1 если р = q; 2) О, если р уЕ: q; n, если 

p - q; 3) О. 
'. 14. 200 У2. 

'. 16. 

9. 17. 
11. 18. 

.. Ш 

32 1 1) 2 кв. е •. ; 2) '3 кв. ед. ; 3) "4 кв. ед. ; 4) 1 кв. ед. ; .) ( 1 - � )  КВ. ед. ; 6) In 2 кв. ед. 
0,694. 
0,995: 1. 

9. 19. 1 1 . 
9.20. 4. 
9.2 1 .  1 ) 0,09; 2) 0,67. 
9.22. 0.746. 

2) 1 , 1 1 84. 

) 

.23. 1)  3,24 13; 

л А В А 10 

10. 1 .  
16 . 2 3) 8 кв. ед.; 4) -3 кв. ед. , 

1) 3 кв. ед. ; 2) 36 кв. ед. ; 

у_ 
) 

6) ( 11:  +�- 1 .кв. ед. 5) (22 1 п 2-6) кв. ед. ; 12 2 . . 

10.2. 1) i кв. ед. ; 2) 4 кв. ед. 

[25 I 9 д '  3) -12 кв. ед. ! Д •  2) -2 кв. е . , 10.3. 1 ) 6' кв. е . , 
8 9 . 

5 
32 ед ' 6) -3 кв. ед. Д • ) -3 кв. . !  4) "2 кв. е . ,  

5 аЬ 12 д '  3) -3- кв. ед. 10.4. 1) 9 кв. ед. ; 2) 6" кв. е . •  
3 . 4) ("::"_..!..) кв. ед. : 

10.5. 77 
д ' 1) 6' кв. е . , 2) "4 кв. ед. : 3) 36 кв. ед. . 2 3 

5 16 д ' ) '3 кв. е " 6) � кв. ед. ; 7) ( 1 - � ) кв. ед.; 

8) ( у2 - 1 )  кв. ед. ; 

9 10.6. '2 кв. ед. 

10.8. ( IП 2 -� )  кв. ед. 

10. 10. 42 м. 
10. 12. 5· с. 
10.H. 19 и. 

10. 16. (8R + l�a) м. 

\0. 18. a� 2 Ь /12, 523 МН . 

10. 20. 1 ,8 ]\\Н, 1 ,3) ,\\Н. 

10.22. 1724 ,8 Н. 
10.24. 0 , 1 6 Дж.:.,... 

10�. eoi( � --}) . 

9) � кв. ед.; 10) (у2 - l) кв. ед. 

10.7. 9 кв. ед. 

265 10.9. 3 м. 

10. 1 1 . 32 м. 
10. 13. а = 20. 
10. 15. 122,375 м. 

10. 17. 2,45 МН . 

10. 19. 1 .4 1'1Н. ah2 10. 2 1 .  т ·  
10.23. З� ДЖ. 
-1..Q.,,25. о.54'д"ж. 

463 



- - -- �----__ ----�----------�r---�--------------�----------------------�--

Мечислав И гнатьевич Каченовский, 
Юрий М и ха йлович Коляги н ,  
Александр Дмитриевич Кутасов. 
Геннадий Лаврович Л ука н к н н ,  
Вачаган Арташесович Оганесян, 
Геннаднй Н и колаевич Яковлев 

АЛГЕБРА И НАЧАЛА АНАЛИЗА 

Ч а с т ь 

Редактор Т. А. П ан ькова 
Художест.венныЙ редактор Т. Н. Кольченко 
ТеХflИческий редактор А. П .  Колесникова 
Корректоры Г. В. Подвольская, Н .  Б. румянцева 

И В  N9 82325 

, 

Сдано в набор 23. 1 2.86. Подписано в печать 05.06.87. Форма'!' 
84х 108'/". Бумага тип. N9 3. Литературная гарнитура. Печать высо
Kail. Усл. печ. л. 24.36. Усл. Кр. -отт: 24.57: уч:-изд: Л: 25,56: Тираж 
370 000 экз. (l-й завод 1 - 150 000 ЭКЗ.). Заказ М 784 1 .  Цена 95 коп.' 

Ордена Трудового Красного Знамени издательство сНаука. 
Главная редакция физико-математической литературы 
1 1 707 1 ,  Моснва. В-7. 1 .  Ленинский проспеftт, 15 
Набрано и сматрицировано в орден Октябрьской Революции и ор
ден а  Трудового Красного Знамени МПО сПервой Образцоаой типо
графии� имени А. А. Жданова Союзполиграфпрома при Государст
венном комитете СССР по делам издательств, полиграфии и ftИИЖ· НОЙ торговли. 1 1 3054, Москве, М-54, Валовал, 28 

ОтпечатаНQ в тиrIOгр фин издательства сКоммун а . ,  Г, воронеж, про
спеит Р&В6л юции ,  39. 




	mat 0001
	mat 0002
	mat 0003
	mat 0004
	mat 0005
	mat 0006
	mat 0007
	mat 0008
	mat 0009
	mat 0010
	mat 0011
	mat 0012
	mat 0013
	mat 0014
	mat 0015
	mat 0016
	mat 0017
	mat 0018
	mat 0019
	mat 0020
	mat 0021
	mat 0022
	mat 0023
	mat 0024
	mat 0025
	mat 0026
	mat 0027
	mat 0028
	mat 0029
	mat 0030
	mat 0031
	mat 0032
	mat 0033
	mat 0034
	mat 0035
	mat 0036
	mat 0037
	mat 0038
	mat 0039
	mat 0040
	mat 0041
	mat 0042
	mat 0043
	mat 0044
	mat 0045
	mat 0046
	mat 0047
	mat 0048
	mat 0049
	mat 0050
	mat 0051
	mat 0052
	mat 0053
	mat 0054
	mat 0055
	mat 0056
	mat 0057
	mat 0058
	mat 0059
	mat 0060
	mat 0061
	mat 0062
	mat 0063
	mat 0064
	mat 0065
	mat 0066
	mat 0067
	mat 0068
	mat 0069
	mat 0070
	mat 0071
	mat 0072
	mat 0073
	mat 0074
	mat 0075
	mat 0076
	mat 0077
	mat 0078
	mat 0079
	mat 0080
	mat 0081
	mat 0082
	mat 0083
	mat 0084
	mat 0085
	mat 0086
	mat 0087
	mat 0088
	mat 0089
	mat 0090
	mat 0091
	mat 0092
	mat 0093
	mat 0094
	mat 0095
	mat 0096
	mat 0097
	mat 0098
	mat 0099
	mat 0100
	mat 0101
	mat 0102
	mat 0103
	mat 0104
	mat 0105
	mat 0106
	mat 0107
	mat 0108
	mat 0109
	mat 0110
	mat 0111
	mat 0112
	mat 0113
	mat 0114
	mat 0115
	mat 0116
	mat 0117
	mat 0118
	mat 0119
	mat 0120
	mat 0121
	mat 0122
	mat 0123
	mat 0124
	mat 0125
	mat 0126
	mat 0127
	mat 0128
	mat 0129
	mat 0130
	mat 0131
	mat 0132
	mat 0133
	mat 0134
	mat 0135
	mat 0136
	mat 0137
	mat 0138
	mat 0139
	mat 0140
	mat 0141
	mat 0142
	mat 0143
	mat 0144
	mat 0145
	mat 0146
	mat 0147
	mat 0148
	mat 0149
	mat 0150
	mat 0151
	mat 0152
	mat 0153
	mat 0154
	mat 0155
	mat 0156
	mat 0157
	mat 0158
	mat 0159
	mat 0160
	mat 0161
	mat 0162
	mat 0163
	mat 0164
	mat 0165
	mat 0166
	mat 0167
	mat 0168
	mat 0169
	mat 0170
	mat 0171
	mat 0172
	mat 0173
	mat 0174
	mat 0175
	mat 0176
	mat 0177
	mat 0178
	mat 0179
	mat 0180
	mat 0181
	mat 0182
	mat 0183
	mat 0184
	mat 0185
	mat 0186
	mat 0187
	mat 0188
	mat 0189
	mat 0190
	mat 0191
	mat 0192
	mat 0193
	mat 0194
	mat 0195
	mat 0196
	mat 0197
	mat 0198
	mat 0199
	mat 0200
	mat 0201
	mat 0202
	mat 0203
	mat 0204
	mat 0205
	mat 0206
	mat 0207
	mat 0208
	mat 0209
	mat 0210
	mat 0211
	mat 0212
	mat 0213
	mat 0214
	mat 0215
	mat 0216
	mat 0217
	mat 0218
	mat 0219
	mat 0220
	mat 0221
	mat 0222
	mat 0223
	mat 0224
	mat 0225
	mat 0226
	mat 0227
	mat 0228
	mat 0229
	mat 0230
	mat 0231

